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Resumen

El concepto de derivada es uno de los méas importantes en el area del célculo e incluso su
importancia se traslada a otras ramas cientificas. Esto hace que existan diversas investigaciones
del concepto, ya sea analizando la comprension de los estudiantes o la caracterizacion de los
profesores y su modo de ensefiar el concepto en los salones de clases. Aun con esta atencion
constante al concepto, se sigue reportando que los estudiantes suelen hacer uso de formulas y/o
reglas de derivacion para la resolucion de ejercicios, enfocando asi su aprendizaje a un tratamiento
algoritmico, pero los resultados obtenidos carecen de un significado para ellos. Por ende, se
encuentran dificultades para lograr la comprension de otras representaciones del concepto, como
lo puede ser la gréfica. Por lo que se sugiere complementar la ensefianza del concepto con esta
representacion. Por ello, el presente estudio tiene como objetivo el analizar las estructuras mentales
que presentan estudiantes universitarios al construir el concepto de derivada desde su
representacion grafica con un enfoque desde la teoria APOE, la cual proporciona estructuras
mentales necesarias para la comprensién de un concepto matematico: accion, proceso, objeto y
esquema. Para ello, el desarrollo del estudio se realiz6 con un grupo de dieciséis estudiantes, a los
cuales se les aplicd una serie de dos cuestionarios. Uno de ellos fungiendo como cuestionario de
diagndstico y el restante como cuestionario posterior a una intervencién dentro del aula. La
intervencion realizada fue disefiada desde una adaptacion del ciclo ACE, el cual es una estrategia
pedagdgica proporcionada por la teoria APOE, y se hizo uso de herramientas digitales que brindan
representaciones graficas del concepto para complementar su ensefianza y favorecer una
comprension mas amplia del mismo. El andlisis de las respuestas del cuestionario de diagnostico
brindadas por los estudiantes muestran claras deficiencias en los estudiantes al enfrentar ejercicios
conceptuales en un contexto grafico y una parte de ellos muestra una inclinacion por buscar la
resolucion de los ejercicios desde un aspecto algebraico. Sin embargo, una vez realizada la
intervencion en el aula se observa una mejoria en la comprension del concepto evidenciando
justificaciones analizando lo grafico del ejercicio y mostrando de una manera mas orgéanica la
construccién del concepto con las estructuras mentales accion, proceso, objeto y esquema. Se
espera que la informacion recabada sea Util para futuras investigaciones como antecedentes y para

que profesores en activo incentiven el resolver este tipo de ejercicios conceptuales en las aulas.

Palabras clave: Célculo diferencial, derivada, aspecto gréfico, Teoria APOE.



Abstract

The concept of derivative is one of the most important in the area of calculus and even its
importance is transferred to other scientific branches. This has led to various investigations of the
concept, either analyzing the understanding of students or the characterization of teachers and their
way of teaching the concept in the classroom. Even with this constant attention to the concept, it
is still reported that students usually make use of formulas and derivation rules to solve exercises,
thus focusing their learning on an algorithmic treatment, but the results obtained lack meaning for
them. Therefore, difficulties are encountered in achieving understanding of other representations
of the concept, such as the graphical. Therefore, it is suggested to complement the teaching of the
concept with this representation. Therefore, the present study aims to analyze the mental structures
presented by university students when constructing the concept of derivative from its graphical
representation with an approach from the APOE theory, which provides mental structures
necessary for the understanding of a mathematical concept: action, process, object and scheme.
For this purpose, the study was carried out with a group of sixteen students, to whom a series of
two tests were applied. One of them served as a diagnostic test and the other as a post-intervention
test. The intervention was designed from an adaptation of the ACE cycle, which is a pedagogical
strategy provided by the APOE theory, and made use of digital tools that provide graphical
representations of the concept to complement the teaching of the concept and promote a broader
understanding of the concept. The analysis of the answers of the diagnostic test provided by the
students shows clear deficiencies in the students when facing conceptual exercises in a graphical
context and a part of them shows an inclination to seek the resolution of the exercises from an
algebraic aspect. However, once the intervention was carried out in the classroom, an improvement
in the understanding of the concept is observed, evidencing justifications by analyzing the graphic
aspect of the exercise and showing in a more organic way the construction of the concept with the
mental structures action, process, object, and scheme. It is hoped that the information gathered will
be useful for future research as background information and also for active teachers to encourage

the resolution of this type of conceptual exercises in the classroom.

Key words: Differential calculus, derivative, graphical aspect, APOS theory.



Capitulo 1. Antecedentes

En este capitulo se expresan los antecedentes identificados en relacién con las diferentes variables
de este trabajo de investigacion. La primera variable a analizar es la relacionada con las dificultades
que presentan los estudiantes para la comprension de la derivada y la resolucién de problemas
relacionados a este concepto. La siguiente variable a revisar es sobre el proceso de construccion
mental de un concepto matematico desde el enfoque de la teoria APOE, donde cada una de sus
siglas describen las estructuras mentales utilizadas por un sujeto para la construccion de un
concepto: Accion, Proceso, Objeto, Esquema. Para fines de este estudio se analizan diversos
trabajos de investigacién que comparten el impacto de la teoria APOE en la construccion del
concepto de derivada, asi como de diferentes conceptos matematicos. Por ultimo, la tercera
variable a examinar es la ligada a la ensefianza de diferentes conceptos de las matematicas, entre
ellos el concepto de derivada, a través de las herramientas digitales y sus repercusiones, pues estas
herramientas forman parte importante del desarrollo metodoldgico propuesto desde la teoria
APOE.

1.1 Dificultades en la comprension del concepto de derivada

1.1.1 Estudios a nivel nacional
A nivel nacional se han realizado estudios sobre la comprensién del concepto de derivada, como
el realizado por Fuentes-Lara et al. (2021) al analizar un examen colegiado universitario aplicado
a 3751 alumnos de primer semestre de ingenieria. Dentro de este trabajo se estudio la actividad
cognitiva que es necesaria para la resolucion de los reactivos y, al mismo tiempo, se compartieron
los resultados obtenidos de la resolucion de dicho examen. Los apartados de derivadas y
aplicaciones de derivadas son los que presentaron una mayor dificultad para los estudiantes. Estos
apartados necesitaban que el estudiante tuviera un sélido dominio del lenguaje algebraico y que
contara con la habilidad de pasar de procedimientos algoritmicos para el analisis del concepto a
procedimientos geométricos, pero los resultados obtenidos de las respuestas de los estudiantes
mostraron grandes deficiencias en estas cuestiones. Los autores han compartido que, aun cuando
el alumno conoce algoritmos matematicos que le permiten ingresar al grado universitario, queda
en evidencia que esto no es suficiente al momento de resolver problemas que requieran un mayor

grado de analisis que aquellos donde solo se necesita la mecanizacion para resolverlos.



“El aspecto visual de la derivada, como recurso de apoyo, es un factor que influye en la
comprension de conceptos matematicos” (Bricefio et al., 2018, p. 36). Con base en esto, Bricefio
et al. (2018) realizaron un estudio sobre el analisis de la comprension del concepto de derivada
desde el punto de vista gréfico. Este estudio fue inferido de una muestra de once estudiantes de
una universidad mexicana y su objetivo fue el de analizar como los estudiantes comprenden la
representacion grafica y analitica del concepto de derivada. Los resultados mostraron que los
alumnos se inclinan por una interpretacion algebraica de la derivada. Asimismo, los autores han
compartido que esta inclinacion es la razén por la cual los alumnos también tienen deficientes
conocimientos con respecto a conceptos como limites y recta tangente, pues solo se presenta de
manera memoristica en su comprension. Esta observacion la extrapolaron al concepto de derivada,
ya que por parte de los alumnos se aprende a través de la mecanizacion menospreciando la

representacion geomeétrica del concepto.

Siguiendo el estudio del objeto matematico de la derivada en el contexto mexicano, Garcia et al.
(2018) realizaron un estudio para analizar el desempefio que presentan los estudiantes del Instituto
Politécnico Nacional en tareas de matematicas. La muestra fue tomada de 225 alumnos recién
ingresados a esta institucion mexicana. Las tareas relacionadas al concepto de derivada mostraron
resultados como el hecho de que el 78 % de alumnos contestd de manera incorrecta el ejercicio
relacionado a la interpretacion grafica de la derivada. Asimismo, en el item referente a relacionar
la derivada como la pendiente de la recta tangente con el signo de la funcion derivada, el 71 % de
los alumnos tuvo respuestas incorrectas. Como reflexiones finales del estudio, Garcia et al. (2018)
concluyeron que los alumnos presentan dificultades “en el manejo de la interpretacion geométrica

de la derivada: como la pendiente de la recta tangente a la grafica de una funcion en un punto” (p.
51).

1.1.2 Estudios a nivel internacional
También se han identificado antecedentes dentro de Latinoamérica, tal y como la investigacion
realizada por Loayza (2021), que tuvo como objetivo estudiar el papel que juegan la ingenieria y
situacién didactica en el aprendizaje de la nocion de derivada por parte de los alumnos y, de igual
manera, identificar las dificultades y errores presentes en el proceso de aprendizaje del concepto.
Este trabajo hizo uso de la Teoria de Situaciones Didacticas como marco tedrico para realizar la

secuencia didactica de la investigacion y de la ingenieria didactica como metodologia para el



estudio de resultados. Para esta investigacion fue analizada una muestra intencional de veinte
alumnos de célculo diferencial de la Universidad Nacional del Altiplano en Peru, los cuales
presentaron dificultades para el entendimiento del lenguaje matemaético y falta de conocimientos
relacionados al pensamiento variacional. Loayza (2021) concluy6 que estos problemas vienen por

una falta de aprehension de conocimientos en niveles de educacion previos.

“El calculo diferencial ha tenido diversas dificultades en el entendimiento de sus diversos
conceptos, en especial en el tema de la derivada” (Saraza-Sosa et al., 2019, p. 42), por ello Saraza-
Sosa et al. (2019) realizaron un trabajo de investigacion para estudiar el grado de comprension que
manejan los docentes en formacion que estudian la Licenciatura en Matematica de la Universidad
Francisco de Paula Santander en Colombia. Este trabajo hizo uso de la ingenieria didactica como
referente tedrico. El analisis epistémico que esta teoria trae consigo muestra la evolucion del
concepto de derivada desde lo geométrico hasta su formalizacion en términos algebraicos. Caso
contrario a lo observado en el andlisis de tipo documental trabajado con este marco teorico, pues
los hallazgos observados muestran que entre los estudiantes predomina el uso de reglas dentro de
procedimientos algoritmicos, pero no desarrollan la comprension de la representacion grafica del
concepto. Esto Gltimo es similar a los resultados encontrados en las pruebas de conocimiento
aplicadas, donde se observa falta de conocimiento del tipo conceptual en los estudiantes y esta

falta es la que no les permite desarrollar el pensamiento grafico-algebraico.

El calculo diferencial es una de las ramas que mas se relaciona con las aplicaciones de
ingenieria, pues con estos conocimientos los ingenieros pueden realizar estudios que
dependan de cantidades o magnitudes y logran deducir en un proceso determinado las

cantidades maximas o minimas requeridas. (Gutiérrez et al., 2017, p. 139)

Por ello, Gutiérrez et al. (2017) realizaron un estudio para analizar las dificultades que tienen los
estudiantes de ingenieria de la Universidad Militar Nueva Granada en Colombia dentro del proceso
de aprendizaje del concepto de derivada mediante un estudio de casos. Este estudio tuvo como
resultados que el 61 % de los alumnos mostraban deficiencias en el uso de las reglas de derivacion,
mientras que el 70 % de ellos tenian dificultades para calcular la derivada a partir del concepto de
limite. Gutiérrez et al. (2017) concluyeron que parte de los estudiantes mostraron una
mecanizacion al resolver los ejercicios expuestos, pero no tenian una correcta comprension del

concepto de derivada como la razon de cambio instantaneo.



1.2 Construccion de conceptos matematicos de acuerdo a la teoria APOE

1.2.1 Estudios a nivel nacional
En México hay investigaciones recientes que cuentan con enfoque tedrico desde la teoria APOE.
Por ejemplo, el trabajo realizado por Amaro (2020) sobre el analisis de la construccion del
concepto de derivada en quince profesores de nivel bachillerato tenia como objetivo analizar la
comprension que tiene este grupo de profesores del concepto de derivada. Este analisis fue
trabajado desde el enfoque de la Teoria APOE dando como resultado el nivel de construccion
mental que maneja el profesorado. El analisis de los resultados se dividi6 en dos segmentos. El
primer segmento analizé el nivel de construccion que presentan los profesores dentro de un examen
diagnostico y el segundo segmento analizo las respuestas de los mismos profesores después de
haber realizado actividades disefiadas desde sus fortalezas y debilidades mostradas en el examen
diagndstico. En el resultado del diagnéstico doce profesores contaron con una concepcién accion
y después de las actividades didacticas para mejorar la comprension del tema catorce lograron
alcanzar este nivel de construccion en el registro grafico de derivada. Mientras que para la
concepcidn proceso en el registro grafico de derivada pasaron de ser cinco profesores a doce los

que contaban con este nivel de construccién.

Durante el mismo afio, Guerrero (2020) realiz6 un trabajo para la reconstruccion del concepto de
limite mediante la teoria APOE en una muestra de once profesores universitarios. En este trabajo
se implementaron actividades didacticas y se estudia el impacto que estas tienen en los profesores.
De acuerdo a Guerrero (2020):

En las actividades se utiliza la representacion analitica, tabular y grafica del concepto de
funcion, las cuales sirven como recurso para que los profesores construyan o reconstruyan

la concepcion de aproximacion y métrica del limite de una variedad de funciones dadas.
(p. 17)

Los resultados resaltaron que seis profesores mostraron una concepcion accion inicial y
posteriormente tres pasaron a una concepcion proceso. Mientras que, de cinco profesores que
mostraban una concepcidn proceso inicial, tres de ellos fueron capaces de mostrar una concepcion
objeto posteriormente. Un dato remarcado en la investigacion fue que a algunos profesores se les
dificulta la interpretacion grafica. Por lo que, segun Guerrero (2020), “es posible que los mismos

profesores de matematicas restrinjan su instruccion a una ensefianza de corte algebraico” (p. 58).
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Jiménez et al. (2018) trabajé en un analisis sobre las construcciones mentales relacionadas al
concepto de integral definida. Este analisis se llevé a cabo en una muestra de catorce estudiantes
de primer semestre de Ingenieria en Sistemas Computacionales que se encontraban cursando la
materia de Calculo en una universidad mexicana. Dicha investigacion tuvo como objetivo analizar
el nivel de construccion mental relacionado con el concepto de integral que manejan los alumnos
desde el enfoque APOE. Los resultados mostraron que aproximadamente el 78 % de los alumnos
fue capaz de realizar cada paso en la resolucién de problema recordando férmulas, asi mostrando
un nivel de concepcidn accion. Mientras que el 35 % de ellos mostrd la capacidad de realizar los
problemas y explicar la integral de forma generalizada en la concepcidn proceso. Por ultimo, s6lo
el 7 % de ellos tuvo las aptitudes para construir nuevas integrales a partir de la construccion de

acciones y procesos previamente interiorizados y encapsulados mostrando una concepcion objeto.

1.2.2 Estudios a nivel internacional
Siguiendo con el estudio de conceptos desde la teoria APOE, pero ahora en Argentina, Pereyra y
Herrera (2020) realizaron una investigacion para estudiar las dificultades que los alumnos
presentaban para comprender el concepto de derivada desde la teoria APOE. La recoleccion de los
datos fue llevada a cabo a través de un estudio de casos mediante un enfoque descriptivo y una
metodologia cualitativa. Esta recoleccion fue realizada a tres alumnos al finalizar el curso de la
asignatura de calculo mediante un cuestionario Unico. Este cuestionario mostro las dificultades que
presentaban los alumnos para construir el concepto de derivada, pues dos de los tres alumnos tenian
nocion de la definicion, pero aun asi presentaban dificultades para entender el concepto de manera
clara en su parte analitica y geométrica. En cambio, el tercer alumno ha podido mostrar una
concepcidn objeto, pues fue capaz de relacionar graficamente la funcion con su derivada. Como

conclusion general se compartio lo siguiente por parte de Pereyra y Herrera (2020):

Estos resultados en general son coincidentes con otras investigaciones de la temética en el
sentido de que tienen dificultades para la interpretacion del concepto, y que prevalecen
procedimientos algoritmicos para la resolucion de problemas sencillos, donde sélo es

necesario aplicar reglas de derivacion. (p. 57)

Finalmente, (Rodriguez et al., 2019) realiz6 un trabajo de investigacion sobre la construccion
cognitiva del conjunto solucidn para un sistema de ecuaciones lineales con dos incégnitas. Por ello

propuso una descomposicion genética para este concepto desde un contexto geométrico. La



descomposicion genética juega un papel importante en la teoria APOE porque, de acuerdo a
Rodriguez et al. (2019), “describe en detalle las construcciones y los mecanismos mentales que
son necesarios para que un estudiante construya un concepto matematico” (p. 74). Esta
investigacion se ha fundamentado en un estudio de casos con ocho estudiantes de tercer afio de la
formacion inicial de profesorado de matematica en una universidad chilena. Los resultados
mostraron que las construcciones manejadas por los alumnos usualmente se ubican dentro de los
niveles de concepcién accion y proceso, pues solo uno de ellos fue capaz de presentar una
concepcion objeto dentro de los conceptos de sistemas de ecuaciones lineales y sus técnicas de
resolucion. Por lo que se concluy6 que los estudiantes no son capaces de realizar la encapsulacion
de procesos que le permitan llegar a una concepcidn objeto para comprender de manera mas amplia

el conjunto solucion de un sistema de ecuaciones lineales.

1.3 Ensefianza digital de las matematicas

1.3.1 Estudios a nivel nacional
En México se han realizado diversas investigaciones acerca de la ensefianza digital de las
matematicas. En una de ellas Rojas (2020) buscd compartir una estrategia metodolégica para
estudiar la comprensién del concepto de derivada que presentan alumnos de un primer curso de
calculo a nivel licenciatura. Para lograr esto, Rojas (2020) hizo uso de la herramienta digital
Desmos, donde se codificd el método de derivacion por incrementos y se realizaron animaciones.
Para el andlisis de la comprension del concepto por parte de los alumnos se realizé un cuestionario.
Uno de los resultados obtenidos de este cuestionario mostro que diecinueve de veinte estudiantes
lograron comprender el concepto de derivada de una manera amplia. Sin embargo, en una pregunta
relacionada al concepto de limite mas de la mitad de estudiantes presentaron problemas para
comprender este concepto. Por lo que se concluyd por parte del autor que el uso de Desmos
favorece a la comprension amplia de las matematicas por su aporte visual y dindmico, pero que
existen areas de oportunidad que se pueden trabajar en un futuro para que el conocimiento por

parte de los alumnos sea ain mas amplio con la ayuda de la tecnologia.

De igual manera, Portillo-Lara et al. (2019) analiz6 que la mayoria de los conceptos de calculo se
afrontan de manera mecanica por parte de la mayoria de estudiantes y profesores. Por ello realizd
un trabajo donde unos de los objetivos fue promover la solucion de problemas de optimizacion

con ayuda de la representacion geomeétrica que permite GeoGebra y analizar los beneficios o



dificultades que presentan los alumnos para la resolucion de estos problemas. Los autores
compartieron como parte de los resultados que el software ayuda a comprender de una manera mas
amplia conceptos relacionados a problemas de optimizacion. Asimismo, también concluyeron que
el uso de herramientas digitales como GeoGebra brindan un grado de confianza al estudiante que

se ve reflejado en una mejor comprension de los conceptos.

“Uno de los problemas que se presenta en la ensefianza del célculo consiste en que prevalece el
trabajo mecanico en las aulas, dejando a un lado la construccion de los conceptos” (Ruiz et al.,
2018). Asi lo narraron Ruiz et al. (2018) y por ello trabajaron con la tecnologia para proporcionar
al alumno visualizaciones de situaciones donde esta inmerso el concepto de derivada. Para analizar
el impacto de la tecnologia el estudio fue dividido en dos grupos, el grupo experimental y el grupo
control. Asi, de esta manera, fueron analizados los resultados que mostraban un mejor desempefio
dentro del grupo experimental, pues es mayor el nimero de reactivos correctos que contestaron en
preguntas relacionadas al concepto de derivada. Con esto los autores concluyeron que la ayuda de

la tecnologia puede llegar a mejorar la visualizacion y construccion de los conceptos matematicos.

Por su parte, Gomez-Blancarte et al. (2017) realizd un trabajo para la ensefianza de la funcion
cuadrética con ayuda de la herramienta digital GeoGebra. El objetivo principal de este trabajo fue
realizar una propuesta didactica que permitiera a los estudiantes comprender de una manera mas
amplia el concepto de funcion cuadratica. Para ello se realiz6é un estudio de casos con un grupo de
estudiantes del sistema Telebachillerato y uno de los resultados méas importantes que arroja este
estudio fue que la ayuda que presenta GeoGebra es de gran importancia para los estudiantes en el
tratamiento de los registros de manera grafica. Debido a esto, los autores concluyeron que esta
ayuda fue mayor para la comprension de los alumnos que aquella ayuda que recibieron a través de
los libros de texto, pues realizd aportes a las asociaciones que presentaron los estudiantes entre las

variables visuales del registro grafico y las unidades simbdlicas algebraicas.

1.3.2 Estudios a nivel internacional
En Latinoamérica también han sido realizadas investigaciones sobre la ensefianza digital de las
matematicas. El trabajo realizado por Ballesteros-Ballesteros et al. (2022) fue muestra de ello. Este
trabajo busco describir los efectos que tiene el uso de la tecnologia, en este caso la herramienta
grafica GeoGebra, a través de dispositivos mdviles para el proceso de aprendizaje de la funcion
lineal en estudiantes de undécimo grado de educacion en Colombia. El estudio fue llevado a cabo



con la division de grupos experimentales, los cuales recibieron una intervencion con ayuda de la
tecnologia, y grupos control, los cuales recibieron una intervencién con recursos didacticos
tradicionales. Esta division tuvo como resultado que los grupos experimentales mostraron un
desempefio 17 % maés eficiente que los grupos control. Asimismo, los estudiantes de los grupos
experimentales presentaron mayor motivacion e interés por aprender. Por lo que se concluy6 que
los dispositivos moviles promueven formas innovadoras de aprender y desarrollan las habilidades

de los estudiantes.

Asimismo, un estudio realizado por Ramirez (2020) busco exponer una experiencia de ensefianza-
aprendizaje en la herramienta digital GeoGebra sobre temas relacionados con la integracion
multiple. Para llevar a cabo este estudio se hizo uso de esta herramienta digital en clases y
actividades de evaluacion de un grupo de estudiantes de la carrera de Bachillerato y Licenciatura
de la Ensefianza de la Matematica de la Universidad de Costa Rica. Los resultados mostraron que
se obtiene un grado de aprobacidn del 75 % en las actividades de evaluacion donde se podia utilizar
GeoGebra para interpretar las soluciones. Por lo que concluyeron que este porcentaje es
satisfactorio y se agregan observaciones que demuestran que la implementacién del uso de
GeoGebra es de gran ayuda para la ensefianza y aprendizaje de la integracion multiple por la

capacidad de hacer visible los problemas al alumno.

La investigacion hecha por Pineda et al. (2020) busc6 generar una propuesta didactica para el
aprendizaje de la derivada mediante el programa de calculo Derive con el fin de facilitar a
estudiantes el aprendizaje del concepto en cuestion. Pues, de acuerdo a Pineda et al. (2020), “el
uso de software educativo matematico es cada vez mas necesario para el logro de aprendizajes
significativos” (p. 3). Los datos de esta investigacion fueron recabados a través de una encuesta a
48 estudiantes de la Universidad Francisco de Paula Santander en Colombia con un enfoque
cuantitativo. Unos de los resultados mas significativos fue que el 94 % de estudiantes afirmé que
el uso del programa Derive le permitio clarificar el concepto de derivada. Por lo que, segin Pineda
et al. (2020):

En los aspectos pedagogicos, los hallazgos encontrados sefialan que la incorporacion de
Derive facilita el aprendizaje de derivadas, pues su empleo facilita la apropiacion de los
conceptos, ya que ayuda a fortalecer los conceptos previos y a consolidar los conocidos.
(p. 15-16)
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Por ultimo, dentro de la investigacion realizada por Gutiérrez (2018) en Colombia se estudio la
ensefianza del concepto de limite y derivada con ayuda de la tecnologia. Esta investigacion tuvo
como objetivos el disefio de actividades didacticas dentro de la herramienta digital GeoGebra y la
verificacion del nivel de impacto que tiene el uso de GeoGebra en los estudiantes al momento de
evaluar su nivel de comprension de los conceptos de limite y derivada con el fin de mejorar los
procesos del pensamiento variacional. Como uno de sus resultados se mostrd que el uso de la
tecnologia ha traido consigo una percepcion de saber por parte del alumno al momento de analizar
conceptos de limites y derivadas. Asi también se comento que el uso de la tecnologia dentro de los
salones de clases motiva de cierta manera al grupo y agiliza los tiempos de la clase, trayendo con

esto mayor tiempo para realizar mas ejercicios y/o explicaciones.
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Capitulo 2. Planteamiento del problema

2.1 Descripcion del problema

El calculo tiene como una de sus ideas principales el concepto de derivada, el cual es una base
fundamental tanto para la comprension del calculo como para la de otras ramas cientificas, como
pueden serlo ecuaciones diferenciales o fisica. Sin embargo, aln con este vasto uso de la derivada
en diferentes ramas de la educacién, el proceso de ensefianza de este objeto matemaético ha sido
una gran problematica para los docentes (Artigue et al., 1995). Al mismo tiempo, el aprendizaje
por parte de los alumnos no ha alcanzado el nivel deseado por los curriculos escolares (Bricefio et
al., 2018; Gonzéalez-Garcia et al., 2018; Londofio et al., 2013).

La ensefianza de la derivada es ain un conjunto de mecanizaciones y habilidades memoristicas
que no permiten al alumno comprender el concepto tal y como los curriculos escolares lo buscan.
Estos métodos de resolucion le permiten a los estudiantes resolver problemas que no necesiten de
un analisis complejo para su resolucidn, pero esta mecanizacion y habilidades memoristicas
generan dificultades para lograr una comprensién amplia del concepto y de sus métodos de
solucion (Artigue et al., 1995).

Bricefio et al. (2018) comparte que la ensefianza de la derivada desde mecanizaciones algebraicas
no permite el uso de otras representaciones para la comprension del concepto, como puede ser una
de ellas la representacion grafica. Es posible que esto ocurra porque los mismos profesores son
quienes restringen las instrucciones en la ensefianza del calculo exclusivamente a métodos

algebraicos (Guerrero, 2020).

Debido a estas restricciones por parte de los profesores, el alumno no es capaz de pasar del trabajo
algebraico al aspecto grafico. Las mismas restricciones generan que el alumno presente
deficiencias para la comprension del concepto desde estos dos aspectos, los cuales son necesarios
comprender para el completo cumplimiento de los curriculos escolares. Un ejemplo de estas
deficiencias, que envuelve a ambos aspectos, es el descrito por Asiala et al. (1997) pues sefialan
que los alumnos no son capaces de relacionar el aspecto algebraico y grafico de la derivada. Los
estudiantes consideran ambos aspectos como problemas ajenos que se resuelven con estrategias

diferentes o que no tienen algun tipo de relacion entre si.
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Los alumnos presentan deficiencias en conceptos basicos como el de funcion, recta tangente o
limite, los cuales son bases importantes para entender el concepto de derivada. Esto genera que el
alumno no pueda comprender la relacion de la derivada con la tasa de cambio (Gonzélez-Garcia
etal., 2018). Todo esto genera deficiencias en el posterior estudio del aspecto gréafico del concepto.
Estas deficiencias gréaficas en la comprension de la derivada son precedidas de deficiencias previas
en conceptos como funcién o concepto, tal y como se comento en el parrafo anterior, pues los
alumnos no son capaces, en la mayoria de los casos, de analizar funciones presentadas de manera
grafica (Gonzalez-Garcia et al., 2018). Por lo que el alumno que trae consigo estas deficiencias es
incapaz de ver la funcion derivada como una nueva funcion y cémo esta funcién derivada esta
relacionada con el valor de la pendiente de la recta tangente de la funcién original (Garcia et al.,
2018).

Por lo descrito anteriormente, se puede decir que los alumnos son capaces de resolver ejercicios
de derivacién de manera algoritmica, pero estas operaciones no tienen un significado para ellos
(Bricefio et al., 2018). En otras palabras, los alumnos son incapaces de dar una interpretacion visual
a lo que se realiza de manera algebraica. Sin embargo, estas visualizaciones son necesaria para una

construccién completa y satisfactoria del concepto.

Debido a esta problemética, surge este trabajo de investigacion, el cual busca analizar la
construccién del concepto de derivada realizada por los alumnos y, al mismo tiempo, apoyar a la
construccién de este concepto con un enfoque en su aspecto grafico. Con este apoyo se busca
lograr que el alumno cuente con una comprensién amplia del concepto y que, consecuentemente,

esta comprension sea mas cercana a lo que buscan los curriculos escolares.

2.2 Justificacion

Diversas investigaciones han estudiado las dificultades que presentan los alumnos para la
comprension de la derivada en su aspecto analitico y grafico (Asiala et al., 1997; Baker et al., 2000;
Orton, 1983). En algunas de ellas consideran que la ayuda de la visualizacion dinamica favorece
al entendimiento del alumno (Hitt, 2003). Por estas consideraciones se recomienda mayor uso de
la geometria para la ensefianza conceptual desde el aspecto visual (Schivo et al., 2014). Mientras
que para trabajar el aspecto analitico del concepto Gonzalez-Garcia et al. (2018) recomienda
mejorar el analisis 16gico en el alumno para que sea capaz de resolver ejercicios y problemas que

cuentan con mayor complejidad.
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Por ello se busca lograr que el alumno sea capaz de llevar a cabo la construccion del concepto
desde un aspecto grafico. Esta construccion del concepto tiene como objetivo ltimo ampliar el
conocimiento matematico, el cual puede ser visto como la aptitud de un alumno para la resolucion
de problemas a través de las estructuras mentales que presenta (Dubinsky, 1996). Estas estructuras

son las de accion, proceso, objeto y esquema.

El fin ltimo de diferentes trabajos de investigacion encargados de analizar las estructuras mentales
de un sujeto es conocer el tipo de estructura que maneja un sujeto en la construccion de un concepto
matematico (Asiala et al., 1997; Jiménez et al., 2018; Pereyra & Herrera, 2020). Sin embargo, a
partir de los resultados encontrados, los autores solo brindan conclusiones y recomendaciones para
los docentes con el fin de mejorar sus métodos de ensefianza, pero no hay un seguimiento en los
estudiantes participantes de estos estudios para trabajar en la construccion mental del concepto en

ellos.

Por estos motivos, se realiza un estudio cognitivo que permita analizar las estructuras mentales
que presentan los alumnos y, ademas de esto, reconstruir el concepto de derivada construyendo y

reconstruyendo dichas estructuras en el estudiante.
Con base en lo anteriormente descrito nace la pregunta de investigacion:

¢Cuél es el proceso de construccion mental del concepto de derivada en estudiantes

universitarios?

2.3 Objetivos de la investigacion

2.3.1 Objetivo general
e Analizar las estructuras mentales que presentan estudiantes universitarios de

calculo sobre el concepto de derivada en su representacion grafica

2.3.2 Objetivos especificos
e Caracterizar el nivel de estructura mental inicial que maneja un grupo de
estudiantes universitarios de calculo
e Implementar el ciclo ACE adaptado para promover la construccion del concepto

de derivada en su representacion gréafica
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e Evaluar las estructuras mentales que los estudiantes lograron alcanzar después

de la intervencién
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Capitulo 3. Marco Tedrico

3.1 Teorias en la matematica educativa

El desarrollo de las teorias en la matematica educativa parte del intento de conocer como las
matematicas pueden ser aprendidas y, al mismo tiempo, qué pueden hacer los programas
educativos para que este propdésito sea posible. Dubinsky & McDonald (2001) plantean que una
teoria no es una portadora de la verdad per se y aunque pueda ser una aproximacion a lo que
realmente ocurre cuando un individuo esta aprendiendo un concepto matematico prefieren tomar

otro enfoque respecto a las teorias en la matematica educativa.

Ambos investigadores prefieren anclar su enfoque en estudiar cbmo una teoria puede ayudar a
entender el proceso de aprendizaje proporcionando explicaciones de fenémenos que el individuo
muestra al momento de tratar de comprender los conceptos matematicos a los que se enfrenta.
Tomando como base que las teorias dentro de la matematica educativa se utilizan para “servir
como herramientas para el analisis de datos y proveer un lenguaje en comun para la comunicacion
de ideas acerca del aprendizaje mas alla del lenguaje superficial” (Dubinsky & McDonald, 2001,

p. 275) se utilizara la teoria APOE como fundamento tedrico de esta investigacion.

3.2 Teoria APOE

La teoria APOE es una teoria constructivista desarrollada por Dubinsky (1991) para describir la
construccion de un concepto matematico a través de diferentes estructuras mentales que realiza el
estudiante al momento de su aprendizaje. Por otra parte, Arnon et al. (2014) sefialan esta teoria
como un modelo para describir como las matematicas pueden ser aprendidas y Fuentealba et al.
(2019) comparten que uno de los objetivos de esta teoria es “describir tanto el camino como la
construccion de las estructuras cognitivas realizadas por un individuo durante su proceso de
aprendizaje de un concepto” (p. 64). Estas estructuras cognitivas proporcionan la habilidad al ser
humano de procesar la informacion para comprender el mundo y su funcionamiento (Subia &
Gordon, 2014). Esta informacion proviene del ambiente de la psicologia cognitivista, en la cual
Jean Piaget es un referente. Esta rama de la psicologia es descrita como aquella que se interesa por
estudiar la forma en cémo aprendemos del mundo y la manera en que este conocimiento aprendido

ayuda para la toma de decisiones y la realizacion de acciones efectivas (Bower & Hilgard 1989).
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Pero, por lo descrito por Trigueros (2020), Piaget no se enfoca en el ;cémo aprendemos?, sino en
el ¢como se pasa de un estado de conocimiento a otro? Esta pregunta funge como base importante

en la teoria APOE para el aprendizaje de los conocimientos matematicos.

Una descripcion mas amplia de la teoria APOE es la presentada por Valdivia & Parraguez (2015),
pues la describen como la teoria encargada de analizar “como se pasa de un estado de conocimiento
a otro, planteando un modelo que representa la forma en que se construyen o aprenden los
conceptos matematicos” (p. 149). La construccidn y el aprendizaje de estos conceptos tienen como
fin el ampliar el conocimiento matematico, concepto el cual Dubinsky (1996) lo define de la

siguiente manera:

El conocimiento matematico de un individuo es su tendencia a responder ante situaciones
matematicas problematicas reflexionando sobre ellas en un contexto social y construyendo
0 reconstruyendo acciones, procesos y objetos matematicos y organizandolos en esquemas
con el fin de manejar las situaciones. (p. 32-33)

Fuentealba et al. (2019) comentan que la teoria APOE forma parte de las adaptaciones de las ideas
de Piaget acerca de la abstraccion reflexiva. Este concepto fue introducido por el mismo Piaget
para describir la construccién de estructuras 16gico-matematicas que realiza un individuo durante
el proceso de aprendizaje (Dubinsky, 2002). Esta abstraccion reflexiva esta presente en los
individuos desde los primeros afios de edad y su nocion puede ser extendida para describir como
un individuo puede lograr construcciones mentales acerca de un concepto matematico (Dubinsky,
1991). “Es importante mencionar que el modo para pasar de un estado de construccion a otro, esta

regido por la Abstraccion Reflexiva” (Valdivia & Parraguez, 2015, p. 150).

La abstraccion reflexiva es constructiva y aprovecha los elementos nuevos adheridos a las
diferentes estructuras mentales para construir nuevas estructuras (Piaget, 1981). Lo que dentro de
la teoria APOE puede referirse a pasar de un estado de conocimiento a otro (Valdivia & Parraguez,
2015). La abstraccion reflexiva es un antecedente de las estructuras mentales de la teoria APOE
(Arnon et al., 2014).

3.3 Estructuras mentales y mecanismos
La teoria APOE se constituye a través de las estructuras mentales accion, proceso, objeto y

esquema. Arnon et al. (2014) sefialan que para lograr la comprension de un concepto el individuo
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debe de transitar por estas estructuras, las cuales vienen acompafiadas de mecanismos tales como
el de interiorizacion, encapsulacion, desencapsulacion, coordinacion, reversion y generalizacion.
De acuerdo a (Asiala et al., 1996) estos mecanismos ayudan a la construccion de las estructuras

mentales.

Es importante recalcar que las estructuras mentales, de acuerdo a Valdivia & Parraguez (2015),
“no son necesariamente secuenciales ni jerarquizadas” (p. 149), pues estas pueden tener
apariciones simultaneas en la mente del individuo y requerirse entre cada una de ellas (Parraguez
& Oktag, 2012). Sin embargo, la construccion mental de un concepto se presenta a través de las
estructuras mentales jerarquizadas tedricamente para analizar la comprension que un sujeto tiene

de un concepto matematico.

La comprensién de un concepto matematico comienza con la manipulacién de objetos fisicos o
mentales que fueron construidos previamente en términos de acciones. Al mismo tiempo, estas
acciones se interiorizan en procesos que posteriormente se encapsulan en objetos. Por ultimo, las
acciones, procesos y objetos pueden ser organizados en esquemas (Arnon et al., 2014). No
obstante, los objetos también pueden ser desencapsulados de vuelta a procesos donde fueron
formados (Asiala et al., 1996).

Como se ha visto hasta ahora, la teoria APOE hace uso frecuente del término concepto. Ademas,
se hara uso del término concepcion para referirse a la estructura mental que evidencia un sujeto al
momento de mostrar su conocimiento acerca de un concepto matematico. El término concepto se
puede considerar como un acuerdo comunitario. Por ejemplo, un concepto en especifico es
aceptado por la comunidad cientifica. Mientras que el término concepcién es de grado
intrapersonal. Un ejemplo de esto es la reflexion individual que maneja un sujeto (McDonald et
al., 2000).

A partir de esto podemos definir al término descomposicion genética como un modelo de
desarrollo de las concepciones alineadas con un concepto (Arnon et al., 2014). En la seccion 3.4

se hablara més a fondo del término descomposicion genética.
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3.3.1 Accion

De acuerdo a la teoria APOE, una accion es la transformacion de un objeto matematico
realizada por un individuo de acuerdo a algunos algoritmos explicitos y por lo tanto es visto
por el individuo como un estimulo externo. (Asiala et al., 1997, p. 400)

Se dice que es un estimulo externo porque el individuo necesita realizar paso a paso Yy
explicitamente la transformacion del objeto matematico (Arnon et al., 2014). Otra descripcion de
esto es la traida por Dubinsky & McDonald (2001), pues afirman que el individuo que maneja una
concepcidn accion necesita instrucciones paso a paso de cémo realizar una operacion. Arnon et al.
(2014) afirman que a pesar de ser la mas primitiva de las concepciones mentales, la estructura
accion es base para el desarrollo de las estructuras de la teoria APOE.

3.3.2 Proceso
La estructura mental proceso esta construida con base en dos mecanismos mentales anteriormente
mencionados: interiorizacion y coordinacion. Cada uno de estos mecanismos hacen posible la

creacion de nuevos procesos mentales (Arnon et al., 2014).

Se dice que el individuo muestra una concepcion proceso cuando puede realizar acciones de
manera reiterada y es capaz de incorporarlas en su consciencia. (Valdivia & Parraguez, 2015). A
esto es a lo que se le llama interiorizacion, pues esta permite al sujeto ser consciente de una accion

realizada al reflexionar sobre ella y combinarla con otras acciones (Dubinsky, 1991).

Esta concepcion también se caracteriza porque el sujeto que la presenta es capaz de realizar
transformaciones a objetos matematicos sin necesidad de realizar las resoluciones paso a paso, asi

como invertirlos. Esto es posible gracias a la interiorizacion.

Por otra parte, el mecanismo de coordinacién es base dentro de la concepcion proceso para la
construccién de la estructura objeto, pues dos objetos desencapsulados forman una serie de
procesos coordinados que juntos pueden encapsular un nuevo objeto Unico (Arnon et al., 2014).
Los mecanismos de encapsulacion y desencapsulacion seran vistos mas a detalle en la seccion
3.3.3.

Por ultimo, el mecanismo de reversion, el cual también ocurre durante la estructura proceso, trabaja
con la interiorizacion de procesos que permitan al sujeto no el deshacer procesos y convertirlos en

acciones, sino construir nuevos procesos a partir de los ya manejados.
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3.3.3 Objeto
La concepcion objeto en un sujeto puede nacer desde la encapsulacion de un proceso, en donde el
individuo pueda hacer nuevas transformaciones sobre €l. En otras palabras, cuando el individuo

puede ver al proceso como un todo, siendo capaz de actuar sobre él (Trigueros, 2005).

Arnon et al. (2014) explican que esta encapsulacion ocurre cuando un sujeto aplica una accién a
un proceso en particular y Dubinsky et al. (2005) afirma que cuando un individuo ve al proceso
como un todo puede actuar sobre él y construir transformaciones. Asi es visible que el sujeto ha
encapsulado un proceso en un objeto. De igual manera, una vez que el sujeto ha encapsulado un

objeto, este puede ser desencapsulado para volver a la concepcidn proceso que presentaba.

Para Trigueros (2020) la reflexion sobre la posibilidad de hacer acciones sobre un proceso como
un todo lleva a encapsularlo en un objeto. También afirma que es posible desencapsular el objeto

en el o los procesos que le dieron origen.

3.3.4 Esquema
La concepcion esquema, de acuerdo a Trigueros (2005), corresponde a “la coleccion de acciones,
procesos, objetos y otros esquemas que estan relacionados consciente o inconscientemente en la
mente de un individuo en una estructura coherente y que pueden ser empleados en la solucién de
una situacion problematica” (p. 11). La construccion de esta estructura se da a través del

mecanismo de generalizacion de objetos.

Ademaés, de acuerdo a Dubinsky (1991), un esquema es caracterizado por su continua
reconstruccion, la cual es determinada por la actividad matematica que esta realizando el sujeto en
un ejercicio o trabajo determinado. La continua reconstruccion que ocurre en los esquemas se debe
a que no son estructuras estaticas, pues en ocasiones un sujeto tendra que realizar modificaciones
en sus esquemas dependiendo de la exigencia conceptual del problema al que se esté enfrentando
(Valdivia & Parraguez, 2015). En la figura 1 podemos visualizar la estructura esquema en relacion

con las estructuras y mecanismos mentales.
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Figura 1
Construccion de la estructura esquema

Interiorizacidn

_—

Acciones
Proceso
Coordinacion
Reversidn
Objeto

Encapsulacion

Desencapsulacicn

Generalizacion

Fuente: Adaptada de “Mental structures and mechanisms for the construction of mathematical knowledge” por Arnon

etal., 2014, APOS Theory: A framework for research and curriculum development in mathematics education, p. 18.

3.4 Descomposicion genética

“Una descomposicion genética es un modelo hipotético que describe las estructuras mentales y los
mecanismos que un estudiante necesita construir con el fin de aprender un concepto matematico
especifico” (Arnon et al., 2014, p. 27). En otras palabras, este elemento puede ser visto como un
modelo hipotético que describe las construcciones mentales que realizan los estudiantes para
aprender dicho concepto vy, a la vez, los mecanismos que acompafian estas construcciones. La
descomposicion genética de un concepto puede incluir a detalle informacion de como las
estructuras y los mecanismos estan ligados a una estructura esquema. Dubinsky (2002), en palabras
mas directas, se refiere a la descomposicién genética como la descripcion detallada de las
matematicas que estan siendo estudiadas y como el individuo podria realizar las construcciones

necesarias para comprenderlas.
Por ultimo, (Badillo, 2003) se refiere a la descomposicion genética de la siguiente manera:

Es el eje de la aplicacion de la teoria APOE en estudios sobre la comprension de conceptos
matematicos, porque permite en primer lugar, estructurar el concepto matematico, que es
objeto de estudio, desde la disciplina matematica; en segundo lugar, es la base para el

disefio de la instruccion. (p. 124).
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Por lo tanto, se toma este modelo hipotético como base para organizar el contenido del concepto
matematico a ensefiar, en este caso el concepto de derivada, y las actividades que contribuyan a la

construccion mental del concepto por parte del estudiante.

3.4.1 Descomposicién genética del concepto de derivada
Se toman como referencia los elementos de la teoria APOE presentada por Dubinsky (1991) y la
descomposiciones genéticas presentadas por Asiala et al. (1997) y Gutiérrez & Valdivé (2012) con
el fin de generar una descomposicion genética adaptada para la realizacion y posterior analisis del
presente trabajo de investigacion, el cual busca analizar y construir el conocimiento en la

interpretacion gréfica del concepto de derivada.

1. Accion de conectar dos puntos sobre una curva para formar una cuerda la cual es una parte de
la recta secante que une ambos puntos, junto con la accion de calcular la pendiente de esta recta
secante.

2. Interiorizacién de la accion en el punto 1y la conversion en un proceso Unico a medida que los
cortes de los puntos que forman rectas secantes se acercan mas y mas.

2a. En el aspecto algebraico se puede observar como el proceso que permite calcular la tasa
fla+h)=f(a)

de variacion media como
(a+h)—(a)

cuando la diferencia entre los puntos (a+h) y (a) se
hace mas y mas pequefia.

3. Encapsulacién del proceso en el punto 2 como un objeto al reproducir la recta tangente como
la posicién limite de las rectas secantes y ademas calcular la pendiente de la recta tangente en un
punto sobre la gréfica.

3b. En el aspecto algebraico se puede observar como el proceso que permite calcular la

fla+h)—f(a)

tasa de variacion instantdnea con una variable respecto a otra como EH& P

Interpretacion grdfica del objeto f’(x)

4. Encapsulacién del proceso en el punto 2 como un objeto al interpretar graficamente la
derivada en un punto.

a. Como el valor de la pendiente de la recta tangente
b. Como el limite del cociente incremental

5. Encapsulacion del proceso en el punto 2 como un objeto al producir una nueva funcion f°, donde
el valor de f’(x) puede interpretarse como el valor de la pendiente de la recta tangente a la gréafica
de la funcion f en cada punto (x, f(x)).

Aplicaciones del objeto matemadtico f(x)
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6. Generalizacion de las concepciones mentales de los puntos anteriores para la interpretacion
gréfica de la relacion entre fy /7

a. Crecimiento de la funcién y el signo de su derivado
b. Bosquejo de una grafica representativa analizando las relaciones entre fy f”

Es importante mencionar gque esto solo establece un modelo hipotético para la construccion del
concepto de derivada, pero en la practica un sujeto puede presentar estructuras mentales no

necesariamente secuenciales.

3.5 Ciclo ACE

“El ciclo de ensenanza ACE es una estrategia pedagdgica que consiste en tres componentes: (A)
Actividades; (C) Discusion en clase; y (E) Ejercicios” (Arnon et al., 2014, p. 58). Por sus siglas en
inglés: Activities, Classroom Discussion, Exercises.

3.5.1 Actividades
Dubinsky (1996) sefiala que el componente de Actividades se basa en el uso de la computadora
para la presentacion de conceptos matematicos. Ademas, Arnon et al. (2014) comparten que dentro
de este primer componente del ciclo los estudiantes deben de trabajar de manera conjunta en tareas
disefiadas desde la descomposicidn genética del concepto para alcanzar las estructuras mentales
necesarias para su comprension. Las actividades deben estar disefiadas para que el estudiante,
analizando o realizando por completo las actividades, haga abstracciones reflexivas que le
permitan comprender el concepto a través de la construccion o reconstruccién de acciones,

procesos, objetos y esquemas (Dubinsky, 1996).

3.5.2 Discusion en el salon de clases
Para la discusion en el salon de clases, es necesario la formacion de pequefios equipos junto a un
instructor que maneje la discusién. Durante la discusion los estudiantes trabajan a lapiz y papel
tareas basadas en las actividades presentadas dentro del primer componente. A medida que el
instructor guia la discusion puede llevar a cabo participaciones para ayudar con dudas o dar
explicaciones para relacionar lo que los estudiantes piensan y hacen con el concepto matematico
(Arnon et al., 2014).

3.5.3 Ejercicios de tarea
El ultimo componente, el de ejercicios de tarea, radica en la aplicacion de problemas que refuercen

lo realizado en los componentes de Actividades y Discusion. Se busca que estos ejercicios sirvan
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para el desarrollo prolongado de las estructuras mentales desde la descomposicidn genética de

cada concepto (Arnon et al., 2014).

3.6 El Ciclo ACE y su relacion con el modelo de la descomposicion genética

Arnon et al. (2014) comparten que la descomposicion genética influye en cada uno de los
componentes del Ciclo ACE como se puede ver en la figura 2, pues cada uno de ellos deben de
ser disefiados y/o evaluados desde la descomposicion genética del concepto matematico para el

cual se deseen construir ciertas o todas las estructuras mentales.

Figura 2
Relacién entre los componentes del ciclo de ensefianza ACE y la descomposicion genética

Descomposicion genética

' Actividades *  Discusiones en clase

Fuente: Adaptada de “Relation between the ACE Teaching Cycle and a genetic decomposition” por Arnon et al., 2014,

APOS Theory: A framework for research and curriculum development in mathematics education, p. 58.

Ademas, Arnon et al. (2014) explican que la flecha que va desde la descomposicion genética hasta
el recuadro que contiene los componentes del Ciclo ACE refleja que la descomposicion genética
afecta a cada uno de estos componentes, como se comentd anteriormente. Ademas, comparten la
flecha que corre en dos direcciones entre las Actividades y las Discusiones en Clase muestran las
Actividades son la base de los temas a dialogar en las Discusiones en clase y, por otro lado, las
Discusiones en Clase dan un espacio abierto a los estudiantes para discutir y externar lo aprendido
en las Actividades. Por ultimo, ambas flechas que van hacia el componente de Ejercicios dejan
claro su principal objetivo: reforzar las concepciones mentales que los estudiantes han construido

0 han empezado a construir en las Actividades y Discusiones en Clase.

24



3.6.1 Delimitacion del Ciclo ACE
La teoria APOE es un marco tedrico que nos muestra al ciclo ACE como una estrategia pedagogica
para la ensefianza de las matematicas (Dubinsky, 1996). Este ciclo ha sido adaptado para la
realizacion de esta investigacion en forma de disefio metodoldgico, utilizando los componentes de

Actividades y Ejercicios.

El componente de Actividades se basa en el uso de la tecnologia a travées de la herramienta digital
GeoGebra, la cual sera la base para dar explicaciones relacionadas al concepto de derivada.
Mientras que el componente Ejercicios sera un cuestionario de actividades que permitan analizar
las concepciones mentales presentadas por los estudiantes después del analisis realizado con ayuda

de applets de GeoGebra presentados.

Por lo tanto, en la figura 3 se puede observar la relacién entre el Ciclo ACE y la descomposicion
genética especifica para esta investigacion.
Figura 3

Relacion entre los componentes utilizados del ciclo de ensefianza ACE para la presente investigacion y la
descomposicion genética

Descomposicion genética

Actividades |

W

Ejercicios

Fuente: Adaptada de “Relation between the ACE Teaching Cycle and a genetic decompositione” por Arnon et al.,

2014, APOS Theory: A framework for research and curriculum development in mathematics education, p. 58.
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Capitulo 4. Metodologia
4.1 Método

La estructura del estudio realizado consto de dos fases con el objetivo de analizar la transformacion
de las concepciones presentadas por los estudiantes. La primera fase desarrollada inicié con un
cuestionario diagndéstico que permitié observar el nivel de estructura mental inicial manejado por
los estudiantes. Posteriormente, para la segunda fase se hizo uso del ciclo ACE a través de
Actividades y Ejercicios con el fin de trabajar en la construccion de las estructuras mentales
referentes al concepto de derivada dentro del salén de clases. Ademas se realiz6 un cuestionario
posterior a la implementacion del ciclo ACE adaptado en clase que ayudd a caracterizar las
concepciones mentales que mostraron los estudiantes después de dicha intervencion. Esto tenia
como objetivo verificar los cambios en la construccion mental del concepto de derivada por parte

de los estudiantes.

A continuacion, se visualizan las fases utilizadas para el desarrollo metodoldgico de la

investigacion.

1. Cuestionario diagnostico

2.1 Ciclo ACE adaptado con cuestionario posterior con el fin de analizar las estructuras
mentales accion, proceso y objeto

2.2 Ciclo ACE adaptado con cuestionario posterior con el fin de analizar las estructuras

mentales objeto y esquema

El enfoque para el presente trabajo es de tipo cualitativo, pues se buscaba comprender la
perspectiva de los estudiantes respecto a la secuencia de cuestionarios aplicados y profundizar en

sus opiniones recabadas como respuestas escritas (Hernandez et al., 2010).

Para desarrollar las fases anteriormente mencionadas se definen las técnicas e instrumentos a

utilizar para el presente trabajo de investigacion, como se puede observar en la figura 4.
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Figura 4
Técnicas e instrumentos para la recoleccién de datos

Técnicas e instrumentos para
la recoleccién de datos

[
{ v
Ciclo ACE y cuestionario
posterior

[t

Cuestionario de diagndstico |

§

Técnica: Observacion no

Técnica: Observacion ‘

participante participante
Instrumento: Instrumento:
*  Cuestionario a lapiz y ™ Cuestionario a lapiz y
papel papel

Fuente: Elaboracion propia.

4.2 Muestra

La muestra de estudio para el presente trabajo fue un grupo de dieciséis estudiantes de ingenieria
de primeros semestres pertenecientes a la Universidad Auténoma de Querétaro Campus Centro
Universitario. La muestra fue elegida de manera intencional no aleatoria y la participacion de los
alumnos dependio de su disponibilidad y decisién propia con la Unica obligacion de ser mayores
de edad y haber cursado la materia de Calculo Diferencial. En este contexto cada uno de los
participantes llevé a cabo la firma del consentimiento escrito para el uso de sus respuestas de

manera totalmente andénima como se puede observar en Anexo A.

4.3 Procedimiento
El trabajo de investigacidon se dividio en 3 bloques con diferente duracion cada uno de ellos, como

se muestra a continuacion:

Bloque 1. Cuestionario de diagnostico (Dia 1): Aplicacion de actividades a través del
cuestionario de diagnostico para verificar el conocimiento que presentaban los alumnos al inicio

de este trabajo de investigacion. La duracién de este bloque fue de 1 hora.

Bloque 2. Ciclo ACE adaptado y cuestionario posterior (Dia 2): Implementacién de los
componentes Actividades y Ejercicios. La duracién de este bloque fue de 45 minutos.
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Bloque 3. Ciclo ACE adaptado y cuestionario posterior (Dia 3): Implementacion de los

componentes Actividades y Ejercicios. La duracion de este bloque fue de 45 minutos.

4.4 Disefio y evaluacion de actividades

4.4.1 Cuestionario de diagnostico
Esta fase tenia como fin el caracterizar el nivel de concepcidn inicial presentado por los estudiantes
analizados. A continuacion se muestran cada una de las actividades del instrumento de diagndstico.

El cuestionario de diagnostico completo puede encontrarse en el Anexo 1.

Para la realizacion de dichas actividades se llevd a cabo el analisis del objeto matematico de
derivada identificando sus elementos importantes en el aspecto grafico. Esto nos ayudd a
identificar aquellas tareas, de elaboracion propia o utilizados en investigaciones anteriores, que
fueran propicios a aplicar en la presente investigacion. Las actividades aqui presentadas son tareas
cerradas donde cada una busca evaluar una estructura mental en especifico, la cual es detallada

para cada actividad.

Para el analisis de resultados se establece la estructura mental que busca analizar cada actividad
disefiada, como se acaba de comentar, y la respuesta esperada por parte del estudiante. Dicho
andlisis se realiza con base en la descomposicion genética utilizada para este trabajo, la cual es
adaptada desde la teoria presentada por Dubinsky (1991) y las descomposiciones genéticas
realizadas por Asiala et al. (1997) y Gutiérrez & Valdivé (2012).

4.4.1.1 Actividad 1
Lafigura 5 presenta la primera actividad del cuestionario de diagnostico, la cual fue de elaboracion

propia.
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Figura 5
Actividad 1 del cuestionario de diagndstico

La sigmente figura muestra la funcion fix):

1. Dibuja una recta que corte f{x) en las coordenadas (-1, -2) y (1,2) y determina la pendiente de esta recta.

En la tabla 1 se observa la estructura mental que busca analizar esta actividad, asi como la

respuesta y practica esperadas por los estudiantes.

Tabla 1
Evaluacion de Actividad 1 del cuestionario de diagnéstico
Estructura mental Respuesta Préactica matematica
matematica esperada esperada

Dados dos puntos, trazar
., la recta que los une 'y
Accion m=2 .
calcular la pendiente de
esta recta

4.4.1.2 Actividad 2
Para la actividad presentada en la figura 6 se utiliz6 como referencia la tarea “Task 6 compartida

por Orton (1983) dentro de su estudio para analizar el entendimiento de los estudiantes sobre la

diferenciacion.
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Figura 6
Actividad 2 del cuestionario de diagndstico

Actividad 2. La siguiente figura muestra un circulo y un punto fijo P sobre el circulo. Las lineas PQ son
dibujadas del punto P a los puntos (, las cuales se extienden en ambas direcciones.

De acuerdo a lo observado en la figura, responde las siguientes preguntas:

1. ¢Cuantas rectas secantes diferentes podrian ser dibujadas en adicion a las ya dibujadas en la figura?
2. (Qué pasa con la recta secante una vez que O se acerca mds y mas a P?

A continuacidn, dentro de la tabla 2 se comparten las estructuras mentales que se busca analizar
en esta actividad junto a su respuesta y practica esperada.

Tabla 2
Evaluacion de Actividad 2 del cuestionario de diagnostico
. Estructura mental Respuesta Préactica matematica
Actividad > o
(Representacion) matematica esperada esperada

Comprender que

.. infinitas rectas
Infinitas rectas

2.1 Proceso secantes pueden ser
secantes .
trazadas en el circulo
presentado
. Entender la recta
Objeto
(La recta tangente tangente como la
2 La recta secante pasaa  posicion limite de las
2.2 como la posicion
P ser una recta tangente rectas secantes
limite de las rectas
formadas por los
secantes)
puntos Py @,

4.4.1.3 Actividad 3
La Actividad 3 presentada en la figura 7 es una adaptacion de la tarea “Question 6” analizada

por Asiala et al. (1997) desarrollando el entendimiento grafico del concepto de derivada.
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Figura7
Actividad 3 del cuestionario de diagndstico

Larecta L es tangente a la funcion £(x) = x% + 1 en el punto (1,2) como se indica en la figura.

1. Encuentra el valor de la pendiente de la recta tangente en (1, 2) v explica como obtuviste la respuesta.

La tabla 3 muestra la estructura mental a analizar, la representacion de dicha estructura y la

respuesta esperada por los estudiantes.

Tabla 3

Evaluacion de Actividad 3 del cuestionario de diagnéstico
Estructura mental Respuesta Préactica matematica
(Representacion) matematica esperada esperada

Calcular la pendiente
de la recta tangente
analizando los puntos

ooleto presentados por los
Célculo de la
pen(diente de la recta m=2 que pasa esta recta y
tangente) utilizando la respectiva
’ formula de la

pendiente a partir de
estos puntos

4.4.1.4 Actividad 4
Para esta actividad se utilizo como referencia el ejercicio compartido por Badillo et al. (2011)

dentro de su estudio para analizar los niveles de comprension de los objetos f’(a) y f”(x). Dicha

actividad puede observarse en la figura 8.
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Figura 8
Actividad 4 del cuestionario de diagndstico

51 se tiene el grafico de la siguiente funcion:

¢ Cual de las siguientes figuras muestra la funcion derivada que le corresponde? Fundamenta tu respuesta.

, |

La tabla 4 presenta la estructura mental y la representacion de la estructura a analizar, junto a la

a) ' b)

respuesta y practica matematicas esperadas.

Tabla 4
Evaluacion de Actividad 4 del cuestionario de diagndstico
Estructura mental Respuesta Practica matematica
(Representacion) matematica esperada esperada
Relacionar el valor de

Objeto
(La pendiente de la la pendiente de la recta
recta tangente como el a) tangente a una funcién
valor de una nueva con el valor de la
funcion 17) funcion derivada

4.4.1.5 Actividad 5
La Gltima actividad del cuestionario de diagnostico es presentada en la figura 9 y es una adaptacién

de un ejercicio presentado por Stewart (2012), el cual analiza el entendimiento del lector sobre

como afecta la derivada la grafica de la funcion original.
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Figura 9
Actividad 5 del cuestionario de diagndstico

En la sipuiente figura se muestra la grafica de la derivada f° de una funcion /7 ;Sobre qué intervalos fcrece o
decrece? Fundamenta tu respuesta.

/!

Dentro de la tabla 5 se puede observar la estructura mental, su representacion, la respuesta

matematica esperada y la practica matematica esperada para la presente actividad.

Tabla 5
Evaluacion de Actividad 5 del cuestionario de diagndéstico
Estructura mental Respuesta Préactica matematica
(Representacion) matematica esperada esperada
Determinar los
Esquema intervalos de

Decrece en (—oo, 1)
Creceen (1,5)
Decrece en (5, )

(Crecimiento de la
funcién y el signo de
su derivada)

crecimiento y/o
decrecimiento de la
funcidn a partir de la

funcién derivada

4.4.2 Diseio de Ciclo ACE y cuestionario posterior
Esta fase tenia el proposito de, a través de la herramienta pedagogica del ciclo ACE, ayudar en la

construccién del concepto de derivada.

Dentro de la ensefianza matematica, el uso de las herramientas digitales ha venido en auge
convirtiéndose en un aliado de docentes, estudiantes e investigadores. Por ello y porque, de
acuerdo a Pineda et al. (2020), es evidente que los estudiantes mejoran en la construccion de

conceptos matematicos gracias al uso de estas herramientas digitales.

La herramienta a utilizar para este trabajo de investigacion es GeoGebra, la cual es un procesador
geométrico con una gran utilidad para el proceso de ensefianza-aprendizaje. En la seccion 4.4.2.1
se comparten dos applets en GeoGebra, los cuales tienen como objetivo el permitir al estudiante
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visualizar situaciones relacionadas al concepto de derivada y se busca que esto le permita una

construccién completa del concepto.

Una vez realizada la intervencion en el aula que permitio el refuerzo de conocimientos del
concepto, se establecen las estructuras mentales que se buscan evaluar en el presente cuestionario,
las cuales sufren ligeros cambios a raiz de las observaciones realizadas en el cuestionario de
diagndstico y la intervencion en clase. Dichos cambios se justifican para cada actividad en el
analisis de resultados de la seccion 5.3, después de observar los resultados del cuestionario de

diagnostico.

4.4.2.1 Applets utilizados dentro del Ciclo ACE
La realizacion del applet presentado en la figura 10 y la figura 11 se centro en reforzar lo visto en
la Actividad 1, Actividad 2 y Actividad 3 del cuestionario de diagnostico. Dicho applet busca

alcanzar los siguientes objetivos de aprendizaje en los estudiantes:

e Calculo de la pendiente de las rectas secante y tangente

e Comprensién de la recta tangente como la posicion limite de las rectas secantes a una curva

e Interpretacion grafica de la derivada como el valor de la pendiente de la recta tangente a
una curva

e Determinacion de la derivada como el limite del cociente incremental

Figura 10
Representacion geométrica de la recta secante en applet de GeoGebra
hi=i3 10 Recta secante
/ f(z) = 22 9 m = M = J%l =—1
h es la distancia que 8
hay entre x y x+7

La pendiente de la recta que une a los puntos

10 L
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Figura 11

Representacion geométrica de la recta tangente en applet de GeoGebra

h=0
®

La pendiente de la recta tangente a f{x)
en un punto (x, f(x)) es igual a la
derivada de la funcién en ese punto

p

©

Recta tangente

f@+h)— f(z)

m= f'(z) = Jllli% R

h
Pendiente de la recta / T
tangente a f '(x) en el
punto (x, f(x)) cuando
h—0

—4

La derivada de una funcion f{x)
en un punto es el valor del limite,

si existe, del cociente incremental

cuando h—0

=2

X

Para el segundo applet, presentado en la figura 12, se trabajo con el objetivo de desarrollar en los

estudiantes la competencia que le permita interpretar geométricamente el concepto de derivada

estudiando las relaciones entre f y /. De esta manera refuerza lo observado en la Actividad 4 y

Actividad 5 y se relacionaba el aspecto grafico con la definicion de la derivada de una funcion

como f'(x) = ;llrré

fx+h)—f(x)
—
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Figura 12
Representacion geométrica de fy [ en applet de GeoGebra

filz) =0
f(z)

Recta tangente a f* (x) horizontal:
f'x)=0

Recta tangente a /' (x) con pendiente positiva:  Recta tangente a /* (x) con pendiente negativa:
f'(x) positiva f'(x) negativa

Esta fase también tiene como objetivo caracterizar el nivel de concepcion presentado por los
estudiantes posterior al trabajo de intervencion con el ciclo ACE. A continuacion, se muestran
cada una de las actividades del cuestionario posterior a la intervencién y lo que se espera como

respuesta del estudiante. Este cuestionario se encuentra en el Anexo 2.

4.4.2.2 Actividad 1
El cuestionario posterior al Ciclo ACE adaptado presentado comienza con la actividad

presentada en la figura 13.
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Figura 13

Actividad 1 del cuestionario posterior a la intervencién

L

La sigmente figura muestra la grafica de la funcion ffx).

flx)

Determina la pendiente de la recta secante que corta a la curva en los puntos P v Qs.

En la tabla 6 se observa la estructura mental que busca analizar esta actividad, asi como la

respuesta y practica esperadas por los estudiantes.

Tabla 6

Evaluacion de Actividad 1 del cuestionario posterior a la intervencion

Respuesta Préactica matematica
Estructura mental o
matematica esperada esperada
Calcular la pendiente
1 de la recta secante
Accidn m=— presentada a partir de
2 los puntos

mencionados

4.4.2.3 Actividad 2

Para la actividad presentada en Figura 14 se realizO una adaptacion de la tarea “Task 6”

compartida

por Orton (1983).
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Figura 14
Actividad 2 del cuestionario posterior a la intervencion

Se muestra la figura de la Actividad 1:

1. ;Cuantas rectas secantes diferentes podrian ser dibujadas en adicién a las ya dibujadas en la
figura?
2. ;iQué le sucede a la recta secante una vez que () se acerca mas y mas a P?

A continuacion, dentro de la tabla 7 se comparte las estructuras mentales que se buscan analizar
en esta actividad junto a su respuesta y practica esperada.

Tabla 7
Evaluacion de Actividad 2 del cuestionario posterior a la intervencion
. Estructura mental Respuesta Préactica matematica
Actividad > o
(Representacion) matematica esperada esperada

Comprender que

.. infinitas rectas
Infinitas rectas

2.1 Proceso secantes pueden ser
secantes
trazadas en la curva
presentada
. Entender la recta
Objeto
(La recta tangente Las rectas secantes se tangente como la
2 posicion limite de las
2.2 como la posicion acercan a la recta
i rectas secantes
limite de las rectas tangente
formadas por los
secantes)

puntos Py Q,,

4.4.2.4 Actividad 3

En la figura 15 se observa la actividad 3, la cual es un ejercicio inspirado en aquellos presentados
por Stewart (2012).
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Figura 15
Actividad 3 del cuestionario posterior a la intervencion

La siguiente figura muestra la grafica de la curva fix).

A

flx)

De acuerdo a la figura, estima el valor de lim M para x=0. Justifica tu respuesta.
h=0

La tabla 8 muestra la estructura mental a analizar, la representacion de dicha estructura y la

respuesta esperada por los estudiantes.

Tabla 8
Evaluacion de Actividad 3 del cuestionario posterior a la intervencion
Estructura mental Respuesta Préactica matematica
(Representacion) matematica esperada esperada
Objeto Comprender el limite
(Interpretacion grafica del cociente
de la derivada como el f'(0)=0 incremental como la
limite del cociente derivada en el punto
solicitado

incremental)

4.4.2.5 Actividad 4

La dltima actividad del cuestionario de diagndstico es presentada en la figura 16 y es una

adaptacion del ejercicio presentado por Stewart (2012) dentro de la seccion “Ejercicios 2.8”.
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Figura 16
Actividad 4 del cuestionario posterior a la intervencion

Relaciona la grafica de cada funcién dada en las figuras a) v b) con las graficas de sus denivadas en las
figuras [ y IL. Justifica tu respuesta.
| A

i) |

o

La tabla 9 presenta la estructura mental y la representacion de la estructura a analizar, junto a la

respuesta y practica matematicas esperadas.

Tabla 9
Evaluacion de Actividad 4 del cuestionario posterior a la intervencion
Estructura mental Respuesta Practica matematica
(Representacion) matematica esperada esperada
Objeto
(La pendiente de la 2)-11 Relacionar cada
recta tangente como el b)-| funcidn con su funcién
valor de una nueva derivada
funcioén 1)

4.4.2.6 Actividad 5
Al igual que la actividad anterior, la presente actividad esta basada en los ejercicios presentados

por Stewart (2012). Puedes observar esta actividad en la figura 17.
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Figura 17
Actividad 5 del cuestionario posterior a la intervencion

J- Justifica tu respuesta.

La siguiente figura muesira 1a grafica de 1a funcidn /2 Utilizala para dibujar un boceto de 1a grafica de 1a funcion derivada

Dentro de la tabla 10 se puede observar la estructura mental, su representacion, la respuesta

matematica esperada y la practica matematica esperada para la presente actividad.

Tabla 10
Evaluacion de Actividad 5 del cuestionario posterior a la intervencion
Estructura Préctica
mental Respuesta matematica esperada ~ matematica
(Representacion) esperada

Trazado, completo o parcial, del

bosquejo de 1~
I\
Esquema ) Bosquejar la
(Bosquejo de una funcion
grafica N solicitada a
representativa través del
analizando las estudio de la
relaciones entre fy 2\ A n\e relacion entre

/) Syt

o
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Capitulo 5. Analisis de resultados

Dentro del presente capitulo se muestra el analisis de las concepciones presentadas por los
estudiantes a lo largo del estudio con base en la estructura de la descomposicion genética (DG) del

concepto de derivada presentada en la seccion 3.4.1.

Primero se caracterizan las concepciones mentales iniciales que presentan acerca del objeto
matematico derivada en su interpretacion grafica en las respuestas dentro del cuestionario de
diagnostico. Posteriormente, se evallan los resultados en el cuestionario posterior a la intervencion
para evaluar las estructuras mentales que lograron construir acerca del concepto desde su
interpretacion grafica y analizar si existe una mejoria en comparacion con el cuestionario de
diagndstico. En ambos cuestionarios se analiza el nimero de estudiantes que presentan la

estructura mental a analizar en cada actividad.

Antes de iniciar con el analisis de resultados es importante recordar lo visto en la seccion 3.3 donde
se compartia que el paso por las estructuras mentales no es necesariamente secuencial (Valdivia &
Parraguez, 2015). Ademas, Trigueros (2005) sefiala que el tipo de estructura mostrada por el
estudiante depende en gran parte del problema al que se esta enfrentando, ya sea por la demanda
cognitiva requerida y/o por la disposicion o estado animico del estudiante al momento de
enfrentarlo. Por lo que es posible observar que algunos estudiantes muestran una concepcién
mayormente estructurada en diferentes actividades del cuestionario aun cuando no mostraron una

concepcién mas basica en actividades anteriores.

5.1 Analisis de resultados del cuestionario de diagnéstico

5.1.1 Actividad 1
A partir de la gréfica de la funcion f que se puede observar en la figura 18, el estudiante tiene
como instrucciones el dibujar la recta que corta la curva en los puntos (—=1,-2) y (1,2) y

determinar la pendiente de la recta resultante.
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Figura 18
Gréfica de Actividad 1 del cuestionario de diagnostico

A

3

Los resultados obtenidos mostraron que diez de los dieciséis estudiantes lograron dibujar la recta
solicitada y calcular la pendiente de esta a través de su formula, por lo que muestran una
concepciodn accion del concepto de derivada. En la figura 19 se ejemplifica esto con la respuesta
de ES8.

Figura 19
Respuesta de E8 a actividad 1 del cuestionario de diagndstico
¥ &
Actividad 1. La siguiente figura muestra la funcion f{x): /
A= (=2 Ata 4

M

= =3 _ - sy alle o
1- (1) 141 "#

£}
M= a —+
ra)

m = 7\ '): Q kO

Es importante recalcar que al estudiante E14 se le atribuye una concepcidn accion pues, aunque
brindd una respuesta diferente a la esperada, muestra capacidad para trazar la recta solicitada y
trabajar correctamente con la formula para el calculo de la pendiente, pero durante el paso final
presento un error aritmético (o distraccion) que lo llevo a brindar una respuesta diferente, como se

observa en figura 20.
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Figura 20
Respuesta de E14 a actividad 1 del cuestionario de diagnéstico

Actividad 1. La siguiente figura muestra la funcién f{x): /
-y

- f(=z)

| /|
$ ’ .

=2 -111 : 1 2
'/,
1
._2T

Actiuiclo r‘ i

Mg’“'?"_ = L4 {2) _l2p1 o u N
WX TR T A TR R

Por otra parte, en la respuesta proporcionada por E5 se puede observar que el estudiante traza dos
rectas tangentes en los puntos mencionados en las instrucciones con la misma inclinacion pero en
los célculos determina valores de sus pendientes distintas, como se ve en la figura 21. Esto deja

en evidencia los débiles conocimientos del estudiante respecto al concepto de pendiente.

Figura 21
Respuesta de E5 a actividad 1 del cuestionario de diagnostico
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Actividad 1. La siguiente figura muestra la funcion f(x):

12

Aqzm=0.25

|
2
|
—
p—
—

-1

J .

Aaz m- 0.4

9

A continuacién, se presenta la tabla 11 en la cual se puede observar la categorizacion de respuestas

presentadas por los estudiantes en la actividad 1.

Tabla 11
Analisis de respuestas a Actividad 1 del cuestionario de diagnostico
Respuesta Estructura mental
Estudiantes matematica Préactica matematica observada
alcanzada
observada
E2, B4, EG, El estudiante conecta los puntos
E8, E9, E10, - .
E11 E13 m=2 sohmta@os formando la recta y calcula su Accion
E’16 ’ pendiente segun el punto 1 de la DG
El estudiante conecta los puntos
solicitados formando la recta y muestra un
1 procedimiento correcto al calcular la .
E14 m=— . . Accion
2 pendiente de la recta, pero en el paso final
presenta un error aritmético que lo lleva a
brindar un calculo incorrecto
El estudiante muestra confusion en los
términos y traza dos rectas tangentes, una
E5 my; = —0.25 en cada punto mencionado en las No presenta la estructura
m, = 0.25 instrucciones, y a partir de esto aproxima mental evaluada
incorrectamente la pendiente de ambas
rectas
E7 E12, E15 Sin respuesta El estudiante conecta los puntos No presenta la estructura

solicitados formando la recta, pero no

mental evaluada
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inicia el calculo de la pendiente de la recta
dibujada

El estudiante no conecta los puntos
El, E3 Sin respuesta solicitados ni presenta el célculo de la
pendiente de la recta solicitada a dibujar

No presenta la estructura
mental evaluada

Por otra parte, en la figura 22 se presenta un resumen del desempefio presentado por los
estudiantes dentro de la actividad 1.

Figura 22
Desempefio observado dentro de la Actividad 1 del cuestionario de diagndstico

Estructura mental
Accién

16
14
12

10

62.5%
10

3E5%

Estructura alcanzada Estructura no alcanzada

5.1.2 Actividad 2
La figura 23 muestra un circulo y un punto fijo P sobre el circulo. Las lineas PQ son dibujadas
del punto P a los puntos Q, las cuales se extienden en ambas direcciones. Después de analizar

dicha figura el estudiante debe responder las siguientes preguntas.

1. ¢Cuantas rectas secantes diferentes podrian ser dibujadas en adicién a las ya dibujadas en
la figura?
2. ¢Qué pasa con la recta secante una vez que Q,, Se acerca masy mas a P?
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Figura 23
Gréfica de Actividad 2 del cuestionario de diagnostico

Para la pregunta 1 se observd que diez de los dieciséis estudiantes interiorizan la accion del trazado
de rectas, ya sea que lo hayan expuesto o no en la actividad anterior, y aqui lo canalizan como la
estructura proceso que le permite ver que infinitas rectas secantes se pueden trazar a lo largo del
circulo, lo cual podemos visualizar con la respuesta de E14 en la figura 24. De esta manera, estos

diez estudiantes muestran una concepcidn proceso.

Figura 24
Respuesta de E14 a pregunta 1 de actividad 2 del cuestionario de diagnéstico

De acuerdo a lo observado en la figura, responde las siguientes preguntas:
1. ¢Cuantas secantes diferentes podrianser dibujadas en adicion a las ya dibujadas en la figura? '~ ¢ 0142 ecans

E3, E5 y E15 no expusieron una estructura mental accion en sus respuestas de la actividad 1, pero
si mostraron una concepcion proceso para la presente actividad. Esto viene a ejemplificar lo
comentado al inicio del capitulo, donde se compartia que las estructuras no son necesariamente
secuenciales y que los estudiantes pueden mostrar concepciones mas abstractas para algunas

actividades aun cuando no presentan estructuras mas basicas en otras.

Otras respuestas observadas llevaron a suponer que los estudiantes fundamentaron su respuesta al
observar una simetria en las rectas brindadas, pues E7 imagina una recta vertical que pasa por P y
asi, con base en esto, afirma que se pueden dibujar cuatro rectas secantes mas del lado contrario

respecto a la recta imaginada, como se observa en la figura 25.
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Figura 25
Respuesta de E7 a pregunta 1 de actividad 2 del cuestionario de diagndstico

= 7T >

De acuerdo a lo observado en la figura, responde 1as siguientes preguntas:
1. ;Cuéntas secantes diferentes podrian ser dibujadas en adicién a las ya dibujadas en la figura? 5 50752

Por otra parte, se puede suponer que otros dos estudiantes tomaron como base para su respuesta
los grados o el angulo que forman un circulo. Por ejemplo, por la respuesta de E8 se conjetura que
determina que cada recta secante representa un grado del circulo, por lo que resta las cuatro rectas
yatrazadas y da como respuesta 356 rectas, resta que no realiza E9 y da como respuesta 360 aunque
afirma que deberia restar PQ, justificando que es el diametro del circulo y cuando P = Q,, lo cual
podemos observar en la figura 26.

Figura 26
Respuesta de E9 a pregunta 1 de actividad 2 del cuestionario de diagnostico

De acuerdo a lo observado en la figura, responde las siguientes preguntas:

1. ¢Cuéntas secantes diferentes podrian ser dibujadas en adici6n a las ya dibujadas en la ﬁgt}ra? 240 peo Hbaio '-’fj*"’ o G
o PQ yO Que esc
.;l?/: meto- y gundo Q=1

En la tabla 12 se resume el andlisis de las respuestas brindadas por la totalidad de los estudiantes

para la pregunta 1 de la Actividad 2.

Tabla 12
Analisis de respuestas a la pregunta 1 de Actividad 2 del cuestionario de diagnostico

Respuesta Estructura mental
Estudiantes matematica Préactica matematica observada
alcanzada
observada
E2, ES3, E4, El estudiante tiene la capacidad de
E5, E6, E10, Infinitas rectas observar que infinitas rectas secantes se Proceso
E13, E14, pueden ser trazadas pueden trazar a lo largo del circulo
E15 E16 presentado segun el punto 2 de la DG
El estudiante da como respuesta un
E7 E12 4y3 namero finito de rectas fundamentando su  No presenta la estructura
’ respectivamente respuesta al observar una simetria en las mental evaluada
rectas brindadas
356 y 360 El FSt“d'aT‘t‘? brinda como respuesta un No presenta la estructura
E8, E9 ; numero finito de rectas a partir de los
respectivamente . mental evaluada
grados con los que cuenta un circulo
El, E11 Sin respuesta El estudiante no presento respuesta alguna No presenta Ia estructura

mental evaluada
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Dentro de la figura 27 se puede resumir el desempefio presentado por los estudiantes al momento

de dar respuesta a la pregunta 1 de la Actividad 2.

Figura 27
Desempefio observado dentro de la pregunta 1 de la Actividad 2 del cuestionario de diagndstico

Estructura mental
Proceso

16
14
12

10

62.5%
10

37.5%

Estructura alcanzada Estructura no alcanzada

Para la pregunta 2, las respuestas recabadas mostraron que solamente E13 y E15 manejan una
concepcidén objeto en esta pregunta al encapsular el proceso de comprender que infinitas rectas
secantes pueden cortar en dos puntos cada vez méas y mas cercanos de una curva hasta acercarse a
una recta tangente, lo cual se observa con la respuesta de E13 en figura 28. La representacion de
la estructura objeto que estos estudiantes manejan es la de comprender la recta tangente como la
posicidn limite de las rectas secantes.

Figura 28
Respuesta de E13 a pregunta 2 de actividad 2 del cuestionario de diagndstico

| 2. ¢Qué pasa con la recta secante una vez que On se acerca méas y més a P? @, yghts ‘onnt.

Por otra parte, otros de los estudiantes, quienes no mostraron la concepcion analizada en la a
afirmaban que los puntos que forman rectas secantes se acercan mas y méas haciendo el espacio
entre estos puntos mas pequefio, pero no somos capaces de observar qué produce en la recta

generada. Esto se ejemplifica en la respuesta de E2 en la figura 29.
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Figura 29

Respuesta de E2 a pregunta 2 de actividad 2 del cuestionario de diagnostico

2. {Qué pasa con la recta secante una vez que On se acercamésy mas a P? & espgod oo

elg C YoCf v

A continuacion, dentro de la tabla 13, se puede observar el anélisis de las respuestas presentadas en

la segunda pregunta de la actividad 2.

Analisis de respuestas a la pregunta 2 de Actividad 2 del cuestionario de diagndstico

Tabla 13
Respuesta
Estudiantes matematica
observada

Practica matematica observada

Estructura mental
alcanzada
(Representacion)

La recta secante se

El estudiante comprende que una vez que
la recta secante a una curva corta en
puntos mas y mas cercanos hasta que la
distancia entre estos sea
infinitesimalmente pequefia se produce la
recta tangente segun el punto 3 de la DG

Objeto
(La recta tangente como
la posicién limite de las
rectas secantes)

El estudiante afirma que los puntos que
forman rectas secantes pueden cortarse
cada vez mas y mas cerca, pero no es
capaz de observar la transformacion que
esto genera en la recta cuando llega a la
posicion limite de las rectas secantes

No presenta la estructura
mental en la
representacion evaluada

El estudiante comparte que la pendiente
de la recta disminuye, pero se enfoca
solamente en el punto P presentado en el
gjercicio y en la pendiente que este punto
forma junto a puntos cada vez mas y mas
cercanos sin ser capaz de generalizar esta
idea a la respuesta esperada

No presenta la estructura
mental en la
representacion evaluada

El estudiante, igual que en el caso
anterior, se enfoca en el punto P
presentado, pero observando la recta
secante que se forma cuando Q corta en
puntos mas y mas cercanos a Q,

No presenta la estructura
mental en la
representacion evaluada

El estudiante afirma que la magnitud de la
recta disminuye, incluso E6 comparte que
la recta se convierte en un punto

No presenta la estructura
mental en la
representacion evaluada

E13, E15 convierte en una
recta tangente
E2, E14 El espacio entre los
puntos disminuye
E4. E11, E16 La pend_lent_e de la
recta disminuye
E5, E7, E10, La pendiente de la
E12 recta aumenta
E1l, E6, ES, La magnitud de la
E9 recta disminuye
E3 Sin respuesta

El estudiante no presentd respuesta alguna

No presenta la estructura
mental en la
representacion evaluada

Por su parte, la figura 30 nos muestra el rendimiento presentado por los estudiantes al contestar la

pregunta 2 de la actividad 2.
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Figura 30
Desempefio observado dentro de la pregunta 2 de la Actividad 2 del cuestionario de diagndstico

Estructura mental
Objeto

La recta tangente como la posicion limite de las rectas secantes
16
14

12

10

875%
4

12:5%
2

Estructura alcanzada Estructura no alcanzada

5.1.3 Actividad 3
Para esta actividad se le muestra al estudiante la recta L que es tangente a la funcion f(x) = x? +
1 enel punto (1, 2) como se indica en la figura 31y se le solicita encontrar el valor de la pendiente

de la recta tangente en el punto sefialado junto con la justificacion de su respuesta.

Figura 31
Gréfica de Actividad 3 del cuestionario de diagnostico
[

f(z)

Y

~.
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Aun cuando se habian visto deficiencias en las estructuras mentales presentadas en las actividades
anteriores, para esta actividad los dieciséis estudiantes muestran una concepcion objeto a través de

diferentes representaciones.

Siete estudiantes mostraron la practica matematica esperada calculando la pendiente de la recta
tangente haciendo uso de los puntos marcados en la figura mostrando una representacion la
concepcion objeto en su representacion de calcular la pendiente de la recta tangente, dentro de la
figura 32 podemos observar prueba de ello con la respuesta de ES8.

Figura 32
Respuesta de E8 a actividad 3 del cuestionario de diagndstico

Actividad 3. La recta L es tangente a la funcién f(x) = x2 + 1 en el punto (1,2) como se indica en la figura.
1) =L A

1. Encuentra el valor de la pendiente de la recta tangente en (1, 2) vy explica cémo obtuviste la respuesta.

Mientras que ocho estudiantes fueron mas alla de solo proporcionar la pendiente de la recta
tangente, pues afirman que este valor representa el valor de la derivada. El método que cuatro de
estos ochos estudiantes utilizaron para conocer el valor de la pendiente de la recta tangente fue el
de derivar con ayuda de reglas de derivacion la funcion expresada simbélicamente como x2 + 1
presentada en las instrucciones y analizar el valor de f’(1), lo cual se observa en la figura 33 con

la respuesta de E16.
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Figura 33
Respuesta de E16 a actividad 3 del cuestionario de diagnéstico

Actividad 3. La recta L es tangente a la funcién f(x) = x%+ 1 en el punto (1,2) como se indica en la figura.
f(z) ((X):X)'*‘
1 [t :
Flder £ 0 a0 )
Punto pendienic ((,))
Ly)=2(%-1)
U-) = dx-1
V= )X
.I‘IIL »
}. !Encum el valor de la pendiente de la recta tangente en (1, 2) y explica cémo obtuviﬁe la respuesta.

Los cuatro estudiantes restantes calcularon la pendiente de la recta tangente a través de su formula,
donde E11 y E12 explicitamente afirman que el valor de la pendiente de la recta tangente en un
punto cuenta con una relacion con el valor de la derivada evaluada en el mismo punto, mientras
El y E2 implicitamente describen esta relacion en las ecuaciones utilizadas. Por lo que la
representacion de la estructura mental objeto que estos estudiantes manejan es la de interpretar
graficamente la derivada en un punto como el valor de la pendiente de la recta tangente y el calculo
de su pendiente.

Por su ultimo, en la figura 34 se observa a E15 compartir como respuesta la funcion derivada sin
realizar ninguna serie de pasos y sin analizar su valor para x = 1, por lo que demuestra un cierto
conocimiento de la relacion entre la funcion derivada y una recta tangente. Por esto mencionado,
solo se le atribuye la concepcion objeto en su representacion que le permite interpretar
graficamente la derivada en un punto como el valor de la pendiente de la recta tangente en el punto,

pero no la representacién del célculo de la pendiente de la recta tangente.
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Figura 34
Respuesta de E15 a actividad 3 del cuestionario de diagnéstico

Actividad 3. La recta L es tangente a la funcién f(x) = x? + 1 en el punto (1,2) como se indica en la figura.
/(z) :

1. Encuentra el valor de la pendiente de la recta tangente en (1, 2) y explica como obtuviste la respuesta. IX (Rrivancs

La tabla 14 nos muestra la categorizacion de las respuestas presentadas por los estudiantes para la

actividad 3.
Tabla 14
Analisis de respuestas a Actividad 3 del cuestionario de diagnostico
Respuesta Estructura mental
Estudiantes matematica Préactica matematica observada alcanzada
observada (Representacion)
E2, E6, ES, El estudiante demuestra la capacidad de , Objeto
E9, E10, m=2 calcular la pendiente de la recta tangente  (Calculo de la pendiente
E13,El4 presentada el punto 3 de la DG de la recta tangente)
Objeto
. i (Interpretacion gréafica de
E1 E3 E4 El e_s,tudlante, aparte de proporcionar la la derivada como el valor
pendiente de la recta tangente, afirma que X
E5, E7, E11, m=2 g , de la pendiente de la recta
este es el valor de la derivada segun los ,
E12, E16 tangente y el calculo de la
puntos 3y 4a de la DG ;
pendiente de la recta
tangente)
El estudiante comenta que la pendiente de Opjleto fica d
la recta tangente es el valor de la derivada (Inter|_oretaC|on gratica de
E15 f'(x) =2x la derivada como el valor

segun el punto 4a de la DG sin realizar

. de la pendiente de la recta
pasos que lo lleven a tal conclusion.

tangente)

Dentro de la figura 35 se puede observar el desempefio presentado por los estudiantes y, ademas, la
representacion de la estructura mental evidenciada por aquellos que alcanzaron la estructura mental
analizada.
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Figura 35
Desempefio observado dentro de la Actividad 3 del cuestionario de diagndéstico

Estructura Mental

Objeto
16
14
12
10
8
6
4
2 0%
0
0
Estructura alcanzada Estructura no alcanzada
= Ambas
Interpretacion gréfica de la derivada como el valor de la pendiente de la recta tangente
= Célculo de la pendiente de la recta tangente
5.1.4 Actividad 4

Se le presenta al estudiante el grafico de la figura 36 y se le solicita determinar la funcion derivada

que le corresponde de una de las opciones y que fundamente su respuesta.
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Figura 36
Actividad 4 del cuestionario de diagndstico

51 se tiene el grafico de la siguiente funcidn:

¢ Cual de las siguientes figuras muestra la funcidn derivada que le corresponde? Fundamenta tu respuesta.

, |

Las respuestas obtenidas de la actividad 4 nos mostraron que E13, E15 y E16 no solamente

a) | b)

interpretan gréficamente la derivada como el valor de la pendiente de la recta tangente, lo cual
expusieron correctamente en la actividad 3, sino que generalizan las estructuras mentales y
observan el valor de esta pendiente de la recta tangente en uno o varios puntos como el valor de
una nueva funcion en los mismos, lo cual era la respuesta esperada. Asi, estos tres estudiantes
muestran la estructura mental esquema en su representacioén de comprender el crecimiento de la
funcidn presentada en uno o varios intervalos del dominio expuesto y relacionarla con el signo del

valor de la funcion derivada.

En la figura 37 se visualiza a E16 justificando correctamente su respuesta de manera parcial, pues
hace bien afirmando que la funcion es siempre creciente, pero cae en un error al generalizar que
esto significa que la funcién derivada solo admite valores positivos. Incluso se puede visualizar
que en la gréfica de la respuesta correcta la derivada toca el eje x en el origen. Ademas, nombra a
la funcién presentada como f(x) = x3 y a su respuesta como f'(x) = 3x? tratando de justificar
su respuesta también con reglas de derivacion desde el supuesto de conocer el grado de las
funciones presentadas. Aun con estos comentarios se observa en el estudiante un conocimiento
que puede tener notables mejoras, pero al que se le puede atribuir una concepcion objeto para la
presente actividad de diagnostico en la representacion de comprender el crecimiento de la funcion

presentada y relacionarla con el signo del valor de la funcion derivada.
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Figura 37
Respuesta de E16 a actividad 4 del cuestionario de diagnéstico

¢Cuél de las siguientes figuras muestra la funcién derivada que le corresponde? Fundamenta tu respuesta.

e 1
La TUNGOY
@ € Cety i
PR o &% HAG Y (1
0 oMo 400 SU
) nir arm 1P

x \ dopfd ok 10 CGLTHAR
Vaforey $0di10)
b
i : 0 e )

Mientras que en la figura 38 se puede observar cdmo el estudiante busca justificar su respuesta a

través del andlisis del grado de la funcién y relacionar dicha caracteristica con los grados de una

funcidn para lograr determinar su respuesta.

Figura 38
Respuesta de E9 a actividad 4 del cuestionario de diagndstico

¢Cudl de las siguientes figuras muestra la funcién derivada que le corresponde? Fundamenta tu respuesta.

E\\, e )\ Y (on
F/Jr 0 gog K
,)Cnua;’»‘ .‘)d\’ =X

/\ NG  Joreén Qo e

Complementando lo detallado anteriormente, se presenta en la tabla 15 el resumen de las respuestas

Yors

brindadas para la presente actividad.

Tabla 15
Analisis de respuestas a Actividad 4 del cuestionario de diagndstico
Respuesta Estructura mental
Estudiantes matematica Practica matematica observada
observada alcanzada
El estudiante observando los intervalos de Esquema
e iy (Creimientode
E16 @) y . g funcion y el signo de
la derivada de acuerdo al punto 6a de la derivad
DG selecciona correctamente su respuesta su derivada)
El estudiante brinda su respuesta a partir
No presenta la
del supuesto de conocer el grado de la
E2, ES3, E6, L . estructura mental en la
a) funcidn presentada, pero no generaliza en o
E9, E10, E11 . . representacion
la relacion del valor de la pendiente con el evaluada
valor de la funcion derivada
E4 E12 El4 a) El estudiante justifica su respuesta a partir No presenta la

del “cambio de concavidad” y “cambio de  estructura mental en la
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exponente”, pero no profundiza en su
explicacion

representacion
evaluada

El estudiante no presenta una justificacion

No presenta la
estructura mental en la

E5 Q) o
de su respuesta representacion
evaluada
El estudiante analiza los intervalos de
L . s No presenta la
crecimiento y decrecimiento de la funcion
. : estructura mental en la
El b) presentada, afirmando que es siempre o
. . representacion
creciente y extrapola incorrectamente este
. S . evaluada
comportamiento a la funcién derivada
No presenta la
. . ... ., estructura mental en la
E7, E8 c) El estudiante no presenta una justificacion

representacion
evaluada

Mientras que se puede ver el desempefio dentro de la actividad 4 en la figura 39.

Figura 39

Desempefio observado dentro de la Actividad 4 del cuestionario de diagnéstico

16

14

12

10

Estructura mental
Objeto

Crecimiento de la funcion y el signo de su derivada

81:25%
13
1875%
3
Estructura alcanzada Estructura no alcanzada
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5.1.5 Actividad 5

En la figura 40 se muestra al estudiante la grafica de la derivada f* de una funcion f y se le solicita

afirmar sobre qué intervalos f crece o decrece fundamentando su respuesta.

Figura 40
Gréfica de Actividad 5 del cuestionario de diagndstico

Para la Gltima actividad era necesario que los estudiantes se apoyaran del proceso y los objetos

trabajados en las actividades anteriores y asi, a través de la generalizacién, poder estudiar el valor

de la funcién derivada f” y relacionarlo con los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la

funcion f. Solo cuatro de los dieciséis estudiantes pudieron justificar correctamente en qué

intervalos decrece y crece la funcion al analizar su relacion con la funcidn f” presentada, como se

ejemplifica con la respuesta de E15 en la figura 41.

Figura 41
Respuesta de E15 a actividad 5 del cuestionario de diagndstico

Actividad S. En la siguiente figura se muestra la gréfica de la derivada f” de una funcién £ ;Sobre que
intervalos f crece o decrece? Fundamenta tu respuesta.

Crece de (4,5)
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0 1 2 30 4 5 . i
Vl?ﬁ:‘ L\'/ den

Jeciece ¢ <08, 1 ) v

s} -‘\ v

\»

F A
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Incluso de esos cuatro estudiantes, E16 introduce correctamente el término “criterio de la primera
derivada” que le permite brindar la respuesta esperada junto a su correcta justificacion y presenta

un bosquejo de la gréafica de f bastante acertado ,como se observa en la figura 42.

Figura 42
Respuesta de E16 a actividad 5 del cuestionario de diagndstico

Actividad 5. En la siguiente figura se muestra la gréfica de la derivada f’ de una funcién £ ;Sobre qué
intervalos f crece o decrece? Fundamenta tu respuesta. L AR

7 Crecente en (1,5)
\ Decreciente en (oo, )U(5,%0)

7‘ / or_el Crfene Je I
@ C 4 — Prnga dernaia sabem

que -estd vel(:onnda N
ol valor 4€ 44 pengiemie eny
l yecto tangendt pov 10
o §, Miediva valorey
negat 0y dELRRGe y POSITIDY (R(E.

Por lo tanto, la representacion de la estructura mental esquema presentada por los estudiantes es la
del crecimiento de la funcién y su relacion con el signo del valor de su derivada. E15 y E16 ya
habian mostrado esta representacion en la actividad anterior. Ademas, por el bosquejo realizado,
E16 presenta la representacion de la estructura esquema que le permite realizar un bosquejo de una

grafica analizando las relaciones entre fy f”.

Por otra parte, otros nueve estudiantes no analizaron la relacion entre las funciones fy f” y se
limitaron a describir los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion f” presentada en
la actividad intuyendo el comportamiento de la funcion donde su dominio es todos los numeros

reales como se presenta en figura 43 y figura 44 con las respuestas E4 y E11 respectivamente.
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Figura 43
Respuesta de E4 a actividad 5 del cuestionario de diagndstico

intervalos f crece o decrece? Fundamenta tu respuesta.

Actividad 5. En la siguiente figura se muestra la grafica de la derivada f* de una funcién £ ;Sobre qué

PUMO aviige en S
f - \
ceece de s =, 3) Vervec
J(. LY, LQ)
[) 1 2 3 4 5 6

Figura 44
Respuesta de E11 a actividad 5 del cuestionario de diagnéstico

intervalos fcrece o decrece? Fundamenta tu respuesta.
GQ’ y - CvECe wn

0 <x <3 |

Actividad S. En la siguiente figura se muestra la gréfica de la derivada f” de una funcién £ ;Sobre qué

|
f(ﬂ z RCLyELL &
~
5 8

/

En la tabla 16 se detallan las respuestas brindadas para la actividad 5 del cuestionario de

diagnostico.
Tabla 16
Analisis de respuestas a Actividad 5 del cuestionario de diagndstico
Respuesta Estructura mental
Estudiantes matematica Practica matematica observada alcanzada
observada (Representacion)
El estudiante determina correctamente la Esquema

El, E3, E15

Decrece en (—o, 1)
Creceen (1,5)
Decrece en (5, )

el crecimiento y decrecimiento de la
funcidn f a partir del analisis de la funcion
/” presentada segln el punto 6a de la DG

(Crecimiento de la
funcion y el signo de su
derivada)

E16

Decrece en (—oo, 1)
Creceen (1,5)

El estudiante no solo analiza
correctamente la relacién entre el

Esquema
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Decrece en (5, )

crecimiento y decrecimiento de la funcién
fy el signo del valor de la funcién
derivada f” de acuerdo a 6a de la DG, sino
que realiza un bosquejo de la gréfica de la
funcién f

(Crecimiento de la
funcion y el signo de su
derivada y Bosquejo de

una grafica representativa
analizando las relaciones
entre fy 7"

El estudiante no analiza la relaciéon entre f
y 1~ dando como respuesta los intervalos
de crecimiento y decrecimiento de la
funcién f” presentada

No presenta la estructura
mental en la
representacion evaluada

El estudiante no analiza la relacion entre f
y f” dando como respuesta el crecimiento
y decrecimiento de la funcién derivada en
parte del intervalo observado en la figura

No presenta la estructura
mental en la
representacion evaluada

E4, E6, E7,
ES8, E9, E10, Creceen (—,3)
E12, E13, Decrece en (3, o)
E14
Creceen (0,3)
El1 Decrece en (3,6)
Decrece en (—,0)
E2, E5 Creceen (0,3)

Decrece en (3, )

El estudiante muestra una idea de la
relacion entre las funciones, pero toma
como referencia en el cambio de
crecimiento y decrecimiento el maximo
local observado y no los cortes en el eje x

No presenta la estructura
mental en la
representacion evaluada

El desempefio presentado en la presente actividad se muestra en la figura 45, asi como las

representaciones de la estructura mental presentadas por los estudiantes que alcanzaron la

estructura mental a analizar.

Figura 45

Desempefio observado dentro de la Actividad 5 del cuestionario de diagnéstico

16

14

12

10

6.25% 1

Estructura mental
Esquema

75%
12

2 =1875%

=

Estructura alcanzada

Estructura no alcanzada

Crecimiento de la funcién y el signo de su derivada - Bosquejo de una gréafica representativa
analizando las relaciones entre fy f°

= Crecimiento de la funcidn y el signo de su derivada

62



5.2 Discusidn de resultados del cuestionario de diagndéstico

En los resultados del cuestionario de diagndstico se pudo apreciar que las estructuras mentales que
predominan en la mayor parte de los estudiantes analizados son las estructuras accion y proceso,
pues se observa una dificultad de encapsular el proceso necesario para llegar a una construccién
mental de la concepcion objeto, lo cual coincide con los estudios realizados por Amaro (2020),
Pereyra & Herrera (2020) y Rodriguez et al. (2019). Los resultados obtenidos para este cuestionario se
pueden deber a que predomina el aspecto algebraico en la ensefianza del célculo, tal y como lo

comenta Guerrero (2020).

Sin embargo, la actividad donde se observé un mejor desempefio por parte de los estudiantes fue
la actividad 3, la cual evalla la estructura mental objeto. Dentro de dicha actividad se observo el
uso de mecanizaciones algoritmicas, pero también que un alto porcentaje de los estudiantes
interpretaron graficamente de manera correcta la derivada como la pendiente de la recta tangente
a la gréfica de una funcion en un punto, lo cual va en contra de lo expuesto por Garcia et al. (2018).
Esto se puede deber a que los estudiantes analizados eran recién ingresados a la universidad,
mientras que los estudiantes de la presente investigacion ya se encuentran cursando las diferentes

clases de calculo universitario.

5.3 Andlisis de resultados del cuestionario posterior a la intervencion

5.3.1 Actividad 1
Se le presenta al estudiante la figura 46 y se le solicita determinar la pendiente de la recta secante
ya graficada que corta a la curva en los puntos P y Q; omitiendo la instruccion de trazar dicha
recta, ya que trece de los dieciseis estudiantes mostraron la capacidad de realizar esto en el
cuestionario de diagnostico. Por ello, durante la intervencion, se reforzo el trazado de rectas para

aquellos que no evidenciaron poder realizar esta instruccion en dicho cuestionario.
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Figura 46
Gréfica de Actividad 1 y Actividad 2 del cuestionario posterior a la intervencion

Para la presente actividad se observo que catorce de los dieciséis estudiantes lograron determinar
correctamente las coordenadas de los puntos mencionados en las instrucciones y calcular la
pendiente de la recta secante solicitada a través de su formula sin problema alguno, por lo que
estos catorce estudiantes muestran una concepcién accion del concepto de derivada en su

representacion grafica ejemplificando su respuesta en la figura 47.

Figura 47
Respuesta de E6 a actividad 1 del cuestionario posterior a la intervencion
Determina la pendiente de la recta secante que corta a la curva en los puntos P y Qs. )
P(-2,0
. M2 -4 . (1-0) 1
e R4 e B2 Y 83(0, 1)
Xa - X, (c+2)

Sin embargo, a estos estudiantes se les une E2, ya que, aunque determind incorrectamente las
coordenadas de los puntos, mostré la capacidad de conocer la formula de la pendiente y trabajar

correctamente con ella, como se observa en la figura 48.

Figura 48
Respuesta de E2 a actividad 1 del cuestionario posterior a la intervencion

Determina la 8Pendlente de lﬂ,recya secante que corta a la curva en los puntos P y Q5.

QW\\os 7) 3
: Y=Y Wz O -(~2) 2
m.’ N E A o oe e T — v i s — 2
X'l'y‘ =t O " \ ——4
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Por esto se podria decir que el estudiante maneja una concepcion accion del concepto de derivada
al saber calcular la pendiente, pero podria manejar estructuras deficientes en otros conceptos
matematicos que no le permiten determinar correctamente las coordenadas de un punto. Por todo
esto mencionado, se comparte como resultado que quince de los dieciséis estudiantes tuvieron una
concepcidén accion dentro de esta actividad.

Solo E7 muestra una respuesta incorrecta observable en la figura 49, pues, aunque determind
correctamente las coordenadas de los puntos mencionados en las instrucciones, afirmo que el valor
de la pendiente es 1 sin mas justificacion que transcribir el limite del cociente incremental.

Figura 49
Respuesta de E7 a actividad 1 del cuestionario posterior a la intervencion

1. Determina la pendiente de la recta secante que corta a la curva en los puntos P y Q5.
= (-2,0) Qs LOA)
s ~ FCwetn) ~§ Cx)
e = (<251 Py S
K0

Lo ©eno

Mientras que la tabla 17 presenta la categorizacion de la totalidad de las respuestas analizadas.

Tabla 17
Analisis de respuestas a Actividad 1 del cuestionario posterior a la intervencion
Respuesta Estructura mental
Estudiantes matematica Practica matematica observada
alcanzada
observada
El, E3, E4, ES.
E6, ES, E9, E10, _1 El estudiante calcula la pendiente de la Accion
E1l, E12, E13, m=3 recta secante segun el punto 1 de la DG
E14, E15, E16
El estudiante presenta errores para
determinar correctamente las coordenadas L
E2 m=2 . Accion
de los puntos mencionados, pero es capaz
de calcular la pendiente correctamente
El estudiante determina las coordenadas
de los puntos mencionados, pero no es No presenta la estructura
E7 m=1 .
capaz de calcular la pendiente mental evaluada
correctamente

Por otra parte, en la figura 50 se presenta un resumen del desempefio presentado por los

estudiantes dentro de la actividad 1.
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Figura 50
Desempefio observado dentro de la Actividad 1 del cuestionario posterior a la intervencion

Estructura mental
Accion
16

14
12

10

8 93.75%
15

6.25% 1

Estructura alcanzada Estructura no alcanzada

5.3.2 Actividad 2
Para la actividad 2 el estudiante debe analizar de nueva cuenta la figura 46 de la actividad 1y
contestar las siguientes preguntas.
1. ¢Cuantas rectas secantes diferentes podrian ser dibujadas en adicién a las ya dibujadas en
la figura?

2. ¢Queé le sucede a la recta secante una vez que Q se acerca masy mas a P?

Se mantiene a grandes rasgos la misma estructura que la actividad 2 del cuestionario de
diagnostico, pues lo observado en los resultados de la actividad en dicho cuestionario llevo a
reforzar dentro de las intervenciones las estructuras mentales relacionadas esperando una mejora

en las respuestas de los estudiantes para el presente cuestionario.

Para la pregunta 1 se obtuvo que quince de los dieciséis estudiantes mostraron una concepcion
proceso desarrollada a través de la interiorizacion de la accion del trazado de rectas secantes que

quedo evidenciada en la actividad 1y asi observan que pueden ser trazadas infinitas rectas secantes
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a lo largo del dominio de la funcion, donde vemos un ejemplo de esta en la figura 51 con la

respuesta de E6.

Figura 51
Respuesta de E6 a pregunta 1 de actividad 2 del cuestionario posterior a la intervencion

1. ¢Cuéntas secantes diferentes podrian ser dibujadas en adicién a las ya dibujadas en la figura?

‘w{\w\w\)- 1

m{ i, e punlos donde se puede Lvay con <l

Poa0 P. En unad bnea oy inluidad de punios por lo tawntd )
el LWULALLD de Se@mwnied gque se voduan dibujar ¢ wnt et dao

Ademas, de nueva cuenta el estudiante que mostr6 deficiencias fue E7, como se observa en la
figura 52, pues da como respuesta que pueden ser trazadas mas de tres rectas, las cuales son
aquellas que se encuentran en la gréfica, sin poder desarrollar la estructura mental proceso que le
permita observar que pueden ser trazadas infinitas rectas secantes en todo el dominio de la funcion.

Figura 52
Respuesta de E7 a pregunta 1 de actividad 2 del cuestionario posterior a la intervencion

1. ¢Cuantas secantes diferentes podrian ser dibujadas en adicion a las ya dibujadas en la figura?
()U('f\‘('( ' KX (\~“";L)')f,l(\() ) n >

A continuacion, en la tabla 18 se presenta un resumen de las respuestas obtenidas por parte de los

estudiantes para la pregunta 1 de la actividad 2.

Tabla 18
Analisis de respuestas a la pregunta 1 de Actividad 2 del cuestionario posterior a la intervencion
Respuesta Estructura mental
Estudiantes matematica Préactica matemaética observada
alcanzada
observada
Ezll Eé Eg El estudiante observa que infinitas rectas
AL Infinitas rectas secantes se pueden trazar a lo largo de la
ES, E9, E10, - , Proceso
E13 E14 pueden ser trazadas  funcidn presentada segin el punto 2 de la
E15, E16, DG
El estudiante observa el nimero de rectas
Mas de tres rectas de la figuray, a pa,rtlr de e_IIgs, brinda No presenta la estructura
E7 ueden ser trazadas  c°M° respuesta un numero finito de rectas mental evaluada
P mayor a la cantidad de las rectas
presentadas

También se evalu6 el desempefio de los estudiantes, lo cual queda en evidencia en la figura 53.
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Figura 53
Desempefio observado dentro de pregunta 1 de la Actividad 2 del cuestionario posterior a la intervencién

Estructura mental
Proceso

16
14
12

10

8 93.75%
15

6.25% 1

Estructura alcanzada Estructura no alcanzada

Para la segunda pregunta se observé que catorce de los dieciséis estudiantes encapsularon el
proceso de comprender que infinitas rectas secantes pueden cortar en dos puntos cada vez mas y
mas cercanos de una funcion comprendiendo que asi se forma la recta tangente y mostrando una
concepcion objeto como se ejemplifica en la respuesta de E14 en la figura 54. La encapsulacion
de dicho proceso quedd en evidencia en las respuestas de la pregunta anterior.

Figura 54
Respuesta de E14 a pregunta 2 de actividad 2 del cuestionario posterior a la intervencion

2. ¢Qué le sucede a la recta secante una vez que Q se acerca mas y mas a P?

SC Cita oo rectel ‘/ovt/qur/e " \/n Gee /a recto

(

Se (o : - ;
ouside e fo /“’0“('0“‘ ,IM/H’C de la recia seepiiie

Sin embargo, aun cuando E6 mostrd la concepcion proceso en dicha pregunta, fue el Unico de los
quince estudiantes que no fue capaz de desarrollar la estructura proceso para pasar a una

concepcidn objeto que le permita comprender la recta tangente como la posicion limite de las rectas
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secantes, pues él se enfocd, si bien en el punto P presentado, exclusivamente en el valor de la
pendiente de la recta tangente que va aumentando a medida que corta con puntos Q cada vez mas
y mas cercanos para este caso en especifico sin poder argumentar que cuando los puntos de esta

rectas secantes llegan a su posicion limite surge una recta tangente. La respuesta de E6 se observa
en la figura 55.

Figura 55
Respuesta de E6 a pregunta 2 de actividad 2 del cuestionario posterior a la intervencion

2. (Qué le sucede a la recta secante una vez qué O se acerca mas y més a P?
& (=229 2 -2
?('Zlo) ik {4+ 2 ) = '3 . -
Q,(‘,'Z) \ \ T A s\ \Oémch‘:"\—‘e a2 &
= (-72-9°9 b 7 -
82 (\V2) e (-2 i
Q 1+ 2 3 &
3(0/‘) a
- .o ) )
o+z2 /) 2
- .G - ,1 c)
3{z0 o
Y.

El resto de respuesta son categorizadas en la tabla 19 que se muestra a continuacion.

Tabla 19
Analisis de respuestas a la pregunta 2 de Actividad 2 del cuestionario posterior a la intervencion
Respuesta Estructura mental
Estudiantes matematica Préactica matematica observada
alcanzada
observada
EL B2, Es, El estudiante comprende que las rectas .
E4, E5, ES, Objeto
La recta secante se secantes pueden cortar dos puntos cada
E9, E10, - ) . (La recta tangente como
convierte en una vez mas y mas cercanos de una curva NN
Ell, E12, la posicion limite de las
recta tangente hasta que se produce una recta tangente de
E13,El4, acuerdo al punto 3 de la DG rectas secantes)
E15, E16 P
El estudiante se enfoca en el punto P
. presentado, pero analiza el valor de la No presenta la estructura
La pendiente de la .
E6, E7 pendiente que se forma con puntos Q cada mental en la
recta aumenta . . -
Vez mas y mas cercanos para este caso en  representacion evaluada
especifico

Mientras que el desempefio evidenciado por los estudiantes se muestra en la siguiente figura 56.
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Figura 56
Desempefio observado dentro de pregunta 2 de la Actividad 2 del cuestionario posterior a la intervencién

Estructura mental
Objeto

La recta tangente como la posicion limite de las rectas secantes
16
14

12

10

87.5%
14

125%
2

Estructura alcanzada Estructura no alcanzada

5.3.3 Actividad 3

La figura 57 muestra la grafica a analizar para estimar el valor de }lin%w

para x =0

justificando su respuesta.

Para esta actividad se hace énfasis en analizar la capacidad del estudiante para entender el limite
del cociente incremental como la derivada, pues durante el cuestionario de diagndstico algunos
estudiantes fueron mas alla de calcular la pendiente de la recta tangente y relacionaron el valor de
la pendiente de la recta tangente a la funcion como el valor de la derivada. Por lo que esta actividad
busca exigir mayor demanda cognitiva que aquella del cuestionario de diagnostico, habiendo ya

reforzado las estructuras mentales necesarias a lo largo de las intervenciones.
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Figura 57
Gréfica de Actividad 3 del cuestionario posterior a la intervencion

Las respuestas brindadas por los estudiantes mostraron que solo siete de ellos tienen una
concepcidn objeto interpretando graficamente la derivada como el limite del cociente incremental.
Estos estudiantes, a excepcion de E6, evidenciaron encapsular correctamente el proceso de que
infinitas rectas tangentes pueden ser trazadas a lo largo del dominio de una funcién en la pregunta
1 de la actividad 2. De los siete estudiantes mencionados, cinco de ellos fueron capaces de
determinar el limite del cociente incremental a partir de suponer una funcion f y trabajar con reglas
de derivacion que los lleve a conocer la derivada y analizarla para x = 0. Mientras que los dos
estudiantes restantes, E13 y E16, se basan en el andlisis del minimo local observado en la figura 'y
es observado en sus respuestas una encapsulacion de la representacion de la estructura objeto que

permite ver la pendiente de la recta tangente como el valor de la funcion derivada.

En la figura 58 podemos observar la justificacion de E13, en la cual profundiza mas ella partiendo
de ideas, si bien correctas para el ejercicio en cuestion, erroneas en su generalizacion. Por ejemplo,
inicia afirmando que un punto critico implica derivada, donde suponemos que el estudiante se
referia al término derivabilidad, y que esto a su vez significa que la funcion es continua en ese
punto. Esto es correcto para la curva presentada, pero generalizar dicha idea es incorrecto, pues
existen funciones que pueden no ser derivables en uno o varios de sus puntos criticos y aun asi son
continuas en esos puntos. Por otra parte, afirma que un punto critico implica que f’(x) = 0 en ese
punto, pero esto no es del todo correcto, pues un punto critico en x = a también puede implicar
que f’(a) no exista. Por otra parte, afirma que un punto critico, si bien implica que la pendiente
de la recta tangente es 0 en este punto, también implica un cambio de sentido, de donde se conjetura
que se refiere especificamente a que una funcion decrece en el intervalo (a,c) y crece en el

intervalo (c,b) o viceversa tomando el punto critico como x = c¢. Sin embargo, al analizar la
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respuesta dejando de lado las generalizaciones, realizadas consciente o inconscientemente por el
estudiante, se puede observar un conocimiento que le permite relacionar el valor de la funcion
derivada con el de la pendiente de la recta tangente y por ultimo con el limite del cociente
incremental. Por esta razon se le atribuye la estructura mental objeto evaluada.

Figura 58
Respuesta de E13 a actividad 3 del cuestionario posterior a la intervencion

para x=0). Justifica tu respuesta.

De acuerdo a la figura, estima el valor de ;lin‘}ﬂ“h:ﬁ

Sy & 0 pnb aitico /mpla{a c‘c:m({u, por lo dolo la Pmuich € cmhmq/
pa dhaidm W pb oo & (-0, m xe dom b, +aol g Rito - ()
ls qu implice que lo dmedu de f hnton Ax 70 was doa om pordepe
D, ¢ la wda ao posa g (X, F0Y) dondi pendienies O
N by ala yDD\M pocdomgy deolur  x-0 y FGA-1 < mods que
lo weke.  Aangenc o Lo Amcn an x-0  pasepn loe SIQIONDY cuvack vichi,
§-1+ 000y & U=

/

pw 16 tany e\ |(20 Mb\-i@_ -0, (ij“[wém% tambion oot

({ﬁdud/ d mrime v las cangitishicar b low  pendienle.  visdo v po
& m<O0‘a mso, po 6 donto en ¢l ponto Gitico Fazasamentc
(ib& 06 Mm=0 ypoo qw por dolinicion €| pwto Mtice €5 v combigde
e sentdo.

Se pueden observar otro tipo de respuestas, como la brindada por E10 en la figura 59, donde el
estudiante determina una recta tangente a la curva en el punto arbitrario (1, 2) y que a su vez pasa
por el origen. Dicha fundamentacion lo ayudaria a encontrar la respuesta solicitada, pero para x =

1, lo cual no es lo solicitado en la actividad.
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Figura 59
Respuesta de E10 a actividad 3 del cuestionario posterior a la intervencion

0,0)

fGx+h)-f(x)
h

De acuerdo a la figura, estima el valor de }]ln(l) para x=0. Justifica tu respuesta.

oot o S S
\ Sy =9

X2 - %\ i

Al igual que la actividad 2 del presente cuestionario, esta mantiene en esencia el analisis de la
estructura mental de la actividad con el mismo numero del cuestionario de diagnostico, pero con
una estructura diferente para el presente cuestionario. En la tabla 20 se puede observar la
categorizacion de respuestas.

Tabla 20
Analisis de respuestas a Actividad 3 del cuestionario posterior a la intervencién
Respuesta
Estudiantes matematica Practica matematica observada Estructura mental
alcanzada
observada
El estudiante determina correctamente el .
Objeto

valor del limite del cociente incremental
para x=0 segln el punto 4b, relacionando
E13, E16 f'(0)=0 el valor de la derivada con el valor de la
pendiente de la recta tangente, de acuerdo
al punto 4a de la DG, y al mismo tiempo
con el limite del cociente incremental

(Interpretacion grafica de

la derivada como el limite

del cociente incremental y

el valor de la pendiente de
la recta tangente)

El estudiante es capaz de determinar el
limite del cociente incremental para x =
0 segln el punto 4b de la DG, a partir de
f'(0)=0 suponer una funcion f y trabajar con
reglas de derivacion que lo lleven a
conocer la derivada y analizar f°(x) para
x=0

Objeto
(Interpretacion gréfica de
la derivada como el limite
del cociente incremental)

E3, E4, E5,
ES8, E14
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El estudiante brinda su respuesta a partir
de la determinacion de los puntos (0,0) y
(1, 2), cuando incluso el primero de ellos

No presenta la estructura

E2, E10 f'(0)=2 se encuentra fuera de la curva presentada. mental en la
Por ello, el estudiante encuentra de representacion evaluada
manera inconsciente el valor de
ff=2
El estudiante sin ampliar en su No presenta la estructura
E6, E7, E15 f'(0)=1 justificacion afirma que el limite del mental en la
cociente incremental solicitado es 1 representacion evaluada
El estudiante brinda la respuesta esperada,
pero trabajando de manera errénea el No presenta la estructura
E9 F(0)=0 limite del cociente incremental llegando a mental en la
una indeterminacion % y afirmando con representacion evaluada
ello que la respuesta es 0
El estudiante, al igual que el caso anterior,
trabaja de manera errénea el limite del
, N cociente incremental llegando a una No presenta la estructura
El2 f'(0) = indefinida indeterminacion 9, pero este estudiante menta}llen la
e ) 0 representacion evaluada
finaliza afirmando que el valor para ese
limite esta indefinido
El estudiante deduce la funcién que
representa la curva afirmando que esta es
x? + 1y trabajando algoritmicamente
deduce que la derivada de la funcion es
. . . No presenta la estructura
, 2x sin analizar para el caso solicitado que
Ell f'(x) =2x | . P mental en la
e permitieran conocer el limite del -
. . representacion evaluada
cociente incrementalenx =0y
afirmando que f’(x) = 2x representa la
recta tangente a la funcién en el punto
(1,2)
No presenta la estructura
El Sin respuesta El estudiante no presentd respuesta alguna mental en la

representacion evaluada

El desempefio general presentado por los estudiantes puede verse en la figura 60, la cual también

caracteriza la representacion de la estructura mental presentada por los estudiantes que mostraron

una respuesta correcta.
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Figura 60
Desempefio observado dentro de la Actividad 3 del cuestionario posterior a la intervencion

Estructura mental

Objeto
16
14
12
10
8
6 12.5%
% 56.25%
4 = 9
Ss==325%——
2 EeEee——
0
Estructura alcanzada Estructura no alcanzada
Interpretacion gréfica de la derivada como el valor de la pendiente de la recta tangente - Interpretacion
grafica de la derivada como el limite del cociente incremental
= |nterpretacion gréfica de la derivada como el valor de la pendiente de la recta tangente
5.3.4 Actividad 4

El estudiante tiene como instruccién el analizar la gréafica de la figura 61 y relacionar cada funcion
dada en las figuras a) y b) con las graficas de sus derivadas en las figuras | y 1l justificando su

respuesta.

Al igual que la actividad 2 del presente cuestionario, esta mantiene en esencia el analisis de la
estructura mental de la actividad con el mismo nimero del cuestionario de diagndstico, pero con

una estructura diferente para el presente cuestionario.
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Figura 61

Gréfica de Actividad 4 del cuestionario posterior a la intervencion

J i 0 i
2 2

I /\

) ] 0 2 -2 —1 0 1 2
-1 =1
=2 -2
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d 2 11 2
1 1

-2 -1 0 2 -2 1 0 2

Los resultados obtenidos para la presente actividad nos muestran que once de los dieciséis

estudiantes relacionaron cada funcion con su funcion derivada justificando correctamente su

eleccion. Siete de estos once estudiantes analizaron los maximos y minimos locales de las

funciones presentadas afirmando que para esos puntos del dominio el valor de /’(x) es igual a0 o

compartiendo que en estos puntos la funcion derivada corta al eje x, como se observa en la figura

62 con la respuesta de E3.
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Figura 62
Respuesta de E3 a actividad 4 del cuestionario posterior a la intervencién

)I[ Eyemplot BV maxtmo de \o. funucn b €5 en x=0 por lo tfonto sv
. devivoda debe intercecar com el 53¢ X en el valer =
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¥: Bl waximo ¥y wiwime de una Foncon  ros ayvdan a detcrmivatr  -p  que
punto del o X, la  funcion derivada  cocta  al eye, por lo ge. podzmoS

se rzlacioha  zadg \magen

Gaber Vvisvelmente con Quren

Los cuatro restantes justificaron su respuesta a partir del analisis del crecimiento y decrecimiento
de las funciones en diferentes intervalos y relacionaron dichos intervalos con el signo del valor de
la funcion derivada correctamente, lo cual queda en evidencia con la respuesta de E en la figura
63. Esto permite asegurar que los estudiantes muestran una concepcion esquema, aun cuando el
objetivo de esta actividad era el analisis de la estructura mental objeto, al interpretar graficamente

la relacion entre las funciones y sus funciones derivadas.
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Figura 63
Respuesta de E16 a actividad 4 del cuestionario posterior a la intervencion
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En la tabla 21 se resumen las respuestas proporcionadas por los estudiantes para la presente

actividad.
Tabla 21
Analisis de respuestas a Actividad 4 del cuestionario posterior a la intervencién
Respuesta Estructura mental
Estudiantes matematica Préactica matemaética observada
alcanzada
observada
. Objeto
E1 E2, E3, El e_studlante comprende el valor de la (El valor de la pendiente
a)-ll pendiente de las rectas secantes con el de
E4, E6, E9, L . de la recta tangente como
b)-1 una nueva funcién f” analizando puntos
E10 Py , el valor de una nueva
criticos de la f segun el punto 5 de la DG N
funcion f7)
El estudiante analiza el crecimiento y
decrecimiento de las funciones E_sq_uema
E13, E14, a)-ll resentadas y los relacionado con el signo (Crecimiento de la
E15, E16 b)-I P y g funcion y el signo de una

de una nueva funcion 7~ segln el punto 6a

de 1a DG nueva funcion /)
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El estudiante brinda su respuesta a partir
de los minimos y maximos locales de la
funcion afirmando erroneamente que en

No presenta la estructura

E5, E7, E11, a)-1l -
E12 b)-| los valores de x en los que se tiene un mental en la
minimo o maximo la funcién corta la representacion evaluada
funcion derivada en lugar de cortar al eje
X
El estudiante da una respuesta basandose
pue NP No presenta la estructura
a)-ll en los grados de una funcion polinémica
ES L mental en la
b)-I aun cuando la funcion en b) no es de este .
tipo representacion evaluada

Mientras que en la figura 64 podemos observar el desempefio presentado y las representaciones

de las estructuras mentales utilizadas por los estudiantes que alcanzaron la estructura mental.

Figura 64

Desempefio observado dentro de la Actividad 4 del cuestionario posterior a la intervencion

Estructura mental
Objeto

16
14
12

10

25%

5

31.25%

Estructura alcanzada Estructura no alcanzada

Crecimiento de la funcion y el signo de una nueva funcion f°

E La pendiente de la recta tangente como el valor de una nueva funcion f°

5.3.5 Actividad 5

El estudiante debe analizar la figura 65 que muestra la grafica de la funcion f y utilizarla para

dibujar un boceto de la grafica de la funcion derivada f” justificando su respuesta.
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Para esta actividad se espera que el estudiante, al momento de interpretar graficamente las
relaciones entre una funcion y su derivada, sea capaz de realizar este estudio sin importar cual de
las dos curvas se le presente. Por ejemplo, en el cuestionario de diagndstico se le presento la
funcion derivada y a partir de ella tenia que compartir el crecimiento y decrecimiento de la funcion
original. Para este caso tiene que realizar un bosquejo de la funcion derivada a partir de la funcion
original presentada habiendo ya sido participe de las intervenciones realizadas con ayuda del ciclo
ACE.

Figura 65
Gréfica de Actividad 5 del cuestionario posterior a la intervencion

Al igual que para la Gltima actividad del cuestionario de diagndstico, para la presente actividad era
necesario que los estudiantes se ayudaran del proceso y los objetos trabajados en las actividades
anteriores junto sus respectivos mecanismos mentales. Esto trajo como resultado que catorce de
los dieciséis estudiantes lograran bosquejar la funcién f” solicitada analizando su relacion con la
funcidn f, mostrando asi la concepcion esquema esperada en su representacion del bosquejo de una
gréfica representativa analizando las relaciones entre fy f°. Sin embargo, estos catorce estudiantes
muestran justificaciones diferentes, como por ejemplo la respuesta de E13 mostrada en la figura
66 donde justifica su respuesta a través de la relacion entre el crecimiento y decrecimiento de fy
el signo de f” 0 aquella brindada por E5 en la figura 67 donde fundamenta su respuesta analizando

puntos criticos y la relacion de estos con el valor de /.
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Figura 66

Respuesta de E13 a actividad 5 del cuestionario posterior a la intervencion
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Figura 67

Respuesta de E5 a actividad 5 del cuestionario posterior a la intervencién
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En la tabla 22 se puede observar la categorizacion de las respuestas brindadas por los

estudiantes.

Analisis de respuestas a Actividad 5 del cuestionario posterior a la intervencion

Tabla 22
Respuesta
Estudiantes matematica
observada

Préactica matematica observada

Estructura mental
alcanzada
(Representacion)

El, E13, E15,  Gréfica semejante a

El estudiante es capaz de bosquejar
una funcioén semejante a la solicitada
segun el punto 6b y justifica su
respuesta a través del analisis de la
relacion entre el crecimiento y
decrecimiento de fy el signo de f”

El estudiante es capaz de bosquejar
una funcioén semejante a la solicitada
segun el punto 6b y justifica su
respuesta solamente a través del
analisis de la relacion de los puntos
criticos y el signo del valor de 1

E16 f” esperada
E3,E4,E5 B9, 5 sfica semejante a
E10, E11, E12, fiea meja

E14, p

E2, E6, E11 Gréafica semejante a

f esperada

El estudiante es capaz de bosquejar
una funcion semejante a la solicitada

Esquema
(Bosquejo de una gréfica
representativa analizando
las relaciones entre fy 1)
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segun el punto 6b, pero omite dar una
justificacion

Gréfica El estudiante analiza diversos puntos
E7, E8 erroneamente de f y determina de manera incorrecta Sin estructura mental
bosquejada los valores de 7’

A continuacion, en la figura 68, se puede observar el desempefio mostrado por los estudiantes en
esta Ultima actividad.

Figura 68
Desempefio observado dentro de la Actividad 5 del cuestionario posterior a la intervencion

Estructura mental
Esquema

Bosquejar una grafica representativa analizando las relaciones entre f'y f°

16
14
12

10

875%
4

12.5%
2

Estructura alcanzada Estructura no alcanzada

5.4 Discusidn de resultados del cuestionario posterior a la intervencion

Estos resultados en general difieren con las investigaciones de Amaro (2020), Pereyra & Herrera
(2020) y Rodriguez et al. (2019) mencionadas en la seccidn 5.2 debido a que dentro de las respuestas
del presente cuestionario se observo que gran parte de los estudiantes fueron capaces no solo de
mostrar una concepcion accién y proceso, sino que también desarrollaron dichas concepciones y

construyeron la estructura mental objeto y esquema.

La ayuda de la ensefianza digital empleada en el ciclo ACE puede fungir como factor de la mejoria

en la construccion del concepto de la derivada en su representacion grafica, por lo que se coincide
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con las conclusiones realizadas por Ballesteros-Ballesteros et al. (2022), Rojas (2020) y Ruiz et al.
(2018) dentro de sus investigaciones, en las cuales se afirma que con el uso de la tecnologia dentro
de las aulas se puede ampliar la comprension visual y dinamica de los diferentes conceptos

matematicos.

5.5 Comparacion de resultados entre ambos cuestionarios

A continuacion se analizan las respuestas que proporcionaron los estudiantes a cada una de las

actividades y se compararan los resultados obtenidos en ambos cuestionarios.

Para realizar dicha comparacion es importante primero poder analizar el desempefio de los
dieciséis estudiantes con ayuda de la tabla 23, la cual muestra el nimero de estudiantes que

alcanzaron la estructura mental esperada para cada actividad del cuestionario de diagndstico.

Tabla 23
Frecuencia y porcentaje de estructura mental alcanzada por actividad del cuestionario diagndéstico

Actividad Estructura mental Representacién esperada Frecuencia %

Trazado de la recta secante y el

1 Accion ) . 10 62.5
calculo de su pendiente
51 PrOCEso Los puntos que formap recta,s 10 625
secantes se acercan mas y méas
99 Objeto La rgctg tangente como la posicion 5 125
limite de las rectas secantes
3 Objeto Célculo de la pendiente de la recta 16 100
tangente
4 Objeto La pendiente de la recta tanger_@e , 3 18.75
como el valor de una nueva funcion f
5 Esquema Crecimiento de la funcién y el signo 4 25

de su derivada

Por otra parte, la caracterizacion del nivel de estructura mental inicial manejado por los estudiantes

trae como resultado las siguientes observaciones importantes:

e En la actividad 1 se puede percatar que solamente un poco mas de la mitad de los
estudiantes analizados son capaces de calcular la pendiente de una recta secante. Al estar
analizando respuestas de estudiantes universitarios, incluso con el curso de calculo
diferencial ya cursado, se esperaba que la mayoria de los dieciseis estudiantes fueran

capaces de realizar este calculo.
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Dentro de la actividad 3 la totalidad de los estudiantes muestran una concepcion objeto con
diferentes justificaciones. Por ejemplo, aun cuando siete de los dieciséis estudiantes
muestran la practica esperada calculando la pendiente de la recta tangente haciendo uso de
los puntos presentados en la actividad, otros ocho estudiantes no siguen dicha préctica y
hacen uso de reglas de derivacion para trabajar la funcion explicitamente presentada en las
instrucciones y asi relacionar el valor de la derivada analizada en el x en cuestion con la
pendiente de la recta tangente. Mientras el estudiante restante compartié como respuesta la
funcién derivada sin realizar ninguna serie de pasos y sin analizar su valor para el x en
cuestion. Esto nos permite ver que, a pesar de que la actividad mostraba el calcular la
pendiente de la recta tangente con los puntos presentados como el camino a seguir, el uso
de mecanizaciones algoritmicas predomina en la mente de una gran parte de los
estudiantes.

Las respuestas obtenidas en la actividad 4 nos dejan ver que, aun cuando se esperaba que
los estudiantes comprendieran la pendiente de la recta tangente como el valor de una nueva
funcion 7~ analizando uno o varios puntos del dominio presentado en la gréfica y asi
seleccionar correctamente su respuesta, fueron mas alld de solo analizar los puntos y
trabajaron el crecimiento y decrecimiento de la funcion en diferentes intervalos y lo
relacionaron con el signo del valor de la funcién derivada. Por esto se observa que los
estudiantes pueden mostrar justificaciones mas abstractas a las esperadas dependiendo de
su capacidad para afrontar una mayor demanda cognitiva a la afrontada en uno u otro
ejercicio.

Solamente un estudiante de los dieciseis analizados alcanza la estructura mental en cada
una de las actividades del cuestionario diagnostico, dejando en evidencia la amplia

construccion del concepto de derivada en su representacion grafica.

Después de realizar la intervencion con ayuda del ciclo ACE generado se evaluan las estructuras

mentales que el grupo de estudiantes logré construir, las cuales se pueden observar en la tabla 24.

Tabla 24
Frecuencia y porcentaje de estructura mental alcanzada por actividad del cuestionario posterior la
intervencion

Actividad Estructura mental Representacion esperada Frecuencia %

1

Trazado de la recta secante y el

célculo de su pendiente 15 93.75

Accion
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Los puntos que forman rectas

2.1 Proceso . . 15 93.75
secantes se acercan mas y mas
99 Objeto La rgctg tangente como la posicion 14 875
limite de las rectas secantes
Interpretacion grafica de la derivada
3 Objeto como el limite del cociente 7 43.75
incremental
4 Objeto La pendiente de la recta tangen'ge , 11 68.75
como el valor de una nueva funcién f
Bosquejo de una gréfica
5 Esquema representativa analizando las 14 87.5

relaciones entre fy 1

Esto permite observar mejoras en la mayoria de las actividades del cuestionario posterior a esta

intervencion en comparacion con el cuestionario de diagndstico como se puede observar en la

figura 69.

Figura 69
Comparativo de frecuencias de la estructura mental alcanzada por actividad en ambos cuestionarios
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Las respuestas analizadas dentro del cuestionario posterior a la intervencién y su comparacion con

los resultados obtenidos en el cuestionario de diagnostico traen las siguientes comparaciones

importantes:

Los resultados de la actividad 1 del cuestionario posterior a la intervencién nos muestran

una gran mejoria en el desempefio observado, pasando de ser diez a quince estudiantes
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quienes expusieron una concepcién accion al contar con la capacidad de comprender el
trazado de una recta secante y calcular su pendiente.

Los mismos quince estudiantes que mostraron una concepcion accion en la actividad 1
muestran una concepcion proceso en la pregunta 1 de la actividad 2, exponiendo la
habilidad de comprender que infinitas rectas secantes pueden ser trazadas a lo largo de la
curva mostrada. Es una mejora evidente en comparacion con los diez estudiantes que
mostraron dicha habilidad en el cuestionario de diagnostico.

El hecho de que los mismos quince estudiantes mostraran una concepcion accion y una
concepcidn proceso en el cuestionario posterior a la intervencion genera una base idénea
para la construccion de la estructura mental objeto en sus diferentes representaciones. Por
ejemplo, para la segunda pregunta de la actividad 2 solamente un estudiante de los quince
anteriormente mencionados no mostré una concepcién objeto al no exponer la capacidad
de comprender la recta tangente como la posicion limite de las rectas secantes. Sin
embargo, se observa una gran mejoria en comparacion con el cuestionario de diagnostico,
pues pasan de ser solamente dos a catorce estudiantes quienes comprenden la definicion de
la recta tangente en su interpretacion grafica y muestran asi la concepcion objeto en esta
representacion evaluada.

Los resultados anteriores, en los cuales se observa una evidente mejoria, difieren con los
estudiados en la actividad 3, pues durante el cuestionario de diagndstico los dieciséis
estudiantes alcanzaron la estructura mental objeto en comparacion con los siete estudiantes
que la alcanzan en este cuestionario posterior, estos estudiantes mencionados forman parte
de los quince que muestran una estructura accién y proceso en actividades anteriores. Una
posible razén para que esta disminucion del desempefio ocurriera en el cuestionario
posterior es el cambio en la demanda cognitiva para la actividad 3 en comparacion con
aquella del mismo nimero del cuestionario anterior. En el cuestionario de diagnéstico una
gran parte de los estudiantes fue capaz de calcular la pendiente de la recta tangente como
se esperaba y otra gran parte fue mas alla y relaciond este valor con el valor de la derivada.
Por esta razon, durante la intervencion se reforzo la comprension de la relacion de la
derivada con la pendiente de la recta tangente y se afiadié su relacion con el limite del
cociente incremental. Sin embargo, los resultados muestran que aun cuando una gran parte

de los estudiantes comprende el valor de la derivada como la pendiente de la recta tangente,
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como dejaron en evidencia en el cuestionario de diagnostico, solamente dos de ellos tuvo
la capacidad de extrapolar esta relacion con el limite del cociente incremental, mientras
que los cinco restantes interpretaron directamente el valor de la derivada como el limite del
cociente incremental.

De los quince estudiantes que expusieron tener una buena base construida desde las
estructuras mentales accion y proceso, once de ellos alcanzan la estructura mental objeto
dentro de la actividad 4 del cuestionario posterior a la intervencion. La justificacion de
siete de ellos viene desde el andlisis de puntos criticos de las funciones presentadas y la
relacion que encuentran con los valores de las funciones derivadas, la cual era la
justificacion esperada. Por otra parte, los cuatro estudiantes restantes observan en qué
intervalos las funciones crecen y decrecen y lo relacionan con el valor del signo de la
funcion derivada evidenciando asi una estructura mental esquema. Por ello se observa que
los estudiantes muestran diferentes estructuras mentales, pero queda en evidencia que sus
resultados son mejores a los del cuestionario de diagndstico donde solo tres estudiantes
mostraron la estructura mental objeto evaluada en la actividad 4.

De igual manera, de ese grupo de quince estudiantes que mostraron una estructura mental
accion y proceso, solamente uno de ellos no fue capaz de bosquejar correctamente la
grafica solicitada durante la actividad 5 del cuestionario posterior a la intervencion.
Ademas, aun cuando para esta actividad se aument6 la demanda cognitiva para su
resolucion en comparacion con el mismo numero de actividad del cuestionario de
diagnostico, se observo una mejora en el desempefio presentado por los estudiantes, pues
pasaron de ser cuatro a catorce estudiantes quienes muestran una estructura mental
esquema en la actividad sefialada. Esto difiere con la comparacion de los resultados de
ambos cuestionarios para la actividad 3, ya que al subir la demanda cognitiva en el
cuestionario posterior el desemperio se vio afectado de manera considerable.

Cinco estudiantes de los dieciséis que formaron parte del estudio alcanzaron la estructura
mental evaluada en todas las actividades del cuestionario dejando asi plasmado que hubo
una alza en el nimero de estudiantes que dejan en evidencia la amplia construccion del
concepto en su representacion grafica, pues dentro del cuestionario de diagnostico solo un

estudiante logré dicha construccion.

88



Capitulo 6. Conclusiones

Para el presente capitulo se categoriza una serie de conclusiones importantes observadas a lo largo

del trabajo de investigacion.

6.1 Conclusiones sobre los resultados de los cuestionarios

A lo largo de la investigacion se ha caracterizado el conocimiento sobre el concepto de derivada
en estudiantes universitarios. Dicha caracterizacion fue lograda con ayuda de los cuestionarios
aplicados, los cuales fueron disefiados desde la descomposicidn genética formada para el presente

trabajo de investigacion.

Con los resultados del cuestionario de diagndstico se ha exhibido como los algoritmos algebraicos
son insuficientes para enfrentar ejercicios conceptuales que van mas alla de la utilizacion de reglas
ylo formulas para resolverlos, pues para ello es necesario comprender la representacion grafica del
concepto. Esto se fundamenta con las respuestas presentadas por los estudiantes para la actividad
1, en la cual la practica matematica se caracteriza por el uso de formulas, y para la actividad 3 y la
actividad 4, las cuales son actividades donde algunos de los estudiantes evidenciaron necesitar de
una expresion simbdlica que represente a la funcion presentada graficamente para llegar a una
respuesta. En estas actividades se observo un mejor desempefio en contraste con aquellas en donde
las respuestas de los estudiantes mostraban practicas matematicas apegadas al contexto grafico y
ajenas al aspecto algoritmico, como lo fueron la actividad 2 y actividad 5. Resultados como estos
solo evidencian que sigue vigente el tratamiento algoritmico que se le da al concepto de derivada

en los salones de clases.

La préactica de la utilizacidn de formulas mejora en aquellas actividades donde podria ser necesario
su uso como lo puede ser la actividad 1, mientras que la determinacion de una expresion simbdlica
para una curva como practica matematica evidenciada por los estudiantes es minima para la
actividad 3 y no se presenta en las respuestas para las actividades restantes en el cuestionario
posterior a la intervencién dentro del aula. En lugar de esto las respuestas presentadas por los
estudiantes muestran la construccion del concepto de derivada de manera mas organica
relacionando conocimientos necesarios con el aspecto grafico de las actividades. Esto se sustenta
en que la mayoria de los estudiantes presentan practicas matematicas idoneas para aquellas

actividades en las que, de acuerdo a la descomposicion genética utilizada, se requiere una mayor
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demanda cognitiva. Por ejemplo, los estudiantes evidenciaron ser capaces de no solo relacionar
una funcion con su funcion derivada en un contexto grafico, sino también de ser capaces de
bosquejar una gréfica representativa analizando las relaciones entre f y /7, ya sea a partir de la
observacion de los intervalos de crecimiento y decrecimiento o de los puntos criticos de f. Todo
esto sin necesidad alguna de realizar una practica matematica relacionada a un algoritmo

algebraico.

6.2 Conclusiones sobre el planteamiento del problema

El concepto de derivada ha sido ampliamente investigado, ya sea analizando la comprension
presentada por los estudiantes o estudiando el conocimiento presentando por profesores que
ensefian el concepto dentro de las aulas. En una gran cantidad de las investigaciones concluyen
que los estudiantes son buenos memorizando definiciones y formulas, lo cual es una gran base con
la cual trabajar para asi poder a pasar a otro tipo de representacion fuera de las memorizaciones.
Esto queda en evidencia en el presente trabajo, pues una gran parte de los estudiantes que buscaron
resolver las actividades en las cuales veian oportunidad de realizar algoritmos demostraron un
buen desempefio. La problematica radica cuando el estudiante debe establecer una relacion entre
los enfoques algoritmicos y gréficos, lo cual también se pudo observar en las débiles justificaciones

0 en la falta de las mismas en las respuestas mayormente en el cuestionario de diagnéstico.

Por esto, y por todo lo mencionado anteriormente en el presente trabajo, naci6 la pregunta de
investigacion: ¢ Cudl es el proceso de construccion mental del concepto de derivada en estudiantes
universitarios? Respecto a esta pregunta, es importante recalcar que analizar la construccion y/o
la reconstruccion de las estructuras mentales que presentan estudiantes universitarios al enfrentar
ejercicios en un contexto grafico brind6 informacion importante para caracterizar estas estructuras.
Esto fundamentado desde poder determinar si los estudiantes alcanzaron los niveles de concepcion
deseados y analizando cada una de sus justificaciones. A partir del analisis de los resultados, y
enfocados solamente en el cuestionario posterior a la intervencion para resumir los hallazgos, se
observa que quince (93.75 %) de los estudiantes mostraron una concepcion accion en la actividad
1. Ademas, esos mismos quince estudiantes mostraron una concepcion proceso en la pregunta 1
de la actividad 2, mientras que catorce (87.5 %) de ellos alcanzaron la concepcion objeto en al
menos una de las actividades que analizaban esta estructura mental. De igual manera, el mismo

porcentaje de estudiantes (87.5 %) evidencid la concepcion esquema.
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De manera general se observo que 5 de los 18 estudiante lograron la construccién completa del
concepto evidenciando conocimiento en las 5 actividades relacionadas a algunos de los puntos
mencionados, mientras que 12 de los 13 restantes mostraron una construccion parcial. Por lo que
es importante recordar a grandes rasgos el proceso de construccion del concepto que nace desde
la descomposicion genética determinada para esta investigacion: 1) Trazado de una recta secante
y el calculo de su pendiente, 2) Observar que puntos por los cuales se trazan rectas secantes puede
estar mas y mas cerca, 3) La recta tangente como la posicion limite de las rectas secantes, 4)
Interpretacion grafica de la derivada, 5) El valor de la pendiente de la recta tangente como el valor

de una nueva funcion f”y 6) Relacion entre fy /.

6.3 Aportes relacionados a la docencia

Es relevante mencionar que se espera que el presente trabajo escrito sea Util para que se
promocione dentro del profesorado el andlisis general del concepto de derivada presentando a los
estudiantes las representaciones en las que suelen presentarse un cierto grupo de conceptos
matematicos: la algoritmica y la grafica. En otras palabras, un trabajo de este tipo busca
incrementar el uso de las representaciones visuales en los salones del aula para una ensefianza

integra de las matematicas.

Asimismo, se entiende que este trabajo de investigacion puede ser de gran ayuda para la didactica,
pues podria ayudar a mejorar la capacidad de anticipacién en profesores al momento de trabajar
en clases con el enfoque gréfico del concepto de derivada. Esta anticipacion puede estar ligada al
uso de la tecnologia dentro de las aulas como se muestra en el presente trabajo, el cual crea como
producto los applets de GeoGebra presentados en el escrito. Es importante recordar que el objetivo
de estos era permitir al estudiante visualizar el concepto de derivada desde su representacion

gréfica y mejorar en ciertos aspectos la construccién de dicho concepto en los estudiantes.

Una recomendacion nacida de esto es la de realizar una secuencia con ejercicios conceptuales
sobre el concepto en su representacion grafica guiada en donde la resolucion sea a la par del uso
de representaciones visuales con ayuda de la tecnologia de manera personal para cada estudiante

y con minima intervenciéon del docente.
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6.4 Lineas de investigacidn abiertas, limitaciones y estudios futuros

Respecto a la investigacion, es importante recordar que en gran parte de los trabajos realizados
desde la teoria APOE no hay un seguimiento en los estudiantes participantes una vez analizadas
las estructuras mentales que presentan en un unico cuestionario dentro de la investigacion. Por
ello, este trabajo contribuye a las lineas de investigacion de diferentes conceptos matematicos
relacionadas a la teoria APOE mostrando como se desarrolla el conocimiento de un concepto con

una intervencién desarrollada a partir del ciclo ACE proporcionado por la misma teoria.

Una de las limitaciones del estudio estuvo relacionado al tiempo para la aplicaciones de los
cuestionarios y la intervencion en el aula, por lo que no fue posible realizar en cada una de sus
etapas, omitiendo aquella ligada a las discusiones en clase. Por lo que la implementacion completa

del ciclo puede ser un aspecto de mejora para futuras investigaciones.

Por Gltimo, el presente trabajo deja la puerta abierta para refinar la descomposicion genética
presentada y afiadir en esta puntos que describan la estructura esquema en futuros estudios. Asi,
de esta manera no solo analizar las estructuras accion, proceso y objeto con ayuda de ejercicios
conceptuales, sino exigir del estudiante el poder enfrentarse con problemas de aplicacién
relacionados al concepto de derivada que puedan estudiar la estructura mental esquema, tal y como
los que suelen presentarse en clases universitarias de calculo. Ademas, en futuras investigaciones
se pueden incluir actividades con graficas de funciones que no sean derivables en todo su dominio
con el fin de que el conocimiento sea aun mas amplio por parte de los estudiantes universitarios

respecto al concepto de derivada.
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ANexo A. Carta de consentimiento informado por parte del alumno

Santiago de Querétaro, Querétaro a de de20
Yo, , alumno mayor de edad del curso de Calculo
Diferencial dentro del plantel de la Universidad Autonoma de Querétaro,

acepto de manera voluntaria fungir como sujeto de estudio en el proyecto de investigacion
denominado “Construccién del concepto de derivada desde su representacion grafica en
estudiantes universitarios con una perspectiva de la teoria APOE”. Esta aceptacion voluntaria se
da luego de haber conocido y comprendido la informacién y condiciones sobre dicho proyecto:

e Mi participacion como alumno no repercutira en mis actividades ni evaluaciones
programadas en el curso.

e No habra ninguna sancion para mi en caso de no aceptar la invitacion.

e Puedo retirarme del proyecto si lo considero conveniente a mis intereses, aun cuando el
investigador responsable no lo solicite, informando mis razones. Ademas, si asi lo deseo,
puedo recuperar toda la informacion obtenida de mi participacion.

e No haré ningun gasto, ni recibiré remuneracion econémica o académica alguna por la
participacion en el estudio.

e Se guardara estricta confidencialidad sobre los datos e informacidn obtenidos producto de
mi participacion.

e Si en los resultados de mi participacion como alumno se hiciera evidente algin problema
relacionado con mi proceso de ensefianza-aprendizaje, se me brindard orientacion al
respecto.

e Puedo solicitar en el transcurso del estudio informacion actualizada sobre el mismo al
investigador responsable.

Para verificar cualquier duda sobre tus derechos como participante puedes contactar al Ing. José
Antonio Palacios Brisefio, responsable de la investigacion, a través del teléfono 867-120-7583 y/o
el correo electronico jpalacios10@alumnos.uag.mx.

Nombre y firma del participante Fecha
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Anexo 1. Cuestionario de diagnostico

Cuestionario para el analisis de la comprension del concepto de derivada

Nombre:
Responda cada actividad del cuestionario de manera clara.

Actividad 1. La siguiente figura muestra la funcién f(x):

1. Dibuja una recta que corte f(x) en las coordenadas (-1, -2) y (1,2) y determina la pendiente de esta
recta.

Actividad 2. La siguiente figura muestra un circulo y un punto fijo P sobre el circulo. Las lineas
PQ son dibujadas del punto P a los puntos Q, las cuales se extienden en ambas direcciones.

1
Q2

Qs

(4

De acuerdo a lo observado en la figura, responde las siguientes preguntas:
3. ¢Cuantas secantes diferentes podrian ser dibujadas en adicion a las ya dibujadas en la figura?
4. ;Qué pasa con la recta secante una vez que Qn se acerca mas y mas a P?
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Actividad 3. La recta L es tangente a la funcion f(x) = x2 + 1 en el punto (1,2) como se indica
en la figura.

1. Encuentra el valor de la pendiente de la recta tangente en (1, 2) y explica cémo obtuviste la
respuesta.

Actividad 4. Si se tiene el gréfico de la siguiente funcion:

¢Cuadl de las siguientes figuras muestra la funcion derivada que le corresponde? Fundamenta tu respuesta.
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Actividad 5. En la siguiente figura se muestra la gréafica de la derivada f* de una funcion f. ;Sobre
qué intervalos f crece o decrece? Fundamenta tu respuesta.

/

wn,
@
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Anexo 2. Cuestionario posterior al Ciclo ACE

Cuestionario para el analisis de la comprension del concepto de derivada

Nombre:
Responda cada actividad del cuestionario de manera clara.

Actividad 1. La siguiente figura muestra la grafica de la funcion f(x).

1. Determina la pendiente de la recta secante que corta a la curva en los puntos P y Q5.

Actividad 2. Se muestra la figura de la Actividad 1

1. ;Cuantas rectas secantes diferentes podrian ser dibujadas en adicion a las ya dibujadas en la figura?
2. ¢Qué le sucede a la recta secante una vez que Q se acerca mas y mas a P?

Actividad 3. La siguiente figura muestra la grafica de la curva f(x). Nota: (0, f(0)) es un minimo
local de la funcion.

Y

De acuerdo a la figura, estima el valor de }lir% w para x=0. Justifica tu respuesta.
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Actividad 4. Relaciona la grafica de cada funcion dada en las figuras a) y b) con las graficas de
sus derivadas en las figuras I y 11. Justifica tu respuesta.

a) 7 A b) 21\
2 ] 0 1 2 - -2 -1 0 1 2
1 1
[
13 A H \

Y

Actividad 5. La siguiente figura muestra la gréfica de la funcién f. Utilizala para dibujar un boceto
de la gréfica de la funcion derivada f. Justifica tu respuesta.
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