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PREFACIO

Actualmente, la informatica ha sido un campo de estudio bastante amplio y desarrollado.
Con ello se han abierto areas de especialidad para poder abarcarla mayormente. Una de
estas areas importantes son las Ciencias Computacionales, estudio dirigido hacia la
investigacion, y con esto hacia estudios de posgrado. Estudiar Ciencias Computacionales
distingue a un estudiante del resto, ya que no todos contamos con la capacidad de
desempenarnos en el area de investigacion, y un buen principio para dirigirnos por ese

camino es realizar un trabajo de tesis.

Realizar un trabajo de tesis en licenciatura no es una tarea facil, esto se complica mas
cuando no se tienen las bases metodologicas para la investigacion. Afortunadamente esa
preparacion la adquiri con la realizacién de los estudios de maestria que actualmente
realizo. Una buena carta de presentacion, es el desarrollo de un trabajo de tesis, lo cual

habla de nuestra capacidad de analisis, investigacion y logro.

Tampoco es tarea facil analizar y entender temas avanzados que no se incluyen en cursos
de licenciatura. Confieso que la mayor parte de los conocimientos adquiridos fueron nuevos
y me costd trabajo asimilarlos. Sin embargo, es una experiencia bastante agradable,
exponer nuestras ideas en foros nacionales y con gente especialista. Conocer y entender

cada uno de esas pequefias partes del tema, da una enorme satisfaccion personal.

He mencionado algunas dificultades encontradas en la realizacion de esta tesis, pero gracias

a las siguientes personas logré concluirla satisfactoriamente.
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RESUMEN

Las nociones de isomorfismo y simetria son consideradas los conceptos mas importantes de
todas las areas de la computacion. La deteccion de estructuras isomorfas es importante en la

construccion de algoritmos practicos.

A finales de la década de los 70's y principios de los 80°s hubo grandes avances en la
solucion del problema de isomorfismo de grafos, estos avances se basaron en la teoria de
grupos. La teoria de grupos puede verse como el estudio algebraico de la simetria. Lo que
relaciona las estructuras de grafos y grupos es el problema de determinar si dos grafos son
los mismos conociendo tinicamente la simetria que estos dos grafos poseen. Basandonos en
este enfoque, se construyeron algoritmos eficientes (de orden polinomial) para determinar

si dos grafos son isomorfos.

Para ilustrar esas ideas se describira el enfoque de la teoria de grupos para isomorfismo de
grafos, analizando la teoria grupos y sus algoritmos. Se discutira el problema de
isomorfismo de grafos, finalizando con un algoritmo que determine cuando dos grafos son
isomorfos. Se presentara un algoritmo general para isomorfismo de grafos que utiliza el
método de invariantes o refinamiento repetitivo, posteriormente se presenta un algoritmo
que es, en general, superior al anteriormente mencionado, el cual utiliza el método de
certificados o etiquetado canonico. Finalmente se veran aplicaciones de los algoritmos en

Arboles.

Palabras clave: Isomorfismo, Arboles, Certificados, Invariantes, Teoria de Grupos, Teoria

de Grafos.




ABSTRACT

Among the most important concepts that are common to all areas of computer science are
isomorphism and symmetry. The detection of isomorphic structures results essential in the

construction of practical algorithms.

In the late 1970°s and early 1980°s tremendous progress was made towards the graph
isomorphism problem using an approach based on group theory. Group theory can be
thought of as an algebraic study of simmetry. The lovely insight that connects structures of
graph and groups is the problem of determiny whether two graphs are the same using only
the symmetries that the two graphs possess. By using this approach, efficient polynomial
algorithms were obtained to determine whether graphs from several important classes are

isomorphic.

To illustrate these ideas, in this work we describe the group-theoretical approach to graph
isomorphism and cover some of the beautiful algorithms and ideas that arose from it. Then,
we will discuss the graph isomorphism problem, culminating with an algorithm for
determining when two graphs are isomorphic. We will also give a general graph
isomorphism algorithm that uses the method of invariants or repeated refinement. An
algorithm that is, in general, superior to this one is developed at the end, using the method
of certificates or cannonical labeling. Finally, we present an algorithm to determine

isomorphism of trees.

Keywords: Isomorphism, Trees, Certificate, Invariants, Group Theory, Graph Theory
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Introduccion

INTRODUCCION

Dentro de las abstracciones matematicas y computacionales la estructura de grafo y sus
algoritmos han tenido una amplia utilizacién en la solucién de problemas tales como la
optimizacion de servicios municipales, rutas 6ptimas, disefio de redes computacionales,
entre otros. En la Quimica, por ejemplo, el problema de encontrar elementos quimicos que
poseen la misma estructura pero diferentes propiedades (es decir, los isémeros) es
susceptible modelarlo y resolverlo utilizando grafos. Este problema pertenece a una clase
mas amplia en donde es necesario identificar estructuras isomorfas, es decir, aquellas que

tengan la misma estructura.

De lo anterior surge la inquietud de conocer e investigar los algoritmos que calculan
Isomorfismo de Grafos, y en particular de arboles, aplicando en ello habilidades

combinatorias y conceptos de matematicas computacionales.

El objetivo de este trabajo de investigacion es conocer, analizar y explicar el método de
invariantes para la deteccion de isomorfismo en grafos y arboles, especializdandolo en
certificados de grafos y arboles y haciendo uso de un lenguaje de programaciéon para la

verificacion de dicho método.

Para la programacion de estas estructuras se ha elegido el lenguaje funcional Mathematica
4.0 por la facilidad de generar prototipos. Ademas el lenguaje funcional provee la
metodologia de programacion de alto nivel siendo ésta la base de la nueva generacion de

lenguajes en paralelo.
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Introduccion

En esta investigaciéon se presentan brevemente los fundamentos de la teoria de grafos,
arboles, funciones y complejidad. Estos fundamentos contribuyen con las herramientas
metodolégicas y de andlisis del tema que se presenta. Se incluye un capitulo de Teoria de
Grupos donde se presentan los conceptos basicos para el desarrollo de los invariantes. Uno
de los dos capitulos de mayor realce en este trabajo de investigacion es el de Isomorfismo,
en €l se detalla su importancia y se discutira el problema del isomorfismo de grafos. esto es,
dos grafos son estructuralmente iguales o isomorfos si son idénticos excepto por el nombre
de los vértices. Asimismo se presenta un algoritmo general para isomorfismo de grafos que
utiliza el método de invariantes o refinamiento repetitivo. Posteriormente se presenta un
algoritmo que es, en general, superior al método de invariantes, el cual utiliza el método de
certificados o etiquetado canénico. Finalmente se veran aplicaciones de los algoritmos a las
estructuras de arboles y grafos. Se presenta también un capitulo referente a arboles, donde
se muestra la aplicacién de los conceptos analizados en el desarrollo de este trabajo de
investigacion, en el que se implementan funciones basicas de arboles hasta llegar a la

generacion de arboles no-isomorfos.

Como resultado de este trabajo de investigacion, se presentd el articulo "Técnicas de
Programacion Funcional en la Enumeracion y generacion de Grafos no-isomorfos”, en el
XVI Coloquio de Teoria de las Gréficas, Combinatoria y sus Aplicaciones organizado por

la Sociedad Matematica Mexicana. Dicho articulo se incluye in extenso al final del trabajo.

(S
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Capitulo 1. Conceptos Basicos

CAriTULO 1
CONCEPTOS BASICOS

1.1. Teoria de Grafos

Muchas situaciones pueden ser descritas por medio de diagramas que consisten
principalmente de puntos y lineas. En todos estos diagramas el estudio se centra en el hecho
de que dos puntos estan enlazados por una linea, mas que en la manera de como ocurre este
enlace. Una abstraccion matematica de este tipo de situaciones da lugar al concepto de

grafo.

Los grafos son herramientas poderosas para crear modelos matematicos de una gran
complejidad y variedad de situaciones; por lo que la teoria de grafos ha sido vital para
analizar y resolver problemas en areas tan diversas como el disefio de redes de
computadoras, planeacion urbana y biologia molecular. Asimismo, la teoria de grafos ha
sido utilizada para encontrar la mejor ruta en el trafico aéreo y para inventar codigos
secretos dificiles de descifrar [17]. En las ciencias sociales también ha sido ampliamente
utilizada para representar relaciones interpersonales. Una de sus aplicaciones se describe
detalladamente en [16]. Las moléculas quimicas también pueden representarse con la ayuda

de grafos, siendo utiles para la deteccion, clasificacion y enumeracion de isomeros. [3]

Los origenes de la teoria de grafos surgen con el problema de los Siete Puentes de
Koningsberg, resuelto en 1736 por Leonard Euler. De ahi en adelante se han generado
valiosos y significativos problemas dentro del mismo campo de la teoria de grafos con
aplicaciones a problemas reales, tales como planaridad de grafos, la conjetura de los cuatro

colores, optimizacion de rutas, el problema del agente viajero, entre algunas aplicaciones.

(]
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Capitulo 1. Conceptos Basicos

Formalmente hablando, un grafo (G) es un conjunto de puntos llamados vértices o nodos
(7) y un conjunto finito de lineas o curvas llamadas aristas (E). Cada arista conecta ya sea

dos vértices diferentes o un vértice consigo mismo.

Si una arista a conecta a dos nodos u y v, se dice que a es incidente au'y vy que u'y v son

adyacentes. El grado de un vértice es el nimero de aristas que son incidentes a €l. [17]

Un grafo dirigido es un conjunto ¥y una relacién E asociada a €l, esto es; G =(V,E)
donde EcV xV

Un grafo es no dirigido si y s6lo si E es simétrica, esto es: (a,b) e E = (b,a) e £
Ya.belV

Un grafo es simple si y s6lo si E es irreflexiva, esto es: (a,a) ¢ E VaeV

Un grafo G=(V,E) es Completo de Orden n si y sélo si |V|=n y (v,..vj)eE

‘v’v,_.v., eV, v, #v,

En la figura 1.1 se muestran algunos ejemplos de grafos, los cudles particularmente son

grafos simples.

2

1

4 .
0 ( 3
1

c¢) Grafo Completo

a) Grafo dirigido b) Grafo no dirigido

Figura 1.1 Ejemplos de Grafos

En [19] se ilustra una clasificacion finita fundamental de grafos.

Algoritmos para el Calculo de Invariantes en Grafos 4




Capitulo 1. Conceptos Basicos

1.2. Arboles

Los arboles son un tipo especial de grafos y en computacién constituyen la estructura
no-lineal de arbol mas importante para manipular informacion.

Los arboles tienen una gran variedad de aplicaciones. Por ejemplo, se pueden utilizar para
representar formulas matematicas, para organizar adecuadamente la informacion, para
construir un arbol genealégico, para el andlisis de circuitos eléctricos y para numerar los
capitulos y secciones de un libro.

La terminologia que por lo regular se utiliza para el manejo de arboles es la siguiente:

X es hijo de Y, si y solo si el nodo X es apuntado por Y. También se dice que X es

descendiente directo de Y.

Xes padre de Y siy solo si el nodo X apunta a Y. También se dice que X es antecesor de Y.
Dos nodos seran hermanos si son descendientes directos de un mismo nodo.

Se le llama hoja o terminal a aquellos nodos que no tienen ramificaciones (hijos).

Un nodo interior es aquel que no es raiz ni terminal.

El grado de un vértice, es el nimero de descendientes directos de un determinado nodo.

Un grafo G = (V,E) es un arbol si y s6lo si es un grafo simple y Va,b € V/, existe una sola

trayectoria simple desde a hasta b.

G =(V,E) es un drbol con raiz si y s6lo si existe un vértice designado como raiz. Un drbol
con raiz es dirigido si y solo si existe una trayectoria dirigida desde la raiz hasta cada

vértice del arbol.

Algoritmos para el Célculo de Invariantes en Grafos 5




Capitulo 1. Conceptos Basicos

El 4rbol mas sencillo consta de solamente una linea conectando dos nodos. Tres nodos
pueden ser unidos solo de una forma, las otras posibilidades son isomorfas, para formar un
arbol, pero cuatro nodos pueden definir dos érboles diferentes y el nimero de arboles
aumenta para cinco y seis nodos. En la figura 1.2 se muestran tales familias de arboles.

trabajo de enumeracion de arboles es analizado ampliamente en [16] [18]

1 Vértice 2 Vértices 3 Vértices

4 Vértices N

o o o ® »

@ ‘

5 Vertices

e e
oo 0o

6 Vértices

[ N g
i

Figura 1.2 Todos los arboles con 1, 2, 3, 4, 5, y 6 vértices
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Capitulo 1. Conceptos Basicos

La distancia entre un par de vértices de un grafo es igual al menor nimero de aristas en el

camino entre ellos.

La excentricidad de un vértice e(v) en un grafo conexo G = (V, E) se define como la

distancia méxima entre uy v, donde u € V.

El radio de un grafo conexo r(G) es igual a la excentricidad del vértice en G con menor

excentricidad.

El didmetro de un grafo d(G) conexo es la excentricidad del vértice en G con mayor

excentricidad.

Un vértice v en un grafo conexo se llama central si e(v) = r(G).

El centro de un grafo conexo G es el conjunto de todos los vértices centrales en G.

El método para obtener el centro de un érbol es el siguiente:

1. Remover sucesivamente todos los vértices de grado 1 (hojas) junto con sus aristas

incidentes. Este paso termina hasta obtener uno o dos vértices

2. Los vértices que no se eliminaron forman el centro del arbol

La figura 1.3 muestra dos ejemplos donde se aplica el método de identificacién de centro de

un arbol.

Algoritmos para el Calculo de Invariantes en Grafos f;



Capitulo 1. Conceptos Basicos

.

a) b) c)

IR

a)

b) c)

Figura 1.3 Método para obtener el centro de un arbol

Teorema: Cada érbol tiene un centro formado por uno o dos vértices adyacentes.

Demostracion:

Sean T y T’ arboles con el mismo centro, donde T" se obtiene al remover todos los vértices
hojas de T. Considere la excentricidad de cada vértice de T, de modo que se puede afirmar
que la excentricidad de cada vértice en T" es menor en uno que la correspondiente a T. Por
lo tanto, el vértice de minima excentricidad en T tendrdi minima excentricidad en T".
Entonces T y T’ tienen el mismo centro. Si se remueven sucesivamente todos los vértices
hoja de T, resultard una secuencia de arboles que tienen el mismo centro y este proceso

llegara a dos posibles resultados: un arbol con 1 o 2 vértices, figura 1.4. (1 [10]

e 0 o

a) b)

Figura 1.4 Centro de un arbol de a) un
vértice y b) dos vértices

Algoritmos para el Calculo de Invariantes en Grafos 8



Capitulo 1. Conceptos Basicos

1.3. Funciones

Uno de los conceptos importante en la ciencia de la computacion es el de una funcion o
mapeo de un conjunto a otro. Uno podria decir con seguridad que esta nocioén juega un
papel importante en la definiciéon de paradigmas de programacion, como la programacion
funcional, y en la actualidad se emplea en lenguajes de programacion avanzados para

describir procesos simulan paralelismo, como el lenguaje Mathematica.

Sean Sy T conjuntos. Una funcion de S a T, escrita como f: S — T, es una regla que asigna
a cada elemento s € S un solo elemento ¢ € 7. Al conjunto S se le denomina dominio de la
funcién y al conjunto 7" contradominio de la funcion. f{s) = ¢ representa la relacion (s, 1)

donde s €S, recibe el nombre de pre-imagen de 7; y ¢ se llama la imagen de s bajo 1.

Si Sy T son finitos se puede utilizar un diagrama para describir la funcién f: § — 7. La
figura 1.5 describe una funcién que asocia a cada elemento del conjunto {1, 2, 3, 4} con su

correspondiente cuadrado, es decir f{x) = .

R ~f
== i

a) b)

Figura 1.5 Representacion grdfica de funciones  Figura 1.6 Ejemplos que no son funciones

La figura 1.6 muestra graficamente cuando dos conjuntos no forman una funcion. En a) un
elemento del dominio es relacionado mas de una vez con elementos del contradominio y en

b) hay elementos del dominio que no estan relacionados con algin elemento del

contradominio.

Algoritmos para el Calculo de Invariantes en Grafos



Capitulo 1. Conceptos Basicos

El interés se centra en aquellas funciones que cumplen con restricciones en su

contradominio, tipificando las funciones en inyectivas, suprayectivas y biyectivas.

La funcion f2 § = T se dice inyectiva si Ya, b € S, fla) = flb)=> a = b, es decir, cada

elemento de 7 aparece a lo mas una vez como contradominio de algiin elemento de S

La funcion f: § = 7 se dice suprayectiva si se cumple: Y € T3s € §3, fis) =1t

La funcion £ § = T se dice biyectiva si es inyectiva y suprayectiva, como muestra la figura

1.7 [17]

a) inyectiva b) Suprayectiva ~ ¢)biyectiva
(pero no suprayectiva) (pero no inyectiva)

Figura 1.7 Funciones inyectivas, suprayectivas y biyectivas

1.4.Complejidad Algoritmica

El analisis de algoritmos se puede decir que consiste en predecir los recursos que requerira
un algoritmo, para obtener los resultados que se buscan, esto es, el tiempo computacional
que consumira el algoritmo. Analizar un algoritmo puede significar un gran reto ya que
requiere habilidades matematicas tales como combinatoria discreta, elementos de
probabilidad, destreza algebraica y la habilidad para identificar los términos mas
significativos en una expresion matematica. Y si es importante llevar el analisis de
matematico de un algoritmo a un analisis computacional, entonces es necesario que todas

las pruebas se realicen en un mismo equipo de computo. [5]

Algoritmos para ¢l Calculo de Invariantes en Grafos 10



Capitulo 1. Conceptos Basicos

El analisis de algoritmos es importante en programas de computadora porque
frecuentemente existen varios algoritmos disponibles para una aplicacion particular y se
quisiera saber cual es el mejor. El analisis usualmente consiste en encontrar valores
minimos (para personas optimistas), valores maximos (para personas pesimistas), valores
promedios (para personas probabilisticas) y la desviacion estandar (un indicador de qué tan

cerca del promedio se espera que sea el valor).

Conociendo el numero de veces que se realiza cada paso de un algoritmo se puede
determinar el tiempo de ejecucion en una computadora particular. Algunos de estos pasos

dependen de la cantidad o el tipo de datos de entrada del usuario. [13]

El tiempo de ejecucion puede ser expresado como una funcion lineal o polinomial an + b,
una funcion cuadrdtica o exponencial an’ + bn +c, una funcion logaritmica log n, una
funcion factorial n! para constantes a y b que dependen de los costos de su expresion. Las

funciones exponenciales crecen mas rapido que las polinomiales. [1]

Paul Backmann introdujo la notacion O en su libro analytische Zahlentheorie (1894) para
comparar el desempeio de los algoritmos de un problema determinado. La notacion O(f(n))
para la funcion f(n), n € Z , representa una cantidad que no se conoce explicitamente pero

que es finita.

La notacion O es una gran ayuda en trabajos de aproximacion, ya que describe
ampliamente un concepto que ocurre frecuentemente y elimina detalles de informacion
usualmente irrelevantes. Por lo tanto, puede ser manipulado algebraicamente con algunas

sencillas consideraciones. [13]

La notacién O es conocida como notacion asintotica y hace referencia a la velocidad de
crecimiento de los valores de una funcion. Para especificar un limite inferior de una
velocidad de crecimiento se utiliza la notacion {1 y para denotar un limite inferior de una
velocidad de crecimiento que no es asintOticamente ajustado se usa la notacion o ("o

minascula"). [5]
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CAPITULO 2
TEORIA DE GRUPOS

2.1. Antecedentes historicos
Las tres principales areas de las matematicas que dieron origen a la teoria de grupos son:
1. Geometria, a principios del siglo XIX
2. Teoria de nimeros, al término del siglo XVIII
3. Teoria de ecuaciones algebraicas, a finales del siglo XVIII, dirigida al estudio de

permutaciones.

En 1761 Euler estudi6 la aritmética modular y aunque el trabajo de Euler no se establecio
en términos de teoria de grupos, dio un ejemplo de descomposicion de un grupo Abeliano
en cosets de un subgrupo. También probo un caso especial del orden de un subgrupo que es

un divisor del orden del grupo.

Sin duda que la nocién de grupo, en especial de grupo de substituciones que constituye el
tema central de Galois, estaba ya esbozada en los trabajos de Lagrange y de Vandermonde
del siglo XVIII, y en los de Gauss, Abel, Ruffini y Cauchy del XIX, implicita en problemas
de teoria de las ecuaciones, teoria de nimeros y de transformaciones geométricas, pero es
Galois quien muestra una idea clara de la teoria general con las nociones de subgrupo y de

isomorfismo.

Las permutaciones fueron estudiadas primeramente por Lagrange en su articulo de 1770
sobre teoria de ecuaciones algebraicas. Su principal objetivo era encontrar porqué las

ecuaciones cuibicas y cuarticas podrian ser resueltas algebraicamente.
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Se dedica Lagrange a lo que llama calcul des combinaisons que es el estudio de las
permutaciones y aparece el mas importante teorema de la teoria de grupos finitos, hoy
conocido como teorema de Lagrange. Lagrange observo, en términos modernos, que el

orden de un subgrupo del grupo simétrico S, divide a n!. El resultado general lo probo
Galois en 1830,

La primera persona que mostr6 que las ecuaciones de grado quinto no podian ser resueltas
algebraicamente fue Ruffini. En 1799 publico un trabajo cuyo propésito era demostrar la
insolubilidad de la ecuacion general quinta. El trabajo de Ruffini se baso en el trabajo de
Lagrange, pero introdujo grupos de permutaciones. Ruffini dividié sus permutaciones en
dos tipos: las permutaciones simples (grupos ciclicos en notacion moderna) y las
permutaciones compuestas, es decir los grupos no ciclicos. Las permutaciones compuestas
las dividio en tres tipos: los grupos intransitivos, grupos imprimitivos transitivos y grupos

primitivos transitivos.

En 1844 Cauchy publicé un trabajo original donde establecio la teoria de permutaciones.
Introdujo la notacion de potencias, positivas y negativas, de permutaciones, con la potencia
0 como identidad; definié el orden de una permutacion e introdujo la notacion de ciclos.
Cauchy llamé a dos permutaciones similares si tienen la misma estructura de ciclo y

demostré que es la misma cuando la permutacion es conjugada.

En 1801 Gauss tomo el trabajo de Euler sobre aritmética modular e hizo una importante
aportacion a la teoria de grupos abelianos. Examin6 ordenes de elementos y probo que hay
un subgrupo para cada nimero que divide el orden de un grupo ciclico. Gauss examino el
comportamiento de formas bajo transformaciones y sustituciones. Particion6 las formas en
clases y defini6 una composicién sobre las clases. Probo que el orden de composicion de
tres formas es inmaterial de modo que, en lenguaje moderno, la ley asociativa prevalece.
De hecho, Gauss tiene un grupo finito abeliano y mas tarde en 1869 Schering, quien edito

el trabajo de Gauss, encontr6 una base para este grupo abeliano.
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En 1824, Abel dio la primera demostracion aceptada de la insolubilidad de la quintica y
usando las ideas existentes sobre permutaciones de raices pero con pocas contribuciones al
desarrollo de la teoria de grupos. El adjetivo abeliano es en honor a él, quien publicé en
1824 un articulo en donde demuestra la imposibilidad de resolver la ecuacion de quinto

grado por medio de radicales.

Mobius en 1827, a pesar de que estaba completamente alejado del concepto de grupos,
comenz6 a clasificar las geometrias utilizando el hecho de que una geometria particular
estudia propiedades invariantes bajo un grupo particular. Steiner en 1832 estudio nociones

de geometria sintética la cual eventualmente llegd a ser parte del estudio de grupos de

transformaciones.

En 1831 Galois fue el primero en comprender realmente que la solucion algebraica de una
ecuacion estaba relacionada a la estructura de un grupo de permutaciones relacionado con
la ecuacion. En 1832 descubrié que subgrupos especiales, ahora llamados subgrupos
normales, son fundamentales. Llam6 a la descomposicion de un grupo en cosets de un
subgrupo descomposicion propia si las descomposiciones en coset izquierdo y derecho

coinciden. Galois demostré que el grupo simple de orden mas pequefio tiene orden 60.

Alrededor de 1850 Cayley publico un articulo relacionando sus ideas de permutaciones con
el trabajo de Cauchy. En 1854 Cayley defini6 un grupo abstracto y dio una tabla para
mostrar la multiplicacion de grupos. Dio las tablas de Cayley de un grupo de permutacion
especial, pero mas significativamente para la introduccion del concepto de grupo abstracto,
se dio cuenta de que las matrices y quaterniones eran grupos. Cayley probo, entre muchos

otros resultados, que cada grupo finito puede ser representado como un grupo de

permutaciones.

Jordan en sus articulos de 1865, 1869 y 1870 muestra que se dio cuenta del significado de
grupos de permutaciones. Defini6 isomorfismo de grupos de permutaciones y probo el
teorema de Jordan-Holder para grupos de permutaciones. Holder lo probo en el contexto de

grupos abstractos en 1889.
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Combinando el desarrollo alcanzado por las geometrias no euclidianas y la geometria
proyectiva con la teoria de los invariantes y la teoria de grupos, Klein expone en su
Programa de Erlangen, en 1872, mediante grupo y subgrupos, una sistematizacion y
Jerarquizacion de todas las geometrias, concibiendo como objeto de cada geometria el
descubrimiento de propiedades invariantes respecto de un determinado grupo de
transformaciones y considerando cada geometria como subgeometria de otra a la que se
adjunta cierta figura basica, que debe quedar invariante. Mas tarde, en 1884, ofrecio un
ejemplo de dos grupos isomorfos: el de las rotaciones del icosaedro regular y el de la

ecuacion de quinto grado.

Mientras Klein estudia grupos discretos, Sophus Lie aborda, a partir de 1872, el estudio de
los grupos continuos de transformaciones y su clasificacion y aplicacion a la integracion de
las ecuaciones diferenciales con derivadas parciales. Sus trabajos y los de sus discipulos
aparecieron hacia fines de siglo. Klein intent6 codificar todas las geometrias existentes de
acuerdo con el grupo de transformaciones en las cuales eran invariantes las propiedades de

la geometria. Esta idea se conoce como el programa de Erlangen.

Von Dyck, construyd en 1882 grupos libres y la definicion de grupos abstractos en
términos de generadores y relaciones haciendo uso de los grupos de permutaciones y las

condiciones de asociatividad, identidad e inverso sobre la composicion de funciones.

La teoria de grupos culmina hacia 1880 al aparecer la teoria de los grupos abstractos, que
confiere a la teoria iniciada por Galois los caracteres de estructura algebraica. Como tal
estructura, y en virtud del isomorfismo, un grupo puede entonces estudiarse ahora bajo el
aspecto particular de uno de sus modelos o interpretaciones, ahora bajo su forma general
puramente abstracta como resultado de un proceso de rasgos propios, especificos de la
matematica de hoy, que evidencia que la misma abstraccion, signo de la matematica de

todas las épocas, ha cambiado o evolucionado a través de los tiempos. [6]
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2.2. Grupos

Un Grupo <G,*> es un conjunto G, y una operacion binaria * definida sobre G, tal que
satisface los siguientes axiomas:
e La operacion binaria * es asociativa.
e Existe un elemento identidad tinico € en G tal que &€ *x = x *& = x para todas las
x eC.
e Para cada a en G existe un solo elemento a’ en G con la propiedad de que

2L -_— _ £ ] . . i
a"*a=a*a'= g (éste elemento a’ se denomina elemento inverso de a bajo *).

. . + . . .
Por ejemplo, el conjunto <Z', +> no es un grupo pues no existe un elemento identidad en

Z" bajo +. Sin embargo el conjunto <Q', «> si es un grupo.

Un grupo <G,*> se dice que es finito si G es un conjunto finito. El conjunto mas pequefio
que puede dar lugar a un grupo es el conjunto {¢}. La tnica operacion binaria * posible en
{€} esta definida por € * &= €. En cada grupo, el elemento identidad es siempre su propio

inverso (pero no viceversa).

. 2 4r 5 . ; :
Por ejemplo, R :{0,E A i —;’1} es el conjunto de seis posibles formas de rotar

3 2 3 2 ] 3 3
figuras geométricas dibujadas en un plano. Digamos que & es una operacion binaria tal que
paraay b en R, a @ b es la rotacion angular correspondiente a la rotacion sucesiva por a 'y

, g . 5 :
luego por b. (R, @) es un grupo con 0 como identidad, el inverso de % es ?ﬂr , el inverso

de 7 es él mismo y asi sucesivamente. [15]

G|, es el nimero de elementos en . Por ejemplo, el

El orden de un grupo finito <G, * >,

orden de <Zs+>es Syel de <R, @ > es 6.

Un grupo <G,*> es infinito si G es un conjunto infinito. Por ejemplo, consideremos el

grupo <Z, +>, donde + es la operacion suma, € es el nimero 0y el inverso de n es —n.
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Un grupo <G,*> es llamado grupo Abeliano’ o grupo conmutativo si su operacion binaria
* es conmutativa. El grupo <Z, +>, donde + es la operacion suma, es un grupo Abeliano.
Sin embargo, el grupo <M, *>; donde M es el conjunto de todas las n x n matrices

invertibles o que Det[M] # 0 con entradas en R; no es un grupo Abeliano.

Un grupo es ciclico si existe un elemento x € G tal que para todo a € G, a = x" para algun

n € Z. El grupo <Z,4,+> es ciclico. En este caso, x = 1 y x = 3 generan el grupo. [9]

Para el caso del 3 Para el caso del 1
3'"=e=0 I’=g=0

3'= 1'=1

32 = 12=2

P =i 1’=3

En general n es generador de <Z,,+> si y solo si (n, m) = 1

Tablas de Cayley’
La estructura de un grupo finito puede ser determinada por una simple regla o por una tabla

de grupo, llamada tabla de Cayley, donde se listan todos los resultados de la operacion

binaria sobre el conjunto.

Para la construccién de una tabla de Cayley de un grupo se pueden enumerar algunas

condiciones que deben satisfacerse para definir una operacion binaria sobre un conjunto

finito.

e Se colocan los elementos del grupo en la parte superior hacia la derecha de la tabla, en
el mismo orden en que se colocan del lado izquierdo hacia abajo, colocando en primer
lugar la identidad.

e Es necesario que algin elemento del conjunto actiie como la identidad €.

' En honor al Matemético Noruego Niels Henry Abel (1802-1829). Ver su biografia en Anexo I
2 En honor al Matematico Inglés Arthur Cayley (1821-1895). Ver su biografia en Anexo II
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e La condicion € * x = x significa que el renglén de la tabla que contiene a € en el
extremo izquierdo, debe contener exactamente los elementos que aparecen hasta arriba
de la tabla en el mismo orden.

e De forma anéloga, la condicién x * € = x significa que la columna de la tabla bajo €,
debe contener precisamente los elementos que aparecen en el extremo izquierdo en el

mismo orden.

e El hecho de que cada elemento a tenga un inverso derecho y un inverso izquierdo,
quiere decir que en el renglon frente @ a debe aparecer un elemento € y que en la
columna bajo a debe aparecer € en algun lugar. Asi & debe aparecer en cada renglon y
en cada columna.

e (Cada elemento del grupo debe aparecer una y sélo una vez en cada renglon y en cada
columna de la tabla.

e Una operacion binaria definida mediante una tabla es conmutativa si y solo si la tabla es

simétrica con respecto a su diagonal principal.

Las siguientes cuatro tablas describen, de derecha a izquierda, el proceso de llenado de la

tabla de Cayley para un grupo (necesariamente Abeliano) de orden 3 siguiendo los criterios

anteriores.
* |leglalb *legl|la|b ®*lzlta | b *lglal|lb
€ e|lg|alb elel|lal|b elelalb
a ala alalb alal|b|e
b bl|b b|b| ¢ b|lblela

No todas las tablas pueden ser generadas de manera Gnica puesto que existen varios grupos
de ciertos ordenes. Cualesquiera dos grupos de orden tres son estructuralmente el mismo, es
decir, estos dos grupos son isomorfos. Esto no sucede con los grupos de orden 4,
consideremos el conjunto {& a, b, ¢} con la identidad € para la operacion del grupo,

entonces las tablas de grupo que se pueden generar son las que se muestran a continuacion:
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* | & ja B e *lelalb|e ol s lalnile

e|le|a|b]c elelalb]ec s lelsalblc

ala|e|c|b ala|b|c|e alalelelh

b|blc|e|a b|b|c|le]a b|blegl|c|a

c|lc|bfale ¢|lete|al|b e |ic el als
1 2 3

De estas tres tablas, la tabla 1 y 3 son estructuralmente la misma, para que ambas sean la
misma se necesita cambiar el nombre de los elementos € y ¢ en las columnas y filas
centrales. De lo anterior se concluye que hay dos tipos diferentes de estructuras de grupo

de orden 4. La figura 2.1 muestra muestran estas dos tablas de grupo. [8]

V: e|la|b|c Zy +]10|1112)|3
el|le|a|b]|c ey elul 2|3
alaleg|c|b 11112)|3]9
b|bj|c|eg|a 28213101} 1
ete|bla|z 3430|112

Figura 2.1 Tablas de grupo de V'y Z,

El grupo V es el 4-grupo de Klein (La V' se genera del aleman vier-gruppe o 4-grupo de
Klein)

Representacion Computacional de un Grupo
Para representar un grupo se utilizan las matrices, mismas que dan lugar a una

representacion computacional natural en forma de listas de listas. Por ejemplo, el grupo

Abeliano <Z,+> se muestra en la figura 2.2
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n=7;
g= Table[ Mod[i+ ], n], {i, n}, {3, n}]

Show [ Graphics[RasterArray [ Reverse[Table[ Graylevel [Mod[i+J, n] /n], {i, n}, {3, 2311 11,
AspectRatio- Autcmatic];

H oo W WwiMN
MEHOOMWOS W
WML O WU
B WL oW
(3, I S I S - T Y
s WM = O
O Wb W=

—————— i

Figura 2.2 El grupo Abeliano < Z,+ >

El grupo abeliano <Z;, *> y el no-abeliano <Z10,*> , respectivamente, se pueden observar

en la figura 2.3

Figura 2.3 El grupo Abeliano < Z;),*>y el No- Abeliano < Z7),*>
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2.3. Subgrupos

Sean <G, *> y <H, *> grupos. Si H G entonces se dice que H es un subgrupo de G. Se
denota por H < G 0 G = H el hecho de que H es un subgrupode G, yH<G o G > H
significa que H < G, pero H # G. La identidad € de G esté en H y para todos los elementos

ade H, existe a’ en H
Por ejemplo, <Z, +> es un subgrupo del grupo <R, +>

En Z,, {0, 2}es el tnico subgrupo no trivial, {0, 3} no es un subgrupo de Z; pues no es
cerrado. El grupo V= {& a, b, ¢}, de la anterior figura 2.1, tiene tres subgrupos propios no

triviales {& a}, {& b} y {& c} en este caso { a, b} no es cerrado bajo la operacion de V.

Para representar graficamente los subgrupos de un grupo, se utiliza un diagrama reticular.

El grupo mas abarcante se ubica en la parte posterior del diagrama y hacia abajo se

localizan los subgrupos.

En la figura 2.4 se muestran los diagramas reticulares de las estructuras de grupo de orden

4: Zsy V.

Z

4 \'

(0,2 e, a}N{Sb}/{E c}
(0} {e}

Figura 2.4 Diagrama reticular de Z,y V

La forma de identificar los subgrupos en una tabla de grupo es verificando que hay filas con
sus correspondientes columnas que forman también un grupo. Por ejemplo, Z; tiene cuatro

subgrupos {0}. {0, 3}, {0, 2, 4} y Zs, su tabla de grupo es la siguiente:
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Zs 3]s
3l s
AR
TIAE
0[4]2
1|1][3][5][4][2]0
5(s[1[3|2[0]4

Se puede observar que los elementos de la esquina superior izquierda, en color gris, forman
una tabla de Cayley de grupo por ellos mismos. Lo mismo sucede si se colocan juntas las

filas y columnas de los elementos {0, 3}.

Cosets (Grupos de clases laterales).

Supongase que G es un grupo y H < G. Para cada g € G el coset izquierdo gH se
define como el conjunto {gx | x €H} y el coset derecho Hg se define como el conjunto
{xg | x eH}. gH y Hg son los conjuntos de elementos de G obtenidos mediante la
combinacion de los elementos de G con elementos de H. Los cosets también son llamados
grupos de clases laterales. Cada clase lateral izquierda o coset izquierdo deben ser una clase

lateral derecha o coset derecho.

Si la operacion en G es la suma, escribimos a+h en vez de aH, donde a+H = {a+h | h € H}

Se puede observar esta propiedad en el siguiente ejemplo

Para <Z,,+>y H= {0,4,8}, tenemos que
0+H=1{0,4,8}=4+H=8+H=H
1+H={1,59}=5+H=9+H
2+H=1{2,6,10}=6+H=10+H
3+H={3,7,11}=7+H=11+H

Se observa que la propiedad de los cosets es particionar el grupo en subconjuntos. Cada

subconjunto tiene el mismo orden y cada elemento de G aparece en al menos un coset. Por
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lo tanto G es igual a la unién de todos los cosets obtenidos. En el ejemplo, Z,, se particiona

en cuatro subconjuntos, como se muestra en la figura 2.5
Z

ﬁ’_}\
| |
| 12 |
\ |
\/ 2,6 10 < e s
Vi
/

"

Figura 2.5 Subgrupos de Z,,

SeaH,=1{0,4,8}, H,={1,5,9}, H:={2,6, 10} y H,= {3, 7, 11}. Obsérvese que
G=H, UH,UH;OUH, yH nH:nHynH;=0

Si se reordenara la tabla de grupo agrupando cada subconjunto, se obtendria una tabla
parecida a la siguiente.
* |Hy |H; |H; |Hy4
H; |Hy |H, |Hs |Ha
H, |H» |Hs |Hs [H,
H; [H; (Hy (Hy |H:
H; |Hs [H: |H2 |H;

De lo anterior se puede observar que cualquier elemento de /; multiplicado por cualquier

elemento de H, produce siempre un elemento de Hj, donde H;, H; y H son subconjuntos de

G.

Se utiliza el siguiente codigo para poder generar los cosets izquierdos y derechos de un

grupo, a partir de un subgrupo dado.

coset[G List, H List] := Module([(g, i}, g={};
co= Map[Mcd[Plus([#, H], 12] &, G] ;
Union[Map[Sort(#] &, co]]]
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coset[Z12, {0, 4, B}]
{{o, 4, 8}, 12, 5, 9}, {2, 6, 10}, {3, 7, 11}}

coset[Z12, (6, 7, 4, 5}]

{{o, 12, 2, 3}, {0, 1, 2, 11}, {0, 1, 10, 11}, {0, 9, 10, 11},

{1, 2, 3, 4}, (2, 3, 4, 5}, {3, 4, 5, 6}, {4, 5, 6, 7}, {5, 6, 7, 8},
{6, 7, 8, 9}, {7, 8, 5, 10}, {8, 9, 10, 11}}

coset[212, {6, 7, 4, 5, 8}]

{10, 1, 2, 37 &), {0, 1, 2, 3, 1}, {0, 1, 2;.10, 11}, €0, 2. 9, 10, 11},
{9:; 8, 9, 20011y, A1, 2, 3, 4, 5%, 12,0 3, 43 5, 6}, 13, 4, 1508, T},

{8; 5, 6, 7;8), 45, 6, 7, &, 9}, 16, 7, B, 9, 10}, {7, 8, 9,10, 11})}

Como se ve en el Gltimo caso del ejemplo anterior, cuando el grado de A no es un divisor
del grado de G se generan particiones que no son disjuntas, por lo tanto el grupo original no
puede ser particionado en subconjuntos. Este resultado se encuentra fundamentado en el

trabajo que desarrollo Lagrange.

Teorema de Lagrange
1. Si H es un subgrupo del grupo finito G, entonces (G puede ser escrito como la union

disjunta de los grupos de clases laterales. Esto es

G=gtHugHuU. . vgH

Para algun g, g2, .8 € G
2. Si H es un subgrupo del grupo finito G, entonces | A | divide | G |

Demostracion

(5 es un grupo finito de orden » y H es un subgrupo de orden m. Si H = (; esta demostrada
la parte 2. En caso contrario, m < n y existe un elemento a € G — H. Como a & H, se sigue
que aH # H, de modo que aH N H = (. Si G =aH U H, entonces |G| = |aH| + |H| = 2|H| y
se demuestra el teorema. En caso contrario, existe un elemento b € G-(H v aH), tal que
bHNH=@Q=>bHNaHy |bH| = |H|. Si G= bH w aH w H, tenemos que |G| = 3|H|. En caso

contrario, se obtiene un elemento ¢ € G tal que ¢ ¢ bH w aH w H. El grupo G es finito, de
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modo que la demostracion termina y se observa que G = a;H v a;H U ... U apH. Por lo

tanto |G| = k|H| y m divide a n.m [9]

También se puede demostrar el teorema del siguiente modo. Supbngase que H tiene m
elementos. Considérese la coleccion de todos los cosets de H. Estos cosets son disjuntos, su
grado es m y todo elemento de G pertenece a algun coset. Entonces, si hay 7 cosets, se

tienen n = rm de modo que m divide a n. m [8]

Teorema de Lagrange.

El orden de un subgrupo divide al orden de su grupo.

Este teorema nos dice que un grupo G solo puede tener subgrupos de orden » si » es un
divisor de |G; si » es un divisor de |G| entonces G no necesariamente tiene un subgrupo de
orden n. El mas pequefio ejemplo que muestra esta altima afirmacion es el grupo de orden
12. Este grupo no tiene un subgrupo de orden 6 a pesar de que 6 es divisor de 12. [4].
Considérese H que consiste de 12 permutaciones de {7, 2, 3, 4}. H = {1234, 2143, 3412,
4321, 2314, 3124, 2431, 4132, 3241, 1342, 1423, 4213 }. H forma un subgrupo de S, S es
descrito en la siguiente seccion. Este grupo de orden 12 no tiene un subgrupo de orden 6.

(20]

2. 4. Grupos de permutaciones
Sea 4 un conjunto arbitrario y sean o y t permutaciones de 4 de modo que o y 7
son funciones biyectivas sobre 4. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad,

que A = {1, 2, 3, ..., n} para alguna » positiva.

Supongamos que 7 = 5 y o es la permutacion {4,2,5,3,1} tomada del conjunto de las 120

permutaciones de A = {1, 2, 3, 4, 5},

Una forma de representar a o es:

1222232382353 20 UNVERSIDAD AUTONOMA DE QUERETARO
BIBLIOTECA
FACULTAD DE INFORMATICA
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Se escribe o~ en una notacion mas comin como sigue:
1 2 3 4 3
o=
S A
Ahora sea

12 3 4 5
T =
3 54 1

haciendo uso de composicion de funciones, se tiene

(A

tol=1t(cl)=14 =2
102=1(c2)1t2 =5
to3=1(a3 )ts =1
1o04=1(cd4)=13 =4
tagd=gs(od)Frl =3

lo que se representa como
1 2 3 4 51 2 3 45 i 2 3 4 §
OT = =
4 2 5 3 13 5 4 2 1 235 1 4 3

Si se observan los elementos que forman las filas y las columnas de las tablas de grupo, se
puede ver claramente que cada una de ellas es una permutacion de los elementos del grupo.
Por ello puede decirse que al menos todo grupo finito G es isomorfo a algun subgrupo del
grupo Sg de todas las permutaciones de (. Basado en ello Arthur Cayley propuso que todo
grupo, finito o infinito, es isomorfo a algun grupo formado por permutaciones bajo la

multiplicacion de permutaciones.

La forma de demostrar lo establecido por Cayley involucra tres pasos

1. Encontrar un conjunto G* de permutaciones que sea candidato a formar un grupo, bajo

la multiplicacion de permutaciones, isomorfo a G.
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2. Probar que G’ es un grupo bajo la composicion de funciones, multiplicacion de
permutaciones.

3. Definir una funcion ¢: G -G" y mostrar que ¢ es un isomorfismo entre Gy GG".

Veamos estos pasos en el iinico grupo de orden 3.

Sea G={l, 2, 3}

1. El primer paso consiste en buscar un conjunto GG* de permutaciones que sea candidato a
formar un subgrupo isomorfo a G. Pensemos en (G simplemente como un conjunto y sea
Se el grupo de todas las permutaciones de G. Sin embargo, este conjunto es demasiado
grande para ser isomorfo a G. Para solucionar esto, definase cierto subconjunto Sg. Para
a € (G, sea p, una permutacion de G, esto es p, € Sg. Sea G’ = {p, |a € G},

Cada p, corresponde con la fila  en la tabla de grupo de G. Por lo tanto

4 (123 §izio
A=l 23] PTla31] P73 2

2. Demostramos que G es un grupo. Realizando la composicion de funciones se tiene la

siguiente tabla de grupo. Donde claramente se observa que es grupo.

*

P1|P2|P3
P1|P1|P2]|P3
P2 |P2|P3|P1
P3| P3| P1| P2

3. Finalmente, para probar que G es isomorfo al grupo (i’ descrito, se define una funcion

¢: G - G por ¢(a) = p.paraa € . Por lo que

o(1) = pi
d(2) = p2
6(3) = ps

entonces queda demostrado que G’ es isomorfo a . [8]
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Dentro de los grupos de permutaciones hay dos ejemplos no triviales en el estudio de la
teoria de grupos, ellos son el grupo simétrico S, y el grupo dihédrico D,, los cuales se

explican en los parrafos que siguen.

El grupo simétrico S, de n! elementos es el conjunto de todas las permutaciones de
Range[n] y es un grupo bajo la operacion de composicion de funciones, como se muestra

mas adelante con 3.

Se pueden generar los grupos simétricos S, mediante la siguiente linea de codigo.

S, := Permutations[Range[n]]

Para n = 4, es decir, todas las permutaciones de cuatro elementos:
n=4;
S,
{{x, 2, 3, 4}, {1, 2, 4, 3}, {1, 3, 2, 4}, {1, 3, 4, 2},
{11 ‘f 2! 3}1' {11 ‘l‘ 3!’ 2}! {2’ 1!’ 3!’ 4}! {2!' 11’ 4! 3}4'
{2, 3, 1, 4}, (2, 3, 4, 1}, {2, 4, 1, 3}, (2, 4, 3, 1},
{3f 1!’ 2! 4}! {3l 1!‘ 4f 2}! {3f 2! 1? 4}]’ {Sl 2!’ 4! 1]!
3,
2,

{3! 4! 1f 2}3 {33 4' 2»" I}f {4f 1l 2! 3}]’ {4f 1l 2]!
{4, 2, 1, 3}, (4, 2, 3, 1}, (4, 3, 1, 2}, {4, 3, 1}}

y paran =3

n=3;
Sy

{{1, 2, 3}, {1, 3, 2}, {2, 1, 3}, {2, 3, 1}, {3, 1, 2}, (3, 2, 1}}

Si se utilizara la siguiente linea de codigo se podria obtener el elemento que se encuentra en

la posicion [, j], este elemento es la composicion de funciones de la permutacion / con la

permutacion .

oPs 1,5 i= Position[G, G[[i]1[[G[[311111[[1,1]]

El nimero que se les ha asignado a i y j corresponde al nimero de permutacion en orden

lexicografico.
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por ejemplo, para S3, la composicion de la 4* y 5* permutacion es:

opsn,l,‘.'l

Esto es,
NESSCES A 3 1 23
oT = —
amsalvy o1 -2 b 23

Con la ayuda de la funcion OP, se genera la tabla de composicion de los grupos

SIMELricos.

La tabla de composicion de funciones para 7 = 3 es la que se muestra junto con su grafica
en escala de grises en la figura 2.6. Cada uno de los elementos de la tabla representan cada
una de las permutaciones de n, el nimero que se les ha asignado corresponde a su posicion

en orden lexicografico, como ya se habia mencionado anteriormente.

Table[ops,,i,5, (i, n'}, {j, n'}] // MatrixForm
n=3;
oSn = n!;

Show [Graphics [RasterArray[Reverse [Table [GrayLevel [ops,, i,3/08n],
{i, o8n}, {j, oSn}]l] ]1],AspectRatio -> Automatic];

(1 23 4 5 6)
2 1 563 4
3 . BUR 55
4 3 &51 2
5.6 21 43
6.5 4.3.2'1

Figura 2.6 Composicion de funciones de S
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Todos los elementos de S, pueden ser descritos en notacion ciclica. Un ciclo es una lista de
numeros encerrada en paréntesis, separada por espacios en blanco, esto es, (a; a: ... an)lo
cual indica que “a; va a @, a> va a @;,... @y va Gy Y Gy va a a;’. No todas las
permutaciones son ciclicas, pero todas son combinaciones de ciclos. El siguiente segmento

de codigo muestra esta propiedad.

<< DiscreteMath Combinatorica’

cicSn_ := ToCycles /@ Permutations[Range[n]]

Clear([t]

ti{x___ , {y Integer, z__ }, u__ }] := t[{x, FromDigits[{y, z}], u}]
t[x_] := StringJoin[" (" <> ToString[#] <> ")" & /@ x]

t /@ cics,

Un ejemplo es para n= 4

t /@ cics,

{(1) (2) (3) (4), (1)(2)(43), (1)(32) (4), (1) (342), (1) (432),

(1) (42) (3), (21) (3)(4), (21) (43), (231) (4), (2341), (2431),

(241) (3), (321) (4), (3421), (31)(2) (4), (341)(2), (31) (42),
(3241), (4321), (421)(3), (431)(2), (41)(2)(3), (4231), (41) (32))}

yparan=3
t /@ cicS;

{ (1)(2)(3), (1)(32), (21)(3), (231), (321), (31)(2)}
El grupo S,, donde n = 2, puede ser dividido equitativamente en permutaciones pares €

. n! : ; ; :
impares, esto es, hay s permutaciones pares y el mismo nimero de permutaciones

impares. Una permutacion es par o impar si puede expresarse como el producto de un
nimero par o impar de transposiciones; una transposicion es un ciclo de longitud 2,

respectivamente.
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El conjunto de permutaciones pares de S, es llamado el grupo Alternante A, de n letras. Los

grupos 4, pueden obtenerse con el siguiente codigo.

A, := FromCycles /@ Select[ToCycles /@ Sn, EvenQ[Length[#]] &]

El grupo A, es
A,
{1, 2, 3, 4}, (1, 3, 4, 2}, (1, 4, 2, 3}, {2, 1, 4, 3},

{2, 3, 1, 4}, (2, 4, 3, 1}, {3, 1, 2, 4}, {3, 2, 4, 1},
{3, 4, 1, 2}, {4, 1, 3, 2}, (4, 2, 1, 3}, (4, 3, 2, 1}}

y su grafica luciria como lo muestra la figura 2.7
oA =n! / 2;

Show [Graphics [RasterArray [Reverse [Table [GrayLevel [opa,, i,3/0A],
{i, oA}, {j, oA}]l]l 1] ,AspectRatio -> Automatic];

Figura 2.7 Representacion grdfica de A,

En geometria, las permutaciones de un conjunto de elementos son llamadas
transformaciones de un conjunto. Una rofacion es una transformacion que rota el plano en
sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj. Las rotaciones se representaran

con el simbolo p y su obtencion es a través del codigo siguiente:

rot, = NestList [RotateLeft, Range[n], n-1]
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Las rotaciones de S; son

rot;

{{1, 2, 3}, {2, 3, 1}, (3, 1, 2}}

y las rotaciones de Ss son

roty

({1, 2, 3, 4}, (2, 3, 4, 1}, (3, 4, 1, 2}, {4, 1, 2, 3}}

Las rotaciones de » corresponden con el grupo ciclico de n, esto se denota como C,, como
se muestra a continuacion.

Cn_:= rot;,

{{1, 2, 3}, {2, 3, 1}, {3, 1, 2}}

{{1, 2, 3, 4}, {2, 3, 4, 1}, (3, 4, 1, 2}, {4, 1, 2, 3}}

y la grafica del grupo ciclico C5 se ilustra en la figura 2.8
n=7;
oC = n;
Show[Graphics [RasterArray [Reverse [Table [GrayLevel [opecy,i,5/0C],
{i, oC}, {j, oC}]1] 1] ,AspectRatio -> Automatic];

Figura 2.8 Representacion grdfica de C
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Una reflexion es una transformacion que refleja el plano con respecto a un eje que tiene dos
vértices opuestos. Si # es impar la linea se traza del centro y cualquiera de los vértices; si #
es par la linea se traza del centro y el punto central de alguno de los lados del poligono. Las

rotaciones se representaran con el simbolo x y su obtencion es a través del siguiente codigo

Ref, := Join[{1l},n+2-Range([2,n]]

Las reflexiones de S5 son

ref;

{1, 3, 2}

y las reflexiones de S, son

ref,

{1, 4, 3, 2}

El grupo dihedrico D, es el grupo de movimientos rigidos (rotaciones y reflexiones) de un
poligono regular con » lados bajo composicion. El grupo D, es de orden 2n. Basado en eso,

el grupo D, se genera con el siguiente codigo:

D, := Join[rotn, #[[ref,]] & /@ rot,]

El grupo dihedrico D; es

D;

({1, 2, 3}, (2, 3, 1}, (3, 1, 2}, {1, 3, 2}, {2, 1, 3}, (3, 2, 1}}

y Dy es
D,

({1, 2, 3, 4}, (2, 3, 4, 1}, (3, 4, 1, 2}, (4, 1, 2, 3},
{1, 4, 3, 2}, (2, 1, 4, 3}, (3, 2, 1, 4}, {4, 3, 2, 1}}

La grafica del grupo dihedrico D7 se muestra en la figura 2.9

n=717;

oD = 2n;
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Show [Graphics [RasterArray[Reverse [Table [GrayLevel [opp,,s,5/0D],
{i, oD}, {j, oD}1] 1] ,AspectRatio -> Automatic];

Figura 2.9 Representacion grdfica de D>

Hay una correspondencia entre los elementos de §; y las formas en que pueden colocarse,
una sobre otra, dos copias de un tridngulo equilatero con vértices 1, 2 y 3. Por lo tanto, S;
denota el grupo Ds de simetrias de un triangulo equilatero. Sin embargo Sy # D, pues
IS4 =41=24y|D,=8.[19]

2.5. Isomorfismo y automorfismo de grupos.

La propiedad de isomorfismo es una relacién de equivalencia en una coleccion de grupos.
Esto significa que dada una coleccion no vacia de grupos, siempre se puede partir la
coleccion en celdas, clases de equivalencia o cosets, tales que cualesquiera dos grupos en la
misma celda son isomorfos y no hay grupos en celdas distintas que sean isomorfos. Se ha
visto que cualesquiera dos grupos de orden 3 son isomorfos. Se expresa diciendo que solo

hay un grupo de orden 3, salvo isomorfismo.

Hay un solo grupo de orden 1, uno de orden 2 y uno de orden 3, salvo isomorfismo. De

orden 4 hay exactamente dos grupos diferentes, salvo isomorfismo: el grupo Zs y el 4-
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grupo V de Klein. Hay al menos dos grupos diferentes de orden 6, salvo isomorfismo, a

saber, Zs vy 3.

En el caso de que dos grupos posean una funcion biyectiva entre ellos, esto es, un
isomorfismo, para demostrar que no son isomorfos, se suele exhibir una propiedad
estructural que un grupo posee pero que el otro no posee. A esta propiedad se le da el
nombre de invariante de un grupo, la cual debe compartir con cualquier grupo isomorfo.
Esta propiedad no depende de los nombres o de cualquier otra caracteristica no estructural

de los elementos.

Invariantes posibles en un grupo Propiedades no estructurales posibles en un
grupo

El grupo es ciclico El grupo contiene al 5

El grupo es abeliano Todos los elementos del grupo son nimeros

El grupo tiene orden n Los elementos del grupo son permutaciones

El grupo es finito La operacion del grupo se llama composicion

El grupo tiene exactamente x elementos de |La operacion del grupo se denota por

orden n yuxtaposicion

Basado en lo anterior no se puede decir que Z y Q, ambos bajo la suma, no sean isomorfos
porque 2 € Qy %2 & Z. Pero si puede decirse que no son isomorfos porque Z es ciclico y

Q no lo es.

Cuando hay un isomorfismo de un grupo con él mismo se le da el nombre de automorfismo

de grupo.

Automorfismo de grupo de un grafo
Si {u, v} es una arista del grafo G = (V,E) y o es una permutacion de V, entonces se define
o{u, v}) = {o(u), o (v)}.Una permutacion o de V es un automorfismo del grafo (G = (V.E)

siot ({u, v}) € E, cuando {u, v} € E.
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El automorfismo de grupo de un grafo G = (V,E) denotado por Aut(G) es el conjunto de
todas las permutaciones de J que son automorfismos de GG, Por lo tanto Aut((G) consiste de

todas las permutaciones de V que componen, como un conjunto, las aristas £ de G. [14]

Por ejemplo, la figura 2.10 muestra un grafo G junto con todos sus automorfismos

Aut (G) = {1, (1, 2), (0, 5), (0, 5)(1, 2), (0, 2)(1, 5)(3, 4), (0, 1)(2, 5)(3, 4), (0, 1, 5, 2)(3, 4),
(0,2,5, 13,4}

-
(=]

1 (1,2) (0, 8)

(0,1)(2,5)(3,4)

(0,1,5,2)(3,4) (0,2,5,1)(3,4)

Figura 2.10 Automorfismos de grafo
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CAPITULO 3
ISOMORFISMO

3. 1. Importancia

Las nociones de isomorfismo y simetria son consideradas como los conceptos mas
importantes de todas las areas de la computacion. El isomorfismo consiste en una prueba
que se puede aplicar para detectar simetria entre objetos. Se entiende por simétrico algo
bien proporcionado y bien equilibrado, aquel tipo de concordancia por la cual diversas
partes se integran en un todo. La belleza va ligada a la simetria. La simetria tanto en su
significado mas amplio como el mas restringido, es una idea a través de la cual el hombre,
en todos los tiempos, ha tratado de captar y de crear el orden, la belleza y la perfeccion. La
simetria significa reposo y ligazon, asimetria movimiento y soltura; una ley y orden, la otra
arbitrariedad y accidente; la primera rigidez formal y restriccion, la segunda vida, juego y

libertad. La teoria de la relatividad es un aspecto mas de la simetria. [22].

El isomorfismo es tema central de este trabajo de investigacion. El isomorfismo emplea
algoritmos combinatorios aplicados no sé6lo en la enumeracion de clases de equivalencia y
la seleccion de configuraciones representativas importantes, sino también en la eliminacion
de computo repetitivo. La deteccion de estructuras isomorfas es importante en la

construccion de algoritmos practicos. [14]

Los grafos fueron utilizados en 1984 para representar atomos en una molécula. Esa idea fue
introducida por Alexander Crum Brown, quien explicé por primera vez el fenomeno de
Isomerismo- la existencia de moléculas con la misma formula quimica pero diferentes

propiedades quimicas [21]
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Aunque los diagramas parecidos a grafos fueron utilizados cerca de 1789 para representar
moléculas quimicas, no fue hasta 1850 que las ideas sobre atomos y la forma de
combinarlos fueron suficientemente bien entendidas para que los diagramas principales se

representaran.[7]

Si se proporcionan las siguientes instrucciones a dos personas, quienes no pueden ver lo
que dibuja la otra persona: “trace y etiquete cinco vértices como a, b, ¢, dy e. Una a con b,
b con ¢, ¢ cond, dconeye cona” Es seguro que estas figuras definen el mismo grafo

aunque parezcan diferentes. Los grafos producidos son isomorfos. [12]

La palabra isomorfo deriva del griego iso y morfo que quiere decir “misma forma” y en
términos matematicos se refieres a dos o mas estructuras que conservan la forma y con ello

las propiedades, pero que su presentacion difiere una de la otra.

El problema del isomorfismo de grafos consiste en determinar cuando dos grafos son
isomorfos. Aunque los algoritmos conocidos para resolver este problema son de orden
exponencial o factorial en el peor de los casos, existen algoritmos de orden lineal que
permiten determinar el isomorfismo entre un par de grafos pertenecientes a familias

especificas. [14]

El primer intento para resolver el problema del isomorfismo de grafos consiste en analizar
la matriz de adyacencia de cada grafo. Esta verificacion requiere p° operaciones, donde p es
el namero de vértices del grafo. Pero al cambiar el orden de las filas y las columnas de la
matriz de adyacencia se obtiene una matriz diferente y se tiene que verificar todas las

posibles permutaciones de filas y columnas, este ultimo calculo es de orden factorial.

Posterior a ello surgieron dos métodos utilizados para resolver el problema de isomorfismo
de grafos. El primer método, busca un mapeo directo entre los dos grafos. El algoritmo
consiste en tomar nodos de cada uno de los grafos tales que conserven la adyacencia entre
los nodos, este paso continta hasta terminar con todos los nodos o hasta que un nodo en un

grafo no tenga pareja con un nodo del otro grafo. Este método utiliza tiempo exponencial
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en el peor de los casos y tiene la desventaja de que si dos grafos tienen varios isomorfismos

s6lo encontrara el primer isomorfismo.

El segundo método, obtiene un etiquetado canonico para cada uno de los grafos y los
compara. La idea base es generar un codigo unico, llamado certificado, para cada grafo, de
forma tal que si son isomorfos tendran el mismo certificado. Este segundo método se basa
en el concepto de invariante, que es una propiedad de un grafo independiente del nombre
de sus vértices, y resulta ser mas efectivo ya que obtener un invariante de un grafo podria
tomar un tiempo polinomial. Este ultimo enfoque es precisamente la base del presente

trabajo de investigacion.

Para ilustrar estas ideas se discutira el problema del isomorfismo de grafos precisando la
idea de que dos grafos son estructuralmente iguales o isomorfos si son idénticos excepto
por el nombre de los vértices. Se presenta un algoritmo general para isomorfismo de grafos
que utiliza el método de invariantes o refinamiento repetitivo, posteriormente se presenta
un algoritmo que es, en general, superior al método de invariantes, el cual utiliza el método
de certificados o etiquetado canoénico. Finalmente se veran aplicaciones de los mencionados

algoritmos a arboles.

3.2. Invariantes
Dos grafos G, = (V), E)) y Gy = (V3, E;) son isomorfos si hay una biyeccion f: V; — V tal
que

{fx), fv)} € E;siysolosi {x, y} € E,

Un isomorfismo para los grafos (o, y G de la figura 3.1 esta dado por la funcion
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Figura 3.1 Grafos Isomorfos
Si f es un isomorfismo de un grafo consigo mismo, entonces /[ se llama automorfismo, como

se vio en el capitulo 2.

Una funcion ¢ es un invariante del grafo G = {V, £} si @ no depende de la forma como se

etiqueta el grafo G, sino solamente de su estructura.

Algunos ejemplos de invariantes se observan en la figura 3.2

. El numero de aristas

. El mimero de vértices

*  Secuencia ordenada de los
grados de los vértices

. Existencia de un vértice de
grado k

Figura 3.2 Invariantes de un Grafo
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Considérese la familia de grafos /' (por ejemplo la familia de todos los grafos con n
vértices). Un invariante en /' es una funcion ¢ con dominio F tal que

o(G)) = ¢ (G>) s1 G es isomorfo a G,

Segln la definicion previa de isomorfismo existe una biyeccion de las aristas de G, sobre
las aristas de (7,. Asi (G; y G son isomorfas, y entonces ambos tienen el mismo numero de
aristas y el mismo namero de vértices, Por lo tanto, la propiedad “numero de aristas” y

“namero de vértices” son invariantes.

El determinante’ de la matriz de adyacencia de un grafo es un invariante. Pero la matriz de

adyacencia no es un invariante, puesto que un grafo puede dar lugar a matrices diferentes.

Teorema.
Si A’ es la matriz que se obtiene al intercambiar dos renglones de 4, entonces

Det(4’) = -Det (A)

La matriz de los grafos analizados es una matriz cuadrada y simétrica. Por cada cambio de
renglon se hace un cambio de columna, para conservar la simetria, esto quiere decir que se
hacen siempre un nimero par de movimientos de la matriz y si se aplica el teorema anterior
el determinante siempre es el mismo. Por lo tanto, el determinante de la matriz de

adyacencia de un grafo es un invariante, mas aun, es un certificado. [2]
La figura 3.3 muestra dos grafos isomorfos.
Para obtener la matriz de G a partir de G; hay que hacer los siguientes movimientos

1. Cambiar las columnas 2 con 5 y por lo tanto cambiar también las filas 2 con 5

2. Cambiar las columnas 2 con 3 y las filas 2 con 3

' El determinante de una matriz, denotado por Det(4), es la suma de todos sus productos elementales, un
producto elemental es cualquier producto de n elementos de 4 sin que dos cualesquiera de ellos provengan del

mismo renglon o la misma columna. [2]
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Este procedimiento se muestra después de las matrices de adyacencia correspondiente a los

grafos de la figura 3 3.

3 5
4 G, 5
Figura 3.3 Determinante de un grafo
(01 1 0 0) (@ 1 0 0 1)
1 001 0 1 6 1 00
G=|t 9 0 9 1 @&=10 1 6 10
010 01 0.0 10 1
00110 1 00 1 0
(0 1. 1.0 D) 001 0 1) (0't 60 0 1
1 001 0 60 1 1 9 1 0 1 00
G =1 000 1|->G'=[1'100O0>G"=({01 010 GV=G,
010 0 1 0100 1 g0 1 a8 i
0011 0 (1 00 1 0) 1 001 0

Estos pasos involucraron cuatro movimientos por lo tanto el determinante se expresaria de

la siguiente forma

Det (G;) =2
Det(G1) = (-1)* 2
Det () =2

En Mathematica existe la funcion Det/ ] para obtener el determinante de una matriz dada.
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Con la definiciéon de isomorfismo dada con anterioridad, se puede decir que si ¢(G)) # ¢
(G,) entonces G, y G2 no son isomorfos, pero si ¢(G;) = ¢ (G>) no se puede concluir que G,

y (5> son isomorfos. Esta tltima conclusion se observa en la figura 3.4

Numero de Veértices =5 Numero de Vértices =5

\
\\
¢ o
4 5 = b

Figura 3.4 Propiedad "niimero de vértices" que prueba que no es
invariante suficiente de grafos.

Del variado grupo de invariantes, se deben seleccionar aquellos que sean faciles de obtener

y que distinguen a varios grafos.

Un método para detectar isomorfismo con la ayuda de funciones invariantes, consiste en
generar particiones de los vértices en cada uno de los grafos a analizar. Si se aplica la
misma funcion invariante a dos grafos y el tamafio de las particiones es el mismo, lo tnico
que se tiene que hacer es encontrar la correspondencia en las particiones equivalentes. Este

método se explica a continuacion.

Una particion ordenada B de V es una lista ordenada

B=[B[0], B[1], B[2], ... B[k-1]]

Donde {B/0], B[1], ... B[k-1]} es una particion de V. El tamafio k¥ de la particion es
definido por |B|.
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Por ejemplo, G es un grafo con V={a, b, ¢, d, e, f}, como se muestra en la figura 3.5, y la

funcion degc(v), que determina el grado del vértice v en G, y k= 6, entonces

B=[BJ0], B[1], ... B[5]]
definida por
Bfi]= {v € V| dega(v)=i}
Esta dado por
B[0] = {}, B[1] = {}, B[2] = {a, d}, B[3] = {b, f}, B[4] = {c, e}, B[5] = {}
y entonces
B=[{}, {}, {a d}, {b, f}, {c, e}, {}] es una particion ordenada de los vértices de G,

Por lo tanto la funcion ¢(G) = [|B[0]|, |B[1]|, |B[2]|, ... |B[k-1]|] es un invariante para una
familia de grafos. Esto se debe a que |B/i/| es el namero de vértices de grado / en G. Si dos
grafos con n vértices son isomorfos, entonces tendran el mismo numero de vértices de

grado 7, paracadai =0, /, 2, ... n-1.

e f

Figura 3.5 Grafo G

Para el ejemplo de la figura 3.5, o(G) = [0, 0, 2, 2, 2, 0].

Si F es una familia de grafos en el conjunto de vértices V' = {v;, v ... v,} y D es una

funcion con dominio (F x V), entonces la particion inducida por D es

B=/B[0], B[1], BJ2], ... B[n-1]]
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Donde Bfi]= {v € V| D (G, v)=i}

Si la funcion op(G) = [|B/0], |B[1]

que D es una funcion invariante inducida.

B[2]|, ... |B[n-1]|] es un invariante, entonces se dice

Seria facil determinar si un par de grafos son isomorfos o no, si se pudiera verificar
rapidamente un nimero pequefio de invariantes, los cuales son compartidos por los grafos
isomorfos y unicamente por ellos. Este método es tardado y hasta la fecha no se ha
encontrado ese “numero pequefio de invariantes”. Para poder solucionar mas rapido el
problema de isomorfismo, se utiliza el método de los certificados, este método es utilizado

por los algoritmos mas rapidos de busqueda de isomorfismo entre grafos.[14]

Un certificado Cert( ) para una familia de grafos / es una funcion tal que para algunos G,
G EF,
Cert(G)) = Cert(G>) si y solo si G; y G son isomorfos.

De lo anterior se puede concluir que un certificado es un invariante.

3.3. Certificados de Arboles
El certificado de un arbol es una cadena de longitud 2n formada por ceros y unos, donde

n = |V]. El método para obtener el certificado es el siguiente:

1. Etiquetar todos los vértices del arbol con la cadena “01”
2. Si hay mas de dos vértices en el arbol
Para cada vértice x que no es hoja hacer
(a) Eliminar el O inicial y el 1 final de la etiqueta, el resto almacenarlo en un
conjunto ¥, junto con la etiqueta de las hojas adyacentes a x.
(b) Ordenar lexicograficamente el conjunto Y creando una sola cadena
(c) Actualizar la etiqueta de x con la cadena del conjunto ¥. Concatenar el O inicial
y el 1 final de x

(d) Remover todas las hojas adyacentes a x.
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3. Si hay so6lo un vértice, es decir, si el arbol tiene un centro, el certificado es la etiqueta de
ese vértice.
4. Si hay dos vértices, ésto es, un arbol que tiene dos centros, el certificado es la

concatenacion de sus etiquetas ordenadas lexicograficamente.

La figura 3.6, muestra la aplicacion del algoritmo a un arbol con un centro, para n = 15, por
lo que el certificado es de longitud 30. El centro del arbol es el vértice 7 y el certificado del
arbol es 000001101100011110000110110111

LE

4 m

15 o4

10 0011

14 o011
11 00011011

9 00011011

10 000011011011

. 7 000001101100011110000110110111

5 0000110110001111

Figura 3.6 Certificado de un arbol con un centro

La figura 3.7, muestra ahora un arbol con dos centros. En este ejemplo, » = 10, por lo que
el certificado es de longitud 20. El centro del arbol esta formado por los vértices 1 y 4 y el

certificado del arbol es 00010110011100011011

Algoritmos para el Calculo de Invariantes en Grafos 46



Capitulo 3. Isomorfismo

701

10 01

1 0011
1 00011011
3 0011 401
7 0011 4 000101100111
6 001011 00010110011100011011

Figura 3.7. Certificado de un arbol con dos centros.

El siguiente paso es convertir un certificado valido en su arbol correspondiente. No se

obtendra el arbol exacto, se obtiene un arbol isomorfo a él.

Una cadena valida como certificado cumple con las siguientes caracteristicas:

. El nimero de 1's y 0's es el mismo y corresponde a la mitad de la longitud de la

cadena, es decir, el nimero de vértices del arbol.

2. Todas las cadenas inician con un 0 y terminan con un 1,

3. La longitud de la primer secuencia de 1's debe ser menor o igual que la longitud de la

primer secuencia de 0's.
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4. Si el arbol tiene un centro de un vértice, el nimero de 1's es igual al nimero de 0's de

la cadena hasta el término de la cadena.

5. Si el centro del arbol estd compuesto por dos vértices, el nimero de 1’'s es igual al

numero de 0’s en posiciones intermedias de la cadena.

Se analizaron dos métodos para la obtencion del arbol a partir de un certificado valido
dado. Uno de ellos es grafico, lo que dificulta su implementacion en la computadora, por

ello, el segundo método es el que se implement6 para su analisis.

El primer método, llamado “Teorema del Sol Naciente”, obtiene una grafica simulando
unas montafias. Si trazamos estas montafias en el plano se tendrian subidas y bajadas desde
la coordenada (0,0) hasta la coordenada (0, 2n). Los valores de } simulan el “nivel del

3]

mar .

El algoritmo para crear esta grafica es el siguiente:

1. Dibujar un eje, donde el plano de X' son las posiciones de cada uno de los elementos del
certificado y el plano de y son los valores acumulados de la cadena, dependiendo del
valor que se haya leido

2. Iniciar en el punto (0,0)

3. Paraidesde 1 hasta la longitud del certificado (2n)
si certificado[ 7 ] = 0 incrementa en uno el valor de y,

si certificado[ 7 ] = 1 disminuye en uno el valor de y.
4. Unir los puntos de la grafica
Hasta este momento se tiene la grafica de todos los elementos del certificado. Ahora se

procede a obtener el arbol correspondiente. Para y = 0, primer nivel del mar, los inicios de

las montafias chocaran con el nivel del mar dos o tres veces, dependiendo si el nimero de
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vértices que tiene el centro del arbol es uno o dos vértices, respectivamente. Cada una de
las montanas que hay en la grafica corresponden a los vértices del arbol, si son dos o mas
montanas, seran vértices adyacentes. A medida que sube el nivel del mar, las montanas se
van dividiendo en submontafias, estas submontafias corresponden a vértices hijos de la

montafia que las ha generado.
5. Incrementar el valor de y y trazar los vértices de acuerdo a la anterior explicacion.

La figura 3.8, muestra el algoritmo aplicado al arbol de la figura 3.6.

®
Y N

ey

@ e @

0= e ;a

S o= W E @

NN

Figura 3.8 Generacion de un arbol de un centro a partir de un certificado
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La figura 3.9, muestra el algoritmo aplicado al arbol de la figura 3.7

B A
A L

| TR

B

AR

Figura 3.9 Generacion de un arbol de dos centros a partir de un certificado

Y

(5]

Este primer método parece ser bastante sencillo de entender y de utilizar para las personas,
sin embargo, si quisiéramos implementarlo en la computadora, de hecho es lo ideal, seria
un método bastante complejo y tardado. Para solucionar este problema, se disefio el
siguiente método basado en la cadena que se obtiene como certificado y quitando la

explicacion grafica.

El segundo método, crea el arbol en la medida en que se va leyendo la cadena que forma el

certificado. Para este método se sigue el siguiente algoritmo:

I. Verificar cuantos vértices forman el centro del arbol, ya que el método es diferente para

cada uno de los dos casos. Para ello se hace lo siguiente:

2. Repetir desde 1 hasta la longitud de la cadena
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Si cadenal 7 ]=0,
Incrementar nimero de 0's
Si cadena[ i ]=1,

Incrementar niumero de 1's

Si nimero de 0's = nimero de 1's y no se ha llegado a la longitud de la cadena,
entonces el certificado corresponde a un arbol de dos centros.

En caso contrario, es un arbol de un centro.

3. Repetir recursivamente hasta que termine la cadena

Si el arbol tiene un vértice como centro
4. Remover certificado[ / ] y certificado [ » ], estos dos elementos forman un nodo

padre /. Los nodos que se generen en los siguientes pasos son hijos de este nodo.

Si el arbol tiene dos vértices como centro
5. Dividir la cadena en igual numero de 0's que de 1's. Cada una de estas son los
nodos que forman el centro del arbol, por lo que estaran unidas por una arista.
6. Dividir la cadena en igual nimero de 0's que de 1's. Cada una de estas

subcadenas forma un hijo del nodo f.

7. Repetir los pasos 1 al 3 para cada una de las subcadenas.

Por ejemplo, dada la siguiente cadena 001010101011 de longitud 2#=12, por lo tanto el
arbol a obtener tendra 6 vértices. Como el nimero de O's y de 1's es igual hasta que
termina la cadena, el arbol tiene un vértice como centro. El procedimiento se ilustra en la

figura 3.10

En la figura 3.11 se muestra un segundo ejemplo, la cadena es 0010110011, por lo tanto el

arbol a obtener tendra 5 vértices. Como el nimero de 0's y de 1's es igual y la cadena no
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ha terminado de ser leida, el arbol tiene dos vértice como centro. El procedimiento seria el

que muestra la figura 3.11

001010101011‘ 0010110011

—TR l L____ e BRSO .

010101010 1 il

I T RS

Arbol obtenido

Arbol obtenido

Figura 3.10 Otra forma de obtener un Figura 3.11 Otra forma de obtener un
darbol de un centro a partir de un arbol de dos centros a partir de un
certificado certificado

En cada uno de los métodos de conversion de un certificado a su correspondiente arbol, es
necesario verificar cuando la cadena dada como certificado es valida. Para ello se toman en

cuenta las siguientes condiciones de la cadena:

1. Existe el mismo numero de 0’s que de 1's.

2. Inicia con 0 y termina con 1.

3. La longitud de la primera cadena de 1's debe ser menor o igual que la longitud de la
primera cadena de 0's.

4. La longitud del certificado siempre es un namero par.
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Ejemplos de certificados invalidos:

00 No existen 1’s

001 No hay igual nimero de 1's que de O's
1010 No inicia con 0, ni termina con 1
0001111001 Hay tres 0’s y después hay 4 1's

La programacion de la técnica de obtencion de certificados y arboles se explica a

continuacion.

Dado un certificado c, representando el O como 1 y el 1 como -1
¢={1,1,1,-1,1,-1,-1,1,1,-1,-1,-1,1,1,1,-1,-1,1,-1,-1};

se obtienen las sumas de cada uno de esos elementos, posicion por posicion. Este es el paso
que se hace para ir obteniendo los puntos en el "7eorema del Sol Naciente". El 0 indica que

sube y el 1 indica que baja.
s = 0;

Map [If [# = =1, s++, s--;s8] &,c]

{, 2,3, 2,3,2,1,2,3,2,1,0,1,2,3,2,1,2,1,0}

observemos que los elementos de # son mayores a 0. Esto se justifica si es un certificado
valido, si no lo fuera como en el siguiente caso, se obtendrian sumas con valores menores a
cero. Esto indicaria que hay valores por debajo del "nivel del mar", ademas no cumpliria

con las caracteristicas de un certificado valido.
¢=(1,1,1,-1,-1,-1,-1,1,1,-1,-1,-1,1,1,1,-1,-1,1,-1,-1};
s = 0;
h = Map[(If[# == 1, s++, s--]; s) &, c]
3, 2, 3, 2, 2,0, =1, 0, 1,0, -1, =2, =1, 0, 1, 0, -1, 0, =1, =2}

Se obtienen las posiciones en las cuales aparece el elemento 0, este resultado indica cuantos
centros tiene el certificado y en que posiciones. Este cero indica en cuantos vértices se va a
dividir el vértice padre. Posterior a ello se particiona el certificado en uno o dos

subconjuntos si el certificado tiene dos o un centro, respectivamente.
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p = Partition[Flatten[{1l, Position[h, 0]}], 2, 1]
Map [Drop [Rest[Take[c, #11, -11 &, pl

{{1, 12}, {12, 20}}

{{1: 1: "1; 1r -1, -1r 1: L =l -l}r {11 1! 1! _1: _14' 1: =%F ]

La funcion cerf2Tree retne en un moédulo cada una de las funciones anteriores y obtiene el

arbol para dicho certificado.

Clear [cert2Tree]
cert2Tree([{}] := 0
cert2Tree[c ] := Module[{s = 0, h, p},
h = Join[{0}, Map[(If[# == 1, s++, s--]; s) &, cl];

Partition[Flatten[{Position[h, 0]}], 2, 11;

P
cert2Tree/@ Map[Drop[Rest[Take[c, (First[#],Last[#]-1}]],1]&,p]]

Por ejemplo cert2Tree [c]

t = cert2Tree(c]

{{{o, 0}, {0}}, {{0}, O}}

La interpretacion que se le da al resultado es que cada lista que contenga el resultado
corresponde a un vértice, si el 0 esta en una lista quiere decir que es un vértice y un hijo,

pero si es un O sin llaves, entonces es s6lo un vértice, la correspondencia es como sigue:

0 Nodo
{0} Nodo con un hijo
{} Nodo

{0,0, ...} Nodo con n hijos

En el ejemplo, efectivamente se construye el arbol de la figura 3.7

Aplicando el método al grafo de la figura 3.6 se obtiene
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Cert2Tree[c3]
{{{{{o0}, 0}, ({O}}}, {({{O}, O}, O}}}

Ahora se tiene el proceso inverso, dado el arbol se quiere obtener el certificado, esto se

hace a través de la funcion tree2Cert

Clear[tree2Cert, t2C]

tree2Cert[0] := {1, -1}
tree2Cert[{t_}] := Flatten[{1l, tree2Cert([t], -1}]
tree2Cert[{1T_, rT }] := Module[{tl, t2},

tl = tree2Cert(lT];
t2 = tree2Cert[rT];
Flatten[{1l, €1, €2, -1}]]
t2c[t_] := Drop[Rest[tree2Cert[t]], -1]

La funcion free2Cert y la funcion 72C obtienen un certificado a partir del arbol generado

por la funcion cert2Tree
tree2Cert[t]
f1,1,=1,31,=~1,=1})
t2c[t]
{1,-1,1,-1}
c

(1,33, =18 ,~1,=1.1,1,=1,=0,=1,1,;1,;1,~%,=1,1;=1,=1,}

Aplicandolo al certificado c3
t2C[c3]
1, 3, % 24, ~8 <L 1y =8 =200 1 %y =2, 1051, =8 T 3
1, 1,8, =1; %, 1, =1, 3, =&, =1, <1}

Para verificarlo se hace el proceso inverso con la funcion cerz27ree
cert2Tree[{1l, 1, -1, -1}]
{{0}}
t2C [{{0}}]
{1, 1, =3, -1}
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Finalmente para generalizar el método se generan todos los posibles certificados de tamafio

n que cumplan con las caracteristicas dichas anteriormente.

Primero se obtienen todas las combinaciones de 0’'sy 1's
n =4

IntegerDigits[Range[0, 2"-1-2""'],2,n]
{{o, o, 0, 0}, {0, 0, O, 1}, (O, O, 1, O}, (O, O, 1, 1},
{0, 1, 0, 0}, {0, 1, O, 1}, (0, 1, 1, 0}, (0, 1, 1, 1}}

Luego, se seleccionan aquellos que cumplen con las caracteristicas ya descritas

anteriormente.
Table[
{n, s = Select[IntegerDigits[Range([0, 2"-1-2"']1,2,n] /. {0 —-1},
cert2Tree[#] # {}&],Length([s]},{n,2,4,2}]
({2, {{-1, 1}}, 1},
{4, =1, =1, 1, 1F, =1, %2, =1, =%}, =1, 1, =1, 1},
=%, 1, %, =1}, 1=2; 31; 1; 1)¥}; 5})}

Finalmente se obtienen los certificados con las siguientes selecciones
Select[Select[Select[IntegerDigits[Range[0, 2" - 1 - 2" "~ '], 2, n],
First[Reverse[#]] == 1 &] /. {0 -1},
cert2Tree[#] '= {} &], Plus @@ # == 0 &]

{({-1, -1, 1, 1}, (-1, 1, -1, 1}}

Ahora se procede a implementar las funciones para el isomorfismo

Para probar los algoritmos de esta programacion se utilizaran las matrices G/, G2 y G3,

estas matrices representan un grafo cada una de ellas.

(0000000010\ (000110100 0)

0011100000 0010110000

0101010000 0100110000

0118 &4 1100 1000110000 010 1
o1 01010000 1111011000 _ 101 1
Gl = . G2= T

001 1101110 0 A3 A el 1o e 0100

00010107100 1000110000 1100

0001011000 00000100T 1

100001000 1 000000O0T1O00

W 00000O0DOT1 0 0 00000010 0)
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Se utilizaran dos invariantes D/ y D2. Si al aplicar estos dos invariantes a dos o mas grafos
nos devuelve el mismo resultado, entonces los grafos son isomorfos y mas que eso, la
funcion devuelve todos los isomorfismos entre ambos grafos. De tal forma que si hacemos
la prueba de isomorfismo con el mismo grafo se obtendran todos sus automorfismos. Si al

aplicar D1 y D2 los resultados son distintos los grafos no son isomorfos.

D1 es la lista de los grados de los vértices
deg[G_,v_]:= Plus @@ G[[v]]
D1[G_]:= deg [G, #]& /@ Range[Length[G]]

D1[G1]
{10 3f 3! 6! 3! 6! 3! 3! 3! 1}

D1[G2]
{31 3f 3! 3! 6" Gl 3! 3" 1! 1}

D1[G3]
{2, 3, 1, 2}

D2 es una funcion invariante mas sofisticada. Se ejemplifica su descripcion con la matriz
Gl.

Primero se construye una tabla del tamafio », donde » = |V|. Posteriormente se obtienen

Ny(G) para Vv € G, este resultado es almacenado en s/.

sl = Flatten[Position[#, 1]] & /@ G
{49}, (3; 4 Sk, (2, &, 6Y, {2, 3, 5; 6, 7; 8}, (2, &; 6};
{3, 4, 5, 7, 8, 9}, {4, &, 8}, (4, 6, 7}, {1, 6, 10}, {9}}

La siguiente instruccion, s2, obtiene el grado de cada uno de los elementos de N,(G).

s2 = D1[G][[#]] & /@ s1
{13}, 13, 6, 3}, 43, 6; 6}; (3, 3, 3, 6; 3, 3}, {3; 6, 6},
13, 6, 3, 3, 3, 3}, {6, 6, 3}, 16, 6, 3}, &, 6, 1}, {3k}
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53 obtiene la frecuencia de cada uno de los grados de los vértices de N,(G).
s3 = frequencies[#] & /@ s2
{{{1, 3}}, ({2, 3}, (1, 6}}, {{1, 3}, {2, 6}}, {{5, 3},
{1, 6}}, {(1, 3}, {2, 6}}, {{5, 3}, (1, 6}}, {{1, 3},
{2, 6}, {{1, 3}, {2, 6}}, {{2, 1}, {1, 6}}, {{1, 3}}}

s4 contiene los resultados de s3 en forma de lista.

s4 = (Plus @@ (ReplacePart [d, # [[1]], #[[2]] 1& /@ #)) & /@ s3

{{f90, o, 3, 0, 0, 0, 0, 0, O, O}, (O, 0, 2, 0, 0, 1, 0, O, O, 0},
{0, 0, 1, 0, 0, 2, 0, O, O, O}, {O, O, 5, 0, O, 1, O, O, O, O},
0, 0, 1, 9, 0, 2, 0, O, O, 0}, {0, 0, &, 0, Q0; 1, 0; 0, 0, 0},
{0, 0, 1, 0, 0, 2, 0, 0, O, O}, {O, 0O, 1,0,0,2,0, O, O, O},
{2, 0, 0, ¢, 0, 1, 0, 0, 0, O}, (O, 0, 2, O, O, O, O, O, O, 0O})

Ahora se hace la union de los elementos de s4, se ordenan lexicograficamente y a cada uno

de ellos se les asigna un nimero de acuerdo a su orden. A los elementos de s4, se les

sustituye por su correspondiente nimero dado en el ordenamiento. Este Gltimo resultado es

el que se obtiene al aplicar D2 a cada uno de los grafos.

D2 [G1]
{1, 3, 2, 4, 2, 4, 2, 2, 5, 1}

D2[G2]
{3, 2, 2, 2, 4, 4, 2, 5, 1, 1}

D2 [G3]
{2, 3, 1, 2}

Ahora se hace la prueba de isomorfismo, haciendo la comparacion de sus invariantes, en

caso de ser isomorfos se obtienen sus isomorfismos. El codigo que hace esta deteccion es el

siguiente

isomorphisms[Gl_, G2_] :=
Module[{dlGl = D1[Gl], dlG2 = D1[G2], d2Gl, d2G2, A, B,

bijections, ans = {}},

bij[{},z_]1:=(I£f[(#[[z]] & /@ G2) [[z]]==G1, AppendTo[ans,z]]);
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bijl{x_,¥y },z 1:= Map[bij[{y},Append[z,#]]&,Complement[x,z]];
bijections[{A , B }] := bij[Flatten[Position[B, #]] & /@ A, {}1;

If[Union[d1G1l] # Union[d1G2], {},
d2G1 = D2[G1l];
d2G2 = D2[G2];
If[Union[d2Gl] # Union[d2G2], {},
A = Thread[List[d1Gl, d2Gl1]];
B = Thread[List[d1G2, d2G2]];

If [Union[A] # Union[B], {}, bijections[{A, B}]111]1;

ans]

Aplicando esta prueba a los grafos del ejemplo se obtienen los siguientes resultados

isomorphisms [Gl, G2]

({9, 1, 4, 5, 7, 6, 2, 3, 8, 10}, (9, 1, 4, 5, 7, 6, 3, 2, 8, 10},
{9, 1, T, 5, & &, 2, 3,8, 10}, 49, 1,07, 5, 4, 6, 3, 2,8, 10},
§30,: L by BTy 8 2y 3; B 9Y: 430, 1y 4 5 T, 6, 3; 2, 8, 9},
110, 1,07, & oy 6 2, 8, 8, 8k 410, 15 1. &5, 4, 6, 3, 2, 8B, 9%}

Lo cual indica que G/ es Isomorfo a G2 y los que aparecen son todos sus posibles

isomorfismos.
isomorphisms [Gl, G3]
: ()

Es obvio que G3 no sera isomorfo a ninguno de los dos por el simple hecho de que el
invariante "numero de vértices no coincide". Utilizando el mismo método aplicado a G3 se

obtiene
isomosphisms [G3, G3]

{1, 2, 3, 4}, (4, 2, 3, 1}

El resultado obtenido son los automorfismos de (G3, es decir, los isomorfismos de (3 con

G3.
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3.4. Certificado de Grafos
El método comun para obtener el certificado de un grafo es a través de su matriz de
adyacencia. Cada orden posible de las permutaciones de los vértices que forman un arbol

determina una matriz de adyacencia particular.

Una vez definida la matriz de adyacencia, las H(HT_I) entradas sobre la diagonal principal

de la matriz forman un numero binario de tamafo "("'27_1) llamado NumG). Este nimero

se forma listando cada una de esas entradas columna por columna como se muestra en la

figura 3.12
2 5

( 0 0.3 1
3 4 [ 0 0
G= A= P, ] 0 0
13 1 0

0 0 1 1

1 0 0 0 0 1

Figura 3.12 Grafo G, Num, (G;) = {001011100110001}

Es claramente observable que si n es grande Num (G) sera un nimero también muy grande
y dificil de representar en la computadora, por lo tanto Num, (G) es particionado en un

arreglo de varios enteros o se puede representar como una cadena de caracteres.

El mas pequefio numero que puede ser obtenido a través de los diferentes posibles
ordenamientos define un certificado de un grafo. Este nimero pequefio se obtiene por

Cert(G) = min { Num (G) . = € Sym (V)}

Recordando que Sym (V) es el grupo de simetria de los vértices de G y el orden se hace

lexicograficamente.
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Desafortunadamente este certificado es muy dificil de calcular. Tan solo para obtener
Sym (8), es decir las 40,320 posibles permutaciones, se necesitaron 2.69 segundos. Este
problema es semejante a resolver el problema del Cligue Maximo de un grafo, el cual se

sabe que es un problema NP-Completo.

Observamos que la dificultad de este problema se centra en conocer el orden de los vértices
de un grafo que producira un certificado minimo. Para solucionar esto, se hara uso de una
técnica que nos permita obtener un orden minimo de los vértices de un grafo generando

particiones del conjunto de vértices, posteriormente formar la matriz de adyacencia y

obtener Num (G).

Una particion B es una particion discreta si |B[j]| = 1 para todo j, 0 <j < k. B es una

particion unitaria si |B| = 1

Una particion B es particion equitativa con respecto al grafo G = (V, E) si paratodo iy j
\Na(u) N B[j]| = |Na(v) N B[j]|

para todo u, v € B[i], donde
No(u) = {x € V: {u, v} e E}

es el conjunto de vecinos de u en el grafo G

En una particion discreta, cada una de las particiones son de tamaiio 1. En una particion
unitaria, solamente existe una particion. En una particion equitativa, ¥ y v tienen el mismo

conjunto de elementos vecinos, de manera que escoger uno u otro es indistinto.

Supongase que se tiene una particion B equitativa de tamaiio & con respecto al grafo G. Se
define, entonces, una matriz My de orden k x k y sus elementos estarian formados por

Mgli, j] = |Na(v) N B[j]|, donde v € B [i].

Por ser una particion equitativa Mp[i, j] no depende de la eleccion de v en B[i]. Ahora se
obtiene Nump de la misma manera como se obtiene Num . (G) y se obtiene asi el certificado

para el grafo GG. Este método se aplica a la figura 3.13.
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G:=(,E)
0 1 V=10.9.2,3.4,5,67)
(001 010
. 2 0.4 009
G= g 10 148
: : : 4 Lot o
% Mo 10 18
000 0 1
5 4 00100
(1 00 00

Figura 3.13 Grafo GG2

Num G-) =[1011010101000010010011000011]

B es la particion equitativa de G,

B=[{0}, {2, 4}, {5, 6}, {7}, {13}]y

Mp [1, 1] = [N6(0) n {0}| = {1,3, 7} n {0}| =0

My [1, 2] =[N6(0) m {2, 4}| = {1,3,7} n {2,4}|=0
Mg [1, 3] =INa(0) ~ {5, 6}| = {1,3,7} n {5, 6}| =0
Mg [1, 4] = INo(0) ~ {7} = | {1, 3, 7} N (7}| =1

Mg [1, 5] = INa(0) n {1, 3}| =] {1,3, 7} n {1, 3}| =2

(00 0 1 2)

001 0 2
porlotanto M, =(0 1 1 1 0 y Numg = [0011012200]

0200

(1 200 0

_—O e OO e O O

De esta manera se obtiene un certificado mucho mas pequefio. La dificultad en este método

consiste en obtener la particion B. A continuacion se explica este método.
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Una particion B es un refinamiento de la particion ordenada 4 si
I. cada bloque B/i] de B esta contenido en algin bloque 4/j/ de 4

2. siu € Afi;]yv € Afj;] coni, <j,, entonces u € B[iz] yv € B[j>] coni> <j>.

Por ejemplo, B = [{0}, {2, 4}, {5, 6}, {7}, {1,3}] es un refinamiento de A = [{0}, {1, 2, 3,
4,5, 6,7}], pero B'=[{2, 4}, {5, 6}, {0}, {7}, {1, 3}] no es un refinamiento de A, porque

los bloques no estan ordenados con respecto a A.

Si A es una particion ordenada y 7 es algtin bloque de 7', entonces una funcion

Dy V- {0, 1, ...n-1} se define como Dr(v)=|Ng(v)T|

Esta funcion Dy ayudara a refinar la particion ordenada A en una particion ordenada B. El
método a seguir es el siguiente.

A es la particion original

B es la particion que se obtendra a partir de A

S sera una lista que contendra los bloques de B

1" sera el ultimo bloque tomado de §

L sera una lista de los valores de Dy

1. Hacer B=4
2. §=bloques de B
3. Mientras S # @ hacer
3.1 T = Gltimo bloque de S. Remover T de S
3.2 Para cada bloque B[i] en B hacer
3.2.1 Obtener D(v) para cada v € B[i]
3.22 L[h] = {v € B[i]: DT(v) = h}
Si hay mas de un bloque no vacio en L
3.2.3 Reemplazar el bloque B[i] con los bloques en L en el orden de los indices de h,
h=0,1, ..., n-1

3.2.4 Insertar todos los bloques no vacios en L, en orden inverso, al final de la lista S
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Ahora se aplica este método al grafo de la figura 3.13

A=[{0},{1,2,3,4,5,6,7}]
B=[{0}, {1,2,3,4,5,6,7}]
S=[{1,2,3,4,5,6,7}, {0}]
Mientras § # & hacer
r={0}yS=[{1,23,4,5,6,7}]

Para B[1] = {0}
Dr(0) =|{1,3,7} n {0}| =0
L[0] = {0}

Pasos 8 y 9 no se realizan ya que no hay mas de dos bloques no vacios

Para B[2] = {1, 2,3, 4,5, 6,7}

Dr(1)=|{2, 4,0} ~ {0}| =1 D{(5)=1{4, 6,7} ~ {0} =0
Dr(2)=|{1,3,6} n{0}|=0 Dn(6)=1{2,5,7} n {0}| =0
Dr(3)=1{2,4,0} n {0}| =11 Dr(7)=[{0, 5, 6} n {0}| =1
D(4)={1,3,5} n{0}| =0

L[0] = {2, 4, 5, 6} L[1]={1,3,7}

Reemplazar B[2] = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} por B[2] = [{2, 4, 5, 6}, {1, 3, 7}]
S=[{1,2 3,4,5,6, 7). {1,3,7), {24, § 6)]

Como § = @

T={2,4,56},5=[(1,2,3,4,567}, (1,3, T} yB=[{0}, {2, 4, 5,6}, {1,3, 7}]

Para B[1] = {0}
D0)=[{1,3,7} 1 {2,4,5,6)| =0
L[0] = {0}

Pasos 8 y 9 no se realizan ya que no hay mas de dos bloques no vacios
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Para B[2] = {2, 4, 5, 6}
Dr(2)=1{1,3,6} n{2,4,5,6}|=1
D) =1{1,3,5} n {2, 4,5,6}|=1
Dr(5)={4,6,7} " {2,4,5,6}| =2
Dr(6)=1{2,5,7} n {2,4,5,6}|=2
L[1]= {2, 4} L[2] = {5, 6}
Reemplazar B[2] = {2, 4, 5, 6} por B[2] = {2, 4}, { 5, 6}
S$=[{1,2,3,4,5,6,7},{1,3,7}, {5 6}, (2, 4}]

Para B[3] = {1, 3, 7}

D(1)=|{2,4,0} n {2,4,5,6}|=0

D1(3)=1{2,4,0} n {2,4,5,6}|=0

Dr(7)=1{0,5,6} n {2,4,5,6}|]=0

L[0]1={1,3,7}

Pasos 8 y 9 no se realizan ya que no hay mas de dos bloques no vacios
Como § # @

r={2,4},5=[{1,2,3,4,56,7}, {1,3,7}, {5,6})1y B=[{0}, {2, 4}, {5, 6}, {1, 3, 7}]

Para B[1] = {0}
D(0) =|{1, 3,7} n {2,4}|=0
L[0] = {0}

Pasos 8 y 9 no se realizan ya que no hay mas de dos bloques no vacios

Para B[2] = {2, 4}
Di2)=1{1,3,6} N {2,4}|=0
Di4)=1{1,3,5} n{2,4}|=0
L[0] = {2, 4}

Pasos 8 y 9 no se realizan ya que no hay mas de dos bloques no vacios
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Para B[3] = {5, 6}
Di(5)=1{4,6,7} n {2,4}|=1
Di(6)=1{2,5,7} n {2,4}| =1
L[1] = {5, 6}

Pasos 8 y 9 no se realizan ya que no hay mas de dos bloques no vacios

Para B[4] = {1, 3,7}
Di(1)=1{2,4,0} n {2,4}|=2
Dr(3)=1{2,4,0} n {2,4}|=2
D(7)=|{0, 5,6} n{2,4}|=0
L[0] = {7} L[2]={1,3}
Reemplazar B[4] = {1, 3, 7} por B[2] = {7}, {1, 3}
S=[{1,2,3,4,5,6, 7}, {1, 3, 7}, {5, 6}, {1,3}, {7}]

A partir de este momento, la remocion de cada elemento Gltimo de S no produce cambio
alguno en las particiones ya obtenidas, por ello se deja el procedimiento hasta este paso

anterior.

Entonces B = [{0}, {2, 4}, {5, 6}, {7}, {1, 3}], que es la particion con la que obtuvo el
certificado del grafo. Se observa que esta particion no depende de la forma como se dibuje
el grafo, finalmente cada vértice conservara sus vecinos y producira la misma particion,

con esto cumple la propiedad de ser un invariante y un certificado.

Si A empieza con la particion original 4 = [{0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}] el primer refinamiento
obtenido seria B = [{1, 3, 7}, {0, 2, 4, 5, 6}] lo cual no cumple con las condiciones de ser
una particion refinada porque no hay un orden con respecto a 4. Este Gltimo método
obtiene la primera particion basado en el grado de sus vértices para lo cual no se necesitaria
un procedimiento tan largo como el que se explicd. Esta Gltima variacion se analizara al

aplicar el método al grafo de la figura 3.14
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3 Aplicando el procedimiento  visto
anteriormente al grafo Gs; de la figura
3.14 se obtiene la particion
B=[{0}, {1,2}, {3, 4}, {6}, {5}]

Figura 3.14 Grafo G,

Una vez obtenida la particion equitativa y refinada se requiere que sea una particion
discreta, es decir que |B[i]| = 1. Con esto se obtiene el orden de los vértices para formar la
matriz de adyacencia y posteriormente obtener el certificado, como se explico al principio

de esta seccion.

Para obtener la particion discreta se siguen los siguientes pasos sencillos.

Se inicia con una particion equitativa P de vértices ' de un grafo, un bloque P[/] de tamafo
m > 1 debe ser dividida en dos bloques, el primero de tamaiio 1 y el segundo de tamafio
m - 1. Después de hacer la division se aplica el algoritmo para refinar particiones y se repite

este algoritmo hasta que se obtenga una particion discreta.

Para la figura 3.13 se tiene B = [{0}, {2, 4}, {5, 6}, {7}, {1, 3}] donde P[2] = {2, 4},
dividimos esta particion en {2}, {4} y aplicando el algoritmo de refinamiento se obtiene la
particion B = [{0}, {2}, {4}, {5}, {6}, {7}, {1, 3}]. Ahora se tiene P[7] = {Il, 3},
dividimos esta particion en {1} y {3} y aplicando el algoritmo de refinamiento se obtiene la

particion B = [{0}, {2}, {4}, {5}, {6}, {7}, {1}, {3}], la cual es ya una particion discreta.
El orden de los vértices de la particion discreta indica orden en que deben ser acomodados
los vértices para formar la matriz de adyacencia y asi obtener el certificado minimo del

grafo.

En el grafo de la figura 3.13 el orden es n[0, 2, 4, 5,6, 7, 1, 3]
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Num ; (G,) =[0000010101100111110001110000] y
Num, (G>) = [1011010101000010010011000011] se
ve claramente que Num.(G;) es menor en orden

lexicografico.

Este resultado es producto de dividir P[2] = {2, 4} en {2} y {4}, pero que pasaria si se
dividiera en {4} y {2}, entonces se tendria B = [{0}, {4}, {2}, {5}, {6}, {7}, {1, 3}], lo
cual hubiera generado el mismo Num . (G>), lo mismo hubiera pasado con {1, 3}. Esto es
justificable porque las particiones originales son particiones equitativas y en ellas es

indistinto tomar cualquier elemento que pertenece a dicha particion.

Sin embargo, que hubiera pasado con el grafo de la figura 3.14, donde
B=[{0}, {1, 2}, {3, 4}, {6}, {5}] se obtiene el orden x[0, 1, 2, 3, 4, 6, 5]

0\

Num 4 (G3) =[000001010110011011111] y
Num, (G3) = [000001010101111100111] en este ejemplo
Num, (G3) es menor a Num, (G;), entonces no hubiera

sido necesario aplicar el método de refinamiento de

y  particiones para obtener un nuevo orden de los vértices.

Seria mas sencillo ordenar los vértices de acuerdo a su grado, el orden hubiera sido
[0, 1, 2, 3, 4, 6, 5]. Por lo tanto empezar con la particiéon unitaria no es eficiente para el

objetivo que se persigue.
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CAPITULO 4
APLICACION DEL USO
DE CERTIFICADOS A
ARBOLES

4.1. Estructura computacional de arboles

La estructura de arbol constituye una estructura de grafo de gran versatilidad que ha
encontrado una multitud de aplicaciones y se considera entre las estructuras de datos mas
importantes en la ciencia de la computacion. Dentro de la especie arbol se encuentran los

llamados arboles con raiz, los cuales pueden definirse por la gramatica:

Arbol ={} | {raiz, {arbol}}

Aunque es posible etiquetar los nodos de un arbol con datos de cualquier tipo, aun una
mezcla de ellos, por simplicidad utilizaremos enteros positivos exclusivamente en esta
seccion puesto que siempre es posible disefiar una correspondencia biyectiva entre el tipo

de dato que se tenga y esos enteros.

Este capitulo provee del disefio de varias operaciones fundamentales sobre arboles

encaminadas hacia su enumeracion y generacion. Las Gltimas secciones especializaran este

desarrollo a arboles binarios.
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En el desarrollo subsecuente denotaremos por ¢ un arbol genérico, » una raiz genérica y s7'

una lista genérica de subarboles.

La funcion freeQ valida una estructura dada que supuestamente representa un arbol.

:= True
:= And Q@ treeQ /@ (sT}

treeQ[{leaf , {}}]
{sT__}}]

:= False

treeQ[{_,
treeQ[ ]
treeQ(l]

False

treQ[{1,(}}]

True

El siguiente arbol, denominado small7ree, es el primero de tres ejemplos que utilizaremos

para probar todo nuestro desarrollo.

Figura 4.1 SmallTree

Su notacion extendida es:

smallTree = {‘! AL A, 18 148 Uk 185

treeQ[smallTree]

True

{2}, (2, {}}});
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4.2. Notacién Abreviada

La notacion extendida utilizada para describir arboles resulta inadecuada. Con el fin de
clarificar los resultados y acelerar la entrada de datos en algoritmos de procesamiento de
arboles, disefiamos las funciones shortNotation y longNotation, las cuales actuaran
respectivamente como post y preprocesadores de aquellos algoritmos donde la notacion

extendida es ventajosa y que supondremos sera usada internamente de manera exclusiva.

En el ejemplo que sigue a la definicion de la funcion shortNotation ilustraremos la
reduccion de la notacion extendida en el caso de smalllree escribiendo las hojas
simplemente como nameros y eliminando paréntesis externos y sustituyendo los restantes

por paréntesis, formando de esta manera una estructura de cadena.

shortNotation[{leaf , {}}] := ToString[leaf]
shortNotation[{x_, {sT_}}] :=
ToString[r] <>
StringReplace [
ToString[shortNotation /@ {sT}],{"{"=>" (", "}"=>")" " " —>un}j

smallTree

shortNotation[%]

{4, ({1, (}}, {5, ({3, ()}, {6, {(}}}}, {2, {}}}}
4(%.5(3,6}) ,2)%)

Una implementacion directa de las transformaciones que tratan con la conversion de la
notacion extendida, que denominaremos Notacion Larga, de un arbol, involucra el apareo

de varios patrones y que el mecanismo interno de Mathematica facilita.
longNotation[t String] := Module[{u},
u = Map[If[DigitQ[#], ToExpression[#], #] &, Characters[t]];
u=u//, {a___,i Integer, j_Integer, b} - {a, 10 i + j, b};

ToExpression[sN[ToString /@ ul]ll

sN[{xr_,"(",sT__,")"}] := Module[{c = {sT}, i, j =1, u, sons = {}},
Do [
If[(c[[i]] == ",") && balanced[u = Take[c, {j, i - 1}11,
AppendTo[sons, ul]; j =i + 1], {i, Length[c]}];
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AppendTo [sons, Take[c, {j, Length[ec]}]];
{r, sN /@ sons}]

sN[{leaf }] := {leaf, {}}
balanced[s_] := Module[{i = 0},
Map [

If[i < 0, Return|[False],

IE[(H == "(") || (# == "("), i++,
If[(# == ")") || (# =="}"), i--11] &, s];
(i == 0)]

Al ilustrar el uso de la funcion longNotation, introduciremos dos nuevos arboles de prueba
bigTreel y bigTree2;, Su representacion grafica se generara al final de esta seccion.
Tomaremos también la oportunidad de verificar el uso de las notaciones corta y larga sobre

ella.
bigTreel =
longNotation["5(10(8) ,3(11,12(2(13,14(15,16,17,18))),7) ,9(1,6) ,4)"]
shortNotation[%]
{5, ({10, ({8, (}}}}, {3, ({11, ()}, (212, ({2, ({13, ()},
{14, ({15, {}}, {16, {}}, {17, {(}}, (18, {}}}}}}}},
{7, (32}, {9, ({1, {}}, (6, {}}}}, {4, {(}}})

5(10(8), 3(11,12(2(13,14(15,16,17,18))),7),9(1,6) ,4)

bigTree2 =

longNotation|[
"1(5(11,10(18) ,12) ,4(9) ,2(6(13(1%9,20,21))),3(7(14,15),8(16,17)))"]
shortNotation [%]
{1, {45, {411, {1}, {10, f{{18, (}}}}, (12, {})}}, {4, {{9. {}}}},
{2, ({68, {{13, {119, ()}, {20, (}}, {23; ())}h)}}},
3, ({7, ({14, (}}, {15, (}}})}, (8, {116, {}}, {17, {}}}}}}}}

1(5(11,10(18),12) ,4(9),2(6(13(19,20,21))) ,3(7(14,15) ,8(16,17)))
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4.3. Representando Arboles

4.3.1. Pares Ordenados

Una forma de representar arboles es a través del uso de pares ordenados, esto es, utilizando
una relacion sobre el conjunto de nodos. Las siguientes funciones proveen la codificacion y
decodificacion necesarias a partir de esta representacion. Los pares son provistos tales que

(1, J) significa que i es el padre de j

toPairs[{r_, {sT__}}]
Partition[Flatten[{Map[{r,#}&,First/@ sT}], toPairs /@ {(sT}}], 2]
toPairs[_] := {}

toPairs [bigTreel]

{{5, 10}, {5, 3}, {5, 9F, {5, 4}, €10, 8},

13, 31}, 13; 12); 435 Ty, 32y 2%, (2, 23}; 12, 14);
{14, 19}, {14y 16}, (14; 17}, {34, 18F. 19; 1F; {9, 6})})

toPairs [bigTreel]

{{1, 5}, (1, 4}, {1, 2}, {1, 3}, {5, 11}, (5, 10}, {5, 12},

{30, 18}, {4, 9), 12, 6}, 16, 13}, #13; 19}, {13, 20}, 13, 21}, 13,
Ty 435 B): A7, 14}, (7, 15), 48, 16}, (B, 17})}

con el fin de disefiar su funcion inversa que toma un conjunto de pares y se calcula el arbol
correspondiente, necesitamos considerar el problema de calcular la profundidad de un nodo

dado. Este calculo es efectuado por la funcion dep siguiente:

dep(r , {xr_, _}] :=0
dep[r_, {_, sT_}] := 1 + Max[dep[r, #] & /@ sT]

Por ejemplo, para obtener todas las profundidades correspondientes a big7ree! procedemos

como sigue:

shortNotation [bigTreel]

Map[{#, dep[#, bigTreel]} &, Flatten[bigTreel]]
5(10(8), 3(11,12(2(13,14(15,16,17,;18))),7) ;9(1,6) .4)
{185 Ok 410 1)y 485 2}, (8 Uy 42X, j2), {12, 2},
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{2, 3}, {13, 4}, {14, 4}, {15, 5}, {16, 5}, {17, 5},
{18, 5}, {7, 2}, (9, 1}, {1, 2}, {6, 2}, {4, 1}}

En éste ejemplo se puede observar que el nodo 14 es de profundidad 4.

Un poco mas dificil es deducir la profundidad de un nodo dado » cuando se dan los pares
que forman el arbol:

dep2[n_, (a__, {b_, n_}, d__}] := 1 + dep2[b, {a, d}]
depz[_: _] =0

p = toPairs[bigTreel];

Map[{#, dep2[#, pl} &, Flatten[bigTreel]]

{{5, 0}, {10, 1}, (8, 2}, {3, 1}, {11, 2}, {12, 2},
12, 3}, {13, 4}, 114, 4}, {15, &), (16, 5}, {17, 5};
{18, 5}, {7, 2}, {9, 1}, {1, 2}, {6, 2}, {4, 1}}

Donde podemos observar que la raiz es el 5 y sus hijos son los nimeros 10, 3, 9y 4.

Map[{#, dep2([#, toPairs[bigTree2]]} &, Flatten[bigTree2]]
13, 03, 5, X}, {11, 2} 4310, 2); {18.'3) . {32, 2¥; {4; 1},
195 @@, d)= 6 27 413, 3}, A8 &, 120, 41, {21, 4};
i3, 1%, 1%, 23, {14, 3), {15, 3}, {8, 2}, {16, 3}, 117, 3}}

Finalmente, para construir una solucion del problema inverso basada en el uso de patrones,

necesitamos reordenar los pares dados a profundidad de tal forma que el arbol se construya

de las hojas a la raiz. Este procedimiento se denomina goodSort.

goodSort[p ] :=
Sort[p, (dep2[First([#1], pl >= dep2[First([#2], pl) &]
goodSort [toPairs [bigTreel]]
{{14, 15}, {14, 16}, {14, 17}, {14, 18}, {2, 13},
{2, 14y, {12, 2}, {10, 8}, {3, 11}, 3.5 312, 13, 7},
{9, 1}, {9, 6}, {5, 10}, {5, 3}, {5, %), (5, 4})
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goodSort[toPairs [bigTree2]]

{113, 19}, {13, 20}, (13, 21}, {10, 18}, {6, 13}, {7, 14},
§£7, 15}, {8 16}, {8, 17}, {§, X1}, 45, 10}, {5, 12}, 14, 9});
td, &1, 43y WY A3, 8),; A1, 5k Ak 4k, ML, 2F; {(3; 3K

La funcion fromPairs siguiente implementa un proceso de eliminacion-construccion sobre
el cual el arbol se construye. Procedemos a continuacion con la verificacion de las

funciones principales de esta seccion aplicados a nuestros arboles tipicos.

fromPairs[p_J := Module[{g = goodSort[p], t = (}, i, 3},
Map[({i, j} = #;

t=t/, Ha__, 4, t&_J)}, B__} => {a, i, k: 3 1312},
b}, {a__} => {a, {i, {{3, {}}}}}}D) &, ql;

First|
¢t /. (a__, B, ¢}, 4, (e, (£ » (b_, {}}, 9___)},

h } => fa dy {ei {f: {b! c}r 9’”; h}11]

shortNotation[fromPairs[{{1, 2}, {3, 1}}]]
3(1(2))

shortNotation[smallTree]
shortNotation [fromPairs [toPairs[smallTree]]]
4(1,5(3,6),2)

4(1,5(3,6) ,2)

shortNotation [bigTreel]
shortNotation [fromPairs [toPairs [bigTreel]]]

5(10(8) ,3(11,12(2(13,14(15,16,17,18))) ,7) ,5(1,6) ,4)
5(10(8) ,3(11,12(2(13,14(15,16,17,18))),7),9(1,6) ,4)

shortNotation [bigTree2]
shortNotation [fromPairs [toPairs [bigTree2]]]

1(5(11,10(18) ,12) ,4(9) ,2(6(13(19,20,21))),3(7(14,15) ,8(16,17)))
1(5(11,10(18) ,12) ,4(9) ,2(6(13(19,20,21))) ,3(7(14,15) ,8(16,17)))

Algoritmos para el Calculo de Invariantes en Grafos 75



Capitulo 4. Aplicacion del uso de Certificados a Arboles

4.3.2. Matrices

La conversion de una estructura arborescente en una estructura matricial correspondiente a
los pares formando la relacion padre-de necesita ser acompafiada de una referencia
explicita a la raiz. Inversamente, con el fin de recuperar el arbol que dio lugar a una matriz
dada es necesario elegir el nodo que constituira la raiz del arbol requerido. La
representacion matricial no resulta inica tampoco en el orden jerarquico de los subarboles.
La funcion foMatrix construye una matriz simétrica, con ceros en la diagonal principal,
correspondiente a un arbol dado y, al realizar esto, mezcla dichos pares con su pareja
simétricamente opuesta. La funcion fromMatrix dispone de pares innecesarios con el fin de

recobrar el arbol "levantando" la raiz dada.

toMatrix[{r_, sT }] := Module[{p = toPairs[{r, sT}], m, i, 3},
m = DiagonalMatrix[Table[0, {(Length[p] + 1}]1];
Map[({i, j} = #;
M[[i, 3]1] =
M[[3, 111 = 1) &, pl;

{r, m}]

filterPairs[r , p ] := {} /; Cases[p, {xr, _}] == {}
filterPairs[r , p ] := Module[{t = Cases[p, {r, _}], ¢, g},

c = Cases[p, {_, r}l;

q = Complement[p, t, c];

Partition[Flatten[{t, Map[filterPairs[#, q] &, Last /@ t]}],
2]]

fromMatrix[{r_, m_}] := fromPairs[filterPairs[r, Position[m, 1]]]

shortNotation[smallTree]

t = toMatrix[smallTree];

{First[t], Last[t] // MatrixForm}
shortNotation|[fromMatrix[t]]
ListDensityPlot[-Reverse[Last[t]], Frame -> False];
4(1,5(3,6) ,2)

Algoritmos para el Calculo de Invariantes en Grafos 76



Capitulo 4. Aplicacion del uso de Certificados a Arboles

OO OOO
ocooHooOoOo
O OO0 O
s PR e Tl e O T
H O KOO

4(1,2,5(3,6))

Figura 4.2 Matriz correspondiente a smallTree

4.4. Generacion de Arboles

- 2 - - .
De la totalidad de 2" relaciones posibles sobre un conjunto de » elementos, solamente una
pequena fraccion son no-reflexivas (es decir, ningin elemento se relaciona consigo mismo)

n(n-1) n(n—-1)
y simétrica, es decir 2 ? vy de estas, solamente 2 corresponden a relaciones de
n-1

tamano »-1, una propiedad necesaria para todo arbol.

n=6

h

2

n(n-1)
2 2

n(n-1) ]
Binomial —— o s
2

68719476736
32768
3003
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De esas relaciones, es suficiente verificar su conexidad para seleccionar a todos los arboles
posibles. También necesitamos filtrarlos subsecuentemente con el fin de obtener los no-
isomorfos. Podemos eliminar matrices que posean al menos un renglon de ceros,
disminuyendo la cota superior de su numero. Se tiene la siguiente conjetura: una condicion
necesaria y suficiente para que una matriz no-reflexiva-simetrica y que tenga 2(n-1)
entradas positivas sea un arbol es que no posea un renglon nulo. Ya sea cierta o falsa, esta

conjetura nos provee con una cota superior util.

upperDiag[nodes_] :=
nodes (nodes - 1)
Module[{m = y d,
2
edges = nodes - 1},
d = Map[IntegerDigits[#, 2, m] &, Range[2" - 1]];

Select[d, ((Plus\ @@ \ # == edges)\) &]]

symMatrix[d ] := Module[{n, m, i, j, k = 1},

1+./1+8Length[d]
n = 3
2

m = Table[0, {n}, {n}];

Do [
Do[
m[[i,3]] = m[[j,i]] = d[[k]; k =k + 1, {J, i-1}], {i, 2, n)];
m]
allNonReflSym[n ] := symMatrix /@ upperDiag[n]
someZeroRowQ[m ] := Position[(Plus @@ #) & /@ m, 0] # {}

Con el fin de obtener todos los candidatos a arboles no-isomorfos de, digamos, cuatro

nodos, procedemos como sigue:

MatrixForm /@
(u = Select[allNonReflSym[4], Not[someZeroRowQ[#]] &])
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0 0 0 1Y(0 0 0 1Y(0O 0 0 1Y(0O 01 O
0 09 1/]0 0 1 ofl0 0 1 1]/0 0 O 1
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1 11 0J1 01 0){1 1 00JlO 110
(001 1Y(fO 01 0Y(f0 0 1 0Y(0O 0 1 1)
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1 01 of/[1 0 0 Of[1 0 0 1[|1 0 0 O
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v = (fromMatrix[{1, #)}] & /@ u);

shortNotation /@ v

{1(4(2,3)), 1(4(3(2))), 1(4(2(3))), 1(3(4(2))), 1(3,4(2)),
1(3(2,4)), 1(3(2(4))), 1(3(2),4), 1(2(4(3))), 1(2,4(3)),
1(2(3(4))), 1(2(3,4)), 1(2(3).,4), 1(2,3(4)), 1(2(4),3), 1(2,3,4)]}

Podemos extraer de estos ultimos aquellos candidatos finales a arboles no-isomorfos

ignorando sus etiquetas:

shortNotation /@ Union[Map[(# /. _Integer -> 0) &, v]]
{ro(o(0(0))), 0(0(0,0)), O(0,0(0)), 0(O(O),0), 0(0,0,0)}

Entonces, existen exactamente cinco arboles con cuatro vértices. Sin embargo, este
procedimiento es de complejidad exponencial. En la siguiente seccion se aplicara una

estrategia mas rapida encaminada a la enumeracion de arboles no-isomorfos.
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4.5. Caracteristicas Estructurales
En esta seccion proveemos de un nimero de funciones que efectian tareas utiles en arboles,
especificamente el calculo del nimero de nodos, hojas, altura, ancho, reetiquetado,

subarboles y conjunto de grados.

numNodes [t_] := Length[Flatten[t]]
numNodes [smallTree]
leaves[{r_, {}}] := {r}
leaves[{_, {sT__}}] := Flatten[leaves /@ (sT}]
leaves [smallTree]
leaves [bigTreel]
leaves [bigTree2]
height[{_, {}}] :=0
height[{_, sT }] := 1 + Max[height /@ sT]
height[smallTree]
height[bigTreel]
height[bigTree2]
width[{_, {(}}] := 1
width[{_, sT_}] := Plus @@ width /@ sT
width[smallTree]
width [bigTreel]
width [bigTree2]
rename [t ,newLabels ] :=
t /. Thread[ (#1->#2&) [Flatten[t], newLabels]]
6
{1, 3, 6; 2}
{8, 11, 13, 15, 16; 17, 18; 7, 1, 6, 4}
{11, 18, 12, §; 19, 20, 21; 14, 15; 15, 17}
2
5
4
4
11
11

shortNotation[rename[smallTree, {10, 20, 17, 3, 0, 1}1]
10(20,17(3,0) ,1)
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degreesTree[t ] := Module[{p = toPairs[t], 4, i, j},
d = Table[0, {numNodes[t]}]:;
Map[({i, 3} = #;
dbfil]l = 4 1)) + X;
dl[3j1] = dl[3]] + 1) &, pl;
d]

degreesTree [bigTreel]
{1, 3, 4,31, 4; 1, 1, 1, 3; 2, 1; 2, %; 5, %, 1, 1; %}

subTree[t , r ] := t /; First[t] == r
subTree[{ , (}}, _1 := {}
subTree[{_ , sT }, r ] := Flatten[Map[subTree[#, r] &, sT], 1]

shortNotation[bigTreel]

Table[shortNotation[subTree[bigTreel, i]], {i, 18}] // TableForm

5(10(8) ,3(11,12(2(13,14(15,16,17,18))) ,7) ,9(1,6) ,4)

1

2 (13,14(15,16;17,18))

3 (11,12(2(13,14(15,16,17,18))).,7),

4 |
5 (10(8),3(11,12(2(13,14(15,16,17,18))),7) ,9(1,6) ,4)\\>},
6
7
8
8 (1.6)

10 (8)

b £

12 (2(13,14(15,16,17,18)))
i3

14 (15,16,17,18)

16

15

17

i8

Finalmente, tomando la idea del pumping lemma para gramaiticas de contexto libre,

disefiamos la funcion pump que, dado un arbol 7, nodos / y j y un conjunto de etiquetas,

Algoritmos para el Calculo de Invariantes en Grafos 81



Capitulo 4. Aplicacion del uso de Certificados a Arboles

"bombea" (substituye) el subarbol con raiz i con el subarbol con raiz j en el cual las
etiquetas se renombran de acuerdo a este proceso. Esta resulta una forma qtil de "crecer"

arboles gigantes experimentales.
pump[t_, i_, j_, newLabels ] :=
t /. subTree[t, i] -> rename[subTree[t, j], newLabels]
shortNotation[smallTree]
shortNotation[pump[smallTree, 1, 5, {1, 7, 8}]]
shortNotation[pump[smallTree, 6, 5, {6, 7, B}1]
4(1,5(3,6),2)
4(1(7,8),5(3,6) ,2)
4(1,513;6(7,8)),2)

4.6. El Minimo Comiin Ancestro
El minimo comin ancestro (MCA) de un par de nodos dados i, j es aquel subarbol de
un arbol dado que tiene por raiz el nodo comin més cercano a ellos. En otras palabras,

MCALi, j] es el menor subarbol que contiene aiya .

Comenzamos disefiando una version alternativa no-recursiva de la funcion previa sub7ree,

la cual selecciona un subarbol de un arbol dado que posee una raiz especifica.

subTree[t , r ] := Module[{p = First[Position[t, r]], g = t},
((g = gl[#1]) & /@ Droplp, -1];
gl

Table [shortNotation[subTree[smallTree, i]], {i, 6}]
11, 2, 3, 4(1,5(3,6),2), 5(3,6), 6}

utilizando la funcion anterior construimos el procedimiento requerido:

MCA[t_, i_, j_] := Module[{p = toPairs[t], pI, pJ, v = 1},
pI = FixedPointList
p/. ({__, (k_, #), __} >k, {__) ->0} &, il;
pJ = FixedPointList(p /. ({__ ,{k_,#},___} -> k,{___}->0} &, 31;
While[! (MembexQ[pJ, pI[[v]]]), v++];
subTree[t, pI[[v]]]]
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shortNotation [MCA[bigTreel, 7, 1]]
5(10(8) ,3(11,12(2(13,14(15,16,17,18))),7) ,9(1,6) ,4)

shortNotation [MCA[bigTree2, 14, 17]]
3(7(14,15) ,8(16,17))

Uno de las aplicaciones de MCA es en el calculo de la distancia entre dos nodos 7 y j en un

arbol dado:

Clear [distance]

distance[t_, i , j_] := Module[{q = MCA[t, i, 3], r, p, PI, pPJ},

r = First[q];
p = toPairs[q];
pPI = FixedPointList[
el dd__tadmbly L ¥ =20 Btk 8 ) => R, { W]
r}) &, 1];

pJ = FixedPointList][
P /. g Xy #}: | N T | ] '[k_.r #}, I ==k,
{ } => xr} &, jl; Length[pI] + Length[pJd] - 4]

distance [bigTree2, 19, 17]
5

Calculemos la matriz de distancias correspondiente a smallTree:
t = smallTree;
ListDensityPlot[-Reverse[Last[toMatrix[t]]], Frame -> False];
n = Length[Flatten[t]];
d = Table[0, {n}, {n}];

Do [
D[[i,3]] = d4[[3j,i]] = distance[t,i,j], {i,n-1}, {j,i+l,n}];
MatrixForm[d]

ListDensityPlot [-Reverse[d], Frame -> False];
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(0 ‘2 3190 2 3)
2.0 3y 2
3 892 1
12 D 1
2 2 S0
13 3 2720 1.0)

Figura 4.3 Matriz de distancias correspondiente a smallTree

Podemos reconocer el arbol original como la porcion en gris en la figura anterior.
Con la ayuda de la funcién distances podemos calcular los centros (o centro) de un arbol
dado, definido como aquellos nodos que minimizan el maximo de las distancias a todos los

demas nodos.

centerTree[t ] := Module[{d, i, j, n = Length[Flatten[t]]},
d = Table[0, {n}, {n}];
Do [

dli; 311 = d([j;, 1]] = distancelt; i, 31, {i, n - 1},
3 &+ 1, nkl;
d = Max /@ d;
Flatten[Position[d, First([Union[d]]]]]

centerTree [smallTree]
centerTree [bigTreel]

centerTree [bigTreel2]

{4, 5}
{3, 12}
{1, 2}

Notemos la verificacion de la propiedad de que los centros son unicos o adyacentes.
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4.7. Recorrido de Arboles

Presentamos cuatro formas de recorrer arboles. Dos de ellas corresponden al recorrido
tradicional de pre-orden y post-orden. La tercera, denominada naturalOrder, se basa en la
apariencia natural de las hojas presente en la notaciéon (corta o larga) de un arbol
Finalmente, disefiamos la funcion breathOrder, la cual visita los nodos de manera

transversal conforme nos trasladamos a niveles inferiores.

preOrder([r ] :=r
preOrder[{r_, sT }] := Flatten[{r, preOrder /€ sT}]

preOrder[smallTree]

preOrder [bigTreel]

preOrder [bigTree2]

e, 1, 5; 3; 68, 2)

£5; 10, 8, '9; 31y 22, 2, 13; 34, 15; 165 17; 18; 7, 9, 1; 6. 4}

(1, 5, 11, 10, 18, 12, 4, 9, 2, 6, 13, .19, 20, 21, 3, V. 14, 15, B;
16, 17}

postOrder[r ] :=r
postOrder[{r_, sT }] := Flatten[{postOrder /@ 8T, r}]

postOrder[smallTree]

postOrder [bigTreel]

postOrder [bigTree2]

{3, :3; 65 Dy 2; &)

{8, 10, 1), 13,°%5, 16, 17, 18, 34, 2, A2, T, 3, 1, &; 9, 4, 5}

£11. I8, 10, 32, B; 9. 4, 39, 20, 2%, I8, €, 2, 14, 15; 7,136, 17,
g, 3;:%)

naturalOrder[t_] := Flatten|[t]

naturalOrder[smallTree]

naturalOrder [bigTreel]

naturalOrder [bigTree2]

14, 3,8, 3, 6, 2]

{5, 30, 8. 3§, 31, 32, 2, #3340 1850 350 27, 28, T, 9, 1, 6.4}
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{*; 5, 41, 10, 18, 12, 4, 9, 2, &, 13, 19, 20, 21, 3, 7, 14, 1S, 8,
16, 17)

Notemos que este orden coincide con el de preOrder.
breathOrder[t ] := Module[{ans = {}, h},
FixedPoint[(h = Flatten[#, 2];
AppendTo [ans, Select[h, AtomQ]];
Select[h, ListQ]) &, tl;
Flatten[ans]]

breathOrder[smallTree]

breathOrder [bigTreel]

breathOrder [bigTree2]

{4, 1, 5, 2, 3, &)

{5, 10, 3, 9, &; 8B, 11, 12, T, L, 6; 2,013, 14, 15, 16, 17, 18}

{1, 57 &, 2 3 XE; 10, ¥2; S; B, 17 By 18; 13, 34, IS5 bRV, 019
20, 21}

4.8. Dibujo de Arboles
La representacion mas comun de un arbol, preferida sobre la corta o larga, es la grafica. El
proposito de esta seccion sera proveer de una funcion para el dibujo de arboles. Dos

funciones adicionales se presentaran al final de esta seccion.

La funcion auxiliar dr7 siguiente dibuja un arbol dado de tal manera que su raiz se ubica
en el punto (x, y). La funcion principal drawT calcula la representacion gréfica de un arbol.
Sus etiquetas son dibujadas utilizando un color y tamafio especifico. Los nodos se dibujan

como circulos de un color dado y el color de las aristas puede también ser elegido. Una

variedad de ejemplos siguen al codigo.

"Graphics Colors™"

deT[t : {x , sT }, {x , ¥y }] :=
Module[{w = width[t],wSons,n = Length[sT],sons,i,treeGraph = (}},
wSons = width /@ sT;
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sons = Table[{x—g,yml} + {EfngiiilJ + Plus @@ Take[wSons,i-1],0},
{i, n}];
MapThread [AppendTo [treeGraph, {Line[{#1, {(x, y}}], Disk[#1, 0.3],
Text[First([#2], #1]}] &, {sons, sT}];
MapThread[ AppendTo[treeGraph, drT[#2, #1]] &, {sons, sT}]:
Flatten [treeGraph]]
drawT[t_ , {textColor , textSize }, nodesColor , edgesColor_] :=

Module[{ts, d, dL, dD, dT}, ts = $TextStyle;

TextStyle = {FontFamily -> "“Arial", FontSize -> textSize,
FontWeight =-> "“Bold", FontColor -> textColor, Background -> None};
d = drT[t, {0, 0}];

dL = Cases[d, Line[_]];
dD
dT

Cases([d, Disk[_, _11;

Cases|[d, Text[_, _]];
= {{edgesColor, AbsocluteThickness[3], dL},
{nodesColor, dD, Disk[{0, 0}, 0.4]}, {dT, Text[First([t], (0, 0}]}};
Show[Graphics[{d}, AspectRatio -> Automatic],
PlotRegion -> {{0.1, 0.9}, {0.1, 0.9}}1;
$TextStyle = ts;]

drawT [bigTreel, {Cobalt, 9}, Floral, EnglishRed];
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Figura 4.4 bigTreel
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drawT [bigTree2, {VenetianRed, 10}, CyanWhite, Chocolate];

1
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Figura 4.5 bigTree2

4. 9. Forma Normal

El objetivo de esta seccion es generar todos los arboles no-isomorfos de un determinado
nimero de nodos. Para tal fin se buscara un invariante de arboles. Claramente el nimero de
nodos no es un invariante, pero es util para distinguir de manera rapida los arboles no-
isomorfos. Ademas del nimero de nodos, la altura de un arbol no puede ser un invariante,
ya que se podrian encontrar pares de arboles isomorfos y no-isomorfos que tengan el
mismo numero de nodos y la misma altura, por ejemplo, 1(2(3),4) y 1(2,3(4)) 6 1(2(3).4) y
1(2,3,4) respectivamente. Agregando a estos dos ultimos criterios la distincion de anchura,
es posible entonces distinguir el ultimo par pero no el primero. Estas tres cualidades,
aunque utiles para diferenciar una gran cantidad de arboles no-isomorfos no constituyen el

invariante completo que se busca.

Antes de extender la lista de propiedades, se disefiara la funcion /liftUp, la cual se
constituira en un instrumento para la provision de una cuarta propiedad que se pueda
agregar al invariante que se construye. Esta funcion tomara un determinado arbol 7 y un
entero asociado, y levantara el arbol de modo que el nodo correspondiente a la etiqueta
dada por el entero asociado estara ahora en la parte superior de 7, re-arreglandolo

apropiadamente como se ilustra en los siguientes ejemplos:

liftup[{zx_, {(sT__}}, r_1 := {r, (sT}}
liftUp[t_, r_] := Module[{p = toPairs([t], q, i, 3j},
q = FixedPointList([p /. {{ Ak 4}, Y>>k, {__)->0) &, z);

fromPairs[Map[({i, J} = #;
If [MemberQ[q, 31, {3, i}, #]1) & , pll]

Algoritmos para el Calculo de Invariantes en Grafos 88



Capitulo 4. Aplicacion del uso de Certificados a Arboles

drawT[liftUp[smallTree, 3], {Snow, 20}, Indigo, Firebrick];

Figura 4.6 smalllree re-arreglado por el vértice 3

drawT[liftUp[bigTreel, 16], {Cobalt, 9}, Floral, EnglishRed];
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Figura 4.7 bigTreel re-arreglado por el vértice 16

t = bigTreel;
drawT[1liftUp[t,
centerTree[t] [[1]]], {Cobalt, 9},
Floral, EnglishRed];
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Figura 4.8 bigTreel re-arreglado por el vértice central 3

Para controlar la manera en que se lleva a cabo el reacondicionamiento de un arbol, se
disenara enseguida la funcion shake. Acondicionar un arbol significa ordenar sus
subarboles lexicograficamente de acuerdo a su altura, anchura y nimero de nodos, de tal

forma que los subarboles mas grandes se localicen a la izquierda.

shake[{xr_, {}}] := {x, ({}}
shake[{r , {sT_}}] :=
Module[{h = {#, height[#], width[#], numNodes[#]} & /@ ({sT}}, |
{r, shake /@ First /@ Sort[ h, ((#2[[2]] < #1 [[211) ||
((#2[[2]1] == #1[[2]]) && (#2[[31]1 < #1[[311)) || ((#2[[2]] ==
#1[[2]]) && (#2[[3]] == #1[[31]) && (#2[[4]] < #1[[411))) &1}]

Levantar un arbol a partir de cualquiera de sus centros produce arboles que tienen la misma

profundidad (la minima posible) y anchura, como se muestra enseguida:
t = bigTree2;
drawT[f1 = shake[liftUp[t, centerTree[t][[1]]11]1],
{VenetianRed, 10}, CyanWhite, Chocolate];
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Figura 4.9 bigTree2 re-arreglado por el vértice central 1
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t = bigTree2;
drawT[f2 =

shake[liftUp[t, centerTree[t][[2]]]], {VenetianRed, 10},
CyanWhite, Chocolate];

l
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Figura 4.10 bigTree2 re-arreglado por el vértice central 2

Se busca asociar una forma tnica a un arbol de modo tal que dos arboles puedan calificarse
de isomorfos si y solo si tienen la misma forma, la cual se llamara forma normal. La
operacion consistente en levantar un arbol desde cualquiera de sus centros, o centro, y
arreglarlo de acuerdo a la funcion shake conduce a un buen candidato para la forma normal.
Esta forma normal sera una adicion util al invariante buscado en la medida que se

comparen formas normales para distinguir dos arboles dados.

Sin embargo, en el caso de existir dos centros, el problema es como elegir uno de ellos. En
este caso considere la funcion energy (por analogia con la energia potencial de un objeto,
siendo los nodos de un arbol considerados como masas unitarias) de un arbol como la suma

de las distancias de los nodos a la raiz.

energy[t : {r_, _}] := Module[{d, i, n = Length[Flatten[t]]},
d = Table[distance[t, i, r], {i, n}];
Plus @@ d]

energy[longNotation["1(2(3,4))"]]
energy [longNotation["1(2(3) ,4)"1]]
5
4
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energy[£1]
energy[£2]
48
57

asi, elegimos el centro que provee minima energia.

normalForm[t_] := Module[{c = centerTree[t], tl, t2, el, e2},
tl = liftUp[t, c[[1]]];
If [Length[c] == 2,
t2 = liftup[t, c[[2]];
el = energy[tl];
e2 = energy[t2];
If[el > e2, t1 = t2]];
shake[tl]]

drawT [normalForm[bigTreel], {Cobalt, 9}, Floral, EnglishRed];
drawT [normalForm[bigTree2], {VenetianRed, 10}, CyanWhite,

Chocolate] ;

El candidato para conformar la invariancia, por ejemplo, para la forma normal, incluira
todos los criterios anteriores mas la igualdad de la forma normal (incluyendo las etiquetas).
Sin embargo, existe un par de arboles isomorfos que tienen el mismo numero de nodos,
altura, anchura y forma normal diferente, es decir (1(2(3(4,5),6(7),8) y 1(2(3(4),5),6(7(8))).
Se necesita encontrar una propiedad adicional. Para ello se iniciara disefiando las funciones
leftBranch, la cual calcula el conjunto de nodos que comprende la ruta localizada mas a la
izquierda de un determinado arbol y lexicographiQ, que prueba si dos secuencias dadas

estan ordenadas lexicograficamente.

leftBranch[{x_, (}}] := (x}
leftBranch[{r_ , {t_, }}] := Flatten[{r, leftBranch[t]}]
leftBranch[bigTree2]

leftBranch[normalForm[bigTree2]]
lexicographicQ[{}, {}] := True
lexicographicQ[{a_, }, (B, }] := False /; a > b
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lexicographicQ[{a_, o B, __ )] :=True /; a < b
lexicographicQ[{a_, b b}, {e_, d }1 := lexicographicQ[{b}, {d}]

LexicographieQ[{1l, 2, 3, 1}, (1, 2, 2, 1}]

False

lexicographicQ[{2, 2, 2, 1}, {2, 3, 2, 4}]

True

La funcion hull que aparece enseguida selecciona las ramas ubicadas mas a la izquierda de
los dos primeros subarboles de un determinado arbol, los une a la raiz y calcula

lexicograficamente la minima secuencia de grados asociada.

Por ejemplo, los dos primeros subarboles de big7ree2 inician en los nodos 5 y 4, y sus
correspondientes ramas izquierdas son {5, 11} y {4, 9} respectivamente. Siempre se
reservara la primera secuencia, se agregara a la raiz y a la segunda secuencia, dando en este
caso la secuencia total de nodos 11, 5, 1, 4, 9 (para la forma normal de big7ree2 se
obtendria la secuencia 21, 13, 6, 2, 1, 3, 8, 17.) Sus grados correspondientes son 1, 4, 4, 2,
1. Al comparar esta secuencia con su inversa 1, 2, 4, 4, |1 se ve que la Gltima es
lexicograficamente la menor y entonces se puede elegir como la cubierta de big7ree2 (para

la forma normal de higTree2 se obtendria la secuencia de grados 1, 4, 2, 2, 4, 3, 3, 1).

bullit : {= , {{z1 , =aT1 }, {x2 , aT2 }, }}1 :=
Module[{1ll = leftBranch([{rl, sT1l}], 12 =leftBranch[{xr2, sT2}], 1,
d = degreesTree([t], d1, d2},

l = Join[Reverse[ll], {(xr}, 12]:
dl = d[[1]];
d2 = Reverse[dl];

If [lexicographicQ[dl, d2], d1, d2]]

hull [bigTree2]
WY, %, R, &y )

Timing [hull [normalForm[bigTree2]]]
{9:;12 Second,; {1; 3, 3; 4, 2, 2; 4, 1}}
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Timing[hull [normalForm[bigTreel]]]
{5.98 Second, {1, 3, 4, 4, 2, 3, 5, 1}}

4. 10. Generacion de Arboles no isomorfos

Al efectuar la comparacion de formas normales se ignoran las etiquetas de los arboles
resultantes, sin embargo, estos son necesarios para servir de soporte al arbol, por esta razon
adoptaremos una nueva forma de etiquetar arboles que utiliza el orden natural de las

antiguas etiquetas. La funcion skin efectia dicho etiquetado:

skin[t_] := Module[{qg = Characters[shortNotatien[t]], i, j = 1},
Do[
If[q[[i]] == "0",q [[i]] = TeString[j]l; j++], (i, Length[ql}l;
longNotation[StringJoin[ql]]

shortNotation[bigTreel]

shortNotation[skin[bigTreel /. _Integer -> 0]]
5(10(8) ,3(11,12(2(13,14(15,16,17,18))) ,7) ,9(1,6) ,4)
1(2(3),4(5,6(7(8,9(10,11,12,13))),14) ,15(16,17) ,18)

La siguiente funcion grow calcula la familia de todos los arboles que se obtienen podando

una nueva rama (arista) a un arbol dado.
grow[t : {r_, {sT__}}] := Module[{n, v = Flatten[t], trees},
n = Max[v] + 1;
trees =
Map [normalForm[fromPairs [Append[toPairs[liftUp[t,#]1], {(n, #}11]1 &,
vl;

skin /@ Union[trees /. _Integer -> 0]]

shortNotation /@ grow[longNotation["1(2(3),4)"]]
{1(2(3) ,4(5)), 1(2(3),4,5)}

shortNotation /@ grow[longNotation["1(2,3,4)"]]
{1(2(3),4,5), 1(2,3,4,5)}
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Finalmente, la funcion nonlsomorphicTrees obtiene todos los arboles no-isomorfos

posibles de » nodos.
nonlIsomorphicTrees[1] := {{{1, (}}, 1, 1, 0, {1}}}
nonIsomorphicTrees([2] := {{{1, {{2, {}}}}, 1, 2, 1, {1, 1}}}
nonlsomorphicTrees([n_] :=
nonlsomorphicTrees[n] =
Module[{u = First /@ nonIsomorphicTrees[n - 1], v, w, t},
v = Union[Flatten[Map[grow[#] &, ul], 111];
w = Map[{#, width[#], height[#], energy[#], hull[#]} &, v];
wililevls b, ,d,¢,) 9 ,t,90;&,e,¢L],
h } => {a; {b, o, d, &; £}, g; hl]

Se muestra a continuacion tiempos de corrida, los arboles y sus propiedades da hasta 7
nodos como se procesaron en una computadora PC de 200 MHz de velocidad (ver la

sucesion de Sloan nimero 299 correspondiente a arboles no-etiquetados).
Do [

u = Timing[t = nonIsomorphicTrees([n];];

Print["Tiempo de Cémputo: ", First[u]/ (60 Second),
"Minutos. Existen"”, Length[t], " Arboles de ", A, ™ nocdos:™];
Print[Map[Join[{shortNotation[First([#]]}, Rest[#]] &, t] //

MatrixForm], {(n, 3, 10}]

Tiempo de Cémputo: 0.0036666666666666475 Minutos. Existen 1 Arboles
de 3 nodos:

Tiempo de Cémputo: 0.0155 Minutos. Existen 2 Arboles de 4 nodos:

1(2(3),4) 2 2 4 (1,2,2,1)
1(2,3:48) 3 1 & (1,3,1)

Tiempo de Cémputo: 0.0548333 Minutos. Existen 3 Arboles de 5nodos:

1(2(3),41%)) 2 2 6 {1,2,2,2,1})
1(2(3),4,5) 3 2 § {1,2,3,1}
1(2,3,4,5) 4 1 4 {1,4,1}
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Tiempo de Cémputo: 0.1365 Minutos. Existen 6 Arboles de 6 nodos:

(1(2(3(4)),5(6)) 2 3 9 {1,2,2,2,2,1})
1(2(3,4) ,5(6)) 3 2 8 §3.,2:2, 3,1}
1(2(3) ,4(5),6) 3 2 7 §1,2,3,2,%)
1(2(3,4) ,5,6) & 2 7 §31,3,3,;1}
1(2(3) ,4,5,6) 4 2 6 {L,;2,4,1)
1(2,9,4,8.6) 5 1 8 {1,5,1} )

Tiempo de Cémputo: 0.4595 Minutos. Existen 11 Arboles de 7 nodos:

12 {1,2,2,2,2,2,1})
11  {1,2,2:2,31)
100 (41,8:2,5, %
10  {1,2,2,4,1}
9 . $1.2,3.2,8

1(2(3(4)) ,5(6(7))) 2 3
3
2
2
2
330 13:2:2,3:2:2)
2
2
2
2
1

1(2(3(4)) ,5(6,7)) 3
1(2(3,4),5(6,7)) 4
1(2(3,4,5),6(7)) 4
1(2(3) ,4(5),6(7)) 3
1(2(3(4)),5(6),7) 3
1(2(3,4),5(6),7) 4
1(2(3),4(5),6,7) 4
1(2(3,4),5,6,7) 5
1(2(3),4,5,6,7) 5
\ 1(2,3,4,5,6,7) 6

1,2,9,5.:5
(E:2,4,2,1)
{1,3,4,1)
{1,2,5,1}
{1,6,1} )

0O 9 @ @ W

Podemos desplegar todos estos arboles utilizando la funcion draw7 como se muestra a

continuacion:
t = First /@ nonIsomorphicTrees[6];

Map [drawT[#, {White, 10}, Brown, Orange] &, t];

4.11. Arboles Binarios

Los arboles binarios constituyen una de las subfamilias mas importantes de arboles. Dichos
arboles estan caracterizados por la propiedad de que cualquier nodo esta unido a otros dos.
Nuestro proposito en ésta seccion es la generacion de todos los arboles binarios de una
altura dada y que posean un nimero especifico de nodos. Adoptaremos la siguiente
notacion: se utiliza la etiqueta y para denotar una hoja y la etiqueta x para denotar una arista

ausente. Por ejemplo, la notacion {{x,{y,y}},x} representa el arbol de la figura 4.11
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Y (I
U3

5

Figura 4.11 Representacion del arbol {{x,{y.y}}x}

Notemos que no es posible usar la funcion drawl que se presento en la seccion 4.8 debido
a que los arboles binarios estan orientados (es decir, la rama izquierda es distinta de la
derecha e inclusive puede estar ausente). Una representacion grafica mas comun y que sera

utilizada en la Gltima parte de esta tesis es:

Figura 4.12 Otra Representacion del arbol {{x,{yy}}x}

Enumeracion
En esta seccion se obtendra el nimero de arboles binarios, a los cuales nos referiremos de
manera abreviada solamente como arboles. Como fue el caso para los arboles con raiz

generales, adoptaremos un formato simplificado para los arboles binarios:

showTree[{tL_, t&_}] := "(" <> showTree[tL] <> showTree[tR] <> ")"
showTree[x ] := x
show'.[‘ree[{{{"y", nxrr}’ "x“}, "t}

(((yx)x)x)

Con el fin de tener una version extendida de la funcion QOufer que sera de utilidad
posteriormente y que manipule listas de listas se disefiara a continuacion la funcion

myQuter:

myOuter[listl , list2 ] := Flatten[Outer[List, listl, 1list2, 1], 1]
myOuter[{1, 3, 2, 4}, {3, 4, 1}]
{{1, 3}, {1, 4}, {1, 1}, {3, 3}, {3, 4}, {3, 1},
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{2, 3}, {2, 4}, {2, 1}, {4, 3}, (4, 4}, {4, 1}}

myOuter([{{1, 2}, (3, 1}}, {{1, 3}, {1, 2}}]
({41, 2}, {1, 3}}, ({1, 2}, (1, 2}}, ({3, 1},
{1, 34}, ({3, 1}, (1, 2}}}

Dada una altura (profundidad) 4, la funcion ij genera todos los pares de enteros positivos

(i, j) tales que max(i, j) =d.

ijld_] := Append[Flatten[Table[{{i, d}, {d, il}},
{i, 0, d - 1}1, 11, {4, d}]

i3 (5]

119; 5); 15, 6k &3, 5k, 15; 1}, 12 5},

{5, 2}, {3, 5}, (5, 3}, {4, 5}, {5, 4}, {5, 5}}

Todos los arboles de una altura dada y nimeros de nodos especifico se pueden obtener

utilizando la funcion binaryTrees:

binaryTrees[0, 1] := {"y"}
binaryTrees[0, _]1 := {}
binaryTrees[dep , nodes ] :=
binaryTrees[dep, nodes] =
Module[{t, d = dep - 1, n = nodes - 1, casel, case2,
case3 = {}, tih, tjk,h, u, v},
t = binaryTrees([d, n];
casel = ({#, "x"} &) /@
casez = ({"x", #)} &) /@
Map[ ({u, v} = #;
Dol
tih

o o

binaryTrees[u, h];
tjk = binaryTrees[v, n - h];
AppendTo [case3, myOuter[tih, tjk]]l, {(h, n - 1}]) &, 3[d1];

Join[casel, case2, Flatten[case3, 1]]]

showTree /@ binaryTrees([2, 3]
{((yx)x) , ((xy)x), (x(yx)), (x(xy))]}
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Para obtener, por ejemplo, todos los arboles de altura 2, procedemos como sigue. Notemos
que el naimero de nodos de un arbol es igual al nimero de x's mas el doble del nimero de

¥'s menos uno.

Do[Print[n, "\t", b = binaryTrees[2, n]; showTree /@ b, Length[bl],

{n, 7}1
1 {} 0
2 {} 0
| 3 {((yx)x), ((xy)x), (x(yx)), (x(xy))} 1
‘ 4 {((yy)x), (x(yy)), (y(yx)), (yixy)), ((yx)y), ((xy)y)} 6
5 {(y(yy)), ((yym)y), ((yx)(yx)), (yx) (xy)),
‘ ((xy) (yx)), ((xy)(xy))} 6
6 { Clyx) (yy)) . ((xy) (yy)), ((yy) (yx)), ((yy) (xy))} 4
7 { ((yy) (y¥)) } 1

La distribucion correspondiente a los 651 arboles de altura 3 se obtiene como se muestra a
continuacion. En ella es posible leer, por ejemplo, que existen 20 de tales arboles de S

nodos.

Table [Length [binaryTrees[3, n]], {n, 2* - 1}]

Plus @@ %
{0, o, 0, 8, 20, 40, 68, 94, 114, 116, 94, 60, 28, 8, 1}
651

Con la ayuda de la funciéon ij, la funcion n7 calcula el nimero de arboles de una

profundidad dada:

nT[0] :=1
nT[dep ] :=
nT[dep] =
2 nT[dep-1] + Plus @@ (nT[First[#]] nT[Last[#]] &) /@ ij[dep-1]
Table[nT[d], {(d, 0, 6}]
{1, 3, 21, 651, 457653, 210065930571, 4412788B7745696109598901}
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La sucesion anterior se reporta en el libro de Sloane como la nimero 1251 correspondiente

a una "Recurrencia no-lineal".

Consideremos ahora que dos arboles dados son isomorfos si uno puede ser obtenido del
otro rotando (transponiendo) algunas de sus ramas. La funcion n7red cuenta cuantas de

ellas que posean una profundidad dada son no-isomorfas.

nTRed[0] := 1
nTRed[dep ] :=
nTRed [dep] =
dep-2 1
nTRed[dep - 1]\ (2+ :iED nTRad[i]+:—!{nTRed[dep—1]—1)J
Table[nTRed[d], {d, 0, 6}]
{1, 2, 7, 56, 2212, 2595782, 3374959180831}

La anterior corresponde a la secuencia 718 en el libro de Sloane.
A partir del anterior desarrollo es posible ahora obtener la distribucion de los arboles no-

isomorfos de una altura y nimero de nodos especificos. El siguiente ejemplo muestra

aquellas distribuciones de a lo mas altura 4.

nTRed[0, 1] := 1
nTRed[0, ] :=0
nTRed[_, 1] := 0

nTRed[dep , nodes_] :=
nTRed [dep, nodes] =
Module[{d = dep - 1, n = nodes - 1, s1, s2, s3, i, h},

sl = nTRed[d, n];
d-1ln-1

s2 = Y Y nTRed[i,h] nTRed[d,n-h];
i=0h=1

1({n-1
83 = —(hzlnmed[d,h] nmed[d,n-h]+1f[0dd‘2[n],U,HTRﬁd[d:g]]}
2 =

sl + s2 + s3]
u = Table[nTRed[d, i], (d, 4}, {i, 2°** - 1}1;
DofPrint[d, » ", wiidll, * ", Pilos @R ulfdl]l]., {4, 4}]
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1 e, 1,37 2
2 e 9.3, 2, 2, 14,1} 7
3 0,8, 5, 5,0, B, 80 T, & 3,1, 1) B¢
4 {9, 9,0, 0, 1, 4, 5, 17,29, 48, &6, 89, 116,
142, 171, 187, 205, 202, 201, 177, 158, 123,
89, 66, 47, 26, 17; 7, 4, 1; 1) 2212
Generacion

En ésta seccion se realizara la generacion de todos los arboles enumerados en la seccion

anterior. Primeramente se especializara la funcion Quter.

myOuter2 [singleList ]:=Union[Sort /@myOuter[singleList,singleList]]

myOuter2[{1, 2, 3}]

{(1, 1), {1, 2), {1, 3}, {2, 2}, {2, 3}, (3, 3}}
myOuter2[{{1, 2}, {3, 1}}]

{{{1, 2}, {1, 2}}, {41, 2}, {3, 1}}, {{3, 1}, {3, 1}}}

De manera similar al caso de la enumeracion de arboles no-isomorfos, se presentan tres

casos en el caso de su generacion. La funcion binTreesRed prepara el computo utilizando

las funciones desarrolladas previamente.

Clear[binTreesRed]
binTreesRed[dep , nodes_] := {} /; Not[dep < nodes < Clmc il
binTreesRed[0, 1] = {"y"};
binTreesRed[dep , nodes ] :=
binTreesRed[dep, nodes] =
Module[{casel, case2 = case3 = cased = {}, i, h, ih, tih,
tother, lim},
casel = Map[{#, "x") &, binTreesRed[dep - 1, nodes - 1]];
ih = myOuter[Range[0, dep - 2], Range[nodes - 2]];
ih =
Select[ih, (Max[First[#], nodes - 2%P - 1] < Last[#] <
Min[nodes - dep, 2=t *1]) gj;
Map[({i, h} = #;
tih = binTreesRed[i, h];
tOther = binTreesRed[dep - 1, nodes - 1 - h];
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AppendTo [case2, myOuter[tih, tOther]]) &, ih];

case2 = Flatten[case2, 1];

i noclas—l;
2
If[0ddQ[nodes], lim = lim - 1];
ih = myOuter[{dep - 1}, Range[lim]];
ih = Select[ih, (Max[dep - 1, nodes - 2%P - 1] < Last[#] <
Min[nodes - dep, 2%"]) &];
Map[({i, h} = #;
tih = binTreesRed[i, h];

tOther = binTreesRed[dep - 1, nodes - 1 - h];
AppendTo [case3, myOuter([tih, tOther]]) &, ih];
case3 = Flatten[case3, 1];
If[0ddQ[nodes], tih = binTreesRed|[dep - 1, lim + 1];
AppendTo[ cased, myOuter2[tih]];
cased = Flatten[cased, 1]];

Join[casel, case2, case3, cased]]

Por ejemplo, para obtener todos los arboles diferentes de altura 1 y que posean a lo mas 4

nodos:

Table [showTree /@ binTreesRed[1l, n], {n, 4}]
{{}, {((yx)}, {(yx¥)}, {}}

y para obtener todos los arboles diferentes de 5 nodos y altura 3:

showTree /@ binTreesRed[3, 5]
{((yy)x)x), ((y(yx))x), (y((yx)x))}

La distribucion completa de los arboles no-isomorfos de altura 2 se obtiene como se

muestra a continuacion:
h=2;
Do[Print[n, “\t”, bt = binTreesRed[h, n]; showTree /@ bt, “\t”,
Length[bt]], {n, h + 1, 2"*1 - 1}]
3 { ({yx)x) } 1
4 {((yy)x), (y(yx))} 2
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5 {(y(yy)), ((yx) (yx))} 2
6 { ((yx) (yv¥))} 1
7 { ((yvy) (y¥)) } 1

La longitud de binTreesRed[h, n] es positiva solamente en el rango h <n < 2" Solamente

hay un tnico arbol reducido cuando n € {A+1, 2""'-1}.

Representacion Grdfica 1

Mostraremos a continuacion la primera de dos formas diferentes de dibujar arboles

binarios. Dada una lista de lineas y un punto v, la funcion addLines traslada todas las lineas

una cantidad v como se muestra en el ejemplo.

addLines[li_, v_] := Module[{u = 1i /. Line[l ] -> 1, h},
(Line[#] &) /@ ((h = #; (# + v & /€ h) & /@ u]

addLines[{Line[{{1, 2}, (3, 4}}], Line[{{0O, O}, {0, 1},
{=1, =1})1}), 11, 2}]

{Line[{{2, 4}, {4, 6}}], Line[{{1, 2}, {1, 3}, {0, 1}}]1}

La siguiente funcion freeShape calcula una version ortogonal de la representacion grafica

de un arbol:

treeShape["x"] := (1, 1, 0, {}}
treeShape["y"] := {1, 1, 0, {Line[{{1, 0}, {1, 1}}]1}}
treesShape[{tL_, tR }] :=
Module[{h, a, b, L, k, ¢, 4, R, ahk, hp, ap, bp, ans,
delta = 1},
{h, a, b, L} = treeShape[tL];
{k, ¢, 4, R} = treeShape[tR];
ahk = If[h >k, 0, Abs[h - k]];
hp = Max[h, k] + 1;
(c+d) (delta(a+b+c+d)-a-d
€ a+b+ec+d §

ap = a

bp = delta(a + b + ¢ + d) - ap;
ans = addLines[L, {0, ahk}]:
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AppendTo[ans, {Line[{{a, h + ahk}, {ap + bp - d, h + ahk}}],
Line[{{ap, h + ahk}, {ap, h + ahk+1}}1}]1:

AppendTo [ans, addLines[R, {ap + bp - ¢ - d, h + ahk - k}]];

{hp, ap, bp, Flatten[ans]}]

drawAllTrees[t_] :=

Module[{u = Last[treeShape[t]]},

Show[Graphics[u] , AspectRatio -> Automatic]]

draWTree[{{{"Y", 1lxll}‘ I|xll }' ||x!|}j »

&

-
|
Figura 4.13 representacion grdfica del arbol {{{y, x},x},x}

Utilizando lo anterior es posible generar un arreglo de graficas que contenga todos los

diferentes arboles de una altura dada.

drawAllTrees[trees_, nColumns ] :=
Module[{u, n = Length[trees]},
u = (Graphics[Last[treeShape[#]1]] &)\) /@ trees;
u = Join[u, Table[Graphics[Point[{0, 0}]1],

n
{nColumns Ceiling[—— ] - n}l]l;
nColumns

Show[GraphicsArray[Partition[u, nColumns]],
AspectRatio -> Automatic]]
t = Flatten[Table[binaryTrees[2, n], {n, 3, 2° - 1}], 1];
drawAllTrees[t, 5];
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Figura 4.14 Todos los arboles de altura 5

Representacion Grdfica 2
Una representacion grafica alternativa es aquella que utiliza lineas oblicuas para conectar
nodos. Dicha representacion es provista por la siguiente funcion freeShape? y es utilizada

para generar el arreglo grafico correspondiente en la funcion drawAllTrees2.

treeShape2["x"] := {1, 1, 0, {}}
treeShape2["y"] := {1, 1, 0, {Line[{{1, O}, {1, 1}}1}}
treeShape2[{tL_, tR_}] :=
Module[{h, a, b, L, k, ¢, d, R, ahk, hp, ap, bp, ans,
delta = 1},
{h, a, b, L} = treeShape2[tL];
{k, ¢, d, R} = treeShape2[tR];
ahk = If[h > %k, 0, ¥ - h];

hp = Max[h, k] + 1;
(c+d) (deltala+b+c+d)—-a-d
ap = a+ — H
a+b+ec+d
bp = delta(a + b + ¢ + d) - ap;

ans = addLines[L, {0, ahk}];
AppendTo[ans, {Line[{{a, h + ahk}, {ap, h + ahk + 1},
{ap + bp - d, h + ahk}}]}];
AppendTo [ans, addLines[R, {ap + bp - ¢ - d, h + ahk - k}]];
{hp, ap, bp, Flatten[ans]}]
drawAllTrees2[trees , nColumns ] :=
Module[{u, n = Length[trees]},
u = (Graphics[Last[treeShape2([#]]] &)\) /@ trees;
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u = Join[u, Table[Graphics[Point[{0, 0}]1],

{nColumns Ceiling|[ #] - n}l11;
nColumns

Show [GraphicsArray[Partition[u, nColumns]],
AspectRatio -> Automatic]]

A continuacion mostramos el nimero de arboles no-isomorfos de profundidad 1, 2 y 3.
Notemos que para realizar la generacion de arboles no-isomorfos de profundidad d,
generamos los casos de profundidad d-1, 4-2, ..., 1 de manera recursiva y debido al uso de

la funcion binTreesRed que almacena los valores que ha encontrado.

d=1;
t = Flatten[Table[binTreesRed[d, n], (n, d+1, 2*** - 1}],1];
drawAllTrees2[t, 5];

Length[t]

o e

Figura 4.15 Todos los darboles no-isomorfos de profundidad 1

d= 2;
t = Flatten[Table [binTreesRed[d, n], {n, d+1, 2¢*' - 1}1,1];
drawAllTrees2[t, 5];

Length[t]

SN R
AN

Figura 4.16 Todos los darboles no-isomorfos de profundidad 2
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d=3;
t = Flatten[Table[binTreesRed([d, n], {n, d+1, 2*** - 1}],1];
drawAllTrees2[t, 5];

Length[t]

56

22332995997
DDDI9IIIP N
DD DIIDPV)
9223939999
22233399 59P)

Figura 4.17 Todos los arboles no-isomorfos de profundidad
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CONCLUSION

Dentro de las abstracciones matematicas y computacionales la estructura de grafo y sus
algoritmos han tenido una amplia utilizacion en la solucion de problemas. Los grafos son
herramientas poderosas para crear modelos matematicos de una gran complejidad y
variedad de situaciones; por lo que la teoria de grafos ha sido vital para analizar y resolver

problemas en areas tan diversas.

El problema de isomorfismo de grafos es un problema algoritmico fundamental que
involucra célculos combinatorios de alto nivel. A pesar de los enormes esfuerzos invertidos
en solucionar este problema, no se ha podido dar una solucion computacionalmente
factible. Se considera un algoritmo de complejidad entre P y NP-Completo, pero no se sabe

con precision cual es la complejidad de dicho algoritmo.

Las primeras investigaciones orientadas a solucionar el problema, realizaban pruebas
exhaustivas a cada uno de los grafos posiblemente isomorfos, y se encontro que los grafos
tenian propiedades totalmente independientes de la forma como se dibuja el grafo, a esta
propiedad se le llamo invariante. El estudio de invariantes contribuyo6 significativamente en
la deteccion de isomorfismo en grafos ya que cuando esos invariantes son iguales en ambos
grafos, es posible que haya isomorfismo. Sin embargo, hay grafos con los mismos
invariantes y no son isomorfos. Por ello, se busco una cantidad adecuada de invariantes y se
aplicaron a cada uno de los grafos. En este sentido surge el concepto de Certificado, que es
una propiedad unica de los grafos independientemente de la forma como es dibujado el

grafo.
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La teoria de grupos puede verse como un estudio algebraico de la simetria. Si se conoce la
simetria que dos grafos poseen, entonces se puede decir si son o no isomorfos. De ahi la

importancia de estudiar la teoria de grupos y sus algoritmos.

Los algoritmos para el calculo de invariantes permite eliminar estructuras isomorfas de toda
una familia de ellas. Estas pruebas han significado un ahorro de tiempo y esfuerzo en las
aplicaciones donde es utilizada esta metodologia. Entre las aplicaciones potenciales
podemos mencionar la eliminacion de trabajo redundante, ya que dada una coleccion de
grafos y operaciones a realizar sobre esos grafos, disminuimos trabajo si antes de aplicar las
operaciones eliminamos aquellos grafos que son isomorfos, esto es aplicable en pruebas de
planaridad, por ejemplo. Otra aplicacion, es la identificacién de simetrias, las cuales se
pueden obtener encontrando el conjunto de automorfismos de un grafo. Representando las

estructuras quimicas con grafos, se pueden identificar isémeros.

La investigacion bibliografica del problema de isomorfismo de grafos, unicamente
proporciona informacion tedrica, pero la gran mayoria de estas fuentes de informacion no
presenta algoritmos practicos para poder hacer las pruebas directamente a los grafos. Por
ello se recurri6 a disefiar posibles soluciones y concluir con una aplicacion que nos permita
darle una solucion a este problema. El método para detectar isomorfismo a través del uso
de certificados fue un método grafico, bastante dificil de programar en la computadora. Por

ello se recurrié a un método propio y factible de programas.

La aportacion personal de este trabajo de investigacion es el contenido tematico ya que se
hizo una investigacion y un profundo analisis de los algoritmos hasta contar con su dominio
y su implementacion. El uso de Mathematica para las pruebas de los algoritmos

implementados ayudo significativamente al logro del objetivo planteado.

Como productos generados de este trabajo de investigacion, se presentd el articulo
"Técnicas de Programacion Funcional en la Enumeracion y generacion de Grafos no-
isomorfos”. En este trabajo se mostraron algunos de los resultados analizados en la

aplicacion programada en lenguaje Mathematica. Los certificados de arboles programados
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en lenguaje Mathematica, constituyen una herramienta fundamental y util en el estudio de
teoria de arboles. Precisamente, esta aplicacion fue la parte mas interesante del desarrollo

de este trabajo, justificado por el hecho de usar técnicas de programacion funcional.

El estudio de invariantes y certificados va mas alla de lo que aborda este trabajo de
investigacion. Durante el desarrollo de este trabajo surgen nuevas ideas e inquietudes y con
ello se amplia el panorama que se adquiere en estudios de licenciatura. Ademas se
incrementa la capacidad de investigacion y analisis necesarias para el logro de estudios
superiores. El trabajo futuro de esta tesis es la implementacion grafica de los algoritmos,
por ejemplo el algoritmo del "Sol Naciente", y extender el trabajo hacia invariantes de
grupos e invariantes partiendo de automorfismos. Un tema mas que se puede profundizar
teniendo los conocimientos adquiridos en este trabajo de investigacion, es el estudio de las
aplicaciones de los nimeros de Catalan, que es donde se fundamenta el algoritmo de "Sol

Naciente".
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TECNICAS DE PROGRAMACION FUNCIONAL EN LA
ENUMERACION Y GENERACION DE GRAFOS NO-ISOMORFOS

Jaime Rangel Mondragon
Ma. Elena Vazquez Huerta

Universidad Auténoma de Querétaro
Facultad de Informatica
Division de Estudios de Posgrado

Resumen.

Se propone una implementacién utilizando el paradigma funcional en el lenguaje Mathematica' de las
funciones generadoras que permiten enumerar la totalidad de los grafos conexos no-isomorfos de un orden
dado. Se describe también la generacion explicita de estas estructuras a partir de un mecanismo de recursion
doble. -

Abstract

An implementation following the functional paradigm is proposed using the language Mathematica' of the
generating functions that enumerate the whole set of non-isomorphic connected graphs of a given order. The
explicit generation of these structures is also given following a doubly recursive mechanism.

Palabras clave
Grafos conexos. Programacion funcional. Isomorfismo.

1.- Introduccion

El presente trabajo tiene como objetivo la aplicacién original de técnicas de programacion funcional
en la implementacién de algoritmos de enumeracion y generacion de la totalidad de grafos no-isomorfos
conteniendo un namero especifico de vértices. Con este fin se ha adoptado el lenguaje de programacion
Mathematica [15] como vehiculo ideal para este tipo de aplicaciones debido a la facilidad con la que
descripciones matematicas complejas son traducidas a cédigo inteligible por medio de la manipulacion de
estructuras computacionales de alto nivel [7, 8]. Aunque la metodologia funcional no es de reciente invencion
[1], dicho paradigma ha tenido una extraordinaria difusion con el avance creciente en la velocidad de las
computadoras v las recientes implementaciones de lenguajes de programacion avanzados enfocados a
problemas de computo cientifico, en los que su habilidad de manipulacién algebraica y simbolica resulta
fundamental para la construccion rapida de prototipos [6, 13].

A lo largo de este articulo supondremos que todos los grafos a considerar son no-dirigidos y simples,
es decir, tales que no poseen aristas maltiples ni bucles. Dichos grafos pueden ser descritos por su matriz de
adyacencia, una matriz simétrica de tamaiio igual al nimero de vértices v que el grafo posee y cuya entrada i-j
es igual a la unidad si los vértices iy j son adyacentes e igual a cero si no lo son. De esta manera, la cantidad
de elementos positivos resulta coincidir con el namero de aristas e siendo los elementos de la diagonal nulos.
El niimero de tales matrices corresponden al nimero de relaciones simétricas e irreflexivas sobre v objetos;

v
este numero es igual a [-)J , una cantidad de rapido crecimiento; por ejemplo, para v=6, y para e variando

e
desde 0 hasta 15, dichos niimeros son iguales a 1, 15, 105, 455, 1365, 3003, 5005, 6435, 6435, 5005, 3003,
1365, 455, 105, 15, 1, abarcando un total de 32768 posibles grafos de solo 6 vértices (la simetria en este tipo
de listas es debida a la correspondencia uno-a-uno entre los grafos de v vértices y e aristas y sus grafos

' Mathematica es una marca registrada de Wolfram Research Inc.
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v
complementarios de v vértices y (2} -¢ aristas). Los casos extremos corresponden al grafo vacio y al grafo

completo. Para v=10 el total aumenta a 35184372088832, lo que descarta la idea de una enumeracién
exhaustiva de estos grafos con el fin de seleccionar a los no-isomorfos.

2.- Enumeracion

Un resultado clasico de Harary (conocido pero no publicado por Polya) [4] es la derivacion de una
funcion generadora para la enumeracion de grafos utilizando el indice de ciclo para S,. Por medio de la teoria
de la enumeracion de Polya podemos calcular el nimero de grafos no-isomorfos sin recurrir a su generacion
explicita. El proposito de esta seccion es ilustrar la programacion funcional del resultado reportado en [3].

Como antecedente a la formula general, la siguiente funcion lambdas calcula todas las soluciones
de la ecuacién diofantica A, +2A, ++--nA, =n, donde todas las variables toman valores enteros no-
negativos.

lambdas([n_] := lambdas[n, n]

lambdas(1l, n_] := {{n}}
lambdas[m_, n_] :=Module[{i},

Flatten [Table[Append[#, i] & /@ lambdas[m-1, n-mi], {1, O, [flj}], 1]]
m
Por gjemplo, la activacion lambdas [ 6] genera el conjunto solucion;
{{stototo'ofoit{‘! , Jo}'{ziz'ofofo' o}' {0‘3, ol’o' nlo}a

1,0,.9,0
{3,0,1,0,0,0},¢1,1,1,0,0,0}, {0,0,2,0,0,0}, {2,0,0,1, 0, 0},
{,1,0,1,0,03,¢,0,0,0,1,0}, {0,0,0,0,0, 1}}

' ’

’ . r

La primera de dichas definiciones utiliza el fendmeno de polimorfismo [5, 8] para subordinar el computo a
una funcién auxiliar bidimensional. Dicha funcién instancia la ultima incégnita y obtiene recursivamente el
resto de la lista solucion final. El mimero de soluciones de dicha ecuacioén diofintica toma como primeros
valores los nimeros 1, 2. 3, 5, 7, 11, 15, 22, 30, 42, 56, 77, 101, que constituyen ¢l nimero de particiones de
n.

Definamos ahora las variables indexadas w y X, donde u es uno de los vectores soluciéon de lambdas
mencionados anteriormente, asi como la funcién numGraphs que calcula el nimero total de grafos no-
isomorfos que poseen v vértices y e aristas y la funciéon al1Di ffGraphs que comprende dicha totalidad

para grafos de v vértices.
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wyg :=1l+x

Aq_=ufi]
numGraphs[v_, e_] :=Modu1=[{i, o e A

Coefficient [Plus ee l-lap[[u =#;

3 (wv-1) /2 vi2 =

TS wzm“zm] [T Cwswast=)2e [ﬂw;““‘"”"“v’l
[MaiM gl { 5 £t ia

v-2 v-1

H 1_[ "Lm[q,rj“""‘m“‘:‘] &, lambdas[v] ] i e]]

g=1 r=q+l

Binomial [v,2]
allpiffGraphs([v_] := Z numGraphs [v, e]

esl

Los siguientes activaciones ilustran el crecimiento de dichas funciones.

Table [numGraphs[v, e], {v, 5}, {e, 0, Binomial[v, 2]}] // TableForm

1

1 1

1 1 1 7 g

1 1 2 3 2 1 1

1 1 2 - 6 5 6 B 2 1 1

Table[allDiffGraphs([v], {v, 10}]

{1, 2,4, 11, 34, 156, 1044, 12346, 274668, 12005168}

(ver sec. M1253 en [11] y notemos el hecho de que Harary reporté erroneamente el valor 12344 en lugar de
12346). Si consideramos la enumeracion de solo aquellos grafos que posean v-1 aristas se tiene:

Table [numGraphs [v, v=-1], {v, 10}]
1,1, 1,3,6,15, 41, 115, 345, 1103}

El valor 15 anterior corresponderia al valor 6 en el caso de la enumeracion de drboles; la diferencia reside en
nuestra inclusion de grafos no-conexos,

Consideremos ahora la funcién generadora bidimensional g, en la que el coeficiente del término x°y"
es igual al nimero de grafos no-isomorfos de v vértices y e aristas. En el siguiente cédigo incluimos su
célculo hasta un nimero dado de vértices maxVer.
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g[x_, y_, maxVer_] :=Module[(i, v, q, r},

Plus @@ Tabley" Expand [Plus @@ Map| [u =#;

1 (v-1)/2 vi2 v
|I 13 i-1 | | i Binomial [X; 2
—'—_~J.T_| W2 141 2441 I—[ {W,_ W2 g )“"21 [ Wy ne x4, 2]
m-l * A'i' d i=0 i=l i=1

v-2 v-1
[H H wmminlqlzﬂml“l]] &, lambdas[v]]], {v, maxVer}]]

gslreg+l

glx, ¥, 6]

yr(lex)yle(lexex?ex?)yds Lax+2x243 74228 425 +2%) ¢4
(1+x+2xzoi:3+$:'on’q-S::‘wl::71-2::'4»:’4»:“]154»

Lex+2x2+5x3+9x* +15x7 +21 x%+24 x" +24 x® 421 x? +15 x10 4+ 9 x!? 4 5 x1? 4 2 x17 & x14 4 x15) ¢F

(cf ec.1l en [1]). De esta expresion podemos identificar coincidencias con los términos generados
previamente.

Obtengamos ahora el mimero de grafos conexos no-isomorfos. Harary [3] solamente especifica el
resultado a partir de la comparacion de dos funciones generadoras [12] que denominaremos A y B y que se
utilizan para resolver un sistema de ecuaciones. Primeramente construiremos la estructura del polinomio de
conteo buscado, incluyendo el conjunto de incognitas a resolver,

maxV Binomial [n, 2]
olx_, v_ maxV_] tey+ > ¥* 3 DBeax’

n=1l e=1l
maxV = B;

elx, ¥, maxV]

' +xrz hy 2 1-33 (xhy,3+ x? hy 3 +x3 hj,3) +x"' (xhy 4+ x? hy 4+ =4 hy g+ L hg 4 +x7 hs 4 +x0 hg q) +
g" (xhy 5+ x2 hy s +x3 hy, 5 +xt hg,5 +x° hg, 5 +xb hg 5 + x' hy 5 +xb hg s +x? ha s +x0 hin,s) +
y‘ (xhy 6+ x hz,6 + =7 hae +xt hq,‘st:s hs,6 + x0 hg 6 + x! hy .6 +x! hg,6 +x? hy,g + x10 hio,s +
x! hu”‘ * 112 hyz .6 + x13 hij,e + x14 h“," +x'9 hls,ﬁ) +
¥y (xhy 7+x%hp74x by gexthy g +x® hs 7 +x b 7+x by 7 +x" by g3 +x" ho g + 2 hyg 7+
x hyy 0 x2 hyp,r+ %M hyg, g +xM hya sy + x18 his,7 + 2 hyg g+ 2 hyy 420 by g 4
%1% Byg 7 + %" hog 7 + %% Ny 9) +
¥ (x h; g+ x? hy g + = h3 e +xt hg 8 +x° hs,g + x5 hg 8 +x' hy.g +x° hg g +x’ hy g + x10 hig,s +
x!1 hii,g + x12 hyz .8 + x13 hla" + x4 hig,e + x15 his g + x16 hig,g + x17 hyy,8 + x1¥ hyg,g +
x'% hyp g+ x?% hog,p + x> hyy g+ X7 hop g + X7 hog g+ X7 hog g + x°° has g +X°® hog g + % hpy g+ X°° hog g)

A continuacion, la definicion y computo de la expresion A:

mxvl

A's Z—c[x“,y",ux\'] /. (¥-/; i>maxV=0);
n=1 n

Collect[A, v]
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1 1
y+¥° [— 4% h:.z] +x? [— +xhy 3 +x% hp 3 +x%’ l5"3,3] +
2 3

y? [—4—: hiz#xhy g +x?hy g+x hy 4 +x h¢4+85h5a+1 bg 4

L

[ +:h15+x hgg-l-x ha;*t lugi-! hs, 54-1‘]!55-!-! h;5+x°hn 54-! hg, 51-! 1110 ]&
6 2 1
¥ —-l-—: hi,2+#xhy g+x"hy g+ — (tzlll ;1: Ilgg-l-: h;_ﬂf: h]ﬁ-l-l lu(-i-! hs g +
2

5
I‘ hg,l + 81 h'hg +Is hg's + I’ h’-‘ -l-lln hlﬁ,i + 311 hll,ﬁ + x‘z hgg,s +x” hlg'g +31" hlq'g + li h]_;,g] +

1
7 [—- +xhy 7+ =2 hz 9 +x? L +xt hy g+ x° hs, 7+ x® hg, 1 +x! hy,p +x9 hg 7 +x? hyg, 1 + =10 hig,t +
7

811 hyi,7 +!12 hiz .7 +313 hiz,7 +!u' hyg 7 + :15 his, 7 + !1‘ hig,7 + 811 hy7,7+ x1® hig,7 + x19 hyg, 7 +

x20 hap,7 + x21 hgl,j) +

1 ;! i
[— P hy s +#xhy g +x? hp,0 + x? hi,e + x? hg,0+ x9 hy,p +
8 4

1
— l.'::2 hi,4 +xt hz 4 +x5 hi g +x° hg g+ x10 hs,a +xt? hg,4) + x5 hg,s +x’ hy,g + x? hg,s +x’ hg,g +
2

hioe+x by g +x P hyg g +x by g ex hyg g+ x hys e+ x " hyg e +x'" hy7 g+ x' hyg g+

9 by g+ %0 hyp g + 22 hoy g + %27 hpg,p + %70 hipg g + 20 hgg g + %7 hps g + X20 hog g + X7 hpy,p + %20 hog g

La funcién general de libreria, Expand resulta muy lenta para nuestra aplicacion. Con la
redefinicion especifica de dicha funcién se consigue un incremento significativo en su computo como
muestran las activaciones siguientes, tomadas de su activacion en una PC a 700MHz.

myExpand[f , 1, ] :=£
myExpand[f , n_, maxV_] :=
myExpand([£, n, maxV] = Expand[£f myExpand[f, n-1, maxV]] /. (¥'- /7 i> maxvV-0)
Timing[Collect [Expand[u™ V] y] /. (¥' /; i>maxv+0)]
{34.710000000000036 Second, y%}
Timing [myExpand[u, maxV, maxV]]
{0.4400000000005093 Second, ¥*}
Continuando ahora con la definicion de la funcién B:
u=g[x, y, maxV];
maxV {__ 1) n+1

B= Z —— myExpand[u, n, maxV];
n=1 n

= (Collect [Expand[B] /. {yi- /i i>maxV-0), v¥])
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1 s 1 x2
y+[—+:]yz+(—+tz+:3]ya+ —t—a2xF02xbaxiaxb|
2 3 4 2

b
{; +3x! +5:’+5:‘+4x7+2:s+:9+x“] v+

27 xb
— R Sy +19x" +22x9 420 x? +14 x10 4+ 9 %11 45 x1% 4+ 2 x17 o x1d 4 x5 y‘q-

1 23 xt
—+
s

1
(-?- +11 x5 £33 27 467 x8 +107 x? +132 %10 +138 x! +126 %12 + 95 %17 + 64 %14 + 40 x5 &

21x1 +10 x7 +5x1® 42 x1% 4+ x20 4 x?1 | 7 4

1 x* 973 x10 2339 x!2
[; * o +x% 423 %7 +90x% +236x% ¢ ——— 4814 x4 41454 %13 41579 xM 4
2 2

1515 x'® + 1290 x1% + 970 x'7 + 658 x'% + 400 x1? + 220 x?¥ + 114 x?! 4 56 x?2 4 24 x?¥ 4 11 x2 &

5 x?% 4 2x% 4 x27 , x"] y?

y resolviendo el sistema A=B se tiene:

Bc = Coefficient[B, Table[x' y!, {i, Binomial [maxV, 21}, {3, maxV}]];
Ac =Coefficient[A, Table[x'y', {i, Binomial [maxV, 21}, {3, maxV}]];
t = Solve [Ac == Be, Drop [Variables[A], 2]]

clx, ¥, maxV] /. ¢

{{b1,2+1, by,320, by 490, hy 5+0, hy 60, by, 7+0, by g+0, hz 341, ha 430,
by, 5+0, by 6+0, by 740, h29+0, b3,31, b34+2, h3,5+0, h36-+0, b3 70,
hyg—-+0, hg g2, hg 523, hyg=0, hy 70, hyg=+0, hy g1, hsg 5+5, hg -6,
hs 720, hs g=+0, hg,‘—il, hg, s +5, hg,6 +13, hﬁ_j-bll, hga=0, hy s2+4, hy g 19,
hy,7+33, hy p+23, hg,5+2, hy,+22, hg 7+67, hg s+ 89, hg 5=+ 1, hg,g » 20, hg,y - 107,
llg'n - 236, hlﬁ,-‘i -1, hla,i -+14, hlﬂ,'l' - 132, hlp'gﬂ‘as, hy1,6 = 9, hyy,7 - 138, hll,l -» 814,
hiz 6 +5, hjp 74126, hyp g+ 1169, hy3, 6+ 2, hy3 .7 +95, hi3e -+ 1454, hja, 6=+ 1, hia 7 -+ 64,
hig,8 =+ 1579, hys s+ 1, hys 7+ 40, hys g + 1515, hyg 7 -+ 21, hy5, q -+ 1290, hyy,7» 10,
hiy,8 970, hyg, 75, hig,g- 658, hjg 53+ 2, hyg g +400, hyg 751, hyg g -+ 220, hpy 71,
hy1,8 114, haz g +56, haz,p—+ 24, hpg,e + 11, has,p +5, hag,e 2+ 2, has,a+ 1, hag,a +1}}

v+xyi+ (+x) v s I2:3+2x'+x"+:‘}y‘+(324+5:5+5:"+ix’+2284:9+:“1 ¥ s
(6x°+13x" +19x7 +22x% 420" +14x'% 49 :11+5r12+2:13+x“+x15} S
(11 x® +33x" +67x%+107x" +132x" + 138 x" +126 x"? + 95 x' ¥ + 64 x" + 40 x"® + 21 x'% &
10x' 7 +5x4+2x + x4+ x?) v &
(23 x’ +89 x? 4236 x? + 486 x'? 4+ 814 xM + 1169 x?? 41454 x'? + 1579 %M 41515 x'* + 1290 x'°
970 x'7 + 658 x' + 400 x*? + 220 x®’ + 1214 xM 56 x* 2 v 24 xP + 11 X 45 xP 12 x4 2T 4 ::“] y"}

Finalmente, encapsulando todo el procedimiento anterior, el siguiente codigo nos permite obtener la tabla
sindptica presentada al final de esta seccion, en donde es posible leer, por ejemplo, que, de 32768 grafos con
seis vértices, solo 156 son no-isomorfos y, de estos, solo 112 son conexos, hallandose entre éstos 6 arboles.

gr[v_, e_] :=Binomial [Binomial [v, 2], e]

Binomial[v,2]
allGraphs([v_] := Z grv, e]
e=0
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gC[x_, y_, maxVer_] :=gC[x, ¥y, maxVer] uuodulc[{n, A,B,Ac, Be, i, 3, £},
maxVer L
A= Z — o[x", ¥", maxVer];
n=1 n
A=(A /. (¥~ /; i>maxVexr »0));
maxVer {_l)n-l
B= Z _n- myExpand[g[x, y, maxVer] , n, maxVer] ;
n=1
B = (Collect[B, v] /. (yi— /i i> maxVer - 0));
Bc = Coefficient [B, Table[x'y’, {i, Binomial [maxVer, 2]}, {j, maxVer}]];
Ac = Coefficient [A, Table [:1 yj, {i, Binomial [maxVer, 2]}, {j, maxVexr}]]’
t = Solve[Ac == Be, Drop [Variables[A], 2]1];

c[x, y, maxVer] /. t]

numConnectedGraphs[v_, e ] :=
numConnectedGraphs [v, e] = Coefficient [Coefficient([gC[x, v, v], v, v], x, e]

Binomial|v,2]
allDiffConnectedGraphs([v_] := Z numConnectedGraphs [v, e]

e=1

numTrees [v_] := numConnectedGraphs [v, v - 1]

Table [{v, allGraphs[v], allDiffGraphs([v], allDiffConnectedGraphs[v] 6 numTrees([v]},
{v, 2, 10}] // TableFoxm

2 2 2 ol 1

3 8 4 2 1

4 64 11 6 2

5 1024 34 21 3

6 32768 156 252 6

7 2097152 1044 853 11
8 260435456 12346 11117 23
9 68719476736 274668 261080 47
10 35184372088832 12005168 11716571 106

Las secuencias correspondientes a las dos Gltimas columnas son la M1657 y la M0791 en [11]

3.- Generacion de todos los grafos conexos

En esta seccién consideramos la generacion de todos los grafos no-isomorfos conexos de v vértices.
Dos grafos isomorfos tienen matrices de adyacencia similares (es decir, exisie una matriz de permutaciones
bajo la cual son similares) y, en consecuencia, poseen el mismo polinomio caracteristico det (xI-M(G)), pero
su computo resulta muy tardado; en consecuencia no resulta prictico la implementacion de este criterio para
eliminar todas las posibles parejas. En la seccion 1 comentamos el hecho de que la obtencién de grafos no-
isomorfos a partir de una generaciéon exhaustiva de todos los grafos resulta impractica. Con este fin,
presentamos un algoritmo que incluye la sincronizacion de dos funciones mutuamente recursivas, ambas bajo
aceleracion utilizando programacion dindmica [14].

Primeramente consideremos una funcion estructuralmente andloga a lambdas que calcula todos los
subconjuntos no-vacios del conjunto {1, 2, ..., n}.

117



subSetsK[_, 0] := {{}}
subSetsK([0, _] := {}

subSetsK[n_, k_] :={} /; k> n
subSetsK[n_, k_] :=
subSetsK[n, k] = Module[{sl = subSetsK[n-1, k], s2 = subSetsK[n-1, k-1]},
Join[sl, Map [Append[#, 6 n] &, =22]]]

subsets [n_] :=Flatten[Table[subSetsK[n, k], {k, n}], 1]

Por gjemplo

subsets [5]

{{1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {1, 2}, {1, 3}, (2, 3}, {1, 4}, {2, 4}, {3, 4},
{1,5), {2, 5}, {3, 5}, 14,5}, 1, 2,3}, {1, 2,4), 1,3, 4}, (2,3, 4},
{1, 2,5}, {1,3,5), {2,3,5}, {1, 4,5}, {2, 4,5}, {3,4,5},{1,2,3, 4},
{1,2,3,5),(1,2,4,5),{1,3,4,5), {2,3,4,5}, {1, 2,3, 4,51}

La siguiente funciéon al1Graphs construye, a partir de una lista de todos los grafos no-isomorfos
de v-1 vértices, una nueva lista de candidatos con v vértices al afiadir todas las posibles aristas a un nuevo
vértice. La funcion al1DiffGraphs construye, a partir de filtrar la lista de todos los grafos, una lista que
incluya solamente los no-isomorfos. Dicho proceso hace uso de una funcién de ordenacion canonica ord para
la representacion como lista de parejas de un grafo, en donde los vértices se identifican con los primeros n
enteros positivos.

ord[lis ] :=Soxt[Sort /@ lis]

allGraphs[2] := {{{1, 2}}}
allGraphs[v_] := allGraphs[v] = Module[{ans = {}, e},

Map|(c = #/
Map [AppendTo[ans, Partition[Flatten[{c, Outer[List, #, {v}1}], 21] &,

subsets[v-1]]) &, allDiffGraphs[v-1]];

ans]

allDiffGraphs[2] := {{{1, 2}}}
allDiffGraphs([v_] :=
allDiffGraphs [v] = Module[{g = allGraphs[v] , t, e, ans = {}},
t = Map [Thread[Range[v] - #] &, Permutations [Range[v]]]/
While[g # {},
e =oxd[Fizrst[g] /. #] & /@ t;
AppendTo [ans, First[g]];
g =ord /@ Complement[g, e]];
ans]

Por ejemplo,
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allGraphs [3]

{{{1, 2}, {1, 3}}, {{1, 2}, {2, 3}}, {{1, 2}, {1, 3}, {2, 3}}}

allDiffGraphs [3]

{{{1, 2}, {1, 3}}, {{1, 2}, {1, 3}, {2, 3}}}

La aplicacién de las funciones anteriores nos permite encontrar la estructura fina de nuestros grafos.
Por ejemplo, en la Figura 1 se muestran, de izquierda a derecha y de arriba abajo, las graficas
correspondientes al nimero de grafos conexos no-isomorfos de 3, 4, 5 y 6 vértices y de aristas variables,
superpuestas con las correspondientes biconexas. Supongamos que la notacién (v, c, b) significa que, de los ¢
grafos conexos de v vértices, solo existen b biconexos. Con ayuda de nuestro desarrollo podemos deducir
entonces que (3, 2, 1), (4, 6, 3), (5, 21, 10) y (6, 112, 56) (ver sec. M2873 en [11]).

Finalmente, la siguiente funcion puede ser utilizada para dibujar las anteriores generaciones.

showGraph [ListOfGraphs_, v_] := Module[{c, p, t},
c =Table[{Cos[t], Sin[t]}, {t, 0,27 -0.001, 27/w}];
p =Disk[#, 0.2] & /@ c;
Show[Graphics[{p, Line /@ (# /. Thread[Range[v] -+ <])}],
DisplayFunction = Identity, AspectRatio -+ Automatic] & /@ 1listOfGraphs]

1 ; ey \
1.5 ‘I{ N

0.8 ’ / \
0.8 ! r“ #

_ /
0.4 48 ’
0 f g

2 3 L] 5 (5

5 — =% 20
4 / 23 =
/ \ 15

3

, \ 10
2 /
1 / 3

[
4 8 8 10 2
Figura 1
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Por ejemplo:

v=5;
u =allDiffGraphs(v];
Show [GraphicsArray [Partition[showGraph[u, v], 7111]1;

NG
NESE e g
BRRGRR

4.- Conclusion

Un aspecto esencial de la teoria combinatoria y de la ciencia de la computacion es la enumeracion y
construccion sistematica de estructuras matemadticas, que a su vez conduce a recurrencias y a
comportamientos asintéticos y al disefio de algoritmos optimos. Analogamente, la generaciéon de estructuras
no-isomorfas, de valor intrinseco en la compilacion de catilogos, constituye un punto de partida para probar o
refutar hipdtesis generales y establecer conjeturas basadas en ellas. Las matematicas experimentales como
ayuda en el descubrimiento de conocimiento genuino matemaitico ha tenido un auge en sincronia con el
desarrollo del poder de computo y este articulo plantea una contribucion en esta direccion al presentar
implementaciones bajo el paradigma funcional de formulas de enumeracion de grafos conexos no-isomorfos.

La busqueda de certificados e invariantes es importante para la generacion y su incorporacion futura
resultard valiosa para los problemas que se mencionaron en este trabajo. Ademds de esto, como trabajos
futuros podemos mencionar la clasificacion de los grafos planares no-isomorfos, en donde la propiedad de no-
separabilidad o biconectividad simplifica las estructuras a considerar y constituye un paso natural para
extender nuestro trabajo.
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Anexo II. Biografias

ANEXO 11
BIOGRAFIAS

Niels Henrik Abel
(1802 - 1829)
Matematico Noruego quien probo la imposibilidad de resolver
algebraicamente ecuaciones de quinto grado. Abel publico en
1823 escritos de ecuaciones funcionales e integrales . En esto

Abel dio la primera solucion de una ecuacion integral. En 1824

prob6 que era imposible resolver algebraicamente ecuaciones de
quinto grado y de su propio costo realizo publicaciones con la esperanza de obtener
reconocimiento por su trabajo. Se distinguié por su contribucién en el campo de las
funciones e integrales elipticas, donde estudié las integrales llamadas abelianas e introdujo
el concepto de género de una funcion algebraica. Demostro la irresolubilidad por radicales
de ecuaciones de grado superior al cuarto. En su honor, se utiliza la expresion "grupo
abeliano" con el mismo significado que "grupo conmutativo". El teorema del binomio fue
formulado por Isaac Newton y el matematico suizo Leonhard Euler, pero Abel le dio una

generalizacion mas amplia, incluyendo los casos de exponentes irracionales e imaginarios.

Augustin Louis Cauchy
(1789 - 1857)
Matematico francés, considerado uno de los impulsores del analisis
en el siglo XIX. Agustin Louis Cauchy pionero en el analisis y la
teoria de permutacion de grupos. También investigo la convergencia

y la divergencia de las series infinitas, ecuaciones diferenciales,

Algoritmos para el Calculo de Invariantes en Grafos



Anexo II. Biografias

determinantes, probabilidad y fisica matematica. Numerosos términos matematicos llevan
su nombre: el teorema integral de Cauchy, la teoria de las funciones complejas, las
ecuaciones de Cauchy-Riemann y Secuencias de Cauchy. Prob6 (1811) que los angulos de
un Poliedro convexo estan determinados por sus caras (las superficies planas limitan a un
solido geométrico). Cauchy fue el primero en hacer un estudio cuidadoso de las
condiciones para la convergencia de las series en el infinito; también dio una definicion
rigurosa de un integral independiente del proceso de diferenciacion y desarroll6 la teoria
matematica de elasticidad. Sus textos Cours d'analyse (Curso en Analisis, 1821) y el 4-
volume Exercises danalyse et de physique mathematique (Ejercicios en Analisis y en
Fisicas Matematicas, 1840-47) fueron muy influyentes. Cauchy confirmé la existencia de
funciones elipticas recurrentes, dio el primer movimiento a la teoria general de funciones, y

puso la base para el tratamiento moderno de la convergencia de la serie infinita.

Arthur Cayley

(1821 - 1895)
Jurista y matematico inglés, propicié con sus investigaciones
el origen y desarrollo posterior del calculo matricial. Junto con
su coetaneo Hamilton, encabezaron la prestigiosa escuela de
matematicos ingleses del siglo XIX. Creador de la teoria de los
invariantes y de la primera definicion abstracta de un grupo
finito. Introdujo la métrica proyectiva, formulando conceptos
geométricos, luego desarrollados por Klein. En 1857 desarrollo el algebra de matrices. Es
considerado como el tercer escritor mas prolifico de matematicas, siendo solo superado por
Euler y Cauchy. Hizo importantes contribuciones en la Teoria de curvas y superficies, en la
geometria analitica, en la teroria de los determinantes y el desarrollo de la teoria de los
invariantes. Sus trabajos en geometria cuatridimensional, proporcionaron a los fisicos del
siglo XX, especialmente a Albert Einstein, la estructura para desarrollar la teoria de la

relatividad.
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Leonard Euler
(1707-1783)
Matematico suizo, cuyos trabajos mas importantes se centraron en
el campo de las matematicas puras, campo de estudio que ayudo a
fundar. Fue el matematico mas prolifico en la historia. Sus 866

libros y articulos representan aproximadamente una tercera parte

del cuerpo entero de la investigacion en las matematicas, fisica

teorica, y la ingenieria mecanica, todos estos publicados entre 1726 y 1800,

En su Introduccion al analisis de los infinitos (1748), Euler realizo el primer tratamiento
analitico completo del algebra, la teoria de ecuaciones, la trigonometria y la geometria
analitica. En esta obra trato el desarrollo de series de funciones y formul6 la regla por la
que solo las series convergentes infinitas pueden ser evaluadas adecuadamente. También
abordo las superficies tridimensionales y demostrd que las secciones conicas se representan
mediante la ecuacion general de segundo grado en dos dimensiones. Otras obras trataban
del calculo (incluido el calculo de variaciones), la teoria de nimeros, nimeros imaginarios
y algebra determinada e indeterminada. En la matematica pura, él integré el calculo
diferencial de Leibniz y el método de Newton de fluxiones dentro del analisis matematico;
refind la nocion de funcion; hizo comun muchas notaciones matematicas, incluso e, 7, el
simbolo de pi, y el simbolo de sigma; y derribé los fundamentos de la teoria de funciones
especiales, incluyendo las funciones transcendentales beta y gamma. También trabajo en
los origenes del calculo de variaciones, pero detuvo su trabajo en deferencia a J. L.
Lagrange. Fue un pionero en el campo de la topologia e hizo la teoria de los nimeros entrar
en la ciencia, declard el teorema del numero primo y la ley de reciprocidad del
bicuadratico. Realizo también aportaciones a la astronomia, la mecanica, la optica y la
acustica. En la fisica articuldé la dinamica de Newton y derribé los fundamentos de la
mecanica analitica, sobre todo en su Teoria de los Movimientos de Cuerpos Rigidos (1765).
Como su maestro Johann Bernoulli, elaboré mecanicas continuas, pero también puso
adelante la teoria cinética de gases con el modelo molecular. Con Alexis Clairaut estudio la
teoria lunar. También hizo investigacion en el principio de elasticidad, acustica, la teoria de

la onda de luz, y la hidromecanica de los barcos. Entre sus obras famosas se encuentran
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Instituciones del calculo diferencial (1755), Instituciones del calculo integral (1768-1770) e
Introduccion al algebra (1770).

Evariste Galois
(1811-1832)

Matematico francés, a quien suele otorgarse el titulo de fundador
de la teoria de grupos. La resolucion de ecuaciones fue el problema
para el que Galois desarrollo la teoria de grupos. Los métodos
generales de resolucion de ecuaciones considerados aceptables

deberian basarse unicamente en las operaciones de adicion,

sustraccion, multiplicacion, division y extraccion de raices, y tendrian que ser aplicables a
cualquier ecuacion de grado n, siendo n la méaxima potencia a que viene elevada la
incognita. Galois demostré que no existe ningun método asi a partir del caso n=5. Cada
ecuacion de grado n tiene asociado el grupo S(n) o algin subgrupo de S(n); hoy, al grupo
asociado a una ecuacion se le llama grupo de Galois de la ecuacion. Galois demostro que
solamente seran resolubles por medios aritméticos y extraccion de raices aquellas
ecuaciones cuyo grupo de Galois sea soluble, nocion definida por él. Un grupo se llama
soluble cuando genera una serie de subgrupos normales maximales cuyos factores de
composicion (que se determina a partir de los nimeros de elementos del grupo paterno y de
los subgrupos) sean todos ellos primos. Los factores de composicion generados por S(3) y
su serie de subgrupos normales son todos numeros primos; por ello todas las ecuaciones de
tercer grado son resolubles. Sin embargo, cuando n es mayor o igual que S5, puede
demostrarse que el subgrupo normal maximal de A(n) es el grupo identidad, que contiene
anicamente la permutacion identidad. Como A(n) es el subgrupo normal maximal de S(n)
los factores de composicion de S(n) no son todos primos cuando n es mayor o igual que 5.
Hay pues ecuaciones de grado S o superior no resolubles por los métodos permisibles. Es
Galois quién muestra una idea clara de la teoria general con las nociones de subgrupo y de
isomorfismo. En 1831 puso de manifiesto el valor del concepto de grupo, desarrollando la
teoria de grupos algebraicos y la aplicacion de éstos a la resolucion de ecuaciones

algebraicas. Con el concepto de grupo se abren las puertas a las mas importantes ideas
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matematicas del mundo contemporaneo. La aportacion de Evariste Galois a las matematicas
no es sencilla de entender por su complejidad y la novedad, incluso para los tiempos
actuales, que encierra en su interior. No fue completamente comprendida por los
matematicos de su época, algunos sencillamente la ignoraron, y hasta finales del siglo XIX
no se descubrio su profundidad y alcance. Para hacernos una idea de su importancia baste
decir que las estructuras algebraicas llamadas Grupos de Galois son utilizadas asiduamente

en los tiempos actuales en ramas de la técnica como la Criptografia, la Informatica o las

Telecomunicaciones.

Johann Karl Friedrich Gauss.
(1777-1855)
Matematico Aleman. Gauss formul6 el método de los menos -
cuadrados y una conjetura en la distribucién de nimeros primos
entre todos los numeros; el mas reciente fue probado por Jacques
Hadamard en 1896. En 1795 Gauss descubrid el teorema

fundamental de residuos cuadraticos, que tratan del concepto de

congruencia en la teoria del nimero. En 1796 hizo su primera
marca como un matematico serio por probar la posibilidad de construir un poligono regular
de 17 lados usando solo una regla y un compas. En 1801 publico Disquisitiones
Arithmeticae, su principal trabajo y uno de los mas importantes en la historia de las
matematicas. Esta obra cubre temas de teoria de nimeros, analisis matematico, teoria de
probabilidades, geometria, fisicamatematica, astronomia y geodesia. El volumen XII
contiene un Atlas magnético terrestre compilado y editado por Gauss, Weber y
Goldschmidt Este libro fija bases para investigaciones futuras dandole un mayor
reconocimiento entre los matematicos de su tiempo. También en 1801, Gauss determino
correctamente las oOrbitas de los asteroides Ceres y Pallas usando el método de minimos
cuadrados que €l mismo desarroll6 en 1794, y que publicara en 1809 en Theoria Motus
Corporum Coelestium. En probabilidad mostro que ésta puede representarse por una curva
en forma de campana (distribucion gaussiana), que es la base en la distribucion estadistica

de datos. Contribuyé también al estudio del electromagnetismo: la teoria moderna del
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potencial. Estudio el magnetismo terrestre y desarrollo, con Weber, la telegrafia eléctrica.
En su trabajo tedrico en topografia, Gauss desarrollo resultados que requiri6 de estadisticas
y geometria diferencial. Hasta la fecha se han publicado 12 volimenes de su trabajo. Gauss

es considerado uno de los matematicos mas grandes de todos los tiempos: el Principe de las

matematicas.

Marie Ennemond Camille Jordan
(1838 — 1922)

Matematico francés y uno de los principales responsables de la
consolidacion de la teoria de los grupos. Jordan absorbio las
ideas de Galois, desarrollando sobre esta base una rigurosa teoria
sobre los grupos finitos e infinitos. Puso en conexion los grupos

de permutacion y el estudio de Galois acerca de la permutacion

de las raices de las ecuaciones con el problema de la resolucion de las ecuaciones
polinémicas. Jordan publico una obra ya clasica sobre la teoria de los grupos (1870).
Impulsé el avance de los grupos simétricos y redujo las ecuaciones diferenciales lineales de
orden n a un problema tedrico de grupos. Generalizo6 los trabajos de Hermite sobre la teoria
de las formas cuadraticas con coeficientes integrales. Jordan inspird a Klein y Lie en la
prosecucion de nuevas investigaciones sobre la teoria de los grupos. La topologia fue otra
de las materias que captaron el interés de Jordan, terreno donde elaboré una topologia

homoldgica o combinatoria al investigar las simetrias de los poliedros.
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Felix Klein
(1849 — 1925)
Matematico aleman. Introdujo una nueva concepcion de la
geometria como estudio de las propiedades de un espacio que son
invariantes segun un determinado grupo de transformaciones. El

estudio de las transformaciones geométricas y su relacion con las

matrices se debe principalmente a este matematico. La
importancia de su labor cientifica es indiscutible: en la tesis que present6 como docente -y
que ha pasado a llamarse "el Programa de Erlanger". Sistematiz6 la clasificacion de las
distintas geometrias, con ayuda de la teoria de los grupos y de los invariantes de las
transformaciones geomeétricas. Sus investigaciones sobre la teoria de las funciones son de
suma importancia, sobresale su estudio de la funcion llamada modular, que es una
generalizacion de las funciones elipticas. Combinando el desarrollo alcanzado por las
geometrias no euclideanas y la geometria proyectiva con la teoria de los invariantes y la
teoria de grupos, Klein expone en su Programa de Erlangen, en 1872, mediante grupo y
subgrupos, una sistematizacion y jerarquizacion de todas las geometrias, concibiendo como
objeto de cada geometria el descubrimiento de propiedades invariantes respecto de un
determinado grupo de transformaciones y considerando cada geometria como subgeometria
de otra a la que se adjunta cierta figura basica, que debe quedar invariante. Mas tarde, en
1884, ofrecid6 un ejemplo de dos grupos isomorfos: el de las rotaciones del icosaedro

regular y el de la ecuacion de quinto grado.

Joseph-Louis Lagrange
(1736 — 1813)
Astronomo y matematico francés de origen italiano Fué uno de
los cientificos matematicos y fisicos mas importantes de finales
del siglo XVIII. Inventé y maduré el calculo de variaciones y

mas tarde lo aplico a una nueva disciplina la Mecanica Celestial,

sobre todo al hallazgo de mejores soluciones al Problema de tres

cuerpos. También contribuyé significativamente con la solucion numérica y algebraica de
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ecuaciones y con la teoria numérica. En su clasica Mecanique Analytique (mecanicas
Analiticas, 1788), transformé la mecanicas en una rama del analisis matematico. El tratado
resumio los principales resultados sobre mecanicas que se saben del siglo XVIII y es
notable por su uso de la teoria de ecuaciones diferenciales. Otra preocupacion central de
Lagrange fueron los fundamentos de calculo. En un libro de 1797 él enfatizo la importancia
de la serie de Taylor y el concepto de funcion. Su busqueda por rigurosas fundaciones y
generalizaciones le pone la base a Augustin Cauchy, Niels Henrik Abel, y Karl Weierstrass
en el siguiente siglo. Demostré que tres cuerpos pueden estar situados en los vértices de un
triangulo equilatero que gira en su plano. Si uno de los cuerpo tiene masa suficiente

comparado con los otros dos, entonces la configuracion triangular es estable aparentemente.

August Mobius
(1790 - 1868 )

Matematico Aleman, autor de £/ cdlculo baricéntrico (1827), obra
que innovo la geometria proyectiva, aportando progresos en la
orientacion de los segmentos, areas y volimenes. Dio con el primer
ejemplo de una superficie de una sola cara, la «<banda de Mébius»,
que se consigue con una cinta plana, haciendo girar uno de sus
extremos 180° y uniéndolo seguidamente al otro extremo. Esta banda se ha aplicado en
filtro auto limpiante destinado a maquinas de limpieza en seco, que por tener la forma de
banda de Mobius facilita el lavado por ambas caras; los artistas graficos se han valido esta
banda tanto para fines publicitarios como artisticos, la superficie de Mobius ha tenido
también papel destacado en numerosos cuentos de ciencia ficcion, No- died Professor, The
Wall of darkness, (julio 1949). Se sabe de mecanografos muy rapidos que encontrando
fastidioso tener que detenerse a meter en la maquina hojas nuevas en blanco, han optado
por utilizar papel en rollo. Si hubieran usado un largo bucle de retorcido habrian podido
ademas escribir por ambos lados del papel. Es recordado por haber planteado el problema
de los cinco colores, consistente en hallar un mapa donde se requieran menos de cinco
colores para identificar adecuadamente la totalidad de los paises. Hasta la fecha nadie ha

logrado dar con la solucion del problema. Al parecer cuatro colores bastan para tal efecto.
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Paolo Ruffini

(1765 — 1822)
Meédico y matematico italiano. Demostro, aunque deficientemente,
la imposibilidad de resolver por radicales la ecuacion general de
grado superior a cuatro. Es muy conocida su regla para la division

de un polinomio en x por el binomio x - a. Ruffini fue el primero

que realiz6 un intento, con éxito parcial (probablemente en 1803 o
1805), de demostrar la imposibilidad de resolver mediante procesos elementales de algebra

las ecuaciones generales de un grado superior a cuatro. Esta formulacion, denominada

teorema Abel-Ruffini, fue demostrada definitivamente por el matematico noruego Niels

Henrik Abel.

Walther Von Dyck
(1856 - 1934 )

Matematico Aleman, hizo importantes contribuciones a la teoria
de grupos con la publicacion de dos papers: Gruppentheoretische
Studien in Mathematische Annalen el primero en 1882 y el

segundo en el siguiente afio. Hizo importantes contribuciones a la

teoria de funciones, teoria de grupos (donde un resultado
fundamental en presentacion de grupos es nombrado despues de €l), topologia y teoria de

potencia. Contribuyo6 significativamente en el teorema Gauss-Bonnet.
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