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RESUMEN

El tema de esta investigacion se centra en el conocimiento matematico para la ensenanza del
concepto de funcion en profesores de bachillerato en ejercicio. El objetivo principal de este estudio
fue determinar las competencias de los profesores de bachillerato en ejercicio con respecto al
concepto, las formas de representacion y los significados de las funciones matematicas, utilizando
como marco de referencia el modelo MKT (Mathematical Knowledge for Teaching).

Para llevar a cabo esta investigacion, se optd por una metodologia cualitativa. Se disefid un
cuestionario especifico, compuesto por seis tareas con dos items cada una, que se aplicd a dos
profesores de bachillerato en México: uno considerado experto en la materia y otro novato en la
ensenanza de las funciones matematicas. Este enfoque permitioé obtener una comprension profunda
de las percepciones y competencias de los profesores en relacion con el tema de estudio.

Los resultados obtenidos revelan hallazgos sorprendentes. El profesor considerado experto
presentd una cantidad mayor de dificultades en comparacion con el profesor novel, en cuanto a la
ensefianza de las funciones y la concepcion que tienen de ellas en sus diferentes significados y
registros de representacion. Este resultado desafia las suposiciones convencionales sobre la
relacion entre la experiencia y el conocimiento pedagogico.

Palabras clave: funcion, conocimiento, enseianza, profesor, bachillerato, MKT.

ABSTRACT

The topic of this research centers on the mathematical knowledge for teaching the concept of
function in practicing high school teachers. The main objective of this study was to determine the
competencies of practicing high school teachers with respect to the concept, forms of representation
and meanings of mathematical functions, using the MKT (Mathematical Knowledge for Teaching)
model as a referential framework.

This research was carried out using a qualitative methodology. A specific questionnaire was
designed, composed of six tasks with two items each, which was applied to two high school
teachers in Mexico: one considered an expert in the subject and the other a novice in the teaching
of mathematical functions. This approach allowed us to obtain an in-depth understanding of the
teachers' perceptions and competencies in relation to the topic of study.

The results obtained reveal surprising findings. The teacher considered an expert presented a
greater amount of difficulties compared to the novice teacher, in terms of teaching functions and
their conception of them in their different meanings and registers of representation. This result
challenges conventional assumptions about the relationship between experience and pedagogical
knowledge.

Keywords: Function, knowledge, teaching, teacher, high school, MKT.
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RESUMEN

Considerando una de las principales lineas de investigacion en la Matemadtica Educativa: las
competencias profesionales del profesorado, el presente trabajo, basado en una metodologia
cualitativa, indaga en los conocimientos matematicos y pedagogicos manifestados por profesores
de bachillerato en ejercicio en México. Existen un sinfin de investigaciones dirigidas a profesores
en formacién, pero son escasas las que tienen por objetivo a profesores en ejercicio, quienes, a
través de su experiencia en el aula, han sido enriquecidos con otras competencias. Se ha elegido
como marco teodrico el Modelo de Conocimiento Matematico para la Ensefianza (Mathematical
Knowledge for Teachng, MKT) para profundizar en los conocimientos de los profesores respecto
a las funciones, principalmente lineales y cuadraticas, las cuales forman parte de un concepto
elemental en matemadticas, el de funcién, mismo que cuenta con diversos significados y
representaciones. Para ello y mediante un estudio de casos, se disefid y aplicd un cuestionario
dirigido a dos profesores: uno experto y otro novel. Los resultados evidencian que el profesor
experimentado presenta mas inconsistencias que el profesor principiante, en cuanto al desarrollo
de los elementos del MKT y en la adecuada comprension de los registros de representacion y los
significados de las funciones. Se concluye que los afios de experiencia, aunados a un exceso de
confianza, no contribuyen al desarrollo de los conocimientos matematicos para la ensenanza del
concepto de funcion. Lo que invita a replantearse la actitud que toman los profesores expertos
frente a la ensefianza de las matematicas.

Palabras clave: Funcion, conocimiento, profesor de matematicas, bachillerato.
ABSTRACT

Considering one of the main lines of research in Mathematics Education: the professional
competences of teachers, this study, based on a qualitative methodology, investigates the
mathematical and pedagogical knowledge expressed by high school teachers in practice in Mexico.
There are countless research studies focused on teachers in training, but there are few that target
teachers in practice, who, through their classroom experience, have been enriched with other
competencies. The Mathematical Knowledge for Teaching (MKT) model has been chosen as a
theoretical framework to deepen teachers' knowledge of functions, mainly linear and quadratic,
which are part of an elementary concept in mathematics: function. Which has several meanings
and representations. For this purpose and by using a case study, a questionnaire was designed and
applied to two teachers: one an expert and the other a novice. The results show that the experienced
teacher presents more inconsistencies than the novice teacher in the development of the MKT
elements and in the appropriate understanding of the representation registers and the meanings of
the functions. It is concluded that years of experience, in addition to overconfidence, do not
contribute to the development of mathematical knowledge for teaching the concept of function.
This invites to reconsider the attitude that expert teachers adopt when teaching mathematics.

Keywords: Function, knowledge, mathematics teacher, high school.



INTRODUCCION GENERAL

El presente trabajo muestra el disefio y aplicacion de un cuestionario, dirigido a profesores de
matematicas, quienes ejercen labores en el nivel medio superior o bachillerato, en México.

La mayoria de los profesores de matematicas en este nivel educativo, no fueron egresados de
carreras pedagdgicas, normalmente, son ingenieros. Con el paso del tiempo, tras la inercia del
sistema educativo, los profesores desarrollan actitudes pedagdgicas, ya sea de manera natural o
mediante cursos de formacion que se ofrecen en el intento de homogeneizar el perfil del
profesorado. Por tal motivo, en este trabajo se cuestiona por los conocimientos que tienen los
docentes de bachillerato al momento de la ensefianza de las matematicas.

La literatura en Matematica Educativa sugiere particularizar en un contenido matematico que abone
a las investigaciones previas de otros contenidos matematicos, para intentar generalizar en la
matematica en si. Es por ello que, en este trabajo, se puntualiza en los conocimientos que tienen
los profesores respecto al concepto de funcion, un contenido matematico que implica una adecuada
comprension, debido a la importante trascendencia que tiene en contenidos matematicos mas
avanzados. La misma literatura evidencia numerosas investigaciones con profesores en formacion,
siendo escasas las que indagan por profesores en ejercicio y, considerando lo mencionado en el
parrafo anterior, se vuelve conveniente profundizar por los conocimientos respecto al concepto de
funcion de los profesores de bachillerato en ejercicio. Para continuar enriqueciendo las
investigaciones en Matemadtica Educativa, mediante este trabajo se pretende describir los
conocimientos encontrados en dos profesores: uno considerado experto y otro, novel. Con el
objetivo de apreciar las cualidades y areas de oportunidad de ambos, al momento de contrastar las
respuestas que ofrezcan, al mismo cuestionario; para ello:

En el Capitulo 1 se desarrollan los antecedentes de esta investigacion. Se recoge la literatura que
enmarca estudios sobre docentes en formaciéon y en ejercicio sobre el concepto de funcidn,
destacando la metodologia empleada y las conclusiones emitidas.

En el Capitulo 2 se justifica la importancia de la investigacion, presentando la fundamentacion
teorica del planteamiento del problema, los objetivos y la pregunta de investigacion.

En el Capitulo 3 se dan a conocer las nociones tedricas que sustentan la investigacion.
Particularmente, se hace referencia al modelo de Conocimiento Matematico para la Ensefanza
(Mathematical Knowledge for Teaching, MKT) (Ball et al., 2008); los registros de representacion
semiodtica (Duval, 1993) y el concepto de funcion y sus significados (Pino-Fan et al., 2019).

En el Capitulo 4 se explicitan las consideraciones metodoldgicas que se siguieron para obtener los
datos de la investigacion, enfatizando en el disefio de un cuestionario.

En el Capitulo 5 se analizan los datos obtenidos, caracterizando los conocimientos de los profesores
respecto al concepto de funcién y su ensefianza.

En el Capitulo 6 se presentan las conclusiones finales, reflexionando en las principales
contribuciones del estudio, limitaciones y lineas abiertas de investigacion.



CAPITULO 1. ANTECEDENTES

Existen varias investigaciones que abordan el concepto de funcion, rescatando sus aspectos
historicos y epistemoldgicos (Roque, 2012); las problematicas en su aprendizaje (Jones, 2006); las
diversas formas de comprenderlo (Sfard, 1991); sus significados (Ribeiro y Cury, 2018); las
representaciones empleadas al momento de ensefiarlo o su fenomenologia. Algunas de estos
trabajos incluyen el conocimiento de los estudiantes o del profesor sobre la funcién (Castro et al.,
2014). En relacion al estudio de los conocimientos docentes sobre la nocion de funcion estos se
presentan a continuacion:

De la Rosa (2003) presenta los resultados obtenidos de una investigacion con cinco
profesores de secundaria respecto a la ensefianza de la funcion. El estudio fue de tipo cualitativo,
empled como marco tedrico el Modelo del Conocimiento del Contenido para la Ensefianza de
Shulman (1986) y recogid los datos mediante un cuestionario. En las conclusiones plantea que los
profesores tienen enraizada la concepcion de funcién como una expresion algebraica, destaca el
conocimiento de los profesores sobre la ubicacion curricular del concepto de funciéon y argumenta
que es preciso que el profesorado cumpla con los programas de estudio y que pueda generar
conocimientos necesarios en los estudiantes para abordar temas posteriores.

A su vez, Tasdan y Koyunkaya (2017), también realizaron una investigacion de los
conocimientos del concepto de funcidon, pero en profesores de matematicas en formacion,
empleando el modelo de Conocimiento Matematico para la Ensefianza (MKT) de Ball et al. (2008).
Los autores observaron y registraron la ensefianza del concepto de funcion por parte de tres futuros
profesores y proporcionaron un listado de indicadores de conocimiento sobre este concepto. Los
futuros profesores, que fueron la muestra de este estudio, evidenciaron dificultades para explicar
matematicamente el concepto de funcion, asi como un uso inadecuado del lenguaje formal y una
desarticulacion entre las propiedades de las funciones. Se le atribuye estas deficiencias a la falta de
experiencia de los profesores en formacion. Finalmente, consideran importante mejorar el MKT de
los docentes en ejercicio y en formacion considerando el efecto de la experiencia y las habilidades
en la ensefianza.

En el trabajo de Rodriguez-Flores et al. (2018), se aborda al conocimiento del profesor con
relacion a algunos conceptos de la funcidn; y se consigui6 identificar diferentes conocimientos
desde la perspectiva del MKT de Ball et al. (2008). Este trabajo es una investigacion del tipo
cualitativa que esta basada en el estudio de casos, seleccionando a un profesor experto. Se identifico
el uso de contextos para el planteamiento de tareas, las representaciones iconicas, graficas,
numéricas, verbales y algebraicas de la funcion, permitiendo al profesor abordar los conceptos de
variable dependiente e independiente. Por otra parte, el trabajo destaca la importancia del uso del
lenguaje preciso por parte del profesorado para referirse a los conceptos relacionados con la
funcién. Los resultados muestran una riqueza en la estructura conceptual presente en el proceso de
la ensefianza, ademds de una utilizacion so6lida del lenguaje numérico por parte del profesor,
utilizando varias representaciones, destacando la conexion entre ellas.

Por su parte, Espinoza-Vasquez (2020) realiza una investigacion con un profesor en

ejercicio, considerado como experto, abordando un estudio de casos del tipo instrumental con un
enfoque interpretativo. Empleando el Modelo del Conocimiento Especializado del Profesor de
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Matematicas (MTSK, por sus siglas en inglés) de Carrillo et al. (2018), realiza un analisis para
profundizar en la comprension del conocimiento especializado del profesor de matematicas. Los
resultados confirman que el sujeto de investigacion es un caso en el que fue posible percibir la
integracion de distintos conocimientos empleados en el MTSK, puesto que ha entregado evidencia
de todos los subdominios del modelo.

En otro estudio, Amaya (2016) aborda las transformaciones de las representaciones de una
funcion, realizando una interpretacion de los conocimientos didactico y matemadticos de futuros
profesores. El autor utiliza una metodologia mixta, consolidando estrategias y procedimientos de
investigacion cuantitativos y cualitativos. Se caracterizaron componentes cognitivos, asi como
procesos y elementos matematicos que surgen de las contestaciones de los profesores a los
diferentes contenidos del cuestionario. Los resultados demostraron la existencia de limitaciones
significativas en la generacion de representaciones de una funcion, lo que hace necesario reforzar
su percepcion.

La exposicion de las investigaciones anteriores tiene como objetivo mostrar lo importante
que resulta abordar este tema desde diferentes enfoques, considerando distintos conocimientos para
nutrir a la formacién inicial o su formacién durante el servicio docente de los profesores de
matematicas. Estas investigaciones ofrecen elementos sobre el conocimiento del profesor respecto
al concepto de funcidon y buscan mostrar lo complejo que puede llegar a ser su andlisis cuando se
pretende conseguir una imagen de lo que un profesor sabe sobre la funcion y la injerencia de este
conocimiento en la ensefianza del tema.

Algo interesante que revela la investigacion de Amaya (2016) es la necesidad de estudiar a
la funcion desde sus multiples representaciones. La traduccion de una representacion a otra es un
pilar imprescindible en la comprension de los objetos matematicos (Dreher y Kuntze, 2015). Por
lo que, el proceso de instruccion de las funciones requiere, por parte del profesor, conocimientos
en la manipulacion y uso de los registros de representacion de dicho concepto, para reducir las
dificultades en el aprendizaje en los estudiantes. Estudios relacionados con la nocién de funciéon y
sus diferentes representaciones en el marco de la formacion docente se presentan a continuacion:

Fabra y Deulofeaut (2000) llevaron a cabo una investigacion basada en las producciones de
alumnos de bachillerato al analizar la representacion grafica de una funcidén propuesta, mediante
condiciones descritas en forma verbal, mediante una circunstancia absolutamente
descontextualizada. En otras palabras, se introdujo a las funciones en un lenguaje normal y se
indic¢ realizar su transformacion al registro grafico. Se observo el pensamiento de los alumnos y
las metodologias utilizadas, tras una practica ininterrumpida sobre el grafico de las funciones.

Por su parte, Romero et al. (2010) realizaron una investigacion con dos profesores en
formacion con el objetivo de describir e interpretar sus competencias al resolver una situacion
problema de modelacion de una funcion lineal, haciendo uso del registro algebraico, participando
en un entorno de aprendizaje que promovia el trabajo colaborativo. Este trabajo analiza las
producciones de futuros profesores, en el marco del concepto de funcion. En sus conclusiones,
reportan que los participantes muestran conflictos semio6ticos y cognitivos, logrando caracterizar
la emergencia de tales conflictos.
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Al respecto, Amaya y Sgreccia (2014) realizaron un trabajo de investigacion donde
analizaron los conflictos que presentan los estudiantes de nivel medio al hacer transformaciones
entre los registros de las representaciones de una funcion, utilizando el registro numérico como
registro principal. En general, las dificultades detectadas en los alumnos estan relacionadas con el
reconocimiento de las representaciones, la utilizacién del pensamiento algebraico para encontrar
la variable en la funcidn, el tratamiento de los registros, asi como la movilizacion entre estos
registros.

Por otro lado, Amaya De Armas et al. (2021) examinan informacién sobre los futuros
educadores de matematicas de ensefianza media en una universidad chilena, al ejecutar
transformaciones entre los significados y representaciones de las funciones empleando el modelo
de Conocimientos Didactico-Matematicos (CDM) de Godino (2009). Siendo un trabajo cualitativo,
los autores emplearon la técnica analisis de contenido, para estudiar a profesores en formacion; los
cuales prepararon una clase y expusieron la solucion a situaciones problema que involucraban
representaciones de funciones. Las conclusiones sugieren la realizacion de procesos de
intervencion que lleven a los futuros docentes a realizar una investigacion mas completa del
concepto de funcion, que permitan interiorizar sus conocimientos y percepciones acerca de las
representaciones de las funciones, para reducir las dificultades de aprendizaje en sus futuros
estudiantes.

La importancia de los trabajos anteriores, dentro del esquema de esta investigacion, es
critica, en vista de que proporcionan conceptos, percepciones € interpretaciones importantes por
parte de los profesores de matematicas, tales creaciones reportan hallazgos significativos en el
campo de la investigacion matematica, y al tomarlas como antecedentes de lo que se espera
encontrar en esta investigacion, se planea, entonces, investigar y desarrollar por la movilizacion
entre los registros de representacion y el concepto de funcidon introducido por el profesor de
matematicas.

Existen pocos trabajos desde la perspectiva tedrica del MKT, que involucren el disefio y
aplicacion de un instrumento didactico (cuestionario) a profesores de matematicas en ejercicio en
el Nivel Medio Superior en México, para rescatar los conocimientos puestos en juego respecto a
las diversas representaciones del concepto de funcion. Esta ausencia de investigaciones impulsa la
realizacion de este trabajo, ofreciéndolo como un aporte al desarrollo del modelo en las
exploraciones con MKT sobre contenidos particulares.
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CAPITULO 2. PROBLEMATICA

Actualmente, analizar las competencias o el conocimiento profesional del profesorado (Cardefioso
et al., 2001; Scheiner et al., 2019) es uno de los principales problemas en la linea de investigacion
de formacion de profesores de matematicas. En esta linea de investigacion se busca, esencialmente,
concentrarse en la naturaleza y los atributos que conforman dicho conocimiento profesional, asi
como el grado de conocimiento matematico que tienen y deben tener los docentes para tener la
facultad de ensefiar matematicas.

El conocimiento profesional del profesor de matematicas, influye en la actuacion del mismo
en el aula. Es este conocimiento el que permite no solo ensefiar matematicas, sino también, realizar
transposiciones e intervenciones didécticas, responder a las inquietudes de los estudiantes, etc. Es
por ello que es de interés, investigar por el conocimiento del profesor de matematicas que utiliza
para ensefiar, buscando qué elementos caracteriza su condicion y lo hace diferente al resto de
profesiones. Para fines de esta investigacion, se indagara respecto a la ensefianza del concepto de
funcion.

Se ha elegido un concepto importante, la funcidon, que se comienza a estudiar formalmente
en Educacién Media Superior, a partir del cuarto semestre y su estudio se extiende a lo largo de los
niveles escolares siguientes.

Pregunta de investigacion

Al evidenciar la problematica planteada en relacion con el conocimiento de los profesores y la
ensenanza de la funcidn, se plantea la siguiente pregunta:

P: ;Qué conocimiento matematico para la ensefianza de la funcion tienen los profesores de
matematicas? Tomando en cuenta las categorias que, desde el MKT, se ofrecen para el
conocimiento del profesor.

Hipotesis

La experiencia de los profesores en ejercicio es una caracteristica que los distingue de los
profesores en formacion; siendo este un factor importante que incide directamente en los procesos
de ensefianza y aprendizaje. Por lo cual, se postula que:

H: Los profesores en ejercicio cuentan con el conocimiento profesional que establece el MKT; el
Conocimiento del Contenido (SMK, por sus siglas en inglés) y el Conocimiento Pedagdgico del
Contenido (CCK, por sus siglas en inglés).

Objetivo

Los problemas que experimentan los alumnos para comprender una idea matematica tan importante
como lo es el concepto de funcién generan un gran interés en el analisis de los conocimientos del
profesor; por esta razon se realiza una propuesta de investigacion en la cual se plantea el siguiente
objetivo general:

OG: Determinar los conocimientos que tienen los profesores en ejercicio para la ensefianza del
concepto de funcién, de acuerdo con el modelo MKT.

Objetivos especificos
El objetivo general se pretende alcanzar a través de los tres objetivos especificos siguientes:
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OET1: Disefiar un instrumento que permita determinar los conocimientos que tienen los profesores
para la ensefianza del concepto de funcion.

OE2: Profundizar en las concepciones matematicas que tienen los profesores y que emplean para
la ensefianza del concepto de funcion.

OE3: Establecer relaciones entre las caracterizaciones de conocimientos reveladas por los
docentes.

Justificacion

En la linea de investigacion de profesores de matematicas, surge el interés por investigar por los
Conocimientos Profesionales del profesor para una ensefianza idonea del concepto de funcion. El
concepto de funcion ha sido investigado en numerosos trabajos, en el campo de la Matematica
Educativa, abordando aspectos referentes a la comprension del concepto, su ensefianza, su
aprendizaje; algunos otros incluyen aspectos ligados a la historia y epistemologia; y algunos mas
con una perspectiva puramente matematica.

Carlson y Oehrtman (2005) dan cuenta de que: “el concepto de funcién es central para la
matematica previa a la universidad, fundamental para la matematica moderna y esencial en areas
relacionadas a las ciencias” (p. 1). Y en este sentido, las investigaciones previas han sido
justificadas por las importantes deficiencias por parte de los estudiantes en el entendimiento de las
funciones y por la natural complejidad misma de este concepto.

La comprension de este concepto es considerado base para el entendimiento de conceptos
mas avanzados en matematicas, principalmente en el ambito del célculo. Debido a esto, surge el
interés de investigar por los procesos de aprendizaje respecto a este concepto, pero desde la parte
en la que emana el conocimiento en el aula, es decir, del profesor. Hoy en dia, los docentes
contintian siendo una de las partes principales en la transmision de conocimientos, cobrando una
destacable injerencia en la adquisicion de estos.

En México existen pocas carreras profesionales que forman a profesores de educacion
media o superior. Por tradicion, los puestos docentes de estos niveles han sido ocupados por
profesionistas de diversas areas disciplinares. En el caso de matemadticas, por ejemplo, en su
mayoria son ingenieros (Martinez-Sierra et al., 2019). Resulta pertinente destacar que los
profesores de matematicas, al egresar de disciplinas ajenas al area de la educacion, carecen de una
identidad docente, debido a que durante su formacion profesional no cursaron asignaturas que les
aportaran herramientas pedagogicas o didacticas (Ibarrola y Martinez, 2018).

Desde sus origenes, las investigaciones hechas en el 4&rea de Matematica Educativa tuvieron
como foco de atencidn el aprendizaje de los estudiantes restando importancia al profesor. El
docente no era considerado un factor problematico en los procesos de aprendizaje, como lo era el
estudiante; sin embargo, en la actualidad esta situacion ha cambiado considerablemente, ya que
han aumentado los trabajos que investigan las concepciones y percepciones de los profesores, asi
como sus conocimientos y competencias (Artigue, 2004).

Considerando la peculiaridad que se presenta en los alumnos respecto a la baja
comprension de las funciones, asi como en los profesores de nivel medio superior, respecto a la
ausencia de identidad docente que sugiere, entre otros elementos, una falta de precision de sus
conocimientos docentes, resulta conveniente ampliar el objetivo de esta investigacion a la
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comprension de las competencias del profesor de matematicas. Resulta relevante analizar el
conocimiento de los contenidos matematicos y/o conocimientos didacticos con los que cuenta o
debe contar el profesor, ya que es la persona que principalmente impacta en la experiencia
educativa, asi como en la concepcion de las nociones matematicas, para fines de esta investigacion,
la de funcion.

Poder comprender y dar cuenta del conocimiento profesional del profesor de matematicas,
incluyendo su naturaleza, caracteristicas y nivel de conocimiento con el que cuentan para poder
ensenar es un aporte interesante para la investigacion en Matematica Educativa (Bass, 2007). Lo
previo porque pese a las diversas investigaciones realizadas sobre el conocimiento y competencias
docentes, no se cuenta con un corpus formativo que caracterice a la formacién profesional de los
profesores de matemadticas para nivel medio superior.

Una investigacion de la Organizacion de las Naciones Unidas para la Educacion, la Ciencia
y la Cultura (UNESCO, 2012) pone de manifiesto que “el profesorado es la pieza elemental para
un desarrollo positivo de los sistemas de educacion, conformando el principal desafio para una
educacion matematica de calidad” (p. 25). En este sentido, a los profesores de matematicas se les
considera actores fundamentales en la generacion y adquisicion del conocimiento que tiene lugar
en el aula de clases, esto ha motivado a los investigadores de este trabajo y a los investigadores
previos, a enfocarse en la comprension de los contenidos que ensefian los profesores de
matematicas, buscando distinguir el conjunto de conocimientos que los caracteriza del resto de
profesionistas.

Dentro de la linea de investigacion de las competencias profesionales del profesorado,
predomina una notable tendencia por estudiar a profesores en formacion, es decir, a futuros
profesores. Esto, a raiz de proponer estrategias de mejora en los planes y programas de estudio
durante la formacion de los profesores y que, de esta manera, puedan solventarse las deficiencias
pedagbgicas y matematicas que pudieran presentarse y asi conseguir una enseianza mas eficiente
a la hora de ejercer su profesion. Sin embargo, es necesario considerar, también, el trabajo empirico
que resulta del dia a dia frente a grupo en el aula de clases, pues es a partir de la practica en donde
se generan concepciones y percepciones con las que los profesores en formacion atin no cuentan.
Desafortunadamente, no hay mucha informacioén que profundice en el conocimiento con el que
cuentan los profesores que ya se encuentran en ejercicio (Hoover, 2014).

Por lo mencionado en el parrafo anterior, se propone para este trabajo puntualizar en el
analisis de los conocimientos de profesores en ejercicio para la ensefanza idonea del concepto de
funcion, utilizando los aspectos del Modelo de Conocimiento Matematico para la Ensefianza
(MKT), propuesto por Ball et. al (2008); realizando el disefio y aplicacion de un instrumento
didactico (cuestionario) para recolectar la informacion y analizarla.
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CAPITULO 3. MARCO TEORICO

En el presente capitulo se desarrolla la fundamentacion tedrica que guia este estudio, el cual se
relaciona con el conocimiento del profesor, también en este capitulo se desarrollara el
posicionamiento sobre la ensefianza de la nocion de funcion.

3.1. Modelos de conocimiento del profesor

El conocimiento del profesor ha sido objeto de estudio en diversas investigaciones desde diferentes
referentes teorico. De esta manera, aludimos a los mas representativos antes de referir al que ha
sido considerado para la presente tesis.

En Sanchez (2011) se describe la importancia de investigar la practica de los profesores,
teniendo como objetivo distinguir los quehaceres diarios en el aula y comprender los factores que
influyen en la formacion de su desarrollo. En el trabajo se plantea que las investigaciones
evidencian la importancia de estudiar el conocimiento profesional del profesor, diferenciando dos
tipos de estudio: los que tienen como objetivo determinar el dominio de los conocimientos que el
profesor necesita para ensefar y aquellos, del tipo formativo, que buscan la manera de ayudar a
adquirir dicho conocimiento.

Shulman (1986; 1987) representa uno de los momentos mas significativos en el estudio del
conocimiento profesional del profesor, son de los primeros trabajos que subordinan a los
estudiantes y su aprendizaje, por el profesor y su ensefianza; poniendo el foco de atencion en el
conocimiento del contenido, pero también pedagdgico, revolucionando las investigaciones previas
que se enfocaban en las estrategias de ensefianza, mds que en el profesor. De esta forma, los
trabajos de Shulman plantean tres dominios de conocimiento que son necesarios para ensefiar: 1)
conocimiento del contenido, 2) conocimiento didactico del contenido, y 3) conocimiento
curricular.

El conocimiento del contenido a ensefiar hace referencia a la “cantidad y organizacion del
conocimiento, como tal, en la mente del profesor” (Shulman, 1987, p.9), esto es, el conocimiento
respecto a su disciplina o asignatura y el desglose de la misma. Por su parte, el conocimiento
didactico del contenido hace alusién, mas concretamente, al conocimiento que se tiene de la
disciplina para lograr su ensefianza, especificamente a las formas de transposicion didactica,
haciendo comprensible a los estudiantes el contenido a ensefiar. En este dominio se integra la
capacidad de comprension de las particularidades de los estudiantes y su contexto educativo.
Finalmente, el conocimiento curricular refiere al conocimiento de los materiales y programas
estructurados para ensefar la disciplina, siendo herramientas que le permiten al profesor presentar
el contenido.

Mas adelante, en Shulman (2005) se hace un refinamiento de los conocimientos, propuestos
previamente, que necesita tener el profesor, estructurando la propuesta en siete categorias, las
cuales se definen y describen a continuacion (Shulman, 2005, p.11):

e Conocimiento del contenido, es el saber, la comprension, las habilidades y las

disposiciones que deben adquirir los estudiantes. Este conocimiento se apoya en dos
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bases: la bibliografia y los estudios acumulados en cada una de las disciplinas, y el
saber académico historico y filosofico sobre la naturaleza del conocimiento en estos
campos de estudio.

e Conocimiento didactico general, teniendo en cuenta especialmente aquellos principios
y estrategias generales de manejo y organizacion de la clase que trascienden en el
ambito de la asignatura.

e Conocimiento del curriculo, es el especial dominio de los materiales y los programas
que sirven como “herramientas para el oficio” del docente.

e Conocimiento didactico del contenido (Pedagogical Content Knowledge, PCK): es esa
especial amalgama entre la asignatura y la pedagogia, que constituye una esfera
exclusiva de los maestros, su propia forma especial de comprension profesional.

e Conocimiento de los alumnos y de sus caracteristicas; implica el saber cuéles son los
principales errores y dificultades que presentan los estudiantes con los temas
abordados, asi como la manera en la que aprehenden y dosifican la informacion.

e Conocimiento de los contextos educativos, que abarcan desde el funcionamiento del
grupo o de la clase, la gestion de los distritos escolares, hasta el caracter de las
comunidades y culturas.

e Conocimiento de los objetivos, las finalidades y los valores educativos, y de sus
fundamentos filosoficos e historicos.

Esta perspectiva introducida por Shulman sirvié como referente a futuros investigadores,
para centrarse en el conocimiento profesional del profesorado y continuar profundizando y
categorizando las competencias que debe tener el profesor, sirviendo como base a propuestas
posteriores, como la de Fennema y Franke (1992) que caracterizan el conocimiento necesario para
la ensefianza, especificamente de las matematicas. Los autores reestructuran las categorias de
conocimiento de Shulman, proponiendo que el conocimiento para la ensefianza de las matematicas
debe ser interactivo y dindmico. Proponen un modelo que permite describir qué conocimiento
necesitan los profesores para ensefiar matematicas. La propuesta considera cuatro componentes:
1) Conocimiento de matematicas; 2) Conocimiento pedagoégico; 3) Conocimiento de las
cogniciones de los aprendices en matematicas; y 4) las Creencias de los Profesores, como se ilustra
en la Figura 1:

Figura 1

Conocimiento del profesor.

Creencias

I

Conocimiento Conocimiento

de pedagégico
mateméticas \ /

Conocimiento
especifico
del contexto

I

Conocimiento de
las cogniciones

de los aprendices
en mateméticas

17



Nota. La figura muestra la relacion entre los cuatro componentes del modelo de conocimiento de
Fennema y Franke, posicionando en el centro al conocimiento de los contextos especificos. Fuente:
traducido de Fennema y Franke (1992).

Por otro lado, el Cuarteto de Conocimiento (The Knowledge Quartet, KQ) es otra propuesta
de modelo de conocimiento del profesor de matematicas que plantean Rowland et al. (2005). El
modelo KQ surge con el objetivo de explorar la informacién sobre conceptos matematicos, que
tienen los docentes de ensefianza basica, y las formas en que esta informacion es utilizada en la
ensefianza. Las dimensiones de conocimiento del KQ son las siguientes: Fundamento,
Transformacion, Conexion y Contingencia, las cuales se muestran en la figura 2:

Figura 2

Dimensiones de conocimiento del Knowledge Quartet.

CONTINGENCIA

TRANSFORMACION

FUNDAMENTO

Nota. La figura muestra la relacion entre las dimensiones del Knowledge Quartet
Fuente: elaboracion propia de la investigacion.

Se definen y describen a continuacion cada una de las categorias (Rojas, 2014, p. 53):

e Fundamento, se refiere al conocimiento, las concepciones y las competencias adquiridas
antes y durante la formacion académica;

e Transformacion, se refiere a aspectos del conocimiento en la practica, tal como se pone de
manifiesto durante la planificacion y la ensefanza. Estd estrechamente relacionado con el
uso de representaciones adecuadas del contenido, de ejemplos y de demostraciones de
procedimientos;

e Conexion, se refiere al conocimiento que manifiestan los profesores cuando establecen
conexiones entre las distintas partes del contenido matematico, es decir, se combinan
algunas decisiones y elecciones respecto del contenido matematico. Incluye la
secuenciacion del material para la instruccion y la consideracion de las demandas
cognitivas que cada tema y tarea requieren;

e Contingencia, se refiere a las situaciones en las que los profesores responden ante eventos
inesperados que emergen durante la instruccion.

Tomando en cuenta que no es suficiente el hecho de que los profesores conozcan
unicamente los contenidos matematicos, Sullivan (2008) propone tres enfoques buscando definir
el conocimiento esencial para ensefar: el conocimiento de las matematicas, el conocimiento de la
ensefianza de las matematicas y el conocimiento pedagogico.
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Schoenfeld y Kilpatrick (2008), por su parte, realizan una investigacién con el propdsito
de aportar significativamente a los modelos de conocimiento, ya existentes, que un profesor de
matematicas necesita para ensefar esta disciplina. La propuesta recibe el nombre de Proficiencia
en la ensefianza de las matematicas y se compone de siete dimensiones, que de acuerdo con Amaya
(2016), se describen a continuacion:

e Dimension I: el profesor debe tener una profunda informacion sobre las matematicas que
ensefia. Ademas, debe tener varios enfoques para conceptualizar los elementos y objetos
de ensefianza: tener la opcion de abordarlos, comprender las partes vitales de cada
asignatura y establecer asociaciones con diferentes asignaturas de un nivel similar.

e Dimension 2: percibir a los alumnos como sujetos reflexivos. Es decir, ser comprensivo
con el proceso de pensamiento de los estudiantes, pues esto ofrece datos sobre la manera
en que los alumnos asignan importancia a las matematicas.

e Dimension 3: asumir a los alumnos como sujetos que aprenden. Esto sugiere, ademads, estar
familiarizado con la teoria de aprendizaje a la que se hace referencia.

e Dimension 4: planificacion y ajuste de las condiciones de aprendizaje.

e Dimension 5: establecer normas del aula de clases.

e Dimension 6: construir asociaciones que contribuyan al aprendizaje. El docente deberia
poder organizar los contenidos, sus presentaciones y hacer que los alumnos se relacionen
entre si y también con los contenidos.

e Dimension 7: reflexionar sobre la propia formacion.

Existen otros modelos de conocimiento que logran estructurar diversos componentes
tedricos respecto a la enseflanza y el aprendizaje del conocimiento matematico. Por ejemplo,
Godino et al. (2007) ofrecen un marco tedrico a la Didéactica de las Matematicas, al que han
llamado Enfoque Ontosemidtico del conocimiento y la instruccion matematicos (EOS), el cual
ofrece recursos para el andlisis de los procesos en el aula, propios de las matematicas.

De acuerdo con el EOS, Godino (2009) propone el Modelo del Conocimiento Didactico
Matematico (CDM) para investigar los objetos matematicos que se manifiestan como resultado de
las practicas realizadas por los profesores. El CDM mas tarde es ampliado por Pino-Fan y Godino
(2015), en donde se refieren a ¢l como la fusion entre los modelos del Conocimiento Matematico
para la Ensefanza (Mathematical Knowledge for Teaching, MKT) y el Conocimiento Pedagdgico
del Contenido (PCK), del cual ya se ha hablado previamente en los trabajos de Shulman. El MKT
se estudiara mas tarde con un mayor énfasis, pues este serd el marco que sustente esta
investigacion.

Para Pino-Fan et al. (2010)
El CDM viene a ser la trama de relaciones que se establecen entre los distintos objetos
matematicos primarios (y los procesos de significacion), que se ponen en juego en las
practicas operativas y discursivas del profesor, realizadas con el fin de resolver un
determinado campo de situaciones problematicas para implementar procesos de instruccion
eficaces (idoneos) que faciliten el aprendizaje de los estudiantes. (p. 209)

El modelo CDM incluye tres dimensiones, cada una de las cuales se compone por sub-
categorias; surgiendo asi, la dimension matematica, la dimension didactica y la dimension
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didactico-matematica. Este modelo ofrece un refinamiento de los dominios del MKT, proponiendo
las facetas: epistemoldgica, cognitiva, afectiva, interaccional, mediacional y ecoldgica (Godino,
2009); cada una con sus respectivos niveles de analisis para su evaluacion.

Finalmente, el modelo de Conocimiento Especializado del Profesor de Matematicas
(Mathematics Teacher Specialised Knowledge, MTSK) es un modelo propuesto en la Universidad
de Huelva, que se deriva del MKT, al considerar que todo conocimiento que posee el profesor de
matematicas es especializado, puesto que ejecuta un tratamiento pedagdgico al contenido
matematico. Este modelo analiza la informaciéon del profesor segun una perspectiva global,
teniendo en cuenta el &mbito matematico y el ambito pedagdgico.

El MTSK esta conformado por dos dominios: el Conocimiento Matematico (Mathematical
Knowledge, MK) y el Conocimiento Didactico del Contenido (PCK) y cada uno de ellos se
desglosa en tres subdominios. E1 MK incluye: el Conocimiento de los Temas, el Conocimiento de
la Estructura Matematica y el Conocimiento de la Practica Matematica. Por su parte, el PCK se
desglosa en: el Conocimiento de la Ensefianza de las Matematicas, el Conocimiento de las
Caracteristicas del Aprendizaje de las Matematicas y el Conocimiento de los Estandares de
Aprendizaje de las Matematicas (Carrillo et. al., 2018). Para una mayor comprension de los
dominios de este modelo, se presenta la siguiente figura:

Figura 3

Modelo del Conocimiento Especializado del Profesor de Matemdticas

KoT KMT

Conocimiento de la
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Nota. La figura muestra los dominios y subdominios del MTSK
Fuente: Aguilar et al. (2014)
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El MTSK es una extension y refinamiento del MKT, siendo una de las grandes diferencias
entre ambos modelos que el MTSK considera, ademas, las concepciones que ha generado el
profesor de matematicas gracias a su experiencia en el proceso educativo de las matematicas, a
estas concepciones se les denomina creencias y se encuentran en el centro del modelo, delimitadas
con lineas punteadas indicando su permeabilidad a cada uno de los subdominios del mismo, es
conveniente el estudio de dichas creencias puesto que, forman parte de la estructura cognitiva del
profesor.

3.1.1. Conocimiento matematico para la ensefianza

En la Universidad de Michigan, un grupo de investigacion liderado por Deborah Ball, dan a
conocer otra propuesta de modelo de conocimientos del profesor, el cual se enfoca en el estudio
de la naturaleza del conocimiento matematico necesario para ensefiar (Ball y Bass, 2009).

Los aportes realizados por Ball tienen un gran impacto en la Matematica Educativa por la
profundidad de cada dominio que conforma su modelo y por el alcance que este tiene cuando se
analiza el conocimiento del profesor de matematicas. Este modelo surge al observar la practica
matematica docente, que incorpora las gestiones que los profesores realizan a partir de los
conocimientos especificos y sobre el tema.

Ball y sus colaboradores retoman los aportes de Shulman y, entonces, proponen lo que ellos
llaman Conocimiento Matematico para la Enserianza (Mathematical Knowledge for Teaching,
MKT), entendiéndose como el conocimiento matematico que se exige al ensefiar, es decir, es aquel
conocimiento que resulta necesario para ejecutar las tareas pertinentes en la ensefianza de las
matematicas (Ball et al., 2008).

Hill et al. (2008) han definido al MKT como “el conocimiento matematico que el profesor
utiliza en el aula para instruir a sus alumnos y hacer que estos crezcan matematicamente” (p. 12).
Especificamente, Ball et al. (2008) afirman que el conocimiento de un profesor de matematicas no
es solamente el conocimiento de los temas o el conocimiento pedagdgico, como entes separados,
sino una articulacién entre el conocimiento de los contenidos y la didactica esencial para la
ensenanza. Y es asi como proponen que el MKT sea clasificado en dos categorias: 1) conocimiento
del contenido, compuesto a su vez por tres subcategorias: conocimiento comun del contenido,
conocimiento especializado del contenido y conocimiento en el horizonte matematico; y 2)
conocimiento pedagégico del contenido, conformado, a su vez, por el conocimiento del contenido
y los estudiantes, conocimiento del contenido y la ensefianza, y conocimiento del curriculo, tal
como se puede apreciar en la figura 4:
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Figura 4

Modelo del Conocimiento Matematico para la Ensenianza

L)
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Nota. En la figura se muestran los dominios y categorias del conocimiento matematico para la

ensenanza se utilizan siglas que se corresponden con el nombre en espafiol.
Fuente: Adaptado de Ball et al. (2008)

Se definen, a continuacidn, las categorias en que se subdividen cada uno de los dominios

del MKT:

Conocimiento comun del contenido (CCC): es descrito como el “conocimiento matematico
y habilidades que se emplean en situaciones que no son exclusivas de la ensefianza” (Ball
et al., 2008, p.399). Esto es, el conocimiento matematico que utilizan las personas en
cualquier ambito profesional, no solo de ensefianza.

Conocimiento en el horizonte matematico (CH): es definido como “el conocimiento que
tiene el docente de como estan relacionados los temas matemadticos incluidos en el
curriculo” (Ball et al., 2008, p.403), indicandole al profesor cuando avanzar o retroceder.
Este dominio propone una correspondencia entre niveles educativos (asociacion vertical)
y entre los contenidos de un mismo nivel educativo (asociacion horizontal).

Conocimiento especializado del contenido (CEC): es definido como el “conocimiento
matematico y habilidad exclusiva para la ensefianza” (Ball et al., 2008, pp.400-401). En
otras palabras, es el conocimiento que atiende las adecuaciones realizadas para transformar
un contenido disciplinar en un contenido ensefable.

Conocimiento del contenido y de los estudiantes (CCEs): es definido como el
“conocimiento del contenido que se entrelaza con el conocimiento de como los estudiantes
piensan, saben o aprenden un contenido particular” (Hill et al., 2008, p.375). Incluye el
conocimiento de las dificultades mas habituales y los errores comunes que presentan los
estudiantes.

Conocimiento del contenido y de la ensefianza (CCEn): definido como “el conocimiento
que combina el conocimiento sobre la ensefianza con el matematico” (Ball et al., 2008, p.
401). Esto implica que el docente construya estrategias para que sus estudiantes alcancen
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sus aprendizajes y corrijan sus errores, a partir de analizar los razonamientos y las formas
de solucion de sus alumnos.

e Conocimiento del curriculo (CC): es definido como “el conocimiento de los objetivos,
contenidos, fines, orientaciones curriculares, materiales y recursos disponibles para la
ensenanza, que permiten al profesor guiar su practica y seleccionar las tareas adecuadas
para el aprendizaje de sus estudiantes” (Ball et al., 2008, p.391). Incluye conocer de
materiales didécticos desarrollados para la ensefianza de las asignaturas en un nivel
educativo determinado.

Queda manifestado, entonces, que el conocimiento profesional de los profesores de
matematicas, de acuerdo con el MKT, incluye diversos aspectos a considerar, los cuales se
abordardn en este trabajo, para indagar por el conocimiento matemadtico para la ensefianza del
concepto de funcioén que tienen los profesores de bachillerato.

3.2 Teoria de registros de representacion semiotica

Segun Duval (2004) el aprendizaje de las matematicas es un area de oportunidad adecuado para
analizar y estudiar actividades cognitivas en las que interviene la conceptualizacion, el
razonamiento y la resolucion de problemas. La ensefianza y el aprendizaje de las matematicas
conlleva que estas actividades cognitivas necesiten ademas del lenguaje natural o el de imagenes,
el empleo de diferentes registros de representacion y, por consiguiente, de expresion.

Duval distingue dos tipos de representaciones: 1) mentales, como aquellas representaciones
conscientes que pertenecen a un conjunto de imagenes que una persona posee respecto a un objeto
o situacion y 2) semioticas, definidas como las elaboraciones que estan conformadas por el uso de
signos que permiten exteriorizar representaciones mentales. En este sentido, el autor enfatiza en
que las representaciones utilizadas en la actividad matematica son exclusivamente semidticas.

La teoria de registros de representacion semiotica, propuesta por Duval (1993) establece
que el uso de representaciones para el pensamiento matematico es esencial para la comprension
de los objetos matematicos, puesto que no hay otra manera de tener acceso a ellos sino a través de
las representaciones. Es por ello que en la ensefianza y en el aprendizaje de las matematicas no
debe limitarse a Unicamente un registro, antes bien, el trabajo debe incluir la capacidad de
movilizar la informacion de un registro a otro (Duval, 2006).

Para que las representaciones sean de utilidad en los procesos matematicos, estas deben
permitir tres actividades cognitivas fundamentales:

1. Laformacion, entendida como la identificacion de un grupo de signos pertenecientes a una
representacion. Por ejemplo, una férmula pertenece al registro algebraico.

2. El tratamiento, entendido como la manipulaciéon de una representacion, pero en el mismo
registro, haciendo uso de sus propias reglas. Esto es, una transformacion interna. Por

ejemplo, al transformar y=—-2x+1 en y = -2 (x —%), se estd realizando un

tratamiento a la funcion lineal, en su representacion algebraica.
3. La conversion, entendida como la movilizacidon de una representacion a otra. Esto es, una
transformacion externa.
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Duval (2004) distingue cuatro tipos de representaciones semidticas fundamentales y
generales en los objetos matematicos: lenguaje natural, verbal o coloquial; algebraico; grafico y
numérico, los cuales se describen a continuacion:

e Registro en lengua natural: Es la descripcion del fendmeno a analizar y se manifiesta de
manera oral o escrita.

e Registro algebraico: Es la representacion del objeto, usando expresiones algebraicas.

e Registro grafico: Es la representacion del objeto, usando coordenadas cartesianas.

e Registro tabular o numérico: es el andlisis de las caracteristicas numéricas.

Los registros anteriores son utilizados para representar la mayoria de los objetos
matematicos y seguin Sastre et al. (2008), el concepto de funcion en particular, no es la excepcion,
puesto que admite estos mismos registros, entre otros. Para Amaya (2016), los registros mas
utilizados para representar una funcion son:

¢ Coloquial o de lenguaje materno: relacionado con la capacidad lingiiistica necesaria para
describir relaciones funcionales.

e Analitico: relacionado con los simbolos, sobre todo con el algebra.

e Cartesiano: un conjunto de pares ordenados, siendo el primer elemento los valores de la
variable independiente y el segundo, los de la variable dependiente.

e Grifico: es un sistema coordenado donde, mediante un conjunto de pares ordenados de
puntos, se pueden realizar representaciones graficas.

e Figural: es un dibujo, un plano o una figura que modela una circunstancia, donde no
interviene un sistema coordenado.

e Tabular: es una tabla donde se registran en columnas los valores de las variables
dependiente e independiente, de tal manera que el nimero de filas representa las cantidades
comprometidas en la relacioén funcional.

¢ Fenomenolégico: es la transposicion de los conocimientos a una situacion problema,
permitiendo contextualizar los elementos matematicos.

Los registros para representar a la funcion se corresponden con los establecidos por Duval;
adicional, para fines de este trabajo, se utilizara el registro cartesiano, propuesto por Amaya et al.
(2021) como un conjunto de parejas ordenadas, en donde el primer componente corresponde al
valor que toma la variable independiente y el segundo al valor que toma la variable dependiente.
De esta manera, se buscara indagar en los siguientes cinco registros para la representacion de la
funcién: 1) en lenguaje materno, 2) algebraico, 3) grafico, 4) numérico, y 5) cartesiano,
considerando que son los méas empleados a nivel bachillerato cuando se aborda el concepto de
funcién; explorando en el dominio en cada uno de los registros y en el transito entre ellos, por
parte de los profesores de esta investigacion.

Tradicionalmente, las actividades en el aula, referentes a situaciones funcionales, se
distinguen por iniciar con la representacion en el registro coloquial y/o algebraico y a partir de ahi,
se estudia la conversion a los otros registros, en especial, al numérico y cartesiano, para finalizar
con la conversion al registro grafico.
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3.3 El concepto de funcion

El concepto mas importante de todas las matematicas es, sin dudarlo, el de funcion: en casi
todas las ramas de la matematica moderna, la investigacion se centra en el estudio de
funciones. No ha de sorprender, por lo tanto, que el concepto de funciéon sea de gran
generalidad. (Spivak, 1996, p. 49)

Para poder interpretar las funciones, es necesario partir de una definiciéon formal. Para lo

cual, Fregoso (1979) propone la existencia de un conjunto A denominado dominio de la funcion
y, A#@, asi como un conjunto B denominado codominio de la funcioén y, B#@. De tal forma que la
regla de correspondencia debe cumplir con las siguientes condiciones:

Los componentes del conjunto A estan conectados con los componentes del conjunto B a
través de la regla de correspondencia f.

Ningun componente del conjunto A debe quedar sin su componente relacionado en el
conjunto B.

Ningun componente del conjunto A es prioritario a mas de un componente relacionado en
el conjunto B.

Por otro lado, Lacasta y Pascual (1998) definen el concepto de funcién de la siguiente

manecra:

Sean E y F dos conjuntos que pueden ser distintos o no. Una relacion entre un elemento
variable x de E y un elemento variable y de F se llama una relacion funcional, si para todo
x € E, existe un tinico y € F que estd relacionado con x en la relacion dada.

Damos el nombre de funcién a la operacion que de esta forma asocia con cada elemento
x € E el elemento y € F que esta relacionado con x en la relacion dada; llamamos a y valor
de la funcion para el elemento x, y decimos que la funcion esta determinada por la relacion
funcional dada. Dos relaciones funcionales equivalentes determinan las mismas funciones.

(p- 52)

El concepto de funcion ha sido empleado, desde épocas muy antiguas, algunas veces hasta

inconscientemente, es decir, sin saber que se alude a ¢l. En Didactica de las Matematicas existe un
cierto acuerdo en considerar cinco periodos significativos a lo largo de toda la existencia de las
matematicas:

1) Edad Antigua

2) Edad Media

3) Siglos XV, XVIy XVII

4) Siglo XVIII

5) Siglos XIX y XX

A continuacion, se describe un breve recorrido del concepto de funcion a través de dichos

periodos:

Pederson (1974) afirma que, durante la Edad Antigua, las civilizaciones mesopotamicas

tuvieron un cierto sentido de la funcionalidad, puesto que matematicos babilonicos utilizaban
tablas compuestas por dos columnas en donde anotaban datos importantes de observaciones
astronomicas, trabajando con interpolaciones lineales y geométricas, buscando regularidades. Pero
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desafortunadamente, los griegos en esta época, siempre se guiaron por la homogeneidad,
comparando longitud con longitud, area con area, volumen con volumen, lo que es impedia
avanzar hacia el concepto de funcion (Sierra et al., 1998).

En la Edad Media, con las traducciones de Aristoteles (384-322 a. C.) y Arquimedes (287-
212 a. C.), comienza el estudio de cambios generales; surgiendo una formula para la tasa de
cambio. Mas adelante, Nicolas de Oresme (1323-1382) profundiz6 en los cambios en la velocidad
del movimiento a lo largo del tiempo utilizando el método de coordenadas. Dibujaba una linea
horizontal en donde cada punto de esta representaba un instante consecutivo de tiempo, y para
cada instante dibujaba una cierta linea cuya longitud representaba la velocidad de ese instante. Al
usar este tipo de representacion, que ahora llamamos representacion grafica de una funcion en un
eje cartesiano, Oresme queria facilitar la comprension de la naturaleza de los cambios cuantitativos
y cualitativos para poder dar una representacion de todos ellos.

En los siglos XV, XVIy XVII, el desarrollo del dlgebra simbolica de Vieta (1540-1603) y
las leyes del movimiento de Galileo (1564-1642) abrieron oportunidades para establecer relaciones
funcionales, pero Descartes (1650-1696) fue el primero en trabajar ecuaciones en términos de x e
y como una forma de expresar la relacion entre dos variables, mediante la cual se puede calcular
el valor de una variable para que corresponda al valor de la otra variable, nombrandole
explicitamente a esto como una relacion funcional. Las funciones cartesianas, o de Descartes, eran
principalmente expresiones algebraicas constituidas por las curvas geométricas simples conocidas
hasta el momento. Newton (1643—-1727) y Leibniz (1646—1716) llegaron a representaciones
funcionales de series de potencias infinitas, lo que permitio la representacion analitica de la
mayoria de las funciones en uso en ese momento (Sierra et al., 1998). Leibniz fue el primer
matematico hasta entonces en emplear el concepto de funcion en 1692. Usé el término para
referirse a cualquier cantidad en una curva de un punto a otro, como la longitud de la tangente,
normal, subtangente y la ordenada (Struik, 1969).

En el Siglo XVIII, los matematicos comenzaron a ver el método de analisis de Descartes
como la herramienta perfecta para resolver ecuaciones algebraicas. Se enfocaron més en expresar
funciones matematicas usando expresiones algebraicas. Esto fue popularizado por J. Bernoulli
(1667-1748), segiin Boyer (1986) en un articulo de 1718: “llamamos funciéon de una magnitud
variable a una cantidad compuesta de cualquier manera que sea de esta magnitud variable y de
constantes” (p. 531).

Euler (1713-1783) convirti6 en objeto matematico la nocion de funcidn, es decir, se podria
estudiar a las funciones mismas, especialmente sus registros de representacion, definiria una
funcién como un andlisis formado por cantidades variables y constantes o cantidades en cualquier
forma de expresion. Mas tarde, se le ocurrid una nueva definicion de funcion: ““si x es una cantidad,
entonces cualquier cantidad que dependa o esté determinada por x de alguna manera se llama
funcion de esa variable” (Euler, 1755).

En los siglos XIX y XX, Cauchy (1789-1857) utiliz6 las expresiones de variable
independiente y variable dependiente en su definicion: cuando cantidades que varian se
interrelacionan de tal forma que, al dar valor a una, el valor de la otra se puede deducir. De las
demads, ordinariamente concebimos estas diversas cantidades expresadas por medio de una que
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toma el nombre de variable independiente, y las otras cantidades expresadas por medio de la
variable independiente son las que llamamos funciones de esta variable (Cauchy, 1821).

En Boyer (1986), se asume que fue Dirichlet (1805-1859) quien defini6 en 1837 el
concepto de funcion tal como lo usamos actualmente:

Si una variable y estd relacionada con otra variable x de tal manera que siempre que se

atribuya un valor numérico a x hay una regla segun la cual queda determinado un Unico

valor de y, entonces se dice que y es una funcion de la variable independiente x. (p. 687).

Con el paso del tiempo, esta definicion se ha refinado utilizando elementos de la teoria de
conjuntos; y como puede percatarse en los parrafos anteriores, a través de la historia de las
matematicas, se ha concebido a la funcién desde distintas perspectivas, dependiendo las
necesidades de la época; dichas perspectivas, articuldndose, dan lugar al concepto general, aunque
holistico, del concepto de funcion, tal y como hoy se conoce.

Distintos autores pretenden proponer una clasificacion de la definicion de funcion,
intentando concentrar las diversas perspectivas que cada definicion propone. Es asi como Hitt y
Torres (1994) proponen la siguiente clasificacion, tras el analisis de libros de texto:

e Funcion en términos de variable. Una funcidn es una asociacion entre dos variables, de
tal forma que cada valor que toma una, tiene una tinica correspondencia con el valor que
toma la segunda.

¢ Funcién en términos de conjunto de parejas ordenadas. Una funcién es una coleccion
de pares ordenados, donde el primer componente no se puede repetir.

e Funcion en términos de regla de correspondencia. Una funciéon es una regla de
correspondencia en la que a cada x de un conjunto A, asigna un elemento f(x) determinado
univocamente de otro conjunto B.

¢ Funciéon en ambiente logo. Una funcion es un procedimiento F con la caracteristica que
dos requerimientos cualesquiera de F con los mismos ingresos, producen los mismos
egresos.

Mas tarde, Azcarate y Deulofeu (1996) propusieron la siguiente clasificacion para las
definiciones de funcion, seglin el aspecto que mas destacan de algunos libros de texto analizados
por dichos autores.

e Correspondencia entre valores de variables. Una funciéon es una relacion entre los
valores de dos variables, de tal forma que cada valor que asume una de ellas, corresponde
a un solo valor de la otra.

e Correspondencia entre elementos de dos conjuntos. Una funcion es una relacion entre
los elementos de dos conjuntos, con la condicion que cada elemento de uno de los conjuntos
corresponde a un solo componente del otro conjunto.

¢ Dependencia entre dos variables. Una funcion es una relacion entre x e y, en donde x es
la variable independiente y y depende de ella.

e Conjunto de pares ordenados. Una funcion debe incluir un primer término que no se
repita y que esté estructurado en un par ordenado, habiendo una coleccion de estos.
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Mas recientemente, en Pino-Fan et al. (2019) se propone otra clasificacion para las
diferentes definiciones del concepto de funcion, planteando una propuesta que involucra un
recorrido histérico-epistemoldgico de esta nocidon, tomando como referencia el trabajo de Biehler
(2005), surgiendo asi:

3.3.1 La funcion como correspondencia

Se considera que este es el primer significado que tomd el concepto de funcioén y se remonta al
surgimiento del conteo. Contar implicaba asociar multiples objetos con el mismo niimero para
crear una correspondencia. Por lo tanto, se entendera por correspondencia a la relacion entre
conjuntos que usan operaciones aritméticas para definirla (Parra, 2015).

Las escalas de medidas de temperatura como los Fahrenheit y los Celsius representan un ejemplo
de la funcién como correspondencia de acuerdo con Esquer y Romero (2021). Como se muestra
en la Tabla 1, en la cual se puede percibir que a un componente del conjunto de los °C le
corresponde un elemento de conjunto °F y dicha asignacion se da por medio de la ecuacion

°F = §(°C) + 32.

Tabla 1

Conversion de temperaturas, de Centigrados a Fahrenheit

Tempen°C 0 45 40 100 50 25
Tempen®°F 32 113 104 212 122 77
Fuente: Elaboracion propia.

3.3.2 La funcion como relacion entre magnitudes variables

Esta definicion surge del estudio de tablas numéricas obtenidas al cambiar valores de diferentes
magnitudes y buscar regularidades, lo que implica un acercamiento a la funcionalidad. Todas las
condiciones relacionadas con fendmenos de la naturaleza, en las que interactian magnitudes
variables fisicas, como el calor, la luz, la distancia, la velocidad, etc. son situaciones que
promueven este significado de la nocién de funcion.

Por ejemplo, cuando un objeto es lanzado hacia arriba con una velocidad de 25 %, partiendo
del suelo, haciendo uso de la formula x = x; + v;t + %at2 y considerando la aceleracion debida
a la gravedad de 9.8 Sﬂz; la ecuacidon que expresa la altura del objeto en términos del tiempo es

49 , . . . .
hy = 25t — o t?, en la que se ha usado el término h, en lugar de x;. Con lo anterior se evidencia

que al cambiar (naturalmente) la magnitud del tiempo, la posicion del objeto también lo hace.
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Tabla 2

Relacion entre tiempo y altura

Tiempo (s) O 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
Altura(m) 0 11.275 20.1 26475 304 31.875 309 27475 21.6
Fuente: Elaboracion propia.

3.3.3 La funcion como representacion grafica

Es una condicion en el plano cartesiano, compuesta de puntos que representan de forma visual una
relacion entre valores numéricos entre los ejes.

Por ejemplo, la grafica de una funcidén cuadratica, se obtiene mediante una lista de pares
ordenados (x,y), relacionados por medio de una expresion algebraica, como puede ser
y = 2x — x?%; también, suelen haber ocasiones en las que no es posible asignar una expresion
matematica a determinadas graficas y, aun asi, dichas gréaficas representan una funcion. Un
ejemplo de esto ultimo lo podemos observar en la relacion del valor del dolar (USD) con respecto
al peso (MXN).

Figura 6 Figura 5

Grdfica de la funcidn f{x)=2x-x’ Grdfica del dolar (USD) vs. el peso (MXN)

Investing o

A \ Fuente: Investing.com (2021)
https://mx.investing.com/currencies/usd-mxn-chart

Fuente: elaboracion propia

3.3.4 La funcion como expresion analitica

Segtin Euler (citado por Dhombres et al., 1987), “una funcién se obtiene mediante una clase de
operaciones aritméticas, las potencias y raices” (p. 194). A esto, adjuntd las funciones
trascendentes elementales: exponenciales, logaritmicas y trigonométricas; surgiendo una primera
clasificacion de las funciones: funciones algebraicas y funciones trascendentes.

El siguiente ejemplo, tomado de Esquer y Romero (2021) evidencia este significado de la
funcion:
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Un sistema de computo tiene 10 afios de uso y su valor actual es de $23000, pero hace
cuatro afios valia $41400. Considere que el valor del sistema varia linealmente con el
tiempo y determine: la ecuacion particular que relaciona el valor del sistema con el tiempo
transcurrido.

Respuesta: V(t) = —4600t + 6900, al cumplir V(10) = 23000y V(6) = 41400. (p. 42)

3.3.5 La funcion como correspondencia arbitraria

La funcién como correspondencia arbitraria “es una relacion abstracta entre dos conjuntos, sin
conocer la forma en la que se lleva a cabo la asignacion entre sus elementos” (Esquer y Romero,
2021, p. 43). Por ejemplo, en los estudios meteorologicos, a cada hora del dia le corresponde un
porcentaje de humedad y esta asignacion se lleva a cabo sin ninguna operacién matematica.

Figura 7

Grdfica en tiempo real de humedad relativa en Guanajuato
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Fuente: Meteored.mx (2021)
https://www.meteored.mx/guanajuato/historico

Es necesario asumir que una correspondencia arbitraria no es forzosamente graficable.
Dirichlet en 1829, propuso una funcidén que no estaba regida por una expresion analitica, ni tenia
una grafica para representarla; siendo el primer prototipo que ilustraba la nocion de funcién como
una correspondencia arbitraria abstracta y también fue un ejemplo de una funcién que era
discontinta por naturaleza. Esta funcion es igual a uno para cada punto irracional del intervalo
[0,1] y cero para cada punto racional del mismo intervalo, en el que hay infinidad de puntos
racionales e irracionales, lo que complica la obtencion de una gréfica.

3.3.6 La funcion a partir de la Teoria de Conjuntos
Es una relacion de una variable que cumple las siguientes propiedades: un subconjunto R del
producto cruz de X con Y (R € X X Y) es una funciéon de X a Y si para cada elemento que

pertenece a X (Vx € X) existe exactamente una y que pertenece a Y (3! y € Y), tal que la pareja
(x,y) esta en R (Hamilton, 1982).
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Un ejemplo de la implementacion de esta definicion seria determinar si para los conjuntos
X={1234}y Y ={w,x,y,x}, la relacion R = {(1,w), (2,x),(2,2), (3,y), (4, x)} podria ser
considerada como funcion, una vez analizado el dominio y el rango.

Para el presente trabajo, se consideraran las seis definiciones de la propuesta de Pino-Fan
y colaboradores: 1) La funcién como correspondencia, 2) La funcion como correspondencia entre
magnitudes variables, 3) La funcién como representacion grafica, 4) La funcion como expresion
analitica, 5) La funcién como correspondencia arbitraria y 6) La funcién a partir de la teoria de
conjuntos. La cual, es una propuesta mas completa y que, ademas, integra y se corresponde con
las clasificaciones de Hitt y Torres (1994) y de Azcérate y Deulofeu (1996).

De esta manera, para los fines de esta investigacion, se indagd por los conocimientos
manifestados por los profesores en estos seis significados de la funcion.

Por otro lado, las funciones tienen diferentes clasificaciones segin su naturaleza. De
acuerdo a Jiménez et al. (2013), una en particular es la siguiente: 1) funciones inyectivas, 2)
funciones suprayectivas y 3) funciones biyectivas. De acuerdo con los autores, una funcion es
inyectiva cuando todos los componentes del dominio tienen distinta imagen; una funcion es
suprayectiva cuando cualquier elemento del codominio representa la imagen del algin componente
del dominio; una funcién es biyectiva cuando es inyectiva y suprayectiva.

Otra clasificacion de las funciones es de acuerdo con su representacion en el registro
algebraico; pudiendo encontrar, funciones polinomiales, racionales, radicales, seccionadas y
trascendentes; estas ultimas contemplan a las funciones exponenciales, logaritmicas y
trigonométricas.

Segun Hernandez (s.f.):
A una funcién se le llama polinomial (o polinomio) si se puede escribir de la forma
y(x) = apx™ + ap_1x" 1+ -+ a,x? + ax + ag
Donde n es el grado de la funcién, n es un entero no negativo y todos los ntimeros
ay, aq, ---, 4, son numeros reales a los que se les llama coeficientes del polinomio.
Las funciones polinomiales estan definidas para todos los reales, es decir, el dominio de la
funcién polinomial es R. (p. 23).

Manfredi (2007) ofrece una definicidon para las funciones polinomiales, estipulando que
son aquellas cuyo dominio son todos los numeros reales y cuya expresion analitica es un polinomio
de diferentes grados enteros y positivos. Dependiendo el grado, la funcion recibe un nombre
diferente; cuando el grado es cero, es una funcidon constante; cuando el grado es uno, es una funcion
lineal; cuando el grado es dos, es una funcion cuadratica; cuando el grado es tres, es una funcion
cubica; cuando el grado es superior a tres, recibe simplemente, el nombre de funcion polinomial.

Para fines de esta investigacion, el objetivo se enfocd en el estudio de las funciones
polinomiales, principalmente la lineal y cuadratica, considerando que son de las mas utilizadas en

el contexto escolar; a continuacion, se definen:

Una funcion lineal se escribe de la forma y = f(x) = mx, siendo las variables x e y
directamente proporcionales, con constante de proporcionalidad m. Al graficarla en el
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plano y unir los puntos, se obtiene una recta que pasa por el origen (0,0) y la constante de
proporcionalidad recibe el nombre de pendiente. (Elgueta et al., 2014, p. 135)

La funcién cuadratica es definida como:

Llamaremos funci6n cuadratica a toda funcion del tipo f(x) = ax? + bx + ¢, donde a,
b y c son numeros reales y a # 0 . A la grafica de la funcion se le llama pardbola. Aay b
se les llama coeficientes numéricos de x? y x, respectivamente. A ¢ se le llama término
independiente. (Saiz et al., 2014, p. 99)

Para cerrar este capitulo, parece conveniente retomar que los fundamentos del trabajo se
corresponden con lo que se presenta en la figura 8:

Figura 8

Elementos teoricos asociados al trabajo de tesis

. . Funclones matemticas .

Estudiantes de bachillerato
con dificultades en su
comprension (Amaya &
Sgreccia, 2014)

[ I
|

¢Qué conocimiento matematico para la ensefianza de la funcién tienen los profesores de matematicas?

Profesores de bachillerato
sin identidad docente
(Ibarrola & Martinez, 2018)

Conocimientos Matematicos El concepto de funcién Registros de representacion
para la Ensefianza (MKT) P semiética de la funcién
/\ ]
Como correspondencia
5 Lenguaje natural
Conocimiento del Conocimiento Pedagégico (
Contenido del Contenido !

Como relacion entre magnitudes variables ]
Registro algebraico

Como representacién grafica Registro numérico
1 I
Como expresion analitica Registro gréfico
( I
Como correspondencia arbitraria Registro cartesiano

A partir de la teorfa de conjuntos
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CAPITULO 4. ELEMENTOS METODOLOGICOS

Este trabajo se desarroll6 mediante una metodologia cualitativa (Leatham, 2019), puesto que se
trabajo con datos descriptivos para el andlisis de las respuestas de dos profesores, uno novel y uno
experto (o experimentado). El disefio metodologico utilizado fue el estudio de casos (Stake, 1988)
para la profundizacion del analisis. Como técnica de recoleccion de datos se utilizo el disefio de
un cuestionario sobre conocimientos didacticos y matematicos. Asimismo, como instrumento para
el registro de los datos se contempld el registro en papel de las respuestas al cuestionario de
actividades sobre representaciones de funciones.

4.1. Muestra y contexto

Resulta interesante realizar una comparativa entre los conocimientos manifestados por un profesor
experto y uno novel, por lo que, para esta investigacion, se realizd un muestreo no probabilistico
por conveniencia, seleccionando intencionalmente a dos profesores que hayan impartido la
asignatura de célculo diferencial. Ambos ejercen su labor docente como profesor novel y experto,
respectivamente, en el Centro de Bachillerato Tecnoldgico Industrial y de servicios no. 65, (CBTis
65) en Irapuato, Guanajuato, México. Esta instituciéon forma parte de la Direccion General de
Estudios Tecnoldgicos e Industriales (DGETI), siendo ésta el subsistema de Nivel Medio Superior
con mayor numero de estudiantes de la Secretaria de Educacion Publica de México (SEP) y fue la
sede de aplicacion de la presente investigacion. Para la recoleccion de datos de estos profesores se
recogieron su consentimiento informado y participacion voluntaria.

Uno de los profesores fue seleccionado por cumplir con las caracteristicas que refieren a
profesor experto, segun Schempp et al. (1998): “aquel docente que a través de la experiencia y el
continuo aprendizaje ha alcanzado un respetable y reconocible nivel de experiencia pedagodgica”
(pp 11-12). Se referiré a €1, de aqui en adelante, como profesor experto.

El otro profesor que forma parte del estudio, de acuerdo con Schempp et al. (1998), es
considerado profesor novel, por carecer de la experiencia del profesor experto, por lo que, es un
profesor que va iniciando en la docencia y, por lo general, los recursos con los que cuenta, son los
que obtuvo de su formacién académica. De aqui en adelante se referira a €l como profesor novel.

Ambos profesores son ingenieros y han participado en cursos de actualizacion docente, los
cuales son ofertados cada semestre, por parte de la Coordinacion Sectorial de Fortalecimiento
Académico (COSFAC), quien forma parte de la SEP y, algunos de ellos, han sido en colaboracion
con el Centro de Investigaciéon y de Estudios Avanzados del Instituto Politécnico Nacional
(CINVESTAV), procurando la profesionalizacién docente de los maestros de matematicas de la
institucion. A su vez, han participado en cursos pedagdgicos, algunos asistidos por el Centro de
Actualizacion Permanente (CAP).

4.2. Instrumento de recoleccion de datos

Se disefié un cuestionario en el que se tomaron en cuenta tres componentes: el significado de la
funcidn, sus registros de representacion y los dominios del MKT, de tal manera que se cre6 una
especie de amalgama que permitiera profundizar en los saberes de los profesores respecto a estos
tres componentes.
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Asi surgi6 la primera version del cuestionario. Constituida originalmente por 12 tareas,
buscando abarcar cada uno de los significados de la funcion; al ser seis los que se tomaron en
consideracidon en esta investigacion, resultd conveniente proponer dos tareas para cada tipo de
significado. Sin embargo, para el significado de la funcion como expresion analitica se pensaron
en tres tareas debido a la gran utilidad y trascendencia que tiene este significado en el aula de
clases. Finalmente, se consideraron 13 tareas.

Posteriormente, el objetivo fue disefiar las tareas, de tal forma que permitieran poner de
manifiesto no solo el significado de la funcién, sino también cada uno de los seis registros de
representacion. Con estas dos condicionantes en mente, se procedio a elaborar las tareas. De las
13 tareas, 12 son de elaboracion propia de la investigacion y una fue adaptada de Azcarate y
Deulofeu (1996). Una vez con las tareas explicitas, el siguiente objetivo consistié en adecuarlas
para elaborar situaciones, que permitieran ahondar en cada uno de los dominios del MKT vy, al
mismo tiempo, que fuera posible poner de manifiesto las tres actividades cognitivas fundamentales
asociadas a toda representacion, segin Duval (2006): formacion, tratamiento y conversion. Para
cumplir con este propdsito, fue necesario tener en mente las posibles respuestas que los profesores
pudieran ofrecer a cada una de las tareas.

Cuidando la extension del cuestionario y considerando el tiempo disponible para la
aplicacion y el necesario para la revision de las respuestas, se decidié que cada tarea estuviera
conformada por dos preguntas o items. Y el objetivo fue que cada uno, procurara profundizar en
un dominio diferente del MKT. Finalmente, se obtuvo un cuestionario en su version inicial,
compuesto de 13 tareas, que representan 26 preguntas (Anexo 1).

4.2.1 Analisis preliminar del instrumento
A continuacion, se describe la finalidad de cada tarea que conformé la version inicial del
cuestionario:

TAREA 1

El significado que se busca poner de manifiesto en esta tarea es el de la funcion como
correspondencia. Como puede verse en la figura 9, la situacion plantea las indicaciones de un
profesor que solicita llenar una tabla relacionando las medidas de ciertos angulos en radianes y en
grados sexagesimales, mediante la formula de conversion entre los dos sistemas de unidades; por
lo que, partiendo de la expresion analitica y buscando la manipulacion numérica, se pretende
realizar una conversion del registro algebraico al tabular o numérico. El item a) busca exponer los
conocimientos del profesor respecto a con qué contenidos mas avanzados del curriculo escolar esta
relacionada esta tarea, esto es el subdominio CH. El item b) cuestiona por el objetivo que tiene la
tarea, buscando profundizar en el subdominio CC. Las respuestas esperadas que se tuvieron en
mente a la hora de disefar la tarea y las preguntas se encuentran en la tabla 3.

Figura 9

Tarea 1 del cuestionario
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Tarea 1

Un profesor solicita a los estudiantes completar la siguiente tabla, convirtiendo la medida de los
angulos dados en el sistema sexagesimal al ciclico.

rad = (%) (Grados)

Grados [ 0° 30° 45° 60° 90° 120° 180° 270° 360°
Radianes

a) (Con cuales contenidos mas avanzados del curriculo escolar relaciona el contenido
involucrado en la resolucion de este problema?
b) De acuerdo con el curriculo escolar, jcual es el objetivo de la tarea?

Tabla 3

Respuestas esperadas a los items de la tarea 1 del cuestionario

ftem Respuesta esperada

a) Partiendo de esta tarea se puede introducir al concepto de funcién como correspondencia,
el cual sirve como referente para el estudio de contenidos matematicos mas avanzados
del curriculo escolar como las razones y funciones trigonométricas y todo lo que ello
engloba: limites, derivadas e integrales, con sus respectivas aplicaciones.

b) De acuerdo al curriculo escolar del bachillerato tecnologico, esta es una tarea que los
estudiantes pudieron abordar en el segundo semestre, cuando cursaron la materia de
“geometria y trigonometria”. El objetivo de la tarea, al abordarla en la asignatura de
calculo diferencial, es que los estudiantes comprendan que las unidades de los dngulos se
corresponden en dos sistemas, para este caso, el sexagesimal y ciclico.

TAREA 2

Esta tarea fue adaptada de Azcarate y Deulofeu (1996). El significado que se pretende poner de
manifiesto en esta es el de la funcion como correspondencia. Como puede verse en la figura 10,
el contexto es una reunion en donde todos los asistentes se saludan de mano y se busca encontrar
una correspondencia entre el nimero de personas y la cantidad de apretones de mano que habra.
Por lo que, el item a) consiste en determinar una expresion algebraica que permita calcular el
nimero de apretones de mano que se generan en funcién de la cantidad de asistentes, lo cual
permitird exponer el subdominio CCC. El item b) pregunta por las posibles dificultades a las que
se enfrentarian los estudiantes para dar solucion a la situacion expuesta en la tarea; esto es propio
del subdominio CCEs. Como puede apreciarse, el objetivo de esta tarea es realizar una conversion
entre los registros: lengua natural, algebraico y numérico. En la tabla 4 se muestran las respuestas
esperadas que se tuvieron en mente a la hora del disefio de esta tarea.

Figura 10

Tarea 2 del cuestionario
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Tarea 2
Fuente: Azcarate & Deulofeu (1996)

Al acabar una reunion a la que asisten un cierto nimero de personas, todos se dan la mano.

Personas 5 7 n
Apretones de mano 6 45

a) Llamando n al nimero de personas, escriba una expresion en n que dé el numero de
apretones de mano.

b) Describa las posibles dificultades, a las cuales podrian verse enfrentados los alumnos para
resolver de manera correcta la tarea
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Tabla 4

Respuestas esperadas a los items de la tarea 2 del cuestionario

ftem Respuesta esperada

a) El problema puede interpretarse con ayuda de geometria, considerando a cada persona de
la reunién como el vértice de un poligono cualquiera, en donde la linea que une dos
vértices, sera un apreton de mano. De tal forma que el nimero de apretones seré igual a

la suma de las diagonales y lados de dicho poligono. La férmula para el calculo de las
n(n-3)

diagonales de un poligono con n lados es n =
n(n-1)

y si sumamos n, tendremos la

funcién 4,,(n) = , en donde A,,(n) es el nimero de apretones de mano en funcion

del numero de personas n.

b) Las posibles dificultades que podrian enfrentar los estudiantes son:
1) Interpretar la tarea con ayuda de geometria. Una de las principales dificultades de los
estudiantes es articular los conocimientos adquiridos previamente, en este caso en la
asignatura de geometria y trigonometria, para dar solucion a una tarea que aparentemente
esta en otro contexto.
2) Dificultad al recordar la formula para el calculo de las diagonales.
3) Asimilar que el nimero de apretones de mano es igual a la suma de las diagonales mas
el nimero de lados. Ante el hecho de que los estudiantes recuerden la formula de las
diagonales, pueden considerar que esa, tal cual, es la expresion matematica que solicita
el problema.
4) Duplicar los apretones de mano, al no considerar que cuando la persona A le da la
mano a la persona B, ya estd incluido el apreton de mano de la persona B a la persona A.

TAREA 3

El significado que se busca poner de manifiesto en esta tarea es el de la funcion como relacion
entre magnitudes variables. Como puede verse en la figura 11, la situacion plantea la solicitud a
los estudiantes de calcular la velocidad en diferentes instantes dadas las caracteristicas de una
funcion con respecto al tiempo. El objetivo es movilizar la conversion entre los registros lenguaje
natural, algebraico y numérico. El item a) pretende profundizar en el subdominio CEC al
cuestionar por los contenidos matematicos que necesitan los estudiantes para ofrecer una solucion
a la tarea. El item b) pretende ahondar en el subdominio CCEs al solicitar describir posibles
dificultades que podrian presentar los estudiantes para dar una solucidn correcta a la tarea. En la
tabla 5 se muestran las respuestas esperadas que se tuvieron en mente a la hora del disefio de esta
tarea.

37



Figura 11

Tarea 3 del cuestionario

Tarea 3

La velocidad de una particula se encuentra en funcion del tiempo y puede calcularse mediante una
expresion lineal en donde la aceleracion es la pendiente y la velocidad inicial, la ordenada al origen.

Si una particula tiene una aceleracion de a = 3;"—2 y una V; = 2?, se solicita a los estudiantes
calcular la velocidad en los diferentes instantes que se muestran en la tabla:

Tiempo (s) 0 |1 12 |3 |5 (10 |12 |15 [20
Velocidad (m/s)

a) (Qué contenidos matematicos deben utilizar los alumnos para responder de manera
correcta?

b) Describa las posibles dificultades a las cuales podrian verse enfrentados los alumnos para
resolver de manera correcta la tarea

Tabla 5

Respuestas esperadas a los items de la tarea 3 del cuestionario

ftem Respuesta esperada

a) Para dar solucion a la tarea, los alumnos deben considerar el concepto de linea recta, de
pendiente y de ordenada al origen, para construir la ecuacion ordinaria de una recta y,
entonces, construir la funcidn lineal que ofrezca la solucion a la actividad, la cual es:
V(t) =at+V,

b) Las posibles dificultades que podrian enfrentar los estudiantes son:
1) Dificultad al recordar qué es pendiente y qué es ordenada al origen.
2) No articular los conocimientos adquiridos en la asignatura de geometria analitica con
el contexto de la tarea para dar solucion a ella.
3) Una vez encontrada la funcién de la velocidad, una dificultad podria ser un mal
reemplazo de los valores de la variable independiente e incluso, una mala ejecucion de
las operaciones aritméticas para la obtencion de la velocidad.

TAREA 4

El significado que se busca poner de manifiesto en esta tarea es el de la funcion como relacion
entre magnitudes variables. Como puede verse en la figura 12, la situacion plantea la solicitud a
los estudiantes de encontrar la grafica de la relacion temperatura-tiempo de una funcion, asi como
su punto maximo. Dada la expresion analitica, se pretende movilizar la conversion entre el registro
algebraico, numérico y gréfico. El item a) cuestiona por la forma en que explicaria la solucion de
la tarea a los estudiantes, algo propio del subdominio CCEn. El item b) se enfoca en el subdominio
CC buscando por los conocimientos referentes a la relacion transversal de esta tarea con otras
asignaturas. En la tabla 6 se muestran las respuestas esperadas que se tuvieron en mente a la hora
del disefio de esta tarea.

38



Figura 12

Tarea 4 del cuestionario

Tarea 4

La temperatura T (en °C) de un cuerpo varia con respecto al tiempo t (en horas) transcurrido

desde que ha sido sometida a calor y se rige bajo la expresion T'(t) = 16t — 3.2t con0 < t <

5. Se solicita representar graficamente la relacion Temperatura-tiempo y encontrar la

temperatura maxima que alcanza la pieza.

a) ;Como explicaria a los alumnos la resolucién de la tarea?

b) De acuerdo con el curriculo escolar del bachillerato tecnologico, ;cual es la relacion
transversal de esta tarea con otras asignaturas?
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Tabla 6

Respuestas esperadas a los items de la tarea 4 del cuestionario

ftem Respuesta esperada

a)

Aunque hay diferentes formas de explicar la resolucion de la tarea, se espera que se
puedan considerar algunos de los componentes que se mencionan a continuacion:

En primer lugar, se trabaja con la nocion de dependencia. Para este caso, es importante
hacer hincapié¢ en que la temperatura del cuerpo va a depender del tiempo en que dicho
cuerpo ha estado sometido al calor.

Posteriormente, se trabaja con la expresion algebraica de la temperatura. Se analizan sus
propiedades, como lo son: es una funcién cuadratica, lo que en el registro grafico
representa una parabola; la constante del término cuadratico es negativa, lo que indica
que es una parabola concava, en donde hay un punto maximo, el cual es, justamente, una
de las solicitudes de la tarea.

A continuacion, se hace énfasis en el dominio de la funcion, el tiempo al que se sometio
el cuerpo al calor es [0,5), lo que permite convertir la funcion al registro numérico
mediante una tabla como la siguiente:

X (tiempo) |y (Temperatura)
0 0 (0,0)
12.8 (1,12.8)
19.2 (2,19.2)
19.2 (3,19.2)
12.8 (4,12.8)
5 0 (5,0)

Si el tiempo es la variable independiente, sus valores deben ubicarse en el eje de las
abscisas y, por consiguiente, la temperatura en el eje de las ordenadas y, entonces, se
ubican los pares ordenados obtenidos.

AW —

4ac—b?
4a

Se determina el vértice (h, k) de la pardbola con las formulas h = — % yk = , con

a =—-3.2,b = 16,c = 0. Obteniendo V = (2.5, 20)
Se traza la parabola que pase por los pares ordenados ubicados en el plano cartesiano y

se da por terminada la tarea al explicitar que el vértice proporciona la temperatura
maxima, para este caso 20°C, cuando han transcurrido 2.5 horas.

b)

De acuerdo al curriculo escolar para el bachillerato tecnoldgico, la tarea propuesta se
articula con la asignatura de fisica para determinar el comportamiento de las variables
que intervienen en un fendmeno fisico a través de métodos graficos y analiticos. En este
caso, mediante la representacion en el registro grafico de la funcion cuadrética, se pudo
interpretar la relacion entre la temperatura de un cuerpo y el tiempo en que este habia sido
sometido a calor.

TAREA 5

El significado que se busca poner de manifiesto en esta tarea es el de la funcion como
representacion grafica. Como puede verse en la figura 13, la situacion plantea a un profesor que
solicita a sus estudiantes analizar la grafica de la velocidad de una particula. El item a) pretende
poner de manifiesto el subdominio CCEn al cuestionar por la forma de explicitar como calcular la
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velocidad en un punto de la grafica que no resulta tan evidente. El item b) busca indagar en el
subdominio CEC al cuestionar por los contenidos matematicos que necesitan los estudiantes para
ofrecer una solucion por si solos al item a). Con esta tarea se pretende movilizar la formacion en
el registro grafico, al identificar una funciéon mediante una grafica. En la tabla 7 se muestran las
respuestas esperadas que se tuvieron en mente a la hora del disefio de esta tarea.

Figura 13

Tarea 5 del cuestionario

Tarea s

Un profesor solicita a sus estudiantes analizar la siguiente grafica que representa la velocidad de
una particula en diferentes instantes.

f A
] [\

Velocidad (m's)

4

0 1 2 5 6
’ Tiemgo (8)
|

a) ;Qué estrategia utilizaria para explicar como calcular la velocidad en el segundo 5.3?
b) (Qué contenidos matematicos deben utilizar los alumnos para responder de manera correcta
el item a)?

Tabla 7

Respuestas esperadas a los items de la tarea 5 del cuestionario

ftem Respuesta esperada

a) Aunque hay diferentes formas de explicar la solicitud de la tarea, se espera poder
considerar algunos de los componentes que se mencionan a continuacion:
Durante todo el tiempo en que la particula estuvo en movimiento, se generaron
desplazamientos con comportamientos lineales.

En el segundo 5, v = 2.5 ? y en el segundo 6, v = 6?. Esto marca el inicio y término
de una recta que pasa por los puntos A(5,2.5) y B(6,6).

Si se busca la ecuacion de la recta que pasa por los puntos A y B, se obtiene una funcién
lineal que determina el comportamiento entre el segundo 5 y 6, la cual es v(t) = 3.5t —
15. Finalmente, v(5.3) = 3.55%
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b) Para que los estudiantes puedan dar una respuesta correcta a la situacion planteada, ellos
deben considerar: el concepto de linea recta y como determinar su ecuacion cuando se
conocen dos puntos de la misma. También, deben ser capaces de encontrar pares
ordenados dada una grafica, asi como convertir la ecuacién de una recta en una funcion
lineal con variables dependiente e independiente y tener clara la relacion de
dependencia entre dichas variables.

TAREA 6

El significado que se busca poner de manifiesto en esta tarea es el de la funcion como
representacion grdfica. Como puede verse en la figura 14, la situacion plantea la solicitud de un
profesor a sus estudiantes de determinar pares ordenados dada una gréafica y se expone el caso de
un estudiante que pregunta si hay un niimero finito de pares ordenados que representen dicha
funcién. Con esta tarea se pretende movilizar la conversion entre los registros grafico y cartesiano.
El item a) ahonda en el CCEn al cuestionar por una estrategia para explicitar la duda del estudiante,
mientras que el item b) pretende profundizar en el CEC al preguntar por contenidos matematicos
que pueden estudiarse aprovechando esta situacion. En la tabla 8 se muestran las respuestas
esperadas que se tuvieron en mente a la hora del disefio de esta tarea.

Figura 14

Tarea 6 del cuestionario

Tarea 6

Un profesor solicita a los estudiantes determinar pares ordenados de la funcion representada en la
grafica, de acuerdo con la tabla dada. Al terminar, un estudiante pregunta si estos son los unicos
pares ordenados con los que cuenta la funcion.

abscisa | ordenada | (x.v)

-5
’ -4
21 -3
-2
-1
0
1

b fom fo o e b
e f
S S N

4 3 2 1

a) (Qué recurso utilizaria para resolver la inquietud del estudiante?
b) (Qué contenidos matematicos pueden abordarse mediante el estudio de esta situacion?

42



Tabla 8

Respuestas esperadas a los items de la tarea 6 del cuestionario

ftem Respuesta esperada

a)

Aunque para dar solucidn a la inquietud del estudiante, pueden existir diferentes formas
de abordarla, se espera que se consideren los siguientes recursos:

El concepto de funciéon incluye una correspondencia entre dos conjuntos, llamados
dominio y rango. A cada valor del dominio le corresponde un tnico valor del rango. El
dominio de la funcién en cuestion incluye a todos los nimeros reales, lo que representa
un conjunto infinito de posibles valores que puede tomar la variable independiente; lo
que lleva a comprender que el rango, aunque no incluye a todos los nimeros reales,
también es un conjunto infinito, pues la cardinalidad de dicho conjunto es imposible de
contar. Esto implica que la cantidad de pares ordenados que se pueden obtener, es infinita.
Haciendo uso de recursos tecnologicos, el software GeoGebra, cuenta con una
herramienta dindmica en la que se permite mover un punto a lo largo de la grafica de una
funcién y en cada desplazamiento el software reporta las coordenadas que el punto tiene
en dicha posicion. Esto permite vislumbrar que las funciones estan conformadas por una
infinidad de puntos o pares ordenados.

b)

Los contenidos matematicos que pueden abordarse mediante la situacion planteada
corresponden al estudio de las propiedades de la funcion. En este caso, la funcion
cuadratica es una funcidn no inyectiva y no suprayectiva. Esto es, no hay una relacion
biunivoca entre las variables de la funcion y ademas, el rango no son todos los nimeros
reales.

La cardinalidad de los conjuntos es otro contenido matematico que se pudiera emplear
para hacer hincapié en que los conjuntos dominio y rango son incontables y por lo tanto
su cardinalidad es infinita.

TAREA 7

El significado que se busca poner de manifiesto en esta tarea es el de /a funcion como expresion
analitica. Como puede verse en la figura 15, la situacion plantea la solicitud de un profesor a sus
estudiantes de encontrar una expresion matematica que aborde la relacion funcional entre dos
variables, de tal forma que, precisamente, el item a) solicita determinar dicha expresion para
profundizar en el subdominio CCC. El item b) busca indagar en el subdominio CEC al cuestionar
por los contenidos matematicos que necesitan los estudiantes para ofrecer una solucion a la tarea.
Dadas las caracteristicas de la funcion de manera textual, con esta situacion se pretende movilizar
la conversion entre el registro lengua natural al algebraico. En la tabla 9 se muestran las respuestas
esperadas que se tuvieron en cuenta a la hora del disefio de esta tarea.
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Figura 15

Tarea 7 del cuestionario

Tarea 7

Un profesor solicita a sus estudiantes encontrar una expresion matematica que relacione
linealmente el peso P (en kilogramos) con la edad t (en afios) de un bebé que al nacer pesé 3.5 kg
y que tres afios después peso 10.5 kg.

a) Encuentre la expresion matematica
b) (Qué contenidos matematicos deben utilizar los alumnos para dar una solucion correcta al
problema planteado?

Tabla 9

Respuestas esperadas a los items de la tarea 7 del cuestionario

ftem Respuesta esperada
a) La ecuacion de la recta que pasa por dos puntos, en este caso A(0,3.5) y B(3,10.5),
permite expresar una funcionalidad lineal entre las variables, resultando asi P(t) = g t+

3.5, donde P es el peso y t los afios transcurridos.

b) Para dar solucidn a la tarea, los alumnos deben considerar contenidos matematicos como
el concepto de linea recta, como encontrar su ecuacion cuando se conocen dos puntos y
deben de saber interpretar la ecuacion de la recta como una funcién lineal entre dos
variables.

TAREA 8

El significado que se busca poner de manifiesto en esta tarea es el de /a funcion como expresion
analitica. Como puede verse en la figura 16, se plantea una situacion en donde un estudiante
obtuvo ciertos datos al manipular numéricamente una expresion algebraica y mediante el item a)
se busca indagar por el subdominio CCEs al cuestionar por el posible razonamiento que pudo haber
tenido el estudiante para llegar a esa conclusion. El item b) pregunta por estrategias para orientar
a los estudiantes que han cometido errores en la tarea, caracteristica propia del subdominio CCEn.
Con esta tarea se busca movilizar la conversion entre los registros algebraico y numérico. En la
tabla 10 se muestran las respuestas esperadas que se tuvieron en cuenta a la hora del disefio de esta
tarea.
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Figura 16

Tarea 8 del cuestionario

Tarea 8

Al representar numéricamente a la funcién f(x) = x? + 5, un alumno obtuvo los siguientes datos:

a) Si el alumno estuviera en un error, describa el posible razonamiento que lo condujo a ello
b) (Qué estrategias utilizaria usted como profesor para orientar a aquellos alumnos que han

X Operaciones f(x)
3 1 -345=9+5=-4 | -4
2 245 =445=1 1

-1 [ -1245=-1+5=4 4
0 0H45=0+5=5 5

1 145=145=6 6

2 (245=4+5=9 9

3 I3H5=9+5=14 14

dado una respuesta erronea a la tarea?

Tabla 10

Respuestas esperadas a los items de la tarea 8 del cuestionario

ftem Respuesta esperada

a)

El alumno esta en un error que se origind debido a que no estd contemplando el signo de
los valores negativos de la variable x al momento de encontrar su cuadrado. El estudiante
debe comprender que (—x)? # —x2. Como puede observarse en el desarrollo del
cuadrado (—x)? = (—x)(—x), cuando se busca el cuadrado de un nimero negativo, el
resultado sera siempre positivo.

En el caso de las funciones cuadraticas f(x) = ax? + bx + c, el signo del coeficiente a
es independiente al valor que se le asigne a x. Por lo que si x < 0, habrd que hacer la
distincion entre el signo del coeficiente a y el signo del valor de x, asi como respetar la
jerarquia de operaciones: primero se calculan las potencias y enseguida los productos.

b)

Aunque para dar solucién a la tarea, pueden existir diferentes formas de abordarla, se
espera que se consideren algunos de los siguientes puntos:

Ademas de la aclaracion y explicacion del porqué el procedimiento es incorrecto, se
pueden proponer actividades paralelas de refuerzo, como son algunos ejercicios
algebraicos que incluyan determinar cuadrados de nimero negativos, en donde el
procedimiento incluya expresar las potencias como multiplicaciones, para que los
estudiantes comprendan el motivo por el cual las potencias con bases negativas y
exponentes pares dardn resultados con signos positivos, mientras que las potencias con
bases negativas y exponentes impares ofreceran resultados negativos.
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TAREA 9

El significado que se busca poner de manifiesto en esta tarea es el de /a funcion como expresion
analitica. Como puede verse en la figura 17, se parte de la asimilacion de saberes previos y se
plantea la solicitud de un profesor a sus estudiantes de construir una expresion algebraica que
represente una relacion funcional entre dos magnitudes. Al preguntar por las posibles dificultades
que pudieran tener los estudiantes, en el item a) se pretende indagar en el subdominio CCEs,
mientas que al cuestionar por los contenidos matematicos que necesitan los estudiantes para dar
una solucidn correcta a la tarea, en el item b) se pretende profundizar en el CEC. Con esta tarea se
pretende conseguir un tratamiento en el mismo registro algebraico. En la tabla 11 se muestran las
respuestas esperadas que se tuvieron en cuenta a la hora del disefio de esta tarea.

Figura 17

Tarea 9 del cuestionario

Tarea 9

Se sabe que el area de un cuadrado es A = [? y que su perimetro es P = 4l. Se podria decir que
ambas formulas estan en funcion de la longitud del lado [. Se solicita a los estudiantes encontrar
una expresion algebraica para calcular el drea en funcion del perimetro.

a) Describa las posibles dificultades, a las cuales podrian verse enfrentados los
alumnos para resolver de manera correcta la tarea.

b) (Qué contenidos matematicos deben utilizar los alumnos para dar una solucion correcta al
problema planteado?

Tabla 11

Respuestas esperadas a los items de la tarea 9 del cuestionario

ftem Respuesta esperada

a) La principal dificultad a la que se enfrentarian los estudiantes es al tratamiento
algebraico de la tarea. Dadas dos funciones con variables independientes iguales,
unirlas mediante una sola expresion, que represente una funcion de otra variable
independiente, implica un reto. Asi, el estudiante se enfrentaria a la necesidad de
igualar las funciones, mediante el despeje en ambos casos de la variable [ y
posteriormente, despejar la variable A. Surgiendo, finalmente, la expresion funcional

APP) =2
P) =—
(P) = —
b) Para dar una solucion correcta a la tarea, los estudiantes deben considerar contenidos

algebraicos como el despeje de formulas, sistema de ecuaciones 2 X 2 y una adecuada
interpretacion de los conceptos métricos de area y perimetro.

TAREA 10

El significado que se busca poner de manifiesto en esta tarea es el de la funcion como
correspondencia arbitraria. Como puede verse en la figura 18, se plantea la afirmacién de un
profesor referente a un grafico que representa una funcion, aun sin existir una representacion
algebraica. Esta tarea aborda la situacién sanitaria actual en la que nos encontramos, como
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resultado de los contagios debidos a COVID-19, por lo que, sin duda, resulta ser gran referente al
significado en cuestion de la funcion. El item a) pregunta por los argumentos con los que explicaria
a los estudiantes que el grafico es una funcion, lo cual resulta ser una caracteristica del subdominio
CCEn. El item b), referente al subdominio CH, cuestiona por los contenidos mas avanzados del
curriculo escolar que se relacionan con el estudio de esta tarea. En la tabla 12 se muestran las
respuestas esperadas que se tuvieron en cuenta a la hora del disefio de esta tarea.

Figura 18

Tarea 10 del cuestionario

Tarea 10

En agosto 11 del 2021, el diario mexicano El Financiero, present6 el nimero de casos confirmados
de COVID-19, para concientizar ante la llegada de la tercera ola de contagios de la pandemia.

Escenario nacional
120,000

100,000 + 3%
80,000

g(SIZ)‘()C()

")

40,000

20,000

2020

Aunque es imposible obtener una expresion algebraica para calcular el nimero de casos segun el
tiempo, un profesor comenta a sus estudiantes que este grafico representa una funcion.

a) ;Bajo qué argumentos explicaria usted a los alumnos que el grafico representa una
funcion?

b) (Con cuales contenidos mas avanzados del curriculo escolar relaciona el contenido
involucrado en esta situacion?
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Tabla 12

Respuestas esperadas a los items de la tarea 10 del cuestionario

item

Respuesta esperada

a)

Aunque existen diversos argumentos que pueden argumentar la respuesta a la tarea, se
espera que se consideren los siguientes componentes:

Una funcioén es una correspondencia entre dos conjuntos, llamados dominio y rango. A
cada valor del dominio le corresponde un tinico valor del rango. Dicha correspondencia,
no siempre puede representarse como una expresion analitica, en donde haya un
procedimiento matematico para obtener el valor de una variable, dado el valor de la otra.
Es decir, en algunas ocasiones las variables simplemente se relacionan, sin dejar saber el
cémo lo hacen y esa relacién cumple con las caracteristicas de una funcion, pues cada
valor del dominio tiene un tnico valor del rango. A este tipo de funciones se les conoce
como arbitrarias, esto es, una funcion cualquiera, en la que no hace falta conocer su
registro algebraico.

b)

De acuerdo al curriculo escolar de la asignatura de calculo diferencial, los contenidos
matematicos que pueden estudiarse, tras abordar esta tarea, son relacionados a las
propiedades de las funciones, por ejemplo, los intervalos donde la funcion es creciente y
decreciente, limites y continuidad, asi como maximos y minimos globales y locales.
También, en el curriculo de matematicas del bachillerato tecnologico, més tarde, esta
tarea puede ser estudiada en estadistica descriptiva, en la asignatura de probabilidad y
estadistica, cuando se abordan contenidos matematicos relacionados a como presentar
datos estadisticos.

TAREA 11

El significado que se busca poner de manifiesto en esta tarea es el de la funcion como
correspondencia arbitraria. Como puede verse en la figura 19, en esta tarea se pregunta por la
propiedad de una funcién arbitraria y aunque ninguno de los dos items solicita responder el
cuestionamiento, en el item a) se pide analizar el objetivo que tendria el abordar esta pregunta en
el aula, de acuerdo con el curriculo escolar, una caracteristica propia del CC. El item b), referente
al subdominio CH, cuestiona por los contenidos mas avanzados del curriculo escolar que se
relacionan con el estudio de esta tarea. Con esta tarea se pretende un tratamiento de la funcion en
el registro algebraico. En la tabla 13 se muestran las respuestas esperadas que se tuvieron en cuenta
a la hora del disefio de esta tarea.

Figura 19

Tarea 11 del cuestionario

Tarea 11

¢(La funcion h(t) = f(1 + t?) es par o impar?, donde f es una funcion arbitraria.

a) De acuerdo con el curriculo escolar, ;cudl es el objetivo de la tarea?
b) (Con cuiles contenidos mas avanzados del curriculo escolar relaciona el contenido
involucrado en la resolucion de este problema?
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Tabla 13

Respuestas esperadas a los items de la tarea 11 del cuestionario

ftem Respuesta esperada

a) El objetivo de la tarea es el analisis de una de las propiedades de las funciones: la simetria
reflectiva a través del eje de las ordenadas, lo cual es de gran ayuda cuando se busca la
representacion grafica de la funcidon. A continuacion, se ofrece la solucion:

Para que la funcion h(t) sea par, debe cumplirse que h(t) = h(—t)

Siendo g(t) = 1 + t? entonces, h(t) = f(g(t))

Por lo tanto, dada la condicion para que una funcion sea par, f(g(t)) = f(g(-t))
Al evaluar g(—t) se obtiene 1 + (—t)? =1 + t% = g(¢t)

Por lo tanto, se cumple que f(g(—t)) = f(g(®))

Y con ello, se demuestra que h(—t) = h(t)

Por lo que la funcion es par, sin importar, como sea f(t).

Por lo que la funcion es par, sin importar como sea f(t).

b) Determinar si una funcién es par o impar abona de manera significativa cuando se busca
la representacion de las funciones en el registro grafico. Una funciéon par presenta
simetria respecto al eje de las ordenadas, mientras que una funcién impar presenta una
simetria rotacional con respecto al origen. También, de acuerdo al curriculo de
matematicas, mas tarde este concepto es usado en las Series de Fourier.

TAREA 12

El significado que se busca poner de manifiesto en esta tarea es el de la funcion a partir de la
teoria de conjuntos. Como puede verse en la figura 20, se plantea una situaciéon donde un profesor
solicita a sus estudiantes convertir una funcion expresada algebraicamente al registro cartesiano.
El 4lgebra que se utiliza en esta tarea es un algebra superior, por lo que el item a) cuestiona por el
nivel educativo para el que es pertinente esta tarea, de acuerdo con el curriculo escolar, buscando
profundizar en el subdominio CC. El item b) solicita dar solucién a la tarea, buscando indagar en
el subdominio CCC. En la tabla 14 se muestran las respuestas esperadas que se tuvieron en cuenta
a la hora del disefio de esta tarea.
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Figura 20

Tarea 12 del cuestionario

Tarea 12

Un profesor, solicita a sus estudiantes determinar la siguiente funcién como par ordenado F =
{(x,y)EAXB:y=x+1}siA={x:3<x<5x€N}yB={x—-2:5<x<9,x €N}

a) De acuerdo al curriculo escolar, ;jpara qué nivel educativo considera pertinente este
problema?
b) Encuentra los pares ordenados de la funcion

Tabla 14

Respuestas esperadas a los items de la tarea 12 del cuestionario

ftem Respuesta esperada

a) El curriculo escolar de la asignatura de calculo diferencial para el bachillerato
tecnoldgico, no incluye el estudio de la funcién a partir de la teoria de conjuntos. Por lo
que la tarea planteada representa una situacion para ser abordada en niveles superiores,
en donde se tienen competencias de la notacion conjuntista y su relacion con las

funciones.
b) Aunque los procedimientos pueden variar, se espera la consideracion de los siguientes

componentes:
A ={3,4,5}
B ={3,4,5,6,7}
Six=3,y=4
Six=4,y=5
Six=5y=6
F=1{(3B4);(45);(5,6)}

TAREA 13

El significado que se busca poner de manifiesto en esta tarea es el de la funcion a partir de la
teoria de conjuntos. Como puede verse en la figura 21, la tarea describe una situacion donde se
tiene una especie de sucesion, en la que cada término se va obteniendo mediante un tratamiento
algebraico, buscando la conversion entre registros lengua natural, numérico, sagital y algebraico.
En el item a) se cuestiona por la pertinencia de la tarea como una introduccion al concepto de
funcion, caracteristica del subdominio CCEn. En el item b) se asume que la tarea es propia de un
nivel educativo inferior al bachillerato y se pregunta por la manera de adaptar la situacion para
abordarla a nivel bachillerato, cuando se estudia formalmente la nocion de funcidn; intentando
profundizar en el subdominio CH. En la tabla 15 se muestran las respuestas esperadas que se
tuvieron en cuenta a la hora del disefio de esta tarea.
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Figura 21

Tarea 13 del cuestionario

Tarea 13

Un profesor de secundaria propone la siguiente situacion:

El lunes, Juan tenia $5 pesos, después de ahorrar cierta cantidad de lo que sus padres le dan para
gastar en la escuela, el martes ya tiene $11 pesos. Para el miércoles, cuenta con $19 y el dia
siguiente, dispone de $29. ;Cuanto dinero logré juntar el viemnes?

a) (Considera que la tarea es apropiada para iniciar el estudio del concepto de funcién?

b) (Coémo adaptaria la situacién para, mas tarde, abordar el concepto de funcién a nivel
bachillerato?
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Tabla 15

Respuestas esperadas a los items de la tarea 13 del cuestionario

item

Respuesta esperada

a)

La situacion es adecuada para ser abordada en el estudio de las funciones, puesto que
una sucesion representa una funcioén que varia con respecto a la posicion de los términos.
En este caso, se tienen dos conjuntos que representan los dias de la semana y la cantidad
ahorrada, respectivamente. Si a cada uno de los dias de la semana se le asigna un valor
numérico, dependiendo la posiciéon que ocupen, se puede calcular una expresion que
permita encontrar la cantidad ahorrada, de la siguiente forma:

A={dias de la semana}

B={1,2,3,4,5}

Jueves
Viernes

Considerando que lunes es el dia 1 (analizarlo desde el punto de vista de una sucesion):

5

11
19
29
41

N[N

b)

De acuerdo con el problema, la tarea fue propuesta por un profesor de secundaria, sin
embargo, con base en el curriculo escolar de la asignatura de calculo diferencial, la tarea
es adecuada para ser abordada, también, en el nivel bachillerato, debido a que es un buen
referente para introducir a los estudiantes al concepto de funcion, mediante el estudio de
las sucesiones. Dandole continuidad al problema de aprendizaje al que alude la tarea, se
podria complementar con la solicitud:

a) Encuentra una expresion matematica que permita determinar el dinero en funcion

a la posicion del dia en cuestion.

Lo cual permitiria conducir a los estudiantes, a la conversion al registro algebraico.
Obteniendo la expresion f(x) = (x + 1)? + x

RESUMEN

De acuerdo con el andlisis previo, el cuestionario integraba elementos de los diferentes dominios
del conocimiento del profesor segun el MKT y también promovia los diferentes significados. Estas
relaciones pueden apreciarse, a manera de sintesis, en la figura 22.
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Figura 22

Distribucion de registros de representacion y dominios del MKT en las tareas de la version

preeliminar del cuestionario

. Dominio del conocimiento
Tarea | Item . . o .
CCC | CEC | CH | CCEs | CCEn | CC
1 a X X
b X
2 2 X Tarea | Significado de la funcion Representaciones movilizadas
X
3 a X 8 8 g
—_— o <
b X 5| 5 8|5 |53
a X 2 ) l.a E AE <
4 < L0 1 = D <
b X Z | < Ol Z2 «»| O
5 a X 1 Como correspondencia X X
b X 2 Como correspondencia X X X
6 a X 3 Como relacion entre magnitudes variables | x X X
b X 4 Como relacion entre magnitudes variables X X |Xx
7 a X 5 Como representacion grafica X
b X 6 Como representacion grafica X X
3 a X 7 Como expresion analitica X X
b X 8 Como expresion analitica X X
9 a X 9 Como expresion analitica X
b X | 10 Como correspondencia arbitraria X
10 a | X 11 Como correspondencia arbitraria X
b X 12 A partir de la teoria de conjuntos X X
a X 13 A partir de la teoria de conjuntos X X X X
11 ‘
b | x
a | X
12
b X
a X
13
b X

4.2.2. Version final del Instrumento de recoleccion de datos

Una vez disefiada cada una de las tareas, el cuestionario fue sometido a evaluacion por
especialistas en funciones matematicas, mediante una triangulacion de expertos, quienes emitieron
observaciones referentes a la correspondencia, pertinencia y formulacion de las tareas del
cuestionario y su articulacion con los significados y registros de representacion de funciones con
los dominios del MKT (la guia de evaluacion se encuentra en el Anexo 2).

El cuestionario utilizado en la investigaciéon se constituyé de 6 tareas (Anexo 3),
procurando cuidar la extension de dicho instrumento. Estas tareas enlazan el conocimiento
matematico para la ensefianza del profesor, los registros de representacion y los significados de la
funcién. De acuerdo con las observaciones y comentarios de los especialistas, después de la
triangulacion de expertos, las tareas seleccionadas para formar parte de la nueva version del
cuestionario fueron las tareas: 2, 4, 6, 8, 10 y 12, esto debido a los destacables comentarios que
estas tareas recibieron, pudiendo considerarlas como las més significativas para el objetivo de esta
investigacion. De esta manera, la tarea 2 en la version inicial, se convirtio en la tarea 1 de la
segunda version; la4,enla2;la6,enla3;la12,enla4;1a8,enla5yla10,enla6.

Para cuidar la homogeneidad en la distribucion de los items respecto a los registros de

representacion de la funcion y los subdominios del MKT, se modificaron algunos items, de la
version inicial, de la siguiente forma:
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El item 4a): ;Como explicaria a los alumnos la resolucion de la tarea?, que profundizaba
en el CCEn, se reestructur6 para indagar, en su lugar, en el CCC, bajo la solicitud:
Encuentre la representacion grafica de la funcion y determine la temperatura mdxima en
el intervalo dado.

El item 8b): ;Qué estrategias utilizaria usted como profesor para orientar a aquellos
alumnos que han dado una respuesta erronea a la tarea?; que indagaba en el CCEn, se
reestructurd para profundizar, en su lugar, en el CC, bajo la siguiente pregunta: ;qué
estrategia o estrategias propondria en el curriculo para evitar la ocurrencia de errores
como este?

El item 12a): De acuerdo al curriculo escolar, ;para qué nivel educativo considera
pertinente este problema?, que indagaba en el CC, se reestructur6 para profundizar, en su
lugar, en el CH, mediante la pregunta: ;Considera que esta tarea es pertinente para el
nivel medio superior? Justifique su respuesta.

El item 12b): Encuentre los pares ordenados de la funcion, que indagaba en el CCC, se
reestructurd para profundizar en el CEC, bajo la pregunta: ;Qué contenido o contenidos
matematicos deberian utilizar los alumnos para dar una solucion correcta al problema
planteado?

Para incluir una propuesta adicional de la representacion en lenguaje natural, la tarea 8,
que originalmente era: Al representar numéricamente a la funcién f(x) = x2 +5, un
alumno obtuvo los siguientes datos: [...], se modifico de la siguiente manera:

Para cada valor x de la funcion f, hay un unico valor y. Ambos valores se corresponden
elevando al cuadrado los valores x, y agregando 5 al resultado de la potencia. Al
representar numeéricamente esta funcion, un alumno obtuvo los siguientes datos, en donde
se muestra un error comun en los estudiantes: [...]

Adicional a estas modificaciones y después de considerar y analizar las observaciones de

los expertos, se pudo notar que el registro de representacion de la funcion, nombrado sagital,
desapareci6 tras modificar la pertinencia de la tarea 13, que era la inica que lo contemplaba. Por
tal motivo, se optd por dejar de considerar el registro sagital, para la presente investigacion.
Resultando asi, solo cinco registros de representacion de la funcion, en los cuales se movilizan las
tareas propuestas en la nueva version del cuestionario:

1.

bl

Lenguaje natural
Registro algebraico
Registro numérico
Registro grafico
Registro cartesiano

El alcance que tiene cada una de las tareas de la nueva version del cuestionario, en cuanto

a los componentes teoricos contemplados, se presenta en la siguiente tabla:
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Tabla 16
Distribucion de registros de representacion y dominios del MKT en las tareas de la version final

del cuestionario

Registros de representacion Dominios del conocimiento

Tarea Tarea Lenguaje

. Algebraico Numérico Grafico Cartesiano CCC CEC CH CCEn CCEs CC
original final = natural

2 1 X X X X X

4 2 X X X X X
6 3 X X X X

12 4 X X X X

8 5 X X X X X
10 6 X X X

Como puede observarse, la nueva version del cuestionario tiene una distribucion
homogénea de los registros de representacion de la funcion y de los dominios del conocimiento.
A continuacion, se presentan los significados de la funcion que se busca movilizar con cada una
de estas seis tareas:

Tabla 17

Significado de la funcion que aborda cada tarea del cuestionario

Tarea Significado de la funcion

La funcidon como correspondencia

La funcidon como relacidon entre magnitudes variables
La funcidén como representacion grafica

La funcidn a partir de la teoria de conjuntos

La funcidén como expresion analitica

La funcién como correspondencia arbitraria

NN | |W|N | —

De esta manera, la segunda version del cuestionario, resulté ser la version final, mismo que
constituy6 el instrumento de recoleccion de datos para la presente investigacion. Se adjunta el
instrumento al final de este trabajo, asi como las respuestas esperadas para cada tarea, de acuerdo
con las modificaciones realizadas y mencionadas previamente.

4.3. Procedimiento para la recoleccion de datos

Como se mencion6 en el apartado 4.1, los profesores participantes laboran en CBTis 65, asi que,
por conveniencia, se ha determinado que esta instituciéon fuera la sede de aplicacion del
cuestionario. Debido a la carga laboral que tienen los profesores, se planifico que la aplicacion del
instrumento fuera en una sola sesion y tuviera una duracion de dos horas como maximo. En este
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tiempo se penso, ademas de la aplicacion del cuestionario, en dar una presentacion y breve
introduccion del trabajo de investigacion en cuestion, asi como una concientizacion de la
importancia que tendran sus respuestas para la Matematica Educativa.

La sala de lectura del CBTis 65 fue la locacion en la que se llevo a cabo la aplicacion del
cuestionario. Este es un espacio en donde se llevan a cabo las juntas y reuniones de los profesores
de la institucion, tiene una amplia distribucion de espacio, puede albergar hasta 30 personas.
Cuenta con una excelente iluminacion y estd adaptada con aire acondicionado para la comodidad
de los asistentes, ademads, se encuentra ubicada en un lugar apartado de las aulas de clase, lo que
permite una excelente concentracion.

El cuestionario se aplicd en fisico, por lo que fue necesario llevar por lo menos dos
impresiones o copias del mismo, uno para cada profesor informante y alguno extra, en caso de que
sea necesario. Se les proporciono, también, boligrafo, lapiz, borrador y sacapuntas a cada uno para
que puedan responder comodamente. Adicional, se les entregd una hoja de respuestas en donde se
les solicitdé concentrar cada una de sus contestaciones y, adicional, tuvieron una hoja en blanco,
para el borrador de sus respuestas, si asi lo deseaban.

4.4. Indicadores de analisis

Para evaluar y categorizar las respuestas otorgadas por los profesores dentro de los dominios del
MKT, asi como para destacar la presencia de saberes respecto a la representacion y significado de
la nocidn de funcion, se proponen las siguientes guias de observacion, disefiadas, a partir de esta
investigacion, a través de indicadores, que permitieron determinar la presencia de las categorias
buscadas. La tabla 18 presenta los indicadores empleados para el modelo MKT, la tabla 19 muestra
aquellos que se usaron para los significados de la funcion y finalmente, la tabla 20 presenta los
indicadores de andlisis referentes a los registros de representacion de la funcion.

Tabla 18

Categorias e indicadores de andlisis para el Modelo MKT

Categoria Indicadores

Conocimiento CCC.1 Es capaz de resolver correctamente una tarea solicitada.

comun del CCC.2 Usa términos y notacion matematica formal.

contenido CCC.3 Comprende el concepto, propiedad, regla, procedimiento o método
(CCO) que se le esta presentando.

Conocimiento CEC.1 Es capaz de determinar qué contenidos matematicos deben poner
especializado  en practica los alumnos para dar solucion a una tarea.
del contenido CEC.2 Determina cudles son las propiedades de un concepto matematico,
(CEC) involucrados en el estudio de una situacion.
CEC.3 Reconoce varias maneras de resolver un problema matematico y
argumenta cudl es la mejor.
Conocimiento CH.1 Es capaz de argumentar con qué conceptos mas avanzados del
en el curriculo escolar se relaciona el contenido involucrado en el desarrollo de
horizonte la tarea, aunque en la asignatura en cuestion no se aborde, porque no lo
incluye el programa.
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matematico CH.2 Identifica problemas de aprendizaje que pertenecen a niveles
(CH) educativos mas avanzados de donde imparte clase.
CH.3 Contextualiza los contenidos matematicos para encontrarles una
aplicacién en la vida cotidiana.
Conocimiento CCEs.1 Prevé e identifica los posibles errores y dificultades que han
del contenido llevado a los estudiantes a responder de manera incorrecta.
y los CCEs.2 Interpreta el pensamiento matematico que expresan los estudiantes
estudiantes ante la solucion a una tarea.
(CCEs) CCEs.3 Prevé posibles errores o dificultades en sus estudiantes ante un
concepto matematico.
Conocimiento CCEn.1 Identifica estrategias alternativas para orientar a los estudiantes
del contenido que no han comprendido el concepto o que han dado una solucién
yla equivocada a la tarea.
ensefianza CCEn.2 Es capaz de proponer ejemplos, ejercicios, tareas o analogias para
(CCEn) que los estudiantes corrijan sus errores o practiquen la tarea.
CCEn.3 Identifica recursos tecnoldgicos y herramientas digitales que
complementen, refuercen o expliciten el concepto matematico
Conocimiento CC.1 Identifica cudl es el objetivo de la tarea propuesta de acuerdo con el

del curriculo
(CO)

curriculo escolar.

CC.2 Identifica los contenidos y asignaturas del curriculo escolar del
bachillerato tecnolégico.

CC.3 Identifica qué contenidos de la asignatura pertenecen al curriculo
escolar del bachillerato tecnologico.

Tabla 19

Categorias e indicadores para los significados de la funcion

Categoria Indicadores
La funcién como correspondencia FC.1 Identifica a la funciéon como correspondencia
(FC) entre dos conjuntos de elementos.
FC.2 Identifica a la funcién como correspondencia
entre dos conjuntos numéricos.
FC.3 Reconoce que las magnitudes tienen
correspondencia en diferentes sistemas de
unidades.
La funcién como relacion entre FRMV.1 Identifica a la funcién como una relacion
magnitudes variables (FRMV) entre dos variables.
FRMV.2 Interpreta la relacion entre las variables,
encontrando una dependencia entre ellas.
FRMV.3 Sabe que, si una variable cambia, la otra
también lo hard.
La funcién como representacion FRG.1 Reconoce a la funcion como un lugar
grafica (FRG) geométrico en el plano cartesiano.
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FRG.2 Determina que la grafica corresponde a una
funciéon mediante la relacion univoca entre las
coordenadas X y Y de cada uno de los puntos que
conforman la funcion.

FRG.3 Reconoce diferentes maneras de nombrar a
la funcién, de acuerdo con la forma que toma el
lugar geométrico.

La funcién como expresion analitica
(FEA)

FEA.1 Nombra f(x) o y a la funcién y x a la variable
independiente, manifestando la relacion entre
ambas variables.

FEA.2 Identifica a la funcién como una expresion
matematica compuesta de operaciones aritméticas
y algebraicas.

FEA.3 Reconoce diferentes maneras de nombrar a
la funcién, de acuerdo con la presentacion de las
variables x y y.

La funciéon como correspondencia
arbitraria (FCA)

FCA.1 Reconoce a la funcion como una
asociacion, no siempre conocida, entre dos
conjuntos de elementos, nimeros o variables.
FCA.2 Asume la grafica de una funciéon como una
correspondencia, a veces desconocida, entre las
coordenadas Xy Y.

La funcion a partir de la teoria de
conjuntos (FTC)

FTC.1 Reconoce a la funcion como el producto
cruzde X con Y (R € X XY) en la que para todo
elemento que pertenece a X (Vx € X) existe
exactamente una y que pertenece a’Y (3!'y € Y).
FTC.2 Distingue o emplea la forma enumerativa,
explicita o por extension para describir un
conjunto. Por ejemplo: N={1,2,3,4,5,...}.

FTC.3 Distingue o emplea la forma descriptiva,
implicita o por comprension para describir un
conjunto. Por ejemplo: X={x:x es un entero
positivo menor que 5}.

Tabla 20

Categorias e indicadores de andlisis de los registros de representacion de la funcion

Categoria

Indicadores

Registro en lengua natural (RLN)

RLN.1 Representa a la funcion mediante

la

descripcion textual o lingiiistica de los otros registros.
RLN.2 Utiliza este registro para describir las

caracteristicas de la funcion.

RLN.3 Reconoce la relacion funcional en un problema

verbal.
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Registro algebraico (RA)

RA.1 Representa a la funcion como una relacion entre
dos variables, en la que hay operaciones aritméticas
implicadas.

RA.2 Ejecuta tratamientos internos del registro,
realizando despejes, factorizaciones 0
simplificaciones algebraicas.

RA.3 Utiliza este registro cuando se refiere a la
funcién como expresion analitica.

Registro grafico (RG)

RG.1 Representa a la funcion como una grafica entre
dos variables con relacion univoca.

RG.2 Considera propiedades graficas de la funcion
como: inyectividad, suprayectividad, biyectividad,
continuidad, creciente, decreciente, dominio y rango.
RG.3 Utiliza este registro cuando se refiere a la
funcion como representacion gréfica.

Registro numérico o tabular (RN)

RN.1 Representa a la funciéon como una tabla de
valores numéricos en donde incluye valores arbitrarios
para x y, casi siempre, realiza operaciones para
encontrar el valor de y.

RN.2 Realiza un tratamiento interno al tener que
calcular el valor y que le corresponde a cada x; a veces,
no siempre en una tabla.

RN.3 Utiliza este registro para, posteriormente,
graficar o ubicar los elementos en diagramas

sagitales o pares ordenados.

Registro cartesiano (RC)

RCI1. Representa a la funcién como una familia de
pares ordenados del tipo (x,y) en donde puede
observarse una relacion entre las coordenadas.
RC2. Utiliza este registro cuando se refiere a la
funcion como representacion grafica.

RC3. Utiliza este registro cuando se refiere a la
funciodn a partir de la teoria de conjuntos.
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CAPITULO 5. RESULTADOS Y DISCUSION

A continuacion, se presentan los resultados obtenidos tras la aplicacion del cuestionario. En esta
seccion se analizaron los datos obtenidos bajo la perspectiva de las tres categorias que enmarcan
el contenido teodrico de la presente investigacion: el modelo MKT, los registros de representacion
y los significados del concepto de funcion. Con ayuda de las categorias e indicadores de analisis
que aparecen en las tablas 18-20 y de las respuestas esperadas que se adjuntan al final de este
trabajo (Anexo 4), las respuestas que proporcionaron los profesores fueron clasificadas como
cumplen, cumplen parcialmente y no cumplen de acuerdo con el alcance que hayan tenido en
realcion con el objetivo buscado en cada una.

Como puede apreciarse en la tabla 21, el cuestionario se distribuye de acuerdo con el
siguiente razonamiento: cada uno de los seis subdominios del MKT se duplica a lo largo de todo
el cuestionario; considera cinco registros de representacion para las funciones, los cuales se
movilizan en diferentes tareas y cada una de éstas se corresponde con un significado de la funcion.
Tabla 21

Tareas del cuestionario y su correspondencia con los subdominios del MKT, los registros de

representacion de las funciones y los significados de la funcion.

Subdominios del MKT Registros de representacion Significados de la funcién

CCC _CEC CH CCEs CCEn CCJRLN RA RN RG RCJFCO FMV FEA FRG FCA FTC
Tla T1b T1 T1 Tl T1
T2a T2b T2 T2 T2 T2

T3b T3a T3 T3 T3

T4b T4a T4 T4 T4

T5a T5b | T5 5 TS T5
T6b T6a T6 T6

Nota. CCC = conocimiento comuin del contenido. CEC = conocimiento especializado del
contenido. CH = conocimiento en el horizonte matematico. CCEs = conocimiento del contenido y
los estudiantes. CCEn = conocimiento del contenido y la ensefianza. CC = conocimiento del
curriculo. RLN = registro en lengua natural. RA = registro algebraico. RN = registro numérico.
RG = registro grafico. RC = registro cartesiano. T = tarea. FCO = funcién como correspondencia
arbitraria. FMV = funcién como magnitudes variables. FEA = funcion como expresion analitica.
FRG = funcion como representacion grafica. FCA = funcidon como correspondencia arbitraria. FTC
= funciodn a partir de la teoria de conjuntos.

5.1 Tarea 1

En esta tarea, cuyo objetivo es establecer una relacion entre el nimero de saludos dado el nimero
de personas, se pone de manifiesto el conocimiento comun del contenido (CCC) y el conocimiento
del contenido y los estudiantes (CCEs), en los items la y 1b, respectivamente. En el caso del item
la, que solicita encontrar una relacion matemadtica para representar la situacion dada, ambos
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profesores encontraron la expresion para el nimero de apretones dado n personas; ademas,
completaron la tabla correctamente.

En el caso del profesor experto utilizo figuras para representar a los apretones de manos,
en donde los vértices son las personas y las aristas representan a los apretones de manos.
Posteriormente, una vez determinada la expresion, el profesor experto utiliza la formula general
para resolver ecuaciones cuadraticas, para poder realizar el proceso inverso, es decir, determinar
el nimero de personas conociendo la cantidad de apretones de manos y completar la tabla (CCC.1,
CCC.2 y CCC.3). Mientras que el profesor novel plante6 un arreglo tabular considerando a 4
personas A, B, C, D, que se daban apretones de manos mutuamente (4x3=12), pero en esta
situacion y como se puede apreciar en la tabla que propuso el profesor novel, el apreton de manos
entre AB se repite dos veces, por esta razon se divide entre dos (12+2=6). Este profesor,
posteriormente, propone la expresion para el calculo de los apretones teniendo n personas, luego,
trabajo con el método de factorizacion para poder resolver la ecuacion cuadratica y determinar el
numero de personas que se necesitan para contar 105 apretones de manos, y asi completar la tabla
(CCC.1, CCC.2y CCC.3).

Cabe destacar que, aunque bajo razonamientos diferentes, ambos profesores lograron
encontrar la expresion que permite calcular el nimero de saludos en funcidon del nimero de
personas, por lo tanto, las respuestas de ambos cumplen con el objetivo buscado, desde la
perspectiva del MKT para este item. Notese que las expresiones que plantean los docentes utilizan
dos letras (variables) para denotarlas. Estas formas de solucion del item la que realizaron ambos
profesores se pueden apreciar en la Figura 23.

61



Figura 23

Transcripcion de la respuesta del profesor experto y novel para la tarea la

« 5(4

F—o 5*) =10
N\ A 2

C Para 105 saludos:

nn—1)

5. —— =105 Profesor

Lo <Ll n(n—1) =210 experto

ST n?—-—n—-210=0

a=1b=1;c=-210

N

SA 1+ /1 —4(1)(—240)
| XA\ n=
\// . 2(1)
~& n_l;t\/1+840
- 2
nn-—1) 1++V841
—_ n=-—/j———
2 2
s: saludos 1+ 29
Suma de Gauss n= 2

n, =15;n, = —-14
Para 5 personas:

Personas 2 3 4 5 | s
Apretones de mano 1 3 6 1D 105
14
Sin=-5, Profesor
CD | BD | AB 5(5-1) 5(4)
A=22"22_2" _qp novel
. LAB|BC | AC 2 2
AC | BC | AD SIA:(:(iS.l)
AD | BD | CD 105 = ——
(@-1) 105 = n? —
La expresion que termina el nimero de 2 - 7; 1 f
apretones de mano, con n personas es: nt-n-210=0
nn—1) n+14)(n—15)=0
A= — n = —14 se descarta
n=15
Personas 2 3 4 | 5 \D
Apretones de mano 1 3 6 10 105

Para su resolucion, este item moviliza los registros en lenguaje natural o verbal (RLN),
algebraico (RA) y numérico (RN). El profesor experto pasa del registro verbal del problema a un
registro figural de los apretones utilizando figuras (triangulo, cuadrado, pentdgono) en las que
cuenta sus lados y diagonales. Como se ha mencionado antes, el profesor experto interpreta a los
vértices como las personas y a las aristas como a los apretones de manos. Esto le permite al
profesor experto referir a la expresion s = n(n — 1)/2 utilizando registro algebraico. Dicha
expresion anterior no tiene una notacion correcta, ya que no esta expresada en términos de una
variable, por ejemplo: f(n) =n(n —1)/2.
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Por otro lado, el profesor novel, a partir del registro verbal de la tarea, planted un registro
tabular considerando a 4 personas A, B, C, D, que se daban apretones de manos mutuamente, esto
condujo al profesor novel a plantear la expresion en el registro algebraico que probo para los datos
faltantes de la tabla. De manera similar a lo planteado por el profesor experto, el profesor novel no
plantea una expresion en términos de una variable, el registro algebraico no se utiliza de forma
correcta. Asi, mientras que el profesor experto utilizé un registro figural y algebraico, el profesor
novel utiliz6 un registro tabular y algebraico. Las respuestas de ambos docentes se consideraran
parcialmente correctas, desde la perspectiva de los registros de representacion, por no utilizar de
forma correcta el registro algebraico, mientras que, en lo concerniente al registro verbal y
numérico, ambos evidencian un uso apropiado de estos registros.

Respecto a la tarea 1b, la cual solicita describir las posibles dificultades a las que los
estudiantes podrian verse enfrentados al resolver la tarea, y asi indagar por el conocimiento del
contenido y los estudiantes (CCEs), el profesor novel describe claramente tres posibles conflictos
(CCEs.1, CCEs.2 y CCEs.3), en los que involucra conceptos algebraicos, geométricos y algunos
otros correspondientes a calculo diferencial; dicho razonamiento corresponde con el de las
respuestas esperadas, por tanto, su respuesta cumple con el objetivo buscado. Llama la atencion
que el profesor novel refiere a la identificacion de la variable dependiente e independiente, aunque
la solucion que €l proporciond estd en términos de dos variables en la que la dependencia esta
implicita.

Por otro lado, la posible dificultad que propone el profesor experto no es lo
suficientemente clara, como puede apreciarse en la Figura 24. La interpretacion es la siguiente: el
profesor refiere a distancia numérica entre la cantidad de saludos al incrementar el nimero de
personas, es decir, si por 3 personas hay 3 saludos y por 4 personas hay 6 saludos, entonces, a lo
que el profesor llama distancia numérica es, en realidad, la diferencia entre los saludos, la cual,
para estos casos, seria de 6-3=3. Por otro lado, la confusion a la cual el docente alude en el siguiente
nivel de sucesion es que esta diferencia no se mantiene constante, es decir, para 5 personas hay 10
apretones de manos, la diferencia respecto a los apretones que hay cuando se tienen 4 personas es
de 10-6=4 y no de 3, como posiblemente pudiera ser el razonamiento de los estudiantes. La
situacion que describe el profesor experto alude al caso particular de cuando el estudiante analice
las diferencias entre los valores de la variable dependiente y pese a que es una posible dificultad
que presentarian los estudiantes a la hora de resolver esta tarea, la forma en que el profesor la
describe la convierte en una informacion ambigua que se ha etiquetado como cumple
parcialmente con el objetivo buscado.

Estas formas de solucion del item 1b que realizaron ambos profesores se pueden apreciar
en la Figura 24.
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Figura 24

Transcripcion de la respuesta del profesor experto y novel para la tarea 1b

Encontrar la relacion entre cantidad de gente y saludos implica que en un
inicio quieran relacionar distancia numérica entre cantidad de saludos al
incrementar el nimero de personas, lo cual seria correcto pero la
posibilidad de considerar el siguiente nivel de sucesion seria la causa de
confusion.

Profesor
experto

-Se puede presentar dificultad en la labor algebraica: en los despejes y
ecuaciones.

-Dificultad para relacionar conceptos geométricos en la resolucion de Profesor
problemas algebraicos. novel
-También se ha presentado dificultad en la identificacion de las variables
dependiente e independiente.

El significado de la funcion implicado en esta tarea es el de la funcion como
correspondencia. En este sentido, se asocia al determinado nimero de personas un numero
posible de apretones de manos. La solucion proporcionada por los docentes evidencia este
significado cuando asumen que existe una relacion entre el nimero de personas de la reunion y la
cantidad de apretones de mano que se producen cuando estos se saludan. Para el andlisis de esta
relacién, como se ha mencionado antes, en el caso del profesor experto, éste hace uso de figuras
geométricas para relacionar las diagonales de las mismas con la cantidad de saludos que habria
dependiendo la cantidad de personas (FC.2), mientras que el profesor novel emplea una tabla
(FC.1). Es importante mencionar que la expresion algebraica que ambos profesores manifiestan
no se corresponde con una relacion funcional de dependencia, si no que utilizan dos variables para
denotar la expresion en donde las literales que utilizan (S y A, para saludos y apretones
respectivamente) evidencian la correspondencia. Se concluye, entonces, que ambos ofrecieron
respuestas que cumplen con el objetivo buscado, desde la perspectiva de los significados de la
funcion.

En resumen, como puede apreciarse en la figura 25, para esta tarea, el profesor novel
ofrecidé una respuesta que cumple con el objetivo desde el punto de vista del MKT y de los
significados de la funcidn, no asi con los registros de representacion, donde cumplié parcialmente
al no utilizar adecuadamente el registro algebraico. El profesor experto, por su parte, presento la
misma dificultad y también, inconsistencias en el conocimiento del contenido y los estudiantes, al
no ofrecer una respuesta lo suficientemente clara para la investigacion.
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Figura 25

Grado de correccion de las respuestas de los profesores para la tarea 1

Cumple

Cumple parcialmente

No cumple

RLN RA RN

Registros de representacion Significados de la
funcion

FCO

® Novel ®Experto

Nota. CCC = conocimiento comin del contenido. CCEs = conocimiento del contenido y los
estudiantes. RLN = registro en lengua natural. RA = registro algebraico. RN = registro numérico.
FCO = funciéon como correspondencia.

5.2 Tarea 2

Esta tarea es referente a la variacion de la temperatura de un cuerpo respecto al tiempo. El item a
y b indagan por el conocimiento comun del contenido (CCC) y por el conocimiento del curriculo
(CC), respectivamente. En ese sentido y con respecto al item 2a, que solicita encontrar la
representacion grafica de la relacion funcional descrita en la tarea, asi como el punto maximo de
dicha relacion, el profesor novel comienza su interpretacion indicando quiénes son las constantes
ay b de la funcion cuadratica f(t) = at? + bt, en donde, por definiciédn, el profesor sabe (CCC.3)
que para encontrar el valor t que produce un méximo, se utiliza la férmula t,,5, = —b/2a, la cual
se corresponde con la formula para encontrar la abscisa del vértice de una parabola concava hacia
abajo, obteniendo asi, que el valor buscado es t=2.5, produciendo una temperatura de 20°C, la cual
obtiene al evaluar el valor de t en la funcion dada.

Como puede apreciarse en la figura 26, adicionalmente, el profesor novel comparte otra
manera de resolver la tarea (CEC.3), haciendo uso de derivadas, particularmente, el criterio de la
primera derivada, por lo que, en sus calculos se observa cdmo una vez derivada la funcion dada,
la iguala a cero para encontrar el valor t que es raiz de la ecuacion obtenida, el cual coincide con
el previamente detectado. Finalmente, considerando el valor maximo que ofrece la funcion,
procede a evaluar la funcion con valores para t iguales a los nimeros enteros de la restriccion que
menciona el problema (0 <t < 5) y que permitan apreciar una representacion grafica optima,
misma que coincide con la grafica que se esperaba (CCC.1). Obsérvese como en la tabulacion del
profesor novel, si utiliza, en esta ocasién, una nomenclatura correcta para las variables
independiente y dependiente, en este caso, t y T(t), respectivamente (CCC.2). Por tales motivos,
la respuesta del profesor novel, para este item, cumple con el objetivo buscado.
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Por su parte, el profesor experto, utiliza inicamente un método para dar respuesta a la
tarea, en este caso, recurre a derivar la funcion y encontrar el valor t que cumple con la ecuacion
que obtiene al igualar la derivada a cero. Sin embargo, como puede apreciarse en la figura 26, la
funcion con la que trabaja el profesor no es la que se menciona en la descripcion de la tarea 2, pues
¢l utiliza la funciéon T = 16t —t? para encontrar el valor méaximo, obteniendo, como
consecuencia, un valor incorrecto que no es el que se esperaba (t=8). Llama la atencion que el
profesor experto se percatd que el valor t que obtuvo, como supuesto valor que provoca el maximo
en la funcion, no pertenecia al dominio de esta funcion en particular (en la descripcion de la tarea
se hace hincapi¢ en que 0 < t < 5), pues en su respuesta aclara que t=8 se encuentra fuera de
rango. Con esto, una vez mads, la atencion se concentra en la manera en que se refiere a la restriccion
0 <t < 5, que hace referencia al dominio al considerar a la variable independiente t, mientras que
rango de una funcion se refiere a los valores del codominio que puede tomar la variable
independiente. Finalmente, la grafica que ofrece el profesor experto es incorrecta, pues no se
corresponde con la grafica que se esperaba, por tal motivo, su respuesta no cumplié con el objetivo
buscado.

Figura 26

Transcripcion de la respuesta del profesor experto y novel para la tarea 2a

66



Por derivada (criterio de la
primera derivada):
T = 16t — 3.2t?
— _ 2
T(t) —_16t3 23.2t T' = 16 — 6.4t
a=-> 0=16 — 6.4t
b =16 16
Por formula: t= 2= 2.5
b =l =16(2.5) — 3.2(2.5)?
16 2a =20 Profesor
=———"=25 Novel
2(3.2) T 3
Tmax = T(tmax) ‘ ‘?8
= 16(2.5) — 3.2(2.5)? 2 |era
=20 3142 '
4 |5
La temperatura méxima que alcanza la pieza 5|28
es de 20°C (cuando transcurren 2.5 horas).
T = 16t — t?
16t —2t=0
16 = 2t - )
t=8 { - M
Temperatura maxima en 8 horas (fuera de o 4 r« /
T t rango) | P Profeor
15| 1 16()-12=16-1 o Experto
28 2 16(2) - 22=32-4
39 | 3 16(3) —32=48-9
28 | 4 | 164 -4=6i-16 7
5515 16(5) — 52 = 80 — 25
64 | 8 | 16(8)-82=128-64
63 1 9 16(9) — 92 = 144 — 81

En cuanto a los registros de representacion, ambos profesores utilizaron los registros que
se esperaba poder movilizar en esta tarea, que son: registro algebraico (RA), numérico (RN) y
grafico (RG). Como puede apreciarse en la figura anterior, el profesor novel hace un mayor uso
del registro algebraico, al incluir en su respuesta dos formas diferentes de obtener el valor t que
maximiza la funcion (RA.2); luego, realizé un andlisis tabular y numeérico, y a pesar de que omitié
las operaciones aritméticas (RT.1) que siguié para obtener los resultados, estos son correctos,
mismos que, posteriormente, representd grdficamente para cumplir con la solicitud de la tarea
(RG.1). En el manejo del registro tabular, indirectamente utiliz6 una nomenclatura funcional
correcta (RA.1) para referirse a las variables independiente y dependiente, en este caso, t y T(t),
respectivamente; aunque no fue asi, cuando trabajo con la derivada de la funcion, por tal motivo a
su respuesta se le asignara la etiqueta de cumple parcialmente con el objetivo buscado en el
registro algebraico y cumple en el uso de los registros numérico y grafico.

El profesor experto, partio del registro algebraico, en donde no utiliza una nomenclatura
funcional adecuada que permita vislumbrar quién es la variable independiente, pues se refiere
unicamente a Ty a t, y pese a que no utilizo6 la funcion correcta, hizo un buen uso de este registro
al encontrar un valor t que satisfaga la ecuacion propuesta (RA.2); por tal motivo su respuesta
cumple parcialmente con el objetivo buscado en el uso de este registro. Posteriormente, llega al
registro tabular, en donde, a comparacion del profesor experto, es explicito en las operaciones
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aritméticas que utilizé para conseguir los resultados (RT.1 y RT.2), pues en su respuesta se ve
cémo procedidé numéricamente. Por Gltimo, llega al registro grdfico, mismo que acompaifia con
una nomenclatura no funcional, sin embargo, el tratamiento que hace en este registro es correcto
(RG.1) y por tales motivos se considerara correcta la respuesta otorgada bajo la perspectiva de
estos dos registros.

En lo que respecta al item b, que consiste en reflexionar si la situacion planteada tiene una
relacion trasversal con contenidos matematicos de otras asignaturas y de esta manera poder
profundizar en el conocimiento del curriculo (CC), la propuesta del profesor novel, corresponde
totalmente al curriculo del bachillerato tecnologico (CC.2 y CC.3), mencionando asignaturas como
algebra, geometria analitica y célculo, pertenecientes al area de matematicas. Asimismo, ofrece
una relacion con contenidos de otras disciplinas como fisica, evidenciando los contenidos con los
cuales hay una relacion, como puede apreciarse en la figura 27. Por lo tanto, la respuesta a este
item cumple con el objetivo buscado.

En cambio, el profesor experto menciona la relaciéon que tiene la tarea tinicamente con
otras asignaturas distintas a la disciplina de matematicas, sin embargo, solo algunas de ellas
pertenecen al curriculo escolar del bachillerato tecnoldgico (CC.3), en este caso, fisica y quimica.
Las otras asignaturas propuestas no son parte del curriculo escolar para este nivel educativo, por
lo tanto, su respuesta cumple parcialmente con el objetivo buscado.

Estas formas de solucion del item 2b que realizaron ambos profesores se pueden apreciar
en la Figura 27.
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Figura 27

Transcripcion de la respuesta del profesor experto y novel para la tarea 2b

Si existe relacion transversal con otras asignaturas, no solo de matematicas. Profesor
-Quimica: comportamiento de variacion de cuerpos Experto
-Fisica: cambios de volumen y fisicos

-Resistencia de materiales: Deformacion

Propiedad de los materiales: propiedades estructurales de los materiales.

Tiene relacién propiamente con los contenidos de las demas matematicas
(principalmente con algebra) en el tema de evaluacién de expresiones
algebraicas. También con la materia de geometria analitica, con el caso de la
parabola; en calculo con optimizacion de funciones y en fisica con temperatura
y calor, en cinética y transferencia de calor.

Profesor
Novel

La tarea 2 implica una funcion bajo el significado de magnitudes variables (FMV), donde
a través de las respuestas que ofrecen los profesores, se evidencia una adecuada comprension de
este significado, al asumir que la temperatura es una magnitud que varia con respecto al tiempo
cuando ¢éste ha sido sometido al calor (FMV.1 y FMV.2), los valores que toman las variables,
segun cada profesor, fueron colocados en una tabla, indicando la relacion entre dichas magnitudes
fisicas, en las que, si varia una, se modifica la otra (FMV.3). Ambas respuestas son cumplen y
son satisfactorias, desde el punto de vista de este analisis.

En resumen, como puede apreciarse en la Figura 28, en la tarea 2 el profesor experto
presentd dificultades en el conocimiento comun del contenido y del curriculo, ofreciendo
respuestas distintas a las que se esperaban. Por su parte, el profesor novel ofrecio respuestas lo
suficientemente sustanciosas que revelan las competencias con las que cuenta este profesor. Sin
embargo, nuevamente, ambos tuvieron dificultades en el registro algebraico para representar y
tratar a la funcidon que presenta esta tarea.

Figura 28

Grado de correccion de las respuestas de los profesores para la tarea 2

RA RN RG

MKT Registros de representacion Significado de la
funcion

Cumple

Cumple parcialmente

No cumple

ccc
T2a

FMV

u Novel ®Experto
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Nota. CCC = conocimiento comun del contenido. CC = conocimiento del curriculo. RA = registro
algebraico. RN = registro numérico. RG = registro grafico. FMV = funcién como magnitudes
variables.

5.3 Tarea 3

La tarea 3, referente a la interpretacion de los pares ordenados de una gréfica, indaga,
respectivamente, en sus items a y b, en el conocimiento del contenido y la ensenanza (CCEn) y en
el conocimiento especializado del contenido (CEC). La tarea plantea la situacion donde un
estudiante pregunta a su profesor si los pares ordenados visibles en la grafica mostrada son los
unicos con los que cuenta la funcién, entonces, el item a, solicita reflexionar en una explicacion o
estrategia para poder responder la inquietud del estudiante. En este sentido, como puede apreciarse
en la Figura 29, el profesor experto propone hablarles a los estudiantes de los pares de
coordenadas rectangulares haciendo énfasis en que por cada “x” existe una “y” (CCEn.l), de tal
forma que, si hay infinitos elementos en x, también hay infinitos elementos en y. En esta parte, el
profesor no especifica hablar inicamente de las funciones cuadraticas, puesto que el postulado que
hace no se cumple para todo tipo de funcion, las logaritmicas, raices cuadradas y las racionales,
por ejemplo, tienen restricciones en su dominio y solo las “x” que formen parte de €I, tendran una
imagen. Sin embargo, dado el contexto de la tarea, donde se presenta una funcién cuadratica, se
asume que el profesor tiene nocidn de esto y es por eso que la respuesta del profesor experto seria
considerada correcta en relacion al MKT. Sin embargo, enseguida, el profesor experto contintia
argumentando que en las funciones ax™ con n par, para cada valor de “x” se encontraran dos
puntos en “y”, lo cual rompe completamente con la definicién de funcion. Recordemos la que
ofreci6 Dirichlet (1805-1859), mencionado previamente en el capitulo 3 de este trabajo, en la que
dice que, en una funcion, siempre que se atribuya un valor numérico a x hay una regla segin la
cual queda determinado un unico valor de y. Se asume que el profesor confundid el eje de las
ordenadas con el eje de las abscisas. Pensemos, por ejemplo, en la funcion x al cuadrado, para x=2
y para x=-2 se tendrd la misma imagen y visualmente se pueden apreciar como dos puntos en el

ejey.

De lo mencionado anteriormente se desprende la posibilidad de considerar que la respuesta
del profesor experto no cumplio con el objetivo buscado, en un primer momento desde el punto
de vista del MKT, que en esta ocasion indagaba por el conocimiento del contenido y la ensefianza,
pues la concepcion de la nocion de funcién que tiene afecta, al menos en este caso, a la forma en
que el contenido se ensena. También, la respuesta se considera sin cumplir con el objetivo buscado
bajo la perspectiva del significado de la funcion que, en esta tarea, hace referencia al significado
como representacion grafica (FRG), pues las interpretaciones que se solicitan, parten de un grafico
que representa una relacion funcional. Asimismo, para esta tarea, el significado que se le ha dado
a la funcion se corresponde con el registro grdfico (RG), por lo que es imposible hacer distincion
entre el significado y el registro, asi que, si el profesor presenta dificultades en un aspecto,
automaticamente las presenta en el otro. Otro registro de representacion para la funcion en esta
tarea es el registro cartesiano (RC) y, como puede observarse en la respuesta del profesor experto,
alude a la posibilidad de puntos en donde el valor de y se duplica, creando pares ordenados del
estilo: (x,y,) y (x,y,). Con lo anterior, se concluye que el profesor experto, para la tarea 3a, dio
una respuesta que no cumple con el objetivo buscado en cuanto al MKT, los registros de
representacion y el significado de la funcion.
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Por otro lado, como puede observarse en la Figura 29, el profesor novel propone como
estrategias para indicar la existencia de infinitos pares ordenados en una funcidn, retomar el
concepto de la funcidn, asi como la representacion grafica de la misma (CCEn.1). El profesor hace
hincapié en que una funcioén estd compuesta por una cantidad infinita de puntos (RG.2), llamados
pares ordenados, con estructura (x,y), los cuales, menciona, que sirven de referencia para trazar el
grafico (RG.3 y FRG.1). Es importante mencionar que el profesor novel distingue a la funcién de
su representacion grafica, lo cual es adecuado. En matemadticas se trabaja con formas abstractas
que se vuelven concretar al hacer uso de sus representaciones. Las estrategias que utilizaria el
profesor novel cumplen con lo esperado y por tanto su respuesta es considerada satisfactoria, en
el MKT, los registros de representacion y el significado de la funcion.

Figura 29

Transcripcion de la respuesta del profesor experto y novel para la tarea 3a

Analisis de continuidad de una funcion. Hablar sobre pares de coordenadas

rectangulares, por cada “x” existe una “y”; por lo que a valores infinitos de “x”

corresponden valores de “y”, en este caso particular al ser cuadratica, o fuera

cuarta, o sexta, etc. la funcion, por cada valor de “x” se encuentran dos puntos
(13} )

en “y”, representados tanto en grafica como en tabulacién, de manera repetida
al ser de naturaleza cuadratica.

Profesor
Experto

Retomaria el concepto de funcién y como ésta puede ser representada de manera
grafica, que un grafico estd constituido por una cantidad infinita de puntos, y
que mientras estos puntos estén sobre la linea, pertenecen a la funciéon en Profesor
cuestion. Cualquier punto sobre la grafica representa un par ordenado (X,y). Novel
Es importante hacerle saber que los puntos que se trazan sirven de referencia
para dibujar el grafico.

Por su parte, el item 3b, que pregunta por las propiedades de la funciéon que pueden
abordarse mediante el estudio de la situacion descrita, profundiza en el conocimiento especializado
del contenido (CEC). Como puede apreciarse en la Figura 30, las propiedades de la funcioén que el
profesor experto menciona en su respuesta, pese a que no son exclusivas de la representacion
grafica de una funcidn cuadratica, son propiedades genéricas de las funciones, hace referencia al
dominio y rango de las funciones reales, asi como a los maximos y minimos que, sin duda es un
elemento importante a considerar en las funciones polinomiales. Lo anterior, permite identificar
su CEC en esta tarea (CEC.1 y CEC.2). De la misma forma, el profesor novel ofrece como
respuesta, el estudio de las propiedades de la funcion, €l si puntualiza en aquellas que son
representadas en el registro grafico (CEC.1 y CEC.2); ademas, se identifico la presencia del CEC
en este profesor, en la tarea 2a. Entonces, se concluye con que, en la tarea 3b, ambos profesores
cumplen con lo esperado en relacion al MKT.
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Figura 30

Transcripcion de la respuesta del profesor experto y novel para la tarea 3b

Al ser cuadratica, hablar de parabolas y sus elementos partiendo de sus formas
fisicas, encontrar ecuaciones usando método de completar cuadrados para
repasar algebra.

-Dominio y rango de una funcion

-Méaximos y minimos

-Hablar de funciones reales

-Conceptos basicos de tabulaciones

-Concepto fisico de funciones

Profesor
Experto

Se pueden utilizar los conceptos (propiedades) en el grafico de:
-Interseccion con el eje de las “y”.

-Que la funcioén es creciente/decreciente por intervalos.

-La simetria que el grafico presenta.

-Que no tiene ceros relativos (intercepciones con el eje “x”).

Profesor
Novel

Cabe mencionar que ninguno de los dos profesores utilizo la representacion tabular que se
proponia en la tarea, misma que podria servir de apoyo para justificar sus respuestas. Aunque no
era requisito hacerlo, pues no se daba esa indicacion, es interesante que ninguno la haya utilizado
para profundizar sus respuestas al abordar las situaciones planteadas.

En resumen, en la Figura 31, se pueden apreciar las dificultades que mostr6 el profesor
experto en la tarea 3, al dar una respuesta que incluye elementos contrarios a la definicion de
funciodn, lo que provoco que se le considerara sin cumplir con el objetivo esperado y se cuestione
su conocimiento del contenido y la ensefianza, el uso adecuado del registro grafico y cartesiano y
su concepciodn de la funcidon como una representacion grafica. Todo lo contrario, al profesor novel,
quien mostr6é un desarrollo adecuado del conocimiento especializado del contenido (CEC) y del
conocimiento del contenido y la ensefianza (CCEn), proporcionando elementos adecuados que
permiten justificar un buen manejo de los registros y significado de la funcion presentada en esta
tarea.
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Figura 31

Grado de correccion de las respuestas de los profesores para la tarea 3

Cumple

Cumple parcialmente

No cumple
RC RG FRG

Registros de representacion Significado de la funcion

® Novel =Experto

Nota. CCEn = conocimiento del contenido y la ensefianza. CEC = conocimiento especializado del
contenido. RC = registro cartesiano. RG = registro grafico. FRG = funcién como representacion
grafica.

5.4 Tarea 4

La tarea 4 es referente a una situacion especifica en la que un profesor solicita a sus estudiantes
encontrar los pares ordenados que forman parte de una funciéon dada, expresada en el registro
algebraico, mediante un lenguaje formal. A través de sus items a y b, se indaga por el conocimiento
en el horizonte matematico (CH) y por el especializado del contenido (CEC), respectivamente.

En lo referente al primer item, que solicita reflexionar si dicha tarea es pertinente para
abordarla en el nivel medio superior, como puede apreciarse en la Figura 32, el profesor experto
argumenta que no la considera adecuada para el nivel bachillerato, justifica que los pares
ordenados que se estudian en este nivel educativo son directos, es decir, ya se proporcionan cuando
se estudia este concepto, con una estructura simple, o bien, podrian calcularse, ya sea mediante
operaciones aritméticas basicas o mediante un grafico (CH.1). Continta diciendo que el estudio
de las funciones en este nivel educativo llega hasta maximos y minimos y sus aplicaciones, por lo
que presentarle a los estudiantes ejercicios como el de la tarea, podria ser confuso, asi que ¢l
sugiere que esta tarea se aborde en el siguiente nivel educativo. Esta respuesta coincide con la
esperada y permite apreciar su conocimiento en el horizonte matematico, cumple con el objetivo
esperado.

Por su parte, el profesor novel considera que la tarea si es pertinente para el nivel educativo
en cuestion, argumenta que es necesario contextualizar la parte conceptual antes de abordar esta
actividad, refiriéndose a profundizar en el lenguaje formal que utiliza la funcién de esta tarea y
sugiere que podria implicar un reto atractivo para aquellos estudiantes que comienzan a dominar
el tema. Su respuesta es valida, sin embargo, es un hecho que la tarea no es apropiada para
bachillerato, por la complejidad del lenguaje que se emplea y porque el significado de esta funcion,
que es el de la teoria de conjuntos, no es un significado usual en el nivel educativo medio, pero
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que podria incorporarse de una manera congruente, para fortalecer este significado en los
estudiantes. La respuesta del profesor novel cumple parcialmente con lo esperado, porque
finaliza su respuesta proponiendo la tarea para alumnos que ya tienen nociones del concepto de
funcion.

Las diferencias en las respuestas del profesor novel y el profesor experto se deben a que
este ultimo lleva mayor tiempo trabajando con estudiantes y estd consciente de las dificultades y
capacidades de los estudiantes de ese nivel educativo respecto al concepto de funcion.

Figura 32

Transcripcion de la respuesta del profesor experto y novel para la tarea 4a

No lo creo pertinente; en este nivel (bachillerato) se plantean ejercicios con
pares ordenados mas directos, ya sea obteniéndolos de tabulacion o de la misma
grafica; mas aunque el analisis de funciones llega hasta maximos y minimos y
sus aplicaciones, al presentar este tipo de ejercicios seria confuso para ellos; en
si, el planteamiento de un ejercicio para obtener funciones es complejo para
ellos; el entender conceptos de pertenencia en niimeros naturales o intervalos
de nimeros de la variable para determinar valores de funciones estaria en el
siguiente nivel

Profesor
Experto

Si. Aunque es necesario contextualizar la parte conceptual. Puede ser un reto Profesor
interesante para alumnos que comienzan a dominar el tema. Novel

El item b, en el que se pregunta por los contenidos matematicos que deberian conocer y
utilizar los estudiantes para dar una respuesta correcta a la tarea y de esta manera profundizar en
el conocimiento especializado del contenido (CEC) que tienen los profesores, generé como
respuesta del profesor experto, cuatro contenidos matematicos y del profesor novel, otros cuatro,
como puede apreciarse en la Figura 33, los cuales corresponden a propiedades de las funciones
que se abordan cuando se estudia este concepto (CEC.2) y que son requisito indispensable para
poder comprender la funcion a la que se refiere la tarea 4, por lo tanto, se percibe la presencia del
CEC en ambos profesores, cumpliendo con el objetivo.

Figura 33

Transcripcion de la respuesta del profesor experto y novel para la tarea 4b

Conjuntos, intervalos, analisis de funciones, solucién de ecuaciones Profesor
Experto

El concepto de funcién, producto cartesiano de conjuntos, funciones y Profesor

relaciones, formas para representar una relacion (o funcion). Novel
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Los registros de representacion que se esperaba que pudieran movilizarse mediante el
estudio de la tarea 4 son el algebraico (RA) y cartesiano (RC). El primero para poder comprender
el tipo de funcién y su naturaleza y el segundo, para poder proporcionar la respuesta a la solicitud
de dicha tarea. En las respuestas de ambos profesores puede apreciarse una adecuada
comprension de la funcion descrita, por lo que, en esta ocasion, presentan un buen dominio del
registro algebraico (RA.1). Ocurre lo mismo con el registro cartesiano, pues en sus respuestas se
aprecia la consideracion de este registro en ambos profesores; el profesor experto lo contempla en
su respuesta al item 4a y el novel en el 4b (RC.1). Por tales motivos, se deduce que sus respuestas
son cumplen con lo esperado desde el punto de vista de los registros de representacion de la
funcion para esta tarea.

Como se ha mencionado, el significado de la funcién en la tarea 4, es el visto a partir de la
teoria de conjuntos. Un significado que no es muy usual en el nivel medio superior, por la
complejidad del lenguaje tan formal que se utiliza y que involucra notaciones y contenidos mas
avanzados del curriculo escolar de bachillerato. El profesor experto se da cuenta de ello, pues no
considera pertinente el estudio de esta tarea en este nivel educativo, por lo tanto, se deduce que la
concepcion del significado de esta funcidn es notable en el profesor experto (FTC.1). No ocurre lo
mismo con el profesor novel, quien, pese a que ofrece una estrategia para abordar la tarea en este
nivel educativo, si la considera pertinente, volviéndose cuestionable la concepcion del significado
de la funcion a partir de la teoria de conjuntos con la que cuente el profesor. Por tales motivos,
bajo la perspectiva de los significados de la funcion, la respuesta del profesor experto cumple
con el objetivo esperado y la del profesor novel cumple parcialmente.

En resumen, para la tarea 4, el profesor novel mostré dificultades en la concepcion de la
funcién descrita, vista desde la teoria de conjuntos y, como consecuencia, considera pertinente el
estudio de esta tarea en el nivel medio superior, volviéndose cuestionable su conocimiento en el
horizonte matematico. Lo contrario al profesor experto, quien evidencié su conocimiento en el
horizonte matematico, al concebir de buena manera el significado de la funcién, asi como su
conocimiento especializado del contenido y un buen uso de los registros algebraico y cartesiano.
Lo anterior se puede apreciar en la Figura 34:

Figura 34

Grado de correccion de las respuestas de los profesores para la tarea 4

Cumple

Cumple parcialmente

No cumple

RA RC FTC

Registros de representacion Significado de la funcion

® Novel ®Experto
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Nota. CH = conocimiento en el horizonte matematico. CEC = conocimiento especializado del
contenido. RA = registro algebraico. RC = registro cartesiano. FTC = funcion a partir de la teoria
de conjuntos.

5.5 Tarea 5

La tarea 5 es referente a una situacioén que describe el procedimiento que realiz6 un estudiante, en
el que cometi6 un error a la hora de encontrar la imagen de ciertos valores para x. Con esto, se
indaga, respectivamente, en sus items a y b, en el conocimiento del contenido y los estudiantes
(CCEs) y en el conocimiento del curriculo (CC).

En el item a, que pregunta por el posible razonamiento que sigui6 el estudiante y que lo
llevé a cometer un error, el profesor experto, después de escribir la funcién que se describe en el
texto de la tarea, como puede apreciarse en la Figura 35, menciona que el estudiante considerd que
el exponente de la funcidén cuadratica solo afecta al coeficiente, lo que, sin duda, es un error muy
comun en los estudiantes (CCEs.2). Estos suelen “separar” el signo de su coeficiente, trabajar solo
a éste y, finalmente adherir el signo que tenia en un principio porque asocian el uso de paréntesis
para el cambio de signo, al no estar presente en el 4lgebra, entonces, el estudiante no incorpora la
regla de los signos. Esta tendencia ocurre, principalmente, para los nimeros o términos que son
negativos. El profesor novel, por su parte, es mas detallado en su respuesta. El argumenta que el
estudiante hizo una incorrecta evaluacion de la funcion con los valores negativos de x (CCEs.2).
Menciona que el estudiante realizé un proceso textualmente en donde omitié el uso de paréntesis
para agrupar el numero negativo que debia ser elevado al cuadrado. Lo anterior permite conocer
el conocimiento que ambos profesores tienen en cuanto al contenido y los estudiantes, asi que las
respuestas de ambos cumplen satisfactoriamente con lo esperado.

Figura 35

Transcripcion de la respuesta del profesor experto y novel para la tarea 5a

f(x) =x%+5 Profesor
Considera que el exponente afecta solo al coeficiente. Experto
Hizo una incorrecta evaluacion. Describidé el proceso de manera literal, sin Profesor
tomar en cuenta algunas consideraciones mateméaticas (como el uso de Novel

paréntesis).

En el item b, que cuestiona por las estrategias que los profesores propondrian en el curriculo
para evitar el error mostrado en dicha tarea y de esta manera indagar por el conocimiento del
curriculo (CC) con el que cuentan, el profesor novel, como puede apreciarse en la Figura 35,
propone retomar el estudio de algunas propiedades de la funcién, como la representacion grafica
de la funcion cuadrética, que propicia una pardbola y que, de esta manera, los estudiantes
verifiquen si los puntos obtenidos en la tabulacion corresponden a una o no. Esta estrategia implica
reforzar los contenidos vistos en la asignatura, procurando darle mayor tiempo de estudio a las
propiedades fisicas de las funciones. Otra estrategia que propone el profesor novel es incluir el uso
de herramientas tecnologicas de la informacion y comunicacion (TICs) que coadyuven a la
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comprension de, principalmente, el grafico de las funciones, lo que representa una propuesta de
mejora en el curriculo de la asignatura. Y finalmente, sugiere el uso de paréntesis para agrupar
variables cuando éstas se van a evaluar; propuesta que podria ser significativa en la asignatura de
algebra (CC.2), que es previa al estudio formal de las funciones. Por tales motivos, la respuesta
del profesor novel cumple con el objetivo esperado, ya que permite vislumbrar su conocimiento
en el curriculo.

Por su parte, el profesor experto, como puede apreciarse en la misma figura 36, ofrece
una Unica estrategia de mejora en el curriculo, la cual consiste en modificar la concepcion que se
tiene en el uso de los paréntesis, argumenta que los estudiantes los perciben unicamente como una
multiplicacion y no como una forma de agrupacion. Esta propuesta al curriculo incide directamente
en la asignatura de algebra (CC.2) y, por lo tanto, el profesor tiene buenas nociones del
conocimiento del curriculo, asi que su respuesta cumple con lo esperado.

Figura 36

Transcripcion de la respuesta del profesor experto y novel para la tarea 5b

El uso correcto de signos de agrupacién. Reducir en lo posible el uso de
paréntesis desde aritmética para representar y realizar multiplicaciones, porque
esto al llegar a algebra complica este tipo de sustituciones numéricas en las
variables. El paréntesis es agrupacion y si asi se les hace saber desde el
comienzo de su uso, este tipo de sustituciones no los confundiria.

Profesor
Experto

-Retomaria el tema de grafico de funciones. En el caso particular

f(x) =x*+5

Que representa una parabola y hacer la relacién con los datos obtenidos por el
alumno en la tabla. Que el alumno verifique si el grafico corresponde a la Profesor
propuesta de la parabola. Novel
-Sugerir al alumno usar un software graficador y grafique la funcion, y por
otro lado que grafique su tabla, que compare.

-Sugerir el uso de paréntesis al momento de evaluar variables.

Los registros de representacion que se pensaron para movilizarse en los profesores
mediante el estudio de esta tarea, fueron los registros en lengua natural o verbal (RLN), algebraico
(RA) y numérico (RN). Ambos profesores fueron capaces de iniciar interpretando la relacion
funcional que se describe verbalmente en la tarea (RLN.1) y pudieron realizar la conversion de
dicha funcion al registro algebraico, escribiendo la expresion algebraica que representa a dicha
funcion (RA.1 y RA.2). El profesor experto lo hizo como parte de su respuesta al item 5a y el
profesor novel, en el item 5b. Ambos utilizan, en esta ocasion, una nomenclatura funcional
correcta, refiriéndose a una expresion en términos de una sola variable. Y, finalmente, tras el
conocimiento de la representacion algebraica de la funcion, pudieron comprender e interpretar el
razonamiento que siguid el estudiante al evaluar la funciéon y, de esta manera, utilizaron
adecuadamente el registro tabular o numeérico. Por tales motivos, la respuesta de ambos profesores,
desde la perspectiva de los registros de representacion, cumple con el objetivo.
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El significado de la funcién involucrado en la tarea 5 es el de la funcion como expresion
analitica (FEA) y como puede apreciarse en las respuestas que ofrecieron los profesores, ambos
fueron capaces de interpretar la funcién que se describia en el texto de la tarea y convertirla a una
expresion algebraica, para que, partiendo de ahi, pudieran interpretar el resto de la situacion.
Entonces, los profesores asumen a la funciéon como una expresion matematica que contiene
operaciones aritméticas, en este caso, potencias y sumas (FEA.2) y es por ello que puede apreciarse
una adecuada concepcidn del significado que tiene esta funcion; asi que la respuesta de ambos
cumple con lo buscado desde el punto de vista de esta categoria.

En resumen, y como puede apreciarse en la Figura 37, la tarea 5 es hasta el momento, la
tarea en donde con mayor precision pueden apreciarse los conocimientos de los profesores en
cuanto al contenido y los estudiantes y del curriculo. Asi como un manejo excelente de los registros
en lengua natural, algebraico y numérico para representar a una misma funcion y una apropiada
interpretacion del significado de la funcién como expresion analitica.

Figura 37

Grado de correccion de las respuestas de los profesores para la tarea 5

RLN RA RN

Registros de representacion Significado de la
funcion

Cumple

Cumple parcialmente

No cumple

FEA

® Novel ®Experto

Nota. CCEs = conocimiento del contenido y los estudiantes. CC = conocimiento del curriculo.
RLN = registro en lenguaje natural. RA = registro algebraico. RN = registro numérico o tabular.
FEA = funcién como expresion analitica

5.6 Tarea 6

Esta tarea es referente al andlisis de un grafico que representa una problematica real y vigente en
el momento de escritura de este trabajo, que refiere sobre los casos de contagio que han ocurrido
a lo largo del tiempo, del virus SARS-CoV-2, desde que se declaré como pandemia. Con el grafico
se pretende indagar por el conocimiento del contenido y la ensefianza (CCEn) y por el
conocimiento en el horizonte matematico (CH), en los items a y b, respectivamente, de esta tarea.

El item a, que pregunta por los argumentos que los profesores podria utilizar para explicar

que un grafico representa una funcion, permite percibir, en la respuesta del profesor experto, la
relacion funcional entre dos variables y su representacion en graficas que, a su vez, permiten
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percibir el comportamiento de dichas variables; como puede apreciarse en la Figura 37, el profesor
experto argumenta que esta relacion se da dependiendo la conexion que hay entre sus variables,
percibiendo, entonces, el grafico como una relacion entre dos variables que tienen correlacion, la
cual estd formada por términos algebraicos. Esta percepcion que tiene el profesor experto de la
funcion, implica que toda funcién tiene una representacion en el registro algebraico y como se ha
hecho hincapié¢ en la descripcion del significado de la funcién como correspondencia arbitraria,
¢ésta no siempre tiene una representacion, mas alla del tnico registro en el que se presenta y, por
tal motivo, la respuesta del profesor experto cumple parcialmente con lo buscado en cuanto a
significado de la funcion.

Adicionalmente, puede apreciarse en la misma Figura 38 que la respuesta del profesor
experto no sugiere un argumento o argumentos para explicar que el grafico representa una funcion,
su respuesta estd canalizada a intentar explicar una propiedad de las funciones sin mencionar
alguna estrategia de ensefianza que conduzca a comprobar o asumir que el grafico efectivamente
sea una funcion. Por su parte, el profesor novel, menciona en su respuesta una de las estrategias
didacticas mas utilizadas y compartidas por los profesores para explicitar cuando un gréafico
representa una funcién (CCEn.1); se trata de la construccion de una linea recta perpendicular al
eje de las abscisas y observar las intersecciones de esta recta con el grafico que se est4 analizando
y si, en todo momento del dominio, esta recta intersecta al grafico en solamente un punto, entonces,
el grafico representa una funcion. La respuesta del profesor novel es una estrategia en la ensefianza
del concepto de funcion que facilita la comprension de esta nocidn, por lo que se puede apreciar
su conocimiento en la ensefianza de este contenido y, por tanto, su respuesta es considerada
correcta, desde el punto de vista del MKT; no asi con el profesor experto, cuya respuesta cumple
parcialmente con el objetivo, pues aunque no menciona un argumento para evidenciar a los
estudiantes la relacion funcional que hay en el grafico, justifica su respuesta, a partir de la
correlacion entre las dos variables.

Figura 38

Transcripcion de la respuesta del profesor experto y novel para la tarea 6a

Como su nombre lo dice, las funciones estan en funcion de variables y estas son
datos representados en ejes dentro de las gréaficas para visualizar el
comportamiento de las cosas dependiendo de las variables a considerar.

Son funciones, porque funcionan dependiendo de la correlacion que tienen sus
componentes dentro de ellas, estos componentes estan formados por variables,
exponentes, signos y coeficientes que trabajan para la funcién dependiendo de
las variaciones que existen en el comportamiento del tema a trabajar.

Profesor
Experto

Realizaria la prueba de la linea vertical, y sugeriria extraer algunos puntos de Profesor
interés del grafico y ver la relacion entre las variables. Novel

En el item b, que pregunta por contenidos matematicos mas avanzados del curriculo escolar
que se podrian relacionar con la situacion mostrada en dicha tarea, se obtuvo como respuesta, por
parte del profesor experto, cinco contenidos matematicos; de los cuales, cuatro representan
contenidos del programa de estudios de la asignatura de calculo diferencial y solo uno es un
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contenido matematico que se aborda més adelante. En particular, el profesor experto alude al
andlisis de graficas en la asignatura de estadistica, la cual, de acuerdo con el curriculo escolar
vigente, se cursa en el ultimo semestre del bachillerato tecnoldgico. Por su parte, el profesor novel
menciona unicamente dos contenidos matematicos, los cuales se abordan en el transcurso del
curriculo de la asignatura de calculo diferencial. Y en el horizonte matematico refiere a la
asignatura de estadistica sin puntualizar con cudles contenidos matematicos de esta asignatura
tiene relacion la tarea 6. Por tales motivos, en lo que respecta al MKT, la respuesta del profesor
experto cumple con lo esperado y la del profesor novel, cumple parcialmente.

Estas formas de solucion del item 6b que realizaron ambos profesores se pueden apreciar
en la Figura 39.

Figura 39

Transcripcion de la respuesta del profesor experto y novel para la tarea 6b

-Méximos y minimos

-Analisis de funciones

-Dominio y rango

-Anélisis fisico de funciones y su comportamiento
-Analisis de graficas en estadistica

Profesor
Experto

La funcién como representacion de un cambio, intervalos donde la funcién
(grafico) es creciente, decreciente o constante. Profesor
En la parte transversal, los contenidos de biologia (o ciencias de la salud), Novel

sociologia y ética. Analisis de datos y estadistica.

En cuanto a los registros de representacion, en la tarea 6 se pretendia movilizar el registro
grdfico que, por lo general, se aborda conjuntamente con el significado de la funcién como
correspondencia arbitraria, en la que, como su nombre lo indica, hay una relacion arbitraria en las
variables, que en varias ocasiones puede ser desconocida y solo se asume que hay una correlacion
entre ellas. Este registro se hizo presente (indirectamente) en el primer item cuando se pregunta
por una estrategia o argumento que permita mostrar la relacion funcional de una infinidad de
puntos en el plano cartesiano y en el segundo item, en la capacidad de concebir a estos puntos,
como algo mds que una funcidon y de interpretar el conjunto de ellos desde la perspectiva
matematica de otra asignatura. Como se observa en la respuesta de ambos profesores, los dos
tienen presente el registro grafico de la funcion cuando resuelven los items, mencionando
propiedades o contenidos de las funciones (RG.1), que involucran esta manera de representarlas
y, por lo tanto, la respuesta de ambos cumple con el objetivo, desde la perspectiva de los registros
de representacion. Cabe mencionar que en todo momento, el profesor novel evita indicar que la
funcion debe de tener una representacion en otro registro, asumiéndola unicamente en el registro
en que se presenta (FCA.1), lo cual permite concretar la concepcion que tiene de la funcién como
una correspondencia arbitraria (FCA.2), por lo que, ademas, su respuesta cumple con lo esperado
desde el punto de vista de los significados de la funcion.
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En resumen, para la tarea 6, como puede apreciarse en la Figura 40, el profesor experto
presento dificultades al momento de evidenciar el conocimiento del contenido y la ensefianza y de
asumir a la funcién como una correspondencia arbitraria en la que no siempre se conoce la manera
en que las variables estan relacionandose, pues en su respuesta, €l afirma que la relacion entre las
variables se estipula siempre mediante términos algebraicos. Por su parte, el profesor novel
unicamente presentd dificultades con el conocimiento en el horizonte matematico, al no

puntualizar con cudles contenidos matematicos de la asignatura de estadistica tiene relacion la
tarea 6.

Figura 40

Grado de correccion de las respuestas de los profesores para la tarea 6

Cumple

Cumple parcialmente

No cumple

RG FCA

Registros de representacion Significado de la funcion
E Novel HExperto

Nota. CCEn = conocimiento del contenido y la ensefianza. CH = conocimiento en el horizonte
matematico. RG = registro grafico. FCA = funcién como correspondencia arbitraria.

Se muestra a continuacion, a manera de resumen, la Figura 41 que contiene el grado de
correccion global de las respuestas de los profesores, en cada una de las tres categorias de estudio
de la presente investigacion:
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Figura 41

Grado de correccion global de las respuestas de los profesores en las tres categorias

Cumple
Cumple parcialmente
Subdominios del
No cumple MKT
Tda Téb

CH

=Novel ®Experto
Cumple
(Commple parcilments Registros de

representacion de las
No cumple fl.lnCiOIleS
TT TS| TI T2 T4 TS| TI T2 T5(|T2 T3 T6 | T3 T4
RLN RA RN RG RC

®Novel ®Experto
Cumple
Cumple parcialmente

Significados de las
funciones
No cumple
| T2 ‘ T3 | T4 | TS |
FMV FRG FTC FEA
®Novel ®Experto

Nota. CCC = conocimiento comuin del contenido. CEC = conocimiento especializado del
contenido. CH = conocimiento en el horizonte mateméatico. CCEs = conocimento del contenido y
los estudiantes. CCEn = conocimiento del contenido y la ensefianza. CC = conocimiento del
curriculo. RLN = registro en lengua natural. RA = registro algebraico. RN = registro numérico.
RG = registro grafico. RC = registro cartesiano. FCO = funcién como correspondencia arbitraria.
FMV = funciéon como magnitudes variables. FEA = funcién como expresion analitica. FRG =
funcion como representacion grafica. FCA = funcion como correspondencia arbitraria. FTC =
funcion a partir de la teoria de conjuntos. T = tarea
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CAPITULO 6. CONCLUSIONES

A continuacion, se muestran las conclusiones que se han generado tras el andlisis de los resultados
y su presentacion en el capitulo anterior; dichas conclusiones se presentan de dos maneras: (1)
conclusiones sobre el planteamiento del problema, donde se menciona el logro de los objetivos y
la contestacion a la pregunta de investigacion, y (2) conclusiones sobre el estudio, indicando las
lineas de continuidad del trabajo, asi como las limitaciones y los aportes generados a la Matematica
Educativa.

6.1 Conclusiones sobre el planteamiento del problema

El objetivo principal de este estudio fue determinar los conocimientos que tienen los profesores en
ejercicio para la ensefanza del concepto de funcidon, de acuerdo con el modelo MKT; y para
lograrlo se diseni¢ y aplicd un cuestionario a dos profesores en ejercicio considerados experto y
novel. A lo largo de este trabajo, se ha explorado el impacto que tiene el profesor en la enseflanza
de contenidos matematicos, evidenciando algunas de las limitantes que, por naturaleza, tienen los
profesores de bachillerato en México. A partir de estos hallazgos, se pueden extraer varias
conclusiones que permiten responder a la pregunta y a los objetivos de investigacion planteados.

La pregunta de investigacion para este trabajo fue: ;qué conocimiento matematico para la
ensefianza de la funcidn tienen los profesores de matematicas?, y en la hipdtesis se considerd que
los profesores de matematicas de bachillerato en ejercicio contaban con los conocimientos que
indica el MKT. Tras hacer la comparativa entre profesor experto y novel, se puede concluir que
los profesores de matematicas en ejercicio en el nivel bachillerato, ponen de manifiesto
parcialmente los subdominios del modelo MKT y lo evidencian con diferentes matices. En algunos
casos, estos pueden presentarse mas desarrollados en cierto perfil de profesor, que en otros (ver
figura 40), lo cual es naturalmente normal debido a diversos factores como la experiencia, la
formacion inicial, las capacitaciones y actualizaciones en la practica docente, incluso, también
influyen las reformas educativas a las que les ha tocado hacer frente, pues aunque éstas tienen
como objetivo potencializar el aprendizaje en los alumnos, los cambios generados en los planes y
programas de estudio, asi como en el curriculo de la materia, obliga a suprimir contenidos,
priorizando algunos por encima de otros.

El subdominio del MKT que resulté més privilegiado, entendiéndose esto como aquel
subdominio donde ambos profesores mostraron evidencia sélida de dicho conocimiento, fue el
conocimiento especializado del contenido (CEC).

Con la experiencia, los profesores de bachillerato aprenden y dominan cudles de los
contenidos matematicos, que durante su formacion adquirieron, son los que se ponen en juego
cuando abordan y ensefian un contenido en particular, en este caso, la nocién de funcién; son
capaces de discernir entre su amplio bagaje de conocimientos matematicos, cuales son los
contenidos matematicos necesarios para hacer frente a una tarea en particular y como es que éstos
deben de organizarse para estudiar, tal vez, otro concepto matemdtico cognitivamente mas
avanzado. Lo anterior, justifica porqué los profesores en este estudio presentaron una fuerte
evidencia de contar con un gran desarrollo del CEC.
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El conocimiento del contenido y los estudiantes (CCEs), el conocimiento del curriculo
(CC) y el conocimiento comun del contenido (CCC) fueron los subdominios en donde el profesor
experto mostré medianamente deficiencias. Como se ha mencionado, el profesor experto ha tenido
la oportunidad de impartir clases en instituciones de educacidon superior, participando en la
formacion de ingenieros, por lo tanto, no es de sorprenderse que a la hora de preguntar por
relaciones transversales de un contenido matematico con otros, asuma relaciones con asignaturas
de niveles superiores al bachillerato. En un intento por evidenciar sus saberes al respecto,
posiblemente, sobreestimo sus conocimientos, sin revisar detenidamente la solicitud y es por ello
que su desempeiio en cuanto al CC se vio afectado.

Por otro lado, y con relacion al CCEs, algunos estudios (Hill et al, 2007; Llinares y Krainer,
2006) han encontrado que los profesores expertos pueden tener dificultades para identificar los
errores de los estudiantes, ya que frecuentemente tienden a asumir que los estudiantes tienen un
conocimiento similar al suyo en la materia. Ademas, los profesores expertos pueden tener una
mayor dificultad para adaptar su ensefianza a los estudiantes que tienen un nivel de conocimiento
mas bajo o que tienen dificultades de aprendizaje. Hill et al. (2008) encontraron que los profesores
expertos pueden tener dificultades para identificar y abordar errores conceptuales de los
estudiantes, lo que puede limitar la calidad de la ensefianza; en particular, los autores encontraron
que los profesores expertos tienden a centrarse en la ensefianza de procedimientos matematicos,
en lugar de enfocarse en la comprension profunda de los conceptos matematicos subyacentes. Este
estudio sugiere que los profesores expertos pueden tener dificultades para identificar y abordar
errores conceptuales de los estudiantes, lo que puede limitar la calidad de su ensefianza, a pesar de
su amplio conocimiento matematico.

En cuanto al CCC, el error del profesor experto fue trabajar con una funcién distinta a la
que se solicitaba y utilizar un lenguaje inapropiado para referirse a los valores del dominio. Esta
situacion pudo darse por una interpretacion erréonea de la informacion proporcionada, en donde,
posiblemente, pudieron influir otros factores como una poca concentracion, distraccion,
equivocacion, desorientacion sobre la actividad, etc. Se invita a recordar la cantidad de factores
que influyen a la hora de responder correctamente una tarea de aprendizaje y no por eso se
considera que el profesor experto carezca del conocimiento suficiente para responder
apropiadamente esta tarea. En este trabajo, estas dificultades se apuntan mas a considerar despistes
por parte del participante.

Los componentes del MKT menos desarrollados en los profesores, resultaron ser el
conocimiento del contenido y la ensefianza (CCEn) y el conocimiento en el horizonte matematico
(CH). Para el primero, el profesor experto, nuevamente, tuvo limitaciones significativas que
apuntan a una mala interpretacion de la informacion proporcionada. Es posible que el profesor
haya sobreestimado su conocimiento en el tema de las funciones debido a su experiencia previa en
la ensefianza de este concepto, repercutiendo en que no haya revisado detenidamente la tarea y
haya pasado por alto algunos datos significativos para poderla resolver correctamente. Esto, es
algo que ocurre comunmente en los profesores expertos, pues dada su experiencia, tienden a
sobrevalorar sus conocimientos, cayendo en un exceso de confianza, que si bien, en muchas
ocasiones resulta ser un factor en beneficio para la ensefianza, en muchas otras ocasiones puede
conducirlos a cometer errores de los cuales ni siquiera son conscientes.
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En cuanto al CH, el profesor novel presenta deficiencias importantes. Este componente del
MKT se encarga de indagar por los conocimientos que tienen los profesores respecto a la
importancia de comprender eficientemente determinados contenidos matematicos para poder
aplicarlos, en futuros contenidos matematicos, ya sea dentro del mismo nivel educativo,
bachillerato en este caso, o superiores. El desarrollo efectivo de este subdominio permite deducir
la finalidad de cada uno de los contenidos matematicos, su pertenencia a cierto nivel educativo y
su impacto en la posterioridad. Ambos profesores tienen nociones del para qué podria servir o
aplicarse ciertas propiedades de la funcion en contenidos matematicos de otras asignaturas
posteriores en el area, sin embargo, el profesor novel evidencia una sutil comprension, sin
profundizar en situaciones concretas.

No obstante, es importante sefialar que estas dificultades observadas, principalmente en el
profesor experto, son mas bien excepciones y no la regla en los profesores de matematicas de nivel
bachillerato, y que en general, estos tienen una gran efectividad en la ensefianza de las
matematicas, gracias a su experiencia, sea mucha o sea poca, lo cual es algo que enriquece sus
conocimientos, a comparacion de, por ejemplo, profesores en formacion, que carecen de
experiencia docente. Sin embargo, algunos estudios como los de Zehetmeier y Krainer (2021)
sostienen que los profesores con afios de experiencia presentan dificultades para conservar y
aplicar los conocimientos que adquirieron durante su formacion complementaria.

En cuanto a los objetivos de esta investigacion, el objetivo general fue: determinar los
conocimientos que tienen los profesores en ejercicio para la ensefianza del concepto de funcion.
De acuerdo con el modelo MKT y tras el analisis de sus respuestas al cuestionario aplicado y como
se evidencia en los parrafos anteriores, puede afirmarse que se cumplio con el objetivo, ya que se
pudieron determinar los conocimientos que tienen los profesores participantes en este estudio.

Esta caracterizacion de conocimientos se enriquecid con el analisis de los registros de
representacion de las funciones y, como puede notarse en el capitulo anterior, los profesores
mostraron dificultades en el registro grafico, cartesiano y algebraico. Las inconsistencias en el
registro cartesiano pueden ser extensiones de una distraccion por parte del profesor debido a un
exceso de confianza en los conocimientos con los que cuenta. En este sentido, un area de
oportunidad que tiene esta investigacion es el poder profundizar en las respuestas de los profesores,
mediante grabaciones de audio que complementen sus soluciones. Por otro lado, Diaz et al. (2015)
mencionan que el registro grafico se ha jerarquizado por debajo del registro algebraico, al no ser
estudiado lo suficiente (o en la misma medida) en el aula, sin alcanzar a comprender todas las
posibilidades que esta forma de representacion tiene consigo. Al no ensefiarlo con la misma
frecuencia que otros registros, se pone en tela de juicio la posibilidad de que el profesor experto
haya tenido dificultades en este estudio, en este registro, debido a conocimientos no tan so6lidos
por no evocar a este registro con tanta frecuencia. Esto también podria explicar los resultados
obtenidos con el registro cartesiano.

También, este estudio indagd por la comprension de los profesores respecto a los
significados de la funcion; evidenciando inconsistencias en el significado de la funcién como
representacion grafica (FRG), a partir de la teoria de conjuntos (FTC) y de la funciéon como
correspondencia arbitraria (FCA). Estos dos ultimos significados de la funcién son los menos
usados en el nivel bachillerato, pese a que en diversos ejercicios y explicaciones se encuentran
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implicitos, por lo tanto, no es de sorprenderse que los profesores en este estudio no hayan
evidenciado solidamente una adecuada comprension de estos significados. En cuanto a las
dificultades del significado de la funcién como representacion grafica, se asume que son
consecuencia de la misma sobrestimacion de conocimientos o factores que intervienen en el
momento de resolver una evaluacion, de los que se ha venido refiriendo a lo largo de este capitulo,
pues las dificultades, al menos en este significado, son nuevamente correspondientes al profesor
experto.

Como objetivos especificos se tuvo: disefiar un instrumento que permitiera determinar los
conocimientos que tienen los profesores para la ensefianza del concepto de funcién; lo cual fue
algo que logro6 realizarse, con el apoyo de expertos en el area, que participaron en la actividad de
triangulacién, para poder conseguir un instrumento con mayor objetividad. Otro objetivo
especifico fue: profundizar en las concepciones matematicas que tienen los profesores y que
emplean para la ensefianza del concepto de funcion; lo que pudo lograrse tras la interpretacion de
los resultados obtenidos y que se aborda y justifica en los parrafos anteriores. Finalmente, otro
objetivo especifico fue: establecer relaciones entre las caracterizaciones de conocimientos
reveladas por los docentes; actividad que pudo realizarse tras la comparativa constante entre los
perfiles de ambos profesores, a lo largo de este trabajo.

6.2 Conclusiones sobre el estudio

El presente trabajo aporta de manera activa no solo a la investigaciéon en Matematica Educativa,
sino también (y directamente) a la docencia. Para la formacién de profesores es importante
considerar los hallazgos encontrados en trabajos como éste, para generar estrategias que permitan
atender las dificultades encontradas y proporcionar rutas formativas que permitan a los docentes
enriquecer su conocimiento matematico para la ensefianza. Para la formacidon de profesores en
gjercicio, este trabajo es importante porque muestra una ferviente necesidad de atenciéon a los
profesores que estan formando estudiantes de bachillerato, tal y como lo plantean Sosa y Ribeiro
(2014). De esta manera, estos resultados contribuyen a contar con un estatus inicial de los
conocimientos que los docentes en servicio poseen que permitiria focalizar programas formativos
para el desarrollo de aspectos del conocimiento matematico para la ensefianza en los profesores en
servicio.

Si bien es cierto, en un bachillerato tecnologico es ideal contar con profesores que tengan
experiencia laboral en dreas ajenas a la docencia para que ésta pueda aportar significativamente a
las asignaturas de componente profesional (se les llama asi a las asignaturas de especialidad que
cursan los estudiantes de un bachillerato tecnoldgico y que no son de tronco comun), no se debe
descuidar a las disciplinas comunes para todo tipo de bachillerato, preparatoria o nivel medio
superior, como lo es, matematicas; y recordar que los formadores en este nivel, provienen de
instituciones ajenas a la docencia, por lo tanto, la gran mayoria no contard con herramientas
pedagogicas para hacer frente a una ensefianza efectiva.

La repercusion que tiene este trabajo directamente en la docencia va desde el poder utilizar
el cuestionario disefado para los fines de esta investigacion y generar una autoevaluacion o una
adaptacion para poder aplicarlo a los estudiantes de calculo diferencial, hasta motivar a profesores
expertos y novatos a continuar enriqueciendo su conocimiento matematico para la ensefianza no
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unicamente en cursos de formacion docente, también en cursos de contenidos matematicos que
permitan reforzar sus conocimientos y volver a cuestionarse ;qué es lo que estoy ensefiando?, ;qué
es lo que quiero que mis estudiantes aprendan?, ;como voy a lograr que lo aprendan?, etc. Y
también, este trabajo representa una invitacion a los docentes en ejercicio para buscar nuevas
estrategias de enseflanza, ya que en muchas ocasiones los profesores adoptan una Unica estrategia
que en algiin momento funcion6 y no advierten la necesidad de renovar o innovar con nuevas
practicas por temor a lo desconocido (Pepin et al., 2013); en lo aqui mostrado, se evidencia la
importancia de tener lo suficientemente desarrollado el conocimiento pedagogico del contenido y
coémo los afos de experiencia no siempre son sindnimo de una ensefianza efectiva.

Por lo mencionado anteriormente, este trabajo pone en contexto de lo que se vive en la gran
mayoria de los bachilleratos en México, al no existir un curriculo de formacién homogéneo, los
docentes cuentan con una limitada identidad docente, pero también la repercusion que esto tiene
en la ensefianza de conceptos matematicos. Esto sugiere cuestionarse sobre el aprendizaje de las
matematicas por parte de los estudiantes de bachillerato y qué tan interiorizadas estan, ;estaremos
ensenando el conocimiento matematico necesario para que los estudiantes puedan ingresar a una
licenciatura en ingenieria?, ;es el necesario para que puedan continuar sus estudios en una
licenciatura en matematicas basicas o aplicadas?

Como se observo en el estudio, el profesor experto presentd dificultades en el conocimiento
comun del contenido, que es aquel que le permite a cualquier persona (profesor o no) resolver la
tarea planteada. Posiblemente, haya sido un despiste por parte del profesor. De esta manera, una
de las limitaciones del estudio es que estos resultados no se generalizan, es decir, no se concluye
que todos los profesores de bachillerato presentan estas inconsistencias en conocimiento comun
del contenido, al contrario, se espera que los profesores de matematicas de este nivel educativo,
mostraran una gran fortaleza en este componente relativo a los contenidos matematicos; pero,
[realmente serd asi?

Con esto, no se concluye que todos los profesores expertos vayan a mostrar estas
dificultades en estos aspectos, pero seria interesante indagar por la actitud que toman los profesores
con este perfil, frente a la ensefianza de las matematicas. Si bien es cierto que hay numerosos
trabajos que concluyen que los profesores expertos son privilegiados frente a los novatos,
principalmente por éstos carecer de experiencia, no hay muchos trabajos que hayan indagado por
la actitud que toman los profesores expertos al sentirse seguros, comodos y confiados de su trabajo,
de su posicion y de sus conocimientos y, posiblemente, esto sea un desencadenante que produce
inconsistencias en la ensefianza de las matematicas. Segin Rodriguez-Santos et al. (2020), la
empatia que genera el docente con el grupo es un factor clave para el logro de los objetivos de
aprendizaje.

Este trabajo deja una linea de investigacion abierta para seguir profundizando en los
componentes del MKT que se mostraron limitados, asi como caracterizar como es la influencia de
los afios de experiencia en la propia practica de ensenanza. En este sentido, este trabajo marca la
pauta para continuar indagando, también, por la actitud y la propia percepcion que toman los
profesores considerados expertos al momento de la ensefianza, puesto que, de encontrarse que la
gran mayoria de profesores expertos sobreestiman sus conocimientos mediante un exceso de
confianza, podria representar un area de oportunidad interesante para abordarse desde la
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Matematica Educativa, con apoyo de otras disciplinas referentes al comportamiento humano y asi,
concientizar a los profesores la importancia de abordar su practica docente con la empatia
suficiente para poder conocer: a sus estudiantes, a la ensefianza del contenido y a sus propias
limitantes y generar, de esta manera, una apertura y disposicion para seguir aprendiendo, siempre
en beneficio de los estudiantes y de las matematicas.

Finalmente, esta investigacion es un parteaguas para seguir explorando los conocimientos
que tienen los profesores de bachillerato en ejercicio, respecto al concepto de funcion, sus registros
de representacion y sus significados, y conseguir una recopilacion de los principales hallazgos,
para poder proponer estrategias de formacion docente. La cual debe tener por objetivo no
solamente el lograr profundizar teéricamente en las funciones, sino metodologias de ensefianza
que permitan que los estudiantes aprendan de una manera dptima y permanente el concepto de
funcion, asi como un adecuado tratamiento entre cada uno de los registros de representacion,
haciendo uso de los distintos significados que tiene esta nocion.
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ANEXOS

Anexo 1 Cuestionario version inicial (compuesto por 13 tareas)
Tarea 1

Un profesor solicita a los estudiantes completar la siguiente tabla, convirtiendo la medida de los
angulos dados en el sistema sexagesimal al ciclico.

rad = (%) (Grados)

Grados 0° 30° 45° 60° 90° 120° 180° 270° 360°
Radianes

a) (Con cuales contenidos mas avanzados del curriculo escolar relaciona el contenido involucrado
en la resolucion de este problema?
b) De acuerdo con el curriculo escolar, ;cudl es el objetivo de la tarea?

Tarea 2
Fuente: Azcarate & Deulofeu (1996)

Al acabar una reunion a la que asisten un cierto nimero de personas, todos se dan la mano.

Personas 5 7 n
Apretones de mano 6 45

a) Llamando n al nimero de personas, escriba una expresion en n que dé el nimero de apretones
de mano.

b) Describa las posibles dificultades, a las cuales podrian verse enfrentados los alumnos para
resolver de manera correcta la tarea.

Tarea 3

La velocidad de una particula se encuentra en funcién del tiempo y puede calcularse mediante una
expresion lineal en donde la aceleracion es la pendiente y la velocidad inicial, la ordenada al origen.

. , . ., m m .. .
Si una particula tiene una aceleracion de a = 3— y una V; = 2—, se solicita a los estudiantes
N N
calcular la velocidad en los diferentes instantes que se muestran en la tabla:

Tiempo (s) O |1 |2 |3 |5 |10 |12 |15 |20
Velocidad (m/s)

a) (Qué contenidos matematicos deben utilizar los alumnos para responder de manera correcta?
b) Describa las posibles dificultades a las cuales podrian verse enfrentados los alumnos para
resolver de manera correcta la tarea
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Tarea 4

La temperatura T (en °C) de un cuerpo varia con respecto al tiempo t (en horas) transcurrido desde
que ha sido sometida a calor y se rige bajo la expresion T(t) = 16t — 3.2t% con 0 < t < 5. Se
solicita representar graficamente la relacion Temperatura-tiempo y encontrar la temperatura
maxima que alcanza la pieza.

a) (Como explicaria a los alumnos la resolucién de la tarea?
b) De acuerdo con el curriculo escolar del bachillerato tecnologico, /cual es la relacion transversal
de esta tarea con otras asignaturas?

Tarea 5

Un profesor solicita a sus estudiantes analizar la siguiente grafica que representa la velocidad de
una particula en diferentes instantes.

Velocidad (m/s) / \ A

Tiempo (s)

a) {Qué estrategia utilizaria para explicar como calcular la velocidad en el segundo 5.3?
b) ({Qué contenidos matematicos deben utilizar los alumnos para responder de manera correcta el
item a)?

94



Tarea 6

Un profesor solicita a los estudiantes determinar pares ordenados de la funcidn representada en la
grafica, de acuerdo con la tabla dada. Al terminar, un estudiante pregunta si estos son los unicos
pares ordenados con los que cuenta la funcion.

27

2 abscisa | ordenada | (x,y)
Zi -5 (., )
: -4 ()
21 -3 (,)
. -2 (.)
18 -1 (,)
0 (. )
1 (., )

a) (Qué recurso utilizaria para resolver la inquietud del estudiante?
b) {Qué contenidos matematicos pueden abordarse mediante el estudio de esta situacion?

Tarea 7

Un profesor solicita a sus estudiantes encontrar una expresion matematica que relacione
linealmente el peso P (en kilogramos) con la edad t (en afios) de un bebé que al nacer pes6 3.5 kg
y que tres anos después peso 10.5 kg.

a) Encuentre la expresion matematica

b) (Qué contenidos matematicos deben utilizar los alumnos para dar una solucion correcta al
problema planteado?
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Tarea 8

Al representar numéricamente a la funcion f (x) = x? + 5, un alumno obtuvo los siguientes datos:

X Operaciones f(x)
-3 B3245=94+5=-4 -4
-2 2245 =445=1 1

-1 -1245=-1+5=4 4
0 0>+5=0+5=5 5

1 1>45=1+5=6 6

2 2°45=4+5=9 9

3 32+5=9+5=14 14

a) Si el alumno estuviera en un error, describa el posible razonamiento que lo condujo a ello
b) (Qué estrategias utilizaria usted como profesor para orientar a aquellos alumnos que han dado
una respuesta erronea a la tarea?

Tarea 9

Se sabe que el 4rea de un cuadrado es A = [? y que su perimetro es P = 4l. Se podria decir que
ambas formulas estan en funcién de la longitud del lado L. Se solicita a los estudiantes encontrar
una expresion algebraica para calcular el area en funcion del perimetro.

a) Describa las posibles dificultades, a las cuales podrian verse enfrentados los

alumnos para resolver de manera correcta la tarea.

b) (Qué contenidos matematicos deben utilizar los alumnos para dar una solucion correcta al
problema planteado?

Tarea 10

En agosto 11 del 2021, el diario mexicano El Financiero, present6 el nimero de casos confirmados
de COVID-19, para concientizar ante la llegada de la tercera ola de contagios de la pandemia.

Escenario nacional
120,000

100,000 + 3%

2020
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Aunque es imposible obtener una expresion algebraica para calcular el nimero de casos segln el
tiempo, un profesor comenta a sus estudiantes que este grafico representa una funcion.

a) {Bajo qué argumentos explicaria usted a los alumnos que el grafico representa una funciéon?
b) (Con cudles contenidos mas avanzados del curriculo escolar relaciona el contenido involucrado
en esta tarea?

Tarea 11
¢La funcion h(t) = f(1 + t2) es par o impar?, donde f es una funcion arbitraria.

a) De acuerdo con el curriculo escolar, jcudl es el objetivo de la tarea?
b) (Con cudles contenidos mas avanzados del curriculo escolar relaciona el contenido
involucrado en la resolucion de este problema?

Tarea 12

Un profesor, solicita a sus estudiantes determinar la siguiente funcién como par ordenado F =
{(x,y) EAXB:y=x+1}siA={x:3<x<5x€N}yB={x—-2:5<x<9,x €N}

a) De acuerdo al curriculo escolar, ;para qué nivel educativo considera pertinente este problema?
b) Encuentra los pares ordenados de la funcion

Tarea 13

Un profesor de secundaria propone la siguiente situacion:

El lunes, Juan tenia $5 pesos, después de ahorrar cierta cantidad de lo que sus padres le dan para
gastar en la escuela, el martes ya tiene $11 pesos. Para el miércoles, cuenta con $19 y el dia
siguiente, dispone de $29. ;Cuanto dinero logro juntar el viernes?

a) (Considera que la tarea es apropiada para iniciar el estudio del concepto de funcién?

b) (Como adaptaria la situacién para, mas tarde, abordar el concepto de funcidon a nivel
bachillerato?
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Anexo 2 Guia de evaluacion del cuestionario para triangulacion de expertos

Considerar 5 como la totalidad de la correspondencia, pertinencia y formulacién; y 1 como la
deficiencia en dichos criterios.

Correspondencia

La tarea planteada pertenece al significado de la funcion

La tarea planteada pertenece a los registros de representacion

El item a pertenece al dominio del conocimiento indicado

El item b pertenece al dominio del conocimiento indicado

Pertinencia

La tarea es coherente con el significado de la funcion

La tarea es coherente con el registro de representacion

El item a es coherente con el dominio del conocimiento

El item b es coherente con el dominio del conocimiento

Formulacion

La tarea es clara, sdlida y sin ambigiiedades

El item a es claro, s6lido y sin ambigiiedades

El item b es claro, s6lido y sin ambigiiedades
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Anexo 3 Version final del cuestionario (compuesto por 6 tareas)

Tarea 1. Al acabar una reunioén a la que asisten un cierto niimero de personas, todos se
despiden con un apretéon de mano. En la siguiente tabla se puede interpretar que si
hay dos personas solo se puede tener un apreton de manos; si hay tres personas se
tendria 3 apretones de manos; si hay cuatro personas habria 6 apretones de manos.
Asimismo, en la tabla no se especifica cuantos apretones de manos habria si se
tuvieran 5 personas, y tampoco cudntas personas hubo en la reunion si se dieron 105
apretones de manos.

Personas 2 3 4 5
Apretones de mano | 1 3 6 105

a) Llamando n al nimero de personas, escriba una expresion que permite calcular el nimero de
apretones de manos dado cualquier nimero de personas. Enseguida, complete la tabla.

b) Describa la o las posibles dificultades, a las cuales podrian verse enfrentados los alumnos para
resolver de manera correcta la tarea.

Tarea 2. La temperatura T (en °C) de un cuerpo varia con respecto al tiempo t (en horas)
transcurrido desde que ha sido sometida a calor y se rige bajo la expresion T(t) =
16t —3.2t2 con 0 <t <5. Se solicita representar graficamente la relacion
Temperatura-tiempo y encontrar la temperatura maxima que alcanza la pieza.

a) Encuentre la representacion grafica de la funcion y determine la temperatura méaxima en el
intervalo dado.

b) De acuerdo con el curriculo escolar del bachillerato tecnoldgico, ;considera que esta tarea tiene
una relacion trasversal con contenidos matematicos de otras asignaturas?, de ser asi, jcudl es esa
relacion de contenidos y a qué asignatura o asignaturas pertenecen?

Tarea 3. Un profesor solicita a los estudiantes determinar pares ordenados de la funcién
representada en la grafica, de acuerdo con la tabla dada. Al terminar, un estudiante
pregunta si estos son los unicos pares ordenados con los que cuenta la funcion.

abscisa | ordenada | (x)y)
-5 ( 5 )
-4 (., )
-3 (. )
-2 (., )
-1 (. )
0 (. )
1 (,)
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a) (Qué explicacion o estrategia utilizaria para resolver la inquietud del estudiante?

b) (Qué propiedad o propiedades de la funciéon pueden abordarse mediante el estudio de esta
situacion?

Tarea 4. Un profesor solicita a sus estudiantes determinar la siguiente funcién como conjunto
de pares ordenados: F = {(x,y) EAXB:y=x+1},siA={x:3<x<5,x€
N}yB={x—-2:5<x<9,x €N}

a) ;Considera que esta tarea es pertinente para el nivel medio superior? Justifique su respuesta.

b) (Qué contenido o contenidos matematicos deberian utilizar los alumnos para dar una solucion
correcta al problema planteado?

TareaS. Para cada valor x de la funcién f, hay un unico valor y. Ambos valores se
corresponden elevando al cuadrado los valores x, y agregando 5 al resultado de dicha
potencia. Al representar numéricamente esta funciéon, un alumno obtuvo los
siguientes datos, en donde se muestra un error comun en los estudiantes:

X Operaciones f(x)
30 3245=945=-4 4

2 245 =4+45=1 1
-1 -1245=-145=4 4
0 0*45=0+5=5 5
1 1>45=1+5=6 6
2 245=445=9 9
3 3245=9+5=14 1

4

a) Describa el posible razonamiento del alumno que lo condujo a ello.

b) (Qué estrategia o estrategias propondria en el curriculo para evitar la ocurrencia de errores como
este?
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Tarea 6. Enagosto 11del 2021, el diario mexicano El Financiero, present6 el nimero de casos
confirmados de COVID-19 en cada una de las semanas desde que inicio la pandemia,
esto con la finalidad de concientizar ante la llegada de la tercera ola de contagios.

Escenario nacional

120,000
100,000 r +3%

80,000

Casos

60,000

40,000

20,000

0 TNMrMe e MR B R RRRR AR AR AR A AR SRR ARG ITI IR AR T NI S RN U RERARRRRANRRRRS

2020 2021

Aunque es imposible obtener una expresion algebraica para calcular el nimero de casos
confirmados segun el tiempo, un profesor comenta a sus estudiantes que este grafico representa
una funcion.

a) (Qué argumento o argumentos daria usted a los alumnos para explicar/mostrar/convencerlos de
que el grafico de la tarea representa una funcion?

b) ({Con cual o cudles contenidos matematicos mas avanzados del curriculo escolar relaciona el
contenido involucrado en esta situacion?
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Anexo 4 Respuestas esperadas a las preguntas del cuestionario

Tarea

Respuesta Esperada

la

El problema puede interpretarse con ayuda de geometria, considerando a cada persona
de la reunién como el vértice de un poligono cualquiera, en donde la linea que une dos
vértices, sera un apretébn de mano. De tal forma que el numero de apretones sera igual

a la suma de las diagonales y lados de dicho poligono. La férmula para el célculo de las

diagonales de un poligono con n lados es n = n(n-3)

n(n-1)

y si sumamos n, tendremos la

funcion 4,,(n) = , en donde A,,(n) es el nimero de apretones de mano en

funcion del numero de personas n. La cual, resulta ser también la Suma de Gauss.
También se puede resolver por combinatoria, es decir, combinaciones de n elementos
tomados de dos en dos (sin repeticion). Otra forma de resolverlo seria analizando una
tabla de correspondencia como se presenta en la tarea con suficientes valores para
apreciar que el nimero de apretones de manos esta vinculado (pero no es igual) a la
suma de los primeros n nimeros naturales, con esta forma de resolucion no se tendria
que recordar la formula del calculo de diagonales, por ejemplo.

La tabla se completa con 10 apretones de mano para 5 personas y 15 personas para
105 saludos.

1b

Las posibles dificultades que podrian enfrentar los estudiantes son:

1) Interpretar la tarea con ayuda de geometria. Una de las principales dificultades de
los estudiantes es articular los conocimientos adquiridos previamente, en este caso en
la asignatura de geometria y trigonometria, para dar solucién a una tarea que
aparentemente esta en otro contexto.

2) Dificultad al recordar la formula para el calculo de las diagonales.

3) Asimilar que el nimero de apretones de mano es igual a la suma de las diagonales
mas el nimero de lados. Ante el hecho de que los estudiantes recuerden la formula de
las diagonales, pueden considerar que esa, tal cual, es la expresion matematica que
solicita el problema.

4) Duplicar los apretones de mano, al no considerar que cuando la persona A le da la
mano a la persona B, ya esta incluido el apretén de mano de la persona B a la persona
A.

5) El tratamiento algebraico de la féormula, es decir, dificultades en los despejes,
sustituciones y realizacion de operaciones.
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Tarea

Respuesta Esperada

2a

Aunque hay diferentes formas de solucionar la tarea, se espera que se puedan considerar
algunos de los componentes que se mencionan a continuacion:

En primer lugar, se trabaja con la nocioén de dependencia. Para este caso, es importante
hacer hincapié en que la temperatura del cuerpo va a depender del tiempo en que dicho
cuerpo ha estado sometido al calor.

Posteriormente, se trabaja con la expresion algebraica de la temperatura. Se analizan
sus propiedades, como lo son: es una funcion cuadratica, lo que en el registro grafico
representa una parabola; la constante del término cuadratico es negativa, lo que indica
que es una parabola concava, en donde hay un punto méaximo, el cual es, justamente,
una de las solicitudes de la tarea.

A continuacion, se hace énfasis en el dominio de la funcion, el tiempo al que se sometio
el cuerpo al calor es [0,5), lo que permite convertir la funcién al registro numérico
mediante una tabla como la siguiente:

X (tiempo) y (Temperatura)

0 0 (0,0

1 12.8 (1,12.8)
2 19.2 (2,19.2)
3 19.2 (3,19.2)
4 12.8 (4,12.8)
5 0 (5,0)

Si el tiempo es la variable independiente, sus valores deben ubicarse en el eje de las

abscisas y, por consiguiente, la temperatura en el eje de las ordenadas y, entonces, se

ubican los pares ordenados obtenidos.

4ac-b?
4a

2

Se determina el vértice (h, k) de la parabola con las formulas h = — % yk=
cona = —3.2,b = 16,c = 0. Obteniendo V = (2.5, 20)
Se traza la pardbola que pase por los pares ordenados ubicados en el plano cartesiano y
se da por terminada la tarea al explicitar que el vértice proporciona la temperatura
maxima, para este caso 20°C, cuando han transcurrido 2.5 horas.

2b

De acuerdo con el curriculo escolar para el bachillerato tecnoldgico, la tarea propuesta
se tiene relacion con la asignatura de geometria analitica, ya que al considerar una
funcion cuadratica como una parabola, se pueden estudiar sus propiedades y asi facilitar
la resolucion de esta tarea. Asimismo, se relaciona con la asignatura de fisica I para
determinar el comportamiento de las variables que intervienen en un fendmeno fisico a
través de métodos graficos y analiticos. En este caso, mediante la representacion en el
registro grafico de la funcidon cuadrética, se pudo interpretar la relacion entre la
temperatura de un cuerpo y el tiempo en que este habia sido sometido a calor.
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Tarea

Respuesta Esperada

3a

Aunque para dar solucion a la inquietud del estudiante, pueden existir diferentes formas
de abordarla, se espera que se consideren los siguientes recursos:

El concepto de funcion incluye una correspondencia entre dos conjuntos, llamados
dominio y rango. A cada valor del dominio le corresponde un nico valor del rango. El
dominio de la funcién en cuestion incluye a todos los numeros reales, lo que representa
un conjunto infinito de posibles valores que puede tomar la variable independiente; lo
que lleva a comprender que el rango, aunque no incluye a todos los numeros reales,
también es un conjunto infinito, pues la cardinalidad de dicho conjunto es imposible de
contar. Esto implica que la cantidad de pares ordenados que se pueden obtener, es
infinita.

Haciendo uso de recursos tecnoldgicos, el software GeoGebra, cuenta con una
herramienta dinamica en la que se permite mover un punto a lo largo de la grafica de
una funcion y en cada desplazamiento el software reporta las coordenadas que el punto
tiene en dicha posicion. Esto permite vislumbrar que las funciones estan conformadas
por una infinidad de puntos o pares ordenados.

3b

Los contenidos matematicos que pueden abordarse mediante la situacion planteada
corresponden al estudio de las propiedades de la funcién. En este caso, la funcion
cuadratica es una funcidon no inyectiva y no suprayectiva. Esto es, no hay una relacion
biunivoca entre las variables de la funcion y ademas, el rango no son todos los nimeros
reales.

La cardinalidad de los conjuntos es otro contenido matematico que se pudiera emplear
para hacer hincapié en que los conjuntos dominio y rango son incontables y por lo tanto
su cardinalidad es infinita.

También puede estudiarse cuando una funcidn es creciente y cuando no, asi como las
raices de la funcidn y su interseccion con el eje de las ordenadas.

4a

El curriculo escolar de la asignatura de célculo diferencial para el bachillerato
tecnoldgico, no incluye el estudio de la funcion a partir de la teoria de conjuntos. Por
lo que la tarea planteada representa una situacion para ser abordada en niveles
superiores, en donde se tienen competencias y conocimientos de la notacion conjuntista
y su relacion con las funciones.

4b

Para dar una solucion correcta a la tarea, los estudiantes deberian conocer la
nomenclatura de las funciones, incluyendo la simbologia, para poder comprender las
caracteristicas que definen a esta funcion en particular. También, deben saber intervalos
y desigualdades, asi como conjuntos de nimeros y su producto cartesiano.

5a

El alumno esta en un error que se origin6 debido a que no esta contemplando el signo
de los valores negativos de la variable x al momento de encontrar su cuadrado. El
estudiante debe comprender que (—x)? # —x2. Como puede observarse en el
desarrollo del cuadrado (—x)? = (—x)(—x), cuando se busca el cuadrado de un
nimero negativo, el resultado serd siempre positivo.

En el caso de las funciones cuadraticas f(x) = ax? + bx + c, el signo del coeficiente
a es independiente al valor que se le asigne a x. Por lo que si x < 0, habré que hacer la
distincion entre el signo del coeficiente a y el signo del valor de x, asi como respetar la
jerarquia de operaciones: primero se calculan las potencias y enseguida los productos.
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5b

Una propuesta podria ser incluir en el curriculo de la asignatura un apartado que
involucre actividades paralelas de refuerzo, por ejemplo: algunos ejercicios algebraicos
que incluyan determinar cuadrados de niimero negativos, en donde el procedimiento
incluya expresar las potencias como multiplicaciones, para que los estudiantes
comprendan el motivo por el cual las potencias con bases negativas y exponentes pares
daran resultados con signos positivos, mientras que las potencias con bases negativas y
exponentes impares ofreceran resultados negativos. Si no es posible modificar el
curriculo de la asignatura con esta propuesta, seria conveniente involucrar un refuerzo
de operaciones algebraicas en la asignatura de algebra para evitar este tipo de errores
en futuras asignaturas.

6a

Aunque existen diversos argumentos que pueden argumentar la respuesta a la tarea, se
espera que se consideren los siguientes componentes:

Una funcidn es una correspondencia entre dos conjuntos, llamados dominio y rango. A
cada valor del dominio le corresponde un nico valor del rango. Dicha correspondencia,
no siempre puede representarse como una expresion analitica, en donde haya un
procedimiento matematico para obtener el valor de una variable, dado el valor de la
otra. Es decir, en algunas ocasiones las variables simplemente se relacionan, sin dejar
saber el como lo hacen y esa relacion cumple con las caracteristicas de una funcion,
pues cada valor del dominio tiene un tinico valor del rango. A este tipo de funciones se
les conoce como arbitrarias, esto es, una funcidén cualquiera, en la que no hace falta
conocer su registro algebraico.

6b

En el curriculo de matematicas del bachillerato tecnoldgico, mas tarde, esta tarea puede
ser estudiada en la asignatura de probabilidad y estadistica (6° semestre),
particularmente en estadistica descriptiva, cuando se abordan contenidos matematicos
relacionados a como presentar y tratar datos estadisticos.

También, en la materia de célculo integral (5° semestre) podria estudiarse el
comportamiento de la funcion para ejemplificar, por ejemplo, el area que hay bajo la
curva de la funcién arbitraria.
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