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RESUMEN

Las vibraciones auto-inducidas limitan la productividad de los procesos de
maquinado de productos metalicos. Se trata de un problema de inestabilidad
dinamica que restringe la razén de remocion de material, ademas de afectar la
calidad superficial de las piezas y acelerar el deterioro de las herramientas de
corte y los elementos mecéanicos de los husillos. EI fendmeno presenta un
comportamiento altamente no lineal de tipo cadtico, caracterizado por
bifurcaciones subcriticas Hopf y de periodo duplicado. Su identificacion y control
han motivado una gran cantidad de investigaciones, como la desarrollada en este
trabajo, con el objetivo de optimizar la productividad de los procesos en
condiciones libres de vibracién. En esta investigacion se presenta un estudio de
las vibraciones auto-inducidas en procesos de maquinado usando técnicas de
dindmica no lineal, con el objetivo de predecir con mayor precisién las condiciones
de estabilidad en términos de las caracteristicas dinamicas y las condiciones de
operacion del sistema. El estudio propuesto se basd en un modelo débilmente no
lineal con términos cuadraticos y cubicos para representar comportamientos no
lineales de tipo estructural y regenerativos. Se construy6 una solucion aproximada
mediante el método de escalas multiples y se establecieron condiciones de
inestabilidad debido a bifurcaciones subcriticas Hopf, a partir de la forma normal
del sistema dinamico. Una contribucion importante fue la identificacion del efecto
de la histéresis en los diagramas de estabilidad convencionales, lo cual puede ser
atii para restablecer la estabilidad. ElI modelo analitico se valido
experimentalmente, las sefales del proceso de corte se analizaron mediante
técnicas de andlisis espectral, analisis de ondeletas (wavelets) y analisis fractal
(R/S). Los resultados experimentales y teoricos coincidieron satisfactoriamente. El
comportamiento no lineal del proceso de corte se identificé exitosamente a partir
de la medicidn de la respuesta dindmica del sistema; el término cubico se calculd
a partir de la dinamica del sistema, y se identifico la naturaleza fractal del

fendmeno.

(Palabras clave: vibraciones auto-inducidas, estabilidad dinamica, analisis no
lineal, bifurcaciones, caos)



SUMMARY

Self-excited vibrations limit the productivity of machining processes in
metallic products. These vibrations originate dynamic instability problems that
hinder the rate of removal of material, as well as affect the surface quality of the
pieces and accelerate the wear of the cutting tools and the mechanical elements of
spindles. This phenomenon presents a highly non-linear chaotic behavior
characterized by both subcritical Hopf and doubling period bifurcations. Its
identification and control have motivated a large number of studies, such as the
present one, with the objective of maximizing productivity processes in free-
vibration conditions. This research deals with self-excited vibrations in machining
processes using non-linear dynamic techniques with the aim of predicting with
more accuracy the stability conditions in terms of dynamic characteristics and
operating conditions of the system. This study is based on a weakly non-linear
model with square and cubic terms that represent structural and regenerative
nonlinearities. An approximate solution was derived using the multiple-scale
method; instability conditions were established due to subcritical Hopf bifurcations.
A major contribution of this study is the identification of hysteresis in the
conventional stability diagrams, which may be useful to reestablish stability. The
analytical model was validated experimentally; the signals of the cutting process
were analyzed with spectral, wavelet and fractal (R/S) analyses. Experimental and
theoretical results matched satisfactorily. The nonlinear behavior in the cutting
process was successfully identified by measuring the dynamic response of the
system; the cubic term was calculated from the dynamics of the system. In

addition, the fractal nature of the phenomenon was established.

(Key words: self-excited vibrations, dynamical stability, nonlinear analysis,
bifurcations, chaos)
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Modelo acoplado

X, (1), Xy(t), Xy(t):

Xa(t), Xa(t), %o (1):

C1r Oy, My

(py Wy, My:

X, (t=1), X,(t—1):

X(t=1)=X,:

f(t):

F(t), R(D):

[I] :

NOMENCLATURA

Aceleracion (m/s”2), velocidad (m/s), y desplazamiento (m) de

la herramienta de corte en el tiempo actual.

Aceleracion (m/s”2), velocidad (m/s), y desplazamiento (m) de

la pieza de trabajo en el tiempo actual.

Razén de amortiguamiento (%); frecuencia natural (Hz), y

masa modal (kg) de la herramienta de corte.

Razon de amortiguamiento (%); frecuencia natural (Hz), y

masa modal (kg) de la pieza de trabajo.

Fuerza en direccion de avance (N).
Coeficientes de corte (N/m”2).

Profundidad de corte (m).

Avance nominal (mm/rev).
Desplazamiento de la herramienta de corte y la pieza de

trabajo en una revolucion previa (m).

Término general para representar el desplazamiento en una
revolucién previa (m).

Funcion de avance dindmico (mm/rev).

Fuerzas de corte y avance (N).

Tiempo de retraso, empleado en una revolucion (s).
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CAPITULO 1: INTRODUCCION

1.1. Antecedentes

Las vibraciones auto-inducidas limitan la productividad de los procesos de
maquinado de productos metdlicos. Se trata de un problema de inestabilidad
dindmica que restringe la razén de remocion de material, ademas de afectar la
calidad superficial de las piezas y acelerar el deterioro de las herramientas de

corte y los elementos mecanicos de los husillos.

El maquinado es uno de los procesos de manufactura mas importantes en
la industria metalmecanica, pues representa alrededor del 10% del producto
interno bruto de paises industrializados, entre ellos México (Inegi, 2007; CNN
Expansioén, 2008). Por lo tanto, cualquier accidon de mejora en la productividad de
estos procesos de manufactura representa ahorros significativos para las
empresas. La productividad de los procesos de maquinado se puede atender en
tres aspectos: reduccion de los tiempos de carga y descarga de piezas mediante
un buen disefio de herramientas y dispositivos; reduccion de los tiempos de
maquinado mediante un anadlisis dinamico de los parametros de operacion, y
reduccion de los tiempos de inspeccidn con dispositivos y estrategias de control
de calidad mas eficientes. Esta investigacion se centra en el analisis de los
parametros de operacion como criterio de optimizacién dinamica del proceso de

maquinado.

La optimizacion de los parametros de operacion en un proceso de
maquinado consiste en maximizar la razén de remocién de material y prolongar la
vida util de las herramientas de corte, sin afectar la calidad superficial de la pieza
de trabajo. La razén de remocion de material es la cantidad de material removido
por unidad de tiempo, por lo cual depende de la profundidad de corte, el avance y
la velocidad. Sin embargo, altas profundidades de corte y altas velocidades

generan fuerzas excesivas y altas temperaturas, respectivamente, lo cual acelera
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el desgaste de la herramienta de corte. Ademas, en ciertas condiciones de
operacion se presenta un fendémeno de vibracion auto-inducida, condicion dafina
gue genera superficies onduladas con una rugosidad fuera de especificaciones, la

posible ruptura de la herramienta y el deterioro de los sistemas mecanicos.

El compromiso entre las principales variables del proceso ha originado
avances tecnologicos en el desarrollo de materiales para herramientas resistentes
al calor, geometrias de la herramienta para una mejor formacion y fluidez de la
viruta, asi como el uso de refrigerantes para lubricacion y remocioén del calor en la
zona de corte. Sin embargo, el analisis de la dinamica del proceso de maquinado
proporciona un mejor entendimiento del comportamiento del fendmeno fisico, con
el cual es posible establecer relaciones entre los parametros de operacién que
permitan un mejor aprovechamiento de las capacidades estructurales y dinamicas
de las maquinas, las herramientas y los materiales. En esta investigacion se
analiza el problema de las vibraciones auto-inducidas con herramientas de
dindmica no lineal, con el objetivo de predecir con mayor precision las condiciones

de méaxima remocidén de material, libres de vibracidon auto-inducida.

Motivacion

El interés por estudiar el problema de las vibraciones auto-inducidas en el
maquinado, nacié de la experiencia obtenida en el desarrollo de proyectos de
reconstruccién y modernizacion de maquinas-herramienta. La reconstrucciéon de
maquinaria consiste en remplazar los sistemas mecéanicos originales, tales como
actuadores hidraulicos, tornillos de posicionamiento y guias lineales, por sistemas
nuevos de mayor precision y baja friccion como: servomotores, motores a pasos,
tornillos de posicionamiento y guias de bolas, ademas del control de la operacion
por medio de un PLC, sensores y sistemas CNC. El resultado de estos proyectos
ha sido el aumento de productividad mediante un menor tiempo de ciclo y una
mayor repetibilidad. Sin embargo, aunque los nuevos sistemas de movimiento y

control tienen capacidad de carga suficiente, bajo ciertas condiciones de



operacion es comun que se presente un fenémeno de vibracién, conocido como
vibracion auto-inducida o chatter, cuyo diagnéstico y control es dificil y sus efectos

en la calidad son indeseables.

Un comportamiento que causG muchos problemas para el control del
proceso y la puesta a punto de las maquinas fue el comportamiento no lineal del
fenbmeno. Esto es que el fendmeno se presentaba de manera aleatoria y si su
presencia era provocada por la variacion de un parametro, no era suficiente
regresar el parametro a su condicion estable para su eliminacion. Es decir, existia
un comportamiento de histéresis en el sistema. Como consecuencia, los tiempos
de desarrollo se prolongaron considerablemente, lo cual implicO costos

adicionales y una relacién complicada con el cliente.

Con la experiencia se sabe que el fendbmeno de las vibraciones auto-
inducidas esta asociado a la capacidad de vibracién del sistema; es decir, es un
problema de inestabilidad dinamica con caracteristicas altamente no lineales y de
tipo cadtico. Por esto es necesario conocer su comportamiento que permita
predecir las condiciones dinamicas y de operacién que generen un desempefio

libre de vibraciones auto-inducidas.

Planteamiento del problema

Andlisis del fenédmeno de vibraciones auto-inducidas en procesos de
magquinado mediante técnicas de dinamica no lineal, que permita la
optimizacién de la estabilidad dindmica del proceso de corte bajo
condiciones dindmicas y de operacion que garanticen un desempenio libre

de vibraciones auto-inducidas.



Hipotesis

Las vibraciones en el maquinado se han definido como un tipo de
vibraciones auto-inducidas con comportamientos altamente no lineales, que
pueden ser caodticos, y que estan caracterizadas por la presencia de ciclos limite y
el fenébmeno de salto (Nayfeh, 1979). Ademas, las investigaciones realizadas
hasta el momento muestran que el efecto regenerativo del espesor de la viruta y la
intermitencia del corte son dos aspectos del proceso que mas influyen en la no
linealidad del fendmeno (Wiercigroch y Budak, 2001). El efecto regenerativo se
representa mediante un retraso en el tiempo sobre la variable principal, mientras
que la intermitencia del corte se puede representar con una rigidez no lineal. De
acuerdo con la discusidon previa, se establece la siguiente hipétesis de esta

investigacion:

Las vibraciones auto-inducidas en procesos de maguinado se pueden
caracterizar mediante un modelo dinamico no lineal de tipo cadtico, cuya
respuesta dinamica estd asociada con los parametros dindmicos y de

operacion del proceso de corte.

Objetivo
Desarrollar una metodologia analitico-experimental, basada en técnicas
de dinamica no lineal, para identificar las condiciones dinamicas y de operacion

gue afectan la estabilidad dinamica de los procesos de maquinado.

Justificacion

El estudio de la dinamica del proceso de maquinado bajo un enfoque no
lineal proporcionard un mejor conocimiento en la prediccion de las condiciones
que favorezcan la estabilidad dindmica del sistema. Esto también permitira tener

un mejor control de las variables de los procesos de corte, tales como: tiempos de



ciclo, vida uatil de la herramienta, estabilidad dinAmica y capacidad real del

proceso.

Al final de la investigacidn se busca contar con herramientas de analisis
gue permitan reducir los tiempos de andlisis dinamico, la optimizacion de procesos
de maquinado y la puesta a punto de maquinas-herramienta ajustadas a procesos

especificos.

Asi mismo, se promueve la generacién de conocimiento y tecnologia propia
que permitan la creacion de productos de valor tecnologico basados en: sistemas
de monitoreo y control de vibraciones en linea, sistemas de adquisicion de

sefales, técnicas modernas para el analisis de sefiales no lineales.

Organizacion del trabajo

Este trabajo es el resultado documental de la investigacion realizada sobre
el analisis no lineal del fendmeno de vibraciones auto-inducidas en procesos de
maquinado. ElI documento se organizé en cinco capitulos: Introduccién, Revision
de literatura, Metodologia de investigaciébn, Resultados y discusion, vy
Conclusiones; asi como una seccion de referencias bibliograficas y una seccion

de Apéndices.

En el primer capitulo se ubica el tema de investigacion y se presentan los
antecedentes mas relevantes, asi como la justificacion de la investigacion, los
objetivos y la hipétesis de la investigacion. Se establece un marco teérico con los
conceptos basicos de la teoria de corte de metales, vibraciones lineales, dinamica
no lineal y teoria de caos, haciendo énfasis en los conceptos de bifurcaciones,
espacios de fase, ciclos limite y estabilidad, los cuales son fundamentales en esta
investigaciébn. También se presentan algunos métodos analiticos para resolver
sistemas no lineales con comportamientos de auto-induccién e histéresis en la

respuesta, aspectos con los que se conforma el marco tedrico de esta
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investigacién. En el capitulo de Revision de literatura se discuten los modelos
tedricos mas influyentes en el analisis predictivo y el control de las vibraciones
auto-inducidas en el proceso de corte de metales. En el tercer capitulo se
presenta la contribucion tedrica de esta investigacion. Primero se presenta un
estudio del movimiento relativo entre pieza de trabajo y herramienta de corte como
fuente de inestabilidad en el proceso de torneado; con este modelo es posible
tomar en cuenta la dinamica de la herramienta de corte en la estabilidad del
proceso de torneado, lo cual es util cuando la naturaleza vibratoria de la
herramienta de corte y la pieza de trabajo es similar, o cuando la herramienta de
corte es relativamente flexible como en una operacion de torneado interior.
Enseguida se presenta el desarrollo de una solucién aproximada de un modelo
dindmico con términos no lineales de tipo cuadratico y cubico, mediante el método
de escalas multiples. Este modelo permite evaluar el efecto de la histéresis en los
diagramas convencionales de estabilidad. También se presenta la caracterizacion
del término cubico a partir de la respuesta y las caracteristicas dinamicas del
sistema. Se introduce la técnica de analisis fractal R/S como una herramienta de
andlisis para encontrar comportamientos no lineales en sefiales medidas
directamente del proceso de corte; finalmente se describe la prueba de impacto
como herramienta para la obtencion de los pardmetros modales de sistemas
estructurales. En el cuarto capitulo se discuten los resultados tedricos y
experimentales con los cuales se validaron los modelos tedricos presentados en el
capitulo anterior. Posteriormente se presentan las conclusiones de esta
investigacién. La hipotesis planteada al inicio de la investigacion quedo
demostrada; ademas, se generé nuevo conocimiento en el analisis predictivo de
las vibraciones auto-inducidas en procesos de maquinado, confirmado por dos
publicaciones internacionales. Finalmente se listan las referencias consultadas
durante la investigacion y un apéndice en el cual se presenta informacion con la
cual se sustenta la parte experimental de esta investigacion, asi como los
productos cientificos y tecnoldgicos derivados de esta investigacion, como son

publicaciones internacionales, una solicitud de patente y un producto tecnoldgico.



1.2. TEORIAS DEL CORTE DE METALES

1.2.1. Conceptos basicos

Los procesos de corte de metales son aquéllos con los cuales se da forma
final a un producto mediante la remocion de material de una pieza de trabajo con
una herramienta de corte, de entre los cuales destacan los procesos de torneado
y fresado. El proceso de torneado se caracteriza por una herramienta de corte con
un solo filo y movimiento relativo a la pieza de trabajo en rotacion; el proceso de
fresado se lleva a cabo con una herramienta de corte en rotacidon con uno o varios
filos cortantes y una pieza de trabajo con movimiento relativo a la herramienta de
corte. Los procesos descritos se ilustran en la Figura 1.1; aunque existen otros
procesos como: taladrado, cepillado, rectificado, entre otros, el principio de

operacion es similar a los ya descritos, con sus consideraciones particulares.

Ft

pieza de

~Jrabajo
~

- Profundidad
D ~ Fr de corte
Froe - )
(a) X
£ Y d
’ ”
herramienta "
de corte \ Rotacion
direccion de
avance
Rotacion
D
herramienta
(b) de corte _
pieza de
trabajo
Profundidad( //direccién
de corte de avance

Figura 1.1: Proceso basico del corte de metales en a) torneado y b) fresado.



El avance es el movimiento lateral relativo entre la herramienta y la pieza
de trabajo durante la operacion de maquinado, el cual define el espesor de la
viruta. En torneado, el avance es el desplazamiento de la herramienta de corte
por cada revolucion de la pieza de trabajo, mientras que en fresado es el
desplazamiento del cortador por cada revolucion del propio cortador. La velocidad
de corte es la velocidad tangencial en la linea de contacto entre la herramienta de
corte y la pieza de trabajo. La profundidad de corte es el ancho de la viruta, el cual
se mide en forma perpendicular al avance. La razén de remocion de material es
una medida de la rapidez con la cual se remueve material de la pieza de trabajo;
generalmente se calcula como el producto de la seccidn transversal de la viruta y
la velocidad. La vida util de la herramienta es el tiempo que ésta trabaja antes de
que se presente un desgaste excesivo 0 su rotura. Existen dos tipos de desgaste
tipicos en la herramienta de corte: desgaste de crater, presentado en la cara de la
herramienta debido a altas temperaturas, asi como desgaste de flanco, en el lado
de contacto con la pieza de trabajo debido a la friccion. La vida util de la
herramienta depende principalmente de la velocidad de corte mediante una
relacion del tipo VTY = C, donde y y C son constantes para una combinacion

especifica de herramienta de corte y pieza de trabajo (Chang et al., 1998).

1.2.2. Mecanica de la formacion de la viruta

A consecuencia del proceso de deformacion plastica del material durante la
operacion de corte, se generan fuerzas sobre la herramienta de corte que
dependen del avance, la profundidad de corte, la velocidad de rotacién, el tipo de
material de la pieza de trabajo y el angulo de inclinacion de la herramienta,
principalmente. Las fuerzas de corte se generan por la accion de deformacion
plastica del material, la friccion entre la herramienta de corte y la pieza de trabajo,
la velocidad de corte y la forma de la herramienta. Generalmente se identifican

tres fuerzas de corte: tangencial (Fy), radial (F,) y lateral (Ff) o de avance, las



cuales representan, en forma respectiva, un 67%, 6% y 27% de la fuerza total de
corte (Amstead et al., 1981).

También se identifican tres zonas de deformacion en el proceso de corte:
primaria, secundaria y terciaria (Altintas, 2000). La herramienta de corte penetra el
material, o cual produce que el material se cizalle sobre un plano de la zona
primaria para formar la viruta. EI material parcialmente deformado inicialmente se
atasca en la punta de la herramienta, lo cual incrementa la friccion y la fuerza de
corte, pero posteriormente fluye sobre la cara de la herramienta, definiendo la
Zzona secundaria; esto es que la zona secundaria se caracteriza por una region de
atascamiento y una region de deslizamiento. La zona terciaria es aquélla en la que
la punta de la herramienta genera una nueva superficie. Las tres zonas
mencionadas también son fuente de calor debido al proceso de deformacion en
la siguiente proporcion: 60% en la zona primaria, 30% en la zona secundaria y

10% en la zona terciaria (Amstead et al., 1981).

1.2.3. Fuerzas de corte

Las teorias de corte mas reconocidas son: el modelo de corte ortogonal, el
modelo de corte oblicuo, la teoria de Merchant (propuesta en 1945) y la teoria del
campo de deslizamiento establecida por Lee y Shaeffer en 1955 (Childs, 2000).
Estas teorias proporcionan una serie de expresiones para la prediccion de la
formacion de la viruta, las fuerzas de corte, la friccion y el calentamiento en la
zona de corte, asi como el desgaste de la herramienta en funcién de las variables

del proceso de maquinado

Aunque el proceso de corte generalmente es oblicuo, el modelo ortogonal
permite entender el proceso basico de remocién de material y formacion de la
viruta, el cual supone que el filo cortante es perpendicular a la direcciéon de

avance. La forma de la fuerza de corte generalmente ha sido considerada como
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proporcional a la seccion no deformada de la viruta definida por el ancho y la
profundidad del corte. De acuerdo con el modelo de corte ortogonal, la fuerza de
corte presenta una componente tangencial en el sentido del corte, y una

componente radial en el sentido de la alimentacién del corte. Esto es:

cos(B-a)  _

F.=fbt =
seng cos(p +B—-a)

t

(1.1)
sen(B-a) _
send cos(p +B—-a)

f

donde f es la alimentacién, b es la profundidad de corte, T es el esfuerzo de corte
del material, a es el angulo de ataque de la herramienta, 3 es el angulo de friccion
y ¢ es el angulo de corte o cizalladura; como se ilustra en la Figura 1.2. F; y F;
también son conocidas como fuerzas de corte y fuerzas de empuje,
respectivamente. Los factores K; y K; son conocidos como coeficientes tangencial

y normal de corte especificos, respectivamente.

viruta
t —=>

herramienta

pieza de trabajo

Figura 1.2: Analisis de fuerzas en el proceso de corte ortogonal.

La prediccion del angulo de corte fue introducida por Merchant, asi como

por Lee y Shaeffer (Childs, 2000), tomando en cuenta solo la friccion. Merchant
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propuso que el espesor de la viruta tomaba se valor al minimizar la energia del
corte, dando como resultado que el angulo de cizalladura estaba dado por:

¢=n/4-(B-a)/2. Por otro lado, Lee y Shaeffer propusieron la teoria de

campos de linea de deslizamiento suponiendo un comportamiento perfectamente
plastico del material y que el flujo plastico ocurre cuando el esfuerzo de corte
maximo alcanza un valor critico. Como resultado se encontré que el angulo de

corte estaba dado por:. ¢ =m/4-(B-a). Los modelos de Merchant y Lee y

Shaeffer son considerados como una buena aproximacion del fenbmeno, pero no
han sido verificados experimentalmente; de hecho, los resultados experimentales

difieren considerablemente de las soluciones tedricas (Childs, 2000).

1.2.4. Caracter no lineal de la fuerza de corte

Resultados experimentales muestran que la fuerza de corte presenta
relaciones no lineales con el avance y la profundidad de corte. El caracter no lineal
del proceso de corte del metal se debe al involucramiento de procesos complejos
de friccion, endurecimiento por deformacion y comportamientos de tipo elasto-
plastico, viscoelastico y termo mecénico (Wiercigroch y Budak, 2001). Taylor
(1907) propuso un modelo no lineal para la fuerza de corte, la cual era
proporcional a la profundidad de corte y al avance elevado a una potencia

fraccionaria:

F=Kbf" (1.2)

donde K y n son constantes del material. Un valor tipico del exponente es ¥,
verificado experimentalmente por Tlusty (2000). Tanto el modelo de Merchant
como el modelo de Taylor estan formulados bajo la consideracion de que el
proceso de corte es estable en el tiempo; sin embargo, los resultados
experimentales muestran que la fuerza de corte presenta un comportamiento

dindmico con histéresis, la cual se atribuye a la velocidad de corte, la frecuencia
11



de segmentacion de la viruta y los angulos de la herramienta. Esto indica que la
forma de la fuerza de corte es mas compleja y se deben tomar en cuenta otras

consideraciones en su formulacién (Childs, 2000).

Bajo un enfoque mecanicista (Altintas, 2000; Chang et al., 1998), también

se pueden suponer relaciones exponenciales del tipo:

F=Kb® fP (1.3)

donde a < 1 y B < 1 son coeficientes experimentales que se obtienen en

condiciones de corte controladas.
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1.3. CONCEPTOS DE DINAMICA NO LINEAL Y CAOS

1.3.1. Antecedentes

La dinamica trata los sistemas que evolucionan con el tiempo para
conocer su comportamiento, el cual puede reducirse al equilibrio, permanecer
oscilando en ciclos 0 mostrar un comportamiento mas complejo. Un sistema
dindmico es cualquier problema que puede ser representado o modelado por un
conjunto de ecuaciones diferenciales, que puede tener o no una solucién exacta.
Los sistemas dinamicos lineales pueden ser resueltos analiticamente, sin
embargo la gran mayoria de los fenomenos fisicos son no lineales, para los cuales
las herramientas matematicas son limitadas. Es por esto que los sistemas
dindmicos no lineales son analizados desde un punto de vista cualitativo mas que
cuantitativo, idea introducida por Henri Poincaré a fines del siglo XIX con su
método geométrico. Poincaré también pensOd en el concepto de caos para
describir el comportamiento no periddico de un sistema con alta sensibilidad a las
condiciones iniciales y que hacen imposible la predicciéon del comportamiento en
el mediano y largo plazo. Lorenz descubri6é, en 1963, mientras estudiaba un
modelo convectivo para la prediccion del clima, que a pesar del comportamiento
irregular e impredecible, el caos presentaba una estructura o un cierto orden; las
trayectorias impredecibles de su modelo presentaban una estructura geomeétrica
bien definida, la cual fue bautizada por Ruelle y Taskens en 1971 como un
atractor extrafio. A partir de 1970 el concepto de caos cobrd una gran importancia
en la comunidad cientifica; se realizaron experimentos en fluidos, reacciones
quimicas, circuitos electronicos y osciladores mecanicos, entre otros, buscando
comportamientos cadticos. Feigenbaum descubrié la existencia de ciertas leyes
universales que gobiernan la transicion de un comportamiento regular en uno
cadtico. Mandelbrot desarroll6 la teoria fractal, con la cual se muestra el
comportamiento de sistemas dinamicos no lineales por medio de graficas muy

atractivas generadas por computadora.
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1.3.2. Caracteristicas de los sistemas cabticos

A lo largo de los afios, el estudio de los sistemas cadticos ha llevado a
identificar una serie de caracteristicas que reflejan una estructura importante
detras del comportamiento aleatorio aparente. Estas caracteristicas se pueden
identificar en tres problemas tipicos que presentan comportamiento caoético: el
problema de los tres cuerpos, el mapa logistico y el atractor de Lorenz (Strogatz,
1994; Hilborn, 1994).

- Alta sensibilidad a las condiciones iniciales.
— Las trayectorias nunca repiten ni se intersectan.
- No linealidad.
— Latransicion al caos es precedida por niveles infinitos de bifurcacion.
— Las bifurcaciones precedentes de la transicion al caos son caracterizadas por
3 _ Lim r —-r _
el nUmero de Feigenbaum: 0 = nn-l = 4.6692016090...

N — ©fh~h

- Dimension fraccionaria (fractal).

— La curva Lyapunov (curva log-log) de la distancia entre trayectorias contra el
tiempo es representada por una linea recta.

— Los puntos iniciales del mapa del primer retorno siempre permanecen por

arriba de una linea con angulo de 45° sobre la horizontal.

Mapa logistico

La transicién hacia el caos precedida por niveles infinitos de bifurcacion se
describe en el mapa logistico, que es una ecuacion recursiva utilizada para
modelar el crecimiento de una poblacion en cierto habitat. Considerando que la
siguiente generacion depende de la poblacion actual se podria advertir un
crecimiento sin limite, sin embargo la sobrepoblacién y la falta de alimento
trabajarian como un freno a este crecimiento. El modelo, propuesto por Robert

May en 1976, es el siguiente:
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Xn+1 = r Xn (1 - Xn) (14)

donde r es una razén de crecimiento.

Para razones de crecimiento pequefas, r < 1, la poblacién tiende a
desaparecer, x, - 0 cuando n — . Para 1 <r < 3 la poblacién crece y después
de algunas oscilaciones alcanza un estado estable diferente de cero. Para
razones de crecimiento mayores, 3 < r < 4, la poblacién comienza a oscilar entre
una poblacién mayor para una generacién y una poblacién menor en la siguiente
generacion, es decir, la poblacion oscila entre dos tamafios de generacion. A
medida que r aumenta aun mas, la poblacidon comienza a oscilar y repetir cada 4,
8, 16, 32, ... generaciones. Se dice que este comportamiento esta caracterizado
por bifurcaciones y el tipo de oscilaciones son conocidas como ciclos de periodo
duplicado: 2, 4, 8, 16, 32, ... En la Figura 1.3a se muestra un diagrama de
bifurcacién del comportamiento de doble periodo, calculado para un valor inicial X
= 0.2 con 50 iteraciones e incrementos en r de 0.005. El acercamiento de la Figura
1.3b muestra la naturaleza fractal del sistema, esto es, la autosemejanza que se

aprecia en el comportamiento macroscopico y el nivel microscopico.

1

0.8l 095

06l 0.9r

=

0.85¢
0.4¢

0.8r

0.2f

0.754 . . L

.
| @ A R
Figura 1.3: a) Diagrama de bifurcacion del mapa logistico; b) Naturaleza fractal del
comportamiento cadtico: autosemejanza.

Atractor de Lorenz
En sus estudios sobre la prediccién del clima, Edward Lorenz desarrollé
un modelo para describir la turbulencia en la atmésfera superior, sin embargo no
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pudo resolver sus ecuaciones. Lorenz traté de simplificar su modelo hasta que
llegdé a un conjunto de ecuaciones que ya no representaban el problema de la

turbulencia pero tampoco se pudo obtener una solucion:

X =a(y = x)
y=x(b-2)-y (1.4)
Z=Xy-2C

donde a es el numero de Prandtl y b es el numero de Rayleigh. El sistema
presenta un comportamiento caético para a = 10, b = 28 y ¢ = 8/3, pero el

comportamiento es periédico para otros valores de b.

Las ecuaciones de Lorenz se resolvieron de manera aproximada con
ayuda de una computadora para encontrar la trayectoria {X, y, z} con respecto al
tiempo t, dando como resultado el conocido atractor de Lorenz, el cual esta
caracterizado por dos puntos que atraen la trayectoria, como se muestra en las
Figuras 1.4a - c.
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Figura 1.4: Atractor de Lorenz paraa =10,b=28yc=8/3;a-c¢)
Presencia de un atractor con dos puntos fijos; d — f) Naturaleza fractal del sistema
dinamico: dimension fraccionaria.

La trayectoria alrededor de cada atractor se encuentra casi en un plano,
mientras que los dos planos de cada atractor se encuentran casi en el mismo
plano, como se muestra en las Figuras 1.4d - f. Esta caracteristica describe la
dimensionalidad fraccionaria o fractal de los sistemas cadticos; en el caso del
atractor de Lorenz, su dimensionalidad es ligeramente superior a dos pero sin

llegar a tres.

1.3.3. Conceptos fundamentales de sistemas dinamicos no lineales

Clasificacion general
Los sistemas de ecuaciones diferenciales se clasifican en lineales y no
lineales, en funcion de la linealidad o no linealidad de sus términos; sistemas

homogéneos 0 no homogéneos en funcidn de la no presencia o presencia de una
17



fuerza externa, lo cual conduce a sistemas de oscilaciones libres o forzadas,
respectivamente. La presencia de términos amortiguadores del movimiento da
origen a los sistemas conservativos, para los que no existen términos
amortiguadores, y sistemas no conservativos, para los que si existen los términos

amortiguadores (Nayfeh y Mook, 1979).

La mayoria de los fendmenos fisicos son modelados por ecuaciones
diferenciales de segundo orden no lineales. La linealizacion de los modelos
permite resolver el problema de manera analitica, puesto que se cuenta con mas
herramientas de solucion analiticas para problema lineales; mientras que para
problemas no lineales, las herramientas son limitadas y se recurre a técnicas
cualitativas. Con la solucion linealizada se puede obtener informacion bastante

aceptable para el corto plazo, sin embargo la precision a largo plazo se pierde.

Espacios de fase

El marco tedrico necesario para describir el comportamiento complejo de
sistemas dinamicos esta conformado principalmente por el concepto de espacio o
plano de fase, creado por Poincaré, el cual representa los niveles de energia del
sistema mediante trayectorias en el plano x —x, donde x representa la posicion y
X corresponde a la velocidad del sistema que se mueve a lo largo de la
trayectoria. En espacios de fase de dos o mas dimensiones, el comportamiento

periodico es descrito por ciclos limite.

Puntos fijos

Otro concepto importante para entender la dindmica de sistemas no
lineales es el de puntos fijos, también conocidos como puntos de equilibrio, puntos
estacionarios, puntos criticos o puntos singulares. Los puntos donde x=0 se
conocen como puntos fijos que representan soluciones de equilibrio, el cual puede
ser estable si perturbaciones suficientemente pequefias son amortiguadas con el
tiempo, mientras que el equilibrio es inestable si estas perturbaciones crecen con

el tiempo. Ademas, si las trayectorias convergen al punto fijo se dice que éste es
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un punto fijo estable, nodo o atractor; si las trayectorias divergen se dice que es
un punto fijo inestable, repulsor o fuente; y si el punto fijo es estable por un lado

pero inestable por otro, se conoce como punto silla.

Sistemas conservativos y no conservativos

El plano de fase de un sistema conservativo esta caracterizado por la
presencia de puntos silla y puntos fijos. Por otro lado, en un sistema no
conservativo las trayectorias evolucionan con el tiempo y se dirigen de manera
asintotica a algun estado final, conocido como atractor, debido a la continua
pérdida de energia en cada ciclo. Los sistemas no conservativos tienen la
caracteristica de que su comportamiento de largo plazo, esto es, cuandot — o, es
independiente de las condiciones de arranque. Debido a esta caracteristica, en el
analisis de sistemas no conservativos generalmente se ignora el comportamiento

transitorio del arranque y se concentra en el analisis en el largo plazo.

En la Figura 1.5 se muestra un plano de fase para (a) un sistema
conservativo y (b) un sistema no conservativo. En el sistema conservativo se
identifican dos comportamientos importantes: existen trayectorias que oscilan con
la misma amplitud, alrededor de un punto fijo estable; mientras que existen
algunas trayectorias que convergen por un lado y otras que divergen por el otro
lado de un punto silla. ElI ejemplo clasico es un péndulo libre de friccion y
amortiguamiento, el cual permanece oscilando a una amplitud constante alrededor
de un punto fijo estable (el punto mas bajo) siempre que el angulo de oscilacién
no alcance 180°, pues en ese momento la trayectoria del péndulo sera aleatoria
alrededor del punto silla. Por otro lado, en el sistema no conservativo esta
presenta la friccion y el amortiguamiento. También se presentan los puntos silla,
pero los puntos fijos estan caracterizados por la presencia de espirales inestables,

en vez de las 6rbitas cerradas del sistema conservativo.
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La dimension de los espacios de fase también es un concepto importante,
pues la naturaleza de los puntos fijos depende de este concepto. En espacios de
fase unidimensionales los puntos fijos tienen dimension cero, esto es porque son
puntos en un eje. Los espacios de fase bidimensionales se caracterizan por la
presencia de puntos silla asi como espirales y ciclos limite, cuya dimension es
uno. Para espacios tridimensionales o de mayor orden, los puntos fijjos son

atractores cuasi-periédicos o atractores caodticos con dimension fractal, es decir,

e
v@

b)

no entera.

Figura 1.5: Plano de fase de a) un sistema conservativo y b) un sistema
no conservativo.

1.3.4. Bifurcaciones

El comportamiento cualitativo de un sistema de primer orden puede
cambiar de acuerdo con la variacion de sus parametros. El cambio en el
comportamiento del sistema se vera reflejado en la creacion o destruccion de sus

puntos fijos o en el cambio de su condicion de estabilidad. Estos cambios
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cualitativos en la dinamica del sistema se conocen como bifurcaciones (Hilborn,
1994; Strogatz, 1994); el parametro de variacion se conoce como parametro de
bifurcacién, mientras que el valor del parametro al cual se presentan los cambios
se conoce como punto de bifurcacion. Los diagramas de bifurcacion son
esquemas que permiten analizar los cambios en las caracteristicas dinamicas de

los puntos fijos.

Clasificacion de bifurcaciones

Para sistemas de primer orden, los tipos de bifurcaciones que pueden
presentarse son: nodo silla, bifurcacién transcritica, bifurcacion supercritica,
bifurcacién subcritica y bifurcacidon imperfecta o catastrofe (Strogatz, 1994;

Hilborn, 1994), las cuales se describen enseguida.

Nodo silla

Los puntos fijos son creados o destruidos. A medida que el parametro de
bifurcacion varia, dos puntos fijos se acercan entre si, chocan y se aniquilan
mutuamente. Un ejemplo de bifurcacion tipo nodo silla esta dado por el sistema de

primer orden:

X =r+x2 (1.5)

donde r es el parametro de bifurcacion, el cual puede ser positivo, negativo, 0
cero. Cuando r es negativo, existen dos puntos fijos, uno estable y otro inestable.
A medida que r se aproxima a cero los puntos fijos se unen formando un punto
mitad-estable el cual se desvanece cuando r toma un valor positivo. Para este
caso, la bifurcacion ocurrié cuando r = 0, ya que el campo de vectores parar<0y

r > 0 son cualitativamente diferentes.
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Bifurcacion transcritica

Se presenta cuando un punto fijo existe para todos los valores del
parametro de bifurcacion y nunca puede ser destruido, sin embargo su estabilidad
si puede cambiar con la variacién del parametro. En algunos sistemas se presenta
un intercambio de estabilidades entre puntos fijos pero éstos no desaparecen. Un

sistema que presenta una bifurcacion transcritica es de la forma:

X =rx—x> (1.6)

Como se puede ver, siempre existe un punto fijo en x = 0 para cualquier
valor de r. Sin embargo, su estabilidad si cambia ya que para r < 0 es un punto fijo
estable, mientras que para r > 0 es un fijo inestable. Una diferencia importante
entre la bifurcacion tipo nodo silla y la bifurcacién transcritica es que siempre
existen dos puntos fijos, es decir, ninguno desaparece después de la bifurcaciéon

enr=0.

Bifurcacién supercritica

Esta es comun en problemas fisicos con simetria. A medida que el
parametro de bifurcacion es variado, un punto originalmente estable va perdiendo
su estabilidad hasta que se vuelve inestable. En ese mismo instante aparecen dos
nuevos puntos fijos estables localizados simétricamente. Como ejemplo de
bifurcacién supercritica, se tiene el pandeo de una viga, el cual se puede

representar por un sistema de la siguiente forma:

X=rx-x° (1.7)

El término cubico es establizador, esto es que actia como una fuerza
restauradora que jala a x(t) hacia x = 0. Cuando r < 0, el origen es el Unico punto
fijo, siendo ademas estable. Cuando r = 0, el origen todavia es estable, pero en

menor medida ya que muestra un decaimiento letargico. Finalmente, cuando r > 0,
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el origen se ha vuelto inestable, pero han aparecido dos nuevos nodos estables

en X=i\/F.

Bifurcacion subcritica

Este tipo de bifurcacion es muy interesante puesto que su presencia en
sistemas fisicos es peligrosa. La estabilidad del punto fijo se pierde a medida que
el parametro de bifurcacion es variado y aparecen nuevos puntos fijos simétricos
inestables, los cuales nacen por detras del primer parametro de bifurcacion, a
partir del cual se vuelven estables para cualquier parametro. Un sistema que

presenta bifurcaciones subcriticas es de la forma:

X=rx+x3 (1.8)

Contrario al caso de la bifurcacidon supercritica, en este caso el término

cubico del sistema es desestablizador puesto que los puntos fijos diferentes de

cero, en x = ++/-r, son inestables, y solo para valores menores a la bifurcacion (r
< 0). Asi mismo, el origen es estable para r < 0 e inestable para r > 0, al igual que
en el caso supercritico, pero ahora no existe ninguna fuerza restauradora que se
oponga, de hecho el término cubico ayuda a que las trayectorias tiendan a infinito

para cualquier condicion inicial diferente de xo # 0.

Esta bifurcacion es especialmente interesante en problemas de ingenieria,

puesto que presenta las siguientes caracteristicas:

- En un rango del parametro de bifurcaciébn coexisten dos estados
estables cualitativamente diferentes, la condicion inicial determina hacia
gué punto fijo la trayectoria se acercara con el tiempo.

— La existencia de dos estados estables diferentes permite la presencia
del fendmeno de salto, el cual es una discontinuidad en la respuesta del

sistema cuando el parametro de bifurcacion es variado en sentido
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creciente y decreciente. Esto significa que la respuesta del sistema
carece de reversibilidad y se dice que presenta histéresis.
— El parametro donde los puntos fijos simétricos se vuelven estables es un

nodo silla.

Bifurcacion imperfecta o catastrofe

Este tipo de bifurcacion es un caso especial de la bifurcacion supercritica,
la cual como ya se dijo, se presenta en problemas simétricos. En muchos casos
reales la simetria es aproximada y se dice que ésta se rompe por una
imperfeccion, conocida como parametro de imperfeccién. Este comportamiento se

representa en el siguiente sistema:

x=h+rx-x3 (1.9)

El efecto del pardmetro de imperfeccion h en el punto de bifurcacion es la
desconexion del diagrama de bifurcacién supercritica, una rama esta compuesta
s6lo de puntos fijos mientras que la otra contiene puntos fijos estables e
inestables. El sistema no presentara un cambio agudo en el punto de bifurcacion
cuando el parametro de bifurcacion sea variado, a menos que se provoquen

grandes perturbaciones.

En la Figura 1.6 se presentan los diagramas de bifurcacion en los cuales
se identifica el punto de bifurcacién en términos del pardmetro de bifurcacion. Las
lineas llenas representan la condicion estable, mientras que las lineas

interrumpidas representan la condicion inestable.
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Figura 1.6: Bifurcaciones en sistemas de primer orden, a) nodo silla, b)
transcritica, c¢) supercritica, d) subcritica, e) imperfecta o catastrofe.

Ciclos limite

Un ciclo limite es una trayectoria cerrada aislada, lo que significa que las
trayectorias vecinas no son cerradas, sino espirales que se acercan o alejan del
ciclo limite. Los ciclos limite modelan sistemas oscilatorios auto-inducidos y son
fenbmenos estrictamente no lineales. Algunos ejemplos son los latidos del
corazén, ritmos diarios de la temperatura del cuerpo humano, secreciones
hormonales y vibraciones auto-inducidas en puentes, alas de avion y problemas
de friccion, entre otros. Si el sistema es perturbado ligeramente, éste siempre
regresa al ciclo limite. Si las trayectorias vecinas se acercan al ciclo limite, se dice
que éste es estable o atractor, de otro modo el ciclo limite es inestable, y en casos

excepcionales es semiestable, como se muestra en la Figura 1.7.
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a) h) c)

Figura 1.7: Naturaleza de los ciclos limite: a) estable, b) inestable y ¢) mitad
estable.

1.3.5. Sistemas lineales

En esta seccion se presenta un andlisis de las soluciones para sistemas
lineales con el fin de establecer una analogia con las correspondientes para

sistemas no lineales en secciones posteriores.

Sea
X=AX (1.10)

un sistema lineal de dimensién n, donde x = (X1, Xz, ..., Xn)', donde:

all a12 Y aln
a a .o a

N (1.11)
Ay dnp ... App

El comportamiento de un sistema de este tipo esta caracterizado por
trayectorias de linea recta, las cuales nacen sobre uno de los ejes coordenados y
permanecen sobre éste por siempre, también es caracteristico que muestren un
crecimiento exponencial o un decaimiento a lo largo del mismo. Esto significa que

las trayectorias son de la forma:



x(t) = eM v (1.12)

donde v # 0 es un vector fijjo y A es una razén de crecimiento. Sustituyendo en
(1.10) resulta:

Av=Av (1.13)

lo cual significa que la solucidn de linea recta existe si v # 0 es un eigenvector de

A con su correspondiente eigenvalor A.

Ecuacion caracteristica

La ecuacioén caracteristica de (1.10) esta dada por:
det(A-A1)=0 (1.14)
de la cual, particularizando para n = 2, se obtiene la ecuacion cuadrética
M -TA+A=0
donde:

T=traza A=A+ A\,

A:detA:)\l)\z

Entonces:
+/1° - 44
A, =L 7% (1.15)
’ 2
La teoria del algebra lineal establece que los eigenvectores vi, Va, ..., V,
correspondientes a los eigenvalores Ay, Az, ..., A, son linealmente independientes
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y generan todo el espacio. Esto implica que para alguna condicion inicial xo = €1 V1
+C Vo + ... + Cy Vp, la solucidn general del sistema esta dada por:

x(t) =c,eM v, +cet v, +..+ceM v (1.16)

n

puesto que es una combinacion lineal de soluciones para x = A x, y satisface la

condicion inicial x(0) = Xo.

Clasificacion de puntos fijos

El comportamiento dindmico del sistema est4 dado por la naturaleza de
los eigenvalores A1, Az, ..., Ap, l0S cuales se analizaran para el caso particular de n
=2.

Caso 1: A, < A1 < 0. Ambas soluciones decaen exponencialmente por lo que el

punto fijo es estable. Los eigenvectores definen los manifold de las trayectorias.

Caso 2: A» < 0 < A;. Una eigensolucion decrece y otra crece exponencialmente,
por lo que el origen es un punto silla. Su manifold estable corresponde al
eigenvector de la eigensolucién decreciente, mientras que su manifold inestable

corresponde al eigenvector de la eigensolucién creciente.

Caso 3: 0 < A2 < Ai1. Ambas soluciones crecen exponencialmente, por lo que el

punto fijo es inestable.

Caso 4: A1, A, complejos. El punto fijo puede ser un centro o una espiral. Un
centro se encuentra rodeado por una familia de O6rbitas cerradas, el cual es
neutralmente estable, esto es que las trayectorias no son atraidas ni repelidas por
el punto fijo. Una espiral representaria un ligero amortiguamiento o una pérdida de

energia en cada ciclo. La forma de los eigenvalores esta dada por:

A, A2=0%iw (1.17)
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T 4N -1 > .
donde a =§ y sz. La solucion general del sistema es:

x(t)=c,eM v, +ce v,
De acuerdo con la formula de Euler: e = cos wt +i sen wt, entonces:
x(t) =c,e® (coswt +isen wt)v, +c,e™ (coswt —isen wt)v, (1.18)

La ecuacion anterior representa una oscilacion exponencialmente
decreciente si a = Re(A) < 0y es creciente si a > 0. Sus puntos fijos son espirales
estables e inestables, respectivamente. Si a = 0 las soluciones son periddicas y el

punto fijo es un centro.

En un plano t1-A, como el de la Figura 1.8, se puede resumir el
comportamiento dindmico de lo puntos fijos dado por la naturaleza de los
eigenvalores A;, A2. En este plano se identifican casos frontera, los cuales se
presentan a lo largo de curvas o ejes, que pueden ser centros, estrellas, nodos
degenerados y puntos fijos no aislados (Strogatz, 1994); éstos son comunes en
sistemas mecéanicos conservativos (sin friccion). Ademas, cuando al menos uno
de los eigenvalores es cero, el origen no es un punto fijo aislado, sino que existe

una linea completa de puntos fijos o0 un plano de puntos fijos, si A = 0.
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Figura 1.8: Clasificacion de puntos fijos en el plano A-T.

En el Cuadro 1.1 se presenta una clasificacion general de los puntos fijos

en funcién de los parametros Ty A.

Cuadro 1.1: Clasificacién de puntos fijos en el plano 1-A

A<O >
?—4A>0
A>0
?—4A<0
A=0 >

>0
<0

<0
>0
=0

V20 20 20 2\ 2

Punto silla

Nodos
Espirales

Punto fijo o nodo estable
Espiral inestable
Centro neutralmente estable

Linea o plano de puntos fijos

1.3.6. Bifurcaciones en sistemas de alto orden

Los cambios en la estructura topoldgica de los retratos de fase de

sistemas de primer orden, en los que los puntos fijos son creados, destruidos o

desestabilizados, también estan presentes en sistemas de alto orden, esto esn >



2, en donde las bifurcaciones se extienden a 6rbitas cerradas o ciclos limite. En
esta seccion se extienden los conceptos de bifurcaciones de una dimensién, a dos

0 superior.

Bifurcaciones Hopfl

Considérese un sistema en dos dimensiones con un punto fijo estable, lo
cual implica que los eigenvalores Aj, A, se encuentran en el semiplano izquierdo,
puesto que Aj, A < 0. Existen dos posibilidades, ya sea que A; y A, son ambos
reales y negativos o son complejos conjugados. La pérdida de la estabilidad del

punto fijo se presentara si uno o0 ambos eigenvalores pasan al semiplano derecho.

Bifurcacion supercritica Hopf
En términos de flujo en el espacio de fase, se dice que una bifurcacién
supercritica Hopf ocurre cuando una espiral estable cambia a una espiral

inestable rodeada por un ciclo limite pequefio y casi eliptico.

Bifurcacion subcritica Hopf

El caso subcritico es considerado potencialmente peligroso en
aplicaciones de ingenieria. Después de la bifurcacion, las trayectorias saltan a un
atractor distante, el cual puede ser un punto fijo, otro ciclo limite, al infinito o un

atractor caotico, esto ultimo para tres 0 mas dimensiones.

En un retrato de fase se aprecian dos atractores, un punto estable en el
origen y un ciclo limite estable alrededor del primero, y entre éstos existe un ciclo
limite inestable. A medida que el parametro de bifurcacion es variado, el ciclo
limite inestable se acerca al punto fijjo hasta que su amplitud se vuelve cero y
engulle al origen, volviéndolo inestable. El ciclo limite estable es el Gnico atractor y
las trayectorias que solian permanecer cerca del origen ahora son forzadas a

oscilar con amplitudes grandes hacia el ciclo limite estable, como se ilustra en la

! Son llamadas asi en honor del matematico Eberhard Hopf, quien extendié el anélisis de este
comportamiento a espacios de estado de mayor orden (Hilborn, 1994).
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Figura 1.9. Este caso también se caracteriza por la presencia de histéresis, las
grandes oscilaciones que iniciaron en el instante de la bifurcacion no pueden
reducirse regresando el parametro al punto de bifurcacién, sino que éste debe ir
mas atras donde el ciclo limite estable colisiona y se aniquila con el ciclo limite

inestable, mediante una bifurcacién nodo silla, como se verd méas adelante.

a) b)

Figura 1.9: Bifurcacion subcritica Hopf. Coexistencia de un punto fijo estable, un
ciclo limite inestable y un ciclo limite estable, b) El ciclo limite inestable engulle el
punto fijo y lo vuelve inestable.

Bifurcaciones globales

En sistemas bidimensionales existen cuatro formas de crear o destruir
ciclos limite: bifurcaciones Hopf, bifurcaciones nodo silla, bifurcaciones de periodo
infinito y bifurcaciones homoclinicas. Las primeras ya fueron discutidas y se
caracterizan por presentarse en la vecindad de un punto fijo, sin embargo las otras
tres son mas dificiles de detectar puesto que se presentan en regiones amplias

del espacio de fase, por lo cual son conocidas como bifurcaciones globales.

1.3.7. Mapas de Poincaré

Un mapa de Poincaré es la interseccion de o6rbitas periddicas en el
espacio de fase de sistemas dinamicos continuos de dimension n, por medio de
un subepacio de dimension n-1, llamado seccién de Poincaré, transversal al flujo
del sistema. Por lo tanto, los mapas de Poincaré se pueden considerar como
sistemas dinamicos discretos con una dimension menor al sistema dindmico

continuo original. La estabilidad del sistema dinamico original est4 relacionada de
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manera muy estrecha con la estabilidad de los puntos fijos del mapa de Poincaré

correspondiente.

Considere un sistema de dimension n, x =f(x). Sea S una superficie de

seccién de dimension n-1 transversal al flujo de las trayectorias, es decir, todas las
trayectorias que inician en S fluyen a través de ésta, como se muestra en la Figura
1.10.

Figura 1.10: Mapa de Poincaré.

El mapa de Poincaré es una funcion de S en si misma obtenida de las
trayectorias siguientes de una interseccion con S, debido a esto los mapas de
Poincaré se conocen como mapas del retorno siguiente. Formalmente, sea {xi, Xz,
..., Xk, Xk+1} €l conjunto de intersecciones de una trayectoria con la superficie de

seccion S, entonces el mapa de Poincaré es una funcion P: 0" - 0" tal que:

Xk+1 = P(Xx) (1.19)

Suponga que x* es un punto fijo de P, entonces P(x*) = x*, lo cual significa
que una trayectoria que inicia en x* regresa a x* después de un tiempo T y

representa una érbita cerrada para el sistema original x =f(x) . El comportamiento

de P cerca del punto fijo refleja la estabilidad de la érbita cerrada.

El uso de los mapas de Poincaré facilitan el andlisis de estabilidad del
sistema, pues convierten un problema de analisis de 6rbitas cerradas en un
problema de analisis de puntos fijos; el comportamiento de largo plazo del punto
fijo indica si éste es estable cuando se estaciona en un valor determinado, o
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inestable si toma diferentes valores cada vez que cruza la superficie S. Sin
embargo el problema es que es muy dificil encontrar expresiones para la funciéon
P.

1.3.8. Caos

El comportamiento cadtico en un espacio de fase de tres o mas
dimensiones se caracteriza por trayectorias que permanecen en una region
acotada, las cuales se entrelazan y se ajustan unas a otras sin intersectarse y sin
repetirse. La geometria de la region acotada de esas trayectorias se conoce como
atractor extrafio. Los atractores que pueden ocurrir en sistemas no conservativos
en espacios de fase tridimensionales son atractores cuasi-periédicos y atractores
cadticos. Una de las conclusiones importantes del teorema de Poincaré-
Bendixson (Strogatz, 1994) es que el comportamiento cadtico solo puede estar

presente en espacios de fase tridimensionales o de mas alto orden.

Una caracteristica propia del comportamiento caético es la divergencia
exponencial de trayectorias proximas, la cual esta definida por el exponente de
Lyapunov: Si dos trayectorias préximas de un atractor cadtico inician con una
separacion dg al tiempo t = 0, entonces las trayectorias divergen con el tiempo tal

que su separacion satisface la siguiente expresion:

d(t) = do e (1.20)

donde A es el exponente de Lyapunov, el cual es positivo para comportamientos

caoticos.
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Transiciones hacia el caos

El cambio de un comportamiento regular a cadtico, o viceversa, una vez
gue el transitorio ha desaparecido, se puede describir por cualquiera de los
transitorios descritos en el Cuadro 1.2 (Hilborn, 1994; Strogatz, 1994).

Una bifurcacién local se presenta cuando existe un ciclo limite para un
rango de valores del parametro de control; para algin cambio en el parametro de
control del sistema, el ciclo limite desaparece y aparece el comportamiento
cadtico. En el caso de bifurcaciones globales, el comportamiento de largo plazo
del sistema es influenciado por puntos fijos inestables o ciclos, asi como por uno o
varios atractores. Cuando el parametro de control cambia, las trayectorias
transitorias presentan un comportamiento cada vez mas complejo en vez de
acercarse al atractor. Este comportamiento da lugar a los transitorios caéticos, los
cuales pueden durar indefinidamente para mostrar un comportamiento del sistema

de tipo cadtico.

Cuadro 1.2: Transitorios hacia el caos

a) Periodo duplicado
b) Causi-periodicidad
Bifurcaciones locales i) Tipo | (bifurcacién tangente)
c) Intermitencia i) Tipo Il (bifurcacion Hopf)
i) Tipo Il (periodo duplicado)

a) Transitorios caoticos

Bifurcaciones globales { by Crisis

1.3.9. Conceptos de estabilidad dinamica

Uno de los conceptos fundamentales en el analisis de sistemas dinamicos
es el de estabilidad. Luenberger (1979) define el término “estabilidad” con
respecto a un punto de equilibrio o punto fijo dado, de manera que el punto de
equilibrio es estable si cuando la variable de estado se mueve ligeramente del

punto de equilibrio, éste tiende a regresar, o al menos no se aleja mas. En este
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sentido, la estabilidad depende sélo de la naturaleza del sistema cerca del punto
de equilibrio. Por lo tanto, un andlisis de estabilidad de un sistema no lineal es
tedricamente valido y matematicamente conveniente si se simplifica o aproxima el
sistema completo cerca del punto de equilibrio mediante un modelo mas sencillo.
A menudo, una aproximacion lineal es suficiente para revisar las propiedades de
estabilidad. Este método se conoce como primer método de Lyapunov, 0 método

indirecto de Lyapunov.

Estabilidad lineal de puntos fijos

Una manera de determinar la estabilidad de los puntos fijos de una
manera cuantitativa, es mediante la linealizacién alrededor de un punto fijo. Sea x*
un punto fijo del sistema x =f(x) y sea n(t) = x(t) — x* una perturbacién pequefia

de x*. La linealizacién del sistema alrededor de x* lleva al siguiente resultado:

A(t) = nf'(x*) +O(n*) (1.21)

El resultado es una ecuacién lineal en n alrededor de x*, la cual muestra
qgue n(t) crece exponencialmente si f'(x*) > 0 y decae si f'(x*) < 0. Esto significa
que la pendiente f'(x*) en el punto fijo es una medida de su estabilidad, la cual se
da para valores negativos de f'(x*), mientras que la magnitud de f(x*) es una
medida de cuan estable es el punto fijo. Si f(x*) = 0, el término O(n?) no puede
ser despreciado y se requiere de un andlisis no lineal para determinar la
estabilidad.

Es importante recordar que el exponente de Lyapunov (Hilborn, 1994)
para una region de un espacio de fase unidimensional cerca de un punto fijo es el

valor caracteristico A del punto fijo:

_ df(x)
dx

Xo

A

(1.22)
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1.4. SOLUCIONES ANALITICAS EN SISTEMAS DEBILMENTE NO LINEALES

1.4.1. Modelos débilmente no lineales

Un sistema oscilatorio de segundo orden débilmente no lineal es aquél

gue representa una perturbacién pequefia de un sistema lineal. Por ejemplo:

X + X+ ph(x,x) =0

donde 0 < pu < 1 y h(x,x)son funciones arbitrarias suaves, representa una

perturbacién pequefa del sistema lineal X +x =0. La ecuacion de van der Pol y la

ecuacion de Duffing son dos ejemplos tipicos de sistemas débilmente no lineales.

Algunos métodos analiticos Utiles para predecir el comportamiento
dindmico sistemas débilmente no lineales son: el método de las perturbaciones, el
meétodo de aproximaciones sucesivas, el método de escalas multiples y el método
del valor promedio, los cuales pueden ser revisados en los textos de Nayfeh
(1979), Strogatz (1994) y Thomson (1981). Enseguida se describen de manera
general cada uno de estos métodos.

1.4.2. Método de las perturbaciones

El método de las perturbaciones es aplicable a problemas donde un
parametro pequefio p esta asociado con el término no lineal de la ecuacién
diferencial. La solucion se forma en términos de una serie del parametro de
perturbacién p en la vecindad de la solucién del problema linealizado. Si la
solucion del problema linealizado es periodica y p es pequeio, se espera que la
solucion perturbada sea periddica también. Una solucién periddica representa
una trayectoria cerrada en el plano de fase, el periodo depende de las

condiciones iniciales y es una funcion de la amplitud de la vibracion.
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Considérese el movimiento de oscilacién libore de una masa sobre un

resorte no lineal definido por la ecuacion:

X+wX+ux® =0 (1.23)

con condiciones iniciales x(0)=A y x(0)=0. Cuando p=0, la frecuencia de la

oscilacion es igual a la del sistema lineal: w, =+k/m. Se busca una solucion en la

forma de una serie infinita de parametros de perturbacién g como sigue:

X = Xo(t) + X, (1) + U2X, (1)..... (1.24)

Puesto que la frecuencia de una oscilacién no lineal dependera de la
amplitud de la oscilacion asi como de u, se expresa este hecho en términos de

una serie en J:

W’ = of + o, +pla, F (1.25)

donde a; son funciones de la amplitud aun indefinidas, y w es la frecuencia de las

oscilaciones no lineales. Tomando en cuenta sélo los primeros dos términos de
(1.24) y (1.25), suficiente para ilustrar el procedimiento, ésos se sustituyen en

(1.23) y se obtiene:

Ko + Ly + (W = poty ) (Xo + HXy) +H(Xo” +3uX %, +...) = 0 (1.26)

Puesto que el parametro de perturbacién y puede ser seleccionado
arbitrariamente, los coeficientes de las diferentes potencias de uy deben ser
igualadas a cero. Esto lleva a un sistema de ecuaciones que puede ser resuelto

exitosamente:
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.o 2 _
Xgt WX, =0

X, + WX, = Oy Xg = Xg° (1.27)

La solucion de la primera ecuacion sujeta a las condiciones iniciales
x(0) = A,x(0) =0, es:

Xo = Acoswt (1.28)

la cual se conoce como solucién generadora. Sustituyendo ésta en el lado

derecho de la segunda ecuacion en (1.27) se obtiene:

3
X, + WX, = o,A coswt — A®cos® wt = ((xl - EAZJA coswt — %cos?mt (1.29)

donde se ha aplicado la identidad trigonométrica: cos® wt = %cosoot +%cos3wt. Aqui

es posible apreciar que el término forzado cos wt puede conducir a un término
secular t cos wt en la solucion para x; (esto significa que hay una condicion de
resonancia). Tal término viola la estipulacion inicial de que el movimiento debe ser

periodico. Por lo tanto, es importante imponer la siguiente condicion:

Asi,a,, para la cual se establecié con anterioridad que seria una funcion

de la amplitud A, es evaluada como:
a, =—A? (1.30)
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Una vez eliminado el término forzado cos wt del lado derecho de la

ecuacion, la solucion general para x,, es:

3
cos3wt (2.31)

X; =C;sinwt + C, coswt + o

donde las frecuencias estan relacionadas como sigue:
3
W =of +ZuA2

Imponiendo las condiciones iniciales x,(0) =x,(0) =0, las constantes C, y

C,se evaltan como:

A3
C, =0 =-
! 2 3207
Asi
3
X, = Ccos3wt — coswt 1.32
1 32w2( ) (1.32)

De (1.24) se desprende que la solucién de (1.23) esta dada por:

3

X = Acoswt + 3 (cos3wt — coswt)

20
(1.33)

3uA?

4(412

con w=w,, 1+

la cual es periddica con una frecuencia fundamental w que aumenta con la

amplitud, como se esperaria para un resorte endurecido.
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En la Figura 1.11 se muestra el efecto de la no linealidad, |, en la solucion
aproximada para la ecuacion diferencial (1.23). Para grandes valores de U la
frecuencia de oscilacidbn aumenta, como lo predice la ecuaciéon (1.33). También se
ve gque para valores pequefios de [ la solucion aproxima muy bien a la solucion

exacta x = Acosunt para L = 0.

Figura 1.11: Efecto de la no linealidad en la solucién de la ecuacion
X+w x+ux®=0conA= w=1:(0)u=0,(-0)u=0.1, (-*)u=1, (.. ... )
= 10.

Es importante mencionar que el método de las perturbaciones es muy (util
en sistemas lineales, sin embargo en sistemas no lineales sélo puede predecir la

solucion del sistema con buena precision para un tiempo corto.

1.4.3. Método de escalas multiples

El método de las perturbaciones se basa en que la serie del tipo (1.24) es
una expresion asintdtica que converge a la solucion para valores grandes de t,
pero en realidad una serie del tipo (1.24) no es valida para grandes valores de t,
puesto que cuando t = O(1/u) se tiene que pt = O(1) y la expansiéon no es

asintotica.
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El parAmetro no lineal p tiene un efecto sobre la primera aproximacion
(aproximacion cero) del orden O(u) en un intervalo finito 0 <t < T. El objetivo del
método de las escalas mdltiples es mejorar la precision de la primera
aproximacion tal que su error sea del orden O(u) en un intervalo de la forma 0 <t

< L/

Método de las dos escalas de tiempo

Se busca una solucién aproximada al problema (1.23):
X + X +ph(x,x) =0

de la forma:

X(L T = 3 pix (6 ) + O™ (1.34)

i=0
donde t=ut.

Aqui, T es referido como el tiempo lento y t como el tiempo rapido.
Examinando la solucion exacta de un sistema oscilatorio amortiguado se puede
ver que la vida media amortiguada es del orden 1, o tiempo lento, mientras que el

periodo de las oscilaciones es del orden t, o tiempo rapido.

Utilizando la regla de la cadena se tiene que:

d 0
—X=—=X+HU—X
dt ot ot
(1.35)
d? 92 92 , 0°
—X=—5X+2U—X+U —5X
dt?  ot? Haor  H a2
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Sustituyendo (1.34) y (1.35) en (1.23) y aplicando el teorema fundamental
se obtiene una secuencia de ecuaciones diferenciales parciales, las cuales son
resueltas de tal manera que se eliminan términos seculares en t, que pueden

conducir a resonancia, aunque se permiten términos seculares en T.

Método de las dos escalas con tiempo deformado

Los términos seculares en 1 pueden eliminarse introduciendo el tiempo

deformado T y el tiempo lento, definidos por:
T = t(ao + i + %)
T=pt

Ahora se busca una solucion para (1.23) de la forma:

X(T,T,W) = Zn:uixi (T,T) +O(u"™™) (1.36)

i=0

De manera similar, sustituyendo (1.35) y (1.36) en (1.23) y aplicando el
teorema fundamental se obtiene una secuencia de ecuaciones diferenciales
parciales, las cuales son resueltas para obtener una solucién aproximada sin

términos seculares en T, con un error del orden O(uz) para cualquier tiempo.

1.4.4. Método del valor promedio

Considérese el sistema oscilatorio no lineal de un grado de libertad de la
forma:

X + X = £f(X,X) (1.37)
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donde ¢ es un parametro adimensional pequefio y f(x,x)es una funcion no lineal

general.
Cuando € = 0, la solucién de (1.37) se puede escribir como:

X = acos(wyt +3) = acose (1.38)

donde a y B son constantes. Cuando €#0, la solucion de (1.37) aun se puede
expresar en la forma (1.38) pero a y B son funciones de t en vez de ser
constantes. Asi, (1.38) se puede ver como una transformacién de la variables
dependiente x(t) en las variables a(t) y B(t).

Puesto que (1.37) y (1.38) son dos ecuaciones para tres variables: x, a 'y
B, es posible imponer una condicién adicional. Es conveniente requerir que la
velocidad tenga la misma forma del caso cuando € = 0; esto es,

X = —w,asing (1.39)

Para determinar las ecuaciones que describen a a(t) y B(t), se deriva

(1.38) con respecto a t y se obtiene:

X = —w,asin@+acos@-apsing (1.40)

Comparando (1.39) y (1.40) se encuentra que:

acos@-apsing=0 (1.41)

Derivando (1.39) con respecto at, se tiene:

X = —(Bacos@— wWyasing— w,afcose (1.42)
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Sustituyendo xy X en (1.37) se obtiene:
w,asing+ wochoscp = —¢f(acos@,—wasing) (1.43)

Resolviendo (1.41) y (1.43) para ay 3 se obtiene:

a= —isin(pf(acoscp,—woasin(p) (1.44)
0

B= -& cos@ f(acos@,-uw,asing) (1.45)
wa

Las ecuaciones (1.38), (1.44) y (1.45) son exactamente equivalentes a

(1.37) puesto que las aproximaciones aun no han sido realizadas.

Para valores pequefios de €, a y [son pequefios; por lo tanto, a y B
varian mucho mas lento con t que @=wyt+B. Esto significa que a y B cambian
con mas dificultad durante el periodo de oscilacion 21/ w, de sing y cosg, lo cual
permite promediar las variaciones de ¢ en (1.44) y (1.45). Promediando estas
ecuaciones sobre el periodo 21/ w, y considerando a, B, a y 3 como constantes

durante el proceso de promediado, se obtienen las siguientes ecuaciones que

describen las variaciones lentas de a y B:

21
a=-_° Isincpf(acoscp,—w&sincp)dcp (1.46)
0
) £ 2n
B=- _[ cos@ f(acos@-w,asin@de (2.47)
TR ¢
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1.4.5. Sistemas auto-inducidos

En esta seccion se revisa el método iterativo o de aproximaciones
sucesivas para el andlisis de dos tipos de sistemas dinamicos no lineales,
caracterizados por presentar el fendmeno de auto-induccién y el fenomeno de
salto, los cuales son de gran importancia en el analisis de las vibraciones en

sistemas de maquinado.

El comportamiento de auto-induccion queda representado por la ecuacion
de van der Pol, la cual contiene un término que gobierna la amplitud del
movimiento en funcidn de si mismo; el fendbmeno de salto esta representado por la
ecuacion de Duffing, la cual contiene un ligero amortiguamiento y una no

linealidad estructural de tipo cubico.

Los modelos mencionados son casos especiales del siguiente sistema

general de oscilaciones no lineales forzadas:
X+ x = ef (X, X) +E (1.48)

donde € es un parametro pequefio, f es una funcion no lineal y E es una fuerza
aplicada externamente conocida como excitacion. Existen dos tipos de excitacion:
una fuente de energia ideal que es ilimitada y no depende del estado del sistema,
esto es, E = E(t); y una fuente de energia no ideal que es limitada y depende del

estado del sistema, esto es, E = E(t,x,X,X).

Ecuacion de van der Pol
Considérese la ecuacion de van der Pol:

5{+w02x—s(>'<—%>'<3) =0 (1.49)
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donde ¢ es el parametro que habilita al término amortiguador no lineal. Cuando la
. . 3 1., .
amplitud del movimiento es pequefia sucede que X >§x , por lo cual se tiene un

efecto de amortiguamiento negativo y la respuesta aumenta. Cuando la amplitud
crece se invierte el signo del término amortiguador y se tiene un efecto positivo del
amortiguamiento, entonces el movimiento decrece. Este comportamiento sugiere
la presencia de un movimiento intermedio que no crece ni decrece, conocido

como ciclo limite.

El comportamiento del oscilador de van der Pol en el espacio de fase
X=X permite ver con mayor claridad el efecto del parametro no lineal, como se

muestra en la Figura 1.12. Si € = 0, la ecuacién de van der Pol se reduce al
oscilador lineal arménico x +wozx =0y la trayectoria en el espacio de fase es una

elipse. Para ¢ diferente de cero, la érbita se deforma pero sigue siendo cerrada, lo
gue significa que el sistema es periédico. Las oscilaciones del sistema son muy
estables para valores grandes de €; pero a medida que € disminuye, la estabilidad
del sistema también se reduce. Cuando € se hace negativo, el ciclo limite se
vuelve inestable. EI comportamiento que se aprecia en el ciclo limite para € >> 1,
en el cual existe un movimiento asintético lento seguido de una descarga subita o
salto hacia otro punto, se conoce como oscilaciones relajadas. El analisis de la
ecuacion de van der Pol es complejo, pues depende del valor de € y de la amplitud
|X|]. Sin embargo, la ecuaciéon de van der Pol satisface el teorema de Lienard y, por

tanto, se asegura la existencia de un ciclo limite estable en el espacio de fase.
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Figura 1.12: Ecuacion de van der Pol con condiciones iniciales x(0) = 0.5y x’(0) =
0, a - d) Espacios de fase y e — h) soluciones numéricas para € =0, 0.5, 2, 5.

Los sistemas modelados por la ecuacién de van der Pol también son
conocidos como sistemas auto-inducidos, puesto que la fuente del movimiento es
el propio sistema. Este efecto se presenta en circuitos electronicos, sistemas

laser, latidos del corazén y sistemas mecanicos con friccion seca.

Ecuacion de Duffing
Considérese un sistema de oscilaciones forzadas con un amortiguamiento

ligero, una no linealidad de tipo cubico y una excitacion ideal de tipo armonico,

dado por la ecuaciéon de Duffing:

X+ wy°X = —2epx — gax® + K cosQt (1.50)

La ecuacion de Duffing se caracteriza por presentar el fenémeno de salto,
el cual es asociado a la presencia de bifurcaciones subcriticas en el espacio de

fase del sistema.

Método de iteraciones para la ecuacion de Duffing
La solucion arménica del estado estable se puede encontrar por el
método de iteraciones 0 de aproximaciones sucesivas. Se asume una solucion y

se sustituye en la ecuacion diferencial, la cual es integrada para obtener una
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solucion de mejor precision. El procedimiento se repite hasta obtener la precision

deseada. Considérese la expresion general de la ecuacion de Duffing:
X + @y 2 + px® = R, cosot (1.51)

Sea X, = Acoswt la primera aproximacion, entonces:

X = -0y, °A coswt F HA® 3 coscat + L cos3at | +F, cosat
4 4 i (1.52)

= (—oqu F %pA3 +F,) coswt ¥ %uA3 cos 3wt

En la integracion de la ecuacion anterior es necesario establecer en cero
las constantes de integracién para que la solucion sea armdnica con periodo

T = 2n/«. De esta manera se obtiene la solucién mejorada:

X, :é(%zAizuAe‘—Fojcoswt?.... (1.53)

donde se omite el término armonico mas alto, cos 3.

El procedimiento puede continuar hasta obtener una mejor solucién. Sin
embargo, Duffing consider6 que si las primeras y segundas aproximaciones eran
soluciones razonables al problema, entonces los coeficientes de coswt en Xp y X3
no debian diferir de manera importante. Entonces, resolviendo para los

coeficientes, se tiene:
1 3
A =—2(%2A i—uA3—Foj (1.54)
w 4

Resolviendo para ’:
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W =w, " *t—pAT-— (1.55)

Aqui se puede ver que si el parametro no lineal es cero, 4 = 0, se obtiene

la solucion exacta para el sistema lineal:

Para p £ 0, la frecuencia w es una funcién de Y, Fo y A. Cuando Fo =0, se

obtiene la ecuacion de la frecuencia para vibraciones libres:

+§HA_2
4

=1 0%2

w2
2
w,

De la ecuacion anterior se puede ver que la frecuencia de la oscilacion

aumenta con la amplitud cuando p > 0, mientras que disminuye para 1 < 0.

La relacion entre la amplitud A y la frecuencia w se puede analizar de la

siguiente manera. Para ciertos valores constantes de pz0 y F, # 0, la ecuacion

(1.54) se puede reorganizar de la siguiente manera:

3 2
3 A_Z:(l_%]A_F_OZ (1.56)
4w, a,

Entonces es posible construir una curva de |A| en términos de la relacion de

. ®
frecuencias — .
w,
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1.4.6. Fendmeno de salto

En la relacion amplitud-frecuencia de la respuesta del modelo de Duffing,
se encuentra que la amplitud sufre un salto repentino cerca de la resonancia,
conocido como fendmeno de salto. EI fenbmeno de salto se detecta cuando se
incrementa gradualmente la frecuencia y se registra un incremento en la amplitud;
sin embargo, cerca de la resonancia la amplitud decae repentinamente y continda
descendiendo a medida que la frecuencia sigue en aumento. Si se repite este
proceso pero ahora partiendo de un valor alto de frecuencia, descendiendo
gradualmente, se verificara un comportamiento similar, la amplitud aumenta
gradualmente y presenta una nueva caida repentina cerca de la resonancia, sin
embargo no existe repetibilidad en las amplitudes. Este comportamiento de

histéresis se muestra en la Figura 1.13.

Al

wo, =1

Figura 1.13: Fendmeno de salto en la ecuacién de Duffing.

Por otro lado, en la curva de amplitud se aprecia un estiramiento hacia
uno u otro lado, lo cual depende del signo del parametro 4, como se muestra en la
Figura 1.14.
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|A IA]

Figura 1.14: Efecto del parametro p.

Efecto del amortiguamiento

En ausencia de amortiguamiento, las curvas de amplitud-frecuencia se

aproximan asintéticamente a un eje imaginario de la curva que parte de — =1, el

cual es curvo para el caso no lineal y es una linea vertical en el caso lineal.
Cuando la cantidad de amortiguamiento presente es pequefia, el comportamiento
del sistema no difiere considerablemente del sistema no amortiguado. Sin
embargo, el extremo superior de la curva, en vez de continuar su acercamiento
asintotico al eje, cruzara a éste y formara una curva continua. ElI fendmeno de
salto sigue presente pero la presencia del amortiguamiento tiende a reducir el

tamafo de la zona inestable, como se ilustra en la Figura 1.15.

Al

woy,
Figura 1.15: Efecto del amortiguamiento en la ecuacién de Duffing.
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1.4.7. Atractores extrafios en la ecuaciéon de Duffing

La ecuacion de Duffing presenta un comportamiento de tipo cadtico,
gobernado principalmente por la amplitud de la excitacion. Para valores pequefios
de la excitacién, la solucién se estabiliza alrededor de un punto fijo; sin embargo,
a medida que la amplitud de la fuerza de excitacibn aumenta, la solucion oscila
alrededor de dos puntos fijos inestables de manera que aparece un atractor
extrafio en el espacio de fase del sistema. Este comportamiento se muestra en la

Figura 1.16, el retrato de fase de la Figura 1.16a corresponde a la ecuacion

X +0.25x — x + x> = 0.4cost con condiciones iniciales x(0) =0y x’(0) = 0.

1.5 : . . 1.5
1t 1
0.5} 0-5/
> Of >0
0.5 05
l_1 . -7
15 - 15 01 0 1 2
2 -1 0 1 2 <
X
(a) (b)

Figura 1.16: Atractor extrafio en la ecuacion de Duffing; a) Comportamiento
cadtico b) Comportamiento casi periddico.

El pardmetro no lineal u tiene un efecto similar. Si p << 1, s6lo existe un
punto fijo estable en el espacio de fase. Para valores de p > 1 aparecen los dos
puntos fijjos nuevamente pero la solucion presenta oscilaciones casi periodicas
alrededor del atractor extrafio, como se muestra en la Figura 1.16b para la
ecuacion X +0.25x — x +1.5x® = 0.4cost con condiciones iniciales x(0) = 0 y x'(0) =

0. Por lo tanto, el aumento de rigidez tiende a estabilizar el sistema.
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CAPITULO 2: REVISION DE LITERATURA

2.1. ANALISIS DE ESTABILIDAD EN PROCESOS DE CORTE DE METALES

2.1.1. Antecedentes.

Taylor (1907) identificé un tipo de vibracidon auto-inducida como una
limitante de la productividad en procesos de corte. Sin embargo, las explicaciones
tedricas sobre la generacion de este tipo de vibraciones se presentaron
posteriormente; tales como amortiguamiento negativo (Arnold, 1946),
regeneracion del espesor de viruta (Tobias y Fishwick, 1958), dinamica estructural
(Tlusty y Polacek, 1963; Merrit, 1965), asi como fricciobn seca y acoplamiento
modal (Wu vy Liu, 1985 a, b). Actualmente, la teoria de regeneracion del espesor
de viruta se considera la explicacibn mas completa, donde el término
desestabilizador se introduce en la fuerza de corte como una funcién del paso
previo de corte y el paso actual. La teoria de regeneracién del espesor de viruta
establece que la aparicién de la inestabilidad es provocada por la excitacion de
uno de los modos de vibrar del sistema, de manera que se genera una superficie
ondulada en la pieza de corte. Esta superficie ondulada se convierte en una
fuente de inestabilidad para los pasos de corte sucesivos, puesto que representa

una variacion en el espesor de la viruta, tal como se ilustra en la Figura 2.1.
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superficie _ superficie
ondulada previa

ondulada actual

herramienta
de corte

X(t)

pieza de trabajo

direccion de
avance
—

Figura 2.1: Mecanismo de regeneracion del espesor de viruta.

Merrit (1965) clasific este tipo de vibraciones como un tipo de vibraciones
auto-inducidas y presenté los diagramas de estabilidad como una técnica de
analisis predictivo. En estos diagramas se representd la zona de estabilidad por
medio de una serie de I6bulos, cuyo borde representaba las condiciones de
estabilidad critica en términos de los parametros de proceso, tales como
profundidad de corte y velocidad de husillo. Como se muestra en la Figura 2.2, la
zona por debajo de los I6bulos representa un proceso estable, mientras que la

region por encima de éstos significa que el proceso es inestable.

Zona inestable

Espesor
de viruta

Zona estable

Velocidad de husillo

Figura 2.2: Curva de I6bulo tipica de un sistema de maquinado.
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Recientemente, Altintas y sus colaboradores (1995; 1998 a, b; 2000)
desarrollaron varios modelos para analisis predictivo en procesos como: torneado,
fresado y taladrado, basados en la teoria de regeneracion y analisis modal
experimental. Altintas et al. (1999) también propusieron un modelo teérico para
incrementar la estabilidad dinAmica mediante cortadores de paso variable; como
resultado del cambio de frecuencia de la herramienta de corte se obtuvo una zona

de mayor estabilidad alrededor de un rango de velocidad deseado.

2.1.2. Teoria de estabilidad lineal.

El andlisis lineal se desarroll6 a partir de la ecuacion de movimiento de
una herramienta con caracteristicas dinamicas de masa m, rigidez k, y
amortiguamiento c, la cual penetra la pieza de trabajo con una profundidad y un
ancho de corte, lo que a su vez genera la fuerza externa F. El proceso de corte
genera una oscilacion de la herramienta definida por la funcion x(t) de tal manera

que la ecuacion de movimiento esta dada por:
mX +cx +kx =F (2.1)
El modelo anterior esta basado en el esquema de la Figura 2.3a. En

términos de las caracteristicas dinamicas del sistema, la forma general del modelo

anterior es la siguiente:

X + 20w X + @y, °X :%AF (2.2)

donde w, =+vk/m es la frecuencia natural angular del sistema oscilatorio,
( =c/2mw, es la razon de amortiguamiento y AF es la variacion de la fuerza de

corte, la cual esta dada por:
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AF =K b h(t) (2.3)

donde K es el coeficiente de corte del material, b es la profundidad de corte y h(t)
es el espesor dinamico de la viruta.

superficie superficie _
ondulada actual ondulada previa

I
Xf// vv<¥\
-
N

)
viruta ) K

)

@ / \ + —
i \L\ /) {

herramienta de \/§§<//\/

corte y
° L
X

superficie superficie .
ondulada actual ondulada previa

7.

K,
N\
(b)
(2
corte
Qy
X
pieza de j-ésimo
trabajo diente
()] @ superficie
j+1-esimo vibrada
diente
(c)
/
/ y

direccion de avance
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pieza de j-esimo
trabajo diente

O herrar

de ¢ superficie

j+1-ésimo vibrada
diente

(d)

direccién de avance

/
pieza de j-esimo
trabajo diente
©
@) * superficie
j+1-ésimo vibrada
(e) diente

direccion de avance
Figura 2.3: Modelos tipicos para el andlisis de vibraciones auto-inducidas: a)
Torneado con un grado de libertad, b) Torneado con dos grados de libertad, c)
Fresado con un grado de libertad, d) Fresado con dos grados de libertad, e)
Fresado con dos grados de libertad en inmersién parcial.

Con base en la teoria de regeneracion, propuesta por Tobias y Fishwick
(1958), se considera que el espesor dinamico de la viruta depende de la
ondulacion previa y la vibracién actual de manera que éste se representa por la

siguiente ecuacion:

h(t) = hy +X(t) - x(t - 1) (2.4)
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donde hg es el espesor nominal, x(t) es el desplazamiento de la herramienta en el
paso actual de corte, mientras que X(t - T) es el desplazamiento en el paso previo y
T es el retraso en el tiempo correspondiente al tiempo que tarda la pieza en dar

una revolucién, de acuerdo con la velocidad del husillo.

Como resultado, el proceso de corte queda representado por una ecuacion
diferencial con retraso en el tiempo, cuya solucién analitica no fue posible
determinar con las técnicas de andlisis lineal conocidas en ese tiempo. Es por
esto que se prefiri6 conocer las condiciones de estabilidad de la ecuacién
diferencial sin necesidad de resolverla analiticamente, dando origen al analisis

predictivo.

El andlisis de estabilidad consiste en tomar la ecuacion diferencial en el
dominio del tiempo y llevarla al dominio de la frecuencia mediante una
transformada de Laplace. Para el caso de la ecuacién (2.2), considerando las

ecuaciones (2.3) y (2.4) se obtiene:

W,

(52 +2zwns+wn2)X(s) =K b(1—e'ST)h(s) (2.5)

donde X(s) y h(s) son las transformaciones de x(t) y h(t) al dominio de la

frecuencia, respectivamente.

Posteriormente se construye la funcién de transferencia del sistema como

la razon de la respuesta y la excitacion, en el dominio de la frecuencia. Esto es:

X6) oy, lme™)
h(s) k (sz+2ans+con2)

(2.6)

60



El comportamiento dinamico del modelo (2.2) se puede conocer mediante
el analisis de la solucién de la ecuacion caracteristica en (2.6), esto es, de la
naturaleza de sus eigenvalores, que en general son niameros complejos de la
forma s = 0 + jw. Si la parte real del eigenvalor es positiva, la solucién tendra un
término creciente exponencialmente y el sistema serd inestable. Una parte real
negativa del eigenvalor implica un término decreciente con el cual se suprime la
vibracion en el tiempo y el sistema sera estable. Cuando la parte real es cero, es
decir que el eigenvalor es un nimero puramente imaginario, s = + jw, el sistema
sera criticamente estable. Por lo tanto, la curva de estabilidad del sistema se
obtiene al proponer como solucion de la ecuacion caracteristica de (2.6) un
eigenvalor puramente imaginario, dando como resultado que el sistema se
desempefiara en condiciones libres de vibracion auto-inducida siempre que la

profundidad de corte sea menor que la profundidad de corte critica, definida por:
Qo =~ ~ (2.7)

donde G es la parte real de la funcion de transferencia del sistema en términos de

los parametros modales {, w, y k, dada por:

2
G= 1or (2.8)

k[(l—rz)2 + (ZZr)Z}

donde r =—< es la razdn de frecuencia de auto-induccién a la frecuencia natural.
W,

Ademas, la velocidad del husillo asociada a la profundidad de corte critica

se calcula como sigue:

€+2nn
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donde n es un numero entero que representa la multiplicidad de las funciones
trigonométricas, y genera las multiples soluciones del sistema representadas por
los I6bulos de estabilidad; mientras que ¢ es el cambio de fase del sistema, dado

por:

€ =31+ Ztan_lﬂ
cosw,T-1

Extendiendo el analisis de un grado de libertad a dos grados de libertad
para abordar el problema de vibraciones en operaciones de fresado, Budak y

Altintas (1995) propusieron el siguiente modelo, basado en el esquema de la

Figura 2.3c:

5 1 N-1 1

X(t) +2 X(t) + )=—"}> F. =—F (t

X( ) Zx('q”l,xx( ) (‘qﬂ,x X( ) mx = Xj mx x( )

(2.10)

. ) ) 1 N2 1

vy +2ZV(’%Yy(t) Ty y(® =m_ Ry =m_Fy(t)
y j=0 y

donde whyx, {x, My, and wny, ¢y, My, representan los parametros modales en las
direcciones Xy Y, repectivamente; Fy y Fy; Fy ¥ Fy; son las componentes de la
fuerza de corte aplicadas por el j-ésimo diente, las cuales son obtenidas de
proyectar la fuerza de corte F en esas direcciones; mientras que N es el nimero

de dientes del cortador.

La fuerza de corte se considera proporcional a la profundidad de corte b y
al espesor instantaneo de la viruta h, cuyas componentes tangencial y radial estan

dadas por:

Ft:Ktbh Yy Fr:KrFt
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donde K; es la resistencia especifica del material en direccion tangencial, obtenida
experimentalmente, mientras que K; es una constante de proporcionalidad que
representa la resistencia especifica en direccion radial. Ademas, el espesor

dinamico de la viruta esta dado por:

h(@) = [scsen @+ (vo—Vv)) 1 9(@) (2.11)

Aqui, el téermino s; sen @ es el espesor estatico de la viruta, atribuido al
movimiento de cuerpo rigido de la herramienta en funcion de la razon de
alimentacion por diente s;, mientras que vg; y Vv; son las componentes dinamicas
causadas por la vibracion de la herramienta en el corte presente y previo,
respectivamente. La funcién g es una funcién escalon unitaria que determina si el
diente esta 0 no en contacto con la pieza de trabajo y ¢ es el angulo de inmersion

instantaneo del j-ésimo cortador durante el corte.

Tomando en cuenta lo anterior, la fuerza de corte se expresa de la

siguiente forma:

F(t) = %aKt > % j [A()] 7" dt e T x(t) - x(t - 1), y(t) - y(t - 1)} (2.12)
0

r=—o0

donde la frecuencia de paso del cortador es ws = NQ, los términos periodicos A(t)
son dependientes de la direccion y del tiempo, { x(t) = x(t—-1), y(t) -y(t-1)} es la
carga dinamica de la viruta debido al efecto de la vibracion del corte presente y
previo, mientras que 1 = 217YNQ es el periodo del diente para una velocidad Q del

husillo.
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Los términos periédicos de A(t) se calculan como una serie de Fourier:
© , 1% .
[A(t)]= Z[Ap] el " donde [Ap]=—I[A(t)] e P94t donde p es el numero de
p=-c0 o
armonicos de la frecuencia del paso del cortador, ws. Sumando las contribuciones
de todos los dientes a la fuerza de corte, la matriz A(t) se puede representar por
coeficientes de fuerza direccionales:

OB {Z 2”’}

yX yy

donde:

N-1
O = —gj[sinzq)j +Kr(1—C052¢j)]
i=0
N-1
Oy = —gj[(1+ c032¢j)+KrSin2¢j]

(2.13)

N-1
oy, = Zgj[(l—coszq)j)—KrsinZd)j]

i=0
N-1

Ayy = Zgj[SinZd)j - Kr(1+ c052¢j)]
i=0

Aqui, gj(9;) = 1 es la funcién escalon, y ¢; = QT.

La precision de la matriz A(t) depende del niumero de armonicos de la

frecuencia del paso del cortador, p, que sean considerados. A su vez, esto
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depende de las condiciones de inmersion y el nimero de dientes en contacto. El
caso mas simple corresponde a una inmersion total y no se considera el traslape
de los dientes en contacto, de manera que no se incluyen armonicos en el andlisis
y solo se calcula Aq. Por lo tanto, los coeficientes a se simplifican de la siguiente

manera.

1 :
Oxx = E[COSZ(I) - Kr(2¢ _szq))]ij
Oy = %[—sinzq) ~ 20 +K, cos2g ]2
Oy = %[—s‘nch +20 +K, cos20]t=

e = 5[ cos20 - K, (20 +sin20):

donde ¢ y ¢..son los angulos de entrada y salida del j-ésimo diente de la

herramienta.

El analisis de estabilidad del modelo de Budak y Altintas se obtiene de la
ecuacion caracteristica de la expresion para F(t) en términos de la vibracion en el
dominio de la frecuencia mediante funciones armonicas, de lo cual se obtiene que

el espesor de viruta critico esta dado por:

by, ——ZNTV\R (1+ K2) (2.14)

t

AN . , L :
donde K:TR es la razén de la parte real e imaginaria del eigenvalor de la
|

ecuacion caracteristica:
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NK.b -
N=-——1C1—el®t 2.15
41t ( ) ( )

mientras que la frecuencia de vibracion auto-inducida se obtiene de:

_ m-2tantk +2nm
¢ T

donde n es nuevamente un namero entero que da origen a los multiples I6bulos

de estabilidad. En este caso, el cambio de fase est4 dado por:

2
€= cos‘lﬁ+ EZJ (2.16)

En la Figura 2.4 se muestra un diagrama de estabilidad para un proceso de
fresado obtenido con las ecuaciones (2.14) y (2.15) con los siguientes
parametros: k = 1.3 x 108 N/m, ux, = 335 Hz, { = 0.73%, K; = 600 x 106 N/m"2,
K,=0.3yN=4.

10 . .

Profundidad de corte, mm

1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000
Velocidad de husillo, rpm

Figura 2.4: Diagrama de estabilidad en un proceso de fresado con inmersion total.
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2.1.3. Andlisis no lineal y bifurcaciones.

Aunque los primeros investigadores reconocieron la naturaleza no lineal
de las vibraciones auto-inducidas, fueron Hanna y Tobias (1974) quienes
propusieron un modelo no lineal de un grado de libertad con términos cuadraticos
y cubicos relacionados con la rigidez estructural y la fuerza de corte, también

basado en la teoria de regeneracion:

X + 20X + wnz(x +Bx2 + [33x3) = —wnz(x —x(t=T) +a,(x = x(t —1))* +o5(x - x(t - T))3)
(2.17)

donde C es el amortiguamiento viscoso, w, es la frecuencia natural fundamental
del sistema. Los coeficientes no lineales que representan tanto el corte, a;, como

la rigidez estructural, f3;, se obtuvieron experimentalmente.

Empleando el método de balance armoénico, estos autores encontraron
una solucion que, aunque limitada en su construccion, permitio predecir
comportamientos no lineales como ciclos limite y el fendbmeno de salto, los cuales
ya habian sido identificados experimentalmente. Este estudio deton6 un fuerte
interés de matematicos y cientificos por analizar la dinamica global del fenédmeno,
por lo que se extendid el uso de técnicas de dinamica no lineal y teoria de
bifurcaciones. Pratt (1997) analiz6é el modelo de Hanna y Tobias con técnicas de
analisis no lineal, como: método de escalas multiples, balance armonico y teoria
de Floquet; sus resultados confirmaron la existencia de bifurcaciones subcriticas
tipo Hopf, atribuidas a la no linealidad estructural de tipo cubico. Aronson (1998)
situ6 el analisis de las vibraciones en procesos de maquinado en el campo de
accion de la teoria del caos, puesto que el problema reunia caracteristicas como:
impredecibilidad, complejidad y una fuerte dependencia de las condiciones

iniciales.
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Recientemente, Wiercigroch y Budak (2001) identificaron varias fuentes
de no linealidad, tales como: rigidez estructural, friccion variable, efecto termo
mecanico, corte intermitente y pérdida de contacto. Kalmar-Nagy et al. (1999,
2001) emplearon la teoria de manifold central y mostraron la existencia de
bifurcaciones subcriticas en las vibraciones regenerativas de maquinas-
herramienta, asi como la presencia de histéresis en el proceso de corte. Los
autores emplearon un modelo no lineal de vibracién forzada de un grado de

libertad, con exponente fraccionario en la alimentacion.

Moon y Kalmar-Nagy (2001) analizaron el efecto viscoelastico del material,
considerado como un solido con retraso en su elasticidad. EI comportamiento

irreversible de la fuerza de corte esta dado por:
AF +q,TAF = k,Ah +q,TAB (2.18)

donde: Ah=h(x) —h, = x(t) - x(t —1). Sustituyendo en el modelo general lineal de

un grado de libertad, resulta:

QoTX + (L+ 22qow, )X(1) +(2Zoon + 0T, +—q”jxa)
m
+(con2 +ﬁJx(t) K- - gi-1 =0
m m m

(2.19)

Moon y Kalmar-Nagy encontraron una curva de estabilidad del modelo
viscoelastico diferente de las curvas de I6bulo clasicas. La nueva curva de
estabilidad presentaba una alta estabilidad para velocidades bajas, lo cual
concuerda con los resultados experimentales, pero descendia drasticamente a
medida que la velocidad aumentaba, lo cual no es congruente con los resultados

experimentales.
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Wiercigroch y Krivtsov (2001) analizaron el efecto de la friccion durante el
proceso de corte en la generacion de las vibraciones auto-inducidas. Estos
investigadores usaron un modelo matemético general basado en el efecto de la
friccion; la fuerza de corte era una funcion de la profundidad de corte, la velocidad
relativa, las constantes de proceso y la funcién escalén, para considerar la
separacion entre la herramienta y la pieza de trabajo. Como resultado, se obtuvo
un sistema de ecuaciones diferenciales de segundo orden de dos grados de

libertad para corte ortogonal:

X+28,x +x =1, (y,x,y)

(2.20)
y+ 28, Jay +ay =1, (y.x,)
donde:
k k C c c
X= X ' y: y , a:_y' woxzz_x, (-ooyzz_,
2Mwyy 2mMoy, Cy m m

1+, 1+u,

fx(y,x,y):qo(ho—y)(H(vJ +sgn(v,)—2 j(cl (abs(vr)—1)2+1)4(h>,

£ (y,59) = (6 (v ~2 +2fchg -y =12 +1H(, ) son(v, ) T (v, %,Y)

Con técnicas de analisis no lineal, como diagramas de bifurcacion y
mapas de Poincaré, se mostr0 que las vibraciones auto-inducidas eran
favorecidas por la friccibn seca, mientras que la friccibn viscosa prevenia su
aparicion. La discontinuidad de las fuerzas de friccion seca resulté ser un factor
altamente no lineal esencial en la generacion de las vibraciones, lo que se reflejo

en la presencia de atractores multidimensionales.
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Stépan et al. (2003; 2005 a, b) presentaron nuevos resultados en el
analisis de vibraciones auto-inducidas usando la ley exponencial de la fuerza de
corte, conocida como regla de los tres cuartos para el espesor de viruta,

propuesta por Tlusty (2000):
X(t) + 220, X(t) + 3, *X(t) = %Kb(ho +x(t-1)-x(t))*"* (2.21)

El analisis de estabilidad del modelo de Stépan se basé en la solucién de
Su ecuacion caracteristica por medio de la transformada de Laplace, en donde el
término exponencial se aproximoé a un polinomio de tipo cubico mediante series de
Taylor con respecto a h. Como resultado, se obtuvo un diagrama de estabilidad

con las siguientes ecuaciones

b, =2 kifho_, (2.22)
3 K 1-cosw.rT
y
.2
W.T = 2(nn+tan‘1£12Tr)j n=1,2, .. (2.23)
r
W _2n , . ., ,
donde r=—%, Y y w. es la frecuencia de auto-induccion a la cual se pierde
w,

la inestabilidad. Aunque estos resultados presentaron una buena aproximacion al
fendmeno, no se presentd una validacion experimental de los coeficientes no

lineales obtenidos de la expansion de Taylor.

Estos autores también analizaron el fresado de alta velocidad con uno y
dos grados de libertad (Figura 2.4c-e) y encontraron bifurcaciones de periodo
duplicado, o fIip2, como una fuente de inestabilidad adicional a las bifurcaciones

subcriticas Hopf, identificadas previamente (Pratt, 1997). El tiempo de contacto

% Se conoce asi debido al comportamiento oscilatorio a un lado y otro de un punto de bifurcacion.
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entre el diente de la herramienta y la pieza se consider6 como una excitaciéon
paramétrica. Se asumio que este tiempo era muy corto de manera que la posicion
de la herramienta y el espesor de la viruta no cambiaban durante el tiempo de
contacto. Debido a esto, el modelo se compuso de un movimiento vibratorio libre y
un movimiento vibratorio forzado, en el que la fuerza de corte no cambiaba

durante el tiempo de contacto. Esto es:

X(t) + 20y X(1) + 0, °%(t) =0, tO[t;—T,t; —p1)
(2.24)

X(t) + 220, X (1) + w, *X(t) = %AFX, toft; - pt,t))

donde t; — pt es el tiempo inicial del j-esimo contacto entre la herramienta y la

pieza de trabajo (j = 1, 2, ...), mientras que pt es el tiempo de contacto, donde p

<< 1

Del analisis de estabilidad se obtuvieron expresiones analiticas para
encontrar condiciones de estabilidad criticas debido a bifurcaciones subcriticas de

periodo duplicado y bifurcaciones Hopf, cuando el espesor critico esta dado por:

\1-2? cosh Zw,T +cos w,T
be; = d d (2.25)
W, T sen w,T
y
122
ber; = _2\/ (“ senh {wyt (2.26)

w,T  senwyT

respectivamente, donde: w,T = 2n Wy = wy1-2%.

2Q’

Con el estudio de la dinamica global de ambos procesos, Stépan mostro
la relativa facilidad para la presencia de oscilaciones de tipo cadtico con grandes
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espesores de corte, debido a la pérdida de contacto entre la herramienta y la
pieza de trabajo. Aunque los resultados de Stépan concuerdan con datos

experimentales, no se tomo en cuenta la rigidez estructural.

Ganguli (2005) empled la matriz de transformacion de Floquet y encontrd
que la frecuencia de una bifurcacion subcritica Hopf era cercana a una frecuencia
modal, mientras que la frecuencia de una bifurcacién de periodo duplicado era un

armonico multiplo de la mitad de la frecuencia de paso de los dientes cortantes.

Con el objetivo de investigar la complejidad dinamica del proceso de
maquinado, Mann et al. (2005) presentaron un analisis del efecto de la asimetria
estructural y la influencia de la regeneracion no lineal en un modelo de fuerzas de
corte discontinuas a traves de dos técnicas de modelacion: un modelo de marco
fijo formado por una masa puntual y fuerzas restauradoras y de amortiguamiento
gue no giran con la herramienta, y un modelo rotatorio que incluy6 la asimetria
estructural bajo el supuesto de que las fuerzas restauradoras y de
amortiguamiento giraban con la herramienta. Los resultados confirmaron la
existencia de un comportamiento inestable de periodo duplicado, ademas de la
bifurcacién subcritica Hopf ya conocida; también se encontré la presencia de
histéresis en los diagramas de bifurcacion, lo cual demostrd la coexistencia de
atractores periddicos y cuasiperiodicos. Nayfeh (1979) y Pratt (1997) identificaron
las vibraciones auto-inducidas como finitas con comportamiento no lineal

caracterizado por la presencia de ciclos limite y el fenémeno de salto.

2.1.4. Mapas discretos.

Para modelos mas complejos, tales como inmersion parcial o corte
intermitente, también han surgido nuevas técnicas de solucion. Como ejemplo de
estas técnicas se pueden mencionar el método de particiones D (Faasen et al.,
2003), el método de semi-discretizacion (Insperger y Stépan, 2002, 2004),

aproximacion de orden cero (Gradisek et al., 2005), y el analisis de elementos
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finitos de tiempo (Bayly et al., 2002). Estos métodos mostraron mayor exactitud
cuando la pérdida de contacto entre la herramienta de corte y la pieza de trabajo
tenia un efecto dominante, como se representa en la Figura 2.3e. Otro resultado
importante fue reportado por Davies et al. (2002) en el analisis de fresado con
baja inmersion radial. Para razones de inmersién bajas, se encontraron nuevas
regiones estables dentro de las zonas inestables obtenidas de un analisis lineal
(Budak y Altintas, 1998 a, b; Altintas, 2000). Estos resultados también se
obtuvieron con el método de semi-discretizacion, mencionado previamente, y se
atribuy6 la presencia de las nuevas inestabilidades a bifurcaciones de periodo
duplicado causadas por la intermitencia del corte. Bayly et al. (2003) y Mann et al.
(2004) mejoraron el andlisis de fresado con baja inmersiébn mediante una solucién
aproximada basada en el método de elementos finitos de tiempo; las condiciones
de inestabilidad se identificaron con secciones de Poincaré a partir de datos

experimentales.

Una de las particularidades de los métodos de Davies et al., del método
de semi-discretizacion de Insperger y Stépan, y del método de elementos finitos
de Bayly et al., es la construccion de mapas discretos a partir del modelo en
ecuaciones diferenciales con retraso, y la formulacién propuesta. Por lo tanto, es
posible identificar las bifurcaciones de periodo duplicado, ademas de las
bifurcaciones tipo Hopf que soélo se presentan en sistemas continuos. Como
resultado, las curvas de estabilidad presentan geometrias mas complejas y una
cantidad mayor de l6bulos, sobre todo a bajas inmersiones de la herramienta de
corte, como se muestra en la Figura 2.5, donde se presenta la solucion del
modelo no lineal con el método de semi-discretizacién (Insperger y Stépan, 2002,
2004). En este andlisis se tomaron en cuenta las condiciones dinamicas utilizadas
en el analisis lineal presentado en la Figura 2.3: k = 1.3 x 10”8 N/m, u, = 335 Hz, (
= 0.73%, K; = 600 x 1076 N/m”"2, K, = 0.3; aunque en este caso se agregaron
condiciones de intermitencia del corte con una relacion a/D = 0.2 y dos filos

cortantes, N = 2.
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Figura 2.5: Curva de estabilidad para cortes con inmersién parcial en fresado.
Las técnicas de analisis mencionadas también permitieron establecer

condiciones para aumentar la estabilidad mediante sintonia periddica de la
velocidad en torneado (Insperger y Stépan, 2004), o cambiando el sentido de
rotacion de la herramienta de corte en fresado de alta velocidad (Insperger et al.,
2003; Mann et al., 2003). Recientemente, Szalai y Stépan (2006) emplearon una
funcion caracteristica para determinar que las zonas de inestabilidad debido a
bifurcaciones de periodo duplicado eran I6bulos cerrados distribuidos en el

diagrama de estabilidad para torneado interrumpido.

2.1.5. Monitoreo de sefiales y estrategias de control activo.

Desde 1975 se han empleado esquemas de control de vibraciones de tipo
pasivo en procesos de maquinado, las cuales consisten en la incorporacion de
elementos amortiguadores y absorbedores de masa. Por otro lado, desde 1997
destacan las estrategias de monitoreo para evitar o mejorar las condiciones de
inestabilidad dinAmica del sistema, asi como los sistemas de control activo de

vibraciones basados en pares de actuador-sensor, cuyo proposito es absorber o
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suprimir la amplitud de la vibracion y mejorar la estabilidad dindmica del sistema

mediante un control retroalimentado.

Pratt (1997), Ganguli (2005) y Sims et al. (2003, 2005) presentaron
estrategias de control activo con el objetivo de incrementar la estabilidad de los
procesos de maquinado, por medio de pares de actuador y sensor que
funcionaron como absorbedores o compensadores de vibracion. La herramienta
de corte se somete a una excitacion externa que suprime la vibracion intrinseca
del proceso de corte; como resultado, el amortiguamiento del sistema se
incrementa y las curvas de estabilidad suben con respecto a la profundidad de
corte. Brecher (2005) reporto la triplicacion de la profundidad de corte en pruebas
experimentales, utilizando un actuador electro-hidraulico en un esquema de

control activo.

Las técnicas de analisis que se han empleado con mayor frecuencia son:
analisis espectral (FFT) de sefiales medidas con acelerometros (Altintas, 2000), la
varianza estadistica de sefiales de audio a una razén de una muestra por cada
revolucion (1/rev) de la herramienta de corte (Schmitz, 2003), y secciones de
Poincaré experimentales (Bayly et al., 2003). La identificacion de las frecuencias
de auto-induccién con analisis espectral se basa en la presencia de nuevas
frecuencias en el espectro, adicionales a la frecuencia natural y la frecuencia de
paso del diente del cortador que estan presentes en un proceso estable. La
varianza estadistica utiliza la naturaleza sincrona y asincrona de un corte estable
e inestable, respectivamente, con respecto a la velocidad del husillo. Bayly et al.
(2003) construyé las secciones de Poincaré experimentales con las sefiales de un
sensor de desplazamientos colocado en el soporte de la pieza de trabajo en un
proceso de fresado; las sefiales de desplazamiento se tomaron a razén de una
muestra por cada revolucion (1/rev) de la herramienta de corte, el muestreo
periddico se obtuvo con un tacoOmetro laser que detectaba una transicién de color

blanco-negro en el portaherramientas. El proceso se determiné estable si la
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posicién del muestreo 1/rev se aproximaba a un valor constante, de otro modo el

proceso era inestable.

2.1.6. Métodos de perturbacion.

De la discusiéon anterior queda claro que las vibraciones auto-inducidas
representan un problema de vibraciones no lineales con comportamiento cadtico.
Existen dos fuentes de inestabilidad identificadas claramente: bifurcaciones
subcriticas tipo Hopf, tipicas de sistemas autonomos, y bifurcaciones de periodo
duplicado, caracteristicas de sistemas dependientes del tiempo, o series de
tiempo. Aunque se han identificado multiples fuentes de alta no linealidad y se han
propuesto modelos muy complejos que han mostrado una buena aproximacion al
fendmeno fisico, no se ha presentado un modelo unificador ni se ha propuesto
una solucidn exacta, debido a la complejidad del problema. Recientemente se han
presentado estudios basados en métodos de perturbacion para construir
soluciones aproximadas de modelos no lineales, tales como Hwang et al. (1997),
Warminski et al. (2003), asi como Wahi y Chaterjee (2005). En estos trabajos se
emple6 el método de escalas multiples y se obtuvieron resultados tedricos
similares a datos experimentales. Sin embargo, es importante resaltar que en

estos trabajos tampoco se consideraron no linealidades de tipo estructural.
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CAPITULO 3: METODOLOGIA DE INVESTIGACION

3.1. ANALISIS DE VIBRACIONES AUTO-INDUCIDAS DEBIDO AL
MOVIMIENTO RELATIVO ENTRE LA PIEZA DE TRABAJO Y LA
HERRAMIENTA DE CORTE.

3.1.1. Introduccién

De acuerdo con la revision del capitulo anterior, la teoria de regeneracion
del espesor de viruta y, por consiguiente, los modelos en ecuaciones diferenciales
con retraso en el tiempo, son hasta hoy en dia la explicacibn mas convincente del
origen de las vibraciones auto-inducidas en procesos de maquinado. A partir de
esta teoria se ha desarrollado un marco teérico para el analisis de vibraciones
auto-inducidas en procesos de torneado, fresado y taladrado, entre otros (Budak
y Altintas, 1995 a, b; Altintas, 2000). Experimentalmente, las vibraciones auto-
inducidas mostraron un comportamiento no lineal con presencia de ciclos limite y
el fenomeno de salto, o histéresis en la respuesta. Hanna y Tobias (1974)
propusieron un modelo no lineal con retraso en el tiempo y no linealidades de tipo
estructural y de corte, en forma de funciones polinomiales de tipo cubico. Este
trabajo detoné un fuerte interés entre cientificos y matematicos, quienes
abordaron el problema con técnicas de dinamica no lineal y teoria de caos. Se
propusieron modelos basados en mecanismos generadores como: friccion,
viscoelasticidad, intermitencia del corte, entre otros. Como resultado, se obtuvo
una mejor aproximacion al fendmeno y se comprobaron comportamientos no
lineales y de tipo caotico de manera experimental. Ademas, se asoci6 la pérdida
de estabilidad dinamica a dos tipos de bifurcaciones subcriticas: Hopf y de doble
periodo, o flip. Sin embargo, tanto en formulaciones lineales como no lineales,
generalmente el movimiento relativo entre la pieza de trabajo y la herramienta de

corte se ha ignorado, siendo que en realidad existe una interaccion entre ambos
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elementos durante el proceso de corte. Incluso se plantea que bajo ciertas
condiciones, el movimiento relativo tiene una influencia mayor en la aparicion de

vibraciones auto-inducidas que el propio mecanismo de regeneracion.

En esta seccion se presenta un modelo de dos grados de libertad para
prediccion de las vibraciones auto-inducidas en el proceso de torneado, basado
en el movimiento relativo entre la pieza de trabajo y la herramienta de corte. Se
realizé en analisis de estabilidad lineal del modelo en el dominio de la frecuencia y
se desarroll6 un método para construir diagramas de estabilidad. Se analizé el
efecto de las caracteristicas dinamicas de la pieza de trabajo en los diagramas de
estabilidad del sistema. Con este enfoque, se espera una interpretacion mas
completa del fendmeno puesto que se considera el efecto de las caracteristicas

dinAmicas de la herramienta de corte.

3.1.2. Modelacién del movimiento relativo entre la herramienta de corte y la

pieza de trabajo en torneado

El movimiento relativo entre la herramienta de corte y la pieza de trabajo
no ha sido explorado de manera extensa, debido al supuesto general de que la
herramienta de corte, en el caso del torneado, y la pieza de trabajo, en el caso de
fresado, presentan una rigidez suficiente. Como consecuencia, se obtienen
modelos de un grado de libertad o modelos de mdltiples grados de libertad
desacoplados, cuyo proceso de solucion es menos complicado. Sin embargo, el
movimiento relativo llega a tener un efecto dominante en la aparicion de las
vibraciones auto-inducidas en algunos casos especiales, como en el maquinado
de paredes delgadas (Budak et al., 1998a y b); cuando las caracteristicas
dindmicas de ambos, la pieza de trabajo y la herramienta de corte, son similares
(Bravo et al., 2005); o cuando la deformacién de la pieza de trabajo debido a la

fuerza de corte es alta (Chen y Tsao, 2006).
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El modelo dindmico propuesto en este trabajo se desarrollé bajo la
consideracion de que la interaccion entre la herramienta de corte y la pieza de
trabajo se podian representar como un sistema de masas concentradas, donde
ambas masas estan propensas a vibrar debido al proceso de corte. Las
vibraciones auto-inducidas aparecen cuando se presenta movimiento relativo o
movimiento fuera de fase entre ambas masas. Como consecuencia, el espesor de
la viruta cambia y se genera una superficie ondulada; de esta manera, el sistema
se excitard en pasos de corte sucesivos dando origen al efecto regenerativo,
como se muestra en la Figura 3.1a. El modelo resultante es un sistema de
ecuaciones diferenciales acoplado con retraso en el tiempo, donde la fuerza de
corte es una funcién del movimiento relativo entre la herramienta de corte y la
pieza de trabajo. En este modelo, s6lo se tomaron en cuenta vibraciones en la

direccién de avance.

(@) superficie superficie
ondulada actual ondulada previa

caracteristicas \QTX caracteristicas

dinamicas de la | dinamicas de la
herramienta de viruta pieza de trabajo
corte \

rel

herramienta \““\}/\\/
de corte 0
y
L X
(b)
Ky Xy - F, F - Kz X;
C, X]_ my m, C, ).(2

Figura 3.1: Diagrama de corte en el proceso de torneado, a) acoplamiento de la
herramienta de corte y la pieza de trabajo, b) fuerzas dinamicas de un sistema
equivalente de masas concentradas.
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De las ecuaciones de equilibrio aplicadas en el esquema de la Figura 3.1b,

se obtiene que:

Xy () + 20,00, %, (1) + wnlle(t) = _mi F ()
1

(3.1)

%, (1) + 22 5% (1) + W X (1) = min (t)
2

donde {;,w,,m; Yy {,,w,,,m, representan la razobn de amortiguamiento, la
frecuencia natural angular y la masa modal de la herramienta de corte y la pieza

de trabajo, respectivamente; mientras que F,(t) es la proyeccion de la fuerza de

corte en la direccion de avance.
Con base en el modelo de corte ortogonal, la fuerza de corte es proporcional a la

seccion de viruta no deformada (Altintas, 2000). Entonces, las fuerzas dinamicas

de corte y avance se expresan de la siguiente manera:
F.(t) =K b f(t) (3.2)
F (1) =K¢F (1) (3.3)

Aqui, f(t) =", +(x1(t) —x2(t))—(x1(t—t)—xz(t—t)) es el avance dinamico en
funcion del movimiento relativo actual: (x,(t) — x,(t)), y el movimiento relativo en la
revolucion previa: (X;(t—1)—X,(t—1)), donde T es el retraso en el tiempo.
Ademas, f, es el avance nominal, K; y K son los coeficientes de corte, que se

obtienen experimentalmente, y b es la profundidad de corte axial.
Expresando el modelo (3.1) notacién matricial, resulta:
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[} + [chxb + [Kix@} = {Fo} (3.4)

donde [I] es la matriz identidad, [C], [K] y [A] son las matrices de amortiguamiento,

rigidez y del sistema, respectivamente:

a2 Wl )

20,0, 2 my  —-m

Ademas:
Fm}=b{f},
) =1+ a1dx} - {x. o)),

3.1.3. Analisis de estabilidad
Llevando la ecuacion (3.1-4) al dominio de la frecuencia, se obtiene:
(52 + slc] + [kix)} = {F(s)} (3.5)

donde x(s) y F(s) son los vectores de desplazamientos y de fuerzas en el dominio

de la frecuencia, obtenidos mediante la transformada de Laplace con condiciones
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iniciales establecidas en cero. Entones, la solucion de la ecuacién (3.5) se puede

expresar de la siguiente forma:

{x(s)} = (sl + slc] + K] {F(s)} = (B ™ {F(s)} (3.6)

donde:

[ B(s )] 1_ 1 {d’z(s) 0 }
b1(S)9,(s) 0y(s) ]

$4(s) = s+ 20,wS + 0%12 )
0, (S) =S + 22,055 + Wy,

De las ecuaciones (3.4), (3.5) y (3.6), se obtiene la siguiente expresion para

el espesor dinamico de viruta en el dominio de la frecuencia:

{i(s)} ——[I—b(l e‘ST)[A][B(s)]‘l] —é[D]_l{} Z:i[[g]] i{f} (3.7)

donde:
o= L {(¢1(s)+5n26(1—e‘“)¢2(s) -m,b(L-e™)y(s) }
b1(S)h2(s)|  —mib(l-e7")d,(s) (6,(S) +m;b(1-e™*))d,(s)
Asi, la estabilidad dinamica del modelo se obtiene de la ecuacion

caracteristica del espesor dindmico de viruta en el dominio de la frecuencia, f(s), la

cual se encuentra cuando el determinante de la matriz [D] es cero:
det | 1-b(1-e™*")[A] [B(s)]‘l] =0 (3.8)

Expandiendo la ecuacidn caracteristica (3.8), ésta se puede expresar en

términos de los pardmetros dinamicos como sigue:
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b
mym,

¢1(S)9,(s) + KK, (1=e7>)(Mydy(S) +Myd,(s)) =0 (3.9)

Aqui es importante mencionar que ¢,(s) y ¢,(s) son el inverso de las funciones

de transferencia de la herramienta de corte y la pieza de trabajo, respectivamente.
Si la herramienta de corte es suficientemente rigida y su frecuencia natural esta
lejos de la frecuencia natural de la pieza de trabajo, su funcién de transferencia es
casi cero alrededor de la frecuencia de auto-induccidon de la pieza de trabajo.

Entonces, la ecuacién (3.9) se puede simplificar de la siguiente manera:

1+KK,—2f1-e=)=0
my0,(S)

la cual es similar a la ecuacion caracteristica del modelo de un grado de libertad
presentado por Altintas (2000). Por lo tanto, el modelo propuesto es adecuado
para analizar el problema tradicional de un grado de libertad o el problema de

acoplamiento entre la herramienta de corte y la pieza de trabajo.

Del criterio de estabilidad para sistemas lineales, las raices de la ecuacion
caracteristica deben ser puramente imaginarias para predecir la estabilidad critica.
De esta manera, el sistema se desempefara en condiciones libres de auto-
induccion siempre que la profundidad de corte sea menor que la profundidad de

corte critica, dada por:

__mm, b1 (jo ), (jo) (3.10)

KK (1-e77)(myd, (jw,) + m,b,(je))

cr

donde w, es la frecuencia de auto- induccion y b_ es la profundidad de corte

critica para un maquinado libre de vibracion.
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Despreciando la parte imaginaria de la ecuacién (3.10), dado que la

profundidad de corte debe ser un valor real, se obtiene que:

b =—MiMm, (1'CoswcT)(m192[912 +h12]+m2g1[g22 +h22D+sinoocr(m1h2[g12 +|’112]+m2h1[922 +h22D
“ KiKe 2(1‘ COS(*)CT)l_(mlgl + m292)2 + (mlhl + m2h2)2

(3.11)

donde g,, 9,, h;y h,son las partes real e imaginaria de ¢,(jw.) Yy ¢,(jw,),

respectivamente.

3.1.4. Cambio de fase de la funcion de transferencia estructural

Recordando que la parte imaginaria de la ecuacion (3.10) debe ser cero,

se deriva la siguiente ecuacion:

sSnw.T  _ mlhz(gl2 + h12)+ mzhl(gz2 + hzz)
1-cosw,T mlgz(gl2 + h12)+ ngl(gzz + hzz)

(3.12)

la cual representa el cambio de fase de la funcion de transferencia estructural, @,

siguiendo la analogia de Altintas (2000). Usando identidades trigonométricas de

medio angulo, el cambio de fase se puede re-escribir de la siguiente forma:

tany = -

snwt _ 1 tan(wCT (3.13)

1-cosw,T tan[wctj

|
N
|
o
\i/

Es importante destacar que la ecuacion (3.13) tiene soluciones multiples
debido al valor entero n, que representa la periodicidad 1t de la funcién tangente.

Esta propiedad permite la construccion de los I6bulos mdultiples en el diagrama de
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estabilidad. En contraparte, analistas lineales como Tobias y Fishwick (1958),
Tulsty y Polacek (1963), y Altintas (2000), se apoyaron en la hipotesis de un
namero supuesto de ondas generadas en la superficie para considerar los I6bulos
multiples en el diagrama de estabilidad. Por lo tanto, esta hipétesis se valida

tedricamente por la propiedad de la ecuacién (3.13).

La velocidad del husillo se puede calcular con las ecuaciones (3.12) y
(3.13), en términos de la modulacién debido al acoplamiento entre la herramienta
de corte y la pieza de trabajo, asi como del cambio de fase estructural, de la

siguiente manera:

o=__ 00w (3.14)
20 +(2n + D1t

donde el periodo de una revolucion se calcula como: 1=60/Q, con Q como la

velocidad del husillo en revoluciones por minuto.

Finalmente, las ecuaciones (3.11) y (3.14) definen los limites de
estabilidad del problema de acoplamiento entre la herramienta de corte y la pieza
de trabajo en el proceso de torneado. Las caracteristicas dinamicas de ambos, la
herramienta de corte y la pieza de trabajo, se deben identificar para obtener los
diagramas de estabilidad del proceso e identificar las condiciones de corte

Optimas.

3.1.5. Validacion del modelo

Se investigd el acoplamiento entre la herramienta de corte y la pieza de
trabajo en torneado, por medio de un analisis de estabilidad lineal de un modelo
acoplado de dos grados de libertad, para evaluar la influencia del movimiento

relativo entre la herramienta de corte y la pieza de trabajo como mecanismo de
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generacion de auto-induccion. Se desarrolld6 un método para predecir las
vibraciones auto-inducidas en términos de las caracteristicas dinamicas y los
parametros de corte del proceso de torneado. Los resultados numéricos del
modelo desarrollado se compararon con los obtenidos por Chen y Tsao (2006)
para un proceso de torneado sin contrapunto. Para esto se utilizaron diferentes
combinaciones de condiciones dinamicas, tanto en la herramienta de corte como
en la pieza de trabajo, las cuales se describen en el Cuadro 3.1 y los resultados

se discuten en el siguiente capitulo.

Cuadro 3.1: Caracteristicas dinamicas y condiciones de corte para evaluar
la estabilidad en un proceso de torneado.

Herramienta de corte Pieza de trabajo
m =50 kg E =180 x 10"9 N/m”2
Parametros c =2 x10"3 kg/s p = 7600 kg/m”3
fisicos (Cheny C =2000 x 10"6 N/m”2, 6 = 70° L1=0.500 m D1 =0.120 m
Tsao, 2006) fo = 0.1 mm/rev, _ _
K = 684 x 10°6 N/m~2 L, = 0.250 m D, =0.070 m
Caracteristicas Condicién Condicién Condicién Condicion Condicion Condicion Condicion
dindmicas No. 1 No. 2 No. 3 No. 1 No. 2 No. 3 No. 4
(L1, D1) (L1, D2) (L2, Dy) (L2, D2)
K x 1076, N/m 20 7.465 385 43.972 5.092 351.778 40.732
wh , Hz 100.66 185 140 326.71 190.58 1306.82 762.31
14 0.032 0.032 0.032 0.025 0.025 0.025 0.025

La dindmica de la herramienta de corte esta caracterizada por una masa,
m, y un coeficiente de amortiguamiento viscoso, c. La frecuencia natural de la
herramienta de corte para la condicion No. 1 se calculé como la raiz cuadrada de
su relacion rigidez-masa, mientras que la razén de amortiguamiento se obtuvo del
coeficiente de amortiguamiento viscoso, ¢, mediante la relacion {=c/(2mwy). Las
otras condiciones de la herramienta de corte (No. 2 y No. 3) se calcularon
asumiendo un portaherramientas esbelto y grueso, respectivamente, manteniendo
la razéon de amortiguamiento constante. Por otro lado, las caracteristicas
dindmicas para las condiciones de la pieza de trabajo se calcularon considerando

la pieza de trabajo como una viga en voladizo de acero. Recordando que la rigidez

. . . 3El
y la frecuencia natural de una viga en voladizo se calculan por: ==y
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:3'1216 El respectivamente, donde E es el médulo de Young, | es el
L PA

momento de inercia de la seccion, L es la longitud entre el extremo libre y el
extremo fijo, p es la densidad de masa, y A es el area de la seccion transversal de
la viga. Ademas, se tomaron en cuenta las posibles combinaciones de longitudes
y diametros indicados; la razén de amortiguamiento para las condiciones de la
pieza de trabajo se establecio en 0.025, considerando que este valor varia entre
0.01 y 0.05 en maquinas-herramienta (Altintas, 2000). El coeficiente de corte en
la direccion de avance, K;, se calculdé como la proyeccion del coeficiente de corte,

C, y el angulo de corte, 6.
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3.2. ANALISIS DE PERTURBACION DEL MODELO DEBILMENTE NO LINEAL
PARA PREDICCION DE VIBRACIONES AUTO-INDUCIDAS.

3.2.1. Introduccion

Como se ha discutido en capitulos anteriores, las vibraciones auto-
inducidas en procesos de corte presentan comportamientos altamente no lineales
y de tipo cadtico. Se han identificado dos fuentes de inestabilidad basicas:
bifurcaciones subcriticas Hopf asociadas a ciclos limite y fendmeno de salto,
presentes en sistemas continuos; asi como bifurcaciones de periodo duplicado en
sistemas discretos, las cuales representan una ruta a comportamientos caaoticos.
En investigaciones recientes se han utilizado técnicas de dinamica no lineal y
teoria de caos (Pratt, 1997; Kalmar-Nagy et al., 2001; Moon y Kalmar-Nagy, 2001;
Mann et al., 2004), cuyos resultados han proporcionado un mejor entendimiento
del fendmeno. Se han identificado diversas fuentes de la no linealidad
(Wiercigroch y Budak, 2001), tales como: rigidez estructural, friccion variable,
efecto termo mecanico, corte intermitente y pérdida de contacto. Sin embargo, no
se ha propuesto un modelo unificador o una solucion exacta debido a la
complejidad del problema. Esto ha motivado el uso de métodos de perturbacion
para encontrar soluciones aproximadas de modelos no lineales, cuyos resultados
tedricos concuerdan con datos experimentales, como en Pratt (1997), Hwang et
al. (1997), Warminski et al. (2003), Wahi y Chaterjee (2005), entre otros. Estos
estudios se enfocaron en el analisis de bifurcaciones subcriticas Hopf pero no se
consideré la no linealidad de tipo estructural; salvo en Pratt (1997), quien analizé
el modelo de Hanna y Tobias (1974) y atribuyo la presencia de bifurcaciones

subcriticas al término no lineal de tipo cubico.

En este capitulo se presenta el desarrollo de una solucion aproximada
para un modelo débilmente no lineal de un grado de libertad con términos

cuadraticos y cubicos, tanto en los términos de rigidez estructural como
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regenerativos, propuesto para el andlisis del proceso de torneado. EI modelo
propuesto tiene como propodsito identificar el efecto de la rigidez no lineal en las
vibraciones auto-inducidas durante el proceso de corte. La solucion se construyo
usando un método de perturbacion conocido como método de escalas multiples,
de manera que se obtuvieron ecuaciones explicitas para la amplitud y la fase de la
respuesta. El sistema dinamico se representd en una forma normal, de la cual se
establecieron las condiciones de inestabilidad debido a bifurcaciones subcriticas
Hopf, en términos de los eigenvalores del sistema. Se analizé el efecto de los
términos estructurales en la estabilidad del sistema mediante diagramas de
bifurcacién y espacios de fase. Una contribucion importante de este analisis es la
representacion de la histéresis del sistema en las curvas de estabilidad, a través

de nuevos lobulos que representan la recuperacion de la estabilidad.

3.2.2. Andlisis de perturbacién de un modelo débilmente no lineal

El proceso de torneado se puede representar mediante un modelo de un
grado de libertad, como se muestra en la Figura 3.2. Si se representa la no
linealidad de tipo estructural mediante términos polinomiales de tipo cuadratico y
cubico, como lo propusieron Hanna y Tobias (1974), se obtiene un modelo

débilmente no lineal (Nayfeh y Mook, 1979) de la siguiente forma:
(1) + 2000, X(1) + 0, 2X(1) + Byx()? + Box(1)° = = AF(x, 1) (3.15)
m

donde C es la razon de amortiguamiento, w, es la frecuenta natural angular, y m

es la masa modal del sistema, los cuales se pueden obtener de un analisis modal
experimental (Altintas, 2000). Adicionalmente, los términos 1 Yy B2 representan

las no linealidades estructurales.
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Figura 3.2: Modelo de un grado de libertad para el proceso de torneado con
rigidez estructural no lineal.

Por otro lado, la fuerza de corte se considera como una funcion exponencial que
obedece a la regla de 3/4 (Tlusty, 2000):

F(x.1) = %bh(t)% - %w(ho Fx(t-1) - (@) (3.16)

donde b es la profundidad de corte, h(t) es el espesor dinamico de viruta en

términos del espesor nominal hg, la oscilacion actual, x(t), y la oscilacién previa,
X(t—=1), con un retraso o tiempo empleado en una revolucion del husillo, T.
Entonces, la variacion de la fuerza de corte, AF(x,t), se puede aproximar

mediante una serie de Taylor de tercer grado con respecto a la variacion del

espesor de la viruta, como sigue:

%b(h(t):”“ —ho3/4):%bho3’4[a1(xT = x)+a,(x, = x)* +o5(x, = x)° +] (3.17)
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donde:

1 ! 2 ° 1280,

-—, X, =X(t-T),y Xx=x(t).
32h? =X(t-T),y (t)

Sustituyendo la expansion de la funcion del espesor dinamico de viruta

(3.17) en la ecuacion (3.15), se obtiene la siguiente expresion:

X + 20w, X + 02X + Bx2 + Box® = —%bho%[al(x ~ X )= ay(x =%, P +ag(x—x, ) + ]
(3.18)
Empleando el método de escalas multiples en osciladores débilmente no

lineales, como lo proponen Pratt (1997) y Nayfeh y Mook (1979), x se expresa

como una expansion de tercer orden de la siguiente manera:
X =ex,(Ty, T,) +€2X,(Ty, T,) +€3%,5(T,, T,) + ... (3.19)

donde T,=t, T, =¢’t, y € es un parametro pequefio que representa la escala de

tiempo.

Por consistencia con la expansion de la ecuacion (3.19), la profundidad de

corte también se afecta por un esquema de perturbacion como sigue:
b =by, (1+¢) (3.20)

donde b, es la profundidad de corte critica que precede a la aparicion de las

vibraciones auto-inducidas. El parametro € también se puede utilizar para expresar
perturbaciones pequefias en el proceso, ya sea variaciones en las propiedades

mecanicas del material o variaciones en la profundidad de corte.
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Para expresar la ecuacion (3.18) en funcién del esquema de escalas

multiples, se calculan la primera y segunda derivadas de x:

X =€DX, +£2D X, +&3(Dyx, +DgX5)+ ... (3.21)
oo 2 2 2 3 2
% = €D X, +£2Do’X, +£%(D2X5 +2D,D X, )+ .. (3.22)

. i
donde el operador D se define como: D/ =%.
T

Sustituyendo las ecuaciones (3.19) — (3.22) en la ecuacion (3.18) y
despreciando términos de alto orden, se obtiene la siguiente ecuaciéon diferencial

expandida:

€D, X, + 2Dy X, + 83(D02x3 + 2D2D0x1)
+ 27w, (aDox1 +82Dyx, +€3(Dyx, + D0x3))
+ whz(sxl +e2x, + e3x3)+ Bl(elez + 283X1X2)+ B,e3x,°
(3.23)

= %ho%bcr (1+ 52)[ - 0‘1{3()(1 = Xyr) + €5 (Xp = X)) + €7 (Xg ~ Xg )}

+ 0‘2{52 (X; = X3)® + 263 (X = Xy )(Xp = Xpq )}

3 3
— 0587 (Xy = Xyqp) ]

Separando potencias de orden similar para € en la ecuacion (3.23), se

obtiene un conjunto de ecuaciones diferenciales con retraso en el tiempo:

Orden ¢€:
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Orden &2:

D02X2 + 20w, DX, + wn2X2 + alk(XZ —Xp) = azk(xl - Xlr)2 - lelz (3.25)

Orden ¢€3:
D02X3 +2¢w,DoX; + wnzxs + le(xs ~ X3r)
==2D,DoX; — 20w, Dyx; + K(ZGZ(Xl = Xg)(Xg = Xp) —05(Xg - Xlr)s) (3.26)

=0 K(Xy = X)) = 2B XX, = [32)(13
donde: K = %bcrho%.

Una vez que se aplicé el método de perturbacién, se puede construir una
solucion aproximada resolviendo el conjunto de ecuaciones diferenciales (3.24) —
(3.26). La solucion aproximada permitira predecir la amplitud de la respuesta; asi
mismo, se podra evaluar el efecto de los parametros no lineales en las

condiciones de estabilidad del sistema.

3.2.3. Construccion de una solucién analitica.

Como primera aproximacion, una solucion general para la ecuacion (3.24)

se puede expresar de la siguiente manera:
X, = A(T,)eT + A(T,)e T (3.27)
X = A(T,)e! ™ + A(T,)e 1 (o™ (3.28)

donde A es una funcion de amplitud de la respuesta, mientras que w.es la

frecuencia de auto-induccion cuando se pierde la estabilidad.
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Mediante la sustitucién de las ecuaciones (3.27) y (3.28) en la ecuaciéon
(3.25), se construyen condiciones de solubilidad de manera que es posible

encontrar soluciones sucesivas para las ecuaciones (3.25) y (3.26).

Una solucién particular para la ecuacion diferencial no homogénea (3.25)

se puede expresar de la siguiente manera
X, =Ced%h +C e ™2l +C, (3.29)
De manera similar al caso anterior:
X, =X, =C,edeT (1—e‘21‘*’cr)+C2e‘21‘*’°T° (1—e21‘*’cr)+ C, (3.30)

donde C;, C,, y C3 son funciones de T, las cuales se pueden obtener al sustituir

la ecuacion (3.29) en la ecuacién (3.25) e igualando términos semejantes.

Entonces:
~ . 2
aKll-e %t -
C,=—; = ( _ _)Z_m L A? (3.31)
W, — 4w, +0(1K(1—e 1% )+14ZooncoC
~ . 2
aKlL-e" | - —y =
Ca=—; 22 ( 7 )ijr ) : A®=C (3.32)
W, — 4w, +0(1K(1—e e )—14anu)c
y
c, =222 b ° ) By pa (3.33)

2
w,” +o,K

Ahora, sustituyendo las ecuaciones (3.27), (3.28) y (3.29) en la ecuacion

(3.26) y eliminando términos seculares de la forma €™ que conduzcan a

soluciones inestables, se obtiene la siguiente condicién de solubilidad:
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= 2(Ze, + joo, )A
+ k(za Z{Clﬂ(l_ ot Xl_ o 20T )+ CSA(l_e-jwcr )}_30 3A2K(1— ot )2 (1_ plat )_ GlA(l— o la ))
-28,(C,A+C,A)-33,A%A =0

(3.34)

Por conveniencia del proceso de solucion, se introduce la siguiente

transformacioén polar:
_1_ o
A= Eae (3.35)

donde a y ¢ son funciones reales de T,. Entonces la ecuacion (3.34) se convierte
en una funcion compleja donde sus partes real e imaginaria se pueden expresar
como sigue:
{wa-w.ad'=ca’-c,a (3.36)
w.a+l{w,ad'=c,a’-c,a (3.37)

donde los coeficientes c,_,se definen en el Apéndice A.1.

Resolviendo las ecuaciones (3.36) y (3.37) para a' y a¢’, el sistema

dindmico se puede expresar en la siguiente formal normal:

‘= (Goney +wcq)e’ ~ (Cane, + wicy)a (3.38)
a ZZ(OnZ NI 2 '

. [Ces~we )’ - Qac, ~wcy)a (3.39)
a(l) Zz(*)nz + (*)02 '
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Las expresiones analiticas para la amplitud y la fase de la vibracién del
sistema se pueden obtener de la integracion de las ecuaciones (3.38) y (3.39).

Puesto que la ecuacién (3.38) es una de tipo Bernoulli, se puede resolver
empleando la transformacion: a(t)*™" =u(t). De esta manera, la ecuacion
diferencial no lineal se reduce a una ecuacion diferencial lineal para u(t) con una
solucion exacta en forma de ecuacién integral. Una vez obtenida la solucion del

problema lineal, la solucibn de la ecuacién (3.38) se obtiene empleando

nuevamente la transformacion propuesta, de lo cual se obtiene que

b

a(MJ (3.40)
ancl + (*)CCS

Ahora, la ecuacion (3.39) se puede integrar empleando la ecuacion (3.40)

y recordando que ay ¢ son funciones reales de T,. Entonces:

1
= m[(l%ce, - w,¢,)a% - (Cocy - wccz)]szt (3.41)

De la ecuacién (3.41) se puede ver que la fase depende de la amplitud de
la vibracion, lo cual es caracteristico de sistemas no lineales. Por lo tanto, la
solucion analitica propuesta en la ecuacion (3.19) se puede construir usando las

ecuaciones ya descritas, la cual debe ser valida para valores pequefios de &:

X(t) =eacos(w t+¢)

+£52a2{ T (C1R cos2(w.t+¢)—-C, sin 2(mct+¢)) (3.42)
y-+
1 ~
+ﬁ(2a 2K(l—cosch)—Bl) }
w,” +a,K

donde los coeficientes Cz y C, también se definen en el Apendice A.1.
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3.2.4. Funcién de respuesta a la frecuencia

La funcion de respuesta a la frecuencia es la amplitud de la respuesta en
términos de las caracteristicas dinamicas del sistema, con respecto a la frecuencia
del mismo. Por lo tanto, la amplitud de la respuesta del sistema dinamico en
estado estable se puede obtener de las ecuaciones (3.38) y (3.39) cuando

a'=¢'=0, lo cual corresponde a los puntos fijos del sistema dinamico. Esto es:

_ 1/2
a, :[ch_ij (3.43)
anc3 —W:Cq

Ademas, resolviendo las ecuaciones (3.38) y (3.39) se puede obtener una

nueva ecuacion para la respuesta:

(2o, w)e, 2 Qe - ), )2
aa‘((zwnmc)cli(zwn—wc)ca} (3:49

Puesto que las ecuaciones (3.40), (3.43) y (3.44) representan soluciones
validas soluciones para la amplitud de la respuesta, se espera la presencia de

histéresis en la funcion de respuesta a la frecuencia.

3.2.5. Andlisis de estabilidad y el fendbmeno de salto

La estabilidad del sistema dinamico en dos dimensiones, definido por las
ecuaciones (3.38) y (3.39), se puede determinar a partir de la naturaleza de los
eigenvalores de su Jacobiano (Strogatz, 2004). Si un sistema dinamico general se

representa en la siguiente forma normal:
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r'=pr+re (3.45)

0'=w+ br? (3.46)

donde r y 8 representan la amplitud y la fase de la respuesta, respectivamente.
Los eigenvalores del Jacobiano del sistema estan dados por A = 4 + jw. Aqui, M
controla la estabilidad del punto fijo en el origen, mientras que w proporciona la
frecuencia de oscilaciones infinitesimales. Entonces, el sistema es estable
siempre que Re(A) < 0 para ambos eigenvalores, los cuales pueden ser reales y
negativos o complejos conjugados con parte real negativa. Puesto que el modelo
original de la ecuacion (3.18) es autonomo, existen dos posibilidades para la
pérdida de estabilidad: bifurcaciones subcriticas (Hopf), cuando el par de
eigenvalores complejos cruza el eje imaginario del plano complejo hacia la
derecha; o bifurcaciones tipo nodo silla, cuando un eigenvalor real y negativo
cruza el eje imaginario en cero (Strogatz, 1994; Guckenheimer y Holmes, 1983).
Previo a la bifurcacion, cuando pu < 0, las trayectorias permanecen entre un ciclo
limite inestable y un punto fijo estable en el origen, ambos rodeados por un ciclo
limite de gran amplitud. A medida que el parametro de bifurcacion p tiende a cero,
el ciclo limite inestable encoge hasta reducir su amplitud de manera que el origen
se vuelve inestable y las trayectorias saltan hacia el ciclo limite estable de gran
amplitud. Puesto que el origen ahora es inestable, las oscilaciones de gran
amplitud no se pueden eliminar con sélo disminuir el parametro u a cero, sino que
ahora es necesario llevar el parametro de bifurcacion por debajo de cero. Este
comportamiento refleja la presencia de histéresis en el sistema, también conocido
como fendmeno de salto, tipico de problemas de ingenieria que involucran friccién

(Nayfeh y Mook, 1979) y rigidez o excitacion variable (Gonzalez-Brambila, 2006).
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3.3. CARACTERIZACION DE NO LINEALIDADES DE TIPO ESTRUCTURAL A
PARTIR DE LA MEDICION DE LA RESPUESTA EN PROCESOS DE
MAQUINADO.

3.3.1. Identificacién del pardmetro cubico en modelo débilmente no lineal
con excitacion regenerativa

Del andlisis de perturbacion realizado al modelo dinAmico con no linealidades de
tipo estructural y regenerativo de la Ecuacion (3.15), se obtuvo una solucion

aproximada de la forma:

X(t) = eacos(w t + ¢)

PRI : 1 ~(Cir cos2(w,t +¢) ~Cysin2(w,t+9))  (3.42) Rep.
2 y-+0

1

+—=|2a K- -
(x)n2+C(1K( a, ( COS(‘OCT) Bl):|

donde € es un parametro pequefio, a es la amplitud de la respuesta y los
parametros a,,0,,3;,B8,,9,Y,¢,w,,w,, T,y K ya fueron definidos en su momento. A

su vez, la amplitud de la respuesta se obtuvo del analisis de puntos fijos de la
forma normal del sistema dinAmico, dada por las ecuaciones (3.38) y (3.39). Esto

es:

%
[Z{(ﬂ—ij 2 (3.40) Rep.
n~1 c~3

1/2
a, = CwnCy ~W:Cy (3.43) Rep.
anCS ~W.Cy
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donde los coeficientes c; — 4 se definieron en el Apéndice A.1 como expresiones
analiticas que dependen de los parametros dinamicos y de proceso del sistema,

entre ellos de los parametros de rigidez no lineal B1 y B..

De los resultados obtenidos en el analisis de perturbacién, se encontrd que
el comportamiento no lineal de histéresis en la respuesta dinamica esta influido
principalmente por el parametro cubico .. Si se considera que la amplitud del
sistema se puede obtener de manera experimental, entonces es posible encontrar
el valor del parametro no lineal B, a partir de las funciones de respuesta a la
frecuencia (3.40) y (3.43). Esto es, se puede encontrar una expresion analitica
para el parametro cubico B, en términos de la amplitud de la respuesta y los
coeficientes c; _ 4, definidos en el Apéndice A.1, los cuales son independientes de

B.yademas 31 =0

De la ecuacion (3.38) se obtiene la siguiente expresion analitica para 3;:

B, = g W (0( 2K(l —Cos wcr){é sin ch(l +2cos wCT) + y(l +cos ch)(l —2cos wcr)})

2K(1 coswcr)
mn +alK

3 > 1( o (VY
1- oK1 - = | —=
( COS W), T) 4 ( cos ch) " (th c, + cz] Zo Cy

(3.47)

Asi mismo, de la ecuacion (3.43) se obtiene:

azk(l —COoS wCT)

? 5 (uzk(l —Ccos mcr){é sin wcr(l +2cos wCT) + y(l +Cos wcT)(l —2cos Q)CT)})
y +

8
B2 :5

2K(1 cos oocr)

3 o 1(, w, o,
1-cosw,t a;K{l-cosw, 1) +—|{(—Cc, —C, |- {(—C
cosat)a - cosu) - S akla-cosarf + ¢ e, -, -2 e,

o

(3.48)

100



Las ecuaciones (3.47) y (3.48) muestran que es factible encontrar el valor
del parametro no lineal del término cubico a partir de las caracteristicas dinamicas,
los pardmetros de proceso y la respuesta del sistema. Esto significa que es

necesario medir la respuesta de forma experimental durante el proceso de corte.

Debido a que los términos no lineales tienen efecto en condiciones de
inestabilidad, la medicién de la respuesta se debera hacer en tales condiciones,
es decir, alrededor de la frecuencia natural del sistema. Esto sugiere que se debe
construir una curva de respuesta a la frecuencia de manera experimental; la
frecuencia de excitacion se debe variar alrededor de la frecuencia natural y se

debe registrar la amplitud de la respuesta correspondiente.
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3.4. IDENTIFICACION EXPERIMENTAL DE VIBRACIONES AUTO-INDUCIDAS
MEDIANTE ANALISIS DE SENALES

3.4.1. Medicién de respuesta dinamica en procesos de maquinado

La experimentacion y monitoreo de sefiales durante el maquinado es parte
esencial en el andlisis de vibraciones auto-inducidas, ya sea para implementar
estrategias de control (Pratt, 1997; Ganguli, 2005; Sims et al., 2005) o para validar
modelos analiticos propuestos. Algunos de los problemas mas importantes en el
monitoreo de sefales es la seleccion del transductor adecuado y el método de

analisis.

Puesto que las caracteristicas fisicas que indican la presencia vibraciones
auto-inducidas son grandes amplitudes de las fuerzas de corte y de vibracion, se
han utilizado transductores de fuerza o dinamdmetros, asi como transductores de
desplazamiento, velocidad o aceleracion como dispositivos de medicién. Un
meétodo alterno para la estimacion indirecta de la fuerza de corte es la medicion
del consumo de la corriente eléctrica para el control de la potencia y el torque del
motor del husillo. Estas técnicas son muy practicas puesto que requieren de un
minimo de instrumentacién; sin embargo, requieren de un conocimiento profundo
del proceso para establecer niveles o umbrales de referencia como indicadores de
la presencia del fendmeno, de manera que su generalizacién a otros procesos es
limitada. Los dinamdmetros también son muy Utiles pero presentan limitaciones
significativas, tales como: flexibilizacibn del sistema de maquinado por un
incremento en la longitud libre de la herramienta de corte, dependencia de la
sensibilidad o ancho de banda del sensor de los requerimientos del corte, y
dificultades para su montaje en los husillos. Por otro lado, los acelerometros
tienen una mayor aceptacién debido a su gran variedad, bajo costo y mayor
contenido de informacion en su sefial, con respecto a transductores de

desplazamiento y velocidad. Su mayor desventaja es la orientacién correcta
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durante su montaje y, al igual que los dinamémetros, su dificultad para colocarse
en dispositivos giratorios. Una técnica de medicion de vibraciones que resuelve
parte de las desventajas mencionadas es el uso de micréfonos unidireccionales
para medir la presion acustica generada por las vibraciones del proceso de corte
(Delio et al., 1992; Schmitz, 2003). Este método toma en cuenta que el sonido
emitido por el proceso de corte es proporcional a los desplazamientos de la
herramienta de corte (Smith, 1987). La desventaja principal del uso de micréfonos
es su susceptibilidad al ruido ambiental; sin embargo, su uso es practico y efectivo
como técnica de monitoreo, siempre que se tomen en consideracion aspectos de

posicion, orientacion, razon de muestreo y analisis (Delio et al., 2004).

Existen equipos comerciales para analisis y monitoreo de vibraciones auto-
inducidas que utilizan técnicas basadas en analisis espectral de sefales obtenidas
con transductores de desplazamiento, aceleracion o micréfonos unidireccionales,
tales como Cut Pro (Cut Pro, 2007) y Harmonizer (Metalmax, 2007), entre otros.
En el Apéndice A.4 de este documento se describe el desarrollo de un analizador
de vibraciones auto-inducidas, desarrollado en CIATEQ, con mddulos de andlisis
predictivo, analisis modal experimental, monitoreo de vibraciones con el uso de
acelerometros y microfono, y analisis no lineal basado en el modelo de Duffing

para vibraciones auto-inducidas.

3.4.2. Identificacion de no linealidad en las vibraciones auto-inducidas.

Las vibraciones auto-inducidas son sefiales complejas con componentes
armonicos lineales y no lineales; es por ello que los métodos de analisis espectral
no son suficientes para mostrar comportamientos transitorios y no lineales. Esto
ha motivado el uso de técnicas modernas basadas en andlisis no lineal como la
transformada de ondeletas o wavelets (Yoon y Chin, 2005; Gonzalez-Brambila et
al., 2006), y recientemente el uso de técnicas de analisis fractal, como el analisis

R/S (Vela-Martinez et al.,, 2008c). Como resultado, se obtiene una mayor
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sensibilidad con la identificacién de comportamientos transitorios y no lineales por

medio de varios parametros.

3.4.3. Andlisis fractal R/S.

El analisis R/S es un método estadistico del analisis fractal, empleado para
detectar la presencia de correlaciones de rango largo en datos historicos o
secuencias de tiempo. El método, propuesto por Hurst (1965), esta orientado a
descubrir la presencia o ausencia de estructuras de correlacion en series de
tiempo. El objetivo es estimar un exponente de escalamiento fractal, conocido
como exponente de Hurst, sobre un cierto rango de escalas de tiempo. Este
analisis compara la correlacion en series de tiempo medida a diferentes escalas
de tiempo. Si existe correlacion, entonces la dinamica de escalas de tiempo corto
estan relacionadas con aquéllas escalas de tiempo mas largo. Las técnicas
modernas para estimar el exponente de Hurst estan basadas en matematicas
fractales aplicadas a una gran diversidad de datos, incluyendo modelado de
presas (Feder, 1988), mercados y datos financieros (Peters, 1996; Qian y

Rasheed, 2004; Alvarez-Ramirez, 2002; Alvarez-Ramirez et al. 2002), entre otros.

La importancia de detectar correlaciones en series de tiempo radica en el
hecho de que éstas pueden indicar la presencia de mecanismos deterministicos

gue controlen la dindmica de procesos basicamente estocasticos.

Estimacidn del exponente de Hurst

Dada una serie de datos, el andlisis R/S se basa en dos factores: el rango
R, el cual es la diferencia entre los valores minimo y maximo acumulados, y la
desviacion estandar S, sobre una longitud de datos dentro del registro completo.
Hurst (1965) encontré que la relacion R/S de una gran cantidad de fenbmenos

fisicos, obedecia a la siguiente relacion empirica:
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%:(%TJH (3.49)

donde T es la longitud de tiempo (span time) o escala de tiempo, y H es el
exponente de Hurst. Enseguida se describe el algoritmo basico para estimar el
exponente de Hurst de una serie en el tiempo X = Xi, X», ..., X, con una escala de

tiempo T < n (Qian y Rasheed, 2004), el cual también se ilustra en la Figura 3.3a:

a) Calcular el valor medio de los datos

n

x=1¥"x
x-njzzllxJ (3.50)

b) Calcular las desviaciones para un conjunto de datos con tamafio T < n, con

respecto la media

Yi=Xi-X j=12,..,1 (3.51)

Z, =ZYJ- (3.52)

d) Calcular el rango R
Rt = max {Zt} — min {Zt} (3.53)

e) Calcular la desviacion estandar S:

N

T 2
s, =[Tiz[xj -] } (3.54)
j=1
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donde u es el valor medio de X; a X;.

f) Calcular el rango re-escalado (R/S); de la serie como in promedio de la razén
R/S para multiples regiones. La escala de tiempo T se separa en regiones
mediante un proceso de biparticiones subsecuente. La razén R/S se calcula
primero para el conjunto completo de datos dentro de la escala de tiempo 1, al
cual se conoce como RS,. Posteriormente, el conjunto de datos se divide a la
mitad y se calcula la razén R/S para cada una de las mitades, llamadas
regiones; esos dos valores se promedian para obtener la razén RS;. Este
proceso continta dividiendo cada una de las regiones previas y calculando las
razones correspondientes RS,, RS3, etc. para cada nivel de division. El proceso
se detiene cuando las regiones son demasiado pequefias, de manera que se

deben evitar tamarfios de datos menores a diez.

g) Estimar el exponente de Hurst. Con el proceso descrito en el inciso anterior se
crea un vector de puntos (log x, log y), donde log x es el logaritmo del tamafio
de la region de datos y log y es el logaritmo del valor RS;, siendo irrelevante la
base del logaritmo usado. Entonces, el exponente de Hurst es la pendiente de
la linea ajustada, como se ilustra en la Figura 3.3b, la cual se puede obtener

mediante un ajuste de minimos cuadrados.

RSq0 R/S prom o

RS1o RS R/S prom 4

RSQQ R521 RSQQ R323 RIS pl’0m 2

(@)

RSw | RSs | RSsz | RSss | RSss | RSss | RSse | RSy | RIS Proms

R/S prom ,

RSwo ... RSn3 es RS, 2402 RSh 2401
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Log RS

(b)

Log n
Figura 3.3: Algoritmo para la estimacion del exponente de Hurst: a) Proceso de
subdivision de los datos, b) Ajuste de la curva log x- log y.

Con el objetivo de obtener mayor detalle en el andlisis presentado en esta
investigacion, el algoritmo basico descrito arriba se modifica de la siguiente
manera. El registro completo de datos se divide en cajas de tamafio m, tal que T <
m < n; el andlisis comienza con los primeros datos originales y se estima el
exponente de Hurst correspondiente; posteriormente, la caja se desplaza a lo
largo de la serie sobre una escala de tiempo, sin traslape. Este proceso se repite
dentro del registro completo de datos, de esta manera se obtiene un exponente de

Hurst paca cada caja de datos.

Los valores del exponente de Hurst varian entre 0 y 1, y su valor es una
medida de la predecibilidad de la serie. Un valor de 0.5 indica ausencia de
correlacion entre algun dato y otro dato, ya sea futuro o precedente, por lo tanto el
comportamiento es completamente impredecible y se puede asociar con un
proceso completamente aleatorio. Un valor del exponente de Hurst entre 0.5y 1
indica un comportamiento persistente o de autocorrelacion positiva, donde la serie
muestra tendencia, lo cual significa que si hay un incremento en los pasos previo y
actual, probablemente habra un incremento del paso actual al siguiente. Lo mismo
aplica para datos decrecientes. Un valor del exponente de Hurst entre 0 y 0.5
corresponde a una serie con comportamiento anti-persistente o de correlacién
negativa; es decir, un incremento sera seguido por un decremento y viceversa. En
el limite, cuando H se aproxima a cero, el comportamiento es totalmente
predecible y parece periddico.
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3.4.4. Seiales de audio de un proceso de fresado

Se realizaron pruebas de fresado con una maquina fresadora CNC
modelo 1259C Arrow marca CINCINNATI con motor de 12 kW, un cortador recto
de 4 filos de 12.7 mm x 25.4 mm, y un bloque de Aluminio 6061 de 50.8 mm x
203.2 mm x 304.8 mm sujetado por una prensa sobre la mesa de trabajo. Primero
se obtuvieron experimentalmente los parametros modales del sistema con una
prueba de impacto, como se ilustra en la Figura 3.4. Para esto se empled un
acelerometro compacto biaxial ADXL311 de Analog Devices, colocado en la punta
de la herramienta de corte, y un martillo instrumentado 9724 marca Kistler con el
cual se golped el extremo de la herramienta de corte, en la direccion del
acelerometro. Ambas sefiales se pasaron por un filtro anti-alias y se muestrearon
a una razon de 16 384 muestras por segundo con una tarjeta de adquisicion 200
ks/s DAQ6024E de National Instruments, la cual se conecté a una computadora
portatil 3.3 GHz Satellite A75 marca Toshiba.

Husillo
de
fresadora

Martillo F(s) G(s)

9724225 mVIN 12 bits 200 ks/s M
| DAQ FFT ® =rg _L

instrumentado  DAQCATrd-6024E i 774\747
Mﬁj

acelerémetro

biaxial

ADXL311
+2g, 172 mV/g X(s) H(s)

Filtro Filtro

antialias antiaias
x(t) F(t) UW\/\/U oLk

*%%WF Diagrama de estabilidad

Figura 3.4: Esquema de la prueba de impacto para determinar los parametros
modales en un proceso de maquinado (torneado o fresado).
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Con el objetivo de detectar el comportamiento de histéresis en la funcién de
respuesta a la frecuencia, también conocido como fenbmeno de salto, se realiz6
un total de 6 experimentos a profundidades de corte de 1, 2 y 5 mm, barriendo la
velocidad del husillo hacia delante y hacia atras, entre 1 500 y 2 700 rpm, con
pasos de 100 rpm, como se indica en la Figura 3.5. Cada velocidad de husillo se
mantuvo constante durante 25 mm con un avance de 300 mm/min. Se registraron
sefiales de audio en cada proceso de corte, las cuales se muestrearon a una
razon de 5 000 muestras por segundo y se grabaron como sonido por medio de
un micréfono unidireccional DM-20SL conectado a la entrada de audio de la

computadora portatil.

herramienta descenso de
de corte velocidad

micréfono

Figura 3.5: Arreglo experimental para medicion del fendmeno de salto con sefiales
de audio en un proceso de fresado.

Es importante mencionar que el rango de velocidad se seleccion6 una vez
gue se construyd el diagrama de estabilidad a partir de los parametros modales

obtenidos con la prueba de impacto, lo cual se discute en el siguiente capitulo.

3.4.5. Sefales de aceleracion en un proceso de torneado

Se realizaron pruebas con barras de acero inoxidable AISI 304 ¢19.05 mm

por 130 mm de longitud montada en un centro de torneado CNC HAWK modelo
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TC-200 11 KW@5000 RPM, de CINCINNATI MILACRON. Se utilizé un inserto de
carburo VNMG 332 IC 3028 marca ISCAR sobre un portaherramientas MVJNL
16-3D marca tmx-PAFANA. Primero se obtuvieron los parametros modales con el
mismo procedimiento descrito en la Seccion 3.4.4, pero en este caso el
acelerbmetro se coloco en el extremo contrario a la sujecion de la barra de acero,
donde también se dio el impacto con el matrtillo instrumentado, como se ilustra en

la misma Figura 3.4.

Posterior a la prueba de impacto, se realiz6 un analisis de estabilidad del
proceso para identificar las velocidades y profundidades criticas del proceso. Con
esta informacion disponible se planed realizar un total de 10 experimentos, en 10
barras distintas, con una misma profundidad de corte de 2 mm y velocidades del
husillo entre 450 y 900 rpm, con pasos de 50 rpm, como se indica en el Cuadro
3.1.

Cuadro 3.2: Condiciones de velocidad en experimentos de torneado a una
profundidad de corte constante de 2 mm y avance de 0.15 mm/rev

Experimento | Velocidad de husillo, | Frecuencia de excitacion,
rpm Hz
1 450 7.5
2 500 8.33
3 550 9.17
4 600 10
5 650 10.83
6 700 11.67
7 750 12.5
8 800 13.33
9 850 14.17
10 900 15

Cada velocidad de husillo se mantuvo constante durante 7 mm con un
avance de 0.15 mm/rev. Se registraron sefiales de aceleracion en cada proceso
de corte mediante un acelerometro ADXL311 marca Analog Devices, las cuales se
muestrearon a una razon de 10 000 muestras por segundo mediante una tarjeta
de adquisicion 200 ks/s DAQ6024E de National Instruments, conectada a una

computadora portéatil 3.3 GHz Satellite A75 marca Toshiba. En la Figura 3.6 se
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muestra un arreglo del experimento descrito, donde se aprecia la barra de acero
sujeta al husillo del torno y el portaherramientas instrumentado con el

acelerometro.

(@)

(b)

Figura 3.6: a) Arreglo experimental para la deteccion de vibraciones auto-
inducidas con sefales de aceleracion en un proceso de torneado, b)
Portaherramientas instrumentado con acelerometro.
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3.5. ANALISIS MODAL EXPERIMENTAL

Para la validacion experimental de los modelos predictivos de vibraciones
auto-inducidas, es necesario caracterizar la naturaleza vibratoria del sistema
dinamico, compuesto por la maquina-herramienta, la herramienta de corte y la
pieza de trabajo (Altintas, 2000). De acuerdo con los modelos dinAmicos que se
han planteado para el analisis de las vibraciones auto-inducidas, la respuesta
dindmica del sistema queda definida por los parametros modales, tales como:
masa, razon de amortiguamiento y rigidez. En esta investigacion se emple6 una
técnica de analisis modal experimental, conocida como prueba de impacto, para la
obtencién de los parametros modales de un sistema de maquinado, con los

cuales se caracterizaron los modelos predictivos utilizados en esta investigacion

La prueba de impacto consiste en excitar la estructura mediante un martillo
instrumentado y medir la respuesta de la vibracion, ya sea con un transductor de
desplazamientos o aceleraciones. Ambas sefales, la excitacion y la respuesta, se
transforman del dominio del tiempo al dominio de la frecuencia mediante un
proceso de conversion analogo-digital. Posteriormente se calcula la funcion de
transferencia estructural como la razén de la respuesta y la excitacion en el
dominio de la frecuencia, a partir de las cual se pueden obtener los parametros

modales de cada modo de vibrar mediante funciones de analisis espectral.

En el Apéndice A.3 de este documento se describe con méas detalle el
algoritmo para la obtencién de los parametros modales de un sistema estructural,
con un enfoque hacia el analisis modal experimental de maquinas-herramienta.
Este mismo algoritmo se implementd para desarrollar un analizador de
vibraciones, utilizado para analizar los resultados experimentales de esta

investigacion. El analizador de vibraciones se describe en el Apéndice A.4.
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CAPITULO 4: RESULTADOS Y DISCUSION

4.1. ANALISIS DE MOVIMIENTO RELATIVO CON MODELO ACOPLADO

En esta Seccidbn se presentan los resultados del modelo acoplado
desarrollado en la Seccion 3.1 Se analizo el efecto de diferentes condiciones
dindmicas en la herramienta de corte y la pieza de trabajo, sobre la estabilidad del
proceso de torneado. Las curvas de estabilidad se construyeron con el modelo
convencional de un grado de libertad (Chen y Tsao, 2006) y el modelo acoplado
con las ecuaciones (3.11) y (3.14). Las condiciones dinamicas evaluadas estan

descritas en el Cuadro 3.1, el cual se repite en esta Seccidn para fines practicos.

Cuadro 3.1 (Rep.): Caracteristicas dinamicas y condiciones de corte para
evaluar la estabilidad en un proceso de torneado.

Herramienta de corte Pieza de trabajo
m =50 kg E =180 x 10"9 N/m”2
Parametros c =2 x10"3 kg/s p = 7600 kg/m”3
fisicos (Cheny C =2000 x 10"6 N/m”2, 6 = 70° L1=0.500 m D1 =0.120 m
Tsao, 2006) fo = 0.1 mm/rev, _ _
K: = 684 X 10°6 N/m~2 L, = 0.250 m D, =0.070 m
Caracteristicas Condicién Condicién Condicién Condicion Condicion Condicion Condicion
dindmicas No. 1 No. 2 No. 3 No. 1 No. 2 No. 3 No. 4
(L1, D1) (L1, D2) (L2, Dy) (L2, D2)
K x 1076, N/m 20 7.465 385 43.972 5.092 351.778 40.732
wh , Hz 100.66 185 140 326.71 190.58 1306.82 762.31
14 0.032 0.032 0.032 0.025 0.025 0.025 0.025

El efecto del acoplamiento entre la herramienta de corte y la pieza de
trabajo en la estabilidad de un proceso de torneado se muestra en la Figura 4.1.
Se presenta una comparacion entre diagramas de estabilidad utilizando la
herramienta de corte y la pieza de trabajo, ambas en las condiciones No. 1
respectivas (En lo subsiguiente la combinacion de condiciones dinamicas se
denotara como (m, n), donde m es la condiciébn de la herramienta y n es la
condicion de la pieza). La linea sdlida representa la estabilidad del caso acoplado
en términos del movimiento relativo entre la herramienta de corte y la pieza de

trabajo; mientras que la linea interrumpida representa la estabilidad de un modelo
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de un grado de libertad en el cual se ignoraron las vibraciones en la herramienta

de corte.

35 T T T T T T T T T T

30

25

20

15

10

Profundidad de corte, b (mm)

0 2 4 B g 10 12 14 16 18 20
Velocidad de husillo, N x 10° (rpm)
Figura 4.1: Comparacion de la estabilidad de un modelo de un grado de
libertad (linea interrumpida) y el modelo acoplado (linea sélida) con una
combinacion (1, 1).

Los resultados muestran una buena correspondencia en la prediccion de la
profundidad de corte incondicionalmente estable, en el fondo de cada I6bulo. Los
limites de estabilidad de ambos modelos también se asemejan a bajas
velocidades de husillo. Sin embargo, el modelo acoplado predice una region
estable mas grande en la parte izquierda de cada I6bulo, a medida que la
velocidad aumenta; mientras que en la parte derecha de cada I6bulo se predice
un limite de estabilidad ligeramente mas bajo. Este comportamiento se explica por
el hecho de que la flexibilidad de la herramienta de corte simula un proceso de
corte con mayor amortiguamiento, de manera que las vibraciones auto-inducidas

se eliminan para cortes profundos.

El efecto de diferentes condiciones dinamicas de la herramienta de corte se

muestra en la Figura 4.2. La estabilidad de la herramienta de corte en la condicién
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No. 1 con la pieza de trabajo en la condicibn No. 2 (linea interrumpida) se
compara con la correspondiente a una herramienta de corte mas flexible en la
condicion No.2 y la misma pieza de trabajo en la condicién No. 2 (linea soélida).
Como se puede ver, una herramienta de corte flexible reduce los limites de
estabilidad, principalmente en la parte derecha de cada Iébulo de estabilidad, y

sobre todo para cortes profundos.

'4 T T T T T T T T T T

A
36k A
1

2.5

Profundidad de corte, b (mm)

=
iy ]
T

Velocidad de husillo, N x 10° (rpm)

Figura 4.2: Efecto de una herramienta de corte con baja rigidez. La linea
interrumpida representa la estabilidad del modelo acoplado con la combinacion (1,
2), mientras que la linea sélida simboliza la estabilidad del modelo acoplado con
combinacion (2, 2).

El efecto de la razoén de amortiguamiento en la herramienta de corte es tal
gue un aumento en ésta mejora notablemente la estabilidad del sistema. Este
efecto se vuelve mas evidente cuando la flexibilidad de la herramienta de corte es
baja; de otro modo, la mejora no es significativa, como se muestra en la Figura
4.3. Aqui se compar6 la estabilidad de una herramienta de corte flexible en la
condicion No. 2 (linea interrumpida) y la pieza de trabajo también en la condicién
No. 2, con la estabilidad de un problema en condiciones similares, excepto por

una razon de amortiguamiento mas alta en la herramienta de corte (linea sélida).
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La profundidad de corte incondicionalmente inestable aumento significativamente,
asi como la parte derecha de cada lobulo. Este resultado se puede ser util en el
disefio de absorbedores de vibracion pasivos, con los cuales se aumenta la razén

de amortiguamiento en las herramientas de corte.

Profundidad de corte, b (mm)

0 e 1 1 1 1 1 L
2 25 3 35 4 4.5 5

Velocidad de husillo, N x 10° (rpm)

Figura 4.3: Efecto de la razon de amortiguamiento en la herramienta de corte. La
linea interrumpida simboliza la estabilidad del modelo acoplado con la
combinacién (2, 2). En la linea sélida se representa el efecto cuando &; = 0.1.

Por otro lado, también se analiz6 el efecto de alta rigidez en la herramienta
de corte. En este caso, la estabilidad de la herramienta de corte en la condicion
No. 1 y la pieza de trabajo en la condicibn No. 2, representada por la linea
interrumpida, se comparé con la estabilidad de una herramienta de corte mas
rigida en la condicion No. 3 y la misma pieza de trabajo, representada por la linea
sélida. De las Figuras 4.4a y 4.4b, se aprecia que la mejora en estabilidad no es

significativa aunque se utilice una herramienta de corte mas rigida.

Se recomienda la validacion experimental de este modelo, puesto que es
interesante confirmar la region de mayor estabilidad en la parte izquierda de cada

[6bulo, asi como el efecto de las caracteristicas dinamicas en la herramienta de
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corte. El modelo propuesto es apto para analizar las vibraciones auto-inducidas en
la direccion de avance en el proceso de torneado; sin embargo, los criterios de
modelacion empleados en el desarrollo de la solucion se pueden extender a la
direccibn de corte para obtener un modelo mas completo que incluya el

acoplamiento modal.
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Figura 4.4: Efecto de una alta rigidez en la herramienta de corte. a) La linea
interrumpida representa la estabilidad del modelo acoplado con combinacién (1,
2), mientras que la linea sélida simboliza la estabilidad del modelo acoplado con

(3, 2). b) Acercamiento para apreciar la escasa diferencia entre las curvas de

estabilidad.
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4.2. ANALISIS DE PERTURBACION DE MODELO DEBILMENTE NO LINEAL

Se utilizé el método de escalas mdltiples para construir una solucion
aproximada de un oscilador débilmente no lineal con término cuadraticos y
cubicos tanto en la rigidez estructural como en la funcién de fuerza de corte
regenerativa. Este modelo se emple6 para representar el fendbmeno de las
vibraciones auto-inducidas en el proceso de maquinado. Se analiz6 la pérdida de
estabilidad del sistema debido a bifurcaciones subcriticas Hopf mediante el
estudio de los eigenvalores del modelo en su forma normal. Ademas, se
investigaron comportamientos no lineales tales como ciclos limite y el fenomeno
de salto, por medio de la solucién aproximada en el dominio del tiempo, la funcién

de respuesta a la frecuencia, diagramas de bifurcacion y espacios de fase.

En el analisis numérico del modelo, se tomaron los siguientes parametros

del trabajo de Hanna y Tobias (1974): w, = 173.25 Hz, { = 0.033, B, =18 870 w,”

2
1/m-s"2, B, =410 x 1076 % 1/(m-s)*2, y k = 327.893 x 10”6 N/m. Por otro lado,
los términos no lineales regenerativos para la fuerza de corte,a,_;, se

determinaron numéricamente de acuerdo con la expansion de la ecuacion (3.17).
Aqui es importante destacar que el signo del término regenerativo de tipo cubico,

0, es positivo; en contraste con el signo negativo empleado por Hanna y Tobias

(1974). Ademas, se consideraron los siguientes parametros de corte: K = 1000 x
10" N/m”2y h, = 0.1 x 10"-3 m/rev.

Como una primera aproximacion al analisis de estabilidad del sistema, se
determinaron las condiciones de estabilidad lineal. Las ecuaciones (3.27) y (3.28)
se sustituyeron en la ecuacion (3.24) para obtener una ecuacion compleja de
primer orden. Separando sus partes real e imaginaria, se derivaron dos
ecuaciones con las cuales se construyeron los l6bulos de estabilidad en términos

de la profundidad de corte critica y la velocidad del husillo. Como resultado, se
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construyé el diagrama de estabilidad de la Figura 4.5 con las siguientes

ecuaciones:
2 2
0. -w
r=-2 | nmetan | Lo T% (4.1)
W, 2w, W,
y
2 _ .2
by = e (4.2)

) Kh, 4 a,(L1-cosw,1)

donde 1T =60/(21Q)es el retraso en el tiempo en funcién de la velocidad del

husillo, Q; mientras que n es un nimero entero que representa la multiplicidad 1
de la funcion tangente, la cual se asocia con las soluciones multiples del sistema,

dado origen a multiples I6bulos de estabilidad.

Con un andlisis més profundo de las ecuaciones (4.1) y (4.2) se encuentran

las condiciones de un proceso incondicionalmente estable, de manera que la
profundidad de corte minima se obtiene cuando «.T=3M/2, con la siguiente

ecuacion:

_ Zzwnwc

b . =
e alKho% /m

(4.3)

Por consiguiente, las condiciones minimas de estabilidad se determinan
de la dinamica del sistema y los coeficientes de corte. Con los parametros
establecidos al inicio de esta seccion, la profundidad de corte incondicionalmente
estable es 2.89 mm, como se aprecia en la Figura 4.5. Ademas, puesto que el
criterio empleado para construir el diagrama de estabilidad linealizado es que el
sistema tiene raices puramente imaginarias, la pérdida de estabilidad se atribuye

a bifurcaciones subcriticas Hopf, como se confirmard mas adelante.
119



16 . . .

14
12

10r

Profundidad de corte, mm

[}] = [=2]
T

o

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
Velocidad de husillo, rpm

Figura 4.5: Diagrama de estabilidad lineal del proceso de torneado.

En la Figura 4.6 se muestran diagramas de bifurcacion de la Ecuacion
(3.40), bajo condiciones de estabilidad limitada en a) 1800 rpm y b) 2250 rpm. El
proceso a 1800 rpm muestra una amplitud creciente hacia un atractor distante
localizado a una profundidad de corte de 25.5 mm y una amplitud de movimiento
de 1.91 mm; ona vez que se alcanza este punto, la amplitud cae drasticamente
aun cuando la profundidad de corte sigue aumentando. Es importante destacar
que este comportamiento es soélo tedrico, puesto que esas amplitudes de
movimiento son fisicamente inalcanzables sin que haya pérdida de contacto entre
la pieza de trabajo y la herramienta de corte; sin embargo, se verifica la presencia
de dicho atractor distante. El proceso a 2250 rpm se comporta de manera
diferente. Aunque la amplitud del movimiento no es mayor de 0.16 mm, con una
profundidad de corte de 20.5 mm, esto causa una superficie altamente rugosa en
la pieza de trabajo. Una vez que la amplitud alcanza un valor maximo, ésta
decrece hasta un valor minimo de 0.05 mm con una profundidad de corte de 65
mm, para posteriormente crecer exponencialmente a medida que la profundidad
de corte aumenta, como se muestra en la Figura 4.6¢. Otra vez, esta condicion es
fisicamente inalcanzable, pero confirma la presencia de un ciclo limite inestable
en la region. Amplitudes de movimiento menores a 0.05 mm son tolerables para

un buen acabado superficial, lo cual corresponde a valores de profundidad de
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corte menores a 3 mm alrededor de la parte mas baja de los I6bulos de
estabilidad.
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Figura 4.6: Diagramas de bifurcacion de la amplitud de movimiento con respecto a
la profundidad de corte con velocidades de husillo de a) 1800 rpm y 40 mm, b)
2250 rpm y 40 mm, y ¢) 2250 rpm y 150 mm.
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El analisis de los eigenvalores del sistema en la forma normal de las
Ecuaciones (3.38) y (3.39) permite encontrar los limites de estabilidad debido a
bifurcaciones subcriticas Hopf. Los eigenvalores se calcularon para rangos de
profundidad de corte y velocidad de husillo desde 0 a 16 mm y desde 0 a 4000
rpm, respectivamente. La Figura 4.7a muestra un contorno de eigenvalores con
parte real cercana a cero por el lado izquierdo, a un valor de -5 x 10 ~-15, donde
se aprecia buena semejanza con el diagrama de estabilidad de la Figura 4.5,
excepto por el hecho de que los I6bulos de los eigenvalores no se cruzan en la
parte superior para cerrar la frontera de estabilidad. Si se extiende el analisis de
eigenvalores para profundidades de corte tan altas como 100 mm, aparece una
nueva serie de I6bulos en la parte superior, como se muestra en la Figura 4.7b. La
serie inferior de I6bulos esta dominada por el término cubico estructural, de
manera que un valor muy alto de (B, aumenta la rigidez del sistema y, por
consecuencia, la profundidad de corte incondicionalmente estable. Por otro lado,
la serie superior de l6bulos depende del término cuadratico ;, y representa los
atractores distantes que aparecen en los diagramas de bifurcacion de las Figuras
4.6a y 4.6¢. Esto confirma que el sistema presenta una bifurcacion a 1800 rpm y
20 mm, y otra a 2250 rpm y 60 mm. Si el valor del término cuadratico aumenta, los
atractores distantes tienden a acercarse a la serie inferior de |I6bulos al grado de
qgue para valores muy altos del parametro (3, los atractores distantes distorsionan
los l6bulos de estabilidad; mientras que valores muy bajos del término cuadratico
no afectan significativamente los I6bulos inferiores de estabilidad. Por lo tanto,
s6lo el término cubico es capaz de representar el comportamiento no lineal con

buena aproximacion
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Figura 4.7: a) Limites de estabilidad originados por los eigenvalores con parte real
cercana a cero por la izquierda, a un valor de -5 x 107-15. b) Atractores distantes
en el sistema debido al término estructural de tipo cuadratico, representados como
una serie superior de lobulos a altas profundidades de corte.

Uno de los resultados mas interesantes de este analisis se exhibe en las
Figuras 4.8 y 4.9. En la Figura 4.8 se muestra una linea interrumpida sobrepuesta
al diagrama de la Figura 4.7a, la cual representa los eigenvalores con parte real
cercana a cero del lado positivo, a un valor de 5 x 107-15. Esto significa que una

vez que la estabilidad se pierde y la parte real de los eigenvalores se vuelve
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positiva, la profundidad de corte debera ser reducida hasta un valor inferior a
aguél que causo la inestabilidad. Este hecho confirma nuevamente la condicidon
subcritica y la histéresis de la bifurcacion. Como se puede apreciar, el rango de
histéresis es mas amplio a bajas profundidades de corte, lo cual es confirmado
experimentalmente mas adelante. Este resultado puede ser utilizado para

establecer una técnica de restauracion de la estabilidad en procesos de

maquinado.
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Figura 4.8: Histéresis del sistema en el diagrama de estabilidad: a) La linea sélida
representa los limites de estabilidad debido a los eigenvalores con parte real
cercana a cero por el lado negativo, a un valor de -5 x 10"-15; b) La linea
interrumpida corresponde a los eigenvalores con parte real cercana a cero por el
lado positivo, a un valor de 5 x 10"-15.

Por otro lado, dado que la amplitud de la respuesta también se puede
predecir con la Ecuacioén (3.42), se construyé un mapa de amplitudes para rangos
de profundidad de corte y velocidad de husillo desde 0 a 16 mm y 0 a 4000 rpm,
respectivamente. Posteriormente se selecciond un nivel de amplitud similar a la
presentada en el punto de estabilidad critica, en 2250 rpm y 2.89 mm. El resultado
se muestra en la Figura 4.9, donde se presenta una superficie de amplitud de la
respuesta del sistema. En las Figuras 4.9a y b se aprecia que los niveles de
amplitud presentan un comportamiento lobular en tres dimensiones, por lo que la

Figura 4.9c muestra un contorno de la superficie tridimensional con una amplitud
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similar a la que presenta la condicién de estabilidad critica del modelo linealizado ,
en 2250 rpm y 2.89 mm. Es importante destacar la semejanza notoria con la
Figura 4.8, lo cual confirma nuevamente la existencia de histéresis en la amplitud

de la respuesta y su efecto en el diagrama de estabilidad del sistema.
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Figura 4.9: a) Mapa de amplitud de la respuesta; b) Proyeccién del mapa de
amplitud; c) Curva de nivel de amplitud.
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Por otro lado, el fenbmeno de salto en la funcion de respuesta a la
frecuencia, cerca de una bifurcacion subcritica Hopf, queda establecido
claramente con las Ecuaciones (3.40), (3.43) y (3.44). Para esto, se analiza la
amplitud del movimiento en 2250 rpm y 2 mm, cerca de una bifurcacion subcritica
Hopf en la parte inferior del l6bulo de estabilidad. Primero se calculan las
amplitudes de la respuesta con las ecuaciones ya descritas en ausencia de no
linealidades estructurales, es decir, B; = B2 = 0, y con la razén de frecuencias r =
w./w, desde 1 a 1.5. En la Figura 4.10a se aprecia que las tres funciones de
respuesta coinciden perfectamente en cada punto; también se observa simetria
alrededor de un pico resonante en r = 1.33. Sin embargo, cuando se consideran
no linealidades estructurales, la Ecuacién (3.44) genera dos funciones de
respuesta, las cuales reflejan la histéresis que se representa en la Figura 4.10b.
La linea sdlida, en color azul y marcas de signo positivo, representa la amplitud de
la respuesta cuando la razén de frecuencias es barrida hacia delante, es decir, de
1 a 1.5; mientras que la linea interrumpida, en color negro y con marcas de
asterisco, corresponde a la amplitud de la respuesta cuando la razén de
frecuencias es barrida hacia atras, es decir, de 1.5 a 1. En el primer caso, la
amplitud del movimiento aumenta lentamente a medida que la frecuencia
aumenta; repentinamente, la amplitud del movimiento aumenta y posteriormente
decae drasticamente en r = 1.28 para disminuir gradualmente mientras que el
parametro de bifurcacion, r, sigue aumentando. Contrariamente, si el parametro
de bifurcacion se barre hacia atras, la amplitud del movimiento aumenta
lentamente para saltar de manera subita a una amplitud de alto valor en r = 1.24,
entonces decae lentamente del mismo modo que el parametro de bifurcacion.
Esta ausencia de reversibilidad en la respuesta significa la coexistencia de dos
soluciones estables en un rango critico de frecuencias, y es atribuida a la no
linealidad estructural dada por el parametro cubico. Ademds, esto confirma
también que para la eliminacion de vibraciones de gran amplitud, alrededor de
una bifurcacion subcritica Hopf, el parametro de bifurcacién debe disminuir a un

valor inferior del cual provoco la bifurcacion.
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Figura 4.10: Funcion de respuesta a la frecuencia cerca de una bifurcacion
subcritica Hopf, en 2250 rpm y 2 mm. Respuesta a) lineal y b) no lineal.

Finalmente, es importante destacar que el comportamiento no lineal de
histéresis solo se pudo detectar con valores altos de los términos estructurales no
lineales. De acuerdo con los resultados obtenidos, el comportamiento no lineal
estd dominado por el término cubico, puesto que éste presenta pocas variaciones

para diferentes valores del término cuadratico. Sin embargo, valores muy altos de
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éste ultimo produce resultados inesperados. Este analisis se aplicé al estudio del
proceso de torneado con un grado de libertad; sin embargo, el modelo se puede
extender al proceso de fresado de inmersidon completa con un grado de libertad,
despreciando la intermitencia del corte. Para esto es necesario caracterizar las no

linealidades de tipo estructural de la dindmica del sistema.
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4.3. IDENTIFICACION EXPERIMENTAL DE VIBRACIONES AUTO- INDUCIDAS
4.3.1. Identificacion del salto en curvarms

El experimento descrito en la Seccién 3.4.4 se realizé con una maquina
fresadora CNC modelo 1259C Arrow marca CINCINNATI con motor de 12 kW, un
cortador recto de 4 filos de @12.7 mm x 25.4 mm, y un bloque de Aluminio 6061 de
50.8 mm x 203.2 mm x 304.8 mm. Los parametros modales estimados
experimentalmente con la prueba de impacto fueron®: k = 1.3 x 108 N/m, I =
0.73%, y ux, = 335 Hz. Con estos datos, se construyo el diagrama de estabilidad
por medio del modelo lineal de dos grados de libertad para fresado de inmersion
total, bajo la consideracion de que la dinamica en ambas direcciones de la
maquina era similar. Ademas, se utilizaron los siguientes coeficientes de corte
para aluminio: K; = 600 x 10”6 N/m”"2 y K; = 0.3 (Altintas, 2000). En la Figura 4.11a
se muestra el diagrama de estabilidad correspondiente, mientras que en la Figura
4.11b se muestra un acercamiento a la zona de trabajo y se indican los
experimentos que fueron planeados para detectar el comportamiento no lineal y

de histéresis de las vibraciones auto-inducidas en maquinado.

Las pruebas experimentales se establecieron a profundidades de corte de
1 mm, 2 mmy5 mm, las cuales se indican con lineas sélida, interrumpida y
punteada, respectivamente. El sentido de la flecha indica que se hizo una prueba
barriendo la velocidad entre 1500 y 2700 rpm con incrementos de 100 rpm, y otra
prueba variando la velocidad entre 2700 y 1500 rpm con decrementos de 100
rom. De acuerdo con la Figura 4.11b, la prueba a 1 mm representa un proceso
incondicionalmente estable. La prueba a 2 mm inicia en una condicion inestable
para estabilizarse momentaneamente y volver a perder la estabilidad entre 1 850 y
2150 rpm; después de esto, la prueba permanece en un régimen estable.

Asimismo, la prueba a 5 mm empieza en una condicién inestable, pero el proceso

*En el Apéndice A.3 de este documento se describe la prueba de impacto como técnica de analisis
modal experimental para obtener los parametros modales de un sistema de maquina-hetramienta.
129



alcanza la estabilidad entre 1600 y 1800 rpm; después, ésta se pierde entre 1800
y 2300 rpm y se vuelve a alcanzar entre 2300 y 2700 rpm. Al final de la prueba, la
estabilidad se pierde nuevamente justo en 2700 rpm.
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Figura 4.11: a) Diagrama de estabilidad para el proceso de fresado; b)
Localizacion de las pruebas experimentales a profundidades de corte de 1 (O ), 2
(---)y5(-.-.-) mm.

En las Figuras 4.12 y 4.13 se muestran los registros de sonido durante las
pruebas a 1, 2 y 5 mm de profundidad de corte, con velocidad de husillo creciente

y decreciente, entre 1500 y 2700 rpm, respectivamente. El tamafio de los registros
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fue diferente para cada prueba, las sefiales de baja amplitud en los extremos de
los registros corresponden a sefiales de sonido en ausencia de corte. Se pueden
apreciar cambios drasticos en la amplitud de las sefiales, los cuales corresponden
con los cambios de velocidad del husillo. Ademas, se identifica la presencia de
histéresis en la funcion de respuesta a la frecuencia, principalmente en la prueba
a 5 mm, donde la amplitud de las sefales resultd6 mas grande a velocidad de
husillo descendente, contrario a los resultados de la prueba a velocidad

ascendente.

Posteriormente se construy0 la curva de respuesta a la frecuencia
correspondiente a cada experimento, mediante la amplitud media cuadrética de la
seflal (rms, por sus siglas en inglés) en bloques de 512 datos. Las curvas
correspondientes a la misma profundidad de corte se superpusieron para reflejar
la histéresis de la respuesta en condiciones de inestabilidad, como se muestra en
la Figura 4.14 para a) 5mm, b) 2mm y c) 1mm de profundidad de corte,
respectivamente. Las lineas sodlidas (color azul) corresponden al barrido
ascendente de velocidad, mientras que las lineas interrumpidas (color rojo)

representan el barrido descendente de velocidad.

Los resultados experimentales de la Figura 4.14 concuerdan con las
predicciones de la curva de estabilidad en la Figura 4.11 en la siguiente forma.
Primero se aprecia que la amplitud de las vibraciones aumento con la profundidad
del corte. El corte a 1 mm de profundidad, Figura 4.14c, muestra una amplitud de
la sefial muy baja pero en general si se aprecia el mismo patron de vibraciones,
principalmente en los extremos del recorrido. Los picos que se presentan a lo
largo de la curva se deben a los cambios de velocidad del husillo. En el corte a 2
mm de profundidad, Figura 4.14b, se aprecia claramente el arranque en
condiciones inestables con una amplitud considerablemente alta; la siguiente zona
de inestabilidad esta definida entre 1900 y 2200 rpm, como se esperaba, aunque
también se aprecian otras dos condiciones de histéresis muy marcadas alrededor

de 1600 y 2600 rpm, respectivamente.
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Figure 4.12: Sefales de audio de pruebas a profundidades de corte de a) 5, b) 2
mm y ¢) 1 mm, con velocidad de husillo ascendente entre 1500 y 2700 rpm.
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Es interesante observar que la amplitud de la vibracion es mayor en el
recorrido descendente, lo cual representa una suavizacion de la rigidez del
sistema. Finalmente, en la Figura 4.14a se muestran los resultados en el corte con
5 mm; se identifican cuatro zonas de histéresis, lo cual coincide con los cuatro
puntos de inestabilidad de la curva mostrada en la Figura 4.11b, pero el fenémeno
de salto con endurecimiento de la rigidez se muestra claramente en los cuatro
puntos de inestabilidad, aunque es mas claro el que se presenta entre 2200 y

2400 rpm, en condiciones de inestabilidad severa.
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Figura 4.14: Funcion de respuesta a la frecuencia rms a profundidades de corte
de a) 5 mm, b) 2 mm y c) 1 mm, con velocidad de husillo ascendente (linea solida)
y descendente (linea interrumpida).

En la Figura 4.15 se muestra con mas detalle el comportamiento de
histéresis en las condiciones de pérdida de estabilidad para las pruebas
experimentales con 2 mm y 5 mm de profundidad de corte. La curva de amplitud

rms se construyo con bloques de 3072 datos.
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Figura 4.15: Histéresis en condiciones de inestabilidad con velocidad de husillo
ascendente (linea sélida) y descendente (linea interrumpida). Profundidad de
corte de @) 5 mmy b) 2 mm.

En la Figura 4.16a se presenta la pieza de trabajo con seis detalles a
diferentes condiciones de corte. En profundidades de 1 mm se aprecia un
acabado superficial bueno, tanto en velocidad ascendente como en velocidad
descendente. En la profundidad de 2 mm se aprecia una rugosidad ligera entre
1800 y 2000 rpm (Figura 4.16b). En la Figura 4.16c se aprecian huellas
importantes de vibracién en las paredes de la ranura casi en toda su longitud,
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correspondientes a un corte de 5 mm con velocidad ascendente; incluso se
aprecia una zona de atascamiento de la herramienta correspondiente a una
velocidad entre 2000 y 2100 rpm. Las condiciones mas severas se presentan en
el corte a 5 mm con velocidad descendente, desde el inicio del corte (Figura
4.16d) y a lo largo del mismo (Figura 4.16e€). Esta evidencia experimental también

coincide con las amplitudes de vibracion registradas en la Figura 4.13a.

(d)

Figura 4.16: Evidencia experimental: a) Pieza de trabajo con seis experimentos de

corte; b) Presencia de vibraciones de baja amplitud entre 1800 y 2000 rpm con 2

mm de corte; c) Atascamiento de la herramienta de corte en 5mm y 2100 rpm; d)
y e) Vibraciones severas con 5 mm de corte y velocidad descendente.
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4.3.2. Identificacion de frecuencias de auto-induccién

Un andlisis mas detallado de los resultados obtenidos alrededor de la
inestabilidad del corte con 5 mm permite entender parte de la naturaleza del
fenbmeno. La velocidad de 2000 rpm en el husillo representa una frecuencia de
33.33 Hz, por lo que la frecuencia de le herramienta es de 133.33 Hz, cuatro
veces mayor por el nimero de filos cortantes. Esto significa que es posible que el
tercer armédnico de la frecuencia de la herramienta sea quien excita al sistema con
una frecuencia de 400 Hz, que es un 16% mas que la frecuencia natural. Sin
embargo, en la Figura 4.11b se aprecia que el rango inestable se encuentra entre
1800 y 2300 rpm, para los cuales el tercer armonico de la herramienta tiene una
frecuencia de 360 y 460 Hz, respectivamente. En el primer caso es claro que el
sistema estda en una condicidbn cercana a la resonancia, mientras que en el
segundo caso la frecuencia de excitacidbn estd muy alejada de la frecuencia
natural. Considerando que la vibracion puede ser causada por el segundo
armoénico combinado con la frecuencia del husillo, resulta una frecuencia de 345
Hz, muy cercana a la frecuencia natural. Esto explica la presencia de mayor
energia de la vibracidén en estas condiciones. Por el contrario, el tercer arménico
de la frecuencia de la herramienta a 2200 rpm es de 440 Hz, mientras que la
combinacién del segundo arménico con la frecuencia del husillo es de 330 Hz. En
el primer caso, la frecuencia esta muy alejada de la condicion de resonancia, y en
el segundo caso, el sistema no alcanza la condicién resonante. Esto explica la
presencia de vibraciones de baja amplitud en estas condiciones, reflejado en la

curva 4.14a.

4.3.3. Andlisis de ondeletas

El andlisis de las sefiales obtenidas en los experimentos anteriores requiere
de herramientas mas sofisticadas que el analisis espectral, puesto que las

condiciones de operacion cambian con el tiempo, lo cual no es posible detectar
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con el andlisis espectral, a menos que se haga un estudio paso a paso a lo largo
de la serie original; pero ademas, los comportamientos transitorios y no lineales no
serian recuperados de manera confiable por lo que ya se ha discutido
anteriormente. Como ejemplo, la prueba de corte con 5 mm de profundidad y
velocidad ascendente entre 1500 y 2700 rpm (Figura 4.12a) presenta las
componentes de frecuencia de la Figura 4.17, de donde es dificil interpretar en
gqué momento se presentan éstas o a qué condiciones de operaciéon

corresponden.
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Figura 4.17: Analisis espectral de la prueba de corte con 5 mm de profundidad y
velocidad ascendente entre 1500 y 2700 rpm.

En cambio, el proceso de descomposicion jerarquica que implica el analisis
de ondeletas permite encontrar informacion mas detallada®. La sefial de audio
para el corte con 5 mm y velocidad ascendente se analiz6 mediante la ondeleta

madre de Daubechies D4 con una descomposicién jerarquica de 6 niveles.

En la Figura 4.18 se muestra la aproximacion Ag y los detalles D;, D2, D3,

.... De. En el eje X se muestra el nUmero de datos del registro original muestreado

“ En el Apéndice A.5 se presenta una descripciéon general de la transformada de ondeletas y sus
ventajas con respecto al analisis espectral mediante FFT.
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a una razéon de 5000 muestras por segundo, mientras que en el eje Y se
representa la magnitud de la sefial capturada con el microfono. Cada detalle
muestra una naturaleza diferente, dada por su magnitud y escala, pero se
demuestra que es posible reconstruir la sefial original Ay a partir de la suma de la
aproximacion Ag y los detalles Dy, Dy, D3, .... Ds.
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Los coeficientes de escala y posicion, a y b, obtenidos en la
descomposicién jerarquica de la sefial original, se pueden representar
graficamente mediante las curvas tiempo-frecuencia de la Figura 4.19. La Figura
4.19a muestra un contorno de la distribucion de energia de la sefial por bandas de
frecuencia mediante la ondeleta madre Paul, mientras que en la Figura 4.19b se
representa la misma informacion en tres dimensiones. Estas curvas se
construyeron con AutoSignal version 1.7 (SeaSolve Software Inc., 1999-2003.
Como se puede apreciar, las frecuencias de mayor energia corresponden a la
frecuencia del paso de la herramienta, la cual varia entre 100 y 180 Hz
(recordando que la herramienta de corte cuenta con cuatro filos).

400
350
300
N
I
5 250
% 00
@) 2150
LC
100
Tiempo, s
1.25
1
0
3 075 I
5 05 22800 z
40
(b) = 0.25 200

O
™

S o
ARSI

{QO =) 0
b ﬁb
Tien PO, s

Figura 4.19: Analisis de ondeletas para la prueba de fresado con profundidad de
corte de 5 mm y velocidad ascendente, entre 1500 y 2700 rpm; a) Contorno y b)
Curva tiempo-frecuencia en tres dimensiones.
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Los resultados del andlisis de ondeletas coinciden con los resultados
mostrados en las Figuras 4.11 y 4.14. Las zonas de mayor energia se presentan
cuando las condiciones de proceso coinciden con el borde de estabilidad critica
de la Figura 4.11 y con las amplitudes de vibracion mas altas de la Figura 4.12. La
informacioén adicional del analisis de ondeletas es la identificacién de la frecuencia

que excita al sistema en tales condiciones.

Un resultado interesante es el que se muestra entre 40 y 50 segundos,
donde se aprecia una zona de baja energia correspondiente a una velocidad de
2200 rpm. Este resultado también se aprecia en los registros de sonido y las
curvas rms de las Figuras 4.12a y 4.14a, respectivamente, y significa que
aparentemente existe una zona estable entre la zona inestable sefialada en el

andlisis de estabilidad lineal de la Figura 4.11.

De acuerdo con los resultados obtenidos, los indices de correlacion que se
obtienen en el proceso de descomposicion jerarquica de la sefal original, son
indicadores del comportamiento dinamico de la sefial original. Esto significa que el
analisis es efectivo para la deteccion de las vibraciones auto-inducidas, aunque su
procesamiento es relativamente lento si se pretende usar como herramienta de

monitoreo en linea.

4.3.4. Estimacion del exponente de Hurst con analisis fractal RS

Alterno a los analisis anteriores, se realizd un analisis R/S con base en el
algoritmo descrito en la Seccion 3.4.3, para detectar la naturaleza fractal de las
frecuencias auto-inducidas. Para ello se tomaron las sefales registradas con
audio, pero so6lo de los experimentos con velocidad ascendente, presentadas en

la Seccién 4.3.1.
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El nimero de datos registrados fue de 536000, 354000 y 358000, para
profundidades de corte de 1, 2 y 5 mm, respectivamente. Se seleccioné una
escala de tiempo (span time) de 500 muestras con 3 niveles de division, de
manera que el tamafio de las regiones fue de 500, 250 y 125, respectivamente.
Se obtuvo un total de 700 valores de H para cada serie de tiempo, distribuidas de
acuerdo con la Figura 4.20. En estos resultados se muestra la dinAmica del
exponente de Hurst a lo largo de las tres series de tiempo, cuyos valores varian
entre 0 y 0.5 para los tres registros; la velocidad del husillo en el eje horizontal se
puede calcular como N = 1500 + 1.71b, donde b es el nimero de caja dentro del
conjunto completo de datos, el cual varia entre 1 y 700; de acuerdo a las
condiciones del experimento, se generaron 54 valores de H para cada velocidad

constante.

05 T T T T T T

04
03
(a)

0.2

0.1

Exponente de Hurst, H

0

| | | | | |
0 100 200 300 400 500 600 700
Velocidad de husillo, N (rpm)

05 T T T T T T

(b)

Exponente de Hurst, H

| | | | | |
0 100 200 300 400 500 600 700
Velocidad de husillo, N x 10° (rpm)

143



05 T T T T T T

04

0.3 -

()

0.2 U i

Exponente de Hurst, H

0 100 200 300 200 500 600 700
Velocidad de ﬁusilll('), N x 10° (rpm)

Figura 4.20: Exponente de Hurst para los experimentos de fresado con velocidad

ascendente entre 1500 y 2700 rpm y profundidad de corte de a) 5, b) 2, y ¢) 1 mm.

La Figura 4.21 muestra la distribucion del exponente de Hurst para las tres
series de tiempo por medio de histogramas; el eje horizontal muestra 20
categorias del exponente de Hurst con valores entre 0 y 0.5, mientras que el eje

vertical indica el nUmero de veces que el valor de Hurst cae en esta categoria.
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Figura 4.21: Histogramas del exponente de Hurst para los experimentos de
fresado con velocidad ascendente entre 1500 y 2700 rpm y profundidad de corte
dea)5,b)2,yc)lmm.

A primera vista no se detecta una diferencia significativa entre las series de
tiempo, puesto que las tres series presentan un valor promedio de H alrededor de
0.20. Sin embargo, del andlisis de estabilidad se sabe que las series se tiempo
representan regimenes lineales y no lineales, alternadamente, al menos a
profundidades de corte de 2 y 5 mm; por lo que es necesario un analisis mas

detallado de las series de tiempo.

De la Figura 4.21, se puede ver que el exponente de Hurst para la
muestra experimental de 1 mm de profundidad (Figura 4.21c), varia entre 0.05 y
0.30, con un valor promedio de 0.18. La muestra experimental de 2 mm de
profundidad presenta un valor promedio similar de 0.18; sin embargo, se
presentan valores de H tan altos como 0.40, alrededor de velocidades de husillo
de 1500, 1800, 1900 y 2600 rpm, las cuales representan transiciones a la
inestabilidad, de acuerdo con la Figura 4.11. La muestra experimental de 5 mm de
profundidad muestra cinco zonas con valores altos de H en 1500, 1800, 2100,
2400 y 2700 rpm, las cuales también corresponden a transiciones a la
inestabilidad. Es importante destacar que a la velocidad del husillo de 2000 rpm,
donde se alcanzan las peores condiciones de inestabilidad, el exponente de Hurst
varia entre 0.05 y 0.15. Esto pareciera indicar que las vibraciones en estas
condiciones tienden a ser periédicas y predecibles, aln cuando este

comportamiento es indeseable durante el maquinado. Mas bien se puede decir
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que el exponente de Hurst detecta cambios importantes en la dinamica del
sistema por medio de un valor alto de H; sin embargo, una vez que las
condiciones dindmicas permanecen invariantes, ya sea en una condicion estable

o inestable, el exponente de Hurst desciende.

En la Figura 4.22 se presenta un analisis mas detallado del
comportamiento del exponente de Hurst en condiciones estables y transiciones de
estable a inestable, por medio de histogramas. Se investigaron las siguientes
condiciones: a) 1650 — 1750 rpm, en 1 mm; b) 1850 — 1950 rpm, en 2 mm; ¢)
2400 — 2500 rpm, en 2 mm; y d) 1750 — 1850 rpm, en 5 mm. De acuerdo con los
resultados, la mayoria de las sefiales en condiciones de corte estables (Figuras
4.21 a y c¢) muestran exponente de Hurst entre 0.18 y 0.30; mientras que
transciones de estable a inestable (Figuras 4.21 b y d) muestran valores

adicionales de H mas altos, entre 0.30 y 0.45.
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Se observa un comportamiento anti-persistente en las tres profundidades
de corte, puesto que todos los valores de H son menores a 0.5. Ademas, estos
resultados concuerdan con los resultados experimentales del analisis rms y los
tedricos del analisis predictivo, presentados previamente, puesto que una
condicion de vibracion severa tiende a un comportamiento aleatorio impredecible
(por lo tanto, no correlacionado) con un valor de H cercano a 0.5; mientras que un
proceso estable muestra un comportamiento altamente predecible (regular) con
un valor de H cercano a 0, tendiendo a un comportamiento ciclico. A partir de
estos resultados, se puede establecer que un proceso de maquinado se vuelve

inestable cuando el exponente de Hurst alcanza un valor de 0.30.

En la primera parte de este analisis se usaron series de tiempo
extremadamente largas; sin embargo, en la segunda parte se demuestra que es
posible obtener resultados precisos con tamafos de muestra entre 1000 y 5000
datos, una escala de tiempo del 10% y cuatro niveles de divisién. Por lo tanto, el
meétodo descrito en esta seccion se puede utilizar como una técnica efectiva para
predecir las vibraciones auto-inducidas durante el corte, con la ventaja adicional
de que las sefiales de audio tomadas durante el corte son suficientes para obtener

informacion confiable de la naturaleza del proceso.

4.3.5. Retratos de fase y secciones de Poincaré.

En esta seccidn se presentan los conceptos tedricos de retratos de fase y
mapas de Poincaré para la identificacion experimental de las vibraciones auto-
inducidas en procesos de maquinado. Los retratos de fase describen el
comportamiento complejo de sistemas dindmicos mediante trayectorias en el
plano x-x, donde x representa la posicién y x corresponde a la velocidad del
sistema que se mueve a lo largo de la trayectoria. De esta manera, la naturaleza
de de los ciclos limite o comportamientos espirales reflejan la estabilidad del

sistema dinamico.
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Asi mismo, los mapas o0 secciones de Poincaré representan el
comportamiento de una trayectoria que cruza una superficie perpendicular al flujo
de la misma después de un tiempo, por lo cual, el comportamiento de un punto fijo
a través de dicha superficie también puede reflejar la naturaleza dinamica del

sistema.

El diagrama de estabilidad de la Figura 4.23 representa un proceso de

torneado con las siguientes caracteristicas dinamicas y de proceso: w, = 173.25
2

Hz, (= 0.033, 3, =18 870 conz 1/m-s"2, B, =410 x 106 “  1/(m-s)"2, k = 327.893

x 1076 N/m, K = 1000 x 106 N/m"2y h, = 0.1 x 10"-3 m/rev.

10

Profundidad de corte, mm

1900 1500 2000 2500 3000 3500 4000
Velocidad de husillo, rpm

Figura 4.23: Condiciones de proceso criticas en el diagrama de estabilidad.

De acuerdo con los limites de estabilidad obtenidos en la Figura 4.23, se
identifican las condiciones de proceso particulares descritas en el Cuadro 4.1. En
la Figura 4.24 se muestran la solucion en el dominio del tiempo y su
correspondiente retrato de fase para cada condicién de proceso y se analizan sus

resultados.
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Cuadro 4.1: Caracteristicas dinamicas de los retratos de fase en
condiciones de proceso criticas.

Caso N b Rango o_Ie Rang_o de Frecuencia
No (rom) | (mm) desplaza_mlento veloc[dad (H2)
' relativo relativa
A 2000 2 1.75 3.28 -1.76 1.76 357.14
B 2200 4 -18.8 15.4 -20 20 182.48
C 2300 6 -34.9 25.2 -37 37 186.57
D 2400 4 -15.9 13.3 -16.95 | 17.11 179.86
E 2600 5 8.5 17.8 -10.29 | 10.29 347.22
F 2900 8 -39.2 27.9 -42.59 | 42.59 189.39
G 3000 3.5 -24.3 18.7 -25.3 | 25.59 186.57
H 3200 5 13.9 15.6 -15.2 15.2 352.11
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Figura 4.24: Soluciones en el dominio del tiempo y retratos de fase para las
condiciones de proceso criticas del Cuadro 4.1.
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De acuerdo con los resultados mostrados en la Figura 4.24 y el Cuadro 4.1,
procesos estables, como A, E, y H se caracterizan por una frecuencia de
oscilacion alrededor de 350 Hz, ademas de que la amplitud del movimiento es
siempre positiva; lo cual indica que se genera una superficie con una rugosidad
alrededor de la superficie nominal. Por otro lado, los procesos inestables
presentan una frecuencia de oscilacién alrededor de 180 Hz, la cual es cercana a
la frecuencia natural y por lo tanto indica la presencia de auto-induccion; los
desplazamientos oscilan entre valores negativos y positivos con una magnitud
mayor que en procesos estables, lo cual significa que la rugosidad superficial
resultante estara fuera de especificaciones. Las condiciones mas severas de
vibracion se presentan en las condiciones C y F, las cuales se encuentran en
zonas altamente inestables y se refleja por grandes amplitudes de desplazamiento

y velocidad.

Ahora, las condiciones anteriores se analizan por medio de un mapa de
retorno siguiente, el cual es una extension en el tiempo de la seccién de Poincaré.
La frecuencia de muestreo de la sefial de desplazamientos es la frecuencia de
excitacion, la cual corresponde a la velocidad del husillo. Los resultados se
muestran en la Figura 4.25, donde cada punto indica la posicién de un punto fijo

en cada periodo de rotacion del husillo, para condiciones dinamicas particulares.
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b)

Como se aprecia en la Figura 4.25, el proceso estable de la condicion A, el punto
fijo oscila en un ciclo limite estable regular; mientras que en el proceso inestable
en C, el punto fijo oscila en un ciclo limite cuya amplitud presenta variaciones
relativamente significativas. El caso H muestra un resultado interesante puesto
gue muestra un punto fijo que oscila con diferentes frecuencias. Esto indica que
en esta zona de la curva de estabilidad existe una naturaleza dinamica

caracterizada por movimientos de alta amplitud, tanto de desplazamientos como

de velocidad.
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Figura 4.25: Mapas de retorno siguiente para los casos A, Cy H.




CONCLUSIONES

Una primera hipotesis que se plante6 al inicio de la investigacion fue que la
inestabilidad del proceso de maquinado tenia su origen en el movimiento relativo
entre la herramienta de corte y la pieza de trabajo, mas que por el efecto
regenerativo. Bajo esta consideracion, se desarrolld6 un nuevo modelo analitico
para la prediccion de vibraciones auto-inducidas en torneado, en términos del
acoplamiento entre la herramienta de corte y la pieza de trabajo. En esta
formulacion se tomaron en cuenta las caracteristicas dindmicas de la herramienta
de corte y la pieza de trabajo, con el objetivo de obtener una mejor aproximacion
al comportamiento del fendmeno fisico. Las predicciones analiticas del modelo
propuesto se compararon con soluciones numeéricas reportadas en la literatura. El
modelo acoplado predijo una region de estabilidad mayor que la reportada por un
modelo de un grado de libertad, en el cual se ignoraron las vibraciones de la
herramienta de corte. Se analizé el efecto de diferentes caracteristicas dinamicas
sobre la estabilidad del sistema, tanto en la herramienta de corte como en la
pieza de trabajo. De este andlisis se encontr6 que la estabilidad disminuy6
significativamente cuando ambas partes, la herramienta de corte y la pieza de
trabajo, presentaban caracteristicas dinamicas similares. Ademas, la estabilidad
aumentd notablemente con una alta razén de amortiguamiento en la herramienta
de corte, fundamentalmente cuando la herramienta de corte era de baja rigidez;
de otro modo, la mejora no era significativa. Sin embargo, una herramienta de
corte muy rigida no mejoro la estabilidad de manera significativa. Por lo tanto, este
meétodo es Util para predecir los limites de estabilidad con mayor precision cuando
las caracteristicas dinamicas de la herramienta de corte y la pieza de trabajo son
similares, o cuando se emplean herramientas de corte esbeltas. Ademas, este
método también puede ser Util en el disefio de absorbedores de vibracion pasivos,
mediante la simulacion del efecto de la razon de amortiguamiento en la estabilidad

del proceso de torneado.
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El analisis de movimiento relativo permitié encontrar un modelo acoplado
en el cual se tomaron en cuenta las caracteristicas dinamicas de la herramienta
de corte y la pieza de trabajo. Este analisis demostré la influencia del movimiento
relativo de ambos cuerpos en la estabilidad del sistema, aunque se confirmo al
efecto regenerativo del espesor de la viruta como la fuente primaria de la

inestabilidad, descartando asi la hipotesis propuesta en un inicio.

Con el objetivo de demostrar la hipotesis fundamental de esta
investigacién, y con base en la revision literaria, se seleccion6 el modelo de
Duffing cuyo comportamiento dinamico era afin al reportado experimentalmente,
pero con términos adicionales que incluian términos cuadraticos y cubicos para la
rigidez estructural y las fuerzas de corte regenerativas. El modelo se resolvié con
el método de escalas multiples y se confirmé que las vibraciones auto-inducidas
estaban caracterizadas por comportamientos no lineales como ciclos limite y el
fendbmeno de salto, éste ultimo representado por la histéresis en la amplitud de la
respuesta. Con el analisis de perturbacion se construyé una solucion aproximada
del sistema y se establecieron condiciones de inestabilidad debido a bifurcaciones
subcriticas Hopf, a partir del analisis de los eigenvalores del sistema dinamico en
su forma normal. Una contribucibn importante de este analisis es la
representacion de la histéresis del sistema en las curvas de estabilidad
convencionales, por medio de nuevas curvas intermedias, lo cual puede ser (util
para establecer técnicas de restauracion de la estabilidad. Del analisis de los
términos no lineales, se encontré que el término cubico representé mejor el
comportamiento no lineal del sistema, mientras que el término cuadratico genero
resultados inesperados. Por lo tanto, se concluye que el modelo débilmente no
lineal con un término cubico, es apropiado para representar vibraciones auto-
inducidas en procesos de magquinado. El modelo propuesto se limita al analisis del
proceso de torneado continuo de un grado de libertad; sin embargo, este analisis
se puede extender al proceso de fresado con la caracterizacion de las no

linealidades estructurales.
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Los experimentos realizados fueron planeados para confirmar el
fenbmeno de salto alrededor de la frecuencia natural, o alguno de sus armonicos,
del sistema dindmico. También se confirmo la efectividad de sefiales de audio
tomadas durante el proceso de maquinado para captar informacion confiable
sobre la naturaleza no lineal del fendmeno fisico, lo cual valida su uso como una
herramienta practica para implantar una estrategia de monitoreo y control de
vibraciones. Ademas, la mediciéon de la respuesta dinamica alrededor de una
condicion de alta inestabilidad permitié caracterizar el término cubico, con base
en la solucién aproximada que se construyd mediante el andlisis de perturbacién

del modelo propuesto.

En el andlisis de las sefiales se emplearon técnicas convencionales, como
andlisis espectral (FFT), y técnicas no convencionales, como la transformada de
ondeletas (wavelets) y analisis R/S. El anélisis de ondeletas permitié detectar las
condiciones de inestabilidad mediante diagramas tiempo-frecuencia. Este andlisis
coincidié con las predicciones del analisis lineal pero permitio detectar zonas de
estabilidad dentro de regiones aparentemente inestables. El andlisis R/S se
mostré como una técnica efectiva para detectar el comportamiento no lineal de las
vibraciones en maquinado, con lo cual se confirmo6 la naturaleza fractal de las
vibraciones auto-inducidas. La naturaleza no lineal de las vibraciones se identifico
mediante el exponente de Hurst de las sefales. El andlisis R/S coincidio
perfectamente con los resultados experimentales y tedricos; debido a su relativa
facilidad de implementacion, se puede considerar como una técnica efectiva para

monitoreo de sefiales y deteccion de comportamientos de inestabilidad dinamica.

Finalmente, la hipotesis de la investigacion queddé demostrada. El analisis
no lineal del problema de las vibraciones auto-inducidas en procesos de
maquinado permitié evaluar el efecto de la histéresis de la respuesta dinamica en
los diagramas de estabilidad convencionales. Ademas, el andlisis de perturbacién
permitié construir una solucién aproximada con las cual fue posible caracterizar la

rigidez no lineal mediante el término cubico del modelo débilmente no lineal.
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APENDICE A.1: DEFINICION DE COEFICIENTES PARA LA SOLUCION
APROXIMADA DEL MODELO DEBILMENTE NO LINEAL

Definicion de coeficientes para las ecuaciones (3.2-22), (3.2-23) y (3.2-28):

y=w,2 - 40,2 +a,K(L- cos2w,T) (A.1-1)
0 =4(w,w, + orlksinZooCT (A.1-2)
_ azk(l— cosoocr)
€= 2, 52
y +9
(a K (L~ cosw,T)(Bsinw, T(L+ 2cosw,T) + y(1 + cosw, T)(L - 2cosw,T)) + %Bl(ésin w,T-y(1+ coswcr))j
+ aZK(lz_COSAwCT)(a K (L~ cosw,T) - 1[31} -3 oK (1 - cosw,T)?
w,” +aK 2 4
1B (0( R(l— cos0, T)(8Sinw,T — yCosw, T) —1[3 yj
2 V2 + 62 2 c (o c 2 1
1B . 3
- {20 K(L- —By)-2
> (*)nz N O(lK( a; ( COSU‘)CT) Bl) 852
(A.1-3)
1 -
c = a,K(1- cosw,T) (A.1-4)
_a,K(1-cosw,T)
Cp=—2 e

V2+52

(a 2Ii(l - cosw, T)(ysinw,T(1 + 2cosw,T) - 3(1 + cosw, T)(1 - 2cosw,T)) + % B,(ysinw,t +8(1+ cosu)cr))J

+ O(ZKZSW(G 2I%(l— COSW, T) - 1[31J - §0(3I2(1— COSW,T)SiNW, T
w,” + oK 2 4
-1 B[Rl cose,T)(Beosw.T + ysinw,T) + 2B5
2 N a, COSW,T(OCOSW,T + ySinw,T 5[51
(A.1-5)
I
Cy= EalemwcT (A.1-6)
Cpr = 20K (L~ cosw,T)(8SiN W, T — ycosw,T) - Byy (A1-7)
Cy = 20,K (L - cosw, T)(Bcosw, T + yainw, 1) + B,d (A.1-8)

170



APENDICE A.2: TEORIA BASICA DE VIBRACIONES LINEALES

Considérese el caso mas simple de un sistema estructural con un grado de libertad, el
cual esta caracterizado por una distribucion de masa, m, una rigidez, k, y un amortiguamiento

viscoso, ¢, como se ilustra en la Figura A.2-1.

k I_|J ¢
il l‘f((t)
l F(t)

Figura A.2-1: Modelo de un sistema mecanico vibratorio de un grado de libertad.

Cuando no existe una fuerza externa F(t), el movimiento resultante se conoce como de
vibraciones libres amortiguadas. Cando se aplica una fuerza externa F(t) al sistema, el movimiento

se conoce como de vibraciones forzadas, el cual es descrito por la siguiente ecuacion diferencial:

X+ 20wy X + ) °X = %F(t) (A.2-1)

donde: ), =+/k/mes la frecuencia natural del sistema a la cual oscila libremente, el factor de

amortiguamiento se define por: { = C/Zm(,lqq , Cuyo valor en sistemas mecanicos se encuentra por

debajo de 0.05. La frecuencia natural amortiguada del sistema mecanico esta dada por:

Wy =W 1-2%.

Las vibraciones libres se presentan cuando el sistema esta en reposo y se aplica una
desviacién del equilibrio, dada por una condicién inicial x(0), el sistema experimenta un movimiento
cuya amplitud decae con el tiempo debido a la constante de amortiguamiento del sistema. En
sistemas mecanicos la frecuencia de las vibraciones esta determinada principalmente por la rigidez
y la masa del sistema, la influencia del amortiguamiento viscoso se considera ligera puesto que la

constante de amortiguamiento es muy pequefia.
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Vibraciones libres amortiguadas

Para el caso de un sistema de vibraciones libres, F(t) = 0, el cual es desplazado
estaticamente de su condicion de reposo a una condicién inicial x(0) = Xo, la solucién de la

ecuacion homogénea equivalente de (A.2-1) esta dada por:

X(t) — e—(c/2m)t(Aexl(c/2m)2—k/mt +Be—xl(c/2m)2—k/mt)
— e—Zu)nt(Aewn\/Zz—lt + Be—wn\/Zz—lt)

(A.2-2)

El primer término de la ecuacién (A.2-2) representa un movimiento con decrecimiento
exponencial, pero la naturaleza del movimiento oscilatorio depende del signo del radical de los
términos entre paréntesis, de los cuales uno de ellos es creciente y el otro es decreciente
exponencialmente. En los sistemas mecanicos que nos ocupan en este estudio, el signo del radical
generalmente es positivo, sin embargo vale la pena revisar la naturaleza de los movimientos en

otros casos.
Efecto de la cantidad de amortiguamiento

Cuando el término de amortiguamiento (c/2m)* es mayor que k/m los exponentes de la
ecuacion (A.2-2) son numeros reales y no es posible un movimiento oscilatorio. EI movimiento

resultante es una funcién decreciente exponencialmente de tipo aperiédico, el cual se conoce como
sobreamortiguado. Para condiciones iniciales X(0) = X, Yy X(0) = X, la solucién general (A.2-2)

se puede expresar como sigue:

x(t) = %o * (Z A _1)[*)”)(0 e('“‘*’"ﬁfl)t + %0 (Z V¢ _1)[*)”)(0 e('z"*’”*/zfl)t (A.2-3)
20,/22 -1 20,402 -1

Cuando el término de amortiguamiento (c/2m)® es menor que k/m los exponentes de la

ecuacion (A.2-2) son los numeros imaginarios J_ri\/k/m—(c/2m)2. Tomando en cuenta la

ecuacion de Euler para nUmeros imaginarios, se tiene que:

x(t)=e'Z“’"tlA(cosmn\/ﬁtﬂsenmn 1—Z2t)+B(coscon 1-2%t -isenw, 1—Zzt)],
(A.2-4)
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la cual representa un movimiento periédico conocido como subamortiguado. La ecuacion (A.2-4)
también se puede expresar en términos de condiciones iniciales X(0) = X, Y X(0) = X,, como

sigue:

v 2
tot| Xo +CPuyX
X(t) = e wsenwdt + X, COSuyt (A.2-5)

Wy
El periodo del movimiento oscilatorio (A.2-5) esta dado por Ty = 2% , mientras que la
d

frecuencia de la vibracion amortiguada esta dada por la frecuencia natural amortiguada del sistema:

Wy = 1=

Un movimiento critico entre los dos anteriores se presenta cuando el radical en (A.2-2) es
cero, el cual se conoce como movimiento criticamente amortiguado, para el cual la solucién se

reduce como sigue:
X(t) = (A +B)e ¢t = ce™tent,

lo cual no es posible resolver para satisfacer las dos condiciones iniciales del movimiento. La
solucién para condiciones iniciales X(0) = X, Yy X(0) = X, se obtiene de la solucion (A.2-5) del

movimiento subamortiguado bajo la consideracion de que { - 1. Esto es:
X(t) = e (X + w,Xo Jt + X, (A.2-6)

El valor de c para el cual el radical de (A.2-2) es cero, es conocido como amortiguamiento

critico y esta dado por: ¢, = 2mw,. La razén de amortiguamiento también se puede expresar como:

( =— . En la Figura A.2-2 se muestra el comportamiento de un sistema vibratorio en funcién de la
C

cantidad de amortiguamiento viscoso.
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Figura A.2-2: Vibraciones libres amortiguadas de la ecuacién X + 2263, + },°X =0 con

w, =10, m =1, x(0) =1, x’(0) = 0: a) Movimiento sobre-amortiguado, {>1.0, linea interrumpida; b)
Movimiento sub-amortiguado, {<1.0, linea punteada; c) Movimiento criticamente amortiguado,
=1.0, linea sélida.

Vibraciones forzadas

El movimiento de vibraciones forzadas depende de la naturaleza de la fuerza de
excitaciéon F(t). Cuando se trata de una fuerza constante, F(t) = Fo,, el sistema experimenta un
movimiento de vibracion transitorio para estabilizarse posteriormente en una deflexion estatica xg =
Fo/k. Cuando la fuerza de excitacién es de tipo armoénica, representada por una funciéon senoidal,
cosenoidal o una combinacion de ambas, el sistema presenta un movimiento vibratorio forzado con

la misma frecuencia de la excitacion pero con un retraso de fase.
Excitaciones armdénicas

Las excitaciones puramente armoénicas no son muy frecuentes en la practica, como las
excitaciones periédicas o de otro tipo, sin embargo la comprensién del comportamiento de un
sistema excitado arménicamente es esencial para entender la respuesta del sistema a otros tipos

de excitacion mas generales.

Considerado un sistema oscilatorio de un grado de libertad con amortiguamiento viscoso y

una fuerza de excitacion de tipo armonico, la ecuacién del movimiento esta dada por:

mX +cx +kx = F,senwt (A.2-7)
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La solucion de (A.2-7) esta formada de dos partes: una funcion complementaria derivada
de la solucion de la ecuacion homogénea o del problema de vibraciones libres amortiguadas, y la
integral particular que es una oscilacion de estado estable de la misma frecuencia de la excitacion,

la cual es asumida como una funcion periddica con retraso de fase:
X(t) = Xsen(wt — ¢) (A.2-8)
donde X es la amplitud de la oscilacién y ¢ es la fase del desplazamiento con respecto a la fuerza

de excitacién. La amplitud y fase del movimiento se encuentran al sustituir (A.2-8) en (A.2-9), las

gue representadas en términos de las caracteristicas dinamicas del sistema, resulta:

y (A.2-9)

Las ecuaciones (A.2-9) muestran que la amplitud adimensional Xk/F, y la fase ¢ son

funciones solamente de la razén de frecuencias %)n y el factor de amortiguamiento ¢. Cuando se

grafican la amplitud adimensional y la fase se puede ver la gran influencia que tiene el factor de

amortiguamiento cerca de la resonancia, esto es, cuando w= w,.

La solucién general del problema de vibraciones forzadas arménicamente, incluyendo el

término transitorio, esta dada por:

X(t) = % Sen(oc;[ 9 + Xle'z‘*’"tsen(%wll— Zz t+ (Pl) (A.2-10)

() =)
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Figura A.2-3: Amplitud adimensional y relacion de frecuencias.

Excitaciones periodicas
Cualquier fuerza periodica puede resolverse en una serie de componentes armonicas,

mediante analisis de Fourier, de la siguiente forma:
F(t) = ) F,sen(nwt-@,)
n

Si se aplica una fuerza de este tipo a un sistema de un grado de libertad, la respuesta de
estado estable es la superposicion de las componentes armoénicas, cada una de las cuales tiene la

forma:

F sen(w,t-w,)

J A Y

X, (t) = (A.2-11)

La respuesta de estado estable esta dada por la serie:

X(t) =D X, (1) (A.2-12)

A esta solucion alin debe agregarse la vibracion libre, la cual generalmente decae debido al

amortiguamiento.
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APENDICE A.3: ANALISIS MODAL EXPERIMENTAL EN MAQUINAS-
HERRAMIENTA

Analisis modal experimental

La naturaleza vibratoria de las estructuras depende de su geometria, de los materiales
empleados y las condiciones de sujecion, entre otros. Existen modelos analiticos para determinar la
respuesta dindmica de estructuras en funcion de sus parametros modales, definidos por su
distribucion de masa, rigidez y amortiguamiento estructurales; sin embargo, generalmente estos
modelos se limitan a cuerpos con pocos grados de libertad o con geometrias sencillas. Para el
analisis de geometrias complejas se recurre a modelos numéricos 0 métodos experimentales, o
una combinacion de ambos. En esta seccion se presenta el uso del analisis modal experimental
para la obtencion de los pardmetros modales de sistemas de maquinado, compuestos de maquina-

herramienta, herramienta de corte y pieza de trabajo (Altintas, 2000).

El principio basico del andlisis modal experimental es excitar una estructura y medir la
respuesta de la vibracién, ya sea con un transductor de desplazamientos o aceleraciones. La
medicion tradicional de la excitacion estructural se realiza mediante un martillo instrumentado, un
generador de vibraciones, 0 un excitador magnético sin contacto (Ewins, 2000); actualmente
existen métodos basados en tecnologias mas complejas como sistemas laser, holografia,

interferometria Optica, vibrometria laser-Doppler (Cloud, 1995), entre otros.

Prueba de impacto

En la Figura A.3-1 se muestra el esquema de andlisis modal basado en la prueba de
impacto mediante un martillo instrumentado con un transductor de fuerza piezoeléctrico, o celda de
carga, y un acelerémetro biaxial compacto de bajo consumo de energia. El acelerémetro se coloca
en la punta de la herramienta de corte o0 en la punta de la pieza de trabajo, seglin sea el caso a
analizar, orientado con la direccidon de medicién de interés, sobre la cual actuara el martillo para
excitar la estructura. Una vez efectuado el impacto, las sefiales de la respuesta y la excitacion son
capturadas mediante una tarjeta de adquisicién de datos a una razén de muestreo especifica y un
tamafio de datos conveniente para evitar la presencia de alias y errores residuales. Posteriormente,
las sefales son acondicionadas de acuerdo a la sensibilidad de los transductores y son procesadas
para realizar el analisis modal. Posteriormente, la potencia del espectro de aceleraciones se integra
dos veces en el dominio de la frecuencia para obtener el correspondiente a los desplazamientos. A
partir de las potencias espectrales de ambas sefiales se calcula la funcién de transferencia como la
razén entre la respuesta y la excitacién. Finalmente, mediante un analisis de la funciéon de

transferencia se obtienen los parametros modales para cada modo de vibrar. La calidad de la

177



prueba se evalla por medio de dos criterios: la funcion de coherencia, calculada a partir de las

energias espectrales de las sefales, y la curva de Nyquist, las cuales se describen en parrafos

subsecuentes.
Husillo EET
N Fiti) Fis)
| Husillo ﬂ\[ @ " ?{H}
2 Martillo
detom nstomentado ANALISIS

9724 225 mV/N ESPECTRAL

ati) als) | V(s) | X(s)
Fix) |I |I Ul
X FET Integracion en el dominio de la
Lo acelgrot_‘nen’o frecuencia para obtener la
biaxial razén de desplazamiento
ADXL311
=2g. 172mV/g
Sux e

Sxf
(s)=8xf
= . Sff
Sefial del Aceleromelro Sefial del Martillo
(Aceleracion) (Fuerza) Sff
FRF {Funcion de
Respuesta en
Frecuencia) }
Espectros de Polencia
DAQCard-6024E DAQ individuales y cruzados
12 bits 200 KS/s
F(ti)
|—, Filtro
Digilal IR G(s) ¢, on k
afti) Parte Real FRF Pardmetros
Bassel orden 8 Modales
Fc=5KHz )'
H(s)
2 Coherencia de las Senales
Parte Imaginaria FRF @ Y (Excitacion y Respuasta)

Curva de
Nygquist

Figura A.3-1: Esquema de analisis modal mediante la prueba de impacto.

Muestreo

Generalmente, el analisis de sefiales se realiza en el dominio de la frecuencia, para lo
cual es necesario transformar una sefial analoga, en el dominio del tiempo, a informacién digital, en
el dominio de la frecuencia, mediante un muestreo y una transformacion discreta de Fourier. El
proceso de muestreo se hace por medio de un convertidor analogo-digital A/D y su calidad depende
de la seleccién adecuada de la frecuencia de muestro y el nimero de datos. La sefial continua de la
respuesta y la excitacion se muestrea en el dominio del tiempo para formar un conjunto finito de
valores discretos igualmente espaciados por un intervalo de tiempo, que es el inverso de la
frecuencia de muestreo. Posteriormente se obtienen las transformadas discretas de Fourier de los

vectores de respuesta y la excitacion.

Integracion
La respuesta que interesa en un analisis modal es la correspondiente a los

desplazamientos originados por la excitacion. Cuando se utiliza un acelerometro como transductor,
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ya sea por las ventajas de bajo costo, tamafio reducido y la posibilidad de disponer de mayor
informacion del fendmeno, es necesario integrar la sefial de la aceleracion para obtener la
correspondiente a los desplazamientos. Esta operacion se puede hacer ya sea en el dominio del
tiempo mediante esquemas de integracion numérica o el uso de filtros analogos pasa-bajas
(National Instruments, 2006a), o en el dominio de la frecuencia (Agilent Technologies, 2000b). En el
esquema propuesto en la Figura A.3-1 se utiliza esta Ultima técnica en la cual se asume que la
frecuencia es constante; sin embargo, los resultados pueden considerarse validos desde un punto

de vista practico.

Prevencion de alias y errores residuales

En el andlisis de sefiales se presentan dos problemas frecuentes: presencia se alias y
errores residuales. La presencia de alias se caracteriza por el traslape de componentes espectrales
de manera que altas frecuencias pueden aparecer como bajas frecuencias si la razén de muestro
es muy lenta. De acuerdo con el teorema de Nyquist (Inman, 2001), el problema de alias se evita
con un muestreo a intervalos de tiempo iguales y con una razén de muestreo de al menos dos
veces la frecuencia mas alta presente en la sefial analoga. Sin embargo, en presencia de ruido se
recomienda una razén de muestreo de al menos 10 a 20 veces la frecuencia mas alta para una
mejor representacion de la sefial analoga. En la practica, también es recomendable usar un filtro

analogo anti-alias pasa-bajas previo al muestreo.

Por otro lado, los errores residuales se presentan debido a un truncamiento de la sefial
durante el periodo de muestreo (Inman, 2001). Este problema se evita con funciones de ventana,
también conocidas como filtros FIR (finite impulse response, por sus siglas en inglés). La sefial
andaloga original se multiplica por una funcién ponderada, segun el tipo de ventana seleccionado,
que fuerza a la sefial a ser cero fuera del periodo de muestreo. En el caso de sefales transitorias
como en la prueba de impacto, se recomienda usar la funcién de Fuerza para eliminar los rebotes
después de la sefial de impulso, mientras que para la sefial de respuesta transitoria se recomienda
una funcion exponencial para asegurar el amortiguamiento de la sefial en el bloque de muestreo

(Agilent Technologies, 2000a; National Instruments, 2006b).

Funcién de transferencia estructural
La funcion de transferencia estructural, o funcién de respuesta a la frecuencia, es una
funcién compleja que se calcula como la razon entre la respuesta y la excitacion en el dominio de la

frecuencia:
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— I:)xf (S) -
®(s) = P.(s) (A.3-1)

donde Py (S) = X(S) [F(s)/nes la energia espectral cruzada de la sefial de respuesta, X(s), y la
energia espectral de la excitacion F(s); mientras que Py (S) =F(S) [F(s)/n es la energia

espectral de la excitacion. Asi mismo, P, (S) = X(S) [X(s)/n es la energia espectral de la

respuesta que se usard mas adelante para el calculo de la funcién de coherencia.

Generalmente, la forma de la funcién de transferencia en amplitud-frecuencia es una
curva con varios picos a diferentes frecuencias, conocidas como frecuencias resonantes o
frecuencias naturales. Los picos representan los diferentes modos de vibrar o grados de libertad de
la estructura, como se muestra en la Figura A.3-2a. Para modelos de un grado de libertad, la

funcién de transferencia sélo mostrara un pico.

(b)

((‘Oll G max) ]

(6, 0)

‘ ((*)2, G‘ miln) |

Uh1 Oh1 Uh1
Frecuencia, Hz

Figura A.3-2: a) Magnitud de la funcion de transferencia de una estructura en vibracion y
los diferentes modos de vibrar, b) Parte real y ¢) Parte imaginaria de la funcién de transferencia.

Obtencién de parametros modales

Cada pico de la funcién de transferencia esta caracterizado por un conjunto de
parametros modales. Una manera de obtener esta informacion es aplicando el método de ajuste de
un grado de libertad, que consiste en analizar cada pico bajo el principio de linealidad y

superposicion (Inman, 2001). Esto es, se asume que en la vecindad de cada pico resonante, la
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funcién de transferencia sé6lo es dominada por ese modo. Los parametros modales se obtienen
analiticamente de la funcién de transferencia de la ecuacién (A.3-1), la cual se separa en su parte

real e imaginaria La parte real es una funcién que crece exponencialmente y presenta un pico

maximo a una frecuencia ( para luego caer drasticamente hasta valer cero en la frecuencia

natural @j,, y continuar decreciendo hasta un pico minimo a una frecuencia 0, ; posteriormente la

funcion vuelve a crecer asintéticamente a cero. Por otro lado, la parte imaginaria es una funcion
gue inicia en cero y decrece drasticamente hasta un pico minimo en la frecuencia natural para
luego crecer asintéticamente a cero; tal como se describe en la Figura A.3-2b y A.3-2c para ambas
partes, real e imaginaria. Una vez identificada la frecuencia natural en la funcién de transferencia, la
razén de amortiguamiento y la rigidez estructural se calculan con las siguientes ecuaciones
respectivas (Altintas, 2000):

(= u (A.3-2)
w,
y
1
k=—— (A.3-3)
20 [Hown

Coherenciay curva de Nyquist

La coherencia es una funcion que mide la calidad de la medicion de la funcion de
respuesta a la frecuencia. Es decir, es una medida de la correlaciébn entre la energia de la
respuesta y la energia de la excitacién (National Instruments, 2006b), y se calcula a partir de las

energias espectrales de las sefiales:

2 _ |Pxf (S)|2

(A.3-4)
I:)xx (S)Pff (S)

Esta funcion se puede utilizar para identificar la presencia de ruido excesivo u otra sefial
que esta afectando la respuesta. El valor de la coherencia siempre estara entre 0 y 1, siendo cero la
correspondiente a la medicion de ruido puro, mientras que el valor de 1 es cuando la respuesta y la
excitacion no estan contaminadas con ruido. Generalmente, la coherencia tiene un valor de 1 cerca
de las frecuencias naturales de la estructura. Una coherencia menor a 0.75 es un indicativo de una

medicién pobre (Inman, 2001).

Otro criterio para evaluar la confiabilidad de las mediciones es la curva de Nyquist. La

curva de Nyquist es la representacion grafica de la parte real contra la parte imaginaria de la
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funcién de transferencia, la cual debe ser lo mas cercano a un circulo (Agilent Technologies,
2000b).

Modelacidn de respuestas transitorias
La respuesta transitoria de un sistema oscilatorio de un grado de libertad con
amortiguamiento presente, debido a una excitaciéon subita no periddica de corta duracién, que se

conoce como fuerza impulsiva, estd dada por (Thomson, 1981):
2F, - .
X(t) = —Ozoqqe “nt siny1- 2%t (A.3-5)
kry/1- 22

donde F, es la magnitud de la fuerza impulsiva, k es la rigidez modal, wn es la frecuencia natural, &
es la duracion del impulso, y C es la razén de amortiguamiento. Puesto que la respuesta
experimental es medida con un acelerometro, es necesario tener el modelo correspondiente a las

aceleraciones derivando dos veces la ecuacion (A.3-5). Esto es:

X(t) = —L(’Ewn?‘e'z“’"t[sin\/l— CPwt + 22y1- 27 cosy1- Zz%t] (A.3-6)
k1 - ¢?

Las ecuaciones (A.3-5) y (A.3-6) se pueden usar para validar los resultados obtenidos
experimentalmente. La discretizacién de la respuesta transitoria de un modelo de un grado de
libertad, asi como de la fuerza impulsiva correspondiente, se emplean para realizar un andlisis

espectral tedrico y calcular una funcion de transferencia de referencia.

Prueba de impacto en centro de torneado CNC HAWK TC-200.

El experimento se realiz6 en una barra de acero AISI 1018 de 50 mm de didmetro y 150
mm de longitud, montada en el cabezal de un centro de torneado CNC HAWK TC-200 11
kW@5000 RPM, de CINCINNATI MILACRON. La excitacién de la pieza se realiz6 mediante un
martillo instrumentado modelo 9724 marca Kistler, con un transductor piezoeléctrico de 2.276
mV/N. La medicion de la respuesta se realizé con un acelerometro biaxial modelo ADXL311 marca
Analog Devices, con una sensibilidad de 174 mV/g. El acelerbmetro se coloc6 en la punta de la
pieza de trabajo, orientado de tal manera que la direccion del eje X coincidiera con la direccion del
impacto, como se muestra en la Figura A.3-3. Los resultados reportados fueron los siguientes:
frecuencia natural, wn = 250 Hz; raz6n de amortiguamiento, { = 7.58%; y rigidez estructural, k = 2

912 685.27 N/m. El muestreo se hizo a una razén de 100 kHz y se analizaron 8 096 puntos.
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Figura A.3-3: Prueba de ipacto en torno CNC HAWK TC-200

En la Figura A.3-4 se muestra el andlisis espectral de la prueba descrita en el
parrafo anterior. La frecuencia natural se aprecia claramente en las partes real e imaginaria de la
funcién de transferencia. En el espectro de magnitudes de la respuesta también se identifica una
energia alta alrededor de la frecuencia natural. Ademas, en la Figura A.3-5 se muestra la
comparacion de la curva de Nyquist, tanto tedrica como experimental. Por un lado, la sefial de
coherencia es cercana a la unidad alrededor de la frecuencia de 250 Hz, mientras que las curvas de
Nyquist muestran una similitud importante tanto en la forma como en el tamafio. Por lo tanto, existe
una buena calidad en la adquisicién y andlisis de las sefiales, de manera que los resultados de la
prueba con confiables.

183



Respuesta Impacto
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Figura A.3-4: Analisis espectral de la prueba de impacto en torno CNC HAWK TC-200.
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Figura A.3-5: Curva de Nyquist tedrica y experimental de la prueba de impacto en torno CNC
HAWK TC-200.

Prueba de impacto en maquina fresadora convencional TOS.

Se realizé una prueba de impacto en una maquina fresadora convencional marca TOS con
un cortador recto de 9.525 mm (3/8") de diametro y 38 mm (1 ¥2") de longitud, de 4 filos cortantes,
montado sobre el husillo vertical de la maquina mediante una boquilla de expansion de 3/8” marca
Jacobs. La excitacion de la herramienta de corte se realiz6 mediante el martillo instrumentado
descrito en la seccién anterior, asi como la medicion de la respuesta. Las sefiales de ambos
instrumentos se adquirieron con una tarjeta de adquisicion de datos DAQCArd-6024E 12 bhits 200
ks/s, de National Instruments, conectada a una computadora portatil Pentium 4 a 3.33 GHz marca
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Toshiba Satellite. El acelerometro se colocé en la punta de la herramienta, orientado de tal manera
que la direccion del eje X coincidiera con la direccion del impacto, como se muestra en la Figura
A.3-6. En el Cuadro A.3-1 se muestran los resultados obtenidos a diferentes condiciones de
muestreo, para analizar el efecto de la presencia de alias en los resultados. También se muestran
los resultados de la aplicacion de funciones de ventanas exponencial y de fuerza en la respuesta y

excitacién, respectivamente, para reducir los errores residuales.

Figura A.3-6: Caracterizacién dinamica de magquina fresadora convencional marca TOS con un
cortador recto de 9.525 mm (3/8") de diametro y 38 mm (1 ¥2") de longitud.

Cuadro A.3-1: Andlisis modal a diferentes frecuencias de muestreo

. Condiciones de muestreo Filtros de Parametros modales
Experi ventana
Mento Frecuencia, Datos {, % wn, Hz K, N/m
kHz
1 60 4 096 13.88 263.7 25 104 244
2 60 4 096 . . 13.88 263.7 28 741 000
4 80 16 384 10.47 209.97 30 782 400
5 80 16 384 . . 9.30 209.97 39 057 900

NOTA: « > Aplicacion de filtro

Los resultados del analisis espectral del experimento No. 1 se muestran en las Figuras A.3-
7 y A.3-8. En la Figura A.3-7 se aprecian las sefiales de respuesta y excitacion en el dominio del
tiempo, tal como son adquiridos en el proceso de muestreo; también se muestra la coherencia de

las sefiales, el espectro de magnitudes de la respuesta, asi como las partes real e imaginaria de la
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funcién de transferencia en un rango de 0 a 2 000 Hz. En la Figura A.3-8 se muestra con mayor

detalle las partes real e imaginaria de la funcion de transferencia alrededor del primer modo de
vibrar, caracterizado en el Cuadro A.3-1.
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Figura A.3-7: Analisis espectral de una prueba de impacto en maquina fresadora convencional
TOS.
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Figura A.3-8: Parte real y parte imaginaria del primer modo de vibrar.
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El espectro de magnitudes muestra unas frecuencias de alta energia entre 3.5 y 5.5 kHz;
sin embargo, en el andlisis de vibraciones auto-inducidas, que es el propdsito de este desarrollo,
se buscan frecuencias naturales inferiores a 2.5 kHz. La sefial de coherencia muestra la

probabilidad de que existan frecuencias naturales entre 100 y 300 Hz, asi como entre 0.5y 1 kHz.

De acuerdo con los resultados del Cuadro A.3-1, las funciones de ventana no alteran
significativamente la obtencion de los parametros modales, bajo condiciones de muestreo similares.
Sin embargo, la razén de muestreo si influye de manera significativa en los resultados. Puesto que
la razon de amortiguamiento en maquinas-herramienta generalmente es inferior a 5%, aunque en
algunos casos puede llegar hasta un 10% (Altintas, 2000), las razones de muestreo altas pueden
considerarse mas confiables, lo cual significa que las lecturas a baja frecuencia presentan alias en
las sefales. Por lo tanto, se confirma que en ausencia de filtros anti-alias, es necesario muestrear a
diez o veinte veces la frecuencia mas alta buscada, que en el caso de maquinas-herramienta es de
5 kHz. Por otro lado, los valores de rigidez estructural presentan mayor variacion con respecto a las
condiciones de muestreo, incluso la magnitud es muy alta. La falta de definicion de la curva de

Nyquist indica que es necesario aplicar un filtro anti-alias antes del muestreo de las sefiales.
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APENDICE A.4: ANALIZADOR DE VIBRACIONES

La validacién experimental de los modelos predictivos requiere de la caracterizacién
dinamica de estructuras reales, por lo cual se desarrollé un analizador de vibraciones en Matlab con
el objetivo de contar con una herramienta de adquisicién y analisis de sefiales con aplicaciones
especificas. Como resultado, se obtuvo una aplicacion con diferentes maédulos, tales como: andlisis
modal mediante prueba de impacto, andlisis predictivo de vibraciones auto-inducidas para procesos
de fresado y de torneado, ya sea con modelos lineales y no lineales, monitoreo de vibraciones con

transductores de aceleracion o sonido, e integracion de sefiales con filtros.

Los equipos empleados durante el desarrollo de la aplicacion fueron los siguientes:

— Martillo instrumentado modelo 9724 con un transductor piezoeléctrico de 2.276 mV/N, marca

Kistler
— Acelerémetro biaxial modelo ADXL311 marca Analog Devices
— Tarjeta de adquisicién de datos DAQCArd-6024E 12 bits 200 ks/s, marca National Instruments
- Micréfono unidireccional

— Computadora portatil Pentium 4 a 3.33 GHz marca Toshiba Satellite

En las siguientes figuras se describen los médulos y las capacidades del analizador, el cual

corre con la version Matlab R2007b versién 7.5, de The MathWorks, Inc.

TEQ Unidad Aguascalientes

[ PREDICCION ANALITICA DE VIBRACIONES
AUTO-EXCITADAS EN PROCESOS
CIATEQ DE MAQUINADO

SISTEMA DE ANALISIS MODAL EXPERIMENTAL PARA LA CARACTERIZACIC’!N DINAMICA DE
MAQUINAS-HERRAMIENTA MEDIANTE LA PRUEBA DE IMPACTO Y ANALISIS PREDICTIVO
DE VIBRACIONES AUTO-EXCITADAS EN PROCESOS DE MAQUINADO

CIATEQ Centro de Tecnologia Avanzada
UAQ Divisidn de Estudios de Posgrado, Facultad de Ingenieria

Herechas Reservadas. Registra ante el INDAUTOR CIATEQ

Figura A.4-1: Pantalla de inicio
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Figura A.4-5: Andlisis de estabilidad para a) torneado y b) fresado
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APENDICE A.5: TRANSFORMADA DE ONDELETAS

Andlisis espectral mediante FFT

La transformada de Fourier de una funcion f(t) en el dominio del tiempo esta dada por:
F(s) = j f(t)e 2t dt (A.5-1)

donde s = 1/t es la frecuencia. Si se toma en cuenta la relacién de Euler, e® = sen8 + j cos8, se
puede ver que la transformada de Fourier ajusta la funcion original a una suma de senos y cosenos

con diferentes frecuencias.

La transformada directa de Fourier es un algoritmo empleado en tratamiento de sefales y
campos afines para analizar las frecuencias presentes en una sefial muestreada, resolver

ecuaciones diferenciales y realizar otras operaciones.

Dada una serie en el tiempo X = Xq, X, ..., Xn, la transformada directa de Fourier (DFT) se
define como:
-l 22
X =Y xe " i=0,1,...,n1 (A5-2)
i=0

donde e es la base del logaritmo natural y j es la unidad imaginaria: j* = -1. El algoritmo de la
ecuacion anterior implica realizar un nimero de operaciones aritméticas proporcional al cuadrado
del nimero de datos. Una transformada rapida de Fourier, FFT, es un algoritmo que calcula el

mismo resultado pero con un nimero menor de operaciones.

Una de las aplicaciones mas comunes de la transformada directa de Fourier es la
identificacién de las componentes de frecuencia en una sefial en el dominio del tiempo. La sefial
original se transforma al dominio de la frecuencia por medio de la ecuacion (A.5-2) y se obtiene la

sefial transformada en el dominio de la frecuencia, donde la frecuencia esta dada por:

1
f,=—-Kk k=0,1,..,n1 A.5-3
k Atn " ( )

La curva f-| Xx | muestra el contenido de frecuencias de la sefial original.
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Transformada de ondeletas (wavelets)

La transformada de ondeletas de una sefial x en el dominio del tiempo esta dada por:

W(a,b) = f X(t)%w % dt  a>0b00 (A.5-4)

donde Y es la transformada de ondeletas, la cual puede ser continua o discreta, mientras que los
indices a y b representan la escala y la posicion, respectivamente. La ecuacion (A.5-4) significa que
la sefial original x se puede descomponer en una familia de ondeletas base, mientras que los
coeficientes ponderados, W(a, b), representan las amplitudes en una escala a y una posicion b. El
factor de escala a se relaciona de manera inversa con la frecuencia angular w, y por consiguiente,
con la frecuencia de la sefial (de Arruda y Pederiva, 2004). De esta manera, la transformada de
ondeletas describe la informacién de la sefial original en varias ventanas de tiempo y bandas de
frecuencia. Asi, la cantidad | W(a, b) | 2 representa la energia de la sefial en el plano tiempo-escala

o tiempo-frecuencia.

Aproximaciones y detalles

La transformada de ondeletas representa una sefial en términos de versiones trasladadas
y dilatadas de una onda finita, denominada ondeleta madre. De esta definicién surgen dos factores
importantes: posicion y escala. El andlisis de ondeletas consiste en descomponer una sefial en un
conjunto jerarquico de aproximaciones y detalles. La seleccién del nivel de jerarquia adecuado
depende la sefial y de la experiencia. Generalmente el nivel se selecciona con base en la
frecuencia de corte pasa-baja deseada. La transformada de ondeletas ofrece un analisis

multiescalas, con lo cual se puede obtener mayor detalle en alguna parte especifica de la sefial.

En cada nivel j, se construye la aproximacion A; y la desviacion de la sefial o detalle D;. La
sefial original se puede considerar como la aproximacién al nivel 0, denotado por A,. Los términos
aproximacion y detalle se justifican por el hecho de que A; es la aproximacién de Aq tomando en
cuenta las bajas frecuencias de Ay, mientras que el detalle D, corresponde a la correccion de altas
frecuencias. El proceso descrito se representa en la Figura A.5-1, donde se aprecia que la sefial
original pasa por dos filtros complementarios, un filtro pasa-bajas que define la aproximaciéon, un

filtro pasa-altas que describe el detalle de la sefial (Matlab Help version 7.0).
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De manera intuitiva, la descomposicion de ondeletas consiste en calcular un indice de
correlacién entre la sefial y la ondeleta localizada en la posicion b y escala a. Si el indice es grande,
la correlacion es fuerte, de otro modo ésta es débil. Un valor pequefio de la escala a permite
realizar un andlisis local, de otro modo se obtiene un andlisis global. Una de las fortalezas del

andlisis de ondeletas es la combinaciéon de ambos.

X
4
A D, X=A;+D;
v ) 4 =A,+D,+ Dy
A, D,

=A3+D3+D2+Dl

As Ds

Figura A.5-1: Esquema de descomposicion jerarquica y reconstruccion de sefiales mediante la
técnica de ondeletas.

El detalle al nivel j de la sefial s se obtiene como sigue:

D, :;wa,k)w,-,k ® (A5-5)

Para un nivel J > |, existen dos clases de detalles: los detalles finos asociados a los indices
j £ J correspondientes a las escalas a = 2 < 27, asi como los detalles gruesos para indices j > J.

Estos ultimos detalles definen la aproximacion del nivel j:

A, = ZDJ' (A.5-6)

>J
Ademas, la sefal original x se puede reconstruir como sigue:

Xx=A;+> D, (A.5-7)
i<
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Transformada de Daubechies D4

Existen varias familias de transformadas, tales como: Haar, Daubechies, Coiflets, Symlets,
Mortem, Mexican hat, Meyer, entre otras. La seleccion de ésta depende de varios criterios
relacionados con el tipo de sefal original y el tipo de resultados buscados; entre los principales
estan: rapidez de convergencia, simetria, regularidad, ortogonalidad y bi-ortogonalidad. La
transformada discreta se utiliza en la codificacién, mientras que la continua se utiliza en el andlisis

de sefales.
En este trabajo se seleccioné la transformada discreta de Daubechies D4, la cual se usa

ampliamente en problemas con sefiales fractales y discontinuas. Esta transformada es de orden N

=4 con 2 momentos de desvanecimiento y soporte [0, N - 1], la cual se muestra en la Figura A.5-2.

1-5 B T T T T T

-2 L ' - i L i _
0 0.5 1 1.5 2 2.3 3

Figura A.5-2: Transformada de Daubechies de orden 4.
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APENDICE A.6: SOLICITUD DE PATENTE DE UN PORTAHERRAMIENTAS
INSTRUMENTADO ANTE EL INSTITUTO MEXICANO DE LA PROPIEDAD
INDUSTRIAL

Titulo:

PORTAHERRAMIENTAS INSTRUMENTADO PARA MONITOREO DE VIBRACIONES AUTO-
EXCITADAS Y LA TEMPERATURA DURANTE EL TORNEADO

Resumen:

La invencion se refiere a un portaherramientas usado en una maquina-herramienta de torneado, ya
sea de control numérico continuo, CNC, o convencional. El portaherramientas esta instrumentado
con un acelerémetro tipo MEMS y un transductor de temperatura de estado solido, encapsulados
en el cuerpo del portaherramientas de tal manera que las vibraciones del proceso de corte son
medidas directamente por el acelerébmetro, tanto en la direccién de avance como de corte. El
acelerometro esta conectado a un circuito electrénico compuesto de filtros, amplificadores, un
microcontrolador, circuiteria, un visualizador de cristal liquido, un teclado y un transductor de
sonido, colocados en el interior de una caja de montaje. El circuito electrénico procesa las sefiales
del acelerémetro y calcula los parametros modales y las condiciones de estabilidad dinamica en
funcion de las variables del proceso, tales como: velocidad de husillo, coeficientes de corte, y
avance, proporcionados previamente mediante el teclado. La velocidad del husillo también se
puede medir mediante un transductor, el cual se conecta al circuito electrénico. La profundidad de
corte critica, previa a las vibraciones auto-excitadas, se despliega en el visualizador para la
velocidad de husillo establecida. En caso de que aparezcan vibraciones auto-excitadas durante el
torneado, el circuito electrénico activa una alarma audible a través del transductor de sonido. La
sefial del transductor de temperatura de estado sélido también se procesa mediante el circuito
electrénico y se calcula la temperatura en la zona de corte, la cual se muestra de manera
permanente en el visualizador de cristal liquido.

Solicitud: MX/a/208/011130
Inventores: Juan Carlos Jauregui Correa y Luciano Vela Martinez

Fecha de solicitud: 11 de agosto de 2008

Figura A.6-1: Portaherramientas instrumentado para monitoreo de vibraciones auto-excitadas y
temperatura en el proceso de torneado.
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Figura A.6-2: Registro ante el Instituto Mexicano de la Propiedad Industrial.
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