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Resumen

En este trabajo de tesis se estudian los métodos variacionales en la mecanica cuéntica y
en la mecénica cuéntica supersimétrica. En particular se estudia la efectividad un método
simple basado en el principio de incertidumbre de Heisenberg para calcular el orden de
magnitud de la energia del estado base para diferentes sistemas cuénticos. Para realizar
dicho anélisis, se comparan los resultados obtenidos por el método variacional tradicional
(método estandarizado en la literatura) con el método simple por incertidumbre (que es
menos conocido).

Se introduce el concepto del modulador de incertidumbre, el cual tiene como finalidad
encontrar el valor de la incertidumbre que minimiza la energia del estado base y, por
ende, reduce el error que tiene el método simple por incertidumbre. Se muestra como
este concepto resulta particularmente adecuado en el contexto de la mecénica cuantica
supersimétrica. Se estudian sistemas tanto en una dimensién como en tres dimensiones.
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Introduccion

La mecénica cuéntica (o QM por sus siglas en inglés), que surgi6 a inicios del siglo pasado,
es la rama de la fisica que centra su estudio en el anélisis de los sistemas atémicos y sub-
atomicos, tratando de describir el comportamiento como las propiedades de las particulas
elementales, y de moléculas o sistemas que se encuentren a escala microscopica.

La QM es importante porque es la herramienta tedrica basica para numerosas areas de
gran importancia para el conocimiento, como la quimica fisica, la fisica molecular, atémica
y nuclear, la fisica de la materia condensada y del estado sélido y la fisica de particulas.

Esta area del conocimiento cientifico ha permitido una revolucién industrial, enfocandose
en poder producir herramientas de escala pequena que sean ttiles en la vida cotidiana,
como es el caso de la nanotecnologia y de la computacion cuantica [20)].

La mecanica cuéntica surgi6é de tratar de resolver el problema de la radiaciéon del cuerpo
negro, el cual trato de ser explicado por medio de la teoria clasica de la radiacion. Al final,
los resultados obtenidos por la teoria no coincidian con los resultados experimentales, lo
que desembocd en que fuera necesario cambiar el enfoque con el que se regia la fisica
[10]. Después de resolver este y otros problemas, como fue el efecto fotoeléctrico, la fisica
cuéntica fue tomando forma, aclarando un poco mas como funcionaba el universo a escalas
muy pequenias |30], pero al avanzar el tiempo, los fisicos dejaron de interesarse en casos
especificos y buscaron la forma de poder describir de la mejor manera posible los sistemas
cuanticos de la naturaleza. Gracias a esto surgié la mecanica cuantica, la cual permitié
describir con gran precision los fenémenos.

La QM basada en la ecuacién de Schrodinger, describe la evolucion de un sistema cuéntico
a través de como cambia la funcién de probabilidad, conocida como funcién de onda, en el
espacio y el tiempo a partir del hamiltoniano del sistema.

La implementacion de la QM gener6 una revolucion tanto cientifica como industrial 2],
pues se abrid la puerta a la ciencia de los materiales, lo que ha permitido que seamos
capaces de comprender mejor las propiedades fisicas muchas sustancias 9. La ciencia de
los materiales ha tenido un gran impacto en la electrénica, entre otras areas.

La ecuacién de Schrodinger también posibilité el entendimiento de sistemas cuanticos que
son de gran relevancia, tales como el atomo de hidrégeno, los pozos de potencial y los
superconductores, entre otros.

La mecéanica cuantica permitié observar que los 4tomos tienen un comportamiento pecu-
liar, descrito por Bohr con su modelo atémico. Dicho comportamiento consiste en que los
sistemas cuanticos tinicamente pueden ser excitados con ciertos rangos energéticos. Esto



implica que la energia esta discretizada, lo cual es conocido como cuantizacion.

Una de las tantas ventajas que la ecuacién de Schrédinger trajo fue el poder calcular los
niveles energéticos, tanto para atomos como para otros sistemas, los cuales se obtienen al
resolver la ecuacion diferencial.

La ecuacion de Schrodinger tiene una limitante, ya que muy pocos sistemas cuanticos son
analiticamente resolubles y nos permiten obtener resultados exactos. Por este motivo, es
necesario usar diversos métodos que permitan estimar los niveles energéticos de los sistemas
cuénticos, con un grado de error lo suficientemente bajo.

Los métodos de aproximacién principalmente se emplean para poder encontrar la energia
del estado base de estos sistemas |17]. Esto debido a que partiendo de este nivel energético
podemos conocer los subsecuentes niveles.

Existen diversos métodos que permiten estimar los niveles energéticos, algunos de ellos son:
1 Métodos perturbativos,
2 Aproximacion WKB,
3 Métodos variacionales.

Los métodos variacionales son un proceso de optimizacién del valor esperado de la energia
del sistema |26|, donde se plantea que la funcion de onda o el hamiltoniano dependa de una
sola variable. La finalidad es optimizar la ecuacion de Schrodinger o el hamiltonino para
que arroje un valor préximo al nivel energético deseado.

Otro motivo para trabajar con éstos métodos reside en que por ésta técnica de aproxima-
cion, no es necesario conocer la funcion de onda original [1], lo que nos permite operar con
una funcion de onda de prueba con cualquier nimero de parametros libres que vayan a ser
utilizados para minimizar la energia. La funcién de onda de prueba debe de cumplir con
las condiciones de frontera del sistema. Por ejemplo, se suele proponer que se utilicen las
funciones Gaussianas para que se puedan simplificar los célculos [14].

Estos métodos se trabajaran en la tesis y haremos una comparaciéon entre técnicas tradi-
cionales y la técnica propuesta para este trabajo.

Debido a la naturaleza ondulatoria y probabilistica de la mecanica cuéntica resulté muy
complejo el poder estudiar los fenomenos de muchos cuerpos 18], por lo que fue necesario
buscar una nueva forma de atacar dichos fenémenos. Esto desembocé en la teoria cuantica
de campos (QFT por sus siglas en inglés), la cual es la base de la fisica de particulas.
Esta teoria pone en conjuncién las teorias de campos clésicos, la relatividad especial y la
mecanica cuantica.

Para tener modelos mas simples que describieran a las particulas elementales, se desarro-
llaron nuevas herramientas, como las teorias supersimétricas. Estas teorias establecen una
relacion entre las particulas bosonicas (las que generan los campos) y fermionicas (las res-
ponsables de la materia) [31]. Derivada de las teorias supersimétricas, se creo la mecénica
cuantica supersimétrica (SUSY-QM por sus siglas en inglés), la cual se va a trabajar en
esta tesis [7].

La SUSY-QM es una nueva forma de estudiar la QM, que nos permite aplicar nuevas
técnicas, entre ellas la factorizacion del hamiltoniano. Esta técnica es de gran importancia
por sus consecuencias en los sistemas cuanticos [8]. También nos permite encontrar o crear
relaciones entre hamiltonianos que presentan un espectro similar [7]. Ademas, a través



del uso de la factorizacién del hamiltoniano, se puede conocer si un cierto potencial tiene
solucion o incluso nos permite clasificar los casos en los que los potenciales de la ecuacion
de Schrédinger son resolubles.

La SUSY-QM también ha permitido la expansiéon de los métodos variacionales, y es aqui
donde entra nuestro trabajo, pues estudiaremos un método poco conocido en donde se usa
como parametro variacional el modulador de incertidumbre.

La tesis se encuentra dividida en 5 capitulos, en los cuales se tocan los siguientes temas:

El primer capitulo de este trabajo versa sobre el método variacional y cémo tradicional-
mente se trabaja en la mecanica cuéntica; muestra como se pueden solucionar los sistemas
utilizando la definicion del principio de incertidumbre; expone el procedimiento para utili-
zar el principio de incertidumbre de Heisenberg como una ecuaciéon de apoyo que permite
reparametrizar el hamiltoniano e introduce la idea del modulador de incertidumbre.

El segundo capitulo tiene como proposito presentar diversos sistemas cuanticos, los cuales
se resuelven por los métodos variacionales tradicional (el cual es el método estandarizado
al trabajar con el método variacional) y simple por incertidumbre (lo llamamos de esta
manera porque se emplea al principio de incertidumbre como ecuacién auxiliar en el calculo
variacional), incluyendo los célculos de error por cada método y su comparacion para
vislumbrar que método variacional es mas efectivo.

El tercer capitulo presenta la teoria necesaria para trabajar con la mecanica cuantica super-
simétrica, especialmente el método de la jerarquia de hamiltonianos y sus consecuencias.
Finalmente, se expone como resolver los sistemas cuénticos para cada método variacional,
ahora aplicados a la SUSY-QM. Asimismo, se muestra de que manera la supersimetria
afecta en la determinacion del valor del modulador de incertidumbre.

El cuarto capitulo tiene como objetivo resolver algunos sistemas cuénticos supersimétricos
por cada método variacional, realizar los calculos de error que obtenemos por cada método
y contrastarlos para corroborar la efectividad de cada uno. Aunado a ello, calcular un valor
especifico para el modulador de incertidumbre.

En el capitulo final se resumen las conclusiones a las que se llegaron a lo largo de este
proyecto y una reflexion sobre la posible importancia que puede jugar el modulador de
incertidumbre para la supersimetria y su posible demostracion.






CAPITULO 1

Método Variacional

En este capitulo se trata la teoria que esta detras del principio variacional y su aplicacién
como método variacional, el principio de incertidumbre generalizado y la introduccién de
la idea del modulador de incertidumbre como optimizacién del método variaciénal simple
por incertidumbre.

1.1. La ecuacién de Schrodinger y el problema de los estados
ligados

La mecénica cuéntica se encuentra descrita por medio de la ecuaciéon de Schrédinger, la
cual es:

Lo
i b = H, (1.1.1)

donde 1 es la funciéon de onda y H es el operador hamiltoniano, que contiene toda la
informacion dindmica del sistema. La ecuacién de Schrodinger permite conocer como va
cambiando un estado cuantico en el tiempo. La ecuacién de Schrodinger se puede resolver
por el método de separaciéon de variables, por lo que se puede escribir como el producto de
dos funciones, una que dependa de la posicion y otra del tiempo |3|, de la siguiente manera:

Y(x,t) = op(x)T'(t). (1.1.2)

Esto permite que la ecuaciéon de Schrédinger se reescriba de la siguiente manera:

0 -
iho ¢(@)T(t) = Ho(2)T(?),

_h
2m Ox?

(1.1.3)

() T(t) = B(@)T(L) + V(@)9(0) ().

Si se dividen ambos términos de la ecuacion anterior entre ¢(z)7'(t), se obtiene una ecuacion
en la que cada variable se encuentra de cada lado de la igualdad:



ih d h d?

—Tt)=—————dx)+V(zx)=F, 1.1.4
T(t) dt (*) 2mao(z) dx? (@) (z) ( )
donde E es una constante. La ecuacién anterior se conoce como ecuacion de Schrédinger
por separaciéon de variables. Esta ecuacién es muy importante, pues permite conocer como
evoluciona un estado cuantico temporalmente o espacialmente. Si se trabaja con la parte
temporal se obtiene:

ih d

1 d iE

_— T =,

T(t) dt B=-7 (1.1.5)
ar _ ik,
T ho
T(t) = Ce

Introducir este resultado en la ecuacion ([1.1.2)) conduce a que la funcién de onda se pueda
expresar de la siguiente forma:

b(z,t) = d(z)e 7L, (1.1.6)

Es importante notar que la constante C' que aparece en la ecuacion ((1.1.5)) se introduce
en la funcién ¢(z). En la ecuacion ([1.1.4) también se tiene la ecuacion para un estado
estacionario [16, [21], la cual es:

h d?
—mﬁéf)(@ +V(z) =E,
ho d? (1.1.7)

b(x) + V(2)o(x) = Eg(x),
|Ho(x) = E¢(x).|

" 2mda?

Notese que la ecuaciéon anterior tiene la forma de un problema de eigenvalores, donde la
funcion ¢(z) funge como la eigenfuncion, E corresponde al eigenvalor y H es el operador
hamiltoniano [29].

Debido a la caracteristica del potencial de determinar el comportamiento de un sistema,
existen diferentes estados que son factibles a suceder con un valor determinado de la energia
en un sistema afectado por un potencial. Estos estados se conocen como estados ligados,
pues estan ligados en su comportamiento al potencial y en su movimiento al valor de la
energia. Los estados ligados se caracterizan por las siguientes constricciones:

E <V(—o0)

E < V{oo) (1.1.8)



La mayoria de los potenciales practicos tienden a cero en el infinito, por lo que las cons-
tricciones anteriores se simplifican en una tnica condicion.

E <0. (1.1.9)

Si el potencial del hamiltoniano genera estados ligados entonces, se obtiene un conjunto
discreto de eigenfunciones y eigenvalores:

Enpn(z) = Hop(z), n=0,1,2,... (1.1.10)
A toda funcién de onda o estado ¢, (z) que resuelve la ecuacion (1.1.7)) se le conoce como
eigenfuncion de energia |3} |11].

En un conjunto completo de eigenfunciones, existe una eigenfunciéon que corresponde al
eigenvalor minimo de la energia. A este eigenvalor y su eigenvector se les conoce como
energia y estado base.

El estado del sistema al tiempo inicial, se puede expresar como una combinacién lineal de
infinitos estados ortonormales [3, 29].

P(@,0) =D cndn(®). (1.1.11)
n=0

De la ecuacién anterior ¢, es una constante, la cual se puede calcular por medio de la
proyeccion del eigenestado ¢, (x) sobre el estado 1 (z,0), de tal manera que se tiene:

Cn = <¢n(l‘)|1/)(33»0)>a (1'1'12)

por lo que la evolucién temporal del estado se puede expresar al agregar el término obtenido
de la ecuacion ([1.1.5)), lo que conduce a la siguiente expresion:

P(z,t) = ch¢n(w)e_iETnt. (1.1.13)
n=0

El problema principal que se encuentra, es que existen muchos potenciales que cumplen
con la constriccion de los estados ligados, pero pocos son analiticamente resolubles, hacien-
do dificil el poder encontrar los eigenestados y eigenvalores que caracterizan los diversos
sistemas.

Los métodos variacionales que se estudian en esta tesis permiten encontrar una aproxi-
macién a la energia del estado base cuando la solucion exacta de la ecuaciéon ((1.1.10) no
existe.

1.2. Principio variacional

Como se vio anteriormente, el principal problema que se tiene es que existen pocos poten-
ciales que permiten resolver la ecuacién de Schrodinger de forma analitica; por lo que se
han desarrollado diferentes métodos que permiten estimar tanto los eigenvalores como los
eigenestados de un sistema, en especial el estado base y su energia.



El principio variacional es uno de los métodos de aproximacion utilizados en la mecanica
cuéntica, para estimar la energia del estado base de un sistema cuantico [4].

De la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo (1.1.10)), se puede ver que si se
calcula el valor esperado del operador hamiltoniano, se obtiene:

(YIENY) = (Y[H|¢),

EWlY) = (Y[ H|). (1.2.1)

Si se despeja E, se puede expresar la energia como un funcional, de la siguiente manera:

_ (Y[H|)
E(p) = W) (1.2.2)

Ya que se conoce como se expresa la energia de un estado estacionario, es importante ver
qué tanto difiere la energia de un estado variacional con la energia del estado base. Si se
escribe la diferencia entre ambas energias se tiene:

By = WHW) W) (WIH — Eofy) 123

{$l) (Y1) ()

Se sabe que H contiene un espectro discreto, el cual va a arrojar un eigenvalor dependiendo
del eigenestado sobre el que actie. Por esto, es importante considerar diferentes estados.
Para ello, se requiere ver la contribuciéon que presenta cada estado al sistema, por lo que se
utiliza un operador conocido como proyector (P, = [¢,,){(y|) [24]. Los proyectores cumplen
con la condicion de completitud (3, P, = > [1y){(¥y]| = I), por lo tanto, la ecuacion de
Schrédinger incorporando el proyector es:

Y HP) = EPult)). (1.2.4)

Remplazando lo anterior en la ecuacion (1.2.3)) se obtiene:

o _ <¢|Hpn_E0Pn|¢> _ o <71Z)|Pn|d)> — _ 2
E,~Ey=Y o) =D _(Bn = Bo) = e = > (B = Eo)l (W)l

n n n

(1.2.5)

De la ecuacién anterior, se puede ver que cada término de la suma del miembro derecho es
positivo o cero, lo que nos lleva a que Fy < F1 < Ey < --- < E,. Por lo tanto, la diferencia
E, — Ey es positiva o cero, probando de esta manera que:

Ey — Ey 20,

(1.2.6)
E, > E,.

Hasta el momento, se ha analizado lo que le pasa a la energia, pero también es importante
ver qué le sucede a la funcién de onda cuando al sistema se le aplica una variacién a la



funcién de onda del estado base. Para realizar esto, vamos a utilizar el principio de la
superposicion |2, 25|, por lo que la funcién de la variacion sera:

[v0) = [v0) + [09). ] (1.2.7)

De la ecuacién anterior, se puede ver una serie de cosas importantes. La primera es que
la funcién de onda variacional debe respetar las mismas condiciones a la frontera que la
funcién del estado base. La segunda es que la funcién de onda variacional lleva en su
argumento el término a variar. Dicha variable en esta tesis serd notada por la letra b.
Cabe mencionar que cuando el sistema tiene més de una dimensién, se suelen usar mas
parametros variacionales para poder estimar de forma correcta el valor esperado en cada
dimension. La tercera cosa importante es que hay un caso en el cual ¥, = ¢y y es cuando
la variacién no cambia a la funcién de onda.

Con todos los resultados obtenidos hasta el momento, se pueden apreciar que existen dos
casos cuando aplicamos el principio variacional. Dichos casos son:

1 E, = Ey siy solo si ¢, =y,
2 E, > Ey cuando ¥, # 1.

En resumen, el principio variacional consiste en aplicar a una funcién de onda de prueba o
variacional (v,), la cual debe estar normalizada, el hamiltoniano de un sistema y se calcula
su valor esperado, el cual sera equivalente al valor de la energia variacional (E,).

(H) = (|H|¢) = By (1.2.8)

El valor de la energia variacional debe ser mayor o igual a la energia del estado base para
cumplir con el principio variacional.

E, > Ey. (1.2.9)

En esta tesis se trabajarda tanto con el método variacional mas conocido, el cual seréd
llamado método tradicional, y con otro método menos conocido, el cual se basa en utilizar
el principio de incertidumbre como ecuacion auxiliar. A continuacion se presentaran ambos
métodos y su forma en la que se suele operar en cada uno.

1.2.1. Procedimiento general del método tradicional

El método tradicional parte de proponer una funcién de onda, a través de la cual se calcula
el valor esperado de la energia. La funciéon de onda variacional va a depender tanto de la
posicién como del pardmetro variacional b, de tal forma que la funciéon de onda tiene el
siguiente aspecto:

Yo(z,0) = Af(2,b), (1.2.10)

donde A es la amplitud de la funciéon de onda y f(z,b) es la funcion mateméatica que
caracteriza a 1, (z,b). Como se puede apreciar, un elemento esencial es que la funciéon de
onda tiene que estar normalizada, razén por la cual la funcién de onda debe cumplir lo
siguiente:



<¢v’¢v> =1,

Al [ Fab) - flabde =1,
A (1.2.11)

1
v \/ [#2 F(@,b) - f(,b)da

donde F} y F3 son las consideraciones a la frontera del sistema. Algo importante a observar
es que al integrarse en la regiéon del espacio constreniido por las condiciones a la frontera,
la amplitud depende del parametro variacional. Con lo anterior se puede apreciar entonces
que la funcién de onda variacional se puede escribir de las siguientes maneras:

(1.2.12)

Yola,b) = AD)f (D)
1
(X, b) = x,b).
poe? \/f£2 Fied) fahd

Una vez que la funcién de onda se encuentra normalizada, se procede a calcular el valor
de la energia variacional, la cual se aproximara al estado base del sistema y es la descrita
por la ecuacién , ademaés cumple el principio variacional, de tal forma que sigue la
ecuacion . Dado que se quiere encontrar el valor esperado del hamiltoniano, se debe
calcular los valores esperados de la energia cinético y de la energia potencial. Dichos valores
esperados corresponden a las siguientes ecuaciones:

Fy ~2 2 2 F> 2

(T) = w(:c,b)gwx,b)dx:—h’;(b)' fT(x,b)%f(:z,b)dx, (1.2.13)
Fy m m Fy i
F2 F2

V)= Ul (2,b)V ()¢ (2, b)de = |A(b)? : Mz, D)V (2) f (x, b)da. (1.2.14)

De las ecuaciones anteriores, se puede observar que los valores esperados de ambas energias
dependen del parametro variacional, por lo que el valor esperado de la energia total también
va a depender de dicho parametro.

Como se sabe, el hamiltoniano corresponde a la suma de ambas energfas, por lo que el valor
esperado del hamiltoniano es la suma de los valores esperados tanto de la energia potencial
como cinética, como se expresa a continuacion.

[(H) = (T) + (V)] (1.2.15)

Si se quiere aproximar el valor esperado de la energia obtenido con cierta ¢, a la energia
del estado base, se debe minimizar la energia; pues como se sabe la energia del estado base
es la energia mas baja de todo el sistema. Para esto se realiza la siguiente operacion:

—(H) =0. (1.2.16)



Una vez que se haya realizado la minimizaciéon del valor esperado del hamiltoniano, se
procede a despejar el pardmetro variacional (b), con la finalidad de encontrar el valor
minimo que puede tomar tanto éste como la funcién de onda y la energia del sistema.

El método admite funciones que cuenten con més de un parametro variacional y es con
respeto a ellos que se minimiza la energia.

Como se menciono previamente, el procedimiento puede tener mas de un parametro varia-
cional, razon por la cual se debe minimizar la energia con respecto a cada parametro que
se tenga.

Se puede apreciar el principal problema del método radica en el calculo de las integrales
para hallar los valores esperados de las energias que conforman el hamiltoniano, razén por
la cual el método por incertidumbre tratara de evitar las integrales.

1.3. El principio de incertidumbre y el método variacional

Dada la naturaleza probabilistica de la mecanica cuéntica, es fundamental el uso de ciertas
herramientas matematicas, tales como el valor esperado y la desviacion estdndar. El valor
esperado permite conocer como se comporta en promedio un sistema al sufrir una medicién
o interacciéon. La desviacion estandar permite saber el promedio de la variaciéon entorno a
la media, es decir, que tanto se aleja una medicién del valor esperado; en mecénica cuantica
la desviacién esténdar se le conoce como incertidumbre y se expresa de la siguiente manera
[25]:

a0 =\l (2 @) 1) = VIR (13.1)

donde © es un operador hermitico que representa alguna observable fisica y |f) = (Q —
(€))|1). Usualmente tanto el valor esperado como la incertidumbre permiten conocer de
buena manera la configuracion de un estado cuantico.

Hasta el momento s6lo se ha prestado atencién a las consecuencias de una medicién, pero
generalmente, se tratan de realizar mas de una con la finalidad de extraer la mayor cantidad
de informacién posible del sistema. Se debe analizar lo que sucede cuando se hace mas de
una medicién sucesiva sobre el mismo sistema. Para ello consideremos otra observable A y
el estado |g) = (A — (A))[4)). Para realizar mediciones sucesivas se tienen que multiplicar
las varianzas (incertidumbre cuadradas) de ambos estados.

Si los operadores O y A no conmutan entre si, entonces se puede escribir una relaciéon entre
ellos por medio de la desigualdad de Schwartz ((V1)2(V2)? > |(V1]V2)]?), de tal forma que
se consigue lo siguiente:

AQ?AN > |(flg)|2. (1.3.2)

A continuacion, se utilizan las siguientes propiedades de los ntimeros complejos:

2] 2 [Im(2)], (1.3.3)

Im(z) = 5 (1.3.4)
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Si se define el ntimero complejo z como z = (f|g), entonces, su complejo conjugado es
zZ = (g|f). Por lo tanto sustituyendo esto en la ecuacion (1.3.2)) se obtiene:

AQPAN? > |2 (1.3.5)

Usando la propiedad de la ecuacion (|1.3.3)) resulta por secuencia logica la siguiente relacion
entre la varianza y el médulo de la parte imaginaria de un namero complejo:

AQ2AN? > |2)? > [Im(2)]? .| AQ2AA2 > |Im(2) % (1.3.6)

Ahora, si se utiliza la propiedad de la ecuacion ([1.3.4]) se puede describir la varianza en
términos del niimero complejo z, y por consiguiente con la relacién entre los operadores:

12 2
AQ2AN? > |22 . (1.3.7)

AOQZAAZ > ‘M
- 2

21

Si se sustituyen las definiciones de (f|g) y de (g|f) y se realizan las operaciones correspon-
dientes, se obtienen las siguientes expresiones:

(f1g) = (QA) — (@)(A), (1.3.8)
(91f) = (AQ) - (@)(A), (1.3.9)
“Afla) (gl f) = ([ A]). (1.3.10)

Sustituyendo el resultado de la ecuacion ((1.3.10]) en la ecuacion ([1.3.7]) se puede simplificar

ésta ultima de la siguiente forma:

(@A

APAN? > ||
21

(1.3.11)

por lo que la relacién de incertidumbre que existe entre dos operadores hermiticos cualquiera
queda de la siguiente manera:

AQAA > ‘;([QAM (1.3.12)

Esta tltima relacion es conocida como principio de incertidumbre generalizado y es-
tablece que existe una relaciéon entre las incertidumbres de los operadores y el valor absoluto
del conmutador de dichos operadores. Esto es de gran importancia pues el conmutador nos
permite saber si los observables son compatibles o incompatibles, lo que nos deja saber a
la vez si cuentan o no con un conjunto completo de eigenestados en comin.

El caso méas conocido del principio de incertidumbre es aquel donde se cuentan con los
operadores canonicos (Z, p) que se expresa de la siguiente manera:

12



AzxAp > —. (1.3.13)

no | St

Existe un método variacional que se basa en el principio de incertidumbre. Recuérdese
que Az y Ap se calculan para un estado fijo |®) y por lo tanto el producto AzAp tendra
diferentes valores para diferentes estados.

Debera existir un cierto estado |®g), tal que la incertidumbre total se minimiza y se obtiene
la igualdad en . A los estados que cumplen con lo anterior se les conoce como
estados de minima incertidumbre. Se puede demostrar que las funciones de onda de minima
incertidumbre son de forma gaussiana y se escriben de la siguiente manera:

1 1/4 i(p)x 7<$*<1>>2
Pp) = | ———— 28w 1.3.14
| Do) (27r(Ax)2) e R e (1.3.14)

Algo importante a resaltar, es que el método varaicional por incertidumbre nos permite
encontrar los estados coherentes de un sistema cuantico. Esto se debe a que los estados
coherentes son estados de minima incertidumbre [28|, es decir, el estado |®¢) es un estado
coherente. Los estados coherentes se encuentran relacionados con el estado base por medio
del operador de desplazamiento f)(a) de la siguiente manera.

|Bo) = D(a)lth). (1.3.15)

Utilizando en la ecuacién anterior, el hecho de que el operador desplazamiento se encuentra

A A~ i{p)x 3
definido como D(«) = e & , entonces podemos ver que el estado base de un sistema
cuéntico se encuentra caracterizado de la siguiente manera:

. 1 Vs e _(2=@)?
‘(I)0> = D(Oé)"¢0> = <27T(A£L’)2> e <h> e < 2Aw ) ,

/ o= ()2
|Y0) = <1 >1 46_( i) |

2r(Ax)?

(1.3.16)

Por lo anterior, se puede construir una funcién variacional que minimice la incertidumbre.
Para generar una funcién de onda variacional que respete todo lo anteriormente mencio-
nado, en el trabajo, se propondra que la funciéon que combine las ideas de las ecuaciones
(1.2.12) y (1.3.16). Esto conduce a que la funciéon variacional sea del siguiente tipo.

by(z,b) = A(b) f(z, b)e bE—)?, (1.3.17)

donde A(b) es la constante de normalizacion del estado. Por su parte, f(x,b) es una funcion
que restringe al estado para que cumpla las condiciones de frontera, que se puede anadir
para cumplir condiciones de frontera especiales (para las condiciones de frontera usuales
en oo se utiliza f(x,b) =1).

Por ejemplo, una funcién sencilla es la siguiente:

13



1/4
ho(,b) = <%> e bama), (1.3.18)

™

Esta funcion es una de las que utilizaremos en esta tesis.

Si se comparan las ecuaciones ((1.3.16]) y (1.3.18)) se puede encontrar una correlacion entre
nuestro parametro variacional b y la incertidumbre en la posicion Ax y dicha relacion es:

1

Ar = ——.
2vb

(1.3.19)

Si se introduce el resultado anterior en el principio de incertidumbre para un estado de
minima incertidumbre, se obtiene que la incertidumbre del momento es:

h h
Acdp=3 = Ap=— . Ap = Vbh. (1.3.20)

Las relaciones obtenidas en las ecuaciones ((1.3.19) y (1.3.20) son importantes, porque
relacionan los valores de las incertidumbres con el parametro variacional b. Es importante
decir que dichas relaciones son exclusivamente para aquellos estados que estén descritos
por la funcién variacional estandar (ecuacion (1.3.18)). Si se va a utilizar otra funcion,
entonces se tendran que calcular sus valores esperados y de alli encontrar la relaciéon entre
el parametro variacional b y las incertidumbres.

Ya que se conoce una funciéon de onda variacional, la cual se aproxima al estado base,
simplemente se procede a calcular el valor esperado de la energia como lo indican las
ecuaciones (1.2.15)) y (1.2.16) ajustando el valor de b que minimiza el valor esperado de la
energia. Una vez que se obtenga el valor del pardmetro variacional, se podré calcular tanto
la energia minima como los valores de las incertidumbres.

Este procedimiento aproxima el valor de la energia del estado base del sistema. La calidad de
la aproximaciéon dependeré de la similitud entre el estado base exacto y la forma gaussiana
propuesta.

En esta tesis aplicamos este método para resolver el sistema de la particula en la caja (pozo
de potencial infinito) y hacemos un comparativo con otros métodos.

1.4. Meétodo simple por incertidumbre

Como se ha visto en la seccién anterior, es factible utilizar el principio de incertidumbre
para conocer la funcién de onda que mejor se adapte a la incertidumbre que posee dicho
sistema cuantico.

Sin embargo, se pueden aprovechar las propiedades algebraicas del principio de incertidum-
bre para obtener una estimaciéon de la energia del estado base sin necesidad de trabajar
con funciones variacionales y sin calcular valores esperados, tal y como se demuestra a
continuacion |22, 25|.

Para utilizar todo el potencial que tiene este método, vamos a utilizar la generalizacion de
la incertidumbre del momento y posicién, la cual es:
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DiTj = 51']2. (1.4.1)

Algo importante a notar es que no todos los sistemas cuanticos tienen como incertidumbre

el valor de %, sino que todos los sistemas tienen una incertidumbre proporcional de %; lo

que permite generar la siguiente ecuacién, la cual respeta el principio de incertidumbre:

x;h
DiT; = Tz , 2Kj Z 1, (142)
donde x (letra zhe del alfabeto cirilico) es la constante que modula la incertidumbre de
un sistema cuéntico particular; razén por la cual se referird a dicha constante como el
modulador de incertidumbre, y como se ve, es una constante igual o mayor a uno, con
lo que se consigue respetar el principio de incertidumbre de Heisenberg.

El hamiltoniano incorpora tanto el momento como la posicién, lo que permite utilizar
el principio de incertidumbre para reparametrizar el hamiltoniano y que quede descrito
en términos de posiciébn o momento exclusivamente. Para poder hacer esto simplemente
se tiene que despejar la ecuaciéon anterior. Por lo general, se describird en términos de
posicién, de tal forma que se obtiene:

= ;> 1. 1.4.3
2 , Ky =2 ( )

Esta tltima ecuacién permite hacer sustituciones en nuestro hamiltoniano, generando una
forma de factorizarlo, por lo que para un caso general, se obtiene que el hamiltoniano tiene
la siguiente formas:

_ 1 <>Kh>2 + V() (1.4.4)

El resultado anterior genera la energia de cualquier sistema cuantico en cualquier estado.
Ahora, para realizar que dicha energia tienda a ser la energia del estado base, hay encontrar
el minimo de nuestra funcién hamiltoniano, por lo que para una dimensiéon tenemos lo
siguiente:

d .
— H=0. 1.4.
o H=0 (1.4.5)

Sustituyendo ([1.4.4) en la ecuacion anterior se obtiene que:

d [ x*h?
RE (W ! V@)) ’
2p? d
=7 4 —V(z).

C4mad | dx

(1.4.6)
— 0=
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Una vez que se conozca el potencial, se procede a derivar y luego se realiza un despeje
para encontrar el valor de x que minimiza la energia. Ya que sea conocido dicho valor,
se procede a sustituirlo en nuestro hamiltoniano inicial y de alli, se procede a calcular el
valor que tendra la energia de variacion (E,) en términos del modulador de incertidumbre.
Comparando con la energia del estado base, podremos encontrar que valor de »k minimiza
la energia y a la vez podremos encontrar cual es el valor de la incertidumbre para dicho
sistema cuantico.

Este procedimiento se puede generalizar después a mas dimensiones, pero hay que tener en
cuenta la consideracion de la ecuacion (|1.4.1]) para poder aplicar bien el método variacional.

Debido a que no se conoce el valor de »k que minimiza la energia y se sabe que el valor mas
bajo que puede tomar es :x = 1, se va a fijar el modulador a dicho valor. Las expresiones
que contienen un valor indeterminado de »k seran relevantes mas adelante, cuando se trate
la SUSY-QM. Se obtienen las siguientes ecuaciones:

h2
L B (1.4.8)

C4dmazd ' dx

Tal y como se menciond, la ventaja principal que se obtiene al trabajar por este método es
que ya no se requiere resolver integrales.

Para calcular la energia del estado base (en forma aproximada), se despeja x de la ecuaciéon

(1.4.8) y luego lo se sustituye en la ecuacion ((1.4.7)).

Es importante hacer notar que este método ayuda a estimar el orden de magnitud de la
energia.

Ademas, este método se ha utilizado en algunos trabajos como ”Variational Constraints of
Masses and Radii of ¢ cMmesons, Jamil Ahmed, Rahila Manzoor, Alfredo Raya, Quant.
Phys. Lett. 6, 99” y ”A new variational approach and its implications to heavy quarkonia,
Jamil Ahmed, Rahila Manzoor y Alfredo Raya. Rev. Mex. Fis. 67(1) 33-53 (2021)”.
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CAPITULO 2

Ejemplos del método variacional en
la mecanica cuantica

Este capitulo se enfocaré en resolver diferentes sistemas cuanticos. Se va a calcular el valor
de la energia del estado base de dichos sistemas por medio de los dos diferentes métodos
variacionales, el tradicional y el método simple por incertidumbre. Ademaés, se realizard
una comparacion de los resultado obtenidos por ambos métodos para cada caso tratado.

2.1. Oscilador armoénico

Este problema es fundamental, debido a que es uno de los problemas que cuentan con
solucion exacta. Ademas, el sistema es soluble por diferentes métodos.

El hamiltoniano de este sistema es el siguiente:

/\2 2/\
H:T+V(§:):§—m+mw2x ,

en donde w es un parametro que representa la frecuencia clésica de las oscilaciones.

2

(2.1.1)

2.1.1. Meétodo tradicional

Como se sabe, para trabajar este método se tiene que encontrar los valores esperados de la
energia tanto cinética como potencial. Para esto, se utiliza la funcién de onda variacional

estandar (|1.3.18) centrada en el origen (a = 0).

El valor esperado para la energia cinética es:

<T> = <7;Z)v|T|7w[}v>7
2 00 2
= —2hm|A|2/ e be? d e da,

oo dz?
52 o0 (2.1.2)
= _2m|A|2/ 2be= % (2ba® — 1) da,
_
- 2m’
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Ahora, calculando el valor esperado para la energia potencial,

<V> = <¢’U|V‘¢’U>7

2 0o
_ mw 2 —bx?2 2 —bx?
= T|A\ /Ooe xée " dux, (2.1.3)
_mw?
S8y

por lo que el valor esperado del hamiltoniano es:

B h2h  mw?

HY= —+ —.
(H) 2m+ 8b

(2.1.4)

Como se puede apreciar, el hamiltoniano sélo depende de una variable, la cual es b, pero
para encontrar el minimo de nuestra funcién es necesario optimizarla. Para ello se obtiene
lo siguiente:

d(H)

o Y
o mw? (2.1.5)
o
po M
2

A partir del valor obtenido previamente para el parametro b, la funcion de onda variacional

resulta:
Imw _ mwa?
wvmin: ¢ 3 e 2n (216)

En este caso, el calculo variacional produce exactamente el estado base del oscilador armo-
nico.

Si se sustituye el resultado de la ecuacion ([2.1.5)) en la ecuacion (2.1.4) se obtiene que el
valor esperado de la energia para el estado base es:

(H ) in = L (%) + m;ﬂ (2h> - % (2.1.7)

2m mw

La energia obtenida por el método variacional tradicional arroja exactamente la misma
energia que la solucién exacta.

Ademaés, haciendo uso de las ecuaciones que relacionan la incertidubre con el parametro
variacional b, se pueden calcular el valor de las incertidumbres (1.3.19) y (1.3.20)). Dichos
valores son:

Az =1]—1, Ap=1/—. (2.1.8)



Ahora, se procede a graficar el hamiltoniano en funcién del parametro variacional como se
muestra en la Figura [2.1] para observar como se comporta la energia.

10

"l _
z_k 1| — Ewr

Figura 2.1: Hamiltoniano del método tradicional, con constantes unitarias (h =w = 1) y
el valor minimo de la energia.

Se procede a calcular el error del sistema:

_ hw
= (B w0 (£ o 219
0

2

2.1.2. Meétodo simple por incertidumbre

Para este problema, se sabe que el potencial es:

2,2
V(z) = m“;x . (2.1.10)
Entonces, si se deriva el potencial se obtiene:
d 2
—V(z) = mwz. (2.1.11)

dx

Ahora, sustituyendo el resultado anterior en el segundo miembro de la ecuacion (1.4.6]) y
dado que se tiene que xx = 1, se obtiene:

K2hH2
dmad e,
K2 4
4w2m? 5
. (2.1.12)
— %= T
mw
h
T =4 —
2mw



Remplazando el valor de x en el hamiltoniano, resulta lo siguiente:

7 K2 7mu2a:27
8ma? 2
mw? (T
B K2 n 2mw
- 8m i 2 , 2.1.13
2mw (2.1.13)
hw  hw
IS
2

Ahora, haciendo uso de la ecuacion (|1.4.3), se pueden encontrar los valores de las incer-
tidumbres tanto del momento como del sistema. Los valores anteriormente mencionados
son:

T = i, (2.1.14)
2mw
N LCC (2.1.15)
2
h
AzAp = BE (2.1.16)
huw

Como se puede apreciar en el resultado anterior, el error obtenido entre la energia varia-
cional y la del estado base tedrico del sistema es de 0% con >k = 1. El hamiltoniano del
sistema es:

_ K2 mw?z
-~ 8ma? 2

(2.1.18)

Con éste ultimo hamiltoniano, el cual se encuentra en términos de una tunica variable,
se puede proceder a graficar para ver el comportamiento de la energia con respecto a la
posicién.
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Figura 2.2: Funcién variacional del hamiltoniano por medio de la incertidumbre con & = 1,
w=1lm=1yx=1.

Ahora, como tltimo ejercicio, se comparan ambos hamiltonianos variacionales y se obtiene
como resultado la Figura[2.3] y por el cual se puede apreciar la gran diferencia que aparece
entre ambos gracias a la diferencia del potencial.

Figura 2.3: Comparaciéon de los hamiltonianos variacionales. Ademés, se puede observar
como los niveles de minima energia son los mismos y concuerdan con la del estado base.

2.2. Particula en un campo magnético homogéneo

El problema de la particula en un campo magnético homogéneo es notable porque puede
reducirse matematicamente a osciladores armoénicos siguiendo el método llamado cuanti-
zacion de Landau.

En este problema el potencial vectorial determina la forma del hamiltoniano. Se va a
considerar el siguiente potencial que produce un campo magnético homogéneo:

. B 7Y LS
A= = = B=VxA=B3. (2.2.1)
0

Haciendo la sustitucion minina [7] en el hamiltoniano del sistema se obtiene:
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=g (= S = oo (5= S4) 4 (- S4) + (-S4 e2e)

Si sustituyen las componentes del potencial vectorial magnético en sus correspondientes

posiciones se tiene:
. eB\? (. eB\*

Prestando atencion en la forma en que quedan los potenciales, se logra apreciar que se
pueden utilizar la frecuencia del ciclotron (w, = ;—BC) para simplificar los calculos; lo cual
permite tener el hamiltoniano expresado de la siguiente manera:

.1
H=—

5 (2.2.3)

A 1 mw 2 mw 2
= (s “9) + (B~ "5@) + 8. 2.2.4
2m[p+2y t{oy——5 %) P (2.2.4)

A continuacién, se expanden los binomios al cuadrado y saca el término de p? fuera de los
corchetes, obteniendo de esta manera lo siguiente:

om 2 A 9
. 1 (o o mwe . . .. A 2w? 2 .9 P2
H—m{px+py+ 20[(_@ + UPz) — (Dy + 2py)] + 4C(x +9%) +o

(2.2.5)

Utilizando la siguiente relaciéon que existe entre el conmutador y el anticonmutador ( [/1, B] = {A, B } — 2Bfl>

y la relacion del conmutador entre momento y posicion ([p;, ;] = d; ;ih), se puede simpli-
ficar el hamiltoniano anterior, obteniendo la siguiente expresion:

N 1 |, R . . m2w?
H = o0} + By — mwe (8py — §ba) + — ¢

(#% + Qz)} + 2%. (2.2.6)

Este tltimo hamiltoniano serd con el que se trabajara. Cabe mencionar que el término
Zpy — PP, es en realidad L., lo que permitiria utilizar las coordenadas cilindricas.

2.2.1. Meétodo tradicional

Como se puede apreciar en la ecuacién el hamiltoniano cuenta con aportaciones
en las tres dimensiones cartesianas, por lo que la funcién de onda que se proponga deberé
incluir las tres dimensiones, por lo que la funciéon de onda gaussiana quedara de la siguiente
manera:

oz, y, 2) = Ae~(aa"+hy*+ez?) (2.2.7)

donde la constante de normalizacién A es:
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3

3 1/4
A= (2 abc) . (2.2.8)

Ya que se cuenta con la funciéon de onda del sistema normalizada, se puede proceder a
calcular el valor esperado de la energia cinética del sistema. Se tienen las siguientes ecua-
ciones:

<T> = <%\T!¢v>,

K2 9 > 2 2 2 9?2 9?2 9?2 weh 0 0 2 2 2
_ _ —(ax®+by?+cz?) | Y v Y Wl - v —(az*+by*+cz?)
Qm‘A‘ /Ooe o2+ y? T2 o (xf)y y@x)] ‘ @,

h2
(2.2.9)
Ahora, calculando el valor esperado de la energia potencial del sistema se tiene:
(V) = (ol Vi),
2 00
_ e 2 —(az?+by?+c2?) (,.2 2\ —(az?4+by+cz?)
=l /_006 (@* +y°)e dv, (2.2.10)
mw? (1 1
= +-,
32 \a b
por lo que se obtiene que el valor esperado de la energia sea:
(E) =(T) +(V),
h? mw? (1 1 (2.2.11)
= b R
om (@ TbF O+ 5 <a+ b)

Ahora, se procede a minimizar la energia con respecto a cada uno de los pardmetros. Se
tiene:

O(FE) _O_fi_mwf
da  2m  32a%’
2 miee (2.2.12)
16h2
0 MWe
an
O(E) _O_ﬁ_mwg
ob  2m  32p2’
p2 _ MW (2.2.13)
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O(E) R?
frng O = —,
dc 2m (2.2.14)

¢ = constante.

Debido a que el movimiento en z no cuenta con un potencial, el movimiento en dicha

direcciéon corresponde al de una particula libre. Se sabe que el valor esperado de la energia
21.2

de una particula libre en direccién z es 5 =. Con ésto y el valor esperado de la energia

cinética en direccién z, el cual corresponde al término que contiene a ¢ en el hamiltoniano
(2.2.11]), se puede conocer el valor de ¢ por medio de la siguiente expresion.

e _ i
om  2m

= c=k. (2.2.15)

Sustituyendo el resultado anterior y los valores esperados obtenidos en las ecuaciones
(2.2.12)) y (2.2.13)) se obtiene que la energia minima esperada es:

K2 mw? (1 1
By = b c (L, 1
(E) =g (atbto+ = <a+b>’
_h2<mwc+k2>+mwf ( 8h>
=1 Tt T
hw, h2k2
FE) = 2
( > 2 + 2m

El resultado anterior coincide perfectamente con el resultado exacto, por lo que el error
que se obtiene es del 0 %.

2.2.2. Meétodo simple por incertidumbre

Se va a partir de la ecuacion (2.2.6)), pero se realizara una pequena consideracion, la cual
es una consideracion simétrica que se presentara en el plano XY, de tal forma que = = y.
Esto simplifica el hamiltoniano anterior dicho, de la siguiente manera:

1 m2w?2z?

Se puede apreciar que este hamiltoniano es mucho mas simple y facil de manejar. Ahora
utilizando el principio de incertidumbre para dejar el hamiltoniano en término de las coor-

dendas espaciales en el plano XY y en términos del vector de onda en la direccién z, se
obtiene lo siguiente:

1 K2 m2wia?
H=—|— 4+ —<" + k). 2.2.1
2m <2$2 LI Z> ( 8

Ahora se procede a minimizar la energia con respecto a las variables:
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%:0:—73"‘777/ W, T,
h2
at = m2w?’
. (2.2.19)
2 _
x )
mwe
h
T = .
MWe
OH
=L =0 = 2hk,,
k., (2.2.20)

k,=0 — k, = constante.

Sustituyendo estos valores calculados en el hamiltoniano de la ecuacion (2.2.18) se obtiene
que el valor minimo de la energia es:

1 h2 . 2, .2 A
e[ ()2 () o]
m e (2.2.21)

1
B = 272
v 2m< 2 2 +hk2>’
hw,  h2k2
E, = z
v 2 +2m

Como se puede observar, el valor minimo de la energia es exactamente igual a la energia
que se ha estimado de la forma teodrica y con el método variacional tradicional.

Como se puede apreciar, en ambos resultados variacionales, se obtiene la energia tedrica,
y esto es debido a que el hamiltoniano del sistema en realidad es una combinacién de dos
hamiltonianos que son calculables, los cuales son el de la particula libre y el del oscilador
armonico.

2.3. Particula en la caja

Este ejemplo es de vital importancia en la mecanica cuéntica, porque es uno de los princi-
pales ejemplos donde se pueden aplicar los pozos de potencial.

Para solucionar este problema se realizé6 una aproximacién numérica, para ambos casos.

2.3.1. Meétodo tradicional

Debido a la existencia de las condiciones de frontera, la funcién variacional no sera la
funcién estandar, sino que seré una funcién que siga la ecuaciéon ((1.3.17)).
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Para la funcion de onda se tiene que f(x,b) = x(z—a), para que cumpla con las condiciones

de frontera. Ademaés, se tendra la onda centrada en la mitad de la caja, por lo que (z) = £.

2
Lo que hace que la funciéon de onda variacional sea la siguiente.
b(z—2)°
bo(z) = Az(z — a)e (T=2)". (2.3.1)
Se procede a calcular el valor de la constante de normalizacion A.
<¢ijv> =1L (2'3'2)

Al hacer éste calculo, se obtiene que la constante es:

4v2

A=— .
_6ae*% . 2a367%2" . 3V2mErf [“—\/\/ﬂ 202\ 21 Erf [\T[} . a*\2nErf [aT\/ﬂ
b? b b5/2 B3/2 pi/2
(2.3.3)

Como se puede apreciar, la constante de normalizacién depende del pardmetro variacional
b. Ademaés, dentro de la constante de normalizacion se encuentra la funcion error (Er f(x)),
la cual se encuentra ampliamente ligada a la teoria de la probabilidad, la cual se define
como:

Erf(z \f/ e dt = Erf

a\/‘g] f/f g (2.3.4)

Ahora, se prosigue a calcular el valor esperado de la energia; pero gracias a que el potencial
es cero dentro de la caja, se puede reducir todo a lo siguiente:

(H) =(T)
(2.3.5)
— / e me

Se obtuvo el valor de b que minimiza la energia de forma numeérica. Para este analisis
numeérico se considera una caja de longitud a = 1 y la masa de la particula también es
unitaria. Luego, se fue variando el valor del pardmetro b dentro del hamiltoniano, para de
esta forma ir estimando el valor de la energia con un valor especifico de b. Finalmente, se
graficaron los valores energéticos hasta encontrar aquel valor donde la energia se minimiza.
A continuacion, se presenta la grafica donde se ve la variacion de la energia con respecto
al pardmetro b.
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498 [ . ]
497 . b
4951 . b

494} . . b

Figura 2.4: Valor de la energia con respecto al valor del parametro b.

Como se puede observar en el grafico anterior, el minimo de la energia se encuentra en la
region entre 0.9 y 1. Mientras més cifras significativas se empleen en el valor del parametro,
menor serd el error que se pueda encontrar; este procedimiento se puede realizar cuantas
veces sea necesario. Para dos cifras significativas tenemos los siguientes valores:

b (E)
0.9 | 4.93501h°
0.91 | 4.93494k2
0.92 | 4.93489h2
0.93 | 4.93485h2
0.94 | 4.93483k2
0.95 | 4.93481A42
0.96 | 4.93481A42
0.97 | 4.93483h2
0.98 | 4.93486k2
0.99 | 4.9349h2

1. | 4.93495h2

Tabla 2.1: Tabla donde se presentan algunos posibles valores de b, y donde se ve que el
minimo se puede encontrar entorno a 0.95 y 0.96

Como se puede apreciar en la Tabla el minimo de la energia se encuentra en la region
entre 0.95 y 0.96. Al ir haciendo cada vez més fino el valor que vaya tomando el parametro
b, mas se aproximaré al valor real. Para el caso en el que se tienen 4 cifras significativas
para el valor de b, el minimo se encuentra en el valor de b = 0.9541, y el valor que de la
energia resulta:

E, = 4.93481k°. (2.3.6)

El valor exacto de la energia es:

232

Eo= """ ~ 4.93480%2, (2.3.7)
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lo que genera un error de:

Ey—E
€= <°E”> 100 % = 0.001 %. (2.3.8)
0

Este resultado permite observar que el método es bastante efectivo para este problema;
aunque hay que resolverlo numéricamente.

Ya que se conoce el valor que tiene el parametro variacional b, se puede encontrar el valor
tanto de la incertidumbre de la posiciéon como del momento y de esta manera calcular la
incertidumbre total.

Es menester recordar que para calcular las incertidumbres, primero es necesario calcular
los siguientes valores esperados:

<13> = /Oa %(Cv)w%(x)dw = 0.5, (2.3.9)
(x?) = / ’ Vo (@) 2%y (x)dz = 0.282675, (2.3.10)
0
(p) = % /Oa wv(x)%wv(x)d:ﬂ =0, (2.3.11)
(p*) = —1? /Oa wv(x)zzwv(x)da: = 9.86963h>. (2.3.12)

Ahora, utilizando las definiciones de las incertidumbres se tiene que:

Az = /(22) — (z) = 0.180762, (2.3.13)

Ap = /(p?) — (p) = 7h. (2.3.14)

Si se utilizan la funciéon de onda de la ecuacion ([2.3.1)), la constante de normalizacion de la
ecuacion ([2.3.3)), la caja de longitud @ = 1 y el parametro variacional a b = 0.95.

2.3.2. Meétodo simple por incertidumbre

Para este sistema el método simple por incertidumbre no funciona debido a la ausencia
de potencial, pues es esté el que genera soluciones no triviales en la ecuacién . Para
hacer una estimacioén del orden de magnitud de la energia, se va a partir del principio de
incertidumbre y a considerar el orden de magnitud de la incertidumbre, una eleccién simple
es Az = 3, lo que conduce a que la incertidumbre del momento lineal sea:

h h h
AzAp = — Ap=—— = —. 2.3.1
TEp 2 — P 2Az a (2.3.15)

Se sabe que el potencial dentro de la caja es cero y el hamiltoniano es:
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2
H=2 (2.3.16)

T om’

por lo que se puede estimar que la energia mediante:

Ap?
E, = 2.3.17
v 2m ( )
Sustituyendo la ecuacion (2.3.15)) se obtiene:
ﬁ2
E, = . 2.3.1
Y 2ma? (23.18)

Ahora, calculando el error obtenido por el metodo variacional simple por incertidumbre
del sistema:

Ey— E
€= (OE”> 100 % = 89.86788 %. (2.3.19)
0

Como se puede apreciar, el error es grande, pero ha permitido estimar de forma razonable
el orden de magnitud de la energia.

2.4. Atomo de hidrégeno

El a&tomo de Hidrogeno es fundamental en el estudio de la mecanica cuéntica, gracias a que
es el &tomo mas simple y es el tinico resoluble de forma exacta.

2.4.1. Meétodo tradicional

El estudio de este sistema es muy importante, pues permite llevar lo anteriormente reali-
zado a tres dimensiones. Realizar esto generaria cierta complejidad, pero al tratarse de un
sistema isotrépico, se sabe que sus propiedades no varian con el 4ngulo, por lo que al final
unicamente depende de la distancia 7, lo que conduce a que la funciéon de onda variacional
sea simplemente:

by(r) = Ae b (2.4.1)

Al ser un sistema tridimensional, se deben considerar las aportaciones del momento angular
en cada direccion. Para ello, se utiliza el laplaciano y el cual, para este sistema, se debe
encontrar en coordenadas esféricas. El laplaciano en coordenadas esféricas es el siguiente:

2 10 (0 1 9(f. 0\ 1 9
Vi=wo o) Frrsnman P05 ) a9y o (242)

Debido a que la funcién de onda variacional no cuenta con términos ni de 8 ni de ¢, se
obtiene que el laplaciano del sistema es:
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10 0
V34, = 2o (7”2%) Py. (2.4.3)

Ya que se entiende un poco mas el sistema, se procede a normalizar la funcién de onda
variacional, obteniendo que la constate de normalizacion es la siguiente:

oo pm 2T 4 83b3
_ 20,02 o _ a/ot0”
A—/O /0 /0 W5 (r)r sin (0)dodfdr = 5 (2.4.4)

Ahora, se calcula el valor esperado de la energia cinética usando el laplaciano para coor-
denadas esféricas, lo que conduce a lo siguiente:

(T) = _2,2/000 /07r /O%w:(f);i <r2;r(d)v(r))> 12 sin (0)dgdfdr — 321’:; (2.4.5)

r

Se procede a obtener el valor esperado de la energia potencial, el cual es:

W3:_QAMAWA%wﬁQ%“U%mwm@wmzraaV?. (2.4.6)

Con estos resultados, se tiene que el valor esperado de la energia del sistema en términos
del pardmetro variacional es el siguiente:

3bh2 2b
E) = """ —2a4/ =. 2.4.7
(B) =5~ — 20/~ (24.7)

Se procede a minimizar el valor esperado de la energia:

d(E)

b
3n? 2
o Z = 2.4.8
2m b 0 ( )
b— 8m2a?
~ 9mht
por lo que el valor esperado para la energia es:
2 2 22
3 8ma 52 9 8m «
B - 9mht 5 9mh?
(E) = — om Y\ L5 (2.4.9)
4ma’
E)y=——-.
(E) 3mh?

Se procede a convertir esta energia de Joules a electronvoltios. Al hacer la conversion se
obtiene que el valor esperado de la energia minima es:
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(E) = —11.5488¢V. (2.4.10)

Gracias a este resultado, se puede bosquejar el hamiltoniano del sistema, el cual se presenta
en la Figura Ademas, se puede presentar el valor minimo obtenido y el valor de la
energia del estado base, el cual es de —13.6057¢V .

=10 -

sl e
o 2x102% 24x102 6x10® sx10® 1x10

b

Figura 2.5: Hamiltoniano del atomo de Hidrogeno, donde se pueden observar tanto el
minimo de la energia obtenido por el método variacional como la energia del estado base
de dicho atomo.

Se puede observar tanto por el resultado obtenido de la ecuacién como por el
grafico de la Figura que la energia variacional no se encuentra muy alejada del valor
experimental de la energia del a&tomo de hidrégeno, por lo que ahora, se procede a calcular
el error porcentual que ha generado el método variacional.

Ey— E,
€= (OE> 100 % = 15.1179 %. (2.4.11)
0

2.4.2. Meétodo simple por incertidumbre

Se tiene que el hamiltoniano para este sistema, es:

H=-———, (2.4.12)

, donde se tiene que:

o =
4dmeg

Ahora, aplicando el principio de incertibumbre ((1.4.1)) se tiene que el hamiltoniano es:
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®KIh2 «
H = vy Rl (2.4.13)

Se procede a minimizar el hamiltoniano:

dH ®x2h? o«

o= 2.4.14
T (2.4.14)

dmrd 2’
Ahora, despejando esta tltima ecuacion se encuentra el valor de r que minimiza la energia,
el cual es:

2p? 1 4
r= — -=_ (2.4.15)

 dma r o w2h2

Sustituyendo este resultado en el hamiltoniano de la ecuaciéon (2.4.13]) se obtiene que el
valor de la energia es:

x2h2 [ 16m2a? dmao
E, = —al|l ——= 1,
8m xR xK2h?2

2ma?  4ma?
= ~ (2.4.16)
2ma’?
by, = 252
K2R
Ahora, introduciendo el valor de »k = 1 en los resultados anteriores se obtiene:
2
"= = 1.32293 x 10711, (2.4.17)
mao
E, = —54.4226€V. (2.4.18)

Si se utiliza el principio de incertidumbre, se puede calcular el valor del momento, el cual
tiene un valor de:

h h

Con el valor de la energia variacional y el valor experimental (—13.6057¢eV), se puede
calcular el error proporcionado por el método variacional. El valor del error es el siguiente:

Ey—E
€= <0E”> 100 % = 299.9985 %, (2.4.20)
0

por lo que el hamiltoniano de nuestro sistema con xk = 1 es el siguiente:

K2 o
H=oy— (2.4.21)
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Graficando el hamiltoniano anterior se obtiene:

10 T T T T T

— H(r)

E (eV)

— Ey

-850+ 4

0 2.x100 4 %1000 6x100"0 8 x 107" 1.x107°

r

Figura 2.6: Hamiltoniano del atomo de Hidrégeno con x = 1.
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CAPITULO 3

SUSY-QM

La supersimetria tiene el potencial de ser una herramienta matematica con grandes impli-
caciones en la fisica, ya que podria expandir el modelo estandar, presentar la unificacion
de las fuerzas fundamentales de la naturaleza y ademés nos permitiria mejorar la compren-
sion del mundo primigenio [5], 27]. Existe la hipotesis de que nuestro universo se formo al
romperse la simetria de las interacciones fermiénicas.

Por otra parte, en la mecénica cuéntica los sistemas de muchas particulas son irresolubles
(en forma exacta) y solo pocos sistemas son factibles de resolver analiticamente. Es por
esta razén que se fueron construyendo diferentes herramientas que permitieran resolverlos.
Una de éstas herramientas es la mecdnica cudntica supersimétrica (SUSY-QM). La SUSY-
QM combina propiedades y reglas de la supersimetria con las de la mecénica cuéntica.
Utilizando esta herramienta, se puede reducir el problema de la solucién de la ecuaciéon de
Schrédinger a un problema mas simple que es de tipo algebraico.

3.1. Camino a la SUSY-QM

Se sabe que el comportamiento fisico de una particula viene caracterizado por la naturaleza
de la interaccion con un potencial V(x) [12], y que la ecuacion de Schrodinger para estados
estacionarios es:

W d*y

H% = Enl/}n - _% A2

+ V(2)hn. (3.1.1)

Se puede apreciar que E, es una valor arrojado por el operador hamiltoniano al aplicarse a
¥n. Se denota el valor mas bajo de la energia que se puede obtener como Fy, el cual procede
de aplicar el hamiltoniano al estado ¥g. La ecuaciéon para el estado base es la siguiente:

#
2m dz?

Hvpg — Egtpg =0 = — + (V(z) — Eo) vo. (3.1.2)

Para simplificar la expresion anterior, se usa la siguiente notacion:
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Hy = H — Ep, (3.1.3)
Vi(z) = V(x) — Ey.

De esta manera, se obtiene la siguiente expresiéon para la ecuaciéon de Schrodinger y el
hamiltoniano Hj:

W d*yy
Hiyg = ——— 4+ Vi(x)ho = 0. 3.1.5
o = —5 -~ + Vi) (3.1.5)
Si se centra la atencion en el segundo y tercer miembros de la ecuacion (3.1.5)), se observa
que se puede despejar el potencial y caracterizarlo con la funcién de onda del estado base

de la siguiente manera:

R d? B2
Vi(z)po = 5~ d;@” — Vi(z) = 2m1f/?0. (3.1.6)

Lo anterior es importante porque en el caso de que no se conozca como interactiia una
particula con el potencial, pero si la funcién de onda del estado base que lo describe, se
puede usar la expresiéon anterior para encontrar el potencial correspondiente.

La ecuacion ([3.1.5) también puede escribirse de la siguiente manera:

-2
Hypo = 2%% + Vi(z)iho = 0. (3.1.7)

Se va a usar V1 = Vj. Se tiene la siguiente factorizacion del hamiltoniano:

~2
A A p A
Vi) = Pe) = W=t ),
m
p ; p o
H=|—+1 x] [—z x},
o i) | o
donde f(x) es una funcion real. Esta forma de factorizacion se conoce como Método de
Green [6]. La f(z) se conoce como superpotencial y generalmente es representada como
W (x), notacion que se utilizara de ahora en adelante. Si se expande el hamiltoniano anterior
se obtiene:

(3.1.8)

A p s D o
Hyp= |2 4 iW(a)| |[-2= —iW ,
~2 c AT N
pY apWey  iWpY g
= - -+ + W2y,
om v T vam T
K2 d? h d h d
“amd2 ” Vamas O o an
R h
2m dxz? V2om ' dx
N K2 d? h dW
H=—-—— " - 7 2,
! 2mdz? \/2m dz +W

V) + W2, (3.1.9)

W) + W2y,
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Comparando este resultado con la ecuacion (3.1.7)), se obtiene que el potencial Vi(x) en
funcién del superpotencial es:

hodW(x)
Vom dx

Ahora, se procede a utilizar la factorizacion de Green para reescribir el hamiltoniano H;
como un producto de operadores, de tal forma que:

Vi(z) = W2 () -

(3.1.10)

ﬁ T T A _ATA
S A——HW — 1, = AfA, 3.1.11

donde A y At son operadores que dependen tinicamente del superpotencial.

A

Se define Hs como el conjugado hermitico de Hy,

Hy = HI = AAT. (3.1.12)

El operador H» es conocido como el hamiltoniano companero o hamiltoniano supersimétrico
de H;. Expandiendo los términos se tiene:

Hyp = Mfm - z’vm)] M*m +iW (z)] P,
Py 15‘;%/1 —23/%&+W21/1,
- LWL, (L1
v v
Hy = _}iﬁ_kiﬂ_kw?

2mdz?  \/2m dx

Se observa que la parte que corresponderia al potencial V;(z) ha cambiado, razon por la
cual este sera el potencial companero y se representara con Va(x).

dW (z)

Vo(z) = W2(z) + \/;_LTn T

(3.1.14)

Esto permite observar lo siguiente.
1 Todo sistema cuantico factorizable puede representarse en forma supersimétrica.

2 El comportamiento del sistema queda definido exclusivamente por el superpotencial.
Adicionalmente, el superpotencial se puede obtener a partir del conocimiento del
estado base.

3 El hamiltoniano H; que describe a la particula tiene un companero supersimétrico
(Hs), el cual es su complejo conjugado.
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Cabe mencionar, que existe otra expresion equivalente para el superpotencial es la siguiente:

h (=)
V2m o(z)”

Si se introduce ésta tultima expresion en la ecuacion (3.1.10]) y se usa la relaciéon existente
en la ecuacion (3.1.6]) entre la funcion de onda del estado base y el potencial V7, se obtiene
la siguiente expresion:

W(x) = (3.1.15)

1/}(2/ = 27_1—? (W2(1‘) - \/Z—mW/(gj)> = %WQ(.%) _ \/}inmwl(x)' (3.1.16)

Ahora, interesa encontrar una relacion entre los potenciales Vi y Vs. Para ello, se va a usar
la ecuacion de Schrodinger para el hamiltoniano compaiiero aplicado al estado base, lo cual
se expresa de la siguiente manera:

A2
Hopo = E0 = %dm + Va(x)1o, (3.1.17)

donde EéQ) es la energia del estado base del hamiltoniano companero.

Si se reordenan los términos de la ecuacién anterior y se divide todo entre 1y se obtiene:

vy 2m(Va(x) — B)

3.1.18
(20 h? ( )
Usando la expresion anterior y la ecuacion ([3.1.6)), se obtiene lo siguiente:
2mV; poo2 - EyY
mVile) _vo _ 2mVe@ Z By ) ) - ) — BQ. (3.1.19)

o h?

De la ecuacion anterior se destaca que el potencial compafiero Vs es igual al potencial Vi,
sblo que desplazado una constante con valor E(()Z).

Como 1ltimo, se va a establecer una relacién entre la energia del estado base del hamilto-
niano companero y el superpotencial, para ello se usan las definiciones tanto de Vi como
Va.

Y = Va(w) - Vi(a),
h dW(x)
_ 2 _
=W*(z) + o di
EY  h dW(z)

2 _\/Qm dx

CVem dw | (3.1.20)

La expresion anterior es de vital importancia, porque muestra que la derivada del su-
perpotencial es equivalente a una constante. Ademaés, en caso de conocer la energia del
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estado base del hamiltoniano companero, se puede encontrar el superpotencial al resolver
la ecuacion diferencial.

Es facil observar que la relacion entre los potenciales supersimétricos Vi(x) y Va(z) permite
encontrar una relaciéon entre los hamiltonianos. Dicha relacién es la siguiente:

2 AW (z)
V2m dz

Hy=Hy + = H, +E?. (3.1.21)

La ecuacién anterior tiene una gran implicaciéon, la cual es que el espectro energético del
hamiltoniano compaiero es el mismo que el del hamiltoniano original desplazado una cons-
tante ESQ).También permite observar que tinicamente se tiene que resolver el hamiltoniano
original y agregar el valor del cambio del superpotencial para encontrar el comportamiento
del hamiltoniano companero.

3.2. Jerarquia de hamiltonianos

La factorizacién del hamiltoniano es una de técnica que emplea la SUSY-QM. Fue intro-
ducida por Dirac y se sigue empleando hasta la fecha. Tiene muchas consecuencias en la
QM [8]. Una de las aportaciones que ha traido ésta técnica es que se pueden tratar los
problemas de eigenvalores de forma directa [19]. Otra contribucién que se obtiene es poder
crear una relacion entre los hamiltonianos y energias bosénicas y fermioénicas, con la fina-
lidad de poder construir un sistema de varios hamiltonianos que se encuentren ligados por
el espectro de energia, lo que es conocido como Jerarquia o Cadena de hamiltonianos|23].

La Jerarquia de hamiltonianos es un procedimiento por el cual, partiendo de un hamil-
toniano, se puede generar un nuevo hamiltoniano, el cual permita conocer los siguientes
niveles energéticos o las funciones de onda que nos den acceso a estos niveles energéticos
subsecuentes.

3.2.1. Teoria

Como ya se ha mencionado previamente, el hamiltoniano descrito por la ecuaciéon (3.1.7))
representa un hamiltoniano cuya energia minima fue fijada en cero, y el hamiltoniano de
la ecuacion (3.1.13)) representa el hamiltoniano companiero de Hy, cuyo espectro energético
es igual al de H; simplemente que desplazado una constante E(()2), por lo que existe una
correlacion entre ambos hamiltonianos por medio del espectro energético. A esta correlacion
se le conoce como jerarquia de hamiltonianos y es facilmente apreciable por medio de los
operadores escalera, los cuales son los operadores A y At de la ecuacion (3.1.11)).

Si se aplica el procedimiento de los operadores escalera utilizado en la mecanica cuéntica,
se tiene que al operar Ay =0 = Hyiyg = AT Apg = 0. Recuérdese que el hamiltoniano
companero se define segin la ecuaciéon como AAT. Lo relevante aqui es que se
puede ver que tanto los eigenvalores de la energia y las funciones de onda de Hy y Ho estan
relacionadas. Para trabajar y demostrar las relaciones se va a usar la siguiente notacion:

)

m s . L . . » . m
@Z)ﬁl ) es el estado n-simo del m-ésimo sistema cudntico y E,(l
m-ésimo sistema.

es la energia n-ésima del

Las relaciones entre los hamiltonianos H; y Ha son:
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= Para n > 0 tenemos que Hi:

Hiyl) = Atay) = BOy) = Hy (4pV) = aataph) = BO (ApD).
(3.2.1)
= Similarmente para Ho:

Hypf = AATYR) = EPy® — H, (4lgP) = ATAdTy® = B (49P).
(3.2.2)

. . . 1 . . .
Gracias a las relaciones anteriores y a que E(() ) = 0 se tiene que los eigenvalores y eigenfun-
ciones de Hy y Ho (paran =0,1,2,...) estan relacionadas por las siguientes ecuaciones:

@ =gY, . EY =0 (3.2.3)
—-1/2

o = (B) T Aavil, (3:24)
—1/2

oy = (BR) T Aty (3.2.5)

Algo que se puede notar es que si se utiliza la propiedad que presenta la ecuacion ((3.1.16)
en el hamiltoniano companero (ecuacion (3.1.12))), se puede ver que su energia del estado
base es:

E? =Y = W'(z), (3.2.6)

lo que permite ver que también existe una relaciéon entre la energfa minima del segundo
sistema, la energia del estado excitado del primer sistema y el superpotencial.

La parte esencial de la jerarquia de hamiltonianos viene del hecho de que como los espectros
de energia de los hamiltonianos companeros son el mismo, se puede a partir de éstos
generar los subsecuentes niveles energéticos y a su vez, una cadena de hamiltonianos, todos
partiendo del primero. Para que se pueda generar esta jerarquia, el primer hamiltoniano
debe de tener una energia de estado base con valor cero. Esto para que el hamiltoniano sea
factorizable y todas las relaciones previas sean utiles.

Para poder crear una notacién concisa, se definen los siguientes operadores escalera:

A= —iWi(z) y /1]; = + iy (), (3.2.7)

p P
V2m V2m
donde W, (x) es una funcion real y es el superpotencial que se encarga de mediar la relacion
entre el hamiltoniano H; y su companero supersimétrico Hs.

Debido a que la energia E(()l) = 0, se puede adicionar a nuestro hamiltoniano H; y no
afectarfa a los calculos ni a la fisica del problema, como se muestra a continuacion.

Hy = AlA +EY = —5 s V(). (3.2.8)
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Debido a esto, ahora el potencial queda reescrito en términos de los superpotenciales de la
siguiente manera:

Vi(z) = Wi(z) — \/ZimW{(x) +EY. (3.2.9)
Gracias a la consideracion de mandar a cero la energia del estado fundamental del siste-
ma, ahora se pueden usar las relaciones establecidas en las ecuaciones , (13.2.4) y
, y de esta manera construir hamiltonianos compafieros que estén enlazados por los
niveles energéticos y las funciones de onda. Por lo tanto, haciendo uso de las ecuaciones
anteriormente mencionadas se genera que el Hs es:

Hy = AAL + EV. (3.2.10)

Por esto, se puede reescribir el potencial companero de V7, el cual se expresa de la siguiente
manera;

h
Vo(z) = Wi(z) + EW{(@ + EY,

= Vi(z) + ;%W{(x), (3.2.11)

2h  d?
V2m da?
Debido a la expresién anterior, se tienen tres formas distintas de construir el potencial

companero. Claro que dependera de los elementos con los que se cuenten y de la complejidad
de estos, que se seleccione alguna de las diversas formas de construirlo.

= Vi(z) In (o).

Volviendo a las relaciones entre Hamiltonianos, se obtiene que:

E® = Eﬁp (3.2.12)
—1/2
1/’9 = (ESJL - E(()l)> A1¢7(11421- (3.2.13)

Como se puede ver, el estado base de Hs es el primer estado exitado de Hy, por lo que se
puede factorizar de forma similar a como se hizo con Hj anteriormente, lo que lleva a:

Hy = 4 AL+ BV = Al4, + P = AlAy, + BV, (3.2.14)

Esto conduce claramente a que:

h d .
AQ = %% — ZWQ(Z'),
h d
T e .
A} = =+ iWa(a), (3.2.15)
h d
WQ(Q:) = 7Tm%hl (T!)((]2)),



donde As y A; son los operadores escalera que definen el estado base de Hy como el minimo
asequible, y Wa(x) es el superpotencial que enlaza al segundo sistema con un tercero. Este
tercer sistema es el equivalente al segundo pero desplazado una constante. La definicién de
tercer hamiltoniano es la siguiente:

Entonces, el potencial es:

2h 2 d? 2)
—Vz(ﬂf)‘Fﬁ—E@ln( 0 ),

B 2h o2h d? 1) (2
= Vi(e) + o= —Qm@m( D )

(3.2.17)

Como se puede ver, ahora es posible escribir el tercer potencial en funcién del primero y
de las funciones de los estados bases de los hamiltoniano anteriores, lo que permite ver
que la funcién de onda del tercer hamiltoniano y los niveles de energia también estaran
relacionados con los de los hamiltonianos anteriores, y esto se ve de las siguiente forma:

E,(f’) —® _ g

n+1 n+2»
—1/2
P = (Efﬁl — E((f)) Al (3.2.18)
1 1)\ /2 1 1)) ~1/2 1
= <Er(h22 - E§ )> (E’El-i)-Q - E(() )) A2A1¢7(1422-

Al observar esto, se ve que se puede repetir multiples veces el mismo procedimiento, y de
esta forma, crear una generalizacion que vaya hasta el p-ésimo hamiltoniano (el cual es el
limite energético maximo, al tener como relaciéon A;L p» = 0). La expresion del hamiltoniano
generalizado es la siguiente:

H, = Al A, + EY I d
m = m == m(T), =2.3,...,p, 2.1
mAm + E 5 42 + Vin(z), param 3 D (3.2.19)
donde:
h d
Ap = ——— —iWy(2),
omde ()
h d
T = —— )
Al 5 do + iWn(x), (3.2.20)
__h d (m)
Winle) = =g (467).

y claramente:



n n+1 n+m—1s
m 1 1) \ L2 1 1)\ ~1/2 1
P = (Eggm_l — Efn)_2> (Eflﬁmq ~ B )) Amet e A s (3.2.21)
2h d 1 m—1
Vinlw) = Vile) = o= g n (" w )

De éstos ultimos resultados se puede apreciar que tanto las energias, las funciones de onda
v los potenciales del m-ésimo sistema se encuentran ligados a los valores de los sistemas
anteriores. Ademés, se pueden conocer todos los niveles energéticos de Hp calculando las
energias base de cada hamiltoniano supersimétrico perteneciente a la jerarquia.

3.3. Meétodo variacional aplicado a la SUSY-QM

Ya que se conoce tanto la maquinaria matematica de la supersimetria como sus implica-
ciones, ahora es preciso mostrar como se aplica el método variacional a la SUSY-QM.

Al igual que con la QM, se va a trabajar tanto el método tradicional como el simple por
incertidumbre para la SUSY-QM.

3.3.1. Meétodo variacional tradicional

Para trabajar la SUSY-QM por el método variacional tradicional, se va a partir de las
ecuaciones (|1.3.17) y (1.3.18]), las cuales establecen como deben de ser las funciones de
onda (con condiciones y sin condiciones a la frontera respectivamente) 6ptimas para usar
como aproximacion.

Cuando no existen condiciones a la frontera, se sabe que la funcién de onda que se utiliza
sera la siguiente

b
Uy(z,b) = A(b)e P A(b) = {/ =, (3.3.1)

T
donde b nuevamente es el parametro variacional y A es la amplitud normalizada de la

funcion gaussiana.

Se procede a calcular los valores esperados de las energias cinética y potencial [13], de la
misma manera que se ha realizado para la QM y usando la relacién entre hamiltonianos
obtenida en la ecuacién , se tiene lo siguiente para estimar los valores esperados de
ambos hamiltonianos:

(i) = (T) + (Vi) = (T) + (W) = = (Wi(a) + .
(3.3.2)

(1) = () + 2= (Wi (@) + B

Ya con todo esto, se procede a calcular el valor del pardmtro variacional que minimiza el
valor esperado de la energia para cada hamiltoniano, de tal manera que:
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O0(Hy)

o
O(Hy) _ 0(H)  2h 0Wi(2)) _ (3.3.3)
ob ob Vom  Ob :

Estos resultados conducen a que el parametro variacional b que minimiza el valor esperado
de la energia es el mismo para Hi, Hs y todos los hamiltonianos que se encuentren en la
jerarquia.

Para encontrar el valor esperado minimo de la energia, tnicamente se debe introducir el
valor del parametro variacional que minimiza la energia en la ecuacion (3.3.2)).

3.3.2. Meétodo variacional simple por incertidumbre

Una ventaja con la que cuenta este método es que se puede trabajar directamente desde
la jerarquia de hamiltonianos, lo que permite saber desde el inicio que la energia base del
hamiltoniano H es cero y la energia del estado base del hamiltoniano compafiero cumple
con la ecuacion , por lo que es muy importante conocer la forma del superpotencial.

Si se trabajan los hamiltonianos con el principio de incertidumbre se obtiene:

o= 7w ) (3.3.4)
1,2 RS2 x$\/% x). 0.

Minimizando los hamiltonianos se tiene:

dHl 2 h2)K2 ! h "
~=0=- 2W (z)W —W . 3.3.5

Esta tltima ecuacion se puede simplificar méas si se utiliza la ecuacion (3.2.6]), pues dado
que W'(z) es una constante; entonces al minimizar los hamiltonianos se tiene:

h2 )K2

Ama3

+2W ()W (2) = 0. (3.3.6)

Una vez que se conozca el superpotencial del sistema cuéntico, simplemente se procede a
derivar y despejar. De ésta forma, se va a encontrar el valor de x que minimiza la energia
para ambos hamiltonianos. Sea z¢ el valor de z que minimiza la energia.

2,2
(1) hexk 9 h ,
Ey/ =0= W - —W 3.3.7
) = 0= G 4 W) — W ). 337
2.2
2) hex 9 h ,
EyY/ = —+4+W + — . 3.3.8
) = g W)+ oW () (3.38)

Si se presta atencion, al sustituir el valor de x que minimiza la energia en el primer hamil-
toniano, se puede ver que existe un tnico valor del modulador de incertidumbre (:k), que
cumple con la ecuacion (3.2.3)), de tal forma que se tendréa:

44



= 2;“)\/2771 (J%W’(xo) - W2(x0)> > 1. (3.3.9)

Se puede ver que para la ecuacion existe un tnico valor del modulador que cumple
con la restricciéon xx > 1 y que permite que la energia del estado base sea igual a cero. El
hecho de que el modulador de incertidumbre »xk tenga un valor definido para los sistemas
supersimétricos indica que existe un tnico valor para el modulador que minimiza la energia
igualmente en la QM.
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CAPITULO 4

Ejemplos en SUSY-QM

4.1. Oscilador armoénico

Como se sabe, el oscilador armoénico es uno de los problemas fundamentales de la fisica, en
especial para la QM. Por ésta razon, es l6gico pensar que tiene también una gran relevancia
para la SUSY-QM.

Para encontrar el superpotencial asociado a este problema se parte de la ecuacion ((3.1.10)
y de la definicion de Vi(x), por lo que se tiene la siguiente ecuacion diferencial,

h dW(x)
W(z)? — — =V(z) — Ep. 4.1.1
(@~ =gy = Vi)~ By (11.1)
Se sabe que el potencial del oscilador armoénico es V(z) = %2:”2, por lo que nuestra

ecuacion diferencial de Riccati es la siguiente:

ho dW(z) mw?z?
W(x)? — = — E. 4.1.2
e (412

Al resolver la ecuacién diferencial, se obtiene que:

hw
W=/ Zwz y Ep=—, (4.1.3)
2 2
por lo que se tiene que los dos primeros hamiltonianos son:
2 2.2
P mwe hw
H =— - — 4.14
1 m + 2 2 ’ ( )
2 2.2
P mwx huw
Hy=— —. 4.1.5
2T o T T 2 (4.1.5)

Se puede apreciar que los primeros dos términos del hamiltoniano compafiero son iguales a
los del hamiltoniano del estado base, lo que permite reescribir el hamiltoniano companero
de la siguiente manera:
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hw  hw
Hy=Hy+ — + =
2=t (4.1.6)

Hy = Hi + hw.

Con esto se puede escribir de forma general el comportamiento de los siguientes hamilto-
nianos, de tal forma que se tiene:

H,y1 = H + nhw, (417)

por lo que tnicamente se debe calcular la energia del estado base (H;) para poder conocer
la de los siguientes.

4.1.1. Meétodo tradicional

Igualmente que en la QM, se va a utilizar la funcién gaussiana (3.3.1)), lo que permite
calcular los valores esperados tanto de la energia potencial como cinética. Se tiene que:

<T1> = <¢’U|T1’¢U>7
= —h—Q A|2 /OO e_bed—Qe_bedx,

om . dz2 (4.1.8)
i
- 2m’
<V1> = <wU|V1|1/}’U>7
— mw2 A 2 > —ba? 2 h 7bx2d
= 5 | ’ 7006 X —m e Z, (419)
_me?
8b 27
lo que conduce a que el valor esperado de la energia del estado base sea:
2 2
(EVy = b mew” hw (4.1.10)

2m 8b 2
Ahora, se procede a minimizar el valor esperado de la energia con respecto al parametro
variacional.

dES) _
b
2 2
0:2%_%7 (4.1.11)
mw
p="%
o

Si se introduce el valor del pardmetro variacional que minimiza la energfa en la ecuacion
(4.1.10]), entonces se obtiene que el valor esperado de la energia es:
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I may met (oY e
(Bo") = ( >+ 8 (mw 27

(4.1.12)

€S

(ES”) =0+ hw, (4.1.13)

y para el n-ésimo estado se usa la relaciéon de la jerarquia obtenida en la ecuacién :

(ES) = (") + nhw,
(ES) = 0+ nhw, (4.1.14)

(ESYY = nhw.

4.1.2. Meétodo simple por incertidumbre

Se parte de la ecuacion (4.1.4]) y utilizando el principio de incertidumbre con el modulador,
se obtiene:

H,y

h2x2 mw?z? hw
_ - = 4.1.15
Sma? + 2 2 ( )

Ahora, se procede a minimizar la funcién hamiltoniano con respecto a la posicion y se
obtiene:

dH,
ar
RPx:
o mw’e,
4 h2x>2
T= (4.1.16)
o hx
~ oamw’
xh
- 2mw

Sustituyendo el valor que minimiza la energia del hamiltoniano, se tiene:
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8m xKh 2 2mw 27

hw  hw
g _ o hw 411
B =" 1)

Ahora, se procede a determinar el valor de xx que minimiza la incertidumbre del sistema.

Para ello se parte de la idea de que E(()l) =0,

EY =0,
%(}K_ 1) =0, (4.1.18)
K =1.

Con el valor definido del modulador de incertidumbre, se sustituye el valor de x en la
ecuacion (4.1.17]) y se obtiene que las energias de los estados base para ambos hamiltonianos
son:

MV =0| , |EP =hw (4.1.19)

Se realiza una tabla para mostrar todos los datos obtenidos con el valor de xx = 1,

/| _h /| h h
1 2mw % 2 0 hiw

Tabla 4.1: Valores obtenidos para las incertidumbres, el principio de incertidumbre y las
energias de los estados base de los primeros dos estados utilizando x = 1.

Como se logra apreciar en la tabla anterior, los valores de las energias concuerdan totalmen-
te con los obtenidos por el método tradicional, ademas de que concuerdan con las energias
que se obtienen de forma exacta.

Usando la ecuacion (4.1.7) se puede encontrar la energia para el resto de hamiltonianos
pertenecientes a la jerarquia.

EY = nhw. (4.1.20)

4.2. Particula en un campo magnético homogéneo

Como se ha visto previamente, el hamiltoniano del problema de la particula en un campo
magnético uniforme se puede expresar como la suma del hamiltoniano de una particula
libre y otro de un oscilador armoénico bidimensional . Para trabajar este sistema, se
propone que el superpotencial es un vector, el cual tiene la siguiente forma:
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A+ Bz
W= C+Dy |. (4.2.1)
0

El potencial supersimétrico V; queda definido asi:

L o~ o
Vilz,y) =W - W — ——V - W. (4.2.2)

2m

Introduciendo el potencial obtenido en el ejercicio homologo de la QM (2.2.6|) y conside-
rando que el momento angular en el estado base es cero, se tiene que la ecuacién para
encontrar el valor de los parametros A, B, C'y D es la siguiente:

2(,.2 2
W g - mwe (@ +yT)

— E. 4.2.3
oI S 0 (4.2.3)

Si se resuelve la ecuacion anterior, se puede ver que se obtienen los siguientes resultados:

A=C=0 |, B:D:,/%wc y Eozh;"c, (4.2.4)

por lo que los hamiltonianos supersimétricos son los siguientes:

2 .2(..2 2
+y°) Ao,
oo (222, MWt HyT) 19,
1 m2w?2(z? + y?) hw
Hy=— (p24p2gp2qp —Hc\" TI) c 4.2.
2= 5 <pz+py+pz+ 1 >+ 5 (4.2.6)

Se puede apreciar que los primeros cuatro términos del hamiltoniano companero son iguales
a los del hamiltoniano del estado base, lo que permite reescribir el hamiltoniano companero
como:

hwe  hw,
Hy = H :
2=t (4.2.7)
Hs = H| + hwe.

Para el resto de hamiltonianos pertenecientes a la jerarquia, se encuentra la siguiente
relacion.

Hn+1 = Hy + nhw,. (428)
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4.2.1. Meétodo tradicional

Se procede a calcular los valores esperados de la energia del hamiltoniano del estado base.
Para esto, también se va a utilizar la funcién de onda que se utiliz6é para la Q.M.

(T) = (Y| T |thu),
2 fe’) 2 2 2
_ _h‘A|2/ etaibyrrest) [ 07 07 07 (et g
2m ’

oo ox?  0y? 022
h?
= T (CL +b+ C) s
mn (4.2.9)
<V> = <¢U|V|1/Jv>7
2 00
_ m;‘)c |A’2/ e—(ax2+by2+czz) (1,2 + y2) e—(a:(:2+by2+czz)d,u’
- mwf 1 n 1
32 \a b))’
por lo que se obtiene que el valor esperado de la energia sea:
hw
(B) = (T) + (V) - =,
(4.2.10)

~om ¢ DT 32 \a b 9

Ahora, se minimiza la energia con respecto a cada uno de los pardmetros variacionales.

O(FE) :Ozﬁ_mwg
da 2m  32a?’
g2 = e (4.2.11)
16hR2°
mwe
La= ,
4h
O(FE) :Ozii_mwz
0b 2m 322’
) _ MW} (4.2.12)
16h2

O(E) h?
e O = —,
Oc 2m (4.2.13)

.. ¢ = constante.

Debido a que el movimiento en z no cuenta con un potencial, el movimiento en dicha
direccion corresponde al de una particula libre. Se sabe que el valor esperado de la energia
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. : . ‘e h2k2 . .
de una particula libre en direccién z es = =. Con ésto y el valor esperado de la energia

cinética en direccién z, el cual corresponde al término que contiene a ¢ en el hamiltoniano
(4.2.10]), se puede conocer el valor de ¢ por medio de la siguiente expresion.

h2 ﬁ2k2

Sustituyendo el resultado anterior y los valores esperados obtenidos en las ecuaciones
(4.2.11)) y (4.2.12)) se obtiene que la energia minima esperada es:

K2 mw? (1 1 mw?
Oy b c (L LYy c
(Eo') =5, @b+ =20 H ) ~ 302
B2 /mw mw? 8h mw?
= € 4 k2 c — c 4.2.15
2m ( on Z) LD <mwc> 32a?’ ( )
hwe  R*k2 0 hwe  mw?  mw?

=7 T om 4 32a2 3242

Sustituyendo el valor de a obtenido en la ecuaciéon (4.2.11)) resulta que el valor de la energia
del estado base sea:

(V) = ==, (4.2.16)

por lo que el valor esperado para la energia del estado base del hamiltoniano companero
es:

h2k2
(E?) = hw, + o (4.2.17)

Cabe mencionar que la energia es minima cuando k, = 0, lo que reduce nuestro resultado
a un oscilador arménico bidimensional.

Utilizando la ecuacion (4.2.8]) se obtiene el valor esperado de la energia de los otros hamil-
tonianos que pertenecen a la jerarquia del sistema

h2k2
(B0 ) = G . (4.2.18)

4.2.2. Meétodo simple por incertidumbre

Se va a proceder a trabajar con el principio de incertidumbre. Sustituyendo p; = };;?,
entonces se tiene que el hamiltoniano es:
1 | x2h2  x2h2 m2w?(x? + y? hw
H, o+ RPRE + mwe (@Y | hwe (4.2.19)

2m | 4x2 492 4 2
Ahora, se procede a minimizar la energia con respecto a cada una de las posiciones.
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=0,
ox
0= K2 h? n mw?x
 4ma3 4 7
4 _ H{%ﬁQ
r= m2w?’ (4.2.20)
22 K h
mw,’
Ky h
T = ,
MW,
0H; o,
oy
oo Al mwdy
4my? 4 7
2h2
4_ Ky
Yy = m2gz (4.2.21)
o _ Eyh
y = )
MWe
Kyh
Yy = mea

Se introducen estos valores que minimizan la energfa en el hamiltoniano y se obtiene:

1 [xphmwe — x&yhmw, mwch(xKy + 2xKy) hw,

H =— 12 k> - =

T om [ 4 R 4 2

H = [hzkg | Mweh(e +2¢y) | fwse (4.2.22)
2m 2 2
R2E2 hw,

H, = o T2 [, + &y — 2].

Para hacer que la energia del estado base sea igual a cero, entonces k, = 0, pero ahora se
tiene que solucionar la parte de k; 4k, — 2. Una forma de solucionar esto es distribuyendo
las partes, de la siguiente manera:

Ky + Ky —2 =0,
(kz — 1) + (xy — 1) =0, (4.2.23)

’}Kgczmyzl.‘

Este ltimo resultado que se ha obtenido proyecta que existe una clara simetria en el
sistema; porque si x, = %), == x = y. Se sabe que éste resultado es el tnico valido
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porque ambos moduladores deben de cumplir con ser mayor o igual a uno, para que el
principio de incertidumbre se cumpla.

Ahora se puede saber que la energia del estado base del hamiltoniano compaiiero es:

h2k2
2m

EY = hw, + (4.2.24)

Estos resultados muestran que si no hay movimiento vertical, se obtiene exactamente la
energia de un oscilador armoénico bidimensional.

Utilizando la ecuacion (4.2.8) se puede encontrar que la energia para el resto de hamilto-
nianos de la jerarquia es:

= 2 + nhw. (4.2.25)
m

4.3. Particula en la caja

Como sabemos, la particula en la caja es un problema fundamental en la mecanica cuantica
porque permite conocer el comportamiento bajo pozos de potencial. Por eso es importante
transladar este problema al caso supersimétrico.

Al igual que en el oscilador armonico, se parte de la ecuacion diferencial del superpotencial,
s6lo que ahora se tiene que el potencial V(z) = 0, lo que conduce a la siguiente ecuacion
diferencial:

o dW(x)

W(l‘)z — Jom dn

= —F,. (4.3.1)

Para simplificar los célculos, se define f(x) = v2mW (z), por lo que la ecuacion diferencial
ahora se ve de la siguiente manera:

hodf(z)
if($)2 T om dr

= —F,. (4.3.2)

Esta ecuacion diferencial se resuelve de forma directa, por lo que:

_ df
x= h/ bt P O (4.3.3)

Esta integral tiene como solucién lo siguiente:

f(z) = vV2mE cot ( Q;nE (x — c)), (4.3.4)

W) = — T cot(@) vy Wi(z)= " s (@) (4.3.5)



donde a es la longitud de la caja. Usando las relaciones supersimétricas entre el superpo-
tencial y los potenciales supersimétricos y algunas identidades trigonométricas se tiene lo
siguiente:

h271'2 2,2

y Va(z) = 2h : [cot2 (E) + esc? (E)} : (4.3.6)

ma? a a

Ahora, se construyen nuestros hamiltonianos supersimétricos, los cuales son:

2 22
P h*m
H E 4.3.7
1™ 9m  2ma?’ ( )
h2 2
Hy = Hy + 7T2 csc? (E) . (4.3.8)
a a

4.3.1. Meétodo tradicional

Para este problema, se utilizan la misma funcion de onda (2.3.1) y constante de normali-
zacion ([2.3.3)) que se utilizaron para la QM. El valor esperado del hamiltoniano (4.3.7)) se

calcula de la siguiente manera:

(Hi) = (T) +

(1)
h2 a d2 ﬁ271'2
“om /0 Yozt — 5 s (4.3.9)

h2 a d2 7.[.2
= 5 VT o vd - |-
2m</0 ¢dx2¢ m+a2>

Debido a la complejidad de la funcién de onda, se optd resolver este problema de forma
numérica. Las consideraciones numéricas utilizadas fue la de una masa y una caja unitaria
(m = a = 1). Con estas consideraciones, se procede a variar el parametro b y ver donde
se encuentra el valor minimo de la energia. Al hacer esto, se obtiene la Figura la cual
permite visualizar rapidamente el minimo.

Como se puede apreciar, el valor minimo se encuentra en la region 0.9 < b < 1. Para
encontrar un mejor minimo, se van a utilizar dos cifras significativas para el pardmetro b
en la region anteriormente dicha. Bosquejando los valores de la energia en esa region, se

tiene la Tabla [4.21
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0.06 b

004f - .
am- . -
0.02 - . .

00 . b

0.00 L . s 0t ; 3
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Figura 4.1: Valor esperado de la energia del hamiltoniano H; con m = a = h = 1 variando
el pardmetro b entre 0.1 y 2.0.

bo| (&)
0.9 0.000203
0.91 | 0.000138
0.92 | 0.000086
0.93 | 0.000048
0.94 | 0.000023
0.95 | 0.0000111
0.96 | 0.0000123
0.97 | 0.000026
0.98 | 0.000053
0.99 | 0.000094
1. 0.000147

Tabla 4.2: Tabla donde se presentan algunos posibles valores de b, y donde se ve que el
minimo se puede encontrar entorno a 0.95

Utilizando b = 0.95, se puede calcular el valor esperado de la energia variacional obtenida
por el método tradicional al usar la definicion de H; (ecuacion (3.1.3). Esto conduce al
siguiente resultado:

(Hi) = (H) = (Eo),

s
0.0000111 = (E) — =, (4.3.10)

7T2
(E) = = +0.0000111,

. (E)=4.93485.]

Ahora se procede a calcular el valor del error obtenido por el método tradicional:
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Ey—E
( OE >100%:0.00096%. (4.3.11)
0

Se puede apreciar que el error obtenido es muy bajo y por ende nuestro resultado es una

buena aproximacién para una caja de longitud uno y una masa unitaria.

Al igual que en la QM el método simple por incertidumbre no es aplicable a este problema
debido a la ausencia de potencial V' (z).

4.4. Atomo de hidrégeno

En la mecanica cuantica se representa al atomo de hidrégeno por medio de la ecuaciéon de
Schrédinger sujeta a un potencial de Coulomb. En esta seccién se estudia este problema
utilizando la SUSY-QM.

La separacién de variables en la ecuacion de Schrodinger permite reducir el problema a un
sistema unidimensional que cuenta con un potencial efectivo para la coordenada radial.

Al resolver el atomo de hidrogeno, se debe también considerar el potencial efectivo.

Para este problema se propone que el superpotencial tenga la siguiente forma:

1 b
W(r) = — (a - > : (4.4.1)
r
Entonces, se introduce esto en la ecuaciéon diferencial de Riccati y se obtiene como resultado
lo siguiente:

h dW
W2 — 7,%? = V(T) — E(],

4.4.2

1 (5 2ab b hb a  RA(I+1) (442)

—la"——+ =) - 5 =——+——5— —Eo.
2mr

om r r2 r 2mr?

Si se iguala cada potencia de r entre si en cada lado de la ecuacion, se encuentra la siguiente

solucion:
am
= — b=h(l+1 4.4.
0= G Y b=+, (443)
en donde Fy = —a—Q = _oﬂim Por lo anterior, el superpotencial es el siguiente:
0% Tom T Tar2(l+ 12 ) @ Superp SHeme:
1 am h(l + 1))
W = — , 4.4.4
vV 2m <h(l + 1) T ( )

lo que conduce a que los hamiltonianos sean:

2 2 2
D RPUI+1) « am
Ho— e, _om 145
L om * 2mr? r + 2R2(1+1)%’ ( )
2 2 2
D RPRI+1D1+2) « am
Hy;=— -t . 4.4.
2 om + 2mr? ro 2h2(1+1)2 (446)
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Notese que los primeros tres términos del hamiltoniano companero son iguales al del pri-
mero con la diferencia de que | — [ + 1, por lo que se puede reescribir el hamiltoniano
compaiiero de la siguiente manera:

OéQm a2m

2R+ 22 2+ 12

g n a’m 20+ 3
TR TR \ (11201 +2)2)

Hy;=Hyq1 —
(4.4.7)

Si se repite el procedimiento para los deméas hamiltonianos de la jerarquia se puede encon-
trar la siguiente expresion [15]:

?m[2(1+i—1) + 3]
2R2(L+ )21+ i+ 1)%

n
Hyp1g=Hypon + Y (4.4.8)
i=1

Cuando se quiere recuperar el estado de Hj , no se aplica la suma.

4.4.1. Meétodo tradicional

Para trabajar en éste sistema, se va a recurrir de nuevo a la funcién de onda variacional

(ecuaciones (2.4.1]) y (2.4.4)) que se utilizaron en la secciéon (2.4.1). Ademaés, se debe con-

siderar que en el estado base el momento angular [ = 0. Con lo anterior, se puede proceder
a calcular los valores esperados para la energfa minima.

2 © ¥z 2
) - _2% O ng )zﬂ <T2$ (w(r))> dr — % (4.4.9)
2 o) T 2
(L) = w /O W}S&)’ dr =0, (4.4.10)
(V) =—-a /OO Mdr = 2« Q—b, (4.4.11)
0 T T

lo que lleva a que el valor esperado de la energia sea:

3bh? 20 o?
(By)) =5 =20y 2+ Gy

o —+ o (4.4.12)

Ahora, se procede a calcular el valor del parametro variacional que minimiza la energia.

1
(Bo) _,
db ’
2
_3 R (4.4.13)
2m b
8m2a?
Okt
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Ahora, sustituyendo el valor del pardmetro b en el hamiltoniano, se obtiene que el valor
esperado para nuestra energia minima es:

<E(1)> B ﬁ 8m2a? 5 2 8m2a? N a?m
0 /= 9 \ onnt NT Tomnt T o2
_ 40m  8am  o®m

= 3ah2 3ph2 o2
B 40®m + o’m
-~ 3wh?  2m2
31 — 8)ma?

1y _ (
<EO >_ 67Th2

(4.4.14)

Utilizando la definicion de H; (ecuacion (3.1.3)) se puede encontrar el valor de la energia
variacional.

(31 — 8)ma? a’m (4.4.15)
67 h? = () + 2h2’
40®m
B — _
(E) 3mh?

Si se transforma este resultado a electronvoltios, se tiene que la energia variacional es:

(E) = —11.5488¢V. (4.4.16)

Ahora, con el resultado anterior, se puede proceder a calcular el error obtenido por el
método, dicho error es:

Ey—FE

< 0 > 100% = 15.1174 %. (4.4.17)
Ey

Del resultado anterior, se puede apreciar que se obtiene un error bajo y con lo cual se puede

concluir que el método genera una buena aproximaciéon a la energia del estado base del

adtomo de hidrogeno.

4.4.2. Meétodo simple por incertidumbre

Dado que los hamiltonianos se encuentran relacionados con el hamiltoniano del estado base
(ecuacion (4.4.5)), entonces se procede a trabajar sobre dicho hamiltoniano por el método
variacional simple por incertidumbre. Se tiene que el hamiltoniano es:

xR RA(I+1)  « a?m
Hyp=g 5+ oyt amgr
8mr 2mr ro 2R2(1+1)
b (4.4.18)
R [x2+4(1+1)] « a’m
8mr? ro 2R2(1+1)?
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Se procede a minimizar el hamiltoniano con respecto al radio.

dH R [x2+4l(L+1)] o
= O = — + 5
dr Amer3 72
(4.4.19)
K2 [>K2 + 4l + 1)]
r= .
dmao

Ahora, se procede a sustituir éste resultado en el hamiltoniano y se consigue que la energia
minima es:

2

gy _a o o’m
U T (L
« a?m
=5 t o
2r  2R2(1+1)
2ma’? a’m

TR [x2 4+ 4l(1 4+ 1)] + 2R2(1 + 1)2’ (4.4.20)

_ mao? 1 2

T R? [2(z+ )2 w244l + 1)} ’
Ly ma? x2—4(1+1)

©2R2(1 +1)2 L@ +4l(l + 1)] '

Como se sabe, la energia del estado base es igual a cero, por lo que ahora se debe encontrar
el valor del modulador que permite que esto sea cierto.

0= ma? w2 —4(l+1)
CO2R2(141)2 |2+ 4l(1+1) )
0=x"— 4l +1), (4.4.21)
w2 =4(141),

K =2+ 1.

Sustituyendo el resultado anterior en la ecuacion (4.4.19) permite encontrar el valor del
radio que minimiza la energia, dicho valor es:

(1+1)2n2

4.4.22
o (4.4.22)

Ty =

Se conoce que para el estado base, el momento angular [ = 0, lo que conduce a que el radio
que minimiza la energia sea el siguiente.

h2

: 4.4.23
o ( )

o =

El resultado anterior es conocido como el radio de Bohr, por lo que se puede concluir que
es el radio de Bohr el que minimiza la energia del &tomo de hidrégeno.
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Utilizando la ecuacion (3.1.3) se puede encontrar la energia del estado base del atomo de
hidrégeno para la mecanica cuantica convencional.

By = B, - By,
a2m
0=FEy+ s (4.4.24)
ozzm
Ev — _THQ

El resultado anterior es importante porque se obtiene que la energia variacional del estado
base coincide con la solucion exacta, por lo que el error obtenida por el método es de 0%
con X = 2.

Si ahora se quieren conocer los siguientes niveles energéticos pertenecientes a la jerarquia
se debe usar la ecuacion (4.4.8)), lo que lleva al siguiente resultado.

n 2 .
E(()n+1’l) _ Z « m[2(l+l ].) +3] —1.9

—1,2,... 4.4.25
o2l +i)2(l+it 12 "o (4.4.25)

i=1
Si se considera tunicamente el caso de | = 0, se puede ver que la energia variacional para el
n-ésimo estado es:

a2m

Este resultado es exactamente igual espectro energético que se obtiene por la solucion
exacta.
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CAPITULO 5

Conclusiones

A lo largo de esta tesis se realizdé un estudio sistematico con los métodos variacionales.
Hemos comparado los resultados obtenidos por el método simple por incertidumbre y
mediante el método tradicional, trabajando siempre con una funcién variacional fija. En el
caso del método simple por incertidumbre analizamos el efecto del modulador tanto en la
mecanica cuantica convencional como en la mecanica cuantica supersimétrica.

Se ha podido observar que el método variacional simple basado en el principio de incerti-
dumbre de Heisenberg es muy efectivo para estimar los érdenes de magnitud de las energias
del estado base de diversos sistemas cuanticos. La utilizacién del principio de incertidumbre
es mucho maés sencilla que el método tradicional pues no requiere integrales, que en algunos
casos pueden llegar a ser muy complejas. El costo de la simplificacion en el calculo es tener
una menor precisiéon al estimar el valor de la energia del estado base.

La limitante que presenta el método simple por incertidumbre es que no se cuenta con
una forma de estimar el valor de xk en la QM, razén por la cual se utiliza :x = 1 para
dichos célculos. Esta dificultad desaparece cuando se comienza a utilizar la supersimetria.
Esto debido a la factorizacién del hamiltoniano y a la naturaleza del método que fija el
eigenvalor del estado base siempre en cero. Por lo anterior se obtiene un tnico valor para
el modulador que minimiza la energia en el sistema cuéntico supersimétrico que se esté
trabajando. Ademas, de las relaciones supersimétricas se puede también observar que el
valor del modulador que minimiza un sistema cuantico supersimétrico también minimiza
el sistema cuéntico convencional correspondiente. Otra de las ventajas de trabajar con la
supersimetria es que podemos conocer todo el espectro energético del sistema con tan sblo
conocer el del estado base por medio de la jerarquia de hamiltonianos.

Es importante destacar que el principio de incertidumbre no ayuda a calcular correctamente
la energia minima de un sistema si el sistema no cuenta con un potencial (como el caso de
la particula en la caja).

En general el método variacional simple por incertidumbre es exitoso aplicaAndose a la
SUSY-QM, pues no sbélo ha permitido calcular con precisiéon los valores de las energias
de los estados base de los diferentes sistemas, sino que también ha permitido conocer de
forma directa los valores de la incertidumbre para el momento y posicién que minimizan
la energia. Para el sistema del &tomo de hidroégeno, se encontré que la incertidumbre de la
posicién coincide con el radio de Bohr.
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En general, se puede concluir que la aplicacién del principio de incertidumbre, junto con
el modulador de incertidumbre como método variacional aplicado a la mecénica cuantica
supersimétrica es una herramienta efectiva para estimar la energia del estado base sin
realizar integrales complicadas. Es concebible que éste método variacional también permita
estimar de forma sencilla otros sistemas cuénticos, tales como el 4tomo de helio u otros
tipos de pozos de potencial.
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