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CAPITULO |

Introduccion



1.1 Estado del Arte

Al momento de aplicar las Matematicas a situaciones del mundo real, se
encuentra a menudo con problemas que no pueden ser resueltos analiticamente o
de manera exacta y cuya solucion debe ser abordada con ayuda de algun
procedimiento numérico. Por ejemplo, se sabe que no todo sistema de ecuaciones
puede resolverse facilmente, al menos desde el punto de vista analitico, pero se
han desarrollado herramientas de computo para resolver este tipo de problemas.
Al conjunto de herramientas de computo desarrolladas para resolver problemas
numericos, se les llama Métodos Numeéricos, y al ser resueltos por un sistema
digital como una computadora, un microprocesador, microcontrolador, etc., la
solucién se puede obtener mucho mas rapido que si se resolviéra de manera

manual.

Los Métodos Numeéricos son un conjunto de técnicas que se utilizan para
la solucion de problemas de la vida real, con solo usar un numero finito de
operaciones aritméticas, las cuales se encargan de aplicar algoritmos para obtener

una solucion aproximada de los mismos.

El gran poder del cobmputo que se tiene en estos dias es una gran ventaja
para poder resolver problemas mas complejos, los cuales pueden ayudarnos a
tener una mejora en la calidad de vida del hombre. Asi, encontramos muchas
aplicaciones de los Métodos Numéricos en el trascurrir de la vida diaria, desde los
tecnolégicos como es la ingenieria estructural o la aerodinamica de aviones,
hasta aplicaciones mas sofisticadas como lo son ingenieria en alimentos,

ingenieria medica, disefio de farmacos, biologia, entre otros (Rionda, 2004).

Gracias a la evolucion que han tenido en la actualidad los métodos
numericos, asi como el desarrollo de los equipos de computo, es posible modelar

el choque de un vehiculo o hacer el analisis aerodinamico estructural de un avion,



resolviendo cada sistema algebraico de ecuaciones, con varios cientos de miles

de incognitas.

Por ejemplo, hablando de la aplicacion de los métodos numéricos en lo
que son diversos problemas de la ingenieria podriamos decir que se encuentran

en:

e Mecénica de solidos, fluidos.
e Medios de transporte (concepcion y produccion, ya sea avion, automovil o
barco).

e Procesamiento digital de sefiales (voz, sonido, imagenes, video, datos).

Por lo tanto, los Métodos Numéricos y sus aplicaciones computacionales,
nos ayudan a resolver diversos problemas fisicos de una manera muy eficiente y
gracias al uso de los mismos cada dia los resultados son mas cercanos a la

realidad.

Existen también aplicaciones de los Métodos Numéricos en la resolucion
de problemas matematicos, los cuales se plantean a partir de la modelizacién
matematica de fendmenos o procesos fisicoquimicos; especificamente se aplican
a la simulacion de procesos quimicos, que permite realizar de forma automética
calculos sobre balances de materia, balances de energia y propiedades fisicas y

quimicas (Cruz, 2011).

En los modelos de sistemas continuos que contienen gran numero de
grados de libertad y al ser discretizados generan sistemas de ecuaciones lineales
gue llegan a ser de gran tamafo, lo que da lugar a que el tratamiento de sistemas
requieran de recursos computacionales mas avanzados, como lo es la ayuda de
los Métodos Numeéricos en particular el método de descomposicion de dominio de
subestructuracion precondicionado, para la resolucion de ecuaciones diferenciales

parciales elipticas en equipos paralelos con memoria distribuida y mostrar las



ventajas de lo como se puede encontrar una solucion rapida y optima de estos
modelos (S. Botello, 2007).

Dentro de la ingenieria mecanica y el disefio mecanico, podemos
encontrar una aplicacién importante de los métodos numéricos en lo que es el
campo de las vibraciones. El estudio de las vibraciones se refiere a lo que son los
movimientos oscilatorios de los cuerpos y a las fuerzas asociadas a ellos
(Guerrero, 2008).

Existe también la aplicacion de algunos métodos numéricos en cuanto a
los elementos Opticos difractivos en longitudes de ondas Opticas y poder obtener
su optimizacibn computacional, para realizar con ellos los andlisis

electromagnéticos en el dominio temporal (Francés, 2011).

Otra aplicacion de los métodos numéricos, esta en la aproximacion de
una funcién por un polinomio y estimar el error de truncamiento, esto se realiza

con ayuda de la aplicacion del teorema de Taylor (Tischer, 2009).

Se tiene también la ayuda de la Implementacion de algoritmos como lo
son la Transformada Rapida de Fourier (FFT), el cual nos ayuda a realizar un
proceso donde se pueden representar fielmente la composicion frecuencial de las
sefales de comunicaciones, por lo cual optimiza la operatoria necesaria para la
evaluacion numérica cuya ventaja principal radica en la rapidez de conseguirla
(Vidal D., 2007).

Este trabajo de tesis requiere del estudio de dos areas de investigacion
las cuales son: Métodos numéricos que hemos mencionado con anterioridad y

Computo Reconfigurable.



El Computo Reconfigurable se basa especialmente en los dispositivos
l6gicos reprogramables, especialmente en los FPGA’s (Field Programmable Gate
Array), los cuales son dispositivos semiconductores programables que se basan
en una matriz de bloques logicos configurables (CLB) conectados a través de
interconexiones programables. A diferencia de los circuitos integrados de
aplicacion especifica (ASIC), que esta hecho a la medida para un uso en
particular, en vez de ser para proposito general (XILINX ALL PROGRAMMABLE,
2012).

El principal método de programacion de los FPGAs es utilizando
lenguajes descriptivos de hardware, como es VHDL (very-high-speed integrated
circuits hardware description language), el cual proporciona amplias facilidades

para la realizacion de algoritmos.

En la Tabla 1.1 se muestran algunas de las aplicaciones en las cuales ya
se han implementado los métodos numéricos en ciertas areas donde como antes
mencionamos gracias a ellos podemos tener una mejor aproximacion de muchos

problemas fisicos de una manera eficiente y muy cercanos a la realidad.

Como ejemplo, se tiene la aplicacion de estos en cuanto al procesamiento
de imagenes el cual nos ayuda a tener una mejor calidad de las mismas o
también nos da la facilidad de busqueda de informacién comparado con el tiempo

gue se toma en el procesamiento en una computadora personal.

También se pueden aplicar en el procesamiento de sefiales que no es
mas que una manipulacion matematica de una sefial de informacion ya sea para
modificarla o mejorarla en algin aspecto, este se caracteriza por tener la
representacion en el dominio del tiempo discreto o representacion en el dominio

de frecuencia discreta.



Tabla 1.1 Aplicaciones de métodos numéricos en FPGA

Aplicacion

Descripcion (Breve Resumen):

Implementacion en FPGA
de Ruido Gaussiano para

El canal del ruido blanco Gaussiano (AWGN) es un modelo de
canal universal para analizar los esquemas de modulacion. Los

simulaciones en | métodos numéricos generan muestras de variables aleatorias

Hardware uniformes y se aplican después a los algoritmos para obtener
muestras Gaussianas con media cero y varianza unidad (Micco,
2010).

Hardware accelerated | Implementacion del método Montecarlo para resolver problemas

montecarlo financial | matematicos mediante el muestreo aleatorio de variables

simulation overlow cost
FPGA cluster Parallel&
Distributed Processing.

aleatorias, para acelerar calculos de problemas gravamen
financiero (International, 2009).

Disefio e Implementacién
en FPGA del Método
Recursivo Gram-Schmidt

Implementacion de un algoritmo de ortogonalizacion que utiliza el
teorema de GRAM-SCHMIDT para la compensacion del
desbalanceo que se produce en las transmisiones de la
Quadrature amplitude modulation (QAM) debido a las diferentes
interferencias provocadas por los componentes del sistemas tales
como los convertidores (A/D) o (D/A), interferencia del canal
(ruido), etc. (Logrofio, 2011).

Implementacién de la FFT
en hologramas de Fourier
generados con FPGAs

Implementacién de la Transformada Rapida de Fourier para la
construccion de hologramas digitales con las FPGAs vy
reconstruccion de los hologramas de Fourier. Simulacién del
proceso y programacion en VHDL para la sintesis del FPGA
(Castillo, 2006)

de
de

Algoritmos
procesamiento
imagenes en FPGA

Implementacion de varios algoritmos en un FPGA para realizar el
procesamiento de imagenes y reconocimiento de objetos dentro
de dichas imagenes (Quintero, 2006).

Integracion Numeérica con
Redes Neuronales

Aplicacibn  de Algoritmos basados en Redes Neuronales
Artificiales para la solucién de integrales definidas, con una mejor
aproximacion y precision (Christhofer, 2010).

Direct Digital Frequency
Synthesizer with CORDIC
Algorithm and  Taylor
Series Approximation for
Digital Receivers

Se presenta un nuevo enfoque para el disefio de una técnica de
sintetizador de frecuencia digital directa (DDFS) para la
demodulacion compleja utilizado en receptores digitales (Maher,
2009).

Prototipado en FPGAs
para inyeccion de fallas.

La inyeccién de fallas es una herramienta til para depurar los
mecanismos de tolerancia a fallas durante la fase de desarrollo,

Aplicacion de sistemas | se utiliza para analizar el comportamiento de un modelo o un

distribuidos sobre bus | prototipado de algun sistema en especial circuitos electronicos

CAN. frente a fallas provocadas artificialmente y aplicando a las FPGAs
para acelerarla inyeccion de fallas en sistemas electronicos
digitales (P.Julio, 2005).

Implementacién de | Disefio eficiente de funciones elementales para su uso en

Funciones Elementales | sistemas de comunicaciones, para la implementacién en

en Dispositivos FPGA.

dispositivos FPGA de las funciones elementales log,y atan(y/x)
(Mazén, 2011).




Tabla 1.1 (Continuacion)

Aplicacion

Descripcion (Breve Resumen):

Procesamiento de Imagenes de
Mastografia con Implementacién
en Hardware.

Implementacion del procesamiento digital de sefiales en el
hardware reconfigurable (FPGA) para aumentar la
velocidad de procesamiento de una imagen de
mastografia comparado con el tiempo que se toma en el
procesamiento en una  computadora  personal
(Dominguez, 2009).

Implementacion de Arquitecturas
para el calculo de funciones
trascendentales empleando el
algoritmo CORDIC en un FPGA.

CORDIC (COordinate Rotation Digital Computer),se basa
en rotaciones y desplazamientos, operaciones que
presenta el algoritmo que implementa eficientemente las
funciones trigonométricas necesarias para la havegacion
aérea en tiempo real y empleando pocos recursos en
hardware (FPGA), (Rios, 2006).

Three Dimensional
Reconstruction Strategies Using
a Profilometrical Approach base
on Fourier Transform.

El resultado del procesamiento se utiliza para varios
tareas como son en: el radar de apertura sintética (SAR),
Imagenes de resonancia magnética (MRI), en la
navegacion de robot en 3D, etc. (Pedraza et al., 2011).

1.2 Objetivos

El objetivo principal de esta Tesis es desarrollar un método para la
implementacion de algunos algoritmos basados en métodos numéricos que nos
ayuden a resolver procedimientos matematicos, poder encontrar una solucion mas
exacta y cercana a la realidad. Poder aplicar en hardware, utilizando tecnologia de
Dispositivos Logicos Programables, asi como tarjetas de desarrollo basados en
FPGA, para obtener sistemas digitales capaces de resolver un algoritmo en menos

tiempo que una PC convencional.

1.3 Problematica

La manera tradicional como se han implementado los métodos numéricos
es en una PC, lo cual implica que dificilmente se va a poder realizar un analisis de
una sefal en tiempo real, debido al tiempo que maneja la computadora, por lo cual
tenemos que encontrar una manera de como poder realizar este andlisis en el

menor tiempo posible y obtener un buen resultado.



Por tanto podemos decir que es mejor usar dispositivos légicos
programables, en este caso el uso de un FPGA el cual permite la implementacion
en paralelo de uno o mas algoritmos matematicos, con tiempos de computo que
van desde un ciclo de reloj hasta algunos ciclos de reloj y gracias a esto la ventaja
es que se tiene un resultado a menor tiempo que una PC convencional, de tal
manera que es posible el procesamiento de sefiales en tiempo cuasi-real y con

mejores resultados que los obtenidos en una PC.

Para comprobar esto se tendra la ayuda del software Matlab, el cual sera
una de las herramientas principales para poder comprobar los resultados
obtenidos y con esto poder desarrollar herramientas que nos ayuden en el analisis
y procesamiento de sefiales y mostrar las ventajas de implementar los algoritmos

matematicos en hardware a diferencia del software.

1.4 Sintesis de la tesis.

En el capitulo 2, se habla de teoria que ayudaran a comprender algunos
de los conceptos mencionados a lo largo de la Tesis como lo son: el lenguaje
descriptivo de Hardware (VHDL), que es un FPGA el cual sera una de las partes
mas importantes del trabajo ya que dentro de este dispositivo se implementara
cada uno de los métodos numéricos, se definira que son los métodos numéricos,
gue son las Series de Taylor las cuales son de mucha importancia en el estudio de
los métodos numéricos, que es la Transformada de Fourier y dentro de esta se
mencionara la Transformada Discreta de Fourier y la Transformada Rapida de
Fourier, asi como también se hablara de la herramienta de software MatLab.

En el capitulo 3, se realiza el desarrollo de las Series de Taylor, una vez
analizadas se pasara al estudio de la Transformada de Fourier basandose
principalmente en la Transformada Rapida de Fourier (FFT) la cual tiene gran
importancia en una amplia variedad de aplicaciones, desde la resolucién de

ecuaciones diferenciales, tratamiento digital de sefales, tratamiento digital de



imagenes, reduccion de ruido en sefales, entre otros. En este capitulo se muestra
como es que se realiz6 la implementacion de los métodos numéricos ya
mencionados anteriormente y la implementacion en MatLab que ayudo en la
comprension y comprobacion de como es que trabajan estos métodos y de como
se realiz6 de un manera satisfactoria la implementacién de los mismos de software

a hardware.

En el capitulo 4, se muestra cada una de las pruebas y resultados de las
implementaciones en hardware de la Serie de Taylor que es especificamente la
implementacion de la funciéon Seno, la Transformada Répida de Fourier (FFT), y
los resultados en Matlab que nos ayudaran a comprobar que se realice

correctamente la implementacién de hardware.

El capitulo 5 muestra las conclusiones y el posible trabajo a futuro en el
cual se menciona porque es mejor implementar algoritmos en hardware a

diferencia de implementarlos en software.



CAPITULO II

Marco Tedrico



2.1 Lenguajes de Descripcién de Hardware

Los lenguajes de descripcion de hardware (HDLs) son utilizados para
describir la arquitectura y comportamiento de un sistema electrénico los cuales

fueron desarrollados para trabajar con disefios complejos.

Comparando un HDL con los lenguajes para el desarrollo de software
vemos que en un lenguaje de este tipo un programa que se encuentra en un
lenguaje de alto nivel (VHDL) necesita ser ensamblado a cdodigo méaquina
(compuertas y conexiones) para poder ser interpretado por el procesador. De igual
manera, el objetivo de un HDL es describir un circuito mediante un conjunto de
instrucciones de alto nivel de abstraccion para que el programa de sintesis genere

(ensamble) un circuito que pueda ser implementado fisicamente (Torres, 2008).

Las ventajas que se tiene al utilizar un HDL.:

e Con la ayuda de HDL podemos verificar con facilidad el funcionamiento de
nuestro sistema dentro del procesamiento de disefio sin necesidad de
implementar el circuito.

e Simularlo y tener una respuesta acerca del funcionamiento del sistema,
antes de que sea implementado y poder realizar cualquier tipo de cambios
si es que se requiere y de esta manera tener un resultado optimo del disefio
en cuestion.

e Con este tipo de metodologia, se puede reducir el tiempo de disefio a
comparacion del disefio antiguo de compuertas y asi mismo reduce la

cantidad de errores que se pueden producir en el armado de los circuitos.

11



2.1.1 ;Qué es VHDL?

En la actualidad VHDL (very-high-speed integrated circuits hardware
description language), es un estdndar de la industria para la descripcion,
modelado y sintesis de circuitos digitales de gran generalidad derivado del
lenguaje de alto nivel ADA. Dispone de tipos abstractos para definir formato y
valores de sefiales, variables, constantes, etc. Y proporciona amplias facilidades

para la realizacion de algoritmos (Torres, 2008).

VHDL es un lenguaje estructurado, jerarquico y concurrente, donde una

descripcion contiene elementos principales los cuales son:

e Librerias: Permiten acceder a elementos adicionales a los definidos por el

lenguaje basico, almacenan distintos componentes y elementos a utilizar.

e Entidad: Es la descripcidén, en una caja negra de bloques funcionales,
donde se indican las terminales externas del mismo. Tiene la mision de
modelar la interfaz de un circuito o sistema con el exterior a través de unas

entradas y salidas, segun el nivel de descripcion.

e Arquitectura: Contiene la vista interna, declaracion de variables intermedias,
componentes externos y la descripcion de las tareas a realizar de nuestro

circuito.

e Banco de Pruebas: Son de gran utilidad en cuanto a la simulacién del
disefio y pueden escribirse en el propio lenguaje y se usado para
comprobar diversos modelos. Estos puede o no estar incluidos en la

descripcion.
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Algunas de las ventajas de utilizar el lenguaje VHDL son:

e Permite el paralelismo , lo cual quiere decir que todo lo descrito se ejecuta
al mismo tiempo.

e En cuanto a los Test bench (Banco de pruebas) se pueden describir en el
mismo lenguaje y usarse para comprobar distintos modelos.

e Mejora la calidad y reduce el tiempo del disefio.

2.2 ¢(Qué es un FPGA?

Un FPGA (Field Programmable Gate Array), son dispositivos
semiconductores programables que se basan en una matriz de bloques légicos
configurables (CLB) conectados a través de interconexiones programables. A
diferencia de los circuitos integrados de aplicacion especifica (ASIC), donde esta
personalizado para el disefio particular del dispositivo FPGA puede ser
programado para la aplicacion deseada o los requisitos de funcionalidad (XILINX,
2012). Los FPGAs son completamente reconfigurables y al instante cambian su

configuracion cuando se compila una diferente configuracion de circuitos.

Los FPGAs llevan a cabo diferentes operaciones de manera paralela, por
lo que éstas no necesitan competir por los mismos recursos. Cada tarea de
procesos independientes se asigna a una seccion dedicada del chip, y puede

ejecutarse de manera autbnoma sin ser afectada por otros bloques de logica.

A diferencia de generaciones anteriores de FPGAs, utilizando bloques I/0
con logica programable e interconexiones, hoy en dia consisten en varias
combinaciones de SRAM embebidas, Transmisores-Receptores de alta velocidad,
I/0 de alta velocidad. En la mayoria de las FPGAs, los bloques de légica incluyen
elementos de memoria, que pueden ser simples flipflops o bloques mas completos
de memoria (Corporation, 1995-2012).
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En comparacion con ASIC o ASSP, las FPGAs ofrecen muchas ventajas

de disefio, incluyendo:

e Prototipado rapido

e Menor tiempo de comercializacion

e La capacidad de re-programa en el campo de la depuracion
e Reduccion de los costos

e Largo ciclo de vida del producto para mitigar el riesgo de obsolescencia

Algunos de los beneficios que se obtienen al utilizar tecnologia FPGA son:

e Aprovechar el paralelismo del hardware, asi los FPGAs exceden la
potencia de computo de los procesadores digitales de sefiales (DSP)
rompiendo el paradigma de ejecucion secuencial y logrando mas en cada
ciclo de reloj.

e Poder controlar entradas y salidas (E/S) a nivel de hardware ya que esto
ofrece tiempos de respuesta mas veloces y funcionalidad especializada que

coincidan con los requerimientos de una aplicacion.

Cada chip FPGA estad compuesto de un numero finito de recursos
predefinidos con interconexiones programables para implementar un circuito digital

reconfigurable. En la Figura 2.1 se muestra una tarjeta de desarrollo Nexys 2.

En las Figuras 2.2a, 2.2b y 2.3, se muestra cada la arquitectura de un
FPGA, en la Figuras 2.2a y 2.2b se muestra donde se encuentran y como estan
organizadas las columnas de blogues de memorias RAM, asi como los arreglos de

los bloques de légica programables y los multiplicadores.
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La Figura 2.3 muestra lo donde se encuentran nuevamente los bloques de
memoria, los bloques légicos, a diferencia de la Figuras 2.2a y 2. 2b, esta muestra
donde se encuentran los bloques de Entrada y Salida asi como también donde se

encuentras las conexiones programables de la FPGA.
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Figura 2.1 Nexys 2 FPGA.
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Figura 2.2b Estructura de un FPGA
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Figura 2.3 Estructura Basica de un FPGA

Los tres elementos basicos en una FPGA son el bloque configurable
(CLB, Configurable Logic Block), las interconexiones y los bloques de
entrada/salida (E/S). Los bloques CLB de una FPGA son menos complejos que
sus homoénimos en un CPLD, pero suele haber muchos mas de ellos. La matriz
distribuida de interconexiones programables permite interconectar los bloques
CLB entre si y conectarlos a las entradas y a las salidas. Los bloques de E/S
situados alrededor del perimetro de las estructura proporcionan un acceso de
entrada/salida o bidireccional, individualmente seleccionable, hacia el mundo

exterior.
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Cada bloque logico de la FPGA esta formado por mdltiples mddulos
l6gicos mas pequefios (que son los componentes basicos) y por una serie de
interconexiones programables locales que se emplean para conectar entre si los
modulos l6gicos que componen el CLB, la Figura 2.4 muestra la arquitectura de un
CLB.

Un moébdulo logico puede configurarse para implementar logica
combinacional, logica registrada o una combinacion de ambas. Se emplea un flip-
flop que forma parte de la I6gica asociada para implementar logica registrada. La
Figura 2.5 muestra un diagrama de bloques de un mdédulo I4gico tipico basado en
LUT (Look-Up Table, tipo de memoria programable que se utiliza para generar

funciones booleanas) (Alonso, 2010).

CLB

«—»| Mddulo Légico
Maodulo Légico

Interconexion
local

le«—» Moddulo Logico

Figura 2. 4 Arquitectura de un CLB.
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Figura 2.5 Diagrama de Blogques de un modulo logico.

Otros de los elementos funcionales programables de las FPGA es el
Blogue RAM proporciona almacenamiento de datos en forma de 18-kbit en
blogues dual- port, Bloques de Multiplicadores que aceptan dos numeros de 18
bits binarios como entradas y permiten calcular el producto, Bloques Digital Clock
Manager (DCM) que proporciona auto-calibracién, soluciones totalmente digitales

en la difusion, retraso, multiplicar, dividir y cambio de fase de la sefial de relo;.

Los bloques de RAM tienen una estructura de doble puerto. Dos puertos
idénticos llamados A y B permiten acceso independiente al mismo rango de
memoria, que tiene una capacidad méaxima de 18.432 bits — 0 16.384 cuando no
se usan las lineas de paridad. Cada puerto tiene su propio set de lineas de control,
de datos y de reloj para las operaciones sincronas de lectura y escritura. Estas
operaciones tienen lugar de manera totalmente independiente en cada uno de los

puertos.

Hay cuatro rutas de datos basicos, como se muestra en la Figura 2. 6.

1. Escribir y leer desde el puerto A
2. Escribir y leer desde el puerto B
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3. La transferencia de datos desde el puerto A al puerto B
4. La transferencia de datos desde el puerto B al puerto A

Write Read ®
< Spartan -3 m
e Dual Port 5
o Block RAM Q.
erte — 1 - erte
Q) T | @
Read «— > Read

Figura 2.6 Partes de los Bloques RAM.

En cuanto a los multiplicadores cada multiplicador realiza la operacién P
= A x B, donde 'A' y 'B' son de 18 bits de las palabras en forma de complemento a
dos, y 'P' es la completa precisidon de 36-bit de producto, también en forma de
complemento a dos. Las entradas de 18 bits representan valores que van desde -
131,07210 a +131,07110 con un producto resultante que van desde -
17,179,738,11210 a +17,179,869,18410 (XILINX, Data Sheet., 2009).

2.3 (,Qué son los Métodos Numéricos?

Desde finales de la década de los cuarenta, la amplia disponibilidad de las
computadoras digitales ha llevado a una verdadera explosion en el uso y
desarrollo de los meétodos numeéricos. Al principio, este crecimiento estaba
limitado por el costo de procesamiento de las grandes computadoras
(mainframes), por lo que muchos ingenieros seguian usando simples

procesamientos analiticos en una buena parte de su trabajo.
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La evolucion de computadoras personales de bajo costo ha permitido el
acceso, de mucha gente, a las poderosas capacidades de cémputo. Por lo cual
podemos mencionar la importancia del estudio de los métodos numeéricos
(Chapra, 2007).

1. Son herramientas muy poderosas para la solucion de problemas y capaces
de manipular sistemas de ecuaciones grandes, manejar no linealidades y
resolver geometrias complicadas, las cuales son comunes en la practica de
la ingenieria y a menudo imposibles de resolver en forma analitica. Por
tanto al estudiarlos aumenta la habilidad de resolver problemas.

2. Debido a que la mayoria de los métodos numéricos estan disefiados para
usarlo en las computadoras, son especialmente adecuados para ilustrar el

poder y las limitaciones de las computadoras.

Por tanto ahora en las Ciencias y la Ingenieria son indispensables en la

solucion de problemas considerados como una herramienta matematica.

Los métodos numeéricos son procedimientos para calcular las incégnitas o
variables que resultan de aplicar las teorias de la ingenieria y las matematicas a
casos practicos y que en ocasiones no pueden obtenerse por métodos basados en
técnicas analiticas exclusivamente. Con ellos podemos formular problemas
matematicos de tal forma que puedan resolverse usando algunas operaciones
aritméticas, ya que con estos tratamos de disefiar métodos para “aproximar” de
manera eficiente las soluciones de problemas expresados mateméaticamente,
utilizando sélo operaciones mas simples de la aritmética. Estos pueden ser

aplicador, por ejemplo, en:

= Céalculo de derivadas
» |ntegrales
= [Ecuaciones diferenciales

= QOperaciones con matrices
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* Interpolaciones
= Ajuste de curvas

=  Polinomios

Ya que los métodos numéricos son un conjunto de técnicas que se
utilizan para la solucién de problemas de ingenieria, esto gracias a que tan solo su
usa un numero finito de operaciones aritméticas, con las cuales se encargan de
disefiar diversos algoritmos para obtener las soluciones mas aproximadas a los
problemas del mundo real. Por tanto tenemos algunas de las &reas donde se
pueden aplicar los métodos numéricos las cuales son en: Ingenieria Industrial,
Ingenieria  Quimica, Ingenieria Civil, Ingenieria Mecanica, Ingenieria

Computacional, Ingenieria Eléctrica, entre otras (Guerra, 2006).

En el proceso de solucion de problemas por medio de computadoras y

con la ayuda de los métodos numéricos se requieren los pasos siguientes:

» Especificacién del problema: Con esto se indica que se debe identificar
perfectamente el problema y sus limitaciones, las variables que intervienen
y los resultados deseados.

» Analisis: Es la formulacion de la solucion del problema denominada también
algoritmo, de manera que se tenga una serie de pasos que resuelvan el
problema y que sean susceptibles de ejecutarse en la computadora.

» Programacion: Este paso consiste en traducir el método de analisis o
algoritmo de solucion expresandole como una serie detallada de
operaciones.

= Verificacion: Es la prueba exhaustiva del programa para eliminar todos los
errores que tenga de manera que efectie lo que desea los resultados de

prueba se comparan con soluciones conocidas de problemas ya resueltos.
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2.4 Series de Taylor

La serie de Taylor es, sin duda, el fundamento matematico mas
importante para comprender, manejar y formular métodos numéricos que se basan
en la aproximacion de funciones por medio de polinomios. Aungue a veces no sea
muy evidente, la mayoria de los métodos numéricos se basan en la aproximacion

de funciones por medio de polinomios (Rocha, 2005).

Proporciona una buena forma de aproximar el valor de una funcién en un
punto en términos del valor de la funcion y sus derivadas en otro punto. Las series
de Taylor se basan en ir haciendo operaciones segun una ecuacion general y
mientras mas operaciones tenga la serie, mas exacto sera el resultado que se esta

buscando, como se muestra en la Ecuacion (1).

f'(a) f'(a)
f(x) = f(a) ‘|‘T(X—a)1 + T(X_a)z + .+

7(a)
n!

(x—a)" (1)

La Ecuacién (1) también se expresa de una forma mas compacta como se

presenta en la Ecuacion (1.1).

£ (a)

n!

f(x) = Xn=o

x—a" (1.2)

Donde n! es el factorial de n y f™(a) denota la n-ésima derivada de la f
en el punto a; como se puede observaren la ecuacién, hay una parte en la cual
hay que desarrollar un binomio(x — a)™ por lo que para simplificar se igualara a “a”
siempre a 0. La derivada cero de f es definida como la propia fy (x —a)° y 0! Son

ambos definidos como uno.

Algunas de las funciones en la Serie de Taylor que con mas frecuencia

se utilizan (Bastidas, 2002) se muestran en las Ecuaciones (2) a (8).
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a)L—Z;‘{LOX“=1+X+X2+---+Xn+---,si—1<x<1. (2)

1-x -

="t
n

b) log(1+x) = ¥, KM=x— oxPoxd Foxttesic1<x <L (3)

c) eX = Zf{’:O%x“ =1+x +;1x2 +;1x3 %—%x4 + -+, para todo x € R. (4)

d) senx= Y2 D7 jondt —y  Ly3 4 Ays 1y7 4. paratodox € R (5)
n=0 on+1)! 3! 51 71 P '

e) cosx = Y% CD%yom -2y Lye Ly paratodox € R (6)
n=0"(2n)! 2! 41 6! ’ '

1%3%5 (2n —1) . x2n+1
2#4%6(2n) 2n+1

f) arcsenx= Y;°, =X+%X3+%X5+'“,Si—1SXS1. (7)

—yo D% oon+r A3y 1os 170
9) arctgx—2n=02n+1x =X=oX X7 +ox e si-1<x< 1L (8)

2.4.1 Aproximacion Polinomial

El principal objetivo de las aproximaciones polinomiales es obtener una
funcién polinomial que represente la distribucion grafica de una serie de puntos en
un sistema coordenado. Una vez obtenida la funcién de aproximacién, puede
emplearse para realizar los calculos cuando la diferencia entre el valor real de la

funcién y la aproximacion polinomial es suficientemente pequenia.

Varios métodos pueden emplearse para aproximar una funcién dada,
mediante polinomios, uno de los mas ampliamente utilizados hace uso de las
férmulas de Taylor. Las aproximaciones polinomiales, secesiones y series infinitas,

forman parte importante dentro del célculo diferencial e integral.
El polinomio de la Ecuacién (9) permite predecir el valor de la funcién en
un punto cualquiera X, en términos de la propia funcion y de sus derivadas en el

punto x;.

P(x) = ap+ ayx+a,x% +azx3+ -+ ax" + - ©)
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El polinomio P(x) de la ecuacion (10) se hace coincidir con la funcion f(x)
, Yy las primeras n derivadas del polinomio, ecuaciones (10.1) y (10.2), se hacen

coincidir con las n primeras derivadas de la funcion en el punto x; (Rocha, 2005).

P(x;) = f(x;) (10)
P'(xp) = f'(x1) (10.1)
PM = fM(x.) (10.2)

2.4.2 Teorema de Taylor

Recibe su nombre del matematico britanico Brook Taylor, quién lo enuncio
con mayor generalidad en 1712, aunque previamente James Gregory lo habia
descubierto en 1671. Este teorema permite obtener aproximaciones polindmicas
de una funcion en un entorno de cierto punto en que la funcion es diferenciable
(Rocha, 2005).

Sea f(z) una funcion analitica en todo punto del disco C,, con centro en z,
y radio ry,. Entonces, en cada punto de z del disco C,, f(z) se expresa en la

ecuacion (11).

£(m)

o) (2 — zg)" (11)

n

f(z) = Yn=o
Es decir, la serie de potencia de la ecuacion (11) converge a f(z) cuando

7 — Zo| < 1.

La serie se denomina desarrollo en serie de Taylor o, simplemente,
desarrollo de Taylor de f(z) alrededor del punto z,. Si z, = 0, el desarrollo de

Taylor adquiere la forma de la ecuacion (11.1).
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co

()
f(z) = Zf © z" (11.1)

n!

n=0

Y se denomina desarrollo de Maclaurin de f(z).

2.4.3 Ejemplo de la Serie de Taylor.

A continuacion realizaremos un ejemplo de las series de Taylor aplicando

la ecuacion (5):

Se desea encontrar una serie de Taylor para la funcién f(x) = sen(35°),
donde primero tenemos que conocer a f y sus derivadas en el punto x, el cual se

muestra en la ecuacuion (12).

f(x) = sen (x) (12)
Xo ==

Evaluando las derivadas de la ecuacion (12), tenemos las ecuaciones
(12.1) ala (12.4).

F(x) = sen(x) = f (g) =05 (12.1)
£/(x) = cos(x) =>  f'(%) = 086602 (12.2)
fr@=-senx) => f(5)=05 (12.3)
f@) =—cos(x)  => f"(%)=-086602 (12.4)

Una vez obtenidas cada una de las derivadas, se aplica la Ecuacion (1) a

la Ecuacion (13).
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n !
= () - () @)
Sustituyendo en la Ecuacion (13) tenemos la Ecuacion (13.1).

sen(x) =05+ 086602 [x— (3)| - 025 [x - (g)]2 — 0.1443366 x - (g)r (13.1)
De esta manera se observo que esta expresion sirve para estimar valores

de sen(x) para x cercanos a % sustituyendo en la Ecuacioén (13.1) y evaluando la

Ecuacion (13.2), resulta la Ecuacion (13.3).
2 3
sen(35°) = 0.5+ 086602 | 2| - 0.25 || - 01443366 || (13.2)

sen(35°) = 0.5+ 0.0755749 — 0.001903858 — 0.000095922 = 0.57357512 (13.3)

Para comprobar el resultado de sen (35°) se realizé la operacién en
calculadora donde se obtuvo el resultado de 0.5735764, que si comparamos con
el resultado obtenido en la Ecuacién (13.3) del ejercicio anteriormente realizado

tenemos una gran similitud, con una diferencia minima en la parte decimal.

2.5 Series de Fourier y Transformada de Fourier

Una funcién en el dominio temporal indica cémo la amplitud de la sefal
cambia en el tiempo, su representacion en el dominio de la frecuencia permite
conocer cuan a menudo la frecuencia se puede visualizar considerando que la
sefal en estudio esta compuesta por la suma de ondas sinusoidales simples de
amplitud y fase adecuadas o de exponenciales complejas relacionadas

armonicamente.
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La herramienta mateméatica que permite el pase del dominio tiempo al
dominio de la frecuencia es la Serie de Fourier para las sefiales periddicas, y de la

Transformada de Fourier para las sefiales de energia finita (Cordoba, 2008).

La Trasformada de Fourier nos permite analizar las sefiales desde un
punto de vista distinto, facilitando la compresion de muchos procedimientos
utilizados en telecomunicaciones, tales como la modulacion y la representacion

digital de las sefiales (Bonafonte, 2009).

2.5.1 Series de Fourier

Podemos describir cualquier sefal periddica compleja en forma de una
suma de muchos fasores (senos o cosenos). Un método para describir una seial
de esta forma, son las series de Fourier.Las series de Fourier nos permiten
expresar algunas funciones periddicas f(t) de periodo T como se muestra en la

Ecuacion (14).

f (t) = Y%2ap+ ajcos(wot) + azcos(2 wot)+...+ bisen(wot) + basen(2 wot) (14)
Donde wy = 2rt/T (15)
Es decir:
1 (00}
f) = = o + Z [a,, cos(nwyt) + b,, sen(nwyt)] (16)
n=1

= Componentes y armaénicos

Una funcién periddica f(t) se puede escribir como la suma de

componentes sinusoidales de diferentes frecuencias w, = nw, , a la componente
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sinusoidal de la frecuencia nw,: C,cos(nwyt + 6,), se le llama enésima armonica
de f(t).

A la primera armoénica (n=1) se le llama la Componente fundamental y su
periodo es el mismo que el de f(t) y a la frecuencia w, = 2nf, = 2nt/T se le llama
frecuencia angular fundamental. Los coeficientes C, y los &ngulos 6, son

respectivamente las amplitudes y los angulos de fase de los armonicos.

En la Figura 2.7 se muestra un ejemplo, donde, La funcién f(t) = cos(g) +

cos(g), tiene un periodo T= 24m, por lo tanto su frecuencia fundamental es

1 . . t
Wy = Erad/seg, la componente fundamental es de la siguiente forma: 0 * cos (5)
. s - 3t t
Como ejemplo tenemos su tercer armonico que es, cos (E) = COoS (Z) y su cuarto

N 2 4t t
armonico sera cos (E) = CoS (5)

flt}=cos (t/3)+cos(t/4)

fit)

-2

1 1 1 Il 1 Il 1
0 200 400 600 300 1000 1200 1400
t
241

Figura 2. 7 Grafica dela funcién f(t) = cos(}) + cos(%)
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= Calculos de los coeficientes de la Serie de Fourier

Para poder obtener la serie de Fourier de una funcion necesitamos saber
cuales son los valores de cada uno de los coeficientes a0, a1, a2,..., b0, b1, b2.
Los coeficientes se obtienen multiplicando ambos miembros por cos(nwyt) e

integrando de —T/2 a T/2 y con la Ecuacién (17) obtenemos los coeficientes a,,.

A123,.. = %f_TT//ZZf(t) cos(nwgt)dt n=0123.. (17)

Similarmente, con la Ecuacién (18) obtenemos b,,:
2 (T/2
biss,.. = ;f f(t)sen(nwyt)dt n=123,.. (18)

-T/2

Y con la Ecucion (19) se encuentra el coeficiente a, , integrando de —T/2

aT/2.
2 (T/2
ao =2 [ 1, f(®)dt (19)
Para encontrar los coeficientes a,, utilizamos la Ecuacion (20).
2 (T/2
a, = ?f-T//z f(t) cos(nw,t)dt (20)
2 0 T/2
ap == [I—T/Z — cos(nwot) dt + | / cos(nwgt) dt] (20.1)
Resolviendo la Ecuacion (20.1), da como resultado la Ecuacion (21).
=220 sentnod]Sey, + —— sentrogdl?] =0 #0 21
a = oo, sen(nwot) |21/, ooy sen(nwot)|," | = paran (21)
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Evaluando la Ecuacién (21), con los valores w, y T dados a continuacion:

_1rad T =24
wO_lZseg -

Y sustituyendolos se obtiene la Ecuacion (22).

2| -1 [1 ) -1 (1 [—2471])
=T\ 12 T 1212
12 12
(22)
4 -1 (1 241w ) -1 ( 1 [O])
T 1212 T 12
12 12
Resolviendo la ecuacion (22) da como resultado la ecuacion (22.1).
ap = %(—12 sen(0) — (—12 sen (—1'[)) + 12 sen(m) — 12 sen (0)) (22.1)
Sustituyendo T=241T en la Ecuacioén (22.1), obtenemos la ecuacion (23).
2 1
dp = Py [0 + 0] Py [0] = ET[ (0) =0 (23)

Con esto se puede comprobar que el resultado de la formula sera cero

porque n no es igual a cero. Lo que compueba lo antes descrito en la Ecuacién
(21).

Para encontrar los coeficientes a, tomamos la ecuacion (24).

=20, fode =2[[0, ,—dt+ [} dt] = [ t]° r+ t|Zl—0 (24)
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Resolviendo la Ecuacion (24) con T = 24m, se obtiene cero el cual se

muestra en la Ecuacioén (25).

241 241

ao = [-(0) = (- Z5)| + [~ - (BF)| = 12n+ (-12m) = 0 (25)
De igual manera podemos comprobar, que el resultado de aj,sera igual a
cero.
Finalmente para encontrar los coeficientes b, tenemos la Ecuacion (26),
la cual nos ayuda a encontrar la ecuacion definitiva para encontrar los cieficientes

que se muestra en la Ecuacion (28).

T/2 0 T/2
b, = %f_,ﬁ/z f(t) sen(nwyt)dt = % [f—T/z —sen(nwet) dt + f; / sen(nwgt) dt] (26)

Resolviendo las integrales de la Ecuacion (26), obtenemos las
Ecuaciones (27) y (27.1).

T

_ 2] 1 0 -1 2
b, = T [nog COS(H(JL)Ot)I_; + g Cos(nwot)|0 (27)

b, = i [(1 = cos(nm)) — (cos(nm) — 1)] (27.1)

Por lo tanto la Ecuacién (28) es la definitiva para encontrar los

coeficientes b,,.

b, = nz—n [1-(-1D"] paran=#0 (28)

Si resolvemos la Ecuacion (27) para comprobar, dandole un valor a w,.

2T
(A)O:T
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Entonces tendremos las Ecuaciones (29) a la (29.5).

o = 2| cos [ 2(=2)])| & = | eos (o [519)3) 29)

T 2

on = 2|( — sreosfn 2(-2)]) - (_ o [(Z)O)]-2)  eow

T

A

by =% <£ - % cos(n n)) - (% cos(nm) — %)] (29.2)
b, = (ﬁ — —cos(nn)) — (i cos(nm) — ) (29.3)

b, = [(1 — cos(nm)) — (cos(nm) — 1)] = [1 — (—1) — cos(nm) — cos(nm)] (29.4)

b, = E [2 —2cos(nm)] = E [1 - cos(nm)] = E [1-(—1)"] paran=#0 (29.5)

De esta manera podemos comprobar en la Ecuacion (29.5) que para toda
n no igual a cero nuestro resultado para la evaluacién de los coeficientes b, nos

guedara como se muestra en la Ecuacion (28) (Hidalgo, 2003).

2.5.2 Ejemplo de las Series de Fourier

Teniendo los armonicos 3,5, 7y w, =7 y T = 2, se desea encontrar el

valor de cada uno de sus coeficientes tanto a,, como b, de la serie de Fourier.

Primero se evalua el coeficiente agcon la Ecuacion (24), sustituyendo los

valores anteriores yse obtiene la Ecuacién (30):
3 =1[-(-D+ D] =2 (30)

Ahora evaluamos a; con la Ecuacién (21) y obtenemos las Ecuaciones
(31) y (31.2).
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2 _(—%sen[l(n)(O)] — _?1 sen [1(7‘[) (_TT)D + (31)
T (% sen [nn (g)] — isen [n(n)(O)])
a, =% = sen ( [—D = sen (n ED] %[O +0] = %[O] =0 (31.1)

Ahora empleamos la Ecuacion (28) para la los coeficientes b, para este
ejemplo se evalua hasta b, los resultados se muestran en las Ecuaciones (32) a
la (38).

bi=—[1-(-D=22) = (32)
by = —[1-(-1)2] =m(0) = 0 (33)
by =—[1- (-1l == (2) = (34)
by=-[1-(-D"]=1()=0 (35)
bs == [1— (-1)°] = =(2) =+ (36)
be=-[1-(-D°] = (0) =0 (37)
by = [1- (-1 =) =5, (38)

Por tanto tenemos como resultados :
4 4 4 4
b,=—,—,—,=—
' 3’57’ In

Entonces una vez teniendo los valores de cada uno de los coeficientes

tendriamos la serie de Fourier como se muestra en la Ecuacion (39).

f(t) = %[sen (wet) +§ sen(3 wyt) + % sen(5 wyt) + %sen(7 wot) + ] (39)
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La Ecuacion (39) resulta de la evaluacion de los coeficientes de b, ya que
los coeficientes pares dan cero, se evallan los b, impares por lo que tenemos los
coeficientes b, 3579, €n la Figura 2.8 se muestran los componente de la Serie de
Fourier con respecto al ejemplo resuelto anteriormente, donde se muestra con la

linea negra la suma de los componentes.

1.5 T T

0.5 y

O

-1.5 r r r r r r r r r L

0 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008 0.009 0.0

Figura 2.8 Componentes de la Serie de Fourier, 1, 3, 5, 7.

2.5.3 Transformada de Fourier

En aplicaciones reales la mayor parte de las sefiales no son periédicas,
por lo cual necesitamos transformar nuestras series de Fourier para poder
analizarlas, para lo cual nos sirve la Transformada de Fourier ya que es
basicamente el espectro de frecuencias de una funcion ya sea un fenOmeno
ondulatorio, luminoso o electromagnético, con esta podemos medir la distribucién

de amplitudes de cada frecuencia.
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Por ejemplo lo que hace el oido humano, este recibe una onda auditiva y
la transforma en una descomposicion en distintas frecuencias que es lo que
finalmente escuchamos. El oido humano va percibiendo distintas frecuencias a
medida que pasa el tiempo, sin embargo, la transformada de Fourier contiene
todas las frecuencias contenidas en todos los tiempos en que la sefal existio; es
decir, que en la transformada de Fourier obtiene un solo aspectro de frecuencias
para toda la funcion.

Lo que nos permite la Transformada de Fourier es hacer una
descomposicion espectral de las formantes de una onda o sefial oscilatoria, pero
también nos permite que con el espectro generado con nuestro analisis que
realizamos, podemos reconstruir la funcion original mediante la transformada
inversa. La Transformada de Fourier contiene todas las frecuencias contenidas en
todos los tiempos en que existid la sefial, este se refiere a que se obtiene un solo

espectro de frecuencia para toda la funcién (Céceres, 2007).

Sea Xx(t) una sefal continua. Se define la transformada de Fourier de X,

denotada en la Ecuacion (40).

X() = 7 x(DeTi2mtdt (40)
Donde:
t: Tiempo

f: Frecuencia en Hz
X (t) : Sefal de prueba
e /2™t : Fasor de Sondeo (Kernel Funtion)

X(f) : Espectro de funcion de la frecuencia f.
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2.5.4 Transformada Discreta de Fourier (DFT)

La Transformada Discreta de Fourier es un método muy eficiente para
determinar el espectro en frecuencia de una sefial. Esta transformada juega un
papel muy importante en numerosas aplicaciones de procesamiento de sefiales

digitales. Es una secuencia de x[n] como se muestra en la Ecuacion (41):

X(k) = ¥NZd x[n]wgk para k=01,.. N—1 (41)

Donde el valor de W,, esta dado por:

W,= e~ (42)

El W de la Ecuacion (42) son constantes conocidas como factores
twiddle.

Para realizar una aproximacion al calculo de la Transformada Discreta de
Fourier (DFT) esta requerira la suma compleja de N multiplicaciones complejas,
en total N2 multiplicaciones complejas y N? sumas complejas para realizar un DFT
de N puntos.

Una de las razones de gran relevancia de la Transformada Discreta es la
existencia de algoritmos sumamente eficientes para calcularla. Entre ellos se
encuentra el Radix 2, el cual permite hallar de forma rapida la Transformada de
Fourier, razén por la que recibe el nombre de FFT (Fast Fourier Transform)
(Posadas, 1998).

2.5.5 Transformada Rapida de Fourier (FFT)
Lo que consigue el algoritmo FFT es simplificar enormemente el calculo

del DFT introduciendo “atajos” matematicos para reducir drasticamente el nUmero

de operaciones (5to curso, 1999).
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La FFT lo que hace es que por la periodicidad y simetria de los factores
twiddle “W” para lo que es el céalculo de la Transformada Discreta de Fourier. La
FFT en primera instancia descompone la DFT de N/2 puntos y a su vez cada DFT
se vuelve a descomponer en una DFT de N/4 puntos y asi sucesivamente. Ya que
se termina la descomposicidén se obtienen (N/2) DFT’s de 2 puntos cada una. Por
ejemplo para una FFT de base 2, N debe ser una potencia de 2 y la transformada
mas pequeiia es la DFT de 2 puntos. Para implementar la FFT existen dos
procedimientos: diezmado en frecuencia y el diezmado en el tiempo (Cordoba,
2008).

= Algoritmo parala FFT

Para poder implementar la FFT primero se tiene que tener en cuenta cual
de los procedimientos de diezmado se utilizara ya sea el de frecuencia o el de

tiempo. En este caso se utilizé el diezmado en tiempo.

El diezmado en tiempo divide la secuencia de datos de entrada x[n] en
dos grupos, uno de indices par y otro en indices impar, con estas sub-secuencias
se realiza el DFT de N/2 puntos y sus resultados se combinan para formar el DFT
de N puntos (Gomez, 2000). En las Ecuaciones (43) a la (43.2) se muestra el
proceso de la DFT que llega a determinar la formula del algoritmo la cual se
muestra en la Ecuacion (44).

21

N
X[k] = $2_ x[2n]W2™ + ¥2_) x[2n + WDk (43)

N

N
X[k] = Y2, x[2n]WZm™ + WK Y2 x[2n + 1]W2nk (43.1)

Sustituyendo a  x4[n] =x[2n], x;[n] =x[2n+1] y W™k = W}, se

obtiene la Ecuacion (43.2).
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N N

-1 -1

X[k] = Xioxa[n]WJs + Wil X2 o % [nIWR /5 (43.2)
Simplificando se obtiene la Ecuacion (44).

X[k] = Y[k] + W Z[k] k=012,..,N—1 (44)
En la ecuacién (44) se muestra que la DFT de N puntos es la suma de

dos DFT’s de N/2 puntos los cuales son Y[k]y Z[k] que se realizan con las

secuencias originales que se tienen de x[n]. Y cada uno de los términos de Z[k] lo

tenemos que multiplicar por un factor twiddle.

Donde el factor twiddle o coeficiente trigonométrico lo obtenemos con la
ecuacion (45):

2 . 2 _ Jj2mn
Wy = cos (%) —j sen (%) =e N (45)
Y el coseno y seno son:

cos (2%) Es la parte real del coeficiente.

— sen (2%) Es la parte imaginaria del coeficiente.

Entonces N es el nimero de datos de entrada y n toma valores desde 0
hasta N-1.Por ejemplo el diagrama para un diezmado en tiempo de N=8 puntos

se muestra la Figura 2.9:
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Figura 2.9 Algoritmo FFT para una N=8 puntos en un submuestreo de tiempo.

Como se observa en la Figura 2.10 se realiza la combinacion de las DFT’s

de menos puntos para poder obtener una DFT mayor.

El calculo de cada etapa consiste en primero tomar dos nimeros digamos
que es nuestro par de (a, b), después se multiplica la b por Wy y sumas y restas
de a el resultado anterior de la multiplicacion de b para obtener dos numeros
complejos, digamos que los resultados ahora son (A, B), a esta operacion se le
conoce como “Método de Mariposa” y se llama de esta manera debido a la forma
del grafico de las operaciones que tiene la forma de las alas de una mariposa, esta

se muestra en la Figura 2.11.

40



X[O] —>
DFT'sde 2 —
— puntes Combinacion de X(0
x[4] 2DFTsde 2 |—> —X(0)
untos para
F():alc:ulafuna > —PX('I)
X[2] DFT's de 2 DFT de 4 puntos
X[6]—— puntos , ——| Combinacién de X(2)
2DFT'sde 4 X(3)
puntos para
calcular una L X(4)
X[1]— . DFT de 8 puntos
DFT’'s de 2 - — X(5)
puntos .
S i . X(6)
puntos para
x[3 N N calcularuna |——»| X(?)
[ ] DET's de 2 DFT de 4 puntos
puntos
X[7]— »

Figura 2.10. Las tres etapas en el calculo de una DFT de 8 puntos.

e ><:A=a+WON*b
b oy > B=a-w,*b

-1

Figura 2.11. Forma bésica de una mariposa para una FFT de submuestreo en
tiempo.

Algunas cuestiones que se tienen en cuenta para poder entender mas el

algoritmo de la FFT son (Jones., 2006):
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1. En cuanto a la mariposa como se ve en la Figura 2.11, es basicamente una
multiplicacion compleja y dos sumas complejas. Donde podemos decir que
para N = 2'tendremos N/2 mariposas por cada etapa en el caso de una

FFT de N=8 puntos tendremos (8/2)= 4 mariposas.

Y para saber cuantas etapas habra lo definiremos como v = log, (N) que

en este caso seran 3 etapas, por lo tanto necesitaremos (g) log,(N)

multiplicaciones complejas, las cuales para nuestro ejemplo de una FFT de

8 serdan 12y N log,(N) sumas complejas que seran 24.

2. Ahora bien después de que realizamos una mariposa sobre el par de
nameros (a, b) y que obtenemos (A, B) no se necesita guardar el par (a, b)
ya que estos ya no se utilizaras si no que ahora necesitaremos usar los
valores de (A, B) por esta razon podemos guardar en el mismo lugar del par
(a, b) los nuevos pares (A, B).

3. Algo muy importante también es que en el diezmado de tiempo, el proceso
de submuestreo de la secuencia de entrada se realiza mediante un proceso
que se le llama orden de binario invertido el cual genera la siguiente

secuencia que se muestra en la Tabla 2.2.

4. Para obtener cuantos seran los factores twiddle que necesitaremos lo
podemos saber por medio de (N/2) que por ejemplo para un N=8, solo

necesitaremos 4 factores twiddle (W°, W1, w2, w?3).
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Tabla 2.2 Orden original yorden final al aplicar la inversion de bits de la

secuencia de entrada de x[n] para una N=8 puntos.

Orden n Orden n

Original | Decimal  Binario Final Decimal  Binario
x(0) 0 000 x(0) 0 000
x(1) 1 001 x(4) 4 100
X(2) 2 010 X(2) 2 010
X(3) 3 011 x(6) 6 110
x(4) 4 100 x(1) 1 001
X(5) 5 101 X(5) 5 101
x(6) 6 110 X(3) 3 011
X(7) 7 111 X(7) 7 111

Tal vez para pequefios valores de N o de puntos, la diferencia que se
puede tener es muy pequefia pero para valores mas grandes la diferencia entre
una DFT y una FFT es enorme. Por ejemplo para una DFT de 1024 puntos, el
namero de multiplicaciones en una FFT es aproximadamente de 5,000 mientras
que par la DFT normal es aproximadamente de 1, 000,000, de aqui la importancia
y la gran ventaja de la FFT, ya que reduce mucho el trabajo y realiza de una
manera mas rapida y eficiente una DFT normal. Podemos mostrar un poco mas
estas diferencias en cuanto a la ventaja de usar una FFT contra una DFT en la
Tabla 2.3 (Pasaye, 2010).
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Tabla 2.3 Ventajas de la FFT contra la DFT.

N Multiplicaciones usando | Multiplicaciones usando
célculo directo (N?) DFT FFT [(N/2)log,N]
4 4
64 12
16 256 32
32 1,024 80
64 4,096 192
128 16,384 448
256 65,536 1,024
512 262,144 2,304
1,024 1,048,576 5,120

Para realizar una FFT
conocer cuantas etapas tendrd, cuantas operaciones de mariposa, cuantas

multiplicaciones complejas, cuantas sumas complejas y cuantos factores twiddle

necesitaremos.

Como ejemplo realizaremos una FFT de 8 puntos, que tendra como datos

2.5.6 Ejemplo Transformada Rapida de Fourier (FFT)

como se menciona anteriormente podemos

a evaluar: 5, 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40. Primero evaluaremos:

Numero de Etapas que se tendran para N = 8, que determinara la

Ecuacion (46).

v =log,(N) = log,(8) = 3 etapas
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NuUmero de operaciones Mariposa, que se obtendran de la Ecuacion (47).

N/2 = 8/2 = 4 mariposas 47)

Numero de multiplicaciones Complejas, que se obtienen de la Ecuacién

(48).

(g) log,(N) = (g) log,(8) = 12 multiplicaciones (48)
Numero de sumas Complejas, que se obtienen de la Ecuacion (49).

N log,(N) =8 log,(8) = 24 sumas (49)
Numero de factores Twiddle:

N/2 = 8/2 = 4 twiddle, los cuales seran W° W*, w? w? (50)

Como se muestra en la ecuacién (45), se puede saber cual es el valor de

cada uno de los factores los cuales se muestran de la Ecuacion (51) a la (54).

Wg = cos (ZET(O)) — j sen (Z”T(O)) = cos(0) — jsen(0) (51)
wi=1
W¢ = cos (ZHT(D) —j sen (ZHT(D) = cos G) — jsen G) (52)

W3 =0.7071 —j0.7071

Wg = cos (ZHT(Z)) — jsen (ZHT(Z)) = cos (%”) —j sen (%”) (53)
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Wg = cos (ZnT(S)) — j sen (2”7(3)) = cos (%T) —jsen (%T) (54)

W3 =-0.7071 - j0.7071

Teniendo estos datos, se puede seguir con la resolucion de la FFT, no se
debe olvidar que para el diezmado de tiempo que es con el que se realiza, su
submuestreo lo hace con una secuencia de entrada la cual se muestra en la Tabla
2.2, donde se aplica la inversion de bits. Y el cual para este caso se muestra en la
Tabla 2.4.

Tabla 2.4 Inversién de bits de los datos originales de la FFT.

Orden | Dato (a + b), donde a= parte | Orden Dato (a + b), donde a=
Original real y b= parte imaginaria Invertido parte real y b= parte
imaginaria

0 5+0 0 5+0

1 10+0 4 25+0

2 15+0 2 15+0

3 20+0 6 35+0

4 25+0 1 10+0

5 30+0 5 30+0

6 35+0 3 20+0

7 40+0 7 40+0

Ahora se realizan las operaciones con los datos de la Tabla 2.4 que se
muestran en la Figura 2.12, mediante el diagrama mostrado en la Figura 2.9 para
cada una de las etapas de la FFT de 8 puntos, tomando en cuenta la forma basica
de la mariposa que se muestra en la Figura 2.11 y los factores twiddle resultantes

de las Ecuaciones (51) a (54).
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Datos Etapa 1 Etapa 2
x[0] = 5 = P » 30 +0 » 80+ 0 > 1
ey > N/
x[4] =25 = - 20+ 20 > -
N\ //
x[2] = 150—> » »50+0 -20+0 o -
ey > N/
x[6] = 35¢ > — > » -20 - 20 > -
X[1] = 10— > »40+0 e 100 + 0 M= >
W', =0.7070 - j 0.7071
W= 1 é
x[5] = 3 x -20+ 0 -20 + 20

20+0 =

v

x[3] = 20 s : s L
WOM:'I >< WQN q
X[7] = 40— %520 + 0

W*=0.7070 ru)?ww/
-20 - 20

v

1
V
i~

Figura 2.12. Evaluacion y Resultados de la FFT de 8 puntos.

Etapa 3

80+0

20 + 48.284

20 + 20

20 + 8.284

20+ 0

-20 - 8.284

-20 - 20

-20 - 48.284

Ya que se tiene el resultado de la FFT en la etapa final 3, se puede

comparar con los resultados de la FFT que se obtienen en MatLab, los cuales se

muestran en la Tabla 2.5 y se comprueba que los resultados son correctos.

Tabla 2.5 Comparacién de Resultados para una FFT N = 8 puntos.

Resultado de la evaluacion Resultados en MatLab
FFT (Etapa 3) multiplicados por (1.0e+002)

180+0 1.8000

-20 + 48.28 -0.2000 + 0.4828i
-20 + 20 -0.2000 + 0.2000i

-20 + 8.28 -0.2000 + 0.0828i
-20+0 -0.2000

-20 -8.28 -0.2000 - 0.0828i
-20-20 -0.2000 - 0.2000i

-20 — 48.28 -0.2000 - 0.4828i
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Como segundo ejemplo se realiza una FFT de N = 16 puntos, para la cual
se tiene:
Numero de Etapas resultante que se muestran en Ecuacién (55):
v =log,(N) = log,(16) = 4 etapas (55)
Numero de operaciones Mariposa mostradas en Ecuacion (56):

N/2 = 16/2 = 8 mariposas (56)
Numero de multiplicaciones Complejas, obtenidas de la Ecuacién (57):

(3)108:(N) = () log,(16) = 32 multiplicaciones (57)
Numero de sumas Complejas, obtenidas de la Ecuacion (58):

N log,(N) = 16 log,(16) = 64 sumas (58)
Numero de factores Twiddle que se obtienen en la Ecuacion (59):

— — : Z 0 1 2 3 4 5 6 7
N/2 = 16/2 = 8 twiddle, los cuales seran W=, W~, W<, W= W*", W>, W°>, W (59)

Evaluando la ecuacion (45), se obtienen los valores de cada uno de los
factores twiddle de la Ecuacion (59), dando como resultado las Ecuaciones (60) a
la (67):

WS = cos (ZZ—(GO)) —j sen (ZZ?)) = cos(0) — jsen(0) (60)
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Wg = cos (ZZ—S)) —j sen (ZZ—S)) = cos (g) —j sen (g)

Wi, = 0.9238 — j0.3827

= o5 (52) g sn (22) = cos(£) e (2

W3 = 0.7071 — j0.7071

W136 = CoS (ZZ—S’)) —j sen (ZZ—(:)) = coS (i_Z) —j sen (i—Z)

W3, = 0.3827 — j0.9239

= cos(259) s (259) = cos (2) ) sn (3

Wi =—J

W7 = cos (271—(65)) —Jsen (ZZ—(;)) = cos (110_:) ~Jsen (110_:)

W3s = —0.3827 — j0.9239

Wy = cos (52) — sen (52 = cos () = sen (22)

W&, = —0.7071 — j0.7071

= 05 (52) s sn (52) = os(35) - sem (32

Wi = —0.9239 — j0.3827
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La solucion de la FFT de 16 puntos se muestra en la Tabla 2.7, para lo
cual se utilizan los factores twiddle resultantes de las ecuaciones (60) a (67) y en

la Tabla 2.6 se muestra la inversion de los datos originales.

Tabla 2.6 Inversion de datos originales de la FFT N=16.

Orden | Dato (a + b), donde a= | Orden Dato (a + b), donde
Original | parte real y b= parte | Invertido a= parte real y b=
imaginaria parte imaginaria
0 0+0 0 0+0
1 8+0 8 1+0
2 4+0 4 2+0
3 12+0 12 3+0
4 2+0 2 4+0
5 10+0 10 5+0
6 6+0 6 6+0
7 14+0 14 7+0
8 1+0 1 8+0
9 9+0 9 9+0
10 5+0 5 10+0
11 13+0 13 11+0
12 3+0 3 12+0
13 11+0 11 13+0
14 7+0 7 14 +0
15 15+0 15 15+0

50



Tabla 2.7 Evaluacion y Resultados de la FFT de 16 puntos.

Datos (a + b) | Resultado, Resultado, Resultado, Resultado Final de
Etapa 1 Etapa 2 Etapa 3 la FFT, Etapa 4
0+0 8+0 24+0 56+0 120+ 0
1+0 -8+0 -8+8 -8 +19.31 -8 + 40.22
2+0 16+0 -8+0 -8+8 -8 +19.31
3+0 -8+0 -8-8 -8 +3.31 -8 +11.97
4+0 12+0 32+0 -8+0 -8+8
5+0 -8+0 -8+8 -8 -3.31 -8 + 5.35
6+0 20+0 -8+0 -8-8 -8 + 3.31
7+0 -8+0 -8- 8 -8 -19.31 -8 + 1.59
8+0 10+0 28+0 50.31+0 -8+0
9+0 -8+0 -8+8 -17.68 + 9.63 -8 - 1.59
10+0 18+0 -8+0 -8 -5.69 -8 -3.31
11+0 -8+0 -8-8 1.68 -6.37 -8 -5.35
12+0 14+0 22.31+0 569+0 -8 -8
13+0 -8+0 -8 -5.69 1.68 + 6.37 -8 —11.97
14+0 22+0 5.69+0 -8 + 5.69 -8 -19.31
15+0 -8+0 -8 + 5.69 -17.68 — 9.63 -8 —40.22

Comparando con los obtenidos en MatLab, que se muestran en la Tabla

2.8, vemos que son semejantes.

Tabla 2.8 Comparacion de Resultados para una FFT N = 16 puntos.

Resultado de la evaluacion
FFT (Etapa 3)

Resultados en MatLab

multiplicados por (1.0e+002)

120+ 0

1.2000

-8 +40.22

-0.0800 + 0.4022i

-8 +19.31

-0.0800 + 0.1931i
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Tabla 2.8 (Continuacion)

Resultado de la Resultados en MatLab
evaluacion FFT (Etapa 3) | multiplicados por (1.0e+002)

-8 +11.97 -0.0800 + 0.1197i
-8+8 -0.0800 + 0.0800i

-8 +5.35 -0.0800 + 0.0535i

-8 +3.31 -0.0800 + 0.0331i

-8 + 1.59 -0.0800 + 0.0159i
-8+0 -0.0800

-8 -1.59 -0.0800 - 0.0159i

-8 -3.31 -0.0800 - 0.0331i

-8 -5.35 -0.0800 - 0.0535i
-8 -8 -0.0800 - 0.0800i

-8 -11.97 -0.0800 - 0.1197i

-8 -19.31 -0.0800 - 0.1931i

-8 —40.22 -0.0800 - 0.4022i

2.6 Apoyo de disefio con Matlab

MatLab es el principal producto de software de Mathworks, Inc., fundada
por los analistas numéricos Cleve Moler y John N., Little. Como su nombre lo
indica, este se desarroll6 originalmente como un laboratorio para matrices. Hoy, el
elemento principal de MatLab sigue siendo la matriz. La manipulacion matematica
de matrices se ha realizado muy adecuadamente en el ambiente interactivo facil
de utilizar. A esta manipulacion matricial agrega también varias funciones
numericas, calculos simbolicos y herramientas para visualizacion. MatLab tiene
diferentes funciones y operadores que permiten la adecuada realizacion de los

diversos métodos numéricos y céalculos numéricos.
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Es atil como herramienta de disefio ya que esta herramienta cuenta con
gran flexibilidad y facilidad en la programacion, permitiendo la implementacion y

simulacién del codigo de manera rapida (Chapra, 2007).

Algunas de las facilidades que da MatLab es por ejemplo en este caso
haber realizado el estudio de algunos métodos numéricos, como mostrar los
armonicos y la suma de los mismos de una serie de Fourier como en la siguiente
implementacion, en la cual se muestra la Serie de Fourier del primer armonico o
frecuencia fundamental, hasta el quinto armoénico, donde la frecuencia

fundamental para w, = 1, con el resultado que se muestra en la Figura 2.13.

$Universidad Autdénoma de Querétaro

$Alejandra Miguel Vargas Mandujano. Exp.136150
% Componentes de la Serie de Fourier

clear all;

clc;

$ Primer armbénico o frecuencia fundamental de la sefial cuadrada en azul
t=0:.0001:.01

wo= 1000

y=4*sin (t*wo) /pi;

plOt (tr Y)

hold on

%el segundo armonico en verde
y=(4/pi)*[sin(3*t*wo) /3];

hold on

plot(t,y,"'g")

$el tercer armonico en amarillo
y=(4/pi)*[sin(5*t*wo) /5];

hold on

plot(t,y,"'y")

%el cuarto armonico en rojo
y=(4/pi)*[sin(7*t*wo) /7] ;

hold on

plot(t,y,'r")

el quinto armonico en magenta

y=(4/pi)*[sin (9*t*wo) /9];

hold on

plot(t,y, 'm")

%$Resultado de la Serie de Fourier, sumando todos los armonicos
y=(4/pi)*[sin (t*wo)+sin (3*t*wo) /3+sin (5*t*wo) /5+sin (7*t*wo) /7+sin (9*t*wo)
/91;

plot(t,y, 'k', 'Linewidth',3)

title ('Componentes de la Serie de Fourier');
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Gracias a la flexibilidad que proporciona MatLab con la programacion, en
este caso realizando con un ciclo for, como se muestra en el siguiente codigo, se
ve que mientras mas se agregan armonicos a la serie de Fourier se tiene un
resultado mas cercano a la sefial deseada que es un sefial cuadrada. En la Figura
2.14 se muestra la grafica con un total de 10 armonicos, en la Figura 2.15 se
muestra con 50 armonicos y por ultimo en la Figura 2.16 se muestra con 300

armonicos en la cual se ve que se acerca mas a una sefial cuadrada.

Otras de las herramientas que se utilizaron fueron las de crear archivos
desde MatLab en formato *.vhd, con cédigo especifico, el cual nos ayudo a poder
manejar de una forma genérica los codigos que se implementaron en VHDL, por
ejemplo para evaluar algunas FFT de N puntos, al utilizar MatLab, se pudieron
realizar cambios rapidos en algunas partes de los cddigos implementados en
Hardware, como se menciono anteriormente en el caso de los N puntos que se
desean evaluar, como ejemplo de una FFT de N = 8 puntos, se pueden cambiar
gracias a la versatilidad de MatLab a una implementacion para una FFT de N =
256 puntos, estos ejemplos se muestran en el capitulo 3 donde se encuentran
algunas implementaciones realizadas desde MatLab que generaron los archivos
*.vdh para implementarlos en el lenguaje de programacion para Hardware VHDL.
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Figura 2.13 Componentes de la Serie de Fourier

1.5 T T T T T T

15 r r r r r r
0 1 2 3 4 5 6 7

Figura 2.14. Sefial con 10 arménicos de la Serie de Fourier
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Figura 2.15 Sefial con 50 armonicos de la Serie de Fourier

1.5 T T T T T T

15t r r r r r r t
0 1 2 3 4 5 6 7

Figura 2.16 Sefial con 300 armonicos de la Serie de Fourier
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CAPITULO Il

Desarrollo



3.1 Metodologia de disefio del Método en VHDL

Para poder tener una mejor sincronizacion de cada uno de los
procedimientos y técnicas que se requieren para realizar la implementacion en

Hardware se cre0 la metodologia que se muestra en la Figura 3.17.

Desarrollar por pasos el método

;

Experimentacion

.

Definir Entidad

v
Definir Arquitectura
[

¥ v
Desarrollo de modulos ‘ Desarrollo de software
dela Arquitzlectura con ayudal de MatLab

»
»

v
Pruebas y Simulacién

No Verificacion de
la Simulacién
Implementacion

No Validacion en

Hardware

Figura 3.17 Metodologia de la Implementacion en VHDL.
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3.2 Implementacion de la Aproximacion Polinomial de la Serie de

Taylor Funcion Béasica (Seno)

El primer método implementado en Hardware es una Aproximacion
polinomial de f(x) = sin(x) en el intervalo cerrado de 0 <=x <= 2m, como se
muestra en la Figura 3.18 que es la entidad general de la aproximacion, las
sefales que contiene son el reloj maestro CLK, el RST que sirve para resetear la
implementacion, STF que indica en que momento debe comenzar la evaluacion de
la aproximacion, el X que es el dato a evaluar con nuestra funcion seno, Y es la
salida de nuestra evaluacién y el EOF que indica en que momento todo el proceso

termino.

CLK—>

RET———> Aproximacién
Polinomia

STF 5 Funcidn (Seno)

3 Y

—> EOF
X —>

Figura 3.18 Entidad General de la Aproximacion Polinomial (Seno).

Para realizar la implementacién en Hardware, se toma como referencia la
implementacion “Rutina Matlab para disefio de una aproximacion polinomial del
tipo sigmoide” de Rene Romero Troncoso, que se muestra acontinuacion, con el
cual se puede definir el diagrama de blogues que se utiliza para la aproximacién
en la implementacion en FPGA de la funciéon seno, de igual manera con esta
implementacion se puede obtener la LUT (lookup table) que contiene cada uno de

los coeficientes de la aproximacion polinomial en forma de ROM.
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En la Figura 3.19 se muestra la arquitectura de la aproximacion

polinomial, la cual contiene un sumador, un multiplicador, un acumulador, una

LUT, un contador, una maquina de estados (FSM) y un registro, los cuales se

encuentran dentro de la caja negra que es la entidad general que se muestra en la

Figura 3.18.

La implementacion cuenta con una especificacion muy importante, que es

el manejo del punto fijo, para poder tener un resultado mas 6ptimo; en este caso el

punto fijo que se utiliza es de 2.16, se define de esta manera porque se tiene

como resultado un entero positivo 0 un entero negativo, por ejemplo para el

resultado del seno se obtuvo un intervalo de 1 a -1, por lo cual los dos primeros

bits determinaran si serd 1 o -1 donde el primer bit sera el bit de signo y los otros

16 seran de la parte decimal del resultado.

YB

2.16

LT ] ]

S 2.16

4.14

AG (31 downto 14)

Cr————1AG

M 6.30

Acumulador

STE STE

i Contador

oPC

Figura 3.19 Arquitectura de la Aproximacién Polinomial.

FMS

D Q

OPA

Registro

OPA

QPR

l—) OPR

EOF

D Q

EQOF

El bloque LUT de la Figura 3.20, que como antes se menciona se genero

con la ayuda de la implementacion de Romero Troncoso, contiene cada uno de los
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coeficientes que se necesitaran para poder evaluar la aproximacion polinomial; el
cual sera de 3 bits de entrada “I” con la que se indica que coeficiente tendré que
mandar al sumador mediante su salida “A” que sera de 18 bits con un formato de

punto fijo de 2.16.

Lookup table

> LUT A

2.16

Figura 3.20 LUT, con un punto fijo de 2.16

El blogue Contador que se muestra en la Figura 3.21 controla las salidas
de la LUT, el cual tiene como funcién cargar el coeficiente de la LUT dependiendo
de la combinacion, las cuales son “Ox” mantener, “10” cargar el valor y “11”
decrementar el valor de los coeficientes, esto significa que empiece con el

coeficiente mas alto de aghasta llegar al a,.

< Contador
Zl fFZOPC

Figura 3.21 Contador Multifuncional.

El bloque FSM (Finite-state machine) de la Figura 3.22 genera cada una
de las instrucciones que realiza el sistema para que se hagan las tareas

dependiendo de cada estado que se defina.
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T 1

z oPC Jora 5

—5B  FuMs @ [(EE—
5

Figura 3.22 Maquina de Control (FSM).

El bloqgue Acumulador de la Figura 3.23 carga el resultado de la suma y
multiplicacion de cada uno de los coeficientes por “X”, retiene el dato del resultado
dependiendo de la sefial OPA la cual indica en que momento y hasta que
momento estar actualizando el acumulador, este entrega el resultado de cada una

de las evaluaciones que se muestran en la Tabla 3.9.

A la salida del acumulador se le hace un ajuste del punto fijo, ya que hay
gue mandar esta salida al sumador que es de 18 bits con un punto fijo de 2.16 y la
salida del acumulador es de 36 bits con un formato de 6.30, por tanto, antes de
mandar el resultado al sumador se tiene que hacer el ajuste de bits para
poderhacer la reduccién de 6.30 a 2.16 y que de esta manera se pueda procesar

en el sumador.

Acumulador
T
OPA

Figura 3.23 Acumulador.
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Tabla 3.9 Orden de las Operaciones.

Operacién (ag + 0)x
1

Operacion (agx + as)x = agx? +as
2

Operacion (agx? + agx + a4)x = agx> + asx? + azx
3

Operacion (agx® + asx? + azx+az) X = agx* +asx3 + a,x%+ azx
4

Operacion | (agx* +asx® + a,x%+ azx+a,) X =agx® + agx? + a,x3+ agx? + ax
5

Operacion | (agx® +asx* + a,x3+ azx? +a,x + a;)x= agx® +acgx® + azx*+
6 azx3 + a,x? + a;x

El bloque sumador de la Figura 3.24 serd de 18 bits con el formato de
2.16 que sumara el resultado del acumulador y de cada coeficiente que se esté

mandando de la LUT.

Figura 3.24 Sumador de 18 bits.

El bloqgue multiplicador de la Figura 3.25 es de 18 bits y este dara el

resultado de la multiplicacion de “x” por cada uno de los coeficientes en un

formato de 6.30 y cual entrara al acumulador con un formato igual a 6.30.

63




Figura 3.25 Multiplicador 18 bits.

El blogue Registro de la Figura 3.26 ayuda a poder terminar la funcion, ya
que con el acumulador se llega solo hasta la evaluacion del polinomio agx® +
asx® + azx*+ az;x3+a,x?+ a;x , Yy la aproximacion polinomial que nosotros
buscamos es:

P(x) = ap + a;Xx + ax? + a3x> + a,x* + agx® + agx®

Por tanto el resultado de la evaluacion se tiene hasta el a;x y faltaria
sumar el coeficiente a,, el cual se mandara directamente de la salida del sumador
hacia el registro de 18 bits con el formato de punto fijo de 2.16, este cargara el
dato de la suma de la evaluacién, que se tiene del acumulador, y sumando el
coeficiente a, cuando le llegue la sefial OPR de nuestra FSM y de esta manera se
obtendra el resultado de la funcidon seno que saldra en “Y” que es la salida

principal de la entidad general Figura 3.18.

Registro

— D OF——

—3{ OPR

Figura 3.26 Registro 18 bits.
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3.3 Implementacién de la Transformada Rapida de Fourier (FFT)
3.3.1 Implementacion de la FFT en Matlab:

Con la teoria y ejemplos que se realizaron en el capitulo anterior del
algoritmo de la FFT, se realiz6 la implementacién del mismo en Matlab, con este
se puede ver el comportamiento y funcionamiento aplicado en software, gracias a

esto se tuvo una idea mas sintetizada para aplicarlo en hardware.

Una vez que se implemento, se realizaron pruebas con la funcién ya
establecida de Matlab (fft) para comprobar los resultados que se obtuvo de la
implementacion que se realizo antes , una de las prubas se realizo con una FFT

de N= 8 puntos, que se muestra en la Tabla 3.10.

Tabla 3.10 Comparacion de Resultados de FFT con N=8.

Datos Resultados con la Resultados con la
Implementacion realizada funcién de MatLab
de la FFT (V) (Y)

1 36 36.00
2 -4 + 9.6569i -4.00 + 9.6569i
3 -4.00 + 4.00i -4.00 + 4.00i
4 -4.00 + 1.6569i -4.00 + 1.6569i
5 -4.00 -4.00
6 -4.00 — 1.6569i -4.00 — 1.65609i
7 -4.00 — 4.00i -4.00 — 4.00i
8 -4.00 — 9.6569i -4.00 — 9.6569i

Se observo que da el mismo resultado tanto en la implementacién como
con la funcién de MatLab, también se aplico a una FFT de N = 16 puntos, y los
resultados se muestran en la Tabla 3.11, se toma en cuenta que dependiendo del
grado N de la FFT cambiaran las mariposas que se realizan, las etapas y el orden

de los factores twiddle, por tanto, automaticamente se realiza de forma adecuada
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cada una de las operaciones con los factores twiddle correctos. De esta manera
se usara la Formula (68):

kth =k +2; (68)

Donde k es el numero de W o factores twiddle de acuerdo a las etapas i

con un intervalo de 0 a N/2-1 y N es el nimero de muestras en potencia de 2.

Tabla 3.11 Comparacion de Resultados funciébn MatLab e implementacion

realizada en MatLab, FFT de N=16.

Resultados con la Resultados con
Datos Implementacién la funcion de
realizada de la FFT MatLab
V) (Y)

1 136 + Oi 136 + Oi
2 -8 + 40.22i -8 + 40.22i
3 -8 + 19.31i -8 +19.31i
4 -8 + 11.97i -8 + 11.97i
5 -8 + 8i -8 + 8i
6 -8 + 5.35i -8 + 5.35i
7 -8 + 3.31i -8 + 3.31i
8 -8 + 1.59i -8 + 1.59i
9 -8 + 0i -8 + Oi
10 -8 - 1.59i -8 - 1.59i
11 -8 -3.31i -8 - 3.31i
12 -8 -5.35i -8 - 5.35i
13 -8 —8i -8 —8i
14 -8-11.97i -8-11.97i
15 -8 -19.31i -8 -19.31i
16 -8 - 40.22i -8 - 40.22i
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Para el algoritmo que se implementa se usa la decimacion en tiempo,
que como antes ya se mencion0, los datos de entrada son previamente ordenados
via bit-reverso de manera que luego de realizar la FFT se obtiene el orden

correcto de cada uno de los datos.

3.3.2 Implementacién de la FFT en Hardware (VHDL)

La segunda implementacion en Hardware es la FFT (Transformada
Rapida de Fourier), que con la implementacion antes vista en MATLAB y el
estudio previamente realizado en el capitulo anterior, se analiza la manera mas

adecuada para implementar el algoritmo en Hardware.

Para realizar la FFT y verificar el resultado de esta implementacion, se
utiliza la comunicacion serial la cual envia los datos desde una PC hacia un FPGA,
donde al recibir cada uno de los datos , estos se almacenan en un bloque de
memoria RAM y se envian al bloque de la FFT para realizar la evaluacion de la
misma y a su vez al termino de la evaluacion los resultados se alamacenan en la
memoria RAM y se envian nuevamente via serial de la memoria que se encuentra
implementada en el FPGA a la PC, esto para comprobar los resultados obtenidos

de hardware comparados con los obtenidos de la implementacion de software.

En la Figura 3.27 se muestra como es que se interconectan la recepcién y
transmicion serial, junto con la memoria RAM, el bloque de la FFT y con un control
de acceso hacia la RAM que es el encargado del control en cuanto al control de

acceso a las memorias RAM y a la recepcion y la transmicion.

La entidad general de la FFT de la Figura 3.28, tiene las entradas SOF
con la cual se indica en que momento comenzara la operacion general de la FFT;
R1, R2, 11, I3 que son los numeros reales e imaginarios a evaluar
respectivamente, y tiene las salidas DER, DEI, que son el resultado final de la
evaluacion de la FFT la parte real e imaginaria respectivamente, la salida AE que

envia la direccion de escritura para la memoria RAM, Al y A2 que indica las
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direcciones de lectura de la RAM para poder leer y mandar de nuevo a la FFT los
nuevos datos a evaluar, se tiene la salida WE la cual indica en que momento se
escribira la direccion enviada mediante la sefial AE, por dltimo se tiene la sefial
EOF esta indica en que momento termina la evaluacion y de esta manera
comenzar a enviar la informacion resultante como antes lo mencionamos de la

FPGA a la PC para poder comprobar los resultados obtenidos.

_________________________________________________________________________

RST |
| FET ;
CLK *u: :
1 5 |
Rx —
Recepcion Control_Acceso > Transmicion P> Tx
| RDD :
i 7'y r'y 7 - Y !
3 v | 2R J i
Memoria RAM Memoria RAM
Parte Real Parte Imaginaria — » RDY

Figura 3.27 Comunicacion Serial RS-232
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SOF_______

RA1 N —— > DER
1 — —— > DEI
R2 ———» ——— >AE

2 — FFT_RadiX_S S A1

Figura 3.28 Entidad General de la FFT

Cada uno de los bloques que se encuentran en la Figura 3.29, muestran
la arquitectura de la FFT de la Figura 3.28, el bloque Mariposa_FFT realiza todas
las operaciones necesarias dependiendo de cuantas mariposas necesite una FFT
de N puntos, el bloque Generador_Direciones manda las sefiales A1,A2 y AE a la
memoria RAM vy la sefal que le indica a la LUT_Twiddle que factores utilizara en
cada evaluacion, el bloque maquina de estados FSM controla internamente toda el

proceso de la evaluacion.

Como se muestra en la Figura 2.11, la mariposa basica del algoritmo de la
FFT consiste en una multiplicacion compleja y dos sumas complejas. Se tiene que
recordar que cada que se realiza una mariposa sobre un par de nimeros a, b y
gue obtenemos A,B, no es necesario guardar el par a, b ya que no los volveremos
a usar si no que ahora los datos necesarios para el siguiente céalculo son los A, B

por esto podemos guardar en el mismo lugar del par a, b el par A, B.
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I
I Mariposa_FFT I
R

R1 | RO |
11 | 0 ::JO j 0 |

| 1
R2 | R1 R [
12 ” |
| SR1 0 |
| s 1 |
| wC R |
| ws |
| |
I R |
| I
: |
I
| Generador_Direcciones FSM_Control _FFT |
| I

SEL Y
| 03 I |
A1l i

0 —‘ 01 - SEL — |
AE ——] 02 LUT Twiddle [ ROYT ACT — |
Ao | | |
| |
I ACT RDY ROz WE |
| D ED  EOF :
| I
- i |

SOF

Figura 3.29 Arquitectura de la FFT

DER

DEI

WE
EOF

El diagrama de la Figura 3.30 muestra la arquitectura del bloque de la

Mariposa_FFT de la Figura 3.29, esta requiere de multiplicadores y sumadores,

como se muestra cada sumador tiene un ajuste en su salida de 36 bits a 18 bits

para Ay B que en este caso son SRO, SI0 y SR1, Sl1, esto se realiza para volver

a ingresarlos en a y b los cuales se muestran en el diagrama como RO,I0 e R1, I1,

respectivamente, de la misma manera se muestra un ajuste de las entradas de a

gue son RO e 10, donde se ajusta de 18 bits a 36 bits para poder mandarlo a la

entrada del sumador.
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. |
Ajuste a 10.26 }’ ﬂ SROAUX(33 down 016) }ﬁL}—M 24>SR0
|

%L{ SI1AUX(33 down to16) }ﬁﬂala SI1
|

|
10 e Ajustea 1026 | {227 |
| |
| |
| |
R1 i 8.1 % 10.26 + 1026 5 |
|| 1] 7%{ SR1AUX(33 down t016) }%’4:—» SR1
|
- 1028 |
|1 I 810 * 10.26, :
| K |
I 10.26~ + :
I . % 10.26
wCe | 8 + H SIDAUX(33 down to16) [—212 | SI0
10.26.
| + |
| + |
WS I, 6 * 10.26 |
| |
| 10.26~ + |
| |
|
|
|
|

Todo el proceso que realiza el diagrama de la Figura 3.30, es en torno a

Figura 3.30 Mariposa_FFT

los coeficientes a, b (RO, 10 y R1, I1) y a los factores twiddle WZX(WC, WS). Se

tiene:

a:a0+jb0; b=a1+]b1,W1A1,k=C+]S

(69)

Y se efecttan las siguientes operaciones tomando en cuenta los valores

de la ecuacion (69):

A= ay+jby+[a,c + ja;s + jbic — b;s]

(70)
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A= [ay+ (a;c — bys) +j[by+ (a;s + bi0)] (71

B = ay+ jby + [ac + ja;s + jbic — bys] (72)

B = [ay — (a;c — bys) +j[by + (a;s + by0)] (73)

Estas operaciones se realizan con ayuda de cada uno de los bloques
expuestos en la Figura 3.30, en donde entran los sumadores, multiplicadores, que
son algunos de los bloques utilizados en la implementacion de la Aproximacion

Polinomial de la Serie de Taylor.

Una parte muy importante de esta implementacion es el generar las
direcciones de los operadores y los valores de los coeficientes twiddle que
intervienen en las operaciones de cada una de las mariposas del algoritmo FFT. El
motivo radica en que sélo se reserva un Unico espacio de memoria, donde su
capacidad viene dada por los N puntos de la FFT que se desee resolver. El
espacio contemplado se debera usar tanto para almacenar los valores iniciales de
cada una de las mariposas asi como de guardar sus resultados. Un manejo
incorrecto de las direcciones en cualquier proceso producird una resolucion parcial
o totalmente errénea del algoritmo, en cualquier caso que se suscite, esto no es

deseable.

A manera de ejemplificacion, se utilizé una FFT de N = 8 puntos la cual
se muestra en la Figura 3.31, para describir el disefio y desarrollo de la
metodologia para la generacion correcta de las direcciones de los operadores y
factores twiddle.

La resolucion de una FFT de N puntos necesita log2(N) etapas, cada una
de ellas con N operaciones en total. En base al bloque Mariposa_FFT de la Figura
3.30, el numero de operaciones en las etapas se reduce a N/2 ya que este bloque

es capaz de tomar un par de operadores y proporcionar sus resultados a la vez.
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Por tanto, para la solucion al ejemplo de la Figura 3.31 se necesitan 3
etapas con 4 operaciones cada una de ellas. El orden, las direcciones de los
operadores y los factores twiddle de las operaciones se muestra en las Tablas
3.12,3.13 y 3.14.

Etapa 1 Etapa 2 Etapa 3
x[0] o x[0] x[0]
o > \T
x[2] ; :x[z] / s
x[6] x[6] > x[6]
x[1] ﬁ—v—@;z;—:x[ﬂ x[1]—

x[5] o x[5] \ X[5] / /Y\\
x[3] o — s x[3] N, 3] e / / \\
x[7] x[7]

-1

0

4 '\V
1]
v

3

p :x[T]W

K=0 K=0,1 K=0,1,2,3
2°=1 2'=2 2°=4
2°=4 2'=2 2°=1

Figura 3.31 FFT de N=8 puntos para disefio de la metodologia de la generacion de

direcciones.



Tabla 3.12 Orden Etapalde la FFT N=8.

No. Par Factor
Operacién | Direcciones Twiddle
Operadores
1 0-4 Wy
2 2-6 Wy
3 1-5 Wy
4 3-7 Wy

Tabla 3.13 Orden Etapa2 de la FFT N=8.

No. Par Factor
Operacién | Direcciones | Twiddle
Operadores
1 0-2 A
2 4-6 W2
3 1-3 Wy
4 5-7 W2

Tabla 3.14 Orden Etapa3 de la FFT N=8.

No. Par Factor
Operacion | Direcciones Twiddle
Operadores
1 0-1 A
2 4-5 Wa
3 2-3 wz
4 6-7 w3

A partir del orden de direccionamiento empleado en la etapa 1, se puedo
adquirir el direccionamiento necesario para cada etapa posterior. Cada una de las
direcciones de la etapa 1 se almacenan como datos (no como direcciones como
tal) en un nuevo espacio de memoria fijo con la intencion de efectuar un
direccionamiento indirecto y asi obtener las direcciones de las etapas siguientes.
Un direccionamiento indirecto toma un dato de un espacio de memoria para
convertirlo en una nueva direccion en el mismo o en cualquier otro medio de
almacenamiento. El bloque de memoria para las direcciones de la etapa 1 se

muestra en la Tabla 3.15.
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Tabla 3.15 Bloque de memoria fijo para la Etapa 1.

Direccion 1 2 3 4 5

\l

w| o™
\]

0
Dato 0 4 2 6 1 5

Se emplea un indice para desplazarse a través del espacio de memoria
de la Tabla 3.15. Con la ayuda de éste se obtiene el par de direcciones
correspondiente a las Tablas 3.13 y 3.14. La primera direccion se obtiene a partir
del dato almacenado en la posicién actual del indice. La segunda se adquiere
sumando al indice una cantidad especifica dependiente de la etapa en que se

encuentra, donde ésta es igual a:

| = 2871 donde E es el nimero de etapa (74)

El indice se posiciona en la direccion 0 al comienzo de cada una de las
etapas. Se mantiene un control de la cantidad de pares de direcciones que se han
generado. Se obtiene el primer par de direcciones en base a lo establecido
anteriormente. Posteriormente, la cantidad de par de direcciones generadas se
incrementa en 1, el indice se desplaza una posicion y se procede a efectuar la

siguiente evaluacion:

e Sila cantidad de pares de direcciones generados es igual a I; el indice se
desplaza | posiciones, el nimero de par de direcciones generadas se

actualiza a 0 y se obtienen nuevas direcciones de ser necesario.

e De lo contrario; se obtiene otro nuevo par de direcciones a partir de la
nueva posicion del indice, la cantidad de par de direcciones generadas se
incrementa en 1, el indice se desplaza una posicion y se realiza una nueva

evaluacion.

Con el algoritmo descrito anteriormente, el direccionamiento que se

muestra en la Tabla 3.13 se obtiene de la siguiente manera:
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1. La posicion inicial del indice apunta a la direcciéon O de la tabla 3.13. El
primer par de direcciones son los datos en la posicion 0 y 2, por tanto, el
par de direcciones es 0 — 2. Se desplaza el indice a la direccién 1 y el
contador de par de direcciones generadas es igual a 1.

2. La cantidad de par de direcciones generadas no es igual a | = 2, por tanto,
el segundo par de direcciones son los datos en la posicion 1y 3 de la Tabla
3.15 cuyos datos son 4 — 6. Se desplaza el indice a la direccion 2, el
contador de par de direcciones generadas es igual a 2.

3. La cantidad de par de direcciones generadas es igual a |1=2. El indice se
desplaza a la direccién 4 y el contador de par de direcciones generadas se
actualiza a 0.

4. Aln son necesarios pares de direcciones, se obtienen los necesarios.

El siguiente par de direcciones son los datos en la posicion 4 y 6 con
valores de 1 — 3. Se desplaza el indice a la direccion 5 y el contador de par
de direcciones es igual a 1.

6. La cantidad de par de direcciones generadas no es igual a | = 2. El nuevo
par de direcciones son los datos en la posicibn 5y 7 que son 5 — 7. Se
desplaza el indice a la direcciébn 6, el contador de par de direcciones
generadas es igual a 2.

7. La cantidad de par de direcciones generadas es igual a |=2. El indice se
desplaza a la posicion 7 y el contador de direcciones generadas se
actualiza a 0.

8. No son necesarios mas pares de direcciones. Se inicia un proceso similar

para la etapa siguiente.

Cualquier FFT de N puntos necesita | factores twiddle correspondientes a

cada una de sus etapas, enumerados k=0, 1, 2,..., | = 1. El k-ésimo factor twiddle
es igual a:
m = k * 21°82(M-E donde E es el ntimero de etapa (75)
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Tomando en cuenta el contador de par de direcciones generadas en el
algoritmo anterior, los valores de la sucesion k se obtienen a partir de éste.

Los valores que multiplican a k dependiendo de la etapa en que se

encuentre siempre seran potencias de 2 estos se muestran en la Tabla 3.16, por

tanto, se almacenan los datos pre-calculados en un espacio de memoria fijo.

Tabla 3.16 Datos Pre-calculador en espacio de memoria fijo.

Etapas Etapa 1 | Etapa 2 | Etapa 3
Direccion 0 1 2
Dato 4 2 1

De nueva cuenta, se utiliza un direccionamiento indirecto para obtener los
valores correspondientes a cada coeficiente twiddle. Estos son pre-calculados y
almacenados en un espacio de memoria fijjo los cuales se muestran en la Tabla

3.17. El valor de m sera la direccién en este espacio de memoria.

Tabla 3.17 Coeficientes twiddle pre-calculados en espacio de memoria fijo.

Direccién | O 1 2 3
Dato wp wit W} W}
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Con lo descrito anteriormente, la Figura 3.32 define la arquitectura interna

del bloque Generador_Direcciones.

Contador Etapa

LUT E

00y

— OPC

Q

T,
SEL Y

Y(3 Qoﬁsa 0)
7

&

L — T

1000 —

Y,

[

Contador OpP

M Q

OPC z

:

Q3 4

OPC

OPC1
OPC2,

?

23

Y

Contador_OpE

OPC

Contador _Indice

ACT ACT
Z1 N Z1
Ly 22
23
RST—
RDY

OPC1
OPC2
OPC3
0PC4
H1
H2

H3
ED

-

0OPC3

OPC4

H1

H2

FSM_Control Dir

——— e S S S S —

|
|
|
|
Registro _
A 4 D _
P T R L 03
|
L > B H
|
|
|
Ha, Reqistro _
4 D [
Q —+—0
X 4 H |
SEL1 X1 [ |
|
SEL2 X2 JJ Reqistro _
D |
Q —+ 502
LUT Reverse 1 H

Figura 3.32 Arquitectura del Generador_Direcciones
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La arquitectura del generador de direcciones que se muestra en la Figura
3.32, donde tiene como entradas el RST con el que se resetea en cualquier
momento el generador, el CLK que es el reloj maestro, ACT que es la sefial de
activacion para que este comience a funcionar, O3 que es la sefial que se manda
a la LUT_Twiddle para que esta envié a la mariposa los factores correctos y
correspondientes, O1 y O2 indican a la memoria cual es el orden en que tiene que
enviar los datos a la Mariposa_FFT, ED manda la sefial que indica cuando esta
lista una direccion y por ultimo RDY que indica cuando todas las direcciones han
sido enviadas a la Mariposa_FFT. Este bloque contiene, tablas de consulta
(LUTs), contadores, Registros, Sumadores, multiplicadores y una maquina de

control que sera la encargada de dar un buen funcionamiento interno.

El blogue Contador OpE es empleado para llevar la cuenta de las
operaciones realizadas en cada una de las etapas de la FFT que se desea
resolver. Este bloque es necesario para saber en que instante se incrementar la

cuenta del blogue Contador _Etapa.

El bloque Contador_Etapa lleva la cuenta y el control de las etapas de la
FFT que se desea resolver. Su salida Q representa el nUmero de etapa en la que

se opera y sera el selector del bloque LUT_E.

El bloque LUT_E es un multiplexor cuya salida es la combinacion de los

valores de | y la Tabla 3.16 correspondientes a cada etapa.

El bloque Contador_Indice es el encargado de llevar el control del
desplazamiento y posicionamiento del indice. Su salida en conjunto con la del
bloque LUT_E obtuvo el par de direcciones de los operadores de las Tablas 3.12,
3.13, 3.14.
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El blogue Contador_OpP lleva la cuenta de los pares de direcciones
generados. Su salida en conjunto con la del bloque LUT_E dio la direccién de los

coeficientes twiddle de la Tabla 3.17.

El bloque LUT_Reverse es la implementacion del espacio de memoria fijo
de la Tabla 3.15.

El bloque FSM_Control_Dir es el encargado de controlar el algoritmo que
permite generar de manera eficiente cada una de las direcciones necesarias en la

resoluciéon de la FFT involucrada.

Cada uno de los bloques Registro son empleados para almacenar las
direcciones de los operadores y la direcciones de los factores twiddle durante el
tiempo requerido para efectuar las operaciones correspondientes.

El bloqgue FSM_Control _FFT es la encargada de controlar la generacion
del direccionamiento requerido y el almacenamiento de los resultados derivados

de las operaciones efectuadas.

El blogue LUT_Twiddle contiene las direcciones y los datos de los valores

de los coeficientes twiddle de la Tabla 3.17.
Los bloques Registro son empleados para almacenar, de manera

temporal, los resultados de las operaciones efectuadas el tiempo necesario para

sSu correcto almacenamiento.
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3.4 Desarrollo de la implementacién utilizando Matlab

Se genero un programa con el software MatLab el cual genera los
archivos necesarios para cualquier FFT de N puntos, automaticamente se crean
las tablas de consulta (LUT) que se utilizan en el modulo de la Figura 3.32 la
LUT reverse, LUT _Etapa y la LUT_twiddle de la Figura 3. 29, estas LUTS se
generaran dependiendo de que cuantos N puntos se requiera para la FFT

deseada.

Gracias a la versatilidad de MatLab, una de sus ventajas es que se puede
pasar el codigo generado en este a ciertos lenguajes de programacion como por
ejemplo, en este caso podemos generar directamente desde MatLab la extension
del archivo .vhd, que son los que se utilizan en el lenguaje de Hardware VHDL.

El diagrama de flujo que se muestra en la Figura 3.33 contiene los pasos
a seguir para poder generar de manera adecuada el archivo *.vhd para las FFTs
de N puntos, donde autométicamente dependiendo del valor de N se modifica y se
ajusta, de igual forma la entidad general del bloque Generador_Direcciones de la
Figura 3.32, y por ultimo la entidad general del proyecto de la FFT de la Figura
3.28.
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Cargar y Limpiar datos
la ventada de comandos

L

Determinar el tamarno de
la FFT que se realizara

l

Crear las LUTs,dependi-
endo de los puntos de N

l

Crear el Generador de
Direcciones

!

Crear el archivo de alta
jerarquia FFT (N)

l

Ejecutar comandos para
recopilar archivos™.vhd

Figura 3.33 Diagrama de Flujo general para una FFT de N puntos.

En la Figura 3.34 se muestra el diagrama de flujo con los pasos con los

cuales se genera la LUT_TWIDDLE desde el software MatLab.
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Crear un archivo *.vhd que
tendra la LUT _TWIDDLE

l

Declarar variables utiles
parala LUT _TWIDDLE

v

Crear el Encabezado del
archivo *.vhd

|

Crear Librerias del archivo
*.vhd

|

Crear Entidad del archivo
*.vhd

l

Crear Arquitectura del
archivo *.vhd

l

Cerrar Archivo *.vhd

Figura 3.34 Diagrama de Flujo para generar la LUT_TWIDDLE.

En la Figura 3.35 se muestra el diagrama de flujo que genera la LUT_ETAPA.
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|

Crear un archivo *.vhd que
tendra la LUT_ETAPA

l

Declarar variables utiles
para la LUT_ETAPA

l

Crear el Encabezado del
archivo *.vhd

|

Crear Librerias del archivo
* vhd

l

Crear Entidad del archivo
*.vhd

l

Crear Arquitectura del
archivo *.vhd

l

Cerrar Archivo *.vhd

Figura 3.35 Diagrama de Flujo para generar la LUT_ETAPA.

En la Figura 3.36 se muestra el diagrama de flujo, con el cual se genera la
LUT_REVERSE (N).
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Crear un archivo *.vhd que
tendra la LUT_REVERSE
!

|

Declarar variables utiles
para la LUT_REVERSE

!

Crear el Encabezado del
archivo *.vhd

!

Crear Librerias del archivo
*.vhd

l

Crear Entidad del archivo
*vhd

i

Crear Arquitectura del
archivo *.vhd

l

Cerrar Archivo *.vhd

Figura 3.36 Diagrama de Flujo para generar la LUT_REVERSE.

En la Figura 3.37 se muestra el diagrama de flujo, con el cual se genera el archivo
del Generado de direcciones.
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Crear un archivo *.vhd que
tendra el GENERADOR

!

Declarar variables utiles
para el GENERADOR

v

Crear el Encabezado del
archivo *.vhd

{

Crear Librerias del archivo
*.vhd

v

Crear Entidad del archivo
*.vhd

Crear Arquitectura del
archivo *.vhd

l

Crear Componentes para
el Archivo *.vhd

|

Crear Sefales Intermedias
para el Archivo *.vhd

y

Crear Mdédulos de la
Arquitectura

l

Cerrar Archivo *.vhd

Figura 3.37 Diagrama de Flujo para el GENERADOR_DIRECCIONES.

Asi mismo en la Figura 3.38 se muestra el diagrama de flujo que se utilizé

para generar el Modulo de alta jerarquia que es el de la FFT_RADIX(N).
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Crear archivo *.vhd para
el Moédulo de Alta jerarquia

l

Declarar variables utiles
para el FFT_RADIX(N)

v

Crear el Encabezado del
archivo *.vhd

y

Crear Librerias del archivo
*.vhd

l

Crear Entidad del archivo
*vhd

Crear Arquitectura del
archivo *.vhd

|

Crear Componentes para
el Archivo *.vhd

|

Crear Senales Intermedias
para el Archivo *.vhd

!

Crear Modulos de la
Arquitectura

!

Cerrar Archivo *.vhd

Figura 3.38 Diagrama de Flujo para el FFT_RADIX(N).
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CAPITULO IV

Pruebas y Resultados



4.1 Pruebas y Resultados de la Aproximacién polinomial de la Serie de
Taylor Funcion Bésica (Seno)

Una vez que se obtiene la grafica de la aproximacion polinomial de la
funcién Seno con la “Rutina Matlab para disefio de una aproximacion polinomial
del tipo sigmoide” que se menciona en el Capitulo 3, la Figura 4.39 muestra el
resultado que se tiene que obtener al implementar la aproximacion polinomial de la

Serie de Taylor Funcion Bésica (Seno) en Hardware.

-

Figura 4.39 Resultado de la Rutina de MatLab, para una aproximacion

sigmoide.

Teniendo este resultado de la prueba realizada en Matlab, se realiza la
implementacion en hardware y su simulacién para ver su comportamiento y

compararlo con el resultado obtenido de la Figura 4.39.
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4.1.1 Prueba de la Simulacion para la Aproximacion polinomial

implementada en Hardware (FPGA)

En la Figura 4.40 se muestra el resultado de la simulacién en Active-HDL
de la funcion Seno, en esta parte se verifica que realmente la implementacion esta
realizando la evaluacion correcta de la aproximacion y de esta manera una vez

verificada se pasa a la implemetacion en el dispositivo programable FPGA.

e CLE

=Y f’/\// "f/\/"f/\/f/\/

w STF

ar EOF

[ ar

Figura 4.40 Simulacién en Active-HDL , para una aproximacion sigmoide.

Tomando en cuenta que la simulacién es la esperada y tiene similitud con
la prueba realizada en software que se muestra en la Figura 4.39. Se implementa

para poder comprobar los resultados ya en el dispositivo programable FPGA.

4.1.2 Resultados de la Aproximacién polinomial implementada

en Hardware (FPGA) mostrada en un Osciloscopio Digital.

Una vez implementada la aproximacion polinomian en un FPGA, con
ayuda de un Osciloscopio Digital podremos verificar que efectivamente el
resultado es el correcto, y como se muestra en la Figura 4.41 se ve que
efectivamente la simulacion que se realizo en Active-HDL concuerda con el

resultado obtenido del Osciloscopio Digital.
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Figura 4.41 Evaluacion de la aproximacion polinomial, comprobada en un

Osciloscopio Digital

4.2 Pruebas y Resultados de la Transformada Réapida de Fourier (FFT)

Al tener la implementacion de la FFT en Hardware, que en este caso se
utilizé el dispositivo programable de Digilent, un FPGA Nexys 2 Spartam 3E-500
FG320, la cual se muestra en la Figura 2.1, para comprobar los resultados, se
utilizé una Onda Senoidal con una Frecuencia de 70Hz, tomando 256 muestras y
con una Frecuencia de muestreo de 210 muestras/segundo, la cual se muestra en
la Figura 4.42.
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Figura 4.42 Onda Senoidal F=70Hz.

Con esta Onda Senoidal, se realiz6 una prueba con una FFT de N = 256
puntos, tanto en Software como en Hardware, esto para comprobar que la
implementacion en Hardware trabaja igual o mejor que la evaluada en el Software
de MatLab; con la funcion que MatLab tiene establecida para realizar una FFT, en
las siguientes secciones se muestran tanto las pruebas y los resultados que se

obtuvieron de ambas evaluaciones.

Como se muestra en la Figura 4.43 existe una pequefia diferencia en los
datos de entrada al Hardware ya que son enviadas mediante la comunicacion
serial y pueden llegar a tener algunos ajustes los cuales pueden llegar a alterar un
poco la parte decimal de nuestros datos, es por esto que se puede tener una
pequefia diferencia en los valores del resultado. En la Figura 4.44 se muestra el
valor absoluto de la diferencia de los datos de entrada.
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Figura 4.43 Diferencia entre datos de entrada PC — Hardware.
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Mo. Muestras

280

Figura 4.44 Diferencia absoluta entre datos de entrada PC — Hardware.
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4.2.1 Pruebas y Resultados de la implementacion de la FFT en
MatLab.

Evaluando la Onda Senoidal mostrada la Figura 4.42 se obtuvo la Figura
4.45 donde se muestra la grafica del resultado de una FFT de N = 256 puntos,

evaluada desde la PC con la funcion ya establecida en el Software MatLab.

120

100 —

80 —

B0 —

Armplitud
|

40—

20—

b s 111

1) a0 100 180 200 250
Dorninio Frecuencia (Hz)

Figura 4.45 FFT 256 puntos Onda Senoidal F=70Hz, evaluada en Software.

0

4.2.2 Pruebas y Resultados de la implementaciéon de la FFT en
Hardware.

Una vez implementado en el FPGA el algoritmo de la FFT, se enviaron los
datos de la Onda Senoidal de la Figura 4.42 mediante la comunicacion serial vy el
resultado que se obtuvo se envio nuevamente a la PC para poder graficar su
resultado mediante el software MatLab y como se muestra en la Figura 4.46 se

obtuvo la grafica de la FFT evaluada en Hardware de N = 256 puntos similar a la
grafica anterior.
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Figura 4.46 FFT 256 puntos Onda Senoidal F=70Hz, evaluada en Hardware.

250

Comparando las Figuras 4.47 y 4.48 se pudo ver que dio el mismo
resultado tanto en Software como en Hardware; a pesar de esto existe una
pequefia diferencia que a simple vista no se puede ver ya que es minima, de tal
manera que para que se pudiera apreciar se grafico esta diferencia como se
muestra en las Figuras 4.47 y 4.48 donde la Figura 4.47 muestra la diferencia real
y en la Figura 4.48 se muestra la diferencia absoluta de esta evaluacién, como se
pudo ver la diferencia es menor a cero y diferencia mayor que resulto es de caso

0.03 en valor absoluto.
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Figura 4.47 Diferencia Resultados PC — Hardware.
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Figura 4.48 Diferencia Absoluta Resultados PC — Hardware.
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CAPITULO V

Conclusion y Referencias



5.1 Conclusion

En esta Tesis se presentd la implementacion de algunos algoritmos de
métodos numeéricos, como son Series de Taylor, Transformada de Fourier, entre
otros. Se implemento6 la Transformada Répida de Fourier (FFT) la cual permite
una resolucion mas rapida a una Transformada Discreta de Fourier (DFT), la FFT
realiza la mitad de las operaciones a diferencia de la (DFT). Al estudiar e
implementar estos algoritmos fue con la finalidad de que nos ayudara en la
solucibn més exacta y rapida para resolver ecuaciones matematicas y poder
realizar analisis en sefales digitales a lo que se le llama procesamiento digital de
seflales, asi como también se pudieron encontrar algunas ventajas de
implementar estos métodos numéricos en hardware a diferencia de una PC
convencional, por ejemplo una de las ventajas de implementar en Hardware es
que se pudo realizar en tiempo real el andlisis de ciertas sefiales, porque permiten
trabajar de forma paralela, como en el caso de la FFT que se puedo realizar todas
las operaciones implementadas al mismo tiempo a diferencia de la PC que puede
tener cierto retraso en la evaluacion. De esta manera se pudo encontrar que al
implementar en hardware hace que podamos tener un resultado en menor tiempo

gue el que se obtiene en la PC convencional.

Gracias a este trabajo se pudo comprobar que los métodos numéricos
nos ayudan a la aproximacién de soluciones de ecuaciones que pueden tener gran
cantidad de operaciones y variables, una vez que ya implementamos los
algoritmos en este trabajo de tesis, se puede decir que tienen gran confiabilidad
para poder proporcionar resultados correctos (con un margen de error, el cual es

minimo).

De los aprendizajes que obtuve durante la realizacién de este trabajo, fue
el poder conocer un poco mas a fondo la programacion en hardware como
también encontrar ciertas herramientas en programacion de computo cientifico

gue permitieron sintetizar un poco mas el trabajo realizado.
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TRABAJO A FUTURO

Respecto al trabajo futuro existen diferente puntos sobre los que se
pueden trabajar, uno de ellos seria aplicar estos algoritmos implementados en
Hardware para realizar el procesamiento digital de diversas sefiales, probar
diversos filtros, incluso poder aplicarlos al procesamiento de imagenes, ya sea
para la reconstruccién, como para analizar de una forma mas rapida comparado
con el procesamiento en una Pc convencional, se pueden aplicar en la resolucion
de operaciones que contengan varias funciones trigonométricas, evaluadas en
tiempo real. También se podrian aplicar para trabajar en el procesamiento digital

de voz, audio, video y datos.
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