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RESUMEN

Ante el gran reto que se tiene en Matematica Ethacabbre ensefianza-aprendizaje del
Céalculo Integral, hemos realizado una propuestaatich disefiada con ayuda de un
software para subsanar varios de los problemagioakdos con la ensefianza y el
aprendizaje de esta materia tan importante. Com ssftware se pretenden llevar los
conceptos mas basicos de la Integral Definida Hasi&studiantes de primeros semestres
en licenciatura, asi como algunos problemas deaqiiin que pudieran ser atractivos, de
manera que el Calculo pueda ser visto como unarhe&nta para solucionar situaciones
cercanas a la vida real y asi se vuelva necesariestudio en alumnos de ingenieria
principalmente. Para reforzar las estrategias def@mza del Calculo Integral se parte de la
premisa de que, tanto la Visualizacion como la Nealén Matematica son pieza
fundamental para el aprendizaje de ésta disciptinasto que los conceptos estan ligados,
en la mayoria de los casos, a representaciondsreretaciones graficas que los alumnos
no ven con claridad dentro de un salén de clagksnismo tiempo que los alumnos
aprenden como se utiliza el software, también ameny refuerzan los conceptos
involucrados en el manejo de la Integral Definidasados en la definicion a través de
Sumas de Riemann. La estructura principal de lgpymsta se fundamenta en la
Visualizacion geométrica de las funciones involdasaen la definicién de la Integral y en
aquellas que se pueden construir modelando ungmabteal al que se le quiere dar una
solucion muy aproximada. Esto se debe a que lasidemaciones de varios ingenieros
acerca de las aplicaciones sugieren el estudiordelgmas reales en los cuales sea
necesaria la implementacion de los conceptos nmi@ddafentales, no solo del Calculo
Integral, sino de todas las ramas de la matematiggeneral.

Palabras clave:Visualizacion, Modelacién Matematica, Matematicai€ativa, Software.



SUMMARY

There is in Mathematics Education the big threatemching-learning of Integral Calculus.
We propose a didactic sequence supported with twaa for alleviate very much
problems connected with teaching and learning igfithportant subject. With software we
pretend take on the basic more concepts of Defimedjral to students of first courses on
high school, so someone application problems, ab @alculus can see with a tool for
solve real problems y will be necessary you studgtudents, principally, of enginery. For
increase the strategy of teaching in Calculus, wednsuch Mathematical Model as
Visualization since are fundamental components léarning this discipline, because,
concepts are linked at graphics interpretations r@ptdesentations that students not seen
with clarity in your classroom. At same time thatdents learn at working with software,
they also learn and reinforce the concepts invalecin Defined Integral, related in the
definition around of Riemann Sums. The principalaure of proposal are based on
geometric Visualization of involucrate functionsdefinition of the Integral and those that
be construct modeling a real problem with a appnate solution. This is because
considerations of much engineer in the applicatismggest study of real problems that
implement concept more fundamentals, not only mate@alculus: of all substances in

general mathematics.

Key words: Visualization, Mathematical Model, Mathematicsugdtion, Software
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CAPITULO I. INTRODUCCION

Cada vez més, es evidente el rol que juegan las
computadoras en el mundo contemporaneo: han ineadid
casi todas las areas del desarrollo humano. Hodien
entre otras cosas, existen computadoras cada vez ma
veloces y potentes, se estan difundiendo ampliantesnt
redes, los precios son mas accesibles, hay un ismnen
desarrollo de software, etc.
Angel Balderas, 2001.

1.1 INTRODUCCION

Las computadoras han venido a cambiar radicalmgnteundo que se conocia
hace aproximadamente medio siglo. Su incursiérrdel® los campos sociales ha sido con
el objetivo, entre otras cosas, de resolver proagemue el hombre jamas se hubiera
imaginado resolver o peor ajamas hubiera podido resolveEsto ha dado pie para que la
mayoria de las actividades del ser humano sean $er&sllas de realizar” y por tanto, las
personas puedan producir mas y con mayor calidachgoe 100 afios. En lo que se refiere
al contexto de la educacion, las computadorasekc®n de software educativo y el disefio
de herramientas virtuales, entre otras cosas, &pupsr una mejora en la ensefianza y en
el aprendizaje de las disciplinas que son flexilgasa su aplicacion con ayuda de la
tecnologia del siglo XXI. A diferencia de hace ul@safos, ahora se puede ver software
matematico que resuelve grandes operaciones etiécue® segundos, que calcula o
aproxima integrales, ecuaciones diferenciales,stoamadas de Laplace, que construye
gréficas de funciones elementales y no elementadés, actividades o procesos
matematicos que literalmentg,mang seria complicadisimo realizarlos. Cabe sefialar qu
estos software tienen la propiedad de dar reswdtadacretos sin mayor explicacion del
como es que calculan o resuelven operaciones algabr con grados de dificultad
considerables (particularidad de los software @pAS (Computer Algebra Systenss

Software de Calculo Algebraijo

Sin embargo, y ante los alcances y las ventajaspgede ofrecer un software

especializado en alguna area de la enseflanza detamaticas, se propone la creacion e



implementacion de uno que pueda fortalecer, temtensefianza, como el aprendizaje del
Célculo Integral, especificamente la definicionldiegral Definida a través de Sumas de
Riemann. Es sabido que software para Célculo coemv® Calculus, DPGraph, o para
Geometria Dinamica como Cabri, Geogebra, Geometrtag otros, han sido de gran
provecho para quienes los han utilizado en susogrdp estudiantes (para un ejemplo ver
Hitt, F. y Cortés, C. (2001)). Sin embargo, pomgéo, hablando de Calculo Integral y la
definicion de Integral Definida a través de SumasRiemann, no se ha encontrado
software que se apegue a las necesidades pagylara ensefiar dichos conceptos (esto
no quiere decir que ninguno de los software memcos anteriormente puedan ser
utilizados con este fin, mas bien que no lo tiecemo principal objetivo). Es por ello que
se ha dado la tarea del disefio e implementaciamdmftware que ayude al aprendizaje y

aplicacion de los conceptos ligados en esta ale@aeulo Integral.

Otro de los factores que alentd este trabajo, disdrde reprobacion que se da en
ésta materia de Célculo en los primeros semestrdisahciatura (ver mas en el siguiente
apartado), indice provocado por otros factores rtaptes como la forma en que se dan las
clases, la preparacion de la planta de profesote® €I tema, las actividades o secuencias
didacticas desarrolladas para el aprendizaje, kdion de transmision del conocimiento o
de los conceptos propios en Calculo, etc., factquesinciden de manera directa sobre el
funcionamiento de cualquier institucion de eduaaciéntendiendo como institucion al
conjunto de elementos como el alumno, el profdadiamilia, la instancia administrativa,
etc., presentes en una escuela. Investigacionégadkss por Barrera (2002) y Dolores
(2000) apuntan que problemas como los mencionadedep deberse en gran medida a la
manera tradicional de impartir clases, asi comooatenido curricular o a la preparacion
del profesorado sin tomar en cuenta las nuevasiatieas emergentes sobre la ensefianza

de las matematicas y en general de las ciencias.

Aparte del software, se han diseflado algunas daties que pueden ser
consideradas como modelo para la aplicacion deraimienta. La idea general es que en
su conjunto, el software y las actividades, detomeros estudiantes mas de una de las

siguientes caracteristicas: gusto por el softwdneen manejo de las herramientas dentro



del software, aprendizaje significativo sobre cgtag esenciales de Sumas de Riemann e
Integral Definida, conviccion por el uso de softevadinamico y didactico para el

aprendizaje, primero en matematicas y despuégias tas disciplinas del conocimiento.

En capitulo Il se mencionan problemas relacionadms el aprendizaje del
Célculo, asi como algunos de los intentos por teoduccion de la Tecnologia de la
Informacién y la Comunicacién (TI€)en algunas partes del mundo dentro de diversas

ramas de las matematicas.

En el capitulo 1l se mencionan tanto las activeladue se disefiaron para su
aplicacion con el software, asi como un panoranevebisobre el funcionamiento del
mismo. Al comienzo del software se dan algunos giesnde Modelacion Matemética, los
cuales pueden servir de base para entender masda fal es la intenciéon de la

actividades que se han disefiado.

Ya para el capitulo IV se muestran los resultades sg obtuvieron al aplicar el
software dentro de un grupo piloto al resolver deslas actividades que se disefaron.
También se dan algunos de los comentarios sobreblssrvaciones de los alumnos al

trabajar los temas de las actividades con la aglatlsoftware.

En el capitulo V se concluye sobre lo que se obwivdos resultados y se da la
pauta para continuar con el disefio del softwara paa mayor cobertura de los conceptos

gue se ensefian en la materia del Célculo Integral.

! El término TIC se puede entender como un términe spi utiliza actualmente para hacer a una gama

amplia de servicios, aplicaciones y tecnologiase atilizan diversos tipos de equipos y programas
informaticos, y que a menudo se transmiten a traledas redes de telecomunicacion€smision de
Comunidades EuropeaBruselas, 14.12.2001; COM (2001)770 final; p.&rfion electrénica] [Junio 2008]
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1.2 OBJETIVOS GENERALES E HIPOTESIS DEL TRABAJO

Existen tres objetivos generales del trabajo:

» Desarrollar una aplicacion informatica (softwarejentada al aprendizaje del
Célculo Integral y que ademas contenga elementda Mmodelacion Matematica
para que los conceptos sean mejor aprendidos.

» Implementar el software con al menos un grupo @itke Calculo para obtener
resultados y observaciones por parte de los alumnos

* Promover su difusion en diversas instituciones psh implementarlo como

herramienta de apoyo en la ensefianza del Calaggrai.

Las hipdtesis son las siguientes:

» Los conceptos del Calculo Integral son mas comgiasscon la utilizacién del
software, puesto que aumenta el numero de alumresrienden la materia.

» La claridad de la graficacion y la integracion tesreentos visuales en el software
aumenta el interés en el alumno y por lo tanto ayadque éste retenga los

conceptos necesarios para la aplicacion de larbitBgfinida.



CAPITULO Il. REVISION LITERARIA

2.1 DESCRIPCION DEL PROBLEMA

Siempre se hace la pregunta: ¢cuéles seran losegpbe los conocimientos
matematicos “necesarios” para la educacion y léedad y como se deben llevar a cabo
dichos aportes? (Brousseau, 1999). Uno de los iobgetcentrales de la Matemética
Educativa consiste en elaborar descripcionessid#é¢ma didacticoy de losfendmenos
didacticos que en él suceden (Dolores, 2000). Hoy en diadesnas importante otro
cuestionamiento en ésta misma direccion: ¢ cuatesosanedios que se han utilizado para
responder a esta demanda inicial? Se sabe querexsistas interrogantes en todas partes
donde se intenta dar una educacion integral asngli@ntes de matematicas y, en general
de cualquier disciplina. Mas aun, sigue siendo vootde estudio la preocupante
interrogativa del porqué las matematicas se han emmo materia aburrida, sin interés, y
como causa de desercion de un fuerte porcentdgranyoria de las escuelas de todos los
niveles de preparacion. Por otro lado, puede versediversos libros de educacion
matematica o de matematicas cuales son algunaasdiénalidades que se persiguen al
estudiar esta ciencia (para un ejemplo de esto,elidibro de Calculo: conceptos y
contextos de James Stewart, tercera edicion earta gel Prefacio). Todos ellos explican
la necesidad, para una sociedad, de que cada anmldisponga de una cultura mateméatica
suficiente, y a la vez, la necesidad social deatispde la cantidad suficiente de técnicos y
de cientificos para enfrentar los desafios delréutdodo tiende a convencer que las
matematicas jugaran en ello un papel importantehd®@ textos explican también la
importancia de las propiedades formativas inheselatdas matematicas, tanto a nivel

individual, por las capacidades que parecen ddkarrcomo a nivel de la vida colectiva.

Dado que para los estudiantes, el aprendizajesdméematicas ha representado
desde casi siempre, una dificultad considerableabtara un poco de ello en la materia de
Célculo Integral. Aparicio y Avila (2006) sefialanegen la vida escolar preuniversitaria o
universitaria un buen nimero de dificultades enelstsidiantes estan asociadas al manejo
de los conceptos basicos y no tan basicos del [Bdterencial e Integral. Se ha probado

inclusive que aun aquellos estudiantes que ya leasado uno o dos cursos de Calculo
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muestran serias deficiencias a la hora de tralEgarlos conceptos inmersos en esta

materia.

Por supuesto que esto trae consigo, consecueao@niables para los estudiantes
gue intentan un desarrollo personal y profesiomaltrd de una preparacion cientifica y
social importante para su vida. Garcia (2006) no#racigue una de estas consecuencias es
la desercion escolar que finalmente termina porarobostosas facturas a la sociedad.
Después presenta lo siguientes datos. Apunta gua BEINAM desertan el 30% de los
35, 000 alumnos que ingresan a alguna de las lateinas, y que por tal motivo la sociedad
mexicana pierde 262 millones 500 mil pesos anuafeslumnos que no concluyen su
carrera profesional. Afiade también que un 25% ularas que abandonan la licenciatura,
lo hacen por reprobar materias de matematicas c{palmente Calculo Diferencial e
Integral) en los dos primeros semestres (ver tamiparicio, E. y Ordaz, M. 2006). En el
caso la Universidad Autonoma de Querétaro (UAQ)trdede la Facultad de Ingenieria,
datos de los afios 2006 y 2007 indican que, en 20089% de alumnos de nuevo ingreso
fueron reprobados en la materia Célculo Difereneifiitegrad (en un mismo semestre se
veian “los dos Calculog), mientras que en el 2007, un 42% de los alummosiLevo
ingreso reprobaron esa misma materia; ambos pajesnhuy altos. Ya para el afio 2008
se hizo un ajuste en el curriculo, de manera qusepararon las materias en Calculo
Diferencial en el primer semestre y Célculo Intégra segundo semestre, obteniendo de
esta forma los siguientes datos: en la materiadm®IiBalculo Diferencial se obtuvo un 23%
de reprobacion, mientras que en la materia de @alietegral, solo un 12%. De esta forma,
haciendo cambios en el curriculo, se ve una meajorsiderable, sin embargo no se ha
trabajado mucho con el papel que juega la ensefianza

Cantoral (1993), citado en Zaldivar (2006) hace aiggnal hecho de que en el
area de del Calculo los métodos convencionalesndefi@anza llevan a los profesores a
cubrir de algoritmos sus cursos obteniendo pocaargaa cognitiva y repercutiendo
directamente en el curriculo. Moreno (2005) asiesta afiadiendo que, ademas, en clases
tradicionales, se intenta desde los inicios aplloartradicionales métodos rigurosos de

demostracion matematica; lo cual conduce a queenesonozcan los mecanismos de

2 Esta materia de Célculo Diferencial e Integrahseartia al inicio de la carrera de Ingenierideeb AQ.
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produccién de los conocimientos ni la organizasiodial en el aula, que en conjunto hacen
posible tal construccion de conocimiento; es deamo anota Cordero (2001), existe una

confrontacion entre la obra matemética y la matea&scolar.

Por otro lado, se cree que las matematicas puedgmarl en los alumnos
capacidades de razonamiento y colectividad soaistiante “necesarias”. Luego entonces,
el grave problema en la ensefianza de las matesgtizdicularmente en la ensefianza del
Célculo a nivel universitario, detiene ese afarpagucir en las personas lo que pretende:
gente capaz de enfrentar y resolver sus probleotaBanos con la ayuda de la herramienta

gue se supone indispensable, las matematicas.
2.2 ANTECEDENTES

El problema en la ensefianza de las matematicas moe®0, ha estado inmerso en
las escuelas desde su aparicion como disciplirendefianza. Esto no debe sorprendernos
una vez que sabemos que las matematicas son prodeicintelecto humano, es decir,
forman parte de los logros culturales de la hunahigt como tal hay que verlas y
ensefarlas. Con respecto a la ensefianza del Cé@ldelencial e Integral, se han hecho
investigaciones sobre éste problema desde hackyyaaa décadas. Por ejemplo, Barrera
(2002) y Dolores (2000) han encontrado que en lasos tradicionales de Calculo
Diferencial e Integral, se prioriza el manejo ogigrade limites, reglas de derivacion y de
integracion, sin considerar una gran variedad deacdbnes que estan vinculadas al
concepto. Algu8nas de estas situaciones son: lémae limite, de funcion, variacion y
nocion de aproximacion, minimizando asi su sigadizt geomeétrico y, practicamente
reduciendo a cero su relacion con la variaciorcdishdemas han encontrado que el
tratamiento algebraico del proceso inverso derdra@ integracion, se ve mediante el

Teorema Fundamental del Calculo, sin embargo,éstalmente no es inmediato.

Se sabe que el arduo trabajo en didactica del ©alasi como los proyectos de
innovacidon en su ensefianza, han logrado incidiropat seno de las practicas
institucionales y en las practicas que los profesdievan a cabo. Adquiere importancia
entonces, entre otras cosas, que los profesomelselesuperior conozcan y reconozcan los

aportes de las investigaciones didacticas. Paoa &l hace necesario establecer puentes



entre la investigacion y la docencia (ver CabreiZaldivar, 2007). Con el objetivo de
superar el estatus problemético de la ensefianpaendizaje del Calculo Integral, se han
propuesto diversas reformas. Estas comparten ageniterios como son: cambios en los
curriculos vigentes, cambios en el desarrollo giofeal dentro de las universidades, en la
utilizacion sistematica de la tecnologia y de otr@geriales y sobre todo, en la formacién
didactica y cientifica de los profesores tal y camota Moreno (2005En lo que respecta

a éste trabajo, nosotros pretendemos incidir premeente en el desarrollo del software y
después en la capacitacion de los profesores

Uno de los elementos por los que se ha optadoudssie estas discusiones para
la mejora de la ensefianza del Cédlculo, es: lazatidbn de software para realizar
operaciones complejas propias de la materia detu@allimites, integrales, derivadas,
etc.), calculos que no podrian ser resueltos cofaddidad que los distintos software
proporcionan. Sin embargo, por su poca idea dicictio es sencilla la elaboracion de
hojas de trabajo para que en un momento dadotipstde software tuviera la aceptacion
tanto de alumnos como de maestros con el objegviograr un mejor aprendizaje de la
materia del Célculo.

Se ha visto que las clases tipos talleres dentrdaslematematicas son mas
atractivas para los alumnos y resultan mas prowashgouesto que los examenes han
mostrado una diferencia notable para bien, en conm con una clase del tipo
tradicional (sin apoyos tecnoldgicos) (ver Moch2806). Cabe sefalar que este tipo de
clases implica la aplicacion de tareas u hojagaljo o actividades bien disefiadas que
modelan los conceptos necesarios para aprendeysceementos indispensables de alguna
rama de las matematicas. El mismo Mochdn sefialdaguprofesores que han llevado a
cabo esto de preparar actividades con herramiggtaslogicas, nota que a sus alumnos les
encanta ir alaboratorio de matematicag su comportamiento es mejor que en el salon de
clases, ademas de que mejoran su entendimientandeptos aun antes de que estos temas
se cubran en clase.

Empero, no es nada sencillo el diseiio de activiEladen herramientas
computacionales, una vez que se presupone unditahio por parte del profesor en lo

gue se refiere al software y a la elaboracion deptacticas de trabajo. Al respecto, Parra



(2005) cita que las practicas docentes que sezaeallentro del salén de clases son el
resultado de las creencias de los profesores iespea forma en que se debe llevar la
ensefianza y lo que ellos aceptan como muestragreledizaje por parte de sus alumnos.
Siendo ademas la fuente de dichas creencias suapesperiencia como estudiante,

llevandolo, en muchas ocasiones, a repetir esquezabzados por sus propios profesores,

formandose de ésta manera un cirévicioso” dificil de superar.

Como puede verse, la problematica con la ensefepreadizaje del Calculo esta
siendo abordada e investigada por diferentes ajtpezo ¢qué otros tipos de acciones se
han hecho para atacar el problema? De una u otrtarmnae han implementado técnicas de
ensefianza distintas a las tradicionales, se harificaold los programas en las escuelas
tratando de prever a los alumnos de los conceptssimportantes del Célculo para asi
obtener mejores indices de aprovechamiento y pote, ete aplicacion de dichos conceptos

en la vida real.
2.3 AGUNOS EJEMPLOS CONCRETOS

En Espafia Llorens y Santoja (1997), han estudiadgparte importante respecto
de las deficiencias que se detectan en los conexios de los estudiantes. Para ver
algunos de sus resultados es importante saber edngue analizan los ejercicios y sus

implicaciones contextuales en los alumnos.

Se hizo la preguntapgrqué la siguiente integral es incorrecta?

1 1 -1
Li;(:Jlx‘zdx:)il \1_1 =—1——1=—2
De los 973 estudiantes de nivel superior que ctartes la pregunta, un alto
porcentaje, 78%, contestaron mal. Después, en ameax de licenciatura este mismo
reactivo aplicado a 198 alumnos, se obtuvo sOR/&b de respuestas incorrectas, el resto
dejd la pregunta en blanco o dijo que era corrdaia. conceptos que se necesitan para
poder interpretar esta integral no son meramegebedicos, que es lo que normalmente

aplican los alumnos (un proceso algoritmico).



Se puede ver que no se logran asimilar los obgtilaintegrar el concepto de
area con el de Integral Definid&demas de que ni siquiera se preocupa por enteueer

significado tiene realizar elgoritmo para calcular este tipo de integrales.

Otro ejemplo aplicado por Llorens y Santoja sobre l&s deficiencias del
aprendizaje de la Integral es el siguiemi@cular el &rea sombreada en cada una de las

figuras:

)] Sy=s

Figura 1 Figura 2

1 2
Sus resultados muestran que en algunos casosjaestas smﬂx |dx vy dex
-1 0

respectivamente. Es decir, son respuestas correctas

Sin embargo, en el primer caso, por la dificultdddida que significa la presencia
del moédulo, muy frecuentemente se pudieron encomswéuciones finales absurdas o
incompletas. También sefialan que en otro experovemtilar, se obtiene nada mas y nada

menos que un 95% de estudiantes contestaron iotamrente a la Integral:
3
[Ix+2]dx,
-3

de modo que se reafirma el diagnéstico sefialadatueino esta prefiriendo el contexto
algebraico-formal al visual-geométrico sencillaneeporque no los ha integrado. O como

dice Duval (1998), Ios alumnos estan confundiendo a los objetos mdiemsacon su
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representacioh En este sentido, sefiala que en medio de esfasion, lo que sucede es
gue, ya sea, a mediano o a largo plazo la comgmendos conocimientos adquiridos sobre
los conceptos matematicos adquiridos llegan arsdilizables fuera de su contexto de
aprendizaje. Vemos, por ejemplo en la primera nalegue el alumno no visualiza 0 no
1
X2

representa la grafica de la funcion a integrar,este caso f(x) =—-, funciébn que

1
. - . 1
claramente no estad definida er=0, de manera que la mtegralj—zdx no puede
X
-1

calcularse. La mayoria est4 aplicando un procedimiy nada mas, sin ni siquiera
preocuparse por entender lo que ello significarésultado mas aproximado podria darse

si el uso de distintas representaciones y su mgrarticulacion fuera suficiente como
t1
para enriquecer el significado, el conocimientogdanprension del objetoj%2 dx) y al
X
-1

mismo tiempo su complejidad (ver D"Amore, 2006).

Tal parece que la apuesta por mejorar los probleoagl aprendizaje del Célculo
gira en torno al aspecto de la Visualizacion. Card2005), sefiala que las investigaciones
en Matemética Educativa que han sido llevadas a ealda materia del Calculo muestran
gue el estatus y la naturaleza de sus conceptosntian énfasis significativo en los
aspectos formales dejando de lado otras dimensiDeedsta manera surge la necesidad de
crear alternativas de aprendizaje. A continuaciénpeesentan uno ejemplos de ellas
(obtenidos de Cantoral, Acufia y Calvillo, 200&biendo que los procesos de integracion
y derivacion son inversos se puede formular undeaactividades que llevan al estudiante

a entender porqué esto es.dsds ejemplos son:
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Si se tiene una funcidn cuya gréafica es como lasgumuestra en seguida,

f(x)

Figura 3.

¢, Cudl es la derivada de la funcionxen6? Justificar la respuesta.
a) 6 b) 3 c)2 d1

Sif(x) es una funcion par, cuya grafica es

Figura 4.
3 6
considera que: ij f(Xdx=18 vy ii)_[ f(X)dx = -36 contesta las preguntas:
0 3
a) ¢Cual es el area bajo la curvaf@e en [0, 3]?
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b) ¢Cual es el érea bajo la curvaf@e en [-3, 0]?
c) ¢Cudl es el area bajo la curvaf@e en [-3, 3]?

Este tipo de actividades pueden ayudar a que, gr@d como los que han

encontrado Santoja y Llorens en sus investigacj@®sas cada vez menos.

También aqui en México, como antecedente imporiaaria en lo que se refiere a
la utilizacion de elementos como la calculadoragdmputadora y las nuevas tecnologias
para el aprendizaje de las ciencias en generbars@resentado varios avances y hallazgos
significativos de una serie de proyectos educatwds investigacién, con el objetivo de
poner en practica herramientas computacionalea endefianza de las matemaéticas y las
ciencias en escuelas secundarias. En 1997, copogbale la Secretaria de Educacion
Publica se inicié un proyecto educativo nacional ebfin de utilizar diversas tecnologias
en la ensefianza de las matematicas. Debido al @sxiémido con la utilizacion de la hoja
de célculo en el afio 2000, se decidié implementdras areas de las ciencias naturales. El
modelo pedagodgico construido para este proyectcsisten de varios componentes
importantes, los cuales se sefialan a continuadglme(mos mencionar que este modelo no
es solo apropiado para las aulas que cuentan coputadoras, sino que también puede ser

muy util para un aula normal):

* Los estudiantes se vuelven el elemento mas imp@rtdel salon de clases. A
través de una participacion activa y de su progiexion, construyen conceptos y
desarrollan habilidades. El siguiente punto expti@ao se logra esto.

« El trabajo de los estudiantes se dirige mediamdgas de trabajo”. Con cada una
de ellas, el objetivo principal es guiarlos a "ddst" y construir una nocion particular a la
gue ella se refiere (a esta idea central le llansasnio'objetivo didactico”). Estos objetivos
didacticos corresponden justo a lo que el profestéd interesado en que sus alumnos
aprendan.

» La comunicacion es un elemento muy importanteleproceso de aprendizaje.
Debido a ello, el trabajo se realiza en grupos aealtres estudiantes, lo cual fomenta el

intercambio de ideas entre ellos.

13



* El papel del profesor en el salon de clases ieopdial. Dispone de tres maneras
diferentes de participar en el proceso de aprejgddgasus estudiantes:

a) Mediante el disefio de hojas de trabajo con giieb didactico.

b) Dentro del salon de clases, con su apoyo ajmate los estudiantes.

c) Con discusiones de todo el grupo para haceltaesass ideas mas importantes de
las hojas de trabajo (aun aqui, el profesor debs@e guia de la discusion y dejar que sus

alumnos tomen una participacion activa) (Moch6®&30

Otro trabajo importante, es el que se ha veniddehdo por la Universidad
Michoacana de San Nicolds de Hidalgo, México llamd&eminario Nacional de
Tecnologia Computacional en la Ensefianza y Aprejelide la Matematicas”. Como su
nombre lo dice, en el seminario se intercambiaree&pcias, puntos de vista, enfoques
tedricos y acercamientos practicos relativos al desda tecnologia en la ensefianza y el
aprendizaje de las Mateméticas en el ambito débrSess Educativo Nacional. Ademas de
ello y gracias a las colaboraciones de los pattitigs en el seminario y de gente interesada
en el tema, se han hecho algunas aportacionegassquie contienen experiencias y
propuestas didacticas sobre la tecnologia y lagméicas, tal es el caso de “Reflexiones
Sobre el Aprendizaje del Calculo y su Ensefianzaités, C. y Hit, F., 2005). Dentro del
apartado del libro, el capitulo titulado “La IntajDefinida. Una propuesta de ensefianza
utilizando el Derive”, (Camacho, M., Socas, M. ypbel, R., 2005), articulo que parte del
problema céasico de las cuadraturas utilizando elvBeesto es, se calcula el area limitada
por una curva con el eje de las abscisas en eldesedé distintas aproximaciones para
posteriormente introducir el concepto de Integrafildda. El concepto se introduce desde
una perspectiva grafica y numeérica, desglosando agsaso los distintos procedimientos

de aproximacion del area limitada por la curva gjelde las abscisas.

Otro proyecto, también espafiol, denominado Descaedesarrolla a partir de
1998, basado en un proyecto anterior, Atenea (1¥86ho proyecto tiene el objetivo de
implementar applets sobre matematicas basicas pzaglas que estén presentes en un
acceso web. Cabe sefalar que es uno de los avadsesotorios en relacion a lo que el
concepto de Visualizacion necesita afianzar patanap un mayor acercamiento con los

conceptos manejados, por ejemplo en Célculo Integaamanipulacion de objetos y al
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mismo tiempo la Modelacién de conceptos es lo quialfuerza a éste entorno de trabajo
via la computadora, entorno que, para empezar ya efractivo mas para los estudiantes
de matematicas. Las siguientes imagenes muestraequeiio entorno de los que son los
applets y se ve claramente el disefio para podemsdificado y manipulado segun las

necesidades de los alumnos o maestros.

creditos zccmili'—l D.xil-’_'—ii D.yil'_zi cnnﬂg| créditos zccmilzé D.xil—’_'—ii D.yillii canfig

[10,10) (10,10)

Area|aproximada = 50.00 Area|aproxinada = 45,00

12,2] 2,2)

inicio subintervalos EI 1 lirnpiar | inicio | subintervalos il 4 limpiar

Figura E.

Aunque el proyecto Atenea es pensado originalmpata adultos y educacion
especial, ya se aprecia una riqueza visual que atilas estudiantes. Es precisamente lo
que se promueve con la Visualizacion ademas deamepuenas actividades didacticas.
Veamos que el disefio de la siguiente presentadi@vés de la pagina web resulta incluso

hasta mas interactiva que lo que se puede darsenlase cotidiana de ejes coordenados.
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Conceptos

El punto de coordenadas (2,3) se localiza
situandonos en el punto marcado con el 2 en el
eje de las "x"; una vez aqui, subimos hacia
arriba verticalmente de forma paralela al eje
de las "y", hasta el lugar marcado en este eje
con el 3, ese es el punto buscado. De igual
forma para el punto (-3,2), nos situamos en la
marca -3 del eje "x" y subimos verticalmente
hasta el 2 del eje "y".

Eje Y
2.3)

Con todos estos ejemplos concretos sobre lo gha genido haciendo (utilizando
las tecnologias, como en la Universidad Michoacangreparando actividades concretas,
como Cantoral, Acufia y Calvillo, entre otras) puedidirse que, en el caso de los
primeros problemas, acerca de los estudios en Bsfmpropuesta es también un apoyo a
la ensefianza utilizando el aspecto de la Visuafinacpuesto que, disponen de la
herramienta Derive para ayudarse a disefar praatidaboratorios y obtener experiencias
ilustrativas de un mejoramiento en la ensefianzaCdé&tulo. Lo mismo sucede con las
actividades concretas, ya que se pueden disefiaayema de algun software, por ejemplo
el mismo Derive. De esta manera lo que se obtisnque, para los propositos de este
trabajo, las Sumas de Riemann se visualizan ylsalaa facilmente en este software, lo

cual genera una ganancia a la hora de interpresardtados y a la hora de construir

conocimientos.

Grafico Interactivo

¥

Figura 6.
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Por otro lado, pero no menos importante, para ¢aprendizaje y la ensefianza
del Calculo tenga mayor éxito, estad la necesidaghrdparar o capacitar profesores de
Célculo a nivel superior tal y como lo sefialan @edry Aparicio (2006). Se sabe que los
problemas son graves por los resultados que art@gagstadistica sobre los conocimientos
y habilidades del los alumnos en la materia det@ad) pero ¢sera que el problema sélo se
debe a los contenidos explicitos en los libros tosrprogramas de estudio? Precisamente
estos dos autores han creado una especie de allesalé capacitacion didactica en el area
del Calculo para profesores universitarios. Estgppesta fue manejada en una fase de
experimentacion, buscando determinar el grado dptacion y el tipo de actitud de los
profesores participantes hacia este tipo de taHewesos. Los resultados de esta propuesta
constituyen una adecuada base para la elabora@6ousos de formacion didactica
dirigidos a un mayor numero de profesores univaieg en el area, no sélo de Célculo,

sino de las ciencias exactas.

En relacion a la capacitacion de la planta de magegtara una mejor enseflanza
del Calculo, Cabrera y Zaldivar (2007) sefialan guéxito de cualquier cambio en la
forma en que se desarrolla la ensefianza, estanmiedelo en gran parte por la
implementacion de un cambio en las concepcioneprdétsor, pues muchas de ellas se
vuelven verdaderos obstaculos para lograr un casrblos métodos de ensefianza que este
plantea (ver Campanario, 2003). Por otra parteuselg afirmar quéa préactica docente
esta vinculada con la aparicion de factores queides en el empefio escolar de los
alumnos(D"Amore y Martini, 2000). De éste modo un temarderés en la educacion es la
formacién de los profesores; pues cuando se traboaje el disefio de cursos de formacion
preguntas tales como: ¢qué tematicas deben abe?dgEémo lograr incidir sobre las
creencias y concepciones del profesorado? ¢ Comarlgge los cambios se reflejen en sus
practicas educativas?, son comunes y determinpata<el disefio de cualquier propuesta.

2.4 JUSTIFICACION

Como ya se ha mencionado, se cree que la impleoi@mtale un software
educativo en Calculo Integral puede subsanar agyymoblemas relacionados con la
Visualizacion y tratamiento de los conceptos ligadspecificamente en el tema de Sumas

de Riemann. La problemética comienza desde algo lsico, por ejemplo: la confusa
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identificacion de unsolido de revoluciondibujado en el pizarrébn, o peor aun, la
representacion solo mental de ese solido en lazeadbe! alumno y del profesor, aspecto
gue supone entendimiento completo de una situagiéralgunos no veran o no entenderan
si no hay una buena representacion del objeto uil s2 necesitan saber varias de sus
caracteristicas. En este tenor, como lo remarcaalDsv se desea transmitir o conocer
matematicas lo importante es poder, primero, seaxderepresentalos conceptos y los
objetos matematicos bajo diferentepresentaciones semioéticdss decir, entre mas claros
sean los registros de representacion semioticae sobr objeto, mejor sera el trabajo
matematico que se pueda hacer sobre ese objetde gmmregistros de representacion
semiotica, entendemos a las producciones constituidas pcenglleo de signos que
pertenecen a un sistema de representacion, el tmre sus propias exigencias de
significancia y de funcionamiento. El tratamient@® e le da a ese objeto incide de manera
directa en la concepcion de los conceptos del @alategral y mas particularmente, en el
tema de Sumas de Riemann.

Para ver un ejemplo de este tipo de problematisecdale identificacion de un
sélido, simplemente nos podemos referir a un @j@aomo el que siguecalcular el
volumen del sdlido de revolucién generado al giearegion acotada por las graficas de

y=-/x e y=x%en torno el eje xFiguras 7y 8.

Figura 7. Figura 8

% Esto ejercicio ha sido tomado del libro: Calculd3eometria Analitica de Roland E. Larson y
Robert P. Hostetler. Sexta edicion Vol 1. p.p 475
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La solucion al ejercicio hace referencia a conoentds sobre volimenes de
cilindros y calculo de radios presentes en las ddseesos cilindros. Si no hay un buen
acercamiento de esta representacion gréfica alnalumhficilmente llega a realizar los
calculos algebraicos necesarios para respondegractanienda inicial. Es a esto que Duval
llama ‘tratamiento de una representacion como transfordgractn un mismo registro
donde ha sido formada esa representatidomo actividad cognitiva fundamental ligada a

la semiosis para formar un registro de represairiagemiotica.

Otra problematica que es también importante enstld® de estos temas en
Célculo Integral esta relacionada con el concepttadaproximacion en el sentido de que,
para encontrar el volumen de un solido como elriamtesin utilizar Integrales Definidas,
sino solo el sentido intuitivo y la percepcién dkues necesaria una construccion de
cilindros como referencia o acercamiento del volurmeacto, esto en un primer momento,
y después el célculo de los radios de cada ciliminmo elementos para encontrar el
volumen de cada uno de ellos (ver Figuras 9, 1@)y dara que al final sélo se infiera el

resultado con una suma de todos esos volimenedatids.

Figura 9. Figura 10
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Figura1l,

Otras actividades comencontrar la region comprendida entre dos 0 mavasy
cuando éstas no son simples de trazar o de repi@sgraficamentegirar la region sobre
alguno de los ejes x 0 y u otro eje paralelo a decestos dgsasi como la Visualizacion
del sdlido generado, después de haber resulto riasenas actividades de busqueda,
representan bastantes esfuerzos por parte, tanéddudeno como del profesor en una clase

en el salén tan solo con ayuda de lapiz y papel.

Con estas problematicas y otras que cada quierepeedr al estudiar Sumas de
Riemann, por ejemplo en el tema de solidos de weiai, surge una gran oportunidad. Se
propone la utilizacién de un software que se crearalas mayores ventajas posibles para
gue esas actividades complicadas que el alumnoes v® puede concretizar, sean ahora,
por lo menos, més visibles, de manera que unasemiacion de algin objeto o concepto
matematico, pueda contener en esa misma repregentacias caracteristicas adheridas y

gue se puedan estudiar con mas claridad.

Mochon (2006) escribe algunas caracteristicas déusn software” y sefiala que
entre mas de las propiedades de la lista sigusatisfaga un software educativo, mejor

serda. Dichas caracteristicas son:

20



1. Dinamica

2. Interactiva

3. Exploratorio.
4. Abierto,

5. Universal

6. No denso

7. Concentrado
8. Social

9. Didactica
10. Guiada

En éste sentido y siguiendo este modelo de Modaki@nftware en el momento de
ser capaz de poder representar lo que se le planieaalumno (graficacion de funciones,
reconocimiento grafico-algebraico de regiones efureiones, construccion de solidos,
calculo de volumenes caracteristicos, aproximasiaeeresultados) ya incluird al menos
las caracteristicas de sBinamico, Interactivo, Exploratorio, Guiady Didactico. Las
caracteristicas de ser Abierto y Social sin dugeirmportantes y las debera tener. EliSer

Denso y Concentradain duda es importante y tratara de hacerlo Ie exglicito posible.
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CAPITULO lll. METODOLOGIA

Con el propdsito de subsanar los problemas quarseniencionado anteriormente
sobre el aprendizaje y la ensefianza del Calculmteetard dar una idea general en este
apartado sobre lo que se desea haga el softwarmel@dologia a seguir es lo que se
planteara, y se hard hincapié en la Modelacion Matiea, asi como también en la
Visualizacion al estar trabajando con el softwaake mismo tiempo que se resuelven
actividades guiadas para el alumno, las cuales aegutienen el objetivo de hacer
interactuar al software con el usuario y paralef@meanalizaremos las actividades
disefiadas que pueden modificar una perspectivd @uorano, logrando asi los objetivos
planteados para el mejor desempefio de los estadignif mayor aplicacion del Célculo
Integral. De la misma manera que lo sefialan Cdnfoidontiel (2003) se entiende a la
Visualizacion comola habilidad para representar, transformar, generasomunicar,
documentar y reflejar informacion visual en el pamgento y el lenguaje del que aprende
Por otro lado, se sabe que la Modelacion Matem&scan proceso involucrado en la
obtencion de un modelo matematiddientras tanto, un modelo matematico de un
fendmeno o de una situaci@s un conjunto de simbolos y relaciones matematicas
representa, de alguna manera, el fenbmeno en dnedtal y como se sefiala en Salett &
Hein (2004), “el modelo matematico no solo permitéener una solucion particular, sino

también servir de soporte para otras aplicaciortesrias”.

Sobre esto que se menciona de la metodologia yorgkemido del software,
Raymond Duval (2002) apunta que “no hay o no sdym® el entendimiento sino existe
una Visualizacion concreta de algo que se estdasefd (por ejemplo, en este caso se
puede pensar que es complicado entender el condephategral sin antes recurrir a la
Visualizacion de areas bajo curvas a través de SuteaRiemann). Sin embargo, la
Visualizacién va mas alla de solo ver la intergriéta (por ejemplo, geométrica) de un
concepto matematico. De hecho los libros de tegtalldn la interpretacion geométrica de
las areas involucradas en el concepto de Integsal ymbargo los resultados son todavia
desalentadores cuando se ve un gran numero deadugme reprueban o que no entienden
y, por lo tanto no saben como aplicar los concegeswados del Calculo Integral. Es por

eso que la Modelacion como parte fundamental délvae es una propuesta para atacar
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este problema y reforzar la parte de Visualizaeildora con un poco de interactividad entre
el software y el alumno, lo cual hace aun mas estante el trabajo de taller que es ya bien

visto por la mayoria de los alumnos.
3.1 EJEMPLOS DE MODELACION MATEMATICA

Para acercarse un poco en esto de la Modelacioanmddica se pueden ver los
siguientes ejemplos tomados de (Guevara, 2008)¢cuates indican que cada pregunta
sobre un tema o situacién puesta en escena estienti para llegar a la construccion de
un concepto mas grande que puede formar partepdehdizaje significativo sobre la

situacion sefalada.

Ejercicio 1. Determinar la presibn sobre una placa triangular nsergida
verticalmente en agua y en tal forma que la basérdagulo esté al nivel de la superficie

del liquido.

(k/h)n

Figura 12.
En la figura anterior se muestra una representatgdticha placa y la idea es analizar a

lapiz y papel cOmo es que se puede encontrar $0prgue el agua provoca sobre la placa.
Algunos de los pasos que se piden contestar duosias son:

a) Divide la placa em franjas horizontales de igual ancho. ¢Cuél es eharen

términos de la altura y el nimero de franjas?
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b) Sabiendo que la presion es igual al area de larfstipesumergida por la
profundidad de sumergimiento y pensando que lagafsgorman rectanguloy 6o

trapecios, como en la figuyaencontrarl, (la longitud de la franjek-ésima.)

Observar los triangulos semejantes ABC y PBQ.

A i 1L
(kR
"
h P |k An
B
Figura 13.

c) ¢Cuéanto es el area de la figura sombreada?
d) ¢Cuéanto es la presion sobre dicha franja?

La presion total sobre la placa triangular se encusa sumando las presiones

sobre las franjas particulares:

O bien
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e) Utilizar los resultados de limites y sumatorias esacios para concluir que la
presion total sobre la placa es
2 2 2
P:ﬂ—ﬂ. O bien P:ﬂ.
2 3 6
Ejercicio 2. Dado que etitmo al que fluye un liquido por cierto conducto esaigu
a la velocidad del liquido multiplicada por el aded conductoEncontrar el ritmo al que

fluye la sangre a través de una arteria.

Figura 14.

La velocidad de la sangre en una arteria es funaénra distancia al eje central
de la arteria, es decir, la velocidad de la sangfenj) que esta ar cm del eje central de la
S
arteria esS(r) =k(R* -r?), donde R es el radio de la arteria y k es una tzons (Ley de

Poiseville).

; L cn?
La pregunta que se resolvera paso por pasc@s gué ritmo (—) fluye la
S
sangre a través de la arter?a

a) Divide el intervalo [OR] enn sub-intervalos de igual longitufir |

b) Fijate en el sub-intervala[,r,,,] y calcula el area del anillo comprendido en dich

intervalo. A dicho anillo Ilémalej .
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Figura 15.

c) ¢Cual es la velocidad de la sangre en ese aretignsla ley de Poiseville?

d) Al multiplicar el area del anillo y la velocidadp@ientras el ritmo de la sangre en

ese anillo, entonces, ¢.cuanto es el ritmo?

e) Si haces mas fina tu particion de R), mas cerca estas de encontrar el ritmo total
en la arteria, esto porque los resultados antsrieoe aproximaciones ¢porqué? Si
sumas ahora todos los ritmos de flujo encontraréisn@ total de manera exacta.

¢,Cuanto es entonces, el ritmo en la arteria?

Se puede ver que la Modelacion esta fortaleciddgoforma en que se construye
el conocimiento a través de actividades guiadascqunéucen al resultado que una clase
demanda o que el mismo conocimiento requiere. Gtmidea se muestra enseguida lo que
se puede plantear en un momento dado para abaroanaepto del Célculo Integral, los

sélidos de revolucién y las Sumas de Riemann enismo plano.
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3.2 EL SOFTWARE

Actividad inicial. ¢CAmo encontrarias el volumen de los siguientéosal

Figura 16.

La idea es ver que todos tienen una similitud, &dede que se puede responder la
pregunta, recordando precisamente la formula pataular cada volumen. En este
momento la actividad no genera nada nuevo aun, geme gran utilidad, puesto que el

cilindro formara la parte mas importante dentrdodgue resta de la actividad.

¢, Como le puedes hacer para encontrar el volumtas @gélidos siguientes?
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Figura 17.

Sin duda mas de alguno de los alumnos, al meter$z &ctividad vera que para
empezar no existe una forma por demas parecids prilmeros soélidos, si a caso un poco
el trozo de arbal pero no lo suficiente puesto que en su corteda ger de forma irregular
de manera que ya cabria la posibilidad de queleimen tuviera que ser calculado con mas
detalle. Es este momento apto para decirle al alujoe para lograr la encomienda tendra
gue pasar por ciertas actividades que le daraautappara que después de aprender ciertos
conceptos de Calculo Integral se interese porabhjo tan importante de las funciones y él
solo concrete que la magnitud del Célculo puede terer fronteras al aplicarlo

convenientemente.

Encomienda uno: Considérese la funcién siguiente y su graficaa @r region
acotada por la funcién, el eje de las abscisasayrecta paralela al eje de las ordenadas,

para formar el solido de revolucion asociado.
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f@O=x

Figura 18.

El resultado ya se puede ir aventurando con leagibn del software sin mayor
dificultad (Figura 19):

A b e e e e e
1 |o1 2.3 4 5 ® F B 8 0 11 12 19 14 15

Figura 19.

El software debe ser contundente en la graficad®las funciones y en la claridad
visual de sus caracteristicas geométricas. Adereasjug graficar4 funciones en dos
dimensiones, debera ser capaz de@afla” sobre algun eje de revolucién (eje de las
abscisas o de las ordenadas), de tal forma quetfaya” un solido de revolucion visto en
tres dimensiones.
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Encomienda dos:Si consideras que el solido se encuentra ertray x = by si
tomas una particion de ordendel intervalo §, b, de manera que los sub-intervalos sean

todos iguales, ¢ Cuanto miden cada uno de estasit&unalos?

Definicién: Seaa < b.

Recibe el nombre dparticion del intervalo &, b todo conjunto finito de puntos

{tyt, bt} de fa, b de forma que uno de ellos coincide @wp otro conb, ademas

se cumple quea =t, <t, <t, <...<t_, <t, =b.

Toma como referencia para tus calculos un intervedomedio. Observa la

siguiente figura.

Figura 20.

Lo que enriquece la utilizacion del software, ekeddho de que paralelamente que
se maneja el software, se estudian los conceosed en el salon de clases o en hojas de
trabajo y en un laboratorio de practicas con hdeatas computacionales. De esta forma
se aprovecha tiempo y se avanza mas rapido, permajor: los alumnos ingresan a una
dindmica que no se les hace aburrida y que leg @st@r constantemente atentos al trabajo
gue implica esta forma de estudio, logrando queules de adquirir cierta experiencia,

puedan hasta predecir qué es lo que continla eidades de este estilo.
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Encomienda tres: Para el intervalo %,_,, x, ] dibuja el cilindro correspondiente

teniendo en cuenta que el radio debera ser cattwad ayuda de la funcion y tomando

como referencia para hacerlo el punio ¢Cuanto es el volumen de ese cilindro? ¢Qué

tanto nos sirve este valor para encontrar el votureal contenido entre los valores, y
X ?

Al igual que la encomienda anterior, aqui se dekplictar lo que cada

encomienda quiere dar a entender.

X, x;

Figura 21.

Aqui se tiene el objetivo de trabajar sobre laj&ancilindro contenidos en un
intervalo de los de la particion, uno que sea sspr&tivo de todos y que matematicamente
se puede hacer de manera formal. Es el momentaeelcalumno conoce un poco de la
formalidad y manifiesta su sentido comun. El sofevayuda con estos términos en la

siguiente parte.

Observar como la interactividad y las gréaficasltaseen cada actividad y ademas

pueden ser fundamentales para resolver cada enutemie

Encomienda cuatro: Una vez graficada la funcion y construido el swlide
revolucion, escoger una particion d& p], con la intencion de dibujar los cilindros

asociados a cada sub-intervalo encontrado conagtieign, (al principio pueden ser 2, 3,
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4, 5 0 hasta 10 cilindros). Después calcular @ dé cada cilindro y respectivamente el
radio de cada uno de ellos:

Eleccio
— “_ .  Cantidaddediscos:[ 3 ]
T L ™
~~L \N\ a:[ 0]. b:[6]
@il I."I he g _
SR T Ancho de disco: [_2_]
A ,-I :_,l _
DA Radio de disco:
1:0 1
. 2:[ ]
30 1
Figura 22.

Ademéas de todo ello, también calcular el volumenodecilindros construidos y
aproximar con éstos, el volumen total del solidaliegho intervalo &, b]. Se podra contar
con la opcion de volver a empezar con estaomienday acercarse cada vez mas al
volumen real o sino, se calculara el volumen exdesto permite una evaluaciéon por parte
del profesor, es decir, él es quien debe dar ltapaara avanzar o para analizar mas de lo
gue sucede con estas encomiendas puesto que gaed spftware y las actividades sean
mas provechosas, el maestro debera guiar cada Emxtamny, permitir el avance o no

hacerlo, dependera de la habilidad de los alumnos.
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@

Volumen de disco:
WE ]
20 1
< il (.

Volumen aproximado del
solido con 3 discos: [ 1

Restablecer

Vol. Exacto

Figura 23.

Para encontrar el volumen exacto, incluso los abhsmpueden ya intuir el
resultado: con un limite y una sumatoria de volleserada vez mas estrechos es como se
puede llegar al valor correcto. Paralelamente be dbservar que lo mas importante aqui
es que se habla o no de una funcién conocida,aondl se obtienen una region que se
desea girar sobre algun eje. Sin esta funcion ipafente se reduce al trabajo con
formulas, por ejemplo de integracion, que puedentem®r una relacion préactica del
conocimiento. Es ahora que para la encomiendaaini@ encontrar los voliumenes de los
sélidos presentados en un principio se deberamgceo la funcidon del contorno para poder
encontrar el volumen aunque pareciera que no sdepoaicular o aproximar casi con

exactitud:

Vol. Exacto

= 5
V(S)=Em,, SV(E) = |Ax)d
-1 a

Figura 24,
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3.3 LA INTERFAZ

Cabe mencionar que las actividades dentro del acdtwieben ser interactivas y
didacticas, puesto que también se pretende qualesapseguir individualmente sin la
ayuda de un profesor. Es importante también sefjaamno sélo los sélidos de revolucion
y la definicibn de Sumas de Riemann en este tema ésico que contiene el recurso
informatico. También se pueden ver las aplicaciotesda Regla de los Trapecios, el
Método de Simpson, la Longitud de Arco, asi consodéerentes formas de encontrar el
area por los métodos de exhaucion con rectdngubbgpantalla siguiente es el panel

principal que muestra lo que se acaba de mencionar.

Calguevi 1.0
frchiva  Edicién.  Vista: | Herramisnkas | Ayuda
B S S| Opiones

Suma de Riemman Inferior (Area)

Suma de Riemman P.Medios (Area)

| Suma de Riemman Supetior {Area)

Regla de los Trapecios

Regla de Simpson

Longitud de Arco

Suma de Riemman Inferior (Molumean)

Suma de Riemman P.Medios (Malumen)

Suma de Fiemman Superior {Yolumen)

Skatus

Figura 2&.
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Como se puede apreciar, la aplicacion contieneapagadosliamados Paneles o
Contenedores dentro de la programagdi@n la pantalla principal. Uno de ellos muests lo
aspectos de la Visualizacion y se le da peso erpestel al aspecto geométrico, tanto de las

funciones como de los elementos construidos (cdsdrectangulos, trapecios, etc.).

Dentro de cada una de estas opciones cbarcamientas del softwaréen la
opcion Herramienta$ se encuentra una ventana nueva, en la cual gpales diferentes
caracteristicas que componen la idea de aproximate§de la perspectiva de Riemann.
Aparece también la variable dependiente de la fumda cual indica ademas, el eje sobre

el cual se harad referencia al momento de constosir elementos necesarios antes

mencionados.

Archiva  Edicién  Wista  Herramientas  Ayuda
NN A= RN

f® panel-Entrada

Elementas de la funcidn
Wariable |

Funcidn |

Limitesz del intevala [a, b]

Limite infenaor a: Limite superior b: Mimero de subintervalos n:
| | o :
L Aceptar ][ LCancelar J
Status
Figura 2€.
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En cada una de las herramientas, al ser selecasnagharecera esta nueva
ventana igual que serd completada en cada unosdeasupos, para asi continuar con el
trabajo de la Modelacion.

Una vez graficada la funcion y construidos los @etos, por ejemplo, los sélidos
de revolucién en el intervalo especificado porslario, aparecera en el panel inferior una
serie de célculos en términos de los elementoesagios por el usuario en la segunda
ventana &, b, n), de manera que si el usuario (en este caso Uosnals) tienen suficiente
informacién sobre estos elementos tendra la capdald interpretarlos correctamente, para

gue asi pueda concretar que estos calculos no ésngoe los que debe realizar para

completar el tercer panel (el panel derecho).

Calguevi 1.0

archivo  Edicidn Mista  Herramienkas  Ayuda

HRN=A" = NN
Yolurmen 0
Yolurmen 1
Yolumen 2
Yolumnen 3
Volunen 4
Yolurmen 5
Yolurmen B
Yolurmen 7
Volumnen 8
Yolumnen 9
Yolumen 100 |
Yolurnen 11 .-
Yolurmen 12 .-
Yolumen 13 |

Liamada al método de limites inferiores (VOLUMEN)..1 i

Funcion: cosix)..0

Limite inferiar: -4..1

Limite superior: 5.1

orden de la parician: 14..1

2l 32 .

Skatus -

Figura 27.
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Se puede apreciar en este panel qué es lo queuatiaipidido que hiciera el
software y la cantidad de célculos que éste deberhasi como la forma en que los debe
realizar para encontrar la aproximacion correspantdicon los elementos ingresados, tal y
como si lo estuviese haciendo a mano o de cualqtreeforma.

A continuacion, en el panel derecho, lo que apaescena lista de botones y de
cuadros de texto (tantos como el nimero de oper@sjoen los cuales se deberan de
colocar los resultados de los “célculos” que sehlieo. Si se coloca un resultado erroneo,
el boton lo indicara con alguna sefial, ya sea capalomitao con un color identificable
como valor correcto en ese cuadro de texto. Sssbe un resultado incorrecto, aparecera
lo contrario, unaruz o un color identificable como incorrecto en eldotorrespondiente.
Es en este momento que entra en juego la Modelaceyuda al alumno a reforzar sus
conocimientos y a entender mejor los concepto€dkulo Integral.

La puesta en escena del software toma fuerza pisando se combinan las
aplicaciones con la teoria. En esta direccion aetghn problemas cercanos a la realidad y
gue por lo tanto necesitan, no sélo del Calculedral o Diferencial, sino que para su
resolucion se vuelve necesario el conocimientoaplacacion de otras disciplinas, cosa que
enriguece una clase y que le da sentido al estiglims problemas ya en una carrera de
Ingenieria, por ejemplo. Es por eso que se harntgadn algunas actividades que pueden
conducir al resultado esperado, en el cual al mersoglumnos se llevan la satisfaccion de
saber que el Calculo y, en general las matemédimaesn de verdad bastante aplicacion, tan

cercana como se quiera llegar a entender y don@naotras palabras, sin limites.
3.4 ALGUNAS ACTIVIDADES

Enseguida se muestran algunos de los ejemplos eperah llevar al alumno a
utilizar el software como se mencion6 en el capituiterior. Para ello, como ya se dijo
antes, se buscaran problemas que involucren ajplicecy conceptos de otras disciplinas,
conceptos que estén al alcance del nivel en elssuahsefia Céalculo Integral. Esta idea de

incluir problemas diversos y mas completos es canfihalidad de modelar mas
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ampliamente dentro de una actividad, puesto guest@eforma es como se pretende llegar a

un conocimiento adecuado de los conceptos invalesran dichos problemas.

A continuacion hay algunas actividades, las cuabzsitan ser abordadas, con
ayuda de otras herramientas, las cuales estarada8all final del capitulo y que dentro de
una leccion en aula pueden estar sujetas a urjdrakirno del tipo tarea o a una hoja de

actividades paralelas que los alumnos deben aprandanejar.

Problema 1. A un ingeniero se le pide determinar la cantidad ndaterial
requerida para producir una pieza de una maquerdgv-igura 28). Los diametrasde la

pieza en los puntas uniformemente espaciados se listan en la tabenedidas estan en

centimetros.

PP EP P

H 42 38 42 47 52 57 58 54 49 44 46

Figura 28

a. Usar estos datos y con tagla de Simpsomproximar el volumen de la pieza.

¢, Cuantos puntos debes sustituir en la formula me<tin?

b. ¢Encuentras alguna funcion explicita que ajustesgstintos con esta regla? ¢ Por

quée?

c. ¢Cudles son los valores a@g b, segun dicha regla?
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d. ¢Porqué debe ser par el nUmero de sub-intervallasregla de Simpson?

e. ¢Cudl es el volumen del sélido de la figura coa esgla?

f. Usa el método denterpolacion de Lagrangg encuentra la funcion que describe
estos valores y graficala. Después calcula el vetudel solido en el intervalo [0,
10], utilizando 2, 4, 6 y 10 sub-intervalos con @guel software. ¢De qué grado

debe ser el polinomio que encuentres? ¢ Por qué?

g. ¢Cudl es el polinomio que pasa por todos esto®gRint

h. ¢Cual es el volumen del sélido generado por laifunnen el intervalo [0, 10]?

i. ¢Cual de los métodos anteriores te parece masppPegPor qué?

Problema 2. Un estanque es aproximadamente circular, con ametro de 400

pies (observa la Figura 29).

a. Empezando en el centro, la profundidad del aguaestida cada 25 pies. Elabora
una tabla de valores de la distancia en pies-pdadiad.

b. ¢Cuantos puntos obtienes en la tabla?
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c. Sila distancia desde el centro es 100 pies, ¢

. . 20
es la profundidad del estanque? ¢Y si es 15

1507? 16
14-

Usa la regla de Simpson para aproximar la cantic iz =

8
.
4
2

de agua en el estanque.

d. ¢Cual es este volumen?

50 100 150 200

e. Con el método de minimos cuadrados, ¢Cuw
parece ser el grado conveniente para ajustar Figura 2€.

puntos de algun polinomio?

f. ¢Cual es el polinomio obtenido? Graficalo.

g. ¢Se ajusta este polinomio lo suficiente a la pakdonostrada en el estanque?

h. Si giras con respecto al eje de las ordenadas, @Eomos sub-intervalos estas mas

cerca que el método de Simpson? ¢ Lo puedes est8nd®. ¢ Por qué?

I. ¢Cual es el volumen con este método de interpaolacio

Con la reformulacién hecha sobre el asunto deragtipas y hojas de trabajo que
se planteaba en un principio al sefialar la metgii@lde trabajo a seguir con la ayuda del
software, lo que deseamos ahora es mostrar unogosuajemplos mas y ya después
saldran a flote las observaciones, implementacigies ajustes necesarios después de una
evaluacion tanto hacia los alumnos como al mismitwace, utilizando técnicas de
comparacion y apreciacion personal y distintos gaidie vista de personas un tanto ajenas
a la clase de Calculo Integral, por ejemplo encigale centro de cOmputo o profesores
de materias que utilizan los laboratorios de commadmo aulas o como espacio de

aplicacion de conceptos vistos tedricamente eraldm sle clase comun y corriente.
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Otra vez, la idea es mostrar los artificios o téasique puede poner en préactica el
profesor a la hora de ensefiar mateméticas, espeatd Calculo Integral, o incluso
cualquier materia en la que se pueda implementaydda y utilizacion de algun software
especializado para aprender conceptos de dich#ldisc Para ello, continuamos, sin
perder de vista el método que estamos proponientdo hra de aplicar y ensefar el
software y el Calculo. Recordemos que desde lasomidel trabajo, incluso hasta en el
titulo del mismo, conjuntamente con el desarro#b sbftware, surge de forma paralela y
no menos importante (de hecho se puede decir gaepaste mas indispensable) la palabra
Modelacion Mateméticaque sin duda es pieza fundamental para logrartnouebjetivo
mas importante de todos: lograr que los alumnadgegen un mejor entendimiento de lo
gue es la definicion de Sumas de Riemann, y ptario de la Integral misma, asi como un
plus, la inquietud de aplicar sus conocimiento®libs, sobre una plataforma que nunca
dejara de tocar y de estar en ella, a menos ddesgista en su quehacer diario, en nada mas

y nada menos que la vida real.

Comenzamos nuevamente con un problema tipico exulddhtegral, pero que
tiene visibles aplicaciones en otras disciplinasna por ejemplo, hidraulica, los métodos
numéricos manejados en ingenieria o0 areas afindas acarreras de ingenieria en

optimizacion.

Problema 3: Una compuerta de una presa vertical en un digue tia forma de
un trapecio, con 8 pies en la parte superior ye8 pn el fondo, con una altura de 5 pies.
¢, Cual es la fuerza del fluido en la compuerta codagarte superior esta a 4 pies debajo
de la superficie del agua? Esto puede ayudar &atisson el material adecuado dichos
diques, ya que por estar mas cerca de la supeditiagua no tienen tanta presion sobre si,
como la que pueden tener los que estan cercamefiendo de la presa. De esta forma el

material puede, por ejemplo ser mas econémico.

Observemos que el problema es semejante a losldsat@ comienzo de este
trabajo, puesto que necesitaremos la idea de apacidn primero y después hacer uso de
las técnicas del Célculo Infinitesimal. Para ddn@on:
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a. Ubica el ejey a la mitad del dique y el ejeen la superficie del agua. Si llanfaa

la profundidad del agua, ¢como esta relacionadauoanfuncion en términos de

y?

Con esta respuesta lo que estas encontrando,utemiente es lo que seria la altura de una
lamina delgada como ta quieras contenida en eleditpula presa. Falta encontrar el largo
lo suficientemente pequefio para poder calculaudazé sobre esa franja del dique de la
presa. Para ello:

b. ¢Cual es la ecuacion de la recta que forma eldadecho de la compuerta?

Si despejas la variable independiente de éstaciécyasQué representa esa

igualdad para esa variable?

c. ¢Cudl es la longitud totdl de la region que estamos analizando en términos de

X? En este sentido, ¢ cual es la longitud en térnmideog?

d. Segun la definiciobn de fuerza ejercida por un fiyiduales son las funciones a

integrar para resolver la situacion. Escribelas

e. La integral que se sebe evaluar, tiene como limiegior:

f. 'Y como limite superior:

g. ¢Cudl es el resultado que estamos buscando?
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Concluye con tus comparieros de grupo y tu profaserca de la importancia que
tiene el identificar las distintas formas de modala mismo problema, por ejemplo,
colocando los ejes cartesianos de otra forma Yiceemdo el resultado y la dificultad o
sencillez que se tiene con esa nueva forma. O éunka importancia que se tiene al
identificar las funciones, tanto de longitud con®attura y en términos de cual variable.
Los dibujos pueden haber quedado como los que sstran enseguida. Cabe notar que
para la hoja de trabajo, a menos que el profedoloasrea necesario, las imagenes no
deberan ir dentro de las hojas, puesto que laitatidel alumno sera crear el modelo en
su mayoria y solo se le orientard en caso de guseagquiera y segun la aceptacion del

profesor.

A manera de conclusién del capitulo, sélo faltaler que el uso del software
esta fortalecido en cada momento por las activelaglee se disefian por parte de los
profesores, puesto que entre mas se relacioneituaaién con €l, mas sera la importancia
del mismo. Dejando de manifiesto que los problesgagueden realizar sin su ayuda, pero
con mayores complicaciones, se acude a la platafgrfortaleza que un software para el
area de matematicas puede brindar. Recordar cl@lfieslidad de un software educativo,
y en general de la mayoria de las aplicacionessdet@io, si no es que toddsacer la
vida al hombre de forma mas sencilla, comoda yildlexde lo que el mismo ser humano
puede alcanzar a lograbDe ésta forma los problemas a resolver se haésrrapido y con
mayores variantes, si es que uno decide cambiam#do de una solucion pasado cierto

tiempo o cambiadas la consideraciones finalesetéadnterrogante.

Ademaés, hay que notar ahora que el software seepuedilizando pero se debe
saber que la manera de utilizarse esta descripg@eafos externos a las hojas de trabajo,
puesto que se supone, primero se ha dado un @psio rsobre su funcionamiento y por lo

tanto en las hojas se hace referencia a su utijiggadicacion nada mas.

Las respuestas a todas la interrogantes propussieste capitulo estd enmarcadas
al final del mismo y las evaluaciones y resultadobre el funcionamiento del taller de
Célculo Integral estan contemplados para el capfiakterior, en el cual se ve el rumbo y

direccion del proyecto que se esta planteandoaro ainhelo.
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3.5 RESPUESTAS A LAS ACTIVIDDAES

Para la primera de las actividades se necesita sahe el método de Simpson

requiere un nimero par de puntos, que en este cemo 10. Las respuestas son:

a. 10.

- ® o 0 T < X p

No. Porque la regla de Simpson sélo da aproximasi@obre una funcion que no
se puede conocer con la regla.

a=0, b=10.
Porque por cada dos sub-intervalos continuos (Eroden) se tienen tres puntos
sobre la funcion, suficientes para construir unapala que los interpole.

10-0

310

De grado 9. Porque si por ejempia 2, se obtiene un polinomio de grado 1 (linea

42+ 38+ 42+...+ 46) = 1763.

recta), sn = 3, se obtiene uno de grado 2 (una parabolai suzesivamente, con
=10, un polinomio de grado 9.

El polinomio es:

-0.000000562™ + 0.0000376° — 0.0009714°
+0.013894" — 40649x° +197.79x°> —1.7664x*
+2.9256x® —1.9507x% — 0.0851x + 4.42.

8.9561(L0)™.

Es mas preciso el primero porque el segundo vaoluseextremadamente grande.

La segunda actividad es similar. Las respuestas: so

0 25 50 75 100 125 150 175 200

9.

14 pies, 10 pies.

Jiii

Segundo grado.

Con la tabla de valores anterior, se obtiene éhpuolio:

44



2187 , 4283 13
X + X+

p(x) =
545125(  32707%  186¢

g. Si

h. Se puede dar la respuesta mas aproximada calculdadointegral:

20 25 107075, .
m(——— /171675126 +17149987- dy la cual da el volumen igual a:
JO 656# 656]£_3

V =1.9060x10°u°

La tercera actividad puede ya ser trabajada poteetor.
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CAPITULO IV. RESULTADOS Y DISCUSION

A fin de probar de manera directa el software quéa disefiado, se ha escogido
un grupo piloto para trabajar algunos de los tegu@sdicho software contiene. También se
han disefiado actividades que orientan al estudimoiere la aplicacion de sus
conocimientos y habilidades mateméticas para ummagjrovechamiento de los recursos
gue ya tiene o que va a aprender. De esta mawecaiel se ha pretendido es obtener de
parte de los alumnos la aceptacion del ambientgopdrice el trabajar con la herramienta
al momento de ir conociendo conceptos ligadosdeiimicion de la Integral Definida. Los
ejercicios que a continuacion se muestran, somiogelos de actividades que se pueden
disefar con la finalidad de provocar en el alummgdnsacion de utilidad del software y
también la utilidad que se tiene al reconocercdaosceptos ligados, no sélo al Calculo
Integral, sino a cualquier campo del conocimieptggs asi toma sentido aquella idea con
la que se comenz6 el trabajo: la creacidn y disdio herramientashéblese de
computadoras, maquinas, software o cualquier tigotelcnologia que ayuden al ser
humano a tener una vida mas sencilla, mas comauda eque dichas herramientas
proporcionan al mismo tiempo: disponibilidad dewsegprendiendo y caminos diversos de

resolucion de problemas cotidianos.

Dos de las actividades que fueron disefiadas plcaragl software abarcan temas
importantes cuando se esta trabajando con SumdRiedeann:areas bajo curvasy
volumenes de revolucionEs preciso sefialar que estos temas forman pafrtBlan de
Estudios y programa vigente en la Universidad Aomda de Querétaro dentro de la
Facultad de Ingenieria. Este programa de Calcuégial esta dividido basicamente en 3
unidades, destacando la aplicabilidad del softearéemas abarcados dentro de cada una
de las unidades (en el apéndice aparece el progeshaomo los temas, subrayadgpse
principalmente pueden ser vistos con ayuda delvaod)). Al igual que se ha sefalado ya en
las probleméticas y en los antecedentes, se hébigercue los alumnos no visualizan
regiones importantes (como anchos o alturas deeldtgingulos, radios de los cilindros)
para el calculo de elementos como areas y volimeoestruidos a partir de la

manipulacion de funciones conocidas o elementalet® ten el plano como en el espacio.
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Es por ello que se ha optado por aplicar el soévagseiado con los temas mencionados
anteriormente.

El grupo estuvo formado por ocho alumnos de segsedeestre de licenciatura
del plan de estudios enero-junio de 2010 en laltatde Ingenieria de la UAQ, de los
cuales dos estaban re-cursando la materia. Es tampertambién sefialar que antes de

entrar con las actividades al salon de clase sardidntroduccion con un ejemplo sencillo
de la funcién f(x) = x* y la construccién de cuatro rectangulos de la mibase en el

intervalo [0, 2], de manera que ya tenian un ace@#0 previo con la idea de
aproximacion del area en este ejemplo. En cambi@, fa actividad de volumenes hay que
recalcar que no se habia visto nada en clase séldes de revolucion, ni siquiera alguna
definicion o un acercamiento sobre este tema. Eptnen las actividades sobre
volumenes, los alumnos trabajaron Unicamente sidoiéos cuestionamientos que ahi se
planteaban, de manera que se supuso, que conda dgula actividad de areas trabajada
con el software ademas las actividades guiadaa earte de volimenes, el alumno seria
capaz de interpretar sus resultados y conoceri ol |os conceptos basicos sobre Sumas
de Riemann y volimenes. Las actividades se dekaaol en dos clases de
aproximadamente una hora y media, estando preskeptefesor de grupo y guiando a los

alumnos con cuestionamientos basicos del contel@das actividades.

A continuaciéon se muestran ambas actividades. Matiate se mostraran los
resultados obtenidos y después se discutirdn.usoegta escrito en fuente cursiva sin

negrita no aparece en las actividades.
4.1 Las actividades

4.1.1 Actividad 1. “AREAS”

Calcular el area que se encuentra entre la grdéida ecuacionf(x) = x> + 2 las rectas

x=-2, Xx=4 y el eje de las abscisas. Para ello, se harareprialgunas aproximaciones

con areas de rectangulos construidos en dicharregio
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Lo que se pretendié aqi es queprimeramente el alumno realize algunos célculos
aproximando el area que se soliba y que se fueralando cuenta que resuba

impréacticoel procedimiento cuando se le soliba que se aproximara mas al arear
. Parte I.

a) Esboza primeramente en el siguiente espacio ladacgrafical

ra
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b) Identifica claramente la ubicacion de los punt@s Q) y (4, 0), asi como la region de la

cual obtendras el area (puedes remarcar los liohétés region para visualizarla mejor).

c) Si divides el intervalo [-2, 4] en el eje de ldse@sas con 6 sub-intervalos de la mismo
longitud, ¢cual debe de ser esta longitud?

¢, Como la calculas?

d) ¢Cuantos puntos fueron necesarios para consteus kub-intervalos? Anota

en el espacio todos los sub-intervalos que setiastruido.

Se puede ver que estos primeros incisos solicitaddapstudiante conocer elementos
basicos para graficar funciones y localizar punsmbre el eje de las abscisas. El objetivo
era darse cuenta de si el alumno podia solo conm gstte y qué tanto se le dificultaba, de

manera que al aplicar el software le pareciera nuaas sencillo.

e) Por cada sub-intervalo que tienes deberas consimbire la grafica que esbozaste un
rectangulo que tenga como altura la funcién evauadcada uno de los puntos inferiores
de cada sub-intervalo. Colorea los rectangulosvezaconstruidos. ¢Cémo sera el area de

la regidon en comparacion con las areas de losnguai@s?

f) ¢ Cudles son las alturas de cada uno de los retw&ngue acabas de construir? ¢Cémo
las obtuviste? Andtalas enseguida:



g) Calcula el area de cada uno de los rectangulogtalas en el espacio siguiente:

h) Suma éstas areas y anota el resultado en el espaci

Puede notarse que la primera parte de la actividerd es muy exigente ni con tantos
calculos ni tampoco con muchos conceptos nuevagaoque de ésta manera, una vez

terminada la encomienda, estard mas seguro de gedgpcomenzar las otras partes.
. Parte II.

a) Si ahora sobre la misma grafica y dentro del mismervalo construyes el doble de

rectangulos, todos de la misma longitud, ¢ cuaseslengitud de cada rectangulo?

b) Realiza la construccion de los rectangulos, tomaadaltura de cada uno como la
funcion evaluada en cada uno de los limites infesi@e cada sub-intervalo. Coloréalos de
manera que se perciban todos. ¢(Como sera el are@ardgion en comparacion con las

areas de los rectangulos?

c) Anota las alturas de cada uno de los rectangules espacio siguiente:
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d) Calcula el area de cada uno de ellos y anOtakeggeida:

e) Suma ahora estas areas y coloca el total en &tiesp

f) Escribe tus conclusiones acerca de la aproximage@narea que se desea encontrar
comparando las partes | y Il anteriores. Si asblwsideras, puedes dar alguna alternativa o

estrategia para encontrar el area exacta de lareqi

Después de la tercera parte, con la utilizacion deftware, al resolver los mismos
ejercicios que las partes | y Il el alumno se datgéenta de las ventajas que tiene su
funcionamiento en cuanto a rapidez para calculas &eas se refiere. Ademas de ello
notara que la visualizacion de las gréficas, enjoato con los rectangulos, es mas amena
y clara que lo que ha trabajado a papel y lapize@samente ese es el primer objetivo: la
herramienta de calculo y graficacion que puede gaora aplicacion del software que se

esta proponiendo.

A continuacion se inicia el trabajo y el conocimm@del software.
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. Parte IlI.

Para continuar con la actividad, deberas ejecuitarograma Calguevi 1.0 y seguir las

instrucciones que se te presentan.

a) Una vez ejecutado el programa, leeras un mensggp en color rojo en el centro de la
pantalla: Tngresa elemento en la opcion: Herramientagor lo que deberéas ir a la barra

de menu y dar click en esa opcion.

b) Se te desplegara una lista de opciones y debledis la que dice Suma de Riemann
Inferior (Area)”.

c) Aparecera de inmediato una nueva ventana llam&dmel-Entrada’ en la cual
introduciras lo siguiente:

i. Laletrax en el espacio dedicado a la palabrariable”.

ii. La expresionx? +2 en el espacio par&tincion”.

iii. El nimero — 2 en el espacibifite inferior a: ”
iv. El nimero 4 en el espacihimite superior b:”

v. El nimero 6 en el espacidltimero de sub-intervalos n’

d) Si no se aprecia con tanta claridad la graficaltaste, asi como los rectangulos que se
ven construidos, puedes ajustar la escala desdaria de menu en la opcididicion”.
Para ello, tendras que hacerlo de forma manuaieetig esa opcion. Después de eso,

puedes modificar las escalas tanto vertical commzdwtal, por ejemplo:
Escala horizontal Limite inferior.......... - 2.5.

Limite superior...... 5.
Escala vertical ~ Limite inferior.............. -3

Limite superior......... 12

* La manera en que el software detecta la expresi@scribiendo x*2 + 2 o simplemente x*x + 2.
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e) En la parte inferior de la pantalla aparece ueaaiinformacion sobre qué es lo que se
eligio de entre las posibilidades del panel deaglatr pero ademas aparecen algunos valores

indispensables también. ¢ Puedes decir qué sigiufitanen cada uno de éstos valores?

Andtalo enseguida.

f) Con esa informacién puedes continuar escribiengita cuna de las areas de los
rectangulos en la parte lateral derecha de la f@ntn la que deberas completar los
calculos con mas o menos cierta precision, porgueodser asi, se te marcara (tagha”

como signo de error.

g) Finalmente anotarads el area aproximada de la megah los rectangulos que se

construyeron.

Como te daras cuenta la Parte Il de ésta activedachuy similar a la Parte |, s6lo que
trabajada con un software. Trabaja ahora la Pamperb con el software y una vez que

termines contesta lo que se te pide a continuacion:

1.- Si para la misma funcion y el mismo intervalotesg@ide encontrar una aproximacion
del area de la region pero ahora con una cantidad dub-intervalos, ¢ cual seria el ancho
de cada rectangulo construido? ¢, Como lo calcularias?

2.- ¢Cuéantas veces tendrias qué hacer uso de lafiupar@ encontrar las areas de los

rectangulos? ¢, Con cual de las partes anteriores prefeririasrioéc¢ La

I, lall, ola lll? ¢ Por qué?

3.- Escribe tus conclusiones acerca de la aproximad@rarea que se desea encontrar

comparando las partes anteriores.
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4.- ¢ Cuantos sub-intervalos necesitarias para encehtiega exacta?

4.1.2 Actividad 2. “WVOLUMENES”

. Parte I. El ejercicio a lapiz y papel

Se tiene la funciénf (x) =-/x ¢ Cuél sera el volumen del sélido obtenido al daaegion

comprendida entre la funcidifx), eje de las abscisas y las rectasl yx = 3.5?

Como ya se dijo al principio de este capitulo,esh& de solidos de revolucién no se habia
trabajado en el grupo antes de realizar las actadds presentes. De este modo era de
pensarse que los resultados obtenidos no fueraro amresperaba para el caso de éareas.
De hecho en las conclusiones de los alumnos (map afe verd esto) se puede notar
cierta relaciéon y la mayoria asume que como no akid visto el tema, no se podia
entender lo que se pedia. Sin embargo, aun aséabaj6é hasta el final. Ya con el trabajo
del software la idea era que sus dudas se despgjgeesto que la funcionalidad de éste

ayuda a visualizar de manera concreta lo que sdged la actividad que se realiza a
papel y lapiz.

54



a) Haz un bosquejo de la funcion en el siguienteupd cartesiano:

b) Si consideras una particién del intervalo [15] 2&n 10 sub-intervalos de la misma
longitud, ¢ cuales son los puntos que delimitanda cao de los 10 sub-intervalos? ¢ Cual
es la distancia entre cada par de puntos (la lathgie cada sub-intervalo)? ¢Cémo la

obtienes?
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c) ¢Cudl es la forma del sélido del cual debes rdreoel volumen? ¢Podrias hacer un
bosquejo? ¢ Conoces alguna formula para encontreriehen de formas como la que se
esta analizando en esta ocasion?

d) Haz un bosquejo de la funcién girada y del volamconstruido.
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e) Elige alguno de los sub-intervalos construidaesnystruye un cilindro que tenga de altura
la longitud de dicho sub-intervalo y que sea pdedEvolumen que se desea encontrar.
¢, Como tendrias qué utilizar la funcién para satberokimen del cilindro que has de

f) Haz un bosquejo del cilindro.
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g) Si haces lo mismo (construyes un cilindro) coa tlemas sub-intervalos, ¢Qué tan

cercano estas del volumen que se te pidio calcular?

h) Realiza el célculo de los volimenes de los dibs construidos anota tus

procedimientos en la parte de abajo.

i) ¢ Como has construido tus cilindros? ¢ Bajo qoégqatimiento te has basado para hacer la
construccién? Responde a estas cuestiones en ati@sgpguiente y describe si se te

dificulté en algin momento la construccion de tiliadros.
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. Parte Il. El ejercicio con el software
Igualmente que en la actividad 1 debes ahora gjeCatguevi 1.0

a) ¢Cudl de los elementos que esta en la opciganhientas deberas utilizar para

responder a la cuestion inicial de esta actividad?

b) Si la idea es aproximar el volumen primerameote 10 sub-intervalos en el intervalo
[1, 3.5], donde debes ubicar éstos valores en el nelPa

Entrada.

c) Anota tus observaciones después de ingresdatos correctamente al panel. ¢Qué es lo

gue se muestra en la pantalla? ¢ Son claros logelesgraficados?

d) ¢ Qué es lo que indican los renglones que apaeech parte inferior de la pantalla? ¢ Es
complicado seguir las indicaciones? ¢Crees quensgpsarios esos datos para poder

responder a la encomienda inicial?
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e) Si en la parte derecha de la pantalla debesamwlos volimenes de los cilindros
dibujados, al igual que en la parte I, ¢ qué tanpticado te resulta este procedimiento con

el software?

f) ¢ Cudles son los volumenes que identifica elnsof en sus campos como los correctos?
¢, Cual es la suma de todos ellos? ¢ Esta suma ésnta rue habias obtenido en la parte |,
o hay diferencias?

g) Dentro del ambiente del software para grafipara calcular, para consultar la ayuda,
segun tus apreciaciones, ¢qué crees que le hagagéah que se pueda utilizar con mas

productividad en estos temas de Sumas de Riemann?

h) Escribe tus conclusiones acerca del trabajo pamacer Sumas de Riemann, a papel y

lapiz y con el software. Analiza los procedimiendesde distintos puntos de vista.
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4.2 RESULTADOS

Al principio de la actividad 1 sobre areas, cuaséopide graficar la funcion
f(x) = x* +2 lo que se obtiene es algo que se esperaba: tosl@dumnos cumplieron sin

mayor dificultad con el ejercicio. Al momento dedpegue se identificara la longitud de los
sub-intervalos tampoco hubo problema, esto pued@®gue eran pocos sub-intervalos,
ademas de que la instruccién era muy clagadies en longitud Sin embargo cuando se
hace la pregunta;tuantos puntos fueron necesarios para constrsitlgub-intervalos?”

hubo algunos errores, por ejemplo se contestd gae mecesarios 6 u 8 puntos (dos
alumnos dijeron que eran 8 y dos dijeron que eyaBd&@amente 4 de los 8 alumnos dijeron
gue eran necesarios 7 puntos. Esto quiere decirnquse ha entendido claramente la
relacién entre puntos y sub-interval8& sabe que por cada dos puntos se obtiene siempre
un intervalo, entonces para formarsub-intervalos, se necesitant 1 puntos

Otro detalle que resulta de la actividad se da doiae preguntastémo sera el
area de la regién en comparaciéon con las areadoderectangulos?Lo que sucede en
este caso es que algunos alumnos resporsira ‘maydt y otros “sera mendt, lo cual
indica, para el caso de los que contestaTd mendt, que se quedan con la idea de los
rectangulos inferiores, siendo que se preguntaeselbéarea que estd por encima de ellos,
ademas de la que los rectangulos contienen. Porlatio, en lo que respecta a las
evaluaciones de los puntos inferiores de cada rgebvalo, no se presentan detalles
mayores, de hecho la mayoria de los alumnos coerl@lgo como son la funcion
evaluada en ese punto, las alturas se obtieneruamdb en la funciéhy por lo tanto, las
alturas son correctas en todos los casos. Est@moeague las areas para cada uno de los 6

rectdngulos sean correctas, asimismo la aproximdotél del area en cuestion.

En lo que respecta a la parte Il, simplemente éapuestas son correctas y se
puede ver que nada mas afianzan lo que se plantEdparte |. por ejemplo; se concluye
gue el area aproximada sigue siendo aln menor owsndonstruyen 12 rectangulos con la
misma base (se vuelve a contestar correctamenteatomos precisos), incluso ya se dan
algunas conclusiones mayores, aseverando que Iximgacion seria mejor si se
construyeran una infinidad de rectangulos similares
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Ya para la parte Il se obtienen los resultadosisiges. Cuando se pregunta qué
significado tienen los renglones que aparecen para inferior del software al insertar los
datos de la funcidon a graficar algunos contestaa spn las areas de cada rectangulo,
utilizando el ancho y la funcion evaluada en eset@yse puede inferir que en lo que
respecta al llenado de campos para ingresar elemelet la funcion y de los intervalos
dentro del software no hay ninguna dificultad). &mnbargo alguno de los alumnos lo que
contesta literalmente es lo que sigue: “es una sgre va aumentando”. Al parecer no
visualiza lo que cada renglén significa, siendo ese es lo que esta haciendo al momento
de calcular las areas de los rectangulos que hstraado. Es importante mencionar que el
software, por la forma en que esta estructuradopatawionalmente, imprime al final de
cada renglon en esa parte inferior de la pantaitecipal un simbolo parecido a un “cero”,
por lo que algunos alumnos mencionaban que era algofuso el identificar
completamente lo que significaba cada linea.

En lo que se refiere a los campos del lado derdobBa;uales deben ser llenados
con las areas de cada rectangulo construido, nalé@nasiada complicacion para obtener
so6lo resultados correctos. Esto se debe mas qeeatdecho de que se ha entendido, ya
sea por experiencia de las partes | y Il o poyiada de la parte inferior del software. Quiza
lo que resulte mas interesante es la conclusionetj@umno da en la parte final de la
actividad. Por ejemplo, cuando se pregunta: ¢ca@h @& las formas vistas te gustaria
encontrar el area aproximada pero trabajando corsubZintervalos? La respuesta es
contundente. Todos contestaron que con la form& gearte Ill, es decir utilizando el
software. Ya después cuando se pide den sus artpsneel porqué, surgen respuesta
como la siguiente: “creo que es mas comodo utiBtaoftware pero comprendiendo lo que
se hace en la parte | y Il, aunque conforme seades®s precision los calculos se van
complicando”. En este sentido, se entiende quduetreo puede utilizar el software sin
mayor dificultad, una vez que se han planteadovidaties encaminadas, pero con la
tecnologia a papel y lapiz. Enseguida se mesuraapia escaneada de uno de los trabajos

sobre areas, el cual contiene algunas de las coks ya descritas con anterioridad.
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Actividad 1.

Se tiene la ecuacidn f(x) =37 +2 v se desea encontror el drea que hay entre la grifica

de la foncién, las rectas x=-2, x=4 y el gje de las abscisas. Para ello, se harin

primere algunas aproximaciones con dreas de rectangulos construidoes en dicha regidn.
» Partel

a) Esboza primeramente en ¢l sigutente espacio Iz funcion a graficar.

18T

}l' it

16

(Ch

2T

1w+

g =

ﬁ -

— 4+
] A————+ {
o < : | - | 3 4 5 6
g4 X

b) Identifica claramente la ubicacion de los puntos (-2, 0 ¥ (4, 00, asi como la region de
la cunl obtendréis el drea (puedes remarcar los limites de lo region para visualizarla
mefor).

¢} Si divides el intervalo [-2, 4] en el gje de las sbsciszs con 6 sub-intervalos del mismo
ancho, jcudl debe de seresteancho? £\ apche =erd de A
JC6mo o caleulns? Cony 0 Syl de aR = o] fn

d) ;Cudinios puntos fueron necesarios pam constnor los 6 sub-intervalos? Sers punioS
Anota-en el espacio todos los sub-intervalos que se han construido.
=7 e =D Koy =—oF
wi= —of L SER Xs=3
¢) Por cada sub-intervalo gue tiencs deberis construir sobre ln grifica que esbozasie un
rectingulo que tenga como altura la fencion evaluada en cada uno de los puntos
irferiores de cada sub-intervalo. Colores kos rectingulos una vez construidos. ;Cémo
erdi el drea de I regiton en comparacin com les dreas de los rectingulos? £\ avea
de o reqion  Sera sidee #oetue  los recldugules consdroites
A0 charmn o000 el esgoo® del Greo bo e (0 Survox
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f) ;Cudles son las alturas de cada uno de los rectingulos que acabas de construir?
;Como las obtuviste? Andtalas enseguida:

F(%e) = gt—ﬂ -6

Feuqy= £ Y= %
E:m*‘,‘ - {D:::%
= =} = 3
Iﬁ:"?l E Et"f-cﬁ
g}ﬂﬂicilnél éreafl;caan'umdetnsfm{éngu}osyanﬁmlas en el espacio siguiente:
Myen = A)1 &)=

Ayen 2=0)03%) -
Ares 3=LNC2)°

ﬁrﬁﬂ g =0 3 J -
e, 8 =L1)( ¢ )=

Arex. & =t Vg 14y =4
h) Suma éstas dreas y anota el resultado en el espacio:

St

Nl n

+ Parte ll.

a) Si ahora sobre la misma gréfica ¥ dentro del mismo intervalo construyes el doble de
rectingulos, todos del mismo ancho, jcudl es éste ancho que deben tener? ©.5

b) Realiza la construccién de los rectingulos, tomando la altura de cada uno como la
funcién evaluada en cada uno de los Himites inferiores de cada sub-intervale, Coloréalos
de manera que se perciban todos. ;Como serd el drea de la regidn en comparacidn con
las dreas de los rectingulos? Serp.  piauny  forae  ohorm  ex (s hen
mas  recionquios que akorcan  smaupr alea

t}Ammhma]lumdccadaumdclmrm?énguloftnﬁlﬁpaﬁusiguimm fra~¢
- - L L = s A C.
e 1l PR 1 1 2 AR 2 3R o PR
e e TP Oy = £(3) > A
Iicg) =8 Log22s  TU=) De9zans el faan= U
d) Calcula el drea de cada uno de cllos y anotalas enseguida:
ﬁuﬂ. '! = 8 ae ﬂ.rfﬂ. - r'_'.-’
g 30 Er .25
e g2t a =
fs B -t 1
& 2,2 e 2%

) Suma ahora estas freas y coloca el total en el espacio:

5¢
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N Eseribe tus conclusiones acerca de la aproximacion del drea que se desea encontrar
comparando las partes | v Il snteriores. 5i asi lo consideras, puedes dar alguna
alternativa o estrategia para encontrar el drea exacta de la region,

Endve  mpa= r-:-Clrfu'ﬂ-_‘,lci'& = ;qubin!r_: valos usemoS
MusS  cerpn esharenos de enogdmr ol orea
cxncio e ared. pado  ta covvo, foar o Foe

for encondver el pyen  en  fecesorio  Teolizgr wn
LRI ¥ eyAmdo ¥} e

«  Parte [11.

Para continuar con la actividad, deberas gjecutsr el programa “V.G. SumasR.” y seguir
las instrucciones que se te presentan.

a) Una vez gjecutado ¢l programa, leerds un mensaje pintado en color rojo en el centro
de la pantalla: “fmgresa eflemento en la opeidn: Herramientas™, por lo que deberds ira
la burra de ment v dar click en csa opcitn.

b) Se te desplepard una lista de opciones v deberds elegir la que dice “Suma de
Riemane Inferior {Area)”.

¢} Aparecerd de inmediato una nueva ventana [lamada “Panel-Entrada™ en la cual
introducins lo siguiente:

i.  Laletra x en el espacio dedicado a la palabra *Yariable™,
ii. Laexpresion x* +2 en el espacio para “Funcién”,'

itl,  El nimero - 2 en el espacio “Limite inferior a:”

iv.  El mimero 4 en ¢l espacio “Limite superior b:™
v.  El nimero 6 en el espacio “Nidmero de subintervalos n:”

d) Si no se aprecia con tanta claridad la grafica resuliante, asi como los rectingulos que
se ven construidos, puedes ajustar la escala desde lo hama de ment en la opeidn
“Edicion™. Para ¢llo, 1o tendrds que hacer de forma manual eligiendo esa opeidn.
Después de eso, las escales tanto vertical como horizontal las puedes modificar a por
ejemplo:

Escala horizontal: Limite inferior.......... -25
Limite superior. ... ... 5

Escala vertical:  Limite inferior.............— 3
Limite superior............ 12

¢} En Ia pane inferior de la pantalla aparece una seric de informacion sobre qué es lo
g se cligi de entre las posibilidades, pero ademds. aparecen algunos valores
lispensables tambien. [ Puedes decir qué significado tienen cada uno de éstos valores?

" L ssers e gue ol software detects ln expresion es sieribiendo x°2 + 2 o simgplemente x%x + 2,

3
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N . - ~
Andtalo enseguida. [® e nos,  Mmoestia es |oo tMoicn,

l&s S pontos qQoe Alooyeny o yegion asi ctomo
ol | o Merm de f_,.__;,'t'_;,l:{_,.__-}i{-fr..: @ o s Gha Jo moe
lomo  samr los areol  Ade coda  recieinguld

f) Con esa informacién puedes continuar escribiendo cada una de las dreas de los
rectangulos en la parte lateral derecha de la pantalla, en la que deberis completar los
cilculos con méds o menos cierta precision, puesto que de no ser asi, se te marcari una
“tacha”™ como un signo de error.

g) Finalmente anotards el drea aproximada de la region con los rectingulos que se
construyeron.

Como te dards cuenta la Parte 11 de ésta actividad es muy similar a la Parte 1, sélo que
trabajada con un software. Trabaja ahora la Parte [ pero con el software y una vez que
termines contesta lo que se te pide a continuacion:

1.- Si para la misma funcion y el mismo inlervalo, se te pide encontrar una
aproximacion del drea de la region pero ahora con una cantidad de 17 sub-intervalos,
jcudl seria el ancho de cada rectangulo construido? O .05 Z2a4,.. jComo lo
calcularias? <OnN lg o Tnola arx=_ b-

g

W,

2.- (Cuintas veces tendrias qué hacer uso de la funcion para encontrar las arcas de los
rectdngulos? 1 for cada wiervalk ;Con cudl de las partes anteriores preferirias hacerlo?

Jlallall,olalll? ;Porqué? Lo oy Moo aiwl Lt & e W
la_ parte T  yvespaldando  mis vesuliadPs  con 1, gorit [
(sof4 w )

3.- Escribe tus conclusiones acerca de la aproximacion del drea que se desea encontrar

comparando las partes anteriores. 3
En AcoSioNnes c\ ared mut  Mucho

de P[:_P."‘-l:-f:?" ap o ad Iﬂ.\to 5 -—!__,'t;r":-- rverl g St
| M} -
ytiveen

4.- Cuéntos sub-intervalos necesitarias para encontrar el drea exacta?

Nl sobinlervalos ., es deciv, poendo | =00
enCondramos el ayed exac1o  hole |

. !’x.'-"“ﬁ

Ya para la actividad Il, sobre voliumenes las cosaBieron tan alentadoras. Esto
se debe a que no se habia dado una pequefa imidsobre el tema, ni tan siquiera una
definicion. Sin embargo, las personas que lo abmcase dieron cuenta de que los
planteamientos eran similares a los trabajadosaemctividad de é&reas, puesto que
contestaron bien las preguntas sobre longitud destd-intervalos y bosquejaron con

claridad lo que se les solicitaba. En éste sentabaron esta actividad como una

66



generalizacion de la actividad anterior, obteniendsi un trabajo aceptable.
Deliberadamente no se menciona si los cilindros spieyan a dibujar son inferiores o
superiores y sin embargo los alumnos construy@émdods inferiores, como si esos fueran
los obligados a dibujar. Un detalle que complicaatdividad es el hecho de que no
visualizan exactamente si los cilindros estan adost o parados sobre el eje de las
abscisas, puesto que los calculos ya no los lagadizar, ademéas de que argumentan no se
les ha apoyado lo suficiente para trabajar la @td; en el sentido de que no se ha dado

una clase anteriormente sobre el tema.

Sucede algo similar con la utilizacion del softwaea el sentido de que el
software no los ha guiado como ellos quisierano Estdebe a que el software presenta,
para el caso particular de sélidos de revolucida, nepresentacion de cilindros buena, pero
no asi del espacio de graficado (el caso 3D). gnida se muestra uno de los trabajos

escaneados que manifiesta lo que se menciona ni#s ar

67



Parte 1. El gjercicio a lapiz v papel

Se tiene In funcidn f{x) = x GCudl serd el volumen del solide obtenido al girar la
funcidn sobre el eje de las abscisas en el imervalo [1, 2.5]7

Bosguejo de la funcidn:::
.
L | O T LS (SRS E o g
4] !
i L
i H i =
; 2 it !
1
L -]
4 & a a 1 [ 1 3 3 4 H ]
.-T_ - 1
2
.-!J -
-.J

Si consideras una particion del imervalo [1, 3.5] en 10 sub-intervalos de la misma
longind, joudles son los puntos que delimitan o cada uno de los 10 sub-intervalos?
;Cuél es In distancia entre cadn par de puntos (¢l ancho de cada sub-intervalo)?.

;ual es ln forma del sdlido del cudl debes encontrar ¢l volumen? (Podrias hacer un
bosquejo? (Conoces alguna [Mrmula para encontrar el volumen de formas coma k que
s¢ esth annlizando en esta ocasion?
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Bosquejo de la funcidn girada y del volumen construido:::

-

Elige alguno de los sub-intervalos construidos v construve un cilindro que tenga de
altura al ancho de dicho sub-intervalo v que sca parte del volumen que se desea
encontrar, [Como tendrias qué utilizar la funcidn para saber el volumen del cilindro que

has de calcular?

Bosquejo del colindro:::
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Si haces lo mismo {(construyes un cilindro) con los demds sub-intervalos, ;Qué tan
cercano estis del volumen que se te pidio colcular?

Realiza el cdlculo de los volimenes de los cilindros construidos a anota tus
procedimientos en Ia parte de abajo.

Farte 2. El ¢jercicio con el software

Utilizando el software. .. Ya sabris cudles son los pasos a seguir con la ayuda de la parte
1 para utilizar V.G SumasR.

Ahora obtén tus respuestas ol ejercicio anterior pero utilizando el programa.
Escribe s conclusiones acerca del trabajo para trabajar Sumas de Riemann, a papel ¥

lipiz ¥ con el sofiware. Analiza los procedimientos desde distintos puntos de vista.
Concluye en al aprox. [0 renglones lo que has observado,
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Dentro de las actividades anteriores, en el areaotelusiones, los alumnos

manifestaban ya algunos detalles al trabajar caofélvare. Unos detalles a favor y por
supuesto, otros en contra. Por ejemplo, algundssdeuntos a favor indican que es facil de
entender, los graficos son buenos pero que se pusdprar, lo visual esta dentro de los
estandares de agrado, tiene ayuda en la partéoméer la pantalla, lo que permite que se

visualice de buena forma lo que estd saliendo tamselltado y comparar si se estan

haciendo bien las cosas. Algo que parece buena ieslusion de campos indicadores de

respuestas que verifican si estan escribiéndos#iadss correctos o no.
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CAPITULO V

5.1 CONCLUSIONES

Es importante sefialar que el software que se hpamm@o con la ayuda de
alumnos y profesores de la universidad por pocodeasn afio es aun una aplicacion que
tiene detalles corregibles en varios sentidos.efnplo se puede ver en el apartado de la
interfaz en el capitulo 3 que tiene una apariecoraln y corriente del software que existe
sobre matematicas. Por supuesto que se puedengtaescias sobre el disefio del mismo
para que su apariencia sea del agrado del usuasiocomo también favorezca la
apreciacion clara de sus componentes en pantaljey al mismo tiempo ayude al
estudiante de Céalculo Integral a retener los cdosegue intentan ensefiar con ayuda del

software.

Una ultima observacion sobre los resultados cordestanteriormente es que el
software en gran medida puede agilizar no solsteideo de Sumas de Riemman, sino de
otras areas del Calculo Integral, puesto que cuaedaplicaban algunos de los ejercicios
los alumnos decian cosas como “¢y no calcula ialeg” “¢como se trabajaria con el
software si se quisiera ensefiar derivadas?”, oleritanno abarcaria todo el Célculo
Integral , pero es seguro que si contiene masjtraioa otros conceptos entonces se veria

MAs rico en contenido y se podria utilizar masueatemente en cursos similares.

Calguevi 1.0 esta pensado para que pueda ser aradm a mas grupos de la
facultad de ingenieria una vez que tenga los sitesgeelementos que aun le hacen falta:
calculos de integrales y derivadas, series, gmfilsamas de dos funciones en una misma
pantalla para un mismo problema, asi como los eltymevisuales de areas y volumenes
necesarios. Sera en otro momento no lejano y erestrito similar cuando se esté leyendo
gue Calguevi es un software mas o menos completo ayuda a la ensefianza y al

aprendizaje del Célculo a nivel Licenciatura.
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APENDICE
a) REGLA SE SIMPSON

Esta regla recibe ese nombre en honor al matemétgtés Thomas Simpson
(1710-1761) y aproxima una funciéh mediante polinomios de a lo mas, grado dos. La

regla dice:

Seaf continua end, b. La regla de Simpson para aproxinjagrf(x)dx es

b-a
3n

[0 090k = 2 S[F(x) + A1) +2(x,) + A1) + ..+ 41 (x,) + F(x,)]

Ademas, cuandm - o, el lado derecho tiendejé f(Xdx Nota:n debe ser par.
b) REGLA DE LOS TRAPECIOS
Seaf continua end, b]. La regla de los trapecios para aproxirdi}\rf(x)dx es

b

[, 1090x=2" 211 (%) +21(6) +2106,) +21() #...+ 21 (x,) + F0))

2
Ademas, cuando - oo, el lado derecho tiendeE{ f(Xdx

c) INTERPOLACION

En las aplicaciones es frecuente tratar funcionses mp son del tipo de las
elementales, ademas de que también es comun aemnéerat funciones definidas en forma
tabular o grafica, de las que se desconoce sus@pranalitica. Un ejemplo de esto es la
interpolacion de datos obtenido experimentalmetid@de entendemos por interpolacion
gue un conjunto discreto de datos continuara cenniésmas caracteristicas que los
obtenidos hasta cierto momento.

Cuando los resultados no se requieren con graxiagaoion, estos problemas se
resuelven, generalmente, usando técnicas gréafiedsante la construccion de tangentes a

las curvas trazadas en forma aproximada y estimareds bajos las mismas. Sin embargo,
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hay casos en los que se requiere dar una aproXimadta, y para esto existen varios
métodos numéricos disponibles. Estos métodos densibasicamente, en sustituir la
funcion determinada por datos experimentales, o ppa expresion matematica

complicada, o por una funcién que aproxime a lo#tgmique la definen. Generalmente, se

usan funciones racionales enteras (polinomiosyideepo, segundo y tercer grado.

Al discutir los errores en que se incurre al uaarfbrmulas para derivar e integral
numéricamente, se vera que los errores inherentasdarivacion son mayores que los

correspondientes a la integracion.
. Interpolacion por el método de Newton:

Dada la funciony = f(x) de finida por la siguiente tabla (los incremensos
constantes en los valores xg el problema de la interpolacion consiste en ptrao el
valor de la funciori(x) para un valox incluido entre dos valores consecutivos de laatabl

X, <X<X.,.- Un primer intento para resolver este problemasiste en admitir que la

funcionf(x) se aproxima a un polinomf(x) de grada, que pasa por todos los puntos que

definen la funcién, como se muestra enseguida.

X Vi
K | ¥
. | y=F(x)
X=X+ n 1 .
r
: L y=F®
X, =X, +2h ) | — -
- - ¥
G =X, + 3k \
X, =X, +4h Vs
N T T
o= X, + 11 1 0 X,

Figura 3C.

77



El valor y, se puede encontrar como

k(k -1)
|

Ry, + k(k-1)(k-2)
3

Y = Yo T KAY, + A3y0+...

. Interpolacién de Lagrange:

Este método trata de encontrar una féormula depokaeion aplicable a funciones
tabulares con valores de que no son necesariamente equidistantes. Para hace
interpolacion, se busca un polinomio que pase pdog los puntos de la tabla y de la
grafica mostrada. Es evidente que si tuvieran amécde dos puntos, el polinomio que
pasaria por estos puntos seria de grado unotsviseean tres puntos, el polinomio seria de

segundo grado, etc. En el caso general de tepantos, el polinomio seria de graale 1,

0 sea
y=ax"t+ax"?+..+a,,Xx+a,,.
Este polinomio puede escribirse, para dos puntyspc
P(X) = Lo (¥) £(xo) + L (%) F(x,)
donde
X_
L= %
L(x) = 27 % .
1~ %o
Para tres puntos
P(X) = Lo (X F(%) + L (¥ F(x) + L (X) F(xy).
donde
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L= XX
(X0 =X)(X = X%3)
(X_XO)(X_XZ)
(% = %) (X, = X%;) .
(X= %) (X = %,)
(X, = %) (X, = %) .

L(x) =

L,(X) =

Y de manera general
PO = Lo (¥ £(X) + L2 (¥) F00) +. 4 L (%) £X,)
=3 (%)L, 0

donde

(X=X ) (X = %) (X = X4 )(X = X, )
(Xk - XO)(Xk - Xl)"'(xk _Xk—l)(xk _Xk)
_ (X_Xi)

B =0 (% = %)

i

Ln,k (X) =

. El método de Minimos Cuadrados:

Dada una funcion en forma tubular (como hemos digw un conjunto de

puntos), se trata de obtener los valores de Id&cgm@es de la funcion siguiente:
y=f(x)=a, +ax+ax*+..+a x"

cuya gréafica es una curva suave que se acercmaylaria de los puntos. La desviaciéon de

la curva de los puntos dados es
ri = yi - g(Xi),i = 1'21’L

donde L es el nimero de puntos dados. El totabgecliadrados de la derivacion es el

siguiente
L
R= Z (r)?.
i=1
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Hacemos iguales a cero las derivadas parcial&socoa respecto a los coeficientes

del polinomio para minimizar &

ﬁ =0,n=01...,N
oa

o en forma equivalente

i( x"")a, =ZL‘,xikyi,k: 01..N.

L
n=0 i=1 i=1

Notese que estos temas enriquecen la utilidadpoptencialidad de la matematica
misma. La finalidad es formar alumnos con mas h@eatas para resolver problemas. El
software entra en juego cuando en alguna de laguptas se pide graficar la funcion

obtenida y encontrar el volumen del sélido en aligéervalo especificado.
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Programa para la materia de Calculo Integral:

Semana  Tema/ Subtema

1 Antiderivadas e Integral definida
Definicion de antiderivada. Antiderivada de fun@srconocidas
Propiedades de la antiderivada. Operaciones igish

2 Sumas de Riemann

Definicidén de funcidén integrable en un intervalo.

Propiedades de la integral definida

3 Integrales de funciones conocidas

Teorema Fundamental del Célculo

Teorema del valor medio para integrales
4 Sucesiones y series
Concepto de sucesion

Convergencia de sucesiones
5 Operaciones entre sucesiones, limites de sucesiones
Teoremas basicos sobre convergencia de sucesiones

6 Concepto de serie

Convergencia de series

7 Prueba de la integral para series
Series de potencias. Serie de Taylor y McLaurin
Integracion por sustitucion y cambio de variable

Integracion por partes

10 Integracion trigonométrica y sustitucion trigonorieat
11 Integracion por fracciones parciales
12 Aplicaciones de la Integral Definida

Area bajo la curva, Area entre curvas

Integracién numérica

13 Volumenes; sélidos de revolucién
14 Trabajo

Momentos de masa.
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15

Longitud de arco

Integrales impropias
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