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RESUMEN

Las figuras planas son de gran interés debido sus multiples aplicaciones y propieda-
des, algunas de esas aplicaciones se dan en el procesamiento de imdgenes, en algunos proble-
mas de mecanismos y en el trazado de dibujos mediante el ordenador. Las fronteras de este
tipo de figuras son curvas cerradas simples y por ende pueden ser utilizadas para caracterizar
a la figura. En este trabajo se adoptan las funciones radial y dngulo para la determinacién de
figuras planas y se da una modificacién de un modelo conocido de la clasificaciéon de image-
nes. Se propone una modificacién al modelo de clasificaciéon de formas llamado C-R, con la
cual dicho modelo podria volverse invariante a rotacion. La invariancia a rotacién se obtie-
ne encontrando dos puntos cuya propiedad es que no se afecten por rotaciones en un medio
discreto. También, se demuestran algunas propiedades de las curvas isopticas, siendo de las
mas relevantes, la relacidn entre el drea encerrada por una curva dada y el drea encerrada
por sus isopticas, y el hecho de que un cuerpo convexo centralmente simétrico en el espacio
Euclideano n-dimensional sea una bola Euclideana si alguna de sus superficies isdpticas es
homotética a él, en particular cuando se trata de una figura en el plano, es un disco Euclideano
st alguna de sus isOpticas es homotética a €l.

(Palabras clave: funcion radial, funcion dngulo, iséptica homotética, cuerpo conve-
x0, modelo radios-centroide)






SUMMARY

Plane curves are of great interest due to their multiple applications and properties,
some examples of applications are in image processing, in some mechanisms problems and
in shape design. Boundary of plane curves are simple closed curves there for, they can be
used to make a characterization of the curve. In this thesis the radial function and the angle
function are used to determine plane curves and is analyzed a modified model for image
classification. It is proposed a modification for the C-R model which give to the model the
rotation invariance. The invariance is reached once it is found a pair of points which principal
property is that they are not affected by rotations in a lattice. In addition, some properties of
isoptic curves are proved, one of the most relevant proofs is the relation between the enclosed
area by a given curve and the enclosed area by its isoptics; other relevant proof is the fact
that a centrally symmetric body in the n-dimensional Euclidean space is an Euclidian ball if
there is one of its isoptic surfaces which is homothetic to the body, particularly when is about
a curve in the plane, is an Euclidean disc if one of its isoptics are homothetic to itself.

(Key words: radial function, angle function, homothetic isoptic, convex body, centroid-
radii model)
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1. INTRODUCCION

Un gran avance en la investigacion de clasificacion de formas es el uso de las pro-
piedades de las siluetas de los objetos, ya que las siluetas no tienen hoyos y son representadas
por curvas cerradas simples. Una rama de las matematicas que estudia objetos a partir de su
silueta es la tomografia geométrica, cuyo objetivo principal es determinar un conjunto si se
conoce alguna informacién parcial de éste.

En este trabajo se adoptan dos funciones, la “funcién dngulo” y la “funcién radial”,
para la determinacion de figuras planas a partir de su silueta. La funcién angulo es tratada
desde el punto de vista tedrico, mientras que la funcién radial es analizada en busca de la
mejora de un modelo de descripcién de forma que ha sido utilizado para la clasificacion de
plantas y siluetas humanas desde hace algunas décadas, el modelo Radios-Centroide (C-R,
por sus siglas en ingles (Tan et al. | 2000)).

1.1. Antecedentes

La tomografia geométrica cuenta con herramientas que son de gran utilidad para
la descripcion de forma de un objeto de manera digital. Una de estas herramientas es la
funcidn radial; esta técnica es utilizada en una gran cantidad de modelos como base para
obtener el descriptor de forma, algunos de ellos son reportados por: Fan! (2001), |Li y Simske
(2002)JKong et al. | (2007) y Mocanu (2010).

1.1.1 La funcion radial y el modelo C-R

Hasta el momento se han desarrollado varios modelos para la descripcién de un ob-
jeto en una imagen digital, ya sea por una cubierta rectangular, por los vértices del polinomio
de aproximacion, utilizando la textura o color del objeto e incluso utilizando algunas carac-
teristicas geométricas del objeto como didmetro, ancho, excentricidad, etc. Sin embargo los
modelos existentes presentan una precision insuficiente o utilizan demasiados recursos debi-
do a la complejidad que presentan al trabajar con transformaciones de la imagen original, ya
que la imagen bajo la transformacidn es una aproximacion de la imagen original.

El primer antecedente directo del modelo C-R es el trabajo de Chang et al. | (1991)),
donde surge la idea de utilizar el centroide de los puntos en la frontera de la imagen y las
distancias a los puntos caracteristicos del objeto. Dicho modelo es invariante a traslacion,
escala y rotacion pero para obtener los puntos caracteristicos se requiere de bastante trabajo.
La Figura[I.I|muestra el proceso del que consta, a grandes rasgos, su método.



: ) S Obtencidn del borde o
Imagen del objeto Imagen binaria i[ frontera
Representacion de la |, Extraccion de los | Ordenar los puntos en
forma A puntos caracteristicos la frontera

b Clasificacion

Figura 1.1: Diagrama del método general de Chang.

Tan et al. | (2000) proponen un modelo que hasta el momento resulta de interés
debido a lo sencillo que es de entender. El modelo se basa en las longitudes de los segmentos
que unen al centroide con los puntos en la frontera de la forma. Si las longitudes para dngulos
correspondientes son tolerablemente iguales, para un nimero suficiente de puntos, entonces
la figura es clasificada como similar. Para la aplicacién del modelo se debe tener la figura
a blanco y negro, usualmente la figura blanca y el fondo negro. Cada pixel es representado
por su color y asi la forma de la figura puede ser representada por un vector cuyas entradas
serdn las longitudes de los radios que van del centroide al borde de la figura. Como medida
de similitud se utiliza la distancia entre radios correspondientes.

A partir de entonces y debido a la sencillez y eficacia del modelo C-R se han pro-
puesto diversos modelos que tratan de solucionar aquellos problemas que el C-R no es capaz
de solucionar, como el hecho de no ser invariante a rotaciones y de no ser capaz de clasificar
objetos no convexos. Ejemplos de ello son: Fan (2001), el cual propone utilizar el histograma
de los radios para hacer la comparacion robusta a rotaciones. Sin embargo existen figuras
cuyo histograma es igual y las figuras no lo son lo que es un gran problema de dicho modelo.
Otro trabajo basado en el C-R es el de L1 y Simske (2002) que utilizan, como parte primordial
en su modelo, la desviacion estdndar de las longitudes de los radios como una medida de la
transformacion aplicada a la figura y por consiguiente de la medida de similitud entre figuras.
Tan et al. |(2003)) introducen una generalizacion del modelo CR que trabaja también con todo
tipo de figuras (no convexas, formas céncavas y con hoyos).

El procesamiento de imdgenes se utiliza hoy en dia para la clasificacion de plantas,
por ejemplo por medio del reconocimiento de sus hojas. Ejemplos de ello son el trabajo de
Caballero y Arandal (2010) que representan la forma usando un descriptor de forma basado
en la curvatura del contorno de la hoja. Por otro lado, Chaki y Parekh| (2012) introducen
el método de Superposicion Binaria (B-S) para el reconocimiento de plantas que consiste en
comparar las imdgenes binarias de las hojas por superposicion y usando la suma de los valores
de los pixeles diferentes de cero resultantes como el vector de caracterfsticas. |Chaki y Parekh
(2012) realizan la validacién de su modelo contrastandolo con el de Momentos Invariante
(M-I) y con el modelo C-R. De dicho contraste se obtuvo la Tabla la cual muestra un
resumen de la precision de cada método. Se puede ver no hay diferencia significativa entre el
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Tabla 1.1: Resumen de precision de algunos métodos.

Método/Clases de plantas | A B | C Precision
Total
M-I 96 | 100 | 47 81
C-R 97 | 100 | 47 98
B-S 100 | 100 | 97 929

modelo C-R y el B-S para las tres clases de plantas utilizadas: A(Arbutus Unedo), B(Betula
Pendula Roth) y C(Ptosporum Tobira).

Es de gran interés el andlisis del modelo C-R debido a que ha sido la base de esos
modelos que han resultado utiles para la clasificacion y detecciéon de formas. Ademds, el
modelo C-R es muy sencillo y en comparacién con algunos métodos mds recientes presenta
un menor tiempo de procesamiento y tiempo de comparacién, como se ve en la Figura[1.2]

1
08 -
086
04 -
0.2

o

Precision

01 02 03 04 05 06 07 08 08 1
Sensibilidad

e DH TA CR—I—FD-‘—CRTA‘

a)

Tiempo de procesamiento Tiempo de comparacion

S oy B

|[oCR mTA mDH oFD mCRTA| OCRE@TA®DH OFD @ CRTA

b) c)

Figura 1.2: Comparacion entre los métodos FD (Fourier Descriptors-Based-Method
11986)), TA (Turning Angle Method (Arkin et al. | [1991)), DH (Distance Histogram
Method 2001)), CR (Centroid-Radii model) y el CRTA (Centroid-Radii and Turning
Angle Method (Mocanu, 2007)). a) Precision y sensibilidad, b) tiempo de procesamiento
promedio y c) tiempo de comparacién promedio

Recientemente, Romero-Gonzalez y Vargas-Vazquez (2013) desarrollaron una he-
rramienta informadtica que ofrece diversa informacién sobre varios pardmetros de las hojas
(4rea foliar,longitud, anchura, excentricidad), para ello realizaron una combinacién de distin-
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tos métodos y técnicas, tales como los momentos invariantes y redes neuronales artificiales.
El programa que realizaron fue creado de tal forma que pudiera ser enriquecido al incorporar
nuevas especies de plantas y técnicas que mejoren la clasificacion al mismo tiempo que siga
siendo una alternativa econdmica a los productos existentes en el mercado. El programa fue
implementado con 13 especies de plantas que fueron encontradas al rededor de la Facultad
de Ingenieria de la UAQ, de cuatro de ellas se tomaron 50 muestras y del resto se tomaron

10. La figura [[.3] muestra la imagen de una de las hojas utilizadas y la firma que describe su
forma.

e

P

e SRR e
] i 1 i i
! ! |

! { !

|
|
|

Figura 1.3: Ejemplar utilizado en el trabajo de Romero-Gonzdlez y Vargas-Vazquez (2013)
y la firma que describe su forma.

Los métodos empleados por Vargas-Vizquez y Romero-Gonzélez tienden a con-
fundir algunas especies incluso cuando las hojas pueden ser distintivas en forma por lo que
proponen como método adicional implementar como descriptor de forma las firmas de forma.

1.1.2 Antecedentes de la funciéon angulo

La “funcién dngulo” también proporciona informacién sobre un objeto plano, sin
embargo los resultados existentes al respecto contindan siendo inicamente tedricos. Cuando
la funcion dngulo es constante, es decir, cuando se considera el conjunto de puntos desde los
que el angulo visual es un valor fijo, estos describen una curva conocida como isoptica. Si
restringimos la funcién dngulo de una figura K a los puntos de una de sus isOpticas entonces
no necesariamente se determina de manera tnica la figura. Por ejemplo, la isdptica con dngulo
recto de una elipse es un circulo y de igual manera la is6ptica con dngulo recto de un circulo
es un circulo. Entonces, tenemos dos figuras distintas cuyas isdpticas son iguales y por lo
tanto sus funciones dngulo son iguales desde los puntos de un circulo (ver Figura|l.4)).
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Figura 1.4: Ejemplo de figuras cuya isdptica es similar: elipse y circulo.

Sin embargo, se tienen resultados positivos en cuanto a isopticas. En 1950, John. W.
Green demuestra que es posible saber si un conjunto convexo plano es circulo, mediante sus
isopticas. |[Kurusa (2012) por su parte demostrd que si dos poligonos convexos tienen funcio-
nes dngulo iguales para cada punto en el circulo unitario, entonces los poligonos son iguales.
Otro resultado interesante es el que demostré Nitsche utilizando el resultado de Green, el
demostré que si para una figura convexa dos de sus isOpticas son circulos entonces la figura
es circulo.

Aunque en general, no se puede decir mucho sobre la frontera de una figura convexa.
Si conocemos alguna de sus curvas isdpticas, para el caso cuando ésta coincide con alguna
otra curva especial, se puede determinar alguna de las propiedades de la figura y en ocasiones
se puede determinar exactamente la figura.

1.2.  Descripcion del problema

Dada una figura convexa A (un conjunto compacto convexo con interior no vacio),
se puede determinar la frontera de ésta mediante la funcion radial o la funcioén dngulo.

Un problema interesante es determinar si dos figuras son distintas o no mediante
el conocimiento de su funcion radial, incluso en el caso de que su funcidn radial no sea la
misma. Por ejemplo, dos figuras que sélo difieren por una rotacion tendran funciones radiales
distintas, de igual manera si sélo difieren por una dilatacién. Entonces, nos interesa saber si
dos figuras son similares aunque sus funciones radiales sean distintas.

Otro problema interesante es conocer un objeto a partir de su funcién dngulo, sin
embargo, no es practico utilizar la funcién dngulo desde todos los puntos del plano, més bien
se desea encontrar conjuntos de puntos suficientemente pequefios de manera que conociendo
la funcién dngulo para esos puntos sea suficiente para determinar de manera tnica al objeto.

Hablando del caso de estudio, es bien conocido que la manipulacién de datos, ima-
genes y cualquier otro tipo de archivo en forma manual es tediosa y puede llevar a la pérdida
de informacién por lo que llevar una base de datos de dichos documentos es de gran utilidad
para la agilidad de los sistemas. Sin embargo, hoy en dia, la cantidad de imagenes que pueden
ser capturadas y por ende introducidas en una base de datos es inmensa por lo que crece la
necesidad de mejores métodos de clasificacion y deteccion de formas.
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En aiios recientes, muchos métodos de recuperacion basados en la forma han sido
desarrollados. Sin embargo, la recuperacién basada en la forma estd lejos del éxito. Una
razon es que las representaciones de forma existentes no son lo suficientemente precisas para
implementar una recuperacion efectiva. Algunos modelos existentes para la descripcion de
la forma de un objeto en una imagen no son invariantes a la rotacioén de la imagen lo que
puede resultar en falsos positivos y aquellos que si lo son reportan un sacrificio en el tiempo
de procesamiento.

1.3. Justificacion

La mejora de los métodos existentes para la descripcion de objetos de manera digital
resultard en una reduccion de costo o tiempo de procesamiento y es por ello que tratar de
explotar al maximo las propiedades geométricas de las figuras es de gran importancia. La
funcién dngulo y la funcién radial tienen propiedades muy ttiles para la descripcion de forma,
muestra de ello es que la funcion radial ya ha sido utilizada con éxito para este propdsito
desde el afio 2000. Por otro lado, la funcion angulo puede ser de gran utilidad, por ejemplo
estas son utilizadas para calcular curvas de bezier y en algunos problemas de mecanismos.
Sin embargo, los resultados existentes sobre la funcién dngulo y sus propiedades no son
suficientes, hay mucho material por descubrir y es por ello que se requiere de un arduo trabajo
en esta area.

Debido a que la funcidn radial ya ha sido utilizada para la descripcién de forma ya
que el modelo C-R es sencillo y eficaz, aun se cuenta con detalles que podrian ser mejorados
(como el hecho de que no es invariante a rotacion); ademas el incremento de las tecnologias
basadas en imagenes digitales y video trae consigo una gran necesidad de desarrollo de estas,
ademds de métodos capaces de obtener la mayor utilidad de ellas, por lo que es necesario
realizar mejoras a dicho modelo.

En otro sentido, es cierto que para el reconocimiento de imagenes ya se tiene una
gran cantidad de modelos, sin embargo, siempre es posible mejorar la efectividad con que
se compara o la velocidad con que se procesan las imagenes. Ademds, se sabe que muchas
veces al mejorar la capacidad del método para detectarlas o clasificarlas se puede sacrificar
velocidad y el modelo C-R podria ser mejorado de tal forma que conserve o disminuya su
tiempo de procesamiento.

1.4. Hipotesis y objetivos
1.4.1 Hipétesis.

A partir de la utilizacién de dos puntos especiales, el centroide y el centroide de
la frontera de la forma, se determina de manera unica el radio inicial en el modelo C-R lo
que vuelve el modelo invariante a la rotaciéon. Demostrar la siguiente conjetura: “Si para un
conjunto convexo K € R?, una de sus isépticas es homotética a K, entonces K es un circulo”

1.4.2 Objetivo general.

Determinar cudndo dos figuras convexas son iguales salvo por transformaciones de
traslacion, homotecia o rotacion mediante las funciones radial y la funcién dngulo.

6



1.4.3 Objetivos particulares.

1. Desarrollar un algoritmo que sea invariante a la escala, la traslacion y la rotacion, para
el reconocimiento de objetos sin hoyos a partir de la determinacién de manera Unica
del radio de inicio en el modelo C-R.

2. Demostrar la conjetura.






2.  FUNDAMENTACION TEORICA

Para la representacion de una figura en una imagen hay dos tipos de descriptores, los
que se basan en la forma de la figura en la imagen y los que se basan en el contenido de la
imagen. Los descriptores mds utilizados son los basados en la descripcion de forma ya que las
siluetas no tienen hoyos y son representadas por una curva cerrada simple. Una herramienta
utilizada para la descripcion de forma que aprovecha estas caracteristicas de las formas es la
tomografia geométrica.

La tomografia geométrica sirve entre otras cosas, para conocer la forma de un ob-
jeto de una manera no invasiva y ademds cuenta con muchas herramientas matematicas que
pueden ser utilizadas para la descripcion de formas. Los rayos-x y la funcién dngulo, al igual
que la funcion radial son ejemplos de técnicas que se utilizan para la descripcion de forma de
un objeto. Sin embargo, los objetos mds simples para clasificar o describir en forma, son los
objetos convexos.

DEFINICION 2.1: Sea K un conjunto en R". Decimos que K es un conjunto convexo si para
cualesquiera dos puntos z,y € K el segmento [z, y| también estd contenido en K.

Computacionalmente, se piensa en una forma como un drea blanca con fondo negro
(o viceversa) que representa un objeto en una imagen, como en la figura Cada pixel de
la imagen es representado por su color y sus coordenadas; el contorno consiste de aquellos
pixeles blancos con al menos un vecino negro.

Figura 2.1: Ejemplo de forma en una imagen.



La funcion radial depende tinicamente de las distancias entre los puntos en la fron-
tera y el origen, por lo que es practico utilizarla para la descripcion de forma; ademads, es
invariante a traslacion, a escala y a rotacién con el origen fijo. Sin embargo, la funcién radial
utilizada como herramienta para la descripcion de forma no aporta la invariancia a rotacion
por si sola.

DEFINICION 2.2: Si el origen esta contenido en K, para cada direccién u, la funcion radial
en u es la distancia del origen hasta el punto donde el rayo con direccién w interseca a la
frontera de K.

Figura 2.2: Representacion de la funcidn radial.

El modelo para descripcion de forma C-R utiliza una funcién radial como base, y
con ello adopta la invariancia a traslacién y escala. Ademds, puede notarse que la funcién
radial no sélo puede ser usada con objetos convexos sino estrellados.

DEFINICION 2.3: Sea A € R" y a € R". El conjunto A tiene forma de estrella, o se dice
estrellado en a si para cada L que pasa por a el conjunto L N A es conexo.

2.1. El modelo C-R

En el modelo C-R las longitudes de los radios de una forma desde su centroide a
intervalos regulares son las que se utilizan para describir la forma. El centroide de la forma se
posiciona en (C,, C}y) donde C, y C,, son respectivamente, el promedio de las coordenadas x
e y para todos los pixeles negros y m el niimero total de pixeles en la forma, como se muestra
en la ecuacién 2,11

O — > i T C - D i i @.1)

‘ n Y n ’
De esta manera un radio es una linea recta que une el centroide con un punto de contorno.
Si (x;, ;) son las coordenadas del pixel en el contorno que corresponden al radio i-ésimo y
(Cy, Cy) son las coordenadas del centroide, la longitud del radio correspondiente estd dada
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por

Lip = \/(Co — )2 + (C, — ). 2.2)

Sea 0 el intervalo regular (en grados) entre cada radio. Entonces, el nimero de intervalos esta

dado por

360
K=2=
0

Todas las longitudes de los radios son normalizadas al dividir por la longitud del radio mas
grande como se muestra a continuacion
Lig

lip = I (2.3)

Ademads, sin pérdida de generalidad, supéngase que los intervalos son tomados en el sen-
tido de las manecillas del reloj comenzando en la direccion del eje y positivo; entonces el
descriptor de formaes S = {lo, lg, ...,k }

180

100

0+

longitud del radio

0

L 1 1 1 1 1 L 1
0 100 200 300 400 500 600 VOO BO00 900

intervalo

Figura 2.3: Representacion del descriptor de forma de una imagen con el modelo C-R (Kong
et al., 2007).

Sean Sy = {l1g,l1g,...,l1g} y So = {{20,129, . ..,[2ky} dos descriptores de forma
de imdgenes diferentes, entonces se dird que dos imdgenes son similares si se cumple la
desigualdad (2.4)), donde MRDT es la diferencia mdxima tolerada. En el trabajo realizado
por Tan et al. (2003) un MRDT de 0.15 les fue util.

l1ip — 12i| < MRDT Vi € [0,k — 1]. (2.4)

De esta manera, las figuras distintas pueden ser diferenciadas unas de otras con un ndimero
suficiente de radios. Sin embargo esto se restringe a figuras convexas. Para formas que son
concavas o con hoyos, Tan et al. | (2003) recurrieron a la introduccion de m anillos imagi-
narios. El ¢-ésimo anillo es un circulo imaginario centrado en el centroide con radio igual a
1-— % veces la longitud del radio mayor, con 0 < 7 < m — 1. El anillo cero es el radio mas
alejado con longitud igual a la del radio mayor. El refinamiento define un borde para cada
anillo y para cada borde nuevo se aplica el mismo proceso de obtener un conjunto de radios
pero en este caso la longitud del radio méximo esta limitada por el radio del anillo. Hay casos
en los que una linea que se extiende desde el centroide toca a 2 o mds puntos frontera. Para
esos casos, s6lo los mds largos se extraen. Debe notarse que para formas convexas sin hoyos
como circulos y cuadrados, el uso de anillos es excesivo. Luego, se puede decir que un anillo
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es util si aporta mds informacién que sus anillos exteriores. Para una forma, el anillo O es
siempre util ya que no tiene anillos exteriores. Para un anillo j(0 < 7 < m— 1), si la longitud
del radio en el dngulo # es igual al radio del anillo, el radio no indica la presencia de una
nueva frontera.

A pesar de la generalizacion realizada por Tan et al. |(2003)) el Modelo C-R presenta
algunos inconvenientes; no es invariante a rotacion y se pierde informacién sobre la forma
cuando el nimero de intervalos es pequeio, por ejemplo, en la figura [2.4] se muestra una
forma con intervalos de 45° en la que las firmas generadas comenzando a partir de rotaciones
de 45° son distintas, por lo que el modelo C-R las clasificaria erroneamente.

Figura 2.4: Ejemplo de una forma con intervalos tomados a partir de un angulo de 45°. Al
considerarse los puntos A, B, C'y D se obtiene diferente centroide que si se consideran los
A, B, C"y D', 1o que da lugar a una clasificacion ineficaz.

Por otro lado, Kong et al. | (2007) desarrollaron otro método basado en el C-R que
funciona para figuras no convexas ya que asume que la frontera de la forma es una curva
cerrada de un pixel de ancho y utiliza cada pixel en la frontera de manera ordenada desde el
punto de partida (que puede ser el eje = 0 y positivo), para obtener el descriptor de forma con
el modelo C-R. De esta manera se soluciona uno de los problemas que presenta el C-R ya
que al considerarse cada pixel en el contorno de la forma no se pierde informacién y como
se considera de manera ordenada se obtiene la firma del objeto sin importar si la figura es
convexa o no. Ademds, en su trabajo realizan el experimento para diferentes resoluciones
y reportan que entre mayor resolucién mejor precision. Sin embargo, es necesario sefialar
que siempre comparan entre imdgenes con la misma resolucién debido a que un cambio
alteraria el nimero de elementos en la frontera y no seria posible la comparacién. Aunque
su método no funciona para formas con hoyos y resta obtener la invarianza a rotacién que
permita clasificar y describir objetos no convexos de manera eficiente.
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2.2. Lafuncién angulo para la caracterizacion de forma

Otra manera de caracterizar objetos es a partir de la funcién dngulo. Esta herramienta
de la tomografia geométrica ha sido estudiada desde hace décadas, incluso por el famoso
matematico Green| (1950) quien obtuvo resultados muy interesantes desde el punto de vista
tedrico. A continuacidn se define la funcién dngulo.

DEFINICION 2.4: Sea C una curva cerrada y convexa. Para cada punto x en el plano (fuera
de () se define la funcién dngulo ac(x) como la medida del dngulo visual de C' desde el
punto z. Donde el angulo visual es el angulo que forman las lineas soporte que pasan por x y
que son tangentes a C'.

Figura 2.5: Representacion de la funcién dngulo.

Cuando la funcién dngulo es constante, cuando se considera el conjunto de puntos
desde los que el angulo visual es un valor fijo, estos describen una curva conocida como
isoptica. Debido a que una curva puede ser parametrizada por la funcién soporte y a que la
isOptica también es una curva, esta también puede ser parametrizada por la funcién soporte.

DEFINICION 2.5: Sea K € R"™ un conjunto compacto convexo. La funcién soporte de K es
p: K —R,
K. u) = méx{xz,u
P ) = méx(z,u)
para cadau € S" L.
Entonces, la iséptica de una curva C' queda parametrizada por la funcién soporte de
la siguiente manera.
x = pcost) — p'sinb,

y = psind + p'cos0.

Si restringimos la funcién dngulo de una figura C' a los puntos de una de sus isop-
ticas entonces no necesariamente se determina de manera tnica la figura. A pesar de que el
tema de las curvas isdpticas no es nuevo en geometria de curvas, existen muchas preguntas
interesantes concernientes a las propiedades de estas curvas y sus relaciones con la curva
dada. Es fécil ver que isopticas de circulos (para cualquier dngulo) son circulos concéntricos.
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Sin embargo, la proposicién inversa no es cierta, es decir, existen curvas convexas, ademas
del circulo, las cuales tienen circulos como isépticas. Por ejemplo, la iséptica con dngulo rec-
to de una elipse es un circulo y de igual manera la is6ptica con angulo recto de un circulo es
un circulo. Entonces, tenemos dos figuras distintas cuyas isOpticas son iguales y por lo tanto
sus funciones dngulo son iguales desde los puntos de un circulo.

Sin embargo, M. S. Klamkin conjeturd que si existen dos circulos concéntricos que
son isOpticas de una curva convexa, entonces dicha curva debe ser un circulo. Esa conjetura
fue probada por Nitsche| (1990) quien la probd utilizando una afirmacion establecida por
Green|(1950).

TEOREMA 2.1. (Teorema de Green) Una curva convexa, cuya isoptica de dngulo 5 es un
circulo concéntrico a ella, es un circulo si § es un miltiplo irracional de 7 o si 8 = ()7

donde m y n son primos relativos positivos y m es par.

TEOREMA 2.2. Sea C' una curva convexa en el plano. Si hay dos circulos concéntricos K y
K5 que son isopticas de C', entonces C' es un circulo Euclidiano.

Figura 2.6: Curva con dos circulos concentricos como isdpticas es un circulo Euclidiano.

A continuacién se presenta de forma detallada la demostracién aportada por Nitche.

Demostracion. Sea (3 un angulo bajo el cual C' es vista desde cada punto de un circulo dado.
De acuerdo con Green (1950), si 5 es un multiplo irracional de 7 o si § = (%)W, donde
m y n son primos relativos y m es par, entonces C' es también un circulo. De esta forma se
necesitan analizar s6lo los casos complementarios. Suponga que dos circulos isépticos de C'
tienen radios I?; y R con Ry > R;,y con centro en el origen. Los dngulos correspondientes
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son 3; = (%)w, By = (%2)7@ donde 0 < 31 < 3 < m, para j = 1,2; los enteros m; y n;
son primos relativos y m; impar.

Es fécil ver que el origen debe ser un punto en el interior de C. Para ver esto, sea
O el origen y suponga que estd en el exterior de C'. Considere un didmetro d del circulo el
cual no interseca a C' y un punto p en el circulo de tal forma que esté del mismo lado de C,
como en la figura[2.7] Ademads, suponga que el segmento pO interseca el interior de C'. Sea
p’ un punto en el circulo tal que pp’ es un didmetro. Sean s y ¢ los puntos de interseccion de
las tangentes a C' desde p con el didmetro d. Ahora, considere las dos rectas paralelas a ps 'y
pt, respectivamente, y que pasan por p'. Claramente, estas paralelas son las lineas p't y p's.
Como C esta contenida en el tridngulo Apst, se tiene que p’s no interseca a C', de la misma
forma para p't. Se sigue que el angulo bajo el cual C' es vista desde p’ es estrictamente menor
que el dngulo en el punto p. Lo que contradice el hecho de que el circulo es una isdptica de
C, entonces se tiene que O debe estar contenido en el interior de C.

Figura 2.7: El origen O debe estar contenido en el interior de C'.

Dendtese por h(f) la funcion soporte de C'. Esta funciéon mide la distancia entre
el origen y la tnica linea tangente orientada hacia C' la cual forma un dngulo ¢ + 7 con
el eje = positivo. La ecuacién de la linea tangentes es x cosf + ysinf = h(f). La curva
C puede ser vista como la envolvente de sus tangentes y puede ser representada en la forma
x = h(6)cos—h'(0)sinb,y = h(#)sin +h'(0) cos 6. Entonces, la curvatura de C estd dada
por [(0) + h"(0)] 7. Se tiene que 0 < h(#) < R; ,y se cumplen las siguientes relaciones, lo
cual puede verse en la siguiente figura[2.§]

h(9) hO+B8), . .
7 |+ arccos[Tj] =5, =12, (2.5)

J

arc cos|
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h(e)

Figura 2.8: Funcidn soporte de C'.

Sumando §3; al argumento en la ecuacién @ y sustrayendo la relacion resultante,

se tiene " m
arc COS[é—j)] — arc cos[%jﬁj)

por lo que, h(0 + 2/3;) = h(6). Entonces h(6) tiene periodos 2/3; y 2/3», ademds del periodo

natural 27r. Como m; y n; son primos relativos, por teoria de nimeros elemental se sabe que

existen enteros a;, b; para los que a;m; + byn; = 1, entonces

1=0

a;(2b;) + b (2m) = a;(—= )27 + b (27)

ajmj + bjnj

= 27( ) (2.6)

"

2m
=

1
Luego, se tiene que i—“ son también periodos de la funcién i (#). Como los m; son impares,

J
se obtiene que h (6 + ), y la relacién (2.5 se convierte en
J

h(0 + -)
arc COS[@] + arccos[————| = f;, j=1,2 (2.7)
R, R,

Por la ley de cosenos la expresion anterior puede transformarse en

B2(0) + h2(0 + ——) — 2cos[B;h()h(6 + —)] = R2(sin B)%,j = 1,2 (2.8)
R?’L]’ n;

Dendtese el maximo comin divisor de los ndmeros n; y ns, por d(n;,ns), entonces, para

algunos enteros v; y vy. Otra vez se tiene que existen enteros a y b tales que bv; + avy = 1

por lo que

2 2w bv1 + avy 2
— —b=2r—= = —
nq ot N9 i dvivy N
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Ademais el nimero N = dvi;vs = v1nsy es un periodo de la funcién soporte. Observe que

T __ pu2 m™ __ pv2 z : s : s om o pu2
a—Tyn—Q—7.Deaqu18681guequeh(9+n—1) 51vgespary51n—l—TSlvlespar.En

cualquier caso,[2.7/implica que h(6) = const., i.e. que C debe ser un circulo. Si v; = 2k; +1
y v2 = 2ko + 1, entonces = kip + % y laresta de las dos expresiones enqueda

2[cos 81 — cos Bo]h(O)h(6 + %) = (Ry)?*sin® By — (Ry)*sin’ B

0,como 0 < 1 < B2 <, h(0)h(0 + §;) = const., por lo que nuevamente C' debe ser un
circulo. 0

Por otro lado, Green| (1951)) establecié una desigualdad para la longitud de las cuer-
das, de un cuerpo convexo, que son vistas bajo un dngulo 7 (cuerdas ortGpticas).

TEOREMA 2.3. (Green) Sea C' una curva cerrada convexa en el plano. Siempre existe un
par de lineas ortogonales que subtienden una cuerda de longitud [/, [ > . Si no existe una
cuerda con dicha propiedad, la curva es un circulo. Donde w es el ancho de C, es decir, w es
la distancia minima entre lineas soporte paralelas de C'.

Demostracion. Sea R un rectangulo de lados a y b, a > b, circunscrito a C'. Considere un
cuadrilatero convexo () inscrito en R tal que cada lado de R contiene un vértice de (). Sea ()
el cuadrilatero para el cual su lado maximo es minimo. Si algin vértice de )y coincide con
algin vértice de R, se ve que (), tiene un lado de longitud > b; por lo que se puede asumir
que cada vértice de (), estd en el interior de un lado de R.

Si se mueve un vértice de () a lo largo del lado de R en el que descansa, incrementa
uno de los lados de () y otro decrece, de aqui se sigue que a menos de que () tenga lados
iguales, su lado mdximo podria decrecer. Entonces )y es un rombo inscrito en R. Lados
adyacentes de Q tienen longitudes de las formas /22 + 42y v/(a — z)2 + (b — y)2, y estas
deben ser iguales. Tambien, \/22 + 42 + /(a — z)2 + (b — y)? es la distancia desde (0, 0) a
(a,b) alo largo de la linea quebrada (0, 0), (z,y) y (a, b).
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b-y

(0,0) X a-x

Figura 2.9: Funcién soporte de C'.

Entonces, se tiene
1
Vatty = oVt +/(a- 2+ (b-y)?l >

Ademas, la igualdad se cumple si y s6lo si a = b.

Para probar el enunciado original, sea R algin rectangulo circunscrito a C'. Si las
longitudes de sus lados son a y b, entonces w < a 'y w < b. Los cuatro puntos de contacto de
los lados de R con C' son los vértices del cuadrildtero descrito con anterioridad, y uno de los
lados debe tener longitud > \/% > 5. Ahora, suponga que no hay un par de lineas soporte
ortogonales que subtiendan una cuerda de C' de longitud > \% Entonces cada rectdngulo
circunscrito debe ser un cuadrado de lado w. Entonces C' es una curva de ancho constante w.

Sea p(#) la funcién soporte de C'. Se sabe que p(6) + p(6 + ) = w. Por la construc-
cién anterior, es claro que para cada rectdngulo R circunscrito a C', los puntos de contacto de
C con los lados de R son precisamente los puntos medios de los dados de R. Entonces, cada
linea soporte de C' tiene exactamente un punto de contacto con C, p tiene derivada continua
y las ecuaciones paramétricas de C' en términos de ¢ son

a?+ b > 2ab >

N | —
N | =
Sl
(N

x = pcost) — p'sind
y = psinf + p'cosh

ademds, para cada 0, el punto (x,y) esta a medio camino entre las lineas

x cos(f + g) + ysin(f + g) =p(0+ g)

La distancia de (z, y) a cada linea es Fa sin 6 & y cos§ — p(0 £ 3) y son iguales, por lo que

2/(0) =p(0+5) —p(0 — 5) = 2p(0 + 5) — w.
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La dltima igualdad resulta de sumar y restar w.
Haciendo ¢(6) = p(#) — 1w, la dltima expresion se convierte en

s

q(0)=q+3)
Esta ecuacion es conocida por tener como sus unicas soluciones periddicas, a las expresiones
de la forma A cos 6 + B sin 6. Entonces p(6) = Acosf + Bsinf + %w, i.e., p es la funcion
soporte de un circulo de didmetro w. 0

El siguiente lema interesante por si mismo serd utilizado para la segunda prueba del
teorema de Green.

LEMA 2.1. Sea v una curva cerrada convexa y diferenciable tal que los puntos medios de los
lados de cualquier rectdngulo circunscrito pertenece a . Entonces y es un circulo.

Demostracion. Sea y(t) la curva parametrizada para ¢t € [0,27] y sea R(t) el rectangulo
circunscrito a 7 tal que uno de sus lados es ortogonal al vector unitario u(t) = (cost,sint).
Claramente, se tiene que R(t + 7/2) = R(t + m) = R(t + 37/2). Denotense los puntos de
contacto entre vy R(t) por y(t), v(t +7/2), y(t +7), y v(t + 37/2), como se muestra en la
figura. Note que el segmento (¢)y(t + ) es ortogonal a los lados correspondientes de R(t),
y se cumple para cada t € [0, 27|. Esto significa que cada normal de -y es una normal doble,
y por un resultado conocido (ver Chakerian y Groemer (1983)))en convexidad, se tiene que ~y
es una curva de ancho constante.

En consecuencia podemos suponer que cada rectingulo R(¢) es un cuadrado con
lado de longitud constante A. Supongase que el origen 0 esta contenido en el interior de la
region encerrada por 7. Sea t algin nimero en el intervalo [0, 27|. Denotense por m(t) y
r = \/2 el centro y radio, respectivamente, del circulo inscrito en R(t). Se tiene que m(t) es
una funcién periédica y diferenciable con periodo 7/2. Se expresa 7(t), por el vector suma,
como (t) = m(t) + r - u(t), entonces debido a

se obtiene
(m(t) +r-a(t),u(t)) = (m(t),u(t)) =0. (2.9)

De manera andloga se obtiene

(m(t+7m/2),u(t+m/2)) =0, (2.10)

(in(t + 37/2), u(t + 31/2)) = 0. @.11)
De (2.9), 2.10), y y comom(t) = m(t+r/2) = m(t+3mw/2), y m(t) = m(t+m/2) =

m(t + 37 /2) se tiene que (m(t), u(t) — u(t +7/2)) =0y (m(t), u(t) — u(t + 37/2)) = 0.
Ahora, como los vectores u(t) — u(t +7/2) y u(t) — u(t + 37 /2) son no colineales, se tiene
m(t) = 0, i.e., m(t) = m para un vector constante m. Como los centros m(t) = m y los
radios r son constantes, se concluye que 7y es un circulo. 0
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Demostracion. (Jerénimo-Castro) Sea R el rectdngulo como en la prueba de Green| (1951).
Se provarad que uno de los lados del cuadrildtero inscrito en R tiene longitud > % Sean A,
B, C'y D los vértices de Ry sea QM N P el cuadrilatero inscrito en 12, con cada vértice de
QM N P como se muestra en la figura[2.10

A" B’

('_rH

Figura 2.10: El camino Q, M, N’, P', ()’ tiene longitud mayor a la del segmento QQ)’.

Replejese el rectangulo con respecto a R, asi se obtiene el rectangulo BC'D' A’ y el
punto P’ en el lado C’"D’. Después refleje BC' D’ A’ con respecto al vértice D', asi se obtiene
el rectangulo Q"A”B'C”, y el punto ()’ en el lado A”D’. Con esta construccion se obtienen
las siguientes igualdades: M N’ = M N, N'P' = NPy P'QQ’ = PQ. Entonces,

QM + MN' + N'P'+ P'Q =QM+ MN + NP + PQ
ycomo QM + MN'+ N'P'+ P'QQ" > QQ)’, se obtiene que
QM + MN' + N'P' + P'Q" > 2va? + b2

. Como la media cuadrética es mayor que la media geométrica, con igualdad si y sélo si
a = b, se obtiene que uno de los segmentos debe tener longitud > 12 con igualdad si y sélo

w

si a = b. Se sigue que uno de los lados del cuadrilatero PQ)M N tiene longitud b > % > 75
Ahora, si no existe un cuadrilitero PQAM N tal que su lado maximo tenga longitud > =,
entonces cada rectdngulo circunscrito es un cuadrado de lado w, por lo que C' es una curva
de ancho constante. Ademas los puntos medios de los lados de cada cuadrildtero circunscrito
pertenecen a C'. Se sabe que cada curva de ancho constante es diferenciable a trozos por lo

que se puede usar el lema 1. Se concluye entonces que C' es un circulo de didmetro w. [l
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También es importante mencionar que las curvas isdpticas son utilizadas en varios
problemas de mecanismos (Wunderlich, 1971)) y como ya se ha visto han sido estudiadas
desde hace largo tiempo, por lo que se tienen resultados conocidos para curvas cldsicas como
las conicas, y recientemente para las curvas de Bézier, ya que estas tltimas son de gran interés
debido a que son utilizadas con frecuencia en el modelado geométrico y en gran cantidad de
software.

2.3. Isopticas de curvas de Bézier

Kunkli et al. | (2013) aportaron un nuevo método para célcular curvas de Bézier de
grados 4 y 5 ya que esto siempre ha sido complicado, incluso para sistemas algebraicos de
computadora. En su trabajo probaron algunas relaciones geométricas de las curvas de Bézier
y sus isdpticas, ademds obtuvieron las isOpticas de dichas curvas.

2.3.1 Las curvas de Bézier

Las curvas de Bézier fueron creadas a principios de los 60 por el Dr. Pierre Bézier y
desde entonces han sido frecuentemente utilizadas en el modelado geométrico. La forma de
una curva de Bézier depende de unos puntos llamados puntos de control y de unas funciones
conocidas como polinomios de Bernstain.

DEFINICION 2.6: Sean py, p1, - - ., Pnt1 los puntos de control de la curva 'y B[(t) los polino-
mios de Bernstein de grado n. La curva de Bézier estd definida como

n+1

S(t) = Z B} ()p;

donde
B' = <T,L>(1 — )" 4 i=0,1,...,n
1

y

ny n!

i) il(n—1i)

Note que una curva de Bézier de grado n tiene n + 1 puntos de control, ver figura

2.11
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G._
Grado 1 Grado 2
Grado 3 Grado 4

Figura 2.11: Curvas de Bézier de varios grados.

En el trabajo realizado por Kunkli ef al. |(2013) se utilizan, para la curva cuadratica,
los puntos de control py = (1,0),p1 = (z,y),p2 = (—1,0) ya que una curva de Bézier
con otros puntos de control puede ser transformada en esta mediante una transformacién
afin. Cabe sefialar que las isOpticas no siempre pueden ser transformadas en isdpticas afines,
esto debido a que las transformaciones afines no siempre preservan dngulos. La ecuacién
de la curva de Bézier cuadratica es S(t) = (1 — 2t + 2t(1 — t)z, 2t(1 — t)y). Derivando y
realizando algunos cdlculos se obtienen las lineas tangentes a la curva y las lineas tangentes
que ademds forman entre si el dngulo fijo o. Entonces, la isptica de dngulo « de la curva de
Bézier cuadrdtica es S*(t) = (5S¢, 55), donde

ga _ 14yt(t — 1)(z cos a — sina) + sina(z? — y? + 1)
T2 zsina—ycosa+sina(2t — 1)(x2 + y?)
1 (2t —1)(xsina(z? +y* + 1) + 2y cos a)

2xsina — ycosa + sina(2t — 1)(x? + y?)

ga _ 14yt(t — 1)(xzsina + cos ) + y(sin a(x? + y?) (2t — 1) + sin a(2t + 2z — 1))
Vo2 rsina —ycosa + sin (2t — 1)(2? + y?)
donde ¢ € [0,t%], con

1 2y cosa + sina(x? + ¢ + 1)

o = -
2 xsina + ycos o + sin (2?2 + y?)

Es claro que el resultado obtenido a partir del calculo directo es complicado, ahora imagine
que tan complejo se vuelve para curvas de Bézier de grado mayor. De hecho, para las curvas
de grado 3 los sistemas algebraicos de computadora tardan segundos en obtenerlo y el resul-
tado es en extremo complejo. Kunkli ez al. | (2013) desarrolaron un método para el calculo de
las curvas de Bézier a partir de las relaciones geométricas que encontraron entre las isopticas
y las curvas de Bézier.

TEOREMA 2.4. Considerese un dngulo «, una curva de Bézier convexa S(t) de cualquier
grado y uno de sus puntos S(¢,). Entonces las curvas isépticas de dngulo « de las cuerdas
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S(to)S(t) de la curva cumplen que no tienen puntos en comun con las isdpticas o tienen
exactamente un punto en comun, donde las tangentes tienen la misma direccién. Note que las
curvas isopticas de segmentos de lineas son arcos circulares.

Figura 2.12: Isépticas de 90°(negro) y 50°(morado) de un segmento.

TEOREMA 2.5. La envolvente de la familia de arcos «-circulares asociada a las cuerdas
S(to)S(t) de la curva de Bézier tiene exactamente un punto en comun con la curva isoptica
de 4ngulo « de la curva de Bézier, en la cual las lineas tangentes tmbién son comunes.

COROLARIO 2.1. Como cada punto S(ty) de la curva de Bézier genera una familia de arcos
circulares y sus envolventes, la curva isOptica de la curva de Bézier puede obtenerse como la
envolvente de dichas envolventes.

El calculo de las envolventes de una familia de curvas no suele ser sencillo, sin
embargo puede ser realizado por métodos algebraicos de computadora. Una alternativa menos
exacta pero util es utilizar un méodo de aproximacion como el descrito en (Schulz y Jiittler,
2011).

Se requiere obtener las familias de envolventes de los arcos circulares a-isopticos,
por lo que dado un punto S(¢y) de la curva, los circulos pueden ser descritos a partir de sus
centros ¢(t) y sus radios r(¢). Basandose en el hecho de que es bien conocida la construccién
del arco circular a-iséptico de un segmento, se puede observar que el centro de cada arco
circular se puede obtener a partir del punto S(¢) mediante una rotaciéon y una homotécia. Asi,
el radio de los circulos es r(t) = +/(c(t) — S(t))? y la funcién implicita de la familia de
curvas es

fay.t) = (z = Sa(t)* + (y = Sy(1)" = (ca(t) — Si(t0))® — (ey(t) — Sy (t0))* =0

De geometria diferencial se sabe que la ecuacién implicita de la familia de envolventes de
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esos circulos puede ser obtenida al eliminar ¢ del sistema como sigue

0
f(:L')yat):O; W:O

lo cual puede ser realizado utilizando algun sistema algebraico de computadora. Otra forma
de hacerlo es cdlcular las envolventes de las familias de circulos de sus ecuaciones paramé-
tricas. Después de realizar los cdlculos de las envolventes de las familias de arcos circulares
a-isopticos, la envolvente de esas envolventes se pueden obtener de forma similar, pero de-
bido a la complejidad de las curvas obtenidas la envolvente final suele ser calculada s6lo por
métodos de aproximacion.
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3. METODOLOGIA Y RESULTADOS

3.1. El modelo C-R modificado

Debido a que el método original, el C-R, no estd siendo modificado en sus com-
ponentes principales este nuevo método desarrollado conserva la invariancia a traslacion,
homotecias. De esta manera se cubre parte del objetivo general.

En cuanto a la parte de determinar de manera tnica el radio inicial en el modelo
C-R, se ha propuesto la utilizacién del centroide de la frontera del objeto como otro punto
especial que conserva la invariancia a transformaciones geométricas y que cuando es diferente
del centroide del objeto determina de manera tnica el radio inicial. Pero, ;para qué figuras
podrian ambos puntos coincidir? ;qué condiciones deben cumplir dichas figuras?

Para responder a las preguntas anteriores suponga que ambos centroides fueran igua-
les y que el total de pixeles en el objeto estd dado por n y el total de pixeles en la frontera de
dicho objeto por 7, entonces:

_;E1+x2—|—...+xn_:1:1+3:2+...—|—33r

c-S =0, r<n
n r
que después de realizar algunas operaciones algebraicas queda
T1,L2y...,Tp L1y Lpg2y .-, Lp
= , T<n
r n—r

Lo que significa que para que S'y C' fueran iguales el centroide del interior del objeto debe ser
igual al centroide de la frontera. Es evidente que existen figuras que cumplen esta propiedad,
por ejemplo el circulo.

De hecho, si se tiene una regién R en el plano (Thomas, 2006). Su centroide queda
determinado por

(3.1)

. A JIrydA [[pydA
(G C) = ( ffRydA ’ ffRydA )

Por lo que una transformacion de traslacion, rotacién y homotecia no afectaria al
centroide de la region. Sin embargo, cuando se piensa en regiones en un medio discreto
esto no es asi. La rotacién de una imagen de manera computacional produce el fendmeno
conocido como diente de sierra. Es decir, los segmentos de los que consta la figura pierden
o ganan pixeles tras la rotacidn, lo cual produce una figura que sélo es similar a la original,
esto se puede apreciar en la figura|3.1
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Figura 3.1: Cuadrado y su rotacién, note que la rotacién produce una figura que a ganado o
perdido pixeles.

Luego, el centroide de la frontera de la forma no es invariante a la rotacién y debido
a ello no es util para ser utilizado como el segundo punto en el modelo C-R modificado. Sin
embargo, la idea de encontrar esos dos puntos que sean invariantes a la rotacion aportaria
grandes beneficios al procesamiento de imédgenes.

3.2. Una caracterizacioén del circulo

Considere un disco Euclidiano B en el plano, con centro en O y un disco B’ concén-
trico con By con mayor radio. Es f4cil ver que el disco B es visto bajo un dngulo constante
desde cada punto x € 9B’ y que dicho dngulo sélo depende del radio de B’. La a-iséptica
de un cuerpo convexo, es decir, un conjunto convexo y compacto con interior no vacio, es
denotada por K, y es una curva cerrada no necesariamente convexa. Si K, es convexa y
homotética a JK para algin o € (0, 7), entonces se esperaria que K sea un conjunto conve-
xo especial. De hecho, como se verd mas adelante, la respuesta es que K debe ser un disco
Euclidiano.

Hay muchos problemas y resultados interesantes sobre las relaciones entre curvas
dadas y alguna de sus curvas asociadas. Por ejemplo, el caso plano de una conjetura de C.
Schiitt y E. Werner en (Schiitt y Werner, |1990) y (Schiitt y Werner, 1994) dice que una
curva convexa y debe ser una elipse cuando la frontera de alguno de sus cuerpos convexos de
flotacion es homotética a . Otra curva interesante que se puede asociar con 7, es el evolutoide
de dngulo «. El cual se define como la envolvente de lineas formando un dngulo « en sentido
de las manecillas del reloj con respecto a las lineas tangentes y a través del punto de contacto.
En (Jeronimo-Castro et al. ,|20135)) se probd que una curva estrictamente convexa y cerrada -y
es un circulo si alguno de sus evolutoides es homotético a .

TEOREMA 3.1. Sea K una figura convexa en el plano y sea « € (0, 7). Si K, es homotética
a 0K entonces K es un disco Euclidiano.

3.3. Isopticas en el plano

Sea K un cuerpo convexo (i.e. un conjunto compacto con interior no vacio) en el
plano, y sea OK su frontera. Para cada ¢t € [0, 27| sea ¢(t) la linea soporte de K con vector
normal exterior u(t) = (cost,sint), y sea p(t) la distancia con signo desde el origen 0 a
((t). La funcién p(t) es conocida como funcién soporte de K (0K), asi la frontera de K es
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paramétrizada por la funcion soporte por

(1) = p(t)ult) + p(t)a(t),

for ¢t € [0,27]. En términos de la funcién soporte p, el drea y perimetro de K puede ser
calculado con el uso de dos formulas aportadas por W. Blaschke y A. Cauchy (Valentine,
1964)), respectivamente. De hecho, hay muchos resultados interesantes sobre curvas convexas
cuyas pruebas se basan en la expancion en series de Fourier de p. El lector interesado puede
consultar el libro de H. Groemer (Groemer, 1996)) para més informacion sobre el uso de series
de Fourier en geometria de convexos.

Para probar el resultado principal, se probardn primero los siguientes dos lemas. Es
importante mencionar que la prueba del lema se realiza utilizando series de Fourier.

LEMA 3.1. Sea K una figura convexa en el plano y sea a € (0,7). Si K, es homotética a
OK entonces la razén de homotésia es (sin(a/2))~!

Demostracion. Sin perdida de generalidad se puede suponer que el centro de homotécia es
el origen 0. Sea d € 0K un punto cuya distancia de O es mdximay sea I" el disco con centro

en O y radio ||d||. Claramente, OI" es tangente a K en d. Sea z el punto en el rayo Od tal que
I" es visto desde z bajo el dngulo ov. Como K C T, se tiene que el punto z’ desde el que K es
visto bajo el angulo « debe estar contenido en el segmento dz. Se sigue que |‘||’Z‘|‘| < m

Considérese ahora el punto més cercano de OK a O, llamese e, se puede probar de

forma anédloga que existe un punto w en el rayo Oe tal que K es visto desde w bajo un dngulo

a vy tal que H‘fé""' > m Por un argumento de continuidad se tiene que existe un punto

r € K, tal que Hi” = m donde y es el punto donde el segmento Ox interseca a 0K.
]

Como larazén de homotésia debe ser constante, se tiene que este debe ser igual a m.

LEMA 3.2. Sea K una figura convexa en el plano y sea o € (0, 27/3]. Entonces

1
A(Ko) 2 —— - A(K),
(sin%)

con igualdad si y s6lo si K es un disco Euclidiano.

Demostracion. Sea p la funcion soporte de Ky sea

1 o0
p(t) ~ 500 + Z(an cos nt + by, sin nt)

n=0

la expancion en series de Fourier de p (Groemer, 1996). Como fue probado por Michalska
enMichalskal (2003))

A(Ko) = ey 2mag + 73207 (ah +b7)

— cos(m — ) (2mad + > 07 (aZ + b2) cosn(m — )
— sin(r —a) -7y oo n(a +b2)sinn(r — a)],
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o equivalente,

A(Ka) = gz 2mad + 73202 (af, + b))
+ cos(a) (2mad + ) 07 (a2 4 b2) cosn(T — a))
— sin(a) -y oo n(a? + b2) sinn(r — a)].

Haciendo algunos calculos se obtiene

A(K,) = =[2ma2(1 + cosa)

(sin(a))?
+ 7wy o (a2 4+ b2)(1+ cosa- cosn(m —a) —n-sina-sinn(r — a))].

Y como el drea de K puede calcularse en términos de los coeficientes de la serie de Fourier
de p(t) como(Groemer (1996))

14-cos «

2
3 3 [0} 6] [0}
sinae =2-sing-cosg y (cos—) = =5,

5 2 5 se obtiene que

A(Kq) = ﬁ {A(K)

+ i Wa)? Yo o(a2 +02)((1 4 cosa)(n® — 1) + 1 + cos awcos n(m — )
COSE

— nsinasinn(m — «a))}.

Sea f : [0, 7] — R la funcién tal que
f(a) = (1+cosa)(n* — 1)+ 1+ cosacosn(r — a) — nsinasinn(r — a),

para un nimero natural fijo n > 2. Derivando f se obtiene f’(a) = (n? — 1) sin a[cos n(7 —
a)—1]. Como una condicién necesaria para un extremo de f es que f'(«) = 0, se tiene que los
extremos de f se obtienenen o = 0 0 o = 7. Debido a que f(0) = 2(n?—1)+1+cosnm > 0,
f(m) =0,y f'(a) < 0enelintervalo (0, 7), se obtiene que f tiene un minimoen o = 0y
es estrictamente positiva en (0, 7). Se ha probado que para cadan > 2y cada a € (0, 7) se
cumple

(1+cosa)(n® —1) + 1+ cosacosn(m —a) —nsinasinn(r —a) > 0,

por lo que
1

a2
(Sln 5)
con igualdad si y sélo si a,, = b, = 0 para cada n > 2. En otras palabras, hay igualdad si y
sélo si

A(Kq) =

1 .
p(t) = §ao + ay cost + by sint,

es decir, si y s6lo si p es la funcién soporte de un circulo. 0
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Prueba del teorema Por el lema [3.1] se tiene que K, es homotética a K con

razén de homotécia (sin(a/2))~!, lo que significa que A(K,) = ﬁ - A(K). Ahora,

»

aplicando el lema [3.2]se concluye que K es un disco Euclidiano.

3.4. Caracterizacion de la esfera Euclidiana

Sea K C R™ un cuerpo convexo, i.e., un conjunto compacto y convexo con interior
no vacio. Se dice que un cuerpo convexo L C R™ tocaa K si LNK # () y int(L)Nint(K) = 0,
donde int(-) denota el interior de un conjunto. Suponga que K tiene centro de simetria en el
origen O. Recientemente, |Yu| (2012) establecié una caracterizacién de la bola Euclidiana en
términos de la medida de dngulo sélido bajo la cual cada copia traslada K + z, que toca a
K, es vista desde O. De forma mads especifica, el prob6 que si cada copia trasladada K + =
que es tangente a /X es vista desde el origen bajo un angulo sé6lido, entonces K es una bola
Euclidiano.

Ademds, como K es un conjunto centralmente simétrico, se puede ver lo siguiente:
si K + x toca aK entonces hay un punto z € K N (K + z) tal que z es el punto medio
del segmento [O, z|. Por otro lado, si w es un punto frontera comiin de K y K + z entonces
K + 2w también toca a K. De estas dos observaciones se puede ver que para cada z € 0K
el cuerpo K es visto desde 2z bajo un dngulo sélido constante. En otras palabras, la frontera
de 2K es una superficie iséptica de K, es decir, 0(2K) es una superficie bajo la cual K es
vista bajo un dngulo sélido constante. Esto motiva la pregunta siguiente: suponga que existe
un nimero A > 1 tal que J(AK) es una superficie isdptica de K, ;serd cierto que K es una
bola Euclidiana centrada en el origen?

La respuesta para un A = 2 es si, como lo demostré Yu en|Yu (2012); sin embargo, la
respuesta es "si", en cualquier caso, esto se vera mas adelante. Otra caracterizacion interesante
de un disco Euclidiano, relacionada a curvas isdpticas es la conjeturada por M.S. Klamkin
Klamkin| (1988) y probada por J. Nitsche |[Nitsche (1990), la cual dice: un cuerpo convexo
K C R? es un disco Euclidiano si hay dos circulos concéntricos que sean isépticas de K.
Recientemente, A. Kurusa y T. Odor Kurusa (2015) establecieron la version n-dimensional
del teorema de Klamkin-Nitsche.

TEOREMA 3.2. Sea K C R", n > 2, un cuerpo convexo centralmente simétrico centrado en
O y sea A > 1 un nimero positivo tal que J(AK) es una superficie iséptica de K. Entonces
K es una bola Euclidiana.

3.5. Isopticas y la razén de volumen cénico

Sea K un cuerpo convexo en R con el origen en su interior y sea A un nimero
positivo fijo. Para cada v € S"~!, sea i > 0 tal que AK + pu toca a K. Siguiendo la notacién
dada en |Yu (2012) se llamard al cono generado AK + pu, un cono de empacado de AK
respecto a u y sera denotado por cone) (K, u). Entonces se define la razén de volumen cénico

homotético como

vol(coney (K, u) N B")
K —
(K, u) vol(B") ’

(3.2)

donde B™ denota la bola Euclidiana n-dimensional. Note que (K, u) es nada mds que la
medida del angulo sélido bajo el cual K es vista desde el origen.
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K

Figura 3.2: La raz6n de volumen cénico homotético.

Sea K un cuerpo convexo centralmente simétrico centrado en el origen O, y sean j1 y
n los radios de las bolas Euclidianas mdxima y minima centradas en O y tales que pB" C K
y K C nB™ Siu € 0K N puB" se dird que u es un punto de contacto de K, y que v €
K N d(nB™) es un punto distancia. Finalmente, dado cualquier vector . € S"~! y cualquier
nimero) € R se tiene o, (A) = r\(B™, u).

Como resultados auxiliares se probaran los siguientes lemas los cuales son versiones
extendidas de las proposiciones 3.2, corolario 3.3, y lema 4.3 en (Yu, |[2012).

LEMA 3.3. Sea K C R" un cuerpo convexo centralmente simétrico centrado en el origen
O, sea u un punto de contacto de K y sea v un punto distancia de K. Entonces, se tiene
que (K, ug) > an(N) y (K, v) < a,(A), donde ug y vy son vectores unitarios en la
direccion de u y v, respectivamente.

De aqui en adelante, se supondréd que la bola Euclidiana unitaria B" es la bola ma-
ximal centrada en el origen O y contenida en K.

Demostracion. Como u es punto de contacto de K, AK + (1 + A\)u toca a K y el cono
generado por AK + (14 \)u es coney (K, u). Ademds, se tiene que AB" + (1+ \)u tocaa B"
en u. Debido a que AB" + (14 A\)u C AK + (1 + \)u, el cono generado por AB™ + (1 + \)u
esta contenido en coney (K, u), y

_vol(coney(K,u) N B") S vol(cone,(B",u) N B")

K. ) —
(K, u) vol(B™) - vol(B™) ’
es decir,
rA(K, 1) > an(N).
La prueba para 1\ (K, v) < a,()) es andloga. N

COROLARIO 3.1. Si existe un nimero o > 0 tal que r)(K,u) = a para cada u € S"!, se
tiene que o = v, (N), i.e., Iy (K, u) = ap, ().
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Demostracion. Si u es un punto de contacto de /i, por el lema se tiene que 7y (K, u) >
an(A), es decir, « > «,(A). Por otro lado, para un punto distancia v de K se tiene que
a = r\(K,v9) < a,(A), donde vy es un vector unitario en la direccién de v. Luego, o =
an(A). O

Dado cualquier u € "' se define D, = {z € S"": (x,u) = 5}

LEMA 3.4. Sea K C R" un cuerpo centralmente simétrico centrado en el O y seau € S"*
un punto de contacto de K. Si r\(K,z) = «a,(\) para cada x € S" !, entonces todos los
puntos en D,, U —D,, son puntos de contacto de K.

Demostracion. Se sabe que AB™ + (1 + \)u C AK + (1 + A)u, entonces coney (B, u) C
coney (K, u) y como ry(K,u) = a,(A), se tiene que coney (B, u) = coney (K, u).

Sea ¢ un rayo que inicia en O y es tangente a AK + (1 + M)u ysea ¢ := {y €
R" :y € £N (MK + (1 + Au)}. Por la convexidad de K se tiene que ¢’ es un punto o un
segmento contenido en A(AK + (1 + A)u), se sigue que O(B"™ + (1 + A\)u) N coney(B™, u)
esta contenido en J(AK + (1 + A)u), en otras palabras, A(—D,,) + (1 + A)u esta contenido
en O(AK + (1 4+ A)u). Se ha probado que todos los puntos en —D,, son puntos de contacto
de K y como K es centralmente simétrico se tiene que todos los puntos en D,, son puntos de
contacto (ver[3.3). O

Figura 3.3: La regién —D,,.

TEOREMA 3.3. Sea K C R", n > 2, un cuerpo convexo centralmente simétrico centrado en
O y sean o y \ ndmeros positivos tales que 7y (K, u) = « para cada u € S"~!. Entonces K
es una bola Euclidiana.

Demostracion. La prueba para el caso n = 2 se sigue directamente del resultado probado en

Sea K un cuerpo convexo en el plano y sea o cualquier niimero en (0, ). Si la
isoptica de K de dngulo o es homotética a OK, entonces K es un disco Euclidiano.
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Con el fin de probar el teorema para el caso n > 3 es suficiente con probar que todos
los puntos en S”~! son puntos de contacto de K. Sea u cualquier punnto de contacto de Ky
considérese z € S"! tal que (x,u) > 1%\ Por la forma en que se escogid a x se tiene que
D, N D, # (. Sea y un punto en D, N D,, y como todos los puntos en D,, son puntos de
contacto (por el lema[3.4), se sigue que todos los puntos en D, son puntos de contacto. Como
x € Dy, se obtiene que x es un punto de contacto de /&', y como x es un punto de contacto
en la region cerrada definida por R, := {z € S~ : (z,u) > 2}, se obtiene que todos los
puntos en R, son puntos de contacto de . Como S"! es un conjunto compacto, sélo se
requiere un nimero finito de regiones R, para cubrir toda la esfera S”~!. Entonces, K es una

bola Euclidiana. ]
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4. CONCLUSIONES

En el presente trabajo se propuso una modificacién al modelo C-R, con la cual éste
se vuelve invariante a rotacion, convirtiéndolo en un descriptor de forma més completo. Parte
de la propuesta de mejora del método es la utilizaciéon de dos puntos especiales con los que
se determina el radio inicial del modelo, y asi poder comparar figuras bajo transformaciones
afines con una mayor precision. Sin embargo, no fue posible dar una propuesta favorable de
los puntos especiales ya que ésta era utilizar el centroide de la figura y el centroide de su
frontera, a pesar de que estos puntos funcionan perfectamente en el plano, no funcionan de
manera discreta. De ahi que en un trabajo futuro podria pensarse en otros puntos que para
fines préacticos mejoren el modelo C-R.

También, en este trabajo se estudiaron algunas propiedades de las curvas isOpticas
y se demostraron las siguientes afirmaciones: 1) una curva cerrada y convexa es un circulo
Euclideano si alguna de sus isOpticas es homotética a ella, 2) un cuerpo convexo centralmente
simétrico en el espacio Euclideano n-dimensional, es una bola Euclideana si alguna de sus
superficies isopticas es homotética a él. Ademads, se establecié una desigualdad entre el area
encerrada por una curvay el drea encerrada por una de sus isopticas y se dio una demostracion
mas simple a la desigualdad para las longitudes de las cuerdas ortdpticas propuesta por Green
y se planted la relacion existente entre la razon de volumen cénico y las superficies isopticas
dada por L. Yu.
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