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RESUMEN

En este trabajo se construye y controla un prototipo real de un péndulo invertido
sobre un carro, que tiene como actuador principal, un motor de CD con escobillas e iman
permanente. El control del prototipo consiste en tres controladores diferentes. El primero es
para levantar al péndulo y es un controlador no lineal basado en la energia del sistema; el cual
es una version extendida de un controlador existente en la literatura, el segundo es para atrapar
al péndulo y es un controlador lineal por retroalimentacién de estado. El tercer controlador
es un control proporcional-integral (PI) de corriente implementado como lazo esclavo de
control, del cual se demuestra su estabilidad. Los tres controladores son programados con
lenguaje C++ en una computadora portatil. Por otro lado, la interfaz con el prototipo junto con
la adquisicion de datos esta basada en un microcontrolador comercial. También se presentan
las dimensiones y las vistas del prototipo construido, asi como los sensores y la electronica
necesaria para su funcionamiento. Finalmente, son mostrados los resultados experimentales.

(Palabras clave: péndulo invertido sobre un carro, control proporcional-integral (PI)
de corriente, energia del sistema, retroalimentacién de estado)



SUMMARY

In this work is built and controls a real prototype of an inverted pendulum over a
car, that it has like actuator, a DC motor with brushes and permanent magnet. The control of
prototype consist in three controllers. The first is for swing up the pendulum and is a nonlinear
control based on energy of the system, which is an extended version of an existing controller
in literature, the second is for to trap the pendulum and it’s a linear control by state feedback.
The third controller is a proportional-integral (PI) control of current implemented like slave
loop control, which its stability is demonstrated. The three controllers are implemented with
C++ language in a portable computer. For the other hand, the interface with the prototype
together with the acquisition of data is based on a commercial microcontroller. Also are
shown the dimensions and views of the prototype built, as well as the sensors and necessary
electronic for its operation. Finally, are shown the experimental results.

(Key words: inverted pendulum on a cart, proportional-integral (PI) control of cu-
rrent, energy of the system, state feedback)
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Capitulo 1
INTRODUCCION

1.1. Planteamiento del problema

En la industria, principalmente en el drea de manufactura, el control de servomeca-
nismos es una necesidad, por lo cual es importante que sea robusto y barato; es decir, se busca
que los servomecanismos sean capaces de mantener su precision y velocidad en el proceso
productivo donde se usen; debido a esto, los controladores deben incluir términos no lineales
que anteriormente se despreciaban, sin dejar de ser faciles de implementar y sin consumir
demasiados recursos, tales como tiempo de procesamiento.

En muchos casos, los controladores digitales de servomecanismos, no toman en
cuenta variables directamente funcionales como la corriente de un motor eléctrico cuando
se intenta controlar el servomecanismo a través del par del motor; en este sentido, el control
de corriente de los motores se realiza fuera del controlador digital y se controla analdgica-
mente con otros dispositivos (servo-amplificadores); esto ocasiona que los sistemas sean mas
caros al tener mds bloques funcionales ademds de que el control de corriente analdgico es
susceptible al ruido eléctrico y se requieren otras consideraciones para evitarlo.

Por otro lado, los servomecanismos actualmente utilizados en la industria, tienen
grandes dimensiones y altos precios; lo que hace dificil su adquisicién en las instituciones
de ensefianza para uso experimental y didactico. Por tal motivo, se requieren prototipos mds
pequeios que utilicen partes reales a escala de servomecanismos industriales, como los tor-
nillos de bola, rieles, guias, etc. La Facultad de Ingenieria de la Universidad Auténoma de
Querétaro no cuenta con un prototipo que cumpla esas caracteristicas, y se propone la cons-

truccion y control de un péndulo invertido sobre un carro (PISC) didéctico y portable para



uso experimental que consiga representar la complejidad de los ejemplares reales; en el que

se pueda proponer e implementar nuevos controladores.
1.1.1 Objetivo

Implementar un lazo esclavo de control de corriente programado en una compu-
tadora para controlar el péndulo invertido sobre un carro accionado por un motor de CD con

escobillas e imdn permanente.
1.1.2 Hipdtesis

Es posible controlar el péndulo invertido sobre un carro, movido por un motor de CD

con escobillas e imdn permanente, usando un control esclavo de corriente por computadora.

1.2. Justificacion

El control para médquinas herramienta que se implementa actualmente en la indus-
tria, se realiza normalmente a través de motores eléctricos y tiene dos partes importantes;
una de ellas es el algoritmo de control que normalmente se encuentra programado en algin
dispositivo de procesamiento digital y la otra parte es cominmente conocida como servo-
amplificador y tiene la funcién de asegurar que la sefial de control proveniente del algoritmo
sea interpretada correctamente. Para separar de manera eficiente estas dos partes, el algorit-
mo de control entrega una sefial eléctrica que representa el par deseado; con ésta sefial, el
servo-amplificador asegura el par, a través de las constantes del motor y un lazo esclavo de
control de corriente.

El lazo esclavo de control de los servo-amplificadores normalmente se realiza con
electrénica analdgica, lo que ocasiona que el propio servo-amplificador eleve su precio, ta-
mafio y en algunas ocasiones su dificultad para ajustar. La principal razén por la que los
servo-amplificadores se realizan con electronica analdgica es que el tiempo de respuesta de
la corriente es muy pequeiio y hasta hace algunos afios la velocidad de adquisicion de datos
de los sistemas digitales no era suficientemente rapida como para muestrear una sefial como
la corriente eléctrica.

Con los sistemas digitales de adquisicion de datos actuales ya es posible adquirir

muestras de una sefial que naturalmente puede cambiar muy rdpido, por lo que el presente



trabajo utiliza esta capacidad para demostrar que es posible controlar la corriente eléctrica de
un motor de forma digital.

El uso principal del 1azo esclavo de control de corriente presentado por Herndndez-
Guzman et al. (2013) y aplicado en este proyecto, es para disefiar partiendo solamente del
esfuerzo de control del sistema mecédnico que para este caso es la fuerza aplicada al carro; es
decir, con el control esclavo de corriente del motor de CD se asegura que el par deseado del
motor es alcanzado satisfactoriamente y por lo tanto la fuerza aplicada al carro también.

Una aplicacion del prototipo (PISC) es como recurso didictico en el drea de Control
Automatico de la Facultad de Ingenieria; por lo que se pretende que el prototipo sea em-
pleado en las clases de control para la ensefanza y demostracion de los alcances del control
automatico.

Otra aplicacion del PISC es para la experimentacion a nivel posgrado en el drea de
Instrumentacion y Control que se imparte en la Facultad de Ingenieria.

El PISC también puede ser utilizado para su exhibicion en congresos, concursos,
ferias y semanas de ingenieria; con la intencién de transmitir a la sociedad el tipo de trabajo

que se hace en la Facultad de Ingenieria de la Universidad Auténoma de Querétaro.

1.3. Antecedentes y estado del arte

El prototipo PISC representa grandes desafios para los ingenieros en control que
desean obtener cada vez un controlador mas robusto y de facil de implementacion; por ejem-
plo, en Subudhi et al. (2012) se propone un controlador PID robusto para el PISC, en este
articulo se menciona que el problema de la no linealidad del péndulo invertido puede ser
resuelto simplemente con dos PID’s cldsicos de tal manera que uno controle Gnicamente la
posicion del carro y otro el dngulo del péndulo, generando entre los dos una sefal de control
para el PISC.

La complejidad en el modelo matematico del PISC ha entusiasmado a muchos inves-
tigadores, hasta proponer nuevos retos en el disefio mecdnico de este prototipo; por ejemplo,
Wang (2012) propone un controlador de modo deslizante (SMC) para un péndulo invertido
X-Z; este tipo de péndulo invertido se mueve con la combinacién de fuerzas horizontales y

verticales, lo que implica més versatilidad y un modelo matemético no lineal més apegado a



los sistemas de la realidad. La propuesta del control SMC (sliding-mode control) es debido
a que tiene una propiedad especial de invariancia a las incertidumbres; lo que es esencial,
cuando se tiene que decidir la combinacion de fuerzas que se deben aplicar.

El PISC no solo es estudiado por ingenieros en control, también es un prototipo
estudiado por ingenieros en mecdnica y fisicos; prueba de ello, en Polo et al. (2012) se explora
el levantamiento del péndulo invertido sobre un carro con ruedas; en este articulo parten del
hecho de que al aplicar al PISC un par externo con frecuencia variable se exhibe una dindmica
cadtica que no ha sido profundizada; por lo que proponen, un estudio riguroso de la mecédnica
del PISC cuando se aplica un par externo sobre las ruedas del carro.

Por otro lado, Sanabria y Herndndez (2012) propusieron un controlador con el méto-
do de realimentacién de estados tipo regulador y servomecanismo, para el péndulo invertido
sobre un carro del fabricante Quanser modelo P02 mostrado en la Figura 1.1. En este caso
el fabricante del péndulo proporciona un controlador tipo LQR y se busca disefiar un nuevo
controlador mds eficiente a partir del modelo matematico del péndulo; obtenido a partir de
las ecuaciones de la dindmica de Lagrange. El control junto con las simulaciones son progra-

madas en el software SimuLink de MatLab desde una computadora personal.

Figura 1.1: Péndulo invertido sobre un carro Quanser modelo 1P02.

En Mahmoodabadi et al. (2013) se propone un controlador de modo deslizante di-

sociado (DSMC) para la estabilizacién del péndulo invertido; se menciona que es un gran



problema la determinacién de una superficie deslizante de pardmetros, para que el controla-
dor funcione correctamente; en este sentido, se propone una técnica de optimizacién llamada:
enjambre de particulas multi-objetivo (MOPSO), para optimizar los parametros del DSMC;
después se propone una simulacién por internet echa en JAVA para corroborar el funciona-
miento del controlador.

En la bisqueda de un controlador mds estable, efectivo y robusto; Bettayeb et al.
(2014) proponen un controlador PI en el espacio de estados de forma fraccional para el con-
trol de un PISC; se explica que las raices del polinomio caracteristico en el sistema PISC
junto con el controlador, son complejas de encontrar; por lo cual, proponen un método para
descomponer el polinomio de una forma fraccional, de tal manera que se pueda ver como un
sistema de primer orden; consiguiendo asi un control més confiable.

Por otro lado, en El-Nagar et al. (2014) se propone un controlador de 16gica difusa
tipo 2 de intervalo (IT2-FLC) para controlar un PISC; se menciona que este tipo de con-
trolador es capaz de minimizar las incertidumbres numéricas y lingiiisticas asociadas a las
entradas y salidas de un sistema controlado con l6gica difusa. El controlador propuesto uti-
liza el intervalo de tipo 2 basado en las reglas difusas Mamdani, con funcién de pertenencia
triangular y el método Wu-Mendel de incertidumbre vinculada para aproximar el conjunto de
tipo reducido.

Como se puede observar, para sistemas no-lineales e inestables no siempre es sufi-
ciente con un controlador que lo estabilice; también se requiere de algin método secundario,
con la intencién de lograr un control mds seguro; sin perder de vista que cualquier algorit-
mo secundario, no debe afectar en el tiempo de ejecucion del controlador principal; para no
caer en retardos como se menciona en Balbastre et al. (2010). En este sentido, se propone un
control esclavo de corriente para un péndulo invertido sobre un carro, tomando como base el

trabajo de Lopez (2011) que no utiliza el lazo esclavo de corriente.



Capitulo 2
FUNDAMENTACION TEORICA

2.1. Bases y definiciones

2.1.1 Sistemas subactuados

El modelado de sistemas dindmicos normalmente incluye términos no-lineales que
en algunos casos son importantes de considerar para el disefio de los controladores; debido
a esto, se ha asignado un tema especifico para el estudio de éstos sistemas. Segiin McRobie
y Thompson (1990) un sistema se define como no lineal si sus pardmetros y atributos varian
de manera no proporcional a la entrada aplicada, por lo cual las ecuaciones que describen su
comportamiento tienen cardcter no lineal.

Debido a que la mayor parte de los sistemas dindmicos reales que se modelan son
no-lineales; tienen muchas clasificaciones, dentro de las cudles existen cuatro importantes:
sistemas altamente no-lineales, sistemas tipo cascada con estructuras triangulares, sistemas
tipo cascada con estructuras no-triangulares y los sistemas subactuados; los cuales tienen
aplicacion en ésta tesis.

Los sistemas dindmicos subactuados son sistemas que tienen menos entradas de
control que variables de configuracion. Los sistemas subactuados aparecen en diversas apli-
caciones incluyendo robdtica, sistemas aeroespaciales, sistemas marinos, sistemas flexibles,
sistemas moviles y sistemas locomotrices. La propiedad de subactuacién o sistemas subac-

tuados es debida a las siguientes cuatro razones segtin Olfati Saber (2001):

» [a dinamica del sistema.

= Por disefio para la reduccién de costo o algin propdsito practico.



» Fallas del actuador.

= Impuesto artificialmente para crear un complejo sistema no-lineal de bajo orden con el

propdsito de ganar visién en el control de un sistema subactuado de alto orden.

Los principales métodos de control aplicados al ejemplo del péndulo invertido tipo
sistema subactuado estdn basados en columpiar y subir el péndulo desde su posicién natural
hacia abajo y entonces cambiar a un control de balanceo (para atrapar el péndulo) que se

disefa usando alguna técnica de linealizacién (Olfati Saber, 2001).
2.1.2 Ecuaciones de Euler-Lagrange

Para el control de cualquier sistema se requiere un modelo matemético que pueda
representar todo lo que pasa en la realidad o al menos los aspectos de interés mas importantes.
Para encontrar el modelo matematico de los sistemas mecdnicos se recurre a las leyes de la
Fisica; a través de la mecanica clasica con las ecuaciones de Newton o a través de la mecanica
analitica con las ecuaciones de Euler-Lagrange.

Generar el modelo matematico con las ecuaciones de Newton se vuelve complicado
cuando el sistema tiene muchas uniones por las cuales se transfiere energia; en tal caso es
preferible utilizar las ecuaciones de Euler-Lagrange publicadas en 1788 por el francés Joseph
Louis de La Grange en su trabajo “Mécanique analytique”.

Para estudiar las ecuaciones de Euler-Lagrange se puede considerar un robot mani-
pulador con n grados de libertad. La energia total £ de un robot manipulador de n grados de
libertad (GDL) es la suma de las funciones de energia cinética y potencial, ' y P respecti-

vamente:
E(q,q) = K(q,4) + P(q.q) (2.1)

Donde: ¢ = [q1, ..., gn)T € R", es el vector de grados de libertad del robot.
El Lagrangiano L(q, ¢) de un robot manipulador de n GDL es la diferencia entre la

energia cinética K y su energia potencial P, que es:

L(q,q) = K(q,4) — P(q,q) (2.2)

Si se asume que la energia potencial P estd dada solo por fuerzas conservativas

como la energia gravitacional y la energia almacenada en resortes comprimidos. Entonces,

7



las ecuaciones de Euler-Lagrange del movimiento de un manipulador de n GDL, estdn dadas

por:
d [0L(q,q)] 0L(qg,q)
dt { o4 og e
o en su forma equivalente por:
d [0L(q.4)]  0L(g:4) .
had — =T =1,.. 24
7 { 94, B4, Tis i=1,..,n (2.4)

Donde 7; corresponden a las fuerzas y torques externos (suministrados por los ac-
tuadores) en cada unidn, asi como a otras fuerzas (no conservativas). En las clases de fuerzas
no-conservativas se puede incluir a la debida por la friccidn, la resistencia al movimiento de
un s6lido en un fluido, y en general, todas las que dependan del tiempo y velocidad no solo
la posicion. Se debe notar que se tienen tantas ecuaciones dindmicas como GDL (Kelly et al.,

2005).
2.1.3 Estabilidad de Lyapunov

Segin Kelly et al. (2005) el principal objetivo en la teoria de estabilidad de Lyapu-
nov es el estudio del desarrollo dindmico de sistemas descritos por ecuaciones diferenciales

ordinarias de la forma:
T = f(t,x), reR" teR, (2.5)

Donde el vector = corresponde al estado del sistema representado por (2.5). Se deno-
ta la solucién de la ecuacién diferencial por x(¢, ¢,, z(t,)). Esto quiere decir que x (¢, t,, x(t,))
representa los valores de los estados del sistema en el tiempo ¢, con un estado inicial arbitrario
x(t,) € R™ y un tiempo inicial ¢, > 0. Para simplificar la notacion se considerara x(¢) como
una solucién de (2.5) en lugar de x(t, t,, z(t,)).

Se asume que la funcién f : R, x R™ — R" es continua en ¢ y z; y se elije de tal

forma que:

= Laecuacidn (2.5) tiene una unica solucidn correspondiente a cada condicion inicial £,

z(t,);

= la solucién xz(t, t,, x(t,)) de (2.5) depende continuamente de las condiciones iniciales

toy x(to).



Si la funcién f no depende explicitamente del tiempo, es decir, si f(¢,z) = f(x)

entonces, la ecuacién (2.5) queda como:
T = f(x), reR" (2.6)

y se puede decir que es auténoma. En este caso no tiene sentido hablar del tiempo inicial ¢,
ya que para cualquier ¢, y ¢/ dados, tal que x(t,) = x(t)); se tendria que x(t,+ 7T, t,, x(t,)) =
x(t, + T,t,, x(t))) para cualquier 7' > 0. Entonces, para todas las ecuaciones diferenciales
auténomas se puede considerar ¢, = 0.

Si f(t,x) = A(t)z + u(t) siendo A(t) una matriz cuadrada de dimensién n y A(t)

y u(t) funciones solo de t 6 constantes; entonces, la ecuacién (2.5) se dice que es lineal. En

el caso opuesto es no lineal.
Definicién de estabilidad

Sin perder generalidad se asume que el origen del espacio de estado, x = 0 € R", es
un punto de equilibrio de (2.5) y en base a esto, se proveen las definiciones de estabilidad del
origen, pero pueden ser reformuladas para otro punto de equilibrio desarrollando el cambio

de coordenadas apropiado (Kelly et al., 2005).

Definicion 2.1 Estabilidad
El origen es un punto de equilibrio estable (en el sentido de Lyapunov) de la ecuacion (2.5)

si, para cada par de niimeros € > 0y t, > 0, existe § = §(t,,c) > 0 tal que:

lat) <6 = fJa@l<e V¥ t=t,>0. 2.7)

Correspondientemente, el origen de la ecuacion (2.6) se dice que es estable si para cadae > 0
existe d = 0(e) > 0 tal que (2.7) contiene a t, = 0.

En la Definicion 2.1 la constante § (quien es claramente mds pequefia que €) no es
tinica. Se nota que para cualquier constante dada ¢ que satisface la condicion de la definicion,
cualquier 6’ < ¢ también la satisface.

También, en la Definicion 2.1 no se debe entender que el origen es estable (en el

sentido de Lyapunov) si para cada 6 > 0 se puede encontrar € > 0 tal que:
| z(t,) I<d = | z(t)]|<e vV t>t,>0.
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En otras palabras, lo anterior establece que “el origen es un punto de equilibrio
estable si para cualquier condicién inicial acotada, la correspondiente solucion es también
acotada”. Esto es conocido como “acotacion de soluciones” 6 “estabilidad de Lagrange” y es
una propiedad algo mds débil que la estabilidad de Lyapunov. Sin embargo, la acotacion de

soluciones no es una condicién necesaria ni suficiente para la estabilidad de Lyapunov.
Funciones de Lyapunov

Una vez analizada la estabilidad de Lyapunov para el punto de equilibrio x = 0 €
R"™, se presentan una serie de conceptos relacionados con la nocién de la funcién candidata

de Lyapunov (Kelly et al., 2005).

Definicion 2.2 Funcion candidata de Lyapunov
Una funcion continua y diferenciable V' : Ry x R" — R, se dice que es una funcion
candidata de Lyapunov para el punto de equilibrio © = 0 € R" de la ecuacion & = f(t,x)
Si:

1. V(t,x) es localmente definida positiva;

2. i) ti toaty x;
. B es continua con respecioaty x,

3. % es continua con respecto aty x.
Correspondientemente, una funcion continua y diferenciable V' : R® — R, se dice
que es una funcién candidata de Lyapunov para el punto de equilibrio x = 0 € R" de la
ecuacion (2.6), si V' (z) es localmente definida positiva y:

oV (x)
or

es continua.

En otras palabras, una funcién candidata de Lyapunov para el punto de equilibrio
x = 0 € R™ de las ecuaciones (2.5) 6 (2.6) es cualquier funcién continuamente diferenciable
y definida localmente positiva; esto es, con derivadas parciales continuas.

La derivada con respecto al tiempo de una funcién candidata de Lyapunov es una
parte importante en las conclusiones graficas acerca de los atributos de estabilidad del equi-

librio de ecuaciones diferenciales. Por ésta razon, se presenta la siguiente definicion.

10



Definicion 2.3 Derivada temporal de un funcion candidata de Lyapunov
Sea V (t, x) una funcion candidata de Lyapunov para la ecuacion (2.5). La derivada temporal

total de V (t, x) a lo largo de las trayectorias de (2.5), denotadas por V(t, x), estd dada por:

: d OV (t, ) N v (t,x)"

V(t,x):= EV(t, ) 5 pe

f(t, x).

De la definicion anterior se puede observar que si V' (x) no depende explicitamente del tiempo

y la ecuacidn (2.5) es auténoma entonces,

la cudl no depende explicitamente del tiempo también.

Definicion 2.4 Funcion de Lyapunov
Una funcién candidata de Lyapunov V (t, x) para la ecuacion (2.5) es una funcion de Lyapu-

nov para (2.5) si su derivada temporal total a lo largo de las trayectorias de (2.5) satisfacen:

Vit,z) <0, Yt>0
y para pequeiios || x |

Correspondientemente, una funcion candidata de Lyapunov V' (x) para la ecuacién
(2.6) es una funcién de Lyapunov si V (z) < 0 para pequeiios || z ||.

Como se puede observar, el hecho de que el cambio con respecto al tiempo de la
funcién candidata de Lyapunov sea negativa y que ademds por definicién sea localmente
positiva, quiere decir que esta funcién tiende a decrecer hasta llegar a un punto cercano o igual
a cero. Asi que si se utilizan estos conceptos adecuadamente, se puede llevar a un sistema

dindmico representado por la ecuacion (2.5) a un punto de equilibrio estable x = 0 € R".
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2.2. Modelo matematico del PISC

El modelo dindmico del PISC (ver Figura 2.1) se obtiene aplicando las ecuaciones

de Euler-Lagrange (Wells, 1972; Kelly et al., 2005).

gl Y

O O
TSI LTS LTSS
Figura 2.1: Péndulo invertido sobre un carro.

Primeramente, la energia cinética del PISC estd dada como:
K =kpe + keq (2.8)

El primer término de (2.8) es la energia cinética del péndulo, la cual se compone de
una parte traslacional y otra rotacional:

1 1
kpe = 5m (#6 +9&) + 5107 (2.9)

y el segundo término de (2.8) es la energia cinética del carro, la cual sélo tiene parte trasla-

cional:

1
koo = §sz2 (2.10)

Donde:
m M es la masa del carro.

= m es la masa del péndulo.
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[ es la distancia del pivote al centro de masa del péndulo.

I es la inercia del péndulo alrededor de su centro de masa.

= 7 es la posicion del carro.

x¢ es la coordenada del centro de masa del péndulo en z.

yc es la coordenada del centro de masa del péndulo en y.

= () es posicion angular del péndulo.

Asi, sustituyendo (2.9) y (2.10) en (2.8), la energia cinética del PISC es:

1 1 . . 1 .
K = §M9‘32 + 5m[(:f: + 0l cos(9))* + (—0lsin(0))%] + 5192 (2.11)

Simplificando (2.11) se obtiene:

. 1 )
K = = (M +m) i + milif cos(9) + 5 (I+mi*) 6 (2.12)

1
2

Debido a que la energia potencial del carro es cero (Fantoni y Lozano, 2002), la
energia potencial del PISC estd dada s6lo por el péndulo. En la Figura 2.2 se pueden observar
los vectores F'y d, por lo que de las definiciones basicas de trabajo y energia se tiene que la

energia potencial esta dada como:

P=F-d (2.13)

| l-lcosf

.
J G (centro
de masa)

~

=mg

Figura 2.2: Péndulo simple.
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Ahora poniendo (2.13) en términos de 6 se tiene que:
P = —mgl(1 — cos(#)) = mgl(cos(f) — 1) (2.14)
Donde:
= g es la aceleracion de la gravedad.
Posteriormente con (2.12) y (2.14) se calcula el Lagrangiano definido como:

. 1 .
L=K—P==(M+m)i*+mlif cos(d) + 3 (I +mi*) 6> — mgl(cos(d) — 1) (2.15)

DN | —

Aplicando las ecuaciones de Euler-Lagrange (Wells, 1972; Kelly et al., 2005) al

Lagrangiano (2.15) se tiene que:

doL oL
== 2.17
dt o9 00 @17
oL : ;
i (M + m)x + mlf cos(0) (2.18)
oL
e 0 (2.19)
% = mli cos(9) + (mi* + )0 (2.20)
g—g — mglsin(f) — mifi sin() (2.21)
d oL 3y o o
pTi (M + m)@ 4+ ml6 cos(f) — mlh* sin(0) (2.22)
18_5 = mli cos() — mlfisin(0) + (mi* + 1)0 (2.23)
dt 96
Donde:
» f es la fuerza externa aplicada sobre el carro.
Definiendo:
x
q= { ] c R2 (2.24)
0
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T = d e R? (2.25)
0
y sustituyendo (2.19), (2.21),(2.22) y (2.23) en (2.16) y (2.17), es posible llegar al modelo

compacto sin considerar efectos de friccion tal como lo presenta Fantoni y Lozano (2002):

Mg+ Cla. d)i + Cla) = (2.26)
M+m ml cos(0) c R2%2 (2.27)
ml cos(6 ml* + 1
—mlh 0
Clad) ’ m 0SlIl( ) c R2:2 (2.28)
0 2
Gl = cR (2.29)
—mygl sin(6)

Donde:
» M (q) es la matriz de inercia (simétrica y definida positiva).
» (C(q, q) es la matriz de efectos centrifugos y de Coriolis.
= (G(q) es el vector de pares gravitacionales.
= 7 es el vector de entrada.

Se verifica que la matriz de inercia M (q) en (2.27) es definida positiva a través de

su determinante:

det(M(q)) = (M +m)(ml*+I)—m?*cos*(6),

M +m)I + Mml* + m*I*> — m?[* cos*(6),

(
(
(
(M +m)I + Mml* > 0. (2.30)

)
)

M +m)I + Mml* + m?* — m?I?,
)

Como (M + m) > 0 entonces M (q) es definida positiva.

El primero y segundo renglones de (2.26) son, respectivamente:
(M + m)i + mlf cos(9) — mif?sin(h) = f (2.31)
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mli cos(f) + (mi* + )8 — mgl sin(f) = 0 (2.32)
De (2.32) se tiene que:

1

0= PR [—mlZ cos(0) + mgl sin(6)] (2.33)

Sustituyendo (2.33) en (2.31):

. mlcos(6) . _ . B
(M +m)i + LT [—mli cos(0) + mglsin(0)] — ml6*sin(0) = f,
m2l2cos?(0)] . m?%gsin(6) cos(9) o
(M +m) — oy oyl K 1 — mlf” sin(h) = f. (2.34)
Aplicando la identidad:
sin?(0) — 1 = — cos?(h), (2.35)
en (2.34) se tiene que:
m2l? . m?*l%gsin(6) cos() o
{M +m + le——i—[(Sln (0) — 1)} T+ - —mlf*sin(0) = f,
m?2[? m?2[? m?212gsin(0) cos(6) :
M in?(g) — 7 — ml#?*sin(9) =
[ Jr7n+77”Ll2—{—ISIIl() ml2+1} mi? + 1 mi9”sin(6) = f,
1 2[2g sin(6 0 :
F = SR {—m gsim(®)cost®) 12 ingo) + £| . 236)
M—l—m—l—leHsm(é’)—m mi? 4+ 1

Suponiendo que I es despreciable, es decir, que mi* >> I entonces se puede escri-

bir las ecuaciones (2.33) y (2.36) como:

i1 , :
0 = " [—mlE cos(6) + mglsin(0)] (2.37)
1 .

= M T m sl (0) [—mg sin(#) cos(6) + ml6? sin(6) + f] (2.38)

Por otro lado, sustituyendo (2.38) en (2.37) se tiene que:

6= mll? {M_—Tj:(srff()@ <—mg sin() cos(8) + ml6? sin(6) + f) + mgl sin(&)] )
i_m9 sin(0) cos?(0) — mlf? sin(6) cos(d) — fcos(0)  mglsin(0)(M + msin())!
B (M + msin®(0))l * mi2(M +msin?(0))l
- mgsin(f) cos®(0) — ml6?sin(h) cos(6) — f cos(h) + Mgsin(h) + mgsin®(0)
i = ) . (239)
(M + msin®(0))!
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Aplicando la identidad (2.35) en (2.39) se tiene que:

j_mg sin(6) — ml6?sin() cos(0) — f cos(#) + Mg sin(h)
(M + msin®(0))l ’
M +m)gsin(0) — mi6? sin(6) cos(0) — f COS(Q)'

(M + msin?(0))l

i

Con base en (2.38) y (2.40) se define:

U1 x
T
y = Y2 _ c R
Ys
- y4 - - 9‘ =

Por tanto, es posible escribir la ecuacion de estado del PISC como:

Y1 hy Yo
—mgsin(ys3) cos(ys)+mly3 sin(ys)+f
. d Y2 h2 = m sin? ;
g =hly.f) = = = Mrpmei ()

Y3 s Y4

(M+m)gsin(ys)—mlyj sin(ys) cos(ys) — f cos(ys)

Y4 hy

(M+msin®(y3))l

Los puntos de operacién del sistema (2.42) se obtienen al hacer:

h(y™, f*) =

o o o O

Del primer y tercer renglén de (2.43) se tiene que:

(2.40)

(2.41)

(2.42)

(2.43)

(2.44)
(2.45)

Posteriormente sustituyendo (2.44) y (2.45) en el segundo y cuarto renglén de (2.43)

se observa que:

[ = mgsin(yz) cos(y3)
(M +m)gsin(yz) — f*cos(y3) =0

17
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Sustituyendo (2.46) en (2.47) se tiene que:

(M 4+ m)gsin(y}) — mgsin(y;) cos®(y3) = 0,
sin(y;)[Mg + mg — mg cos®(y3)] = 0,
sin(y3) = 0. (2.48)

ys = 0" =nm, necZ. (2.49)

Ahora se tiene que al sustituir (2.48) en (2.46) se encuentra:
=0 (2.50)

Finalmente como ¥} no aparece en (2.43) se observa puede tomar cualquier valor, es
decir:

yy=x"=celR (2.51)

2.3. Controlador para levantar el péndulo

Fantoni y Lozano (2002) proponen la siguiente funcion para su andlisis:

. ke . ky | ks .
Vig.d) = 5 B(q,d)" + i+ o — 2]’ (2.52)

donde k., k, y k, son constantes positivas. Derivando (2.52) con respecto al tiempo se tiene
que:

V = keEE + ki + ky(z — 2% (2.53)

Como en Fantoni y Lozano (2002), la energia total del sistema se obtiene sumando

(2.12) y (2.14):

B(q,4) = (g.d) + Pla) = 54" M(g)i + mgl(cos(6) — 1) (2.54)

La derivada con respecto al tiempo de (2.54) estd dada como:

E = q"M(q)i+ 54" M(q)q — mglfsin(6) (2.55)

Sustituyendo (2.26) en (2.55):

. 1 . .
E=q'[-Cla,d)d - Gla) + 7] + 54" M(q)d — mglf sin(9) (2.56)
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Abhora, se sustituye (2.25), (2.28), (2.29) y la derivada con respecto al tiempo de la

matriz de inercia (2.27) en (2.56) para obtener:
E=if (2.57)
Posteriormente, al sustituir (2.57) en (2.53) se obtiene:
V = ik fE + kyii + ko (x — 27))] (2.58)

Asi, al sustituir (2.38) en (2.58) se encuentra que:

V=i

ky } L mk, sin(0)(16% — g cos(0))

kL
/ [ - M + msin®() M + msin®()

Fko(z — 2%)|  (2.59)

Ahora suponga que se escoge f de tal manera que el segundo factor de (2.59) sea:

k., mk, sin(0) (162 — g cos(0)) ,
k.E ky(z —2") = —k 2.60
/ [ * M+msin2(€)] * M + msin?(9) T hale =27 5@ (260)
Para poder despejar f de (2.60) se debe asegurar que:
kE + by £0 (2.61)
‘ M + msin®() ’ '

lo cual se consigue, segin Fantoni y Lozano (2002), con la siguiente condicion:

k
k_v > 2mgl(M + m) (2.62)

e

Asi al cumplir (2.62), es posible despejar f de (2.60) quedando como:
_ kymsin(0)(g cos(f) — 10%) — (M + msin?(0)) [k, (z — x%) + ksit]

f k, + (M + msin*(0))k.E (263)
Con esto (2.59) se convierte en:
V = —ksi?, ks >0 (2.64)
En consecuencia el estado y converge al conjunto:
S={yeR*i=0} (2.65)

Como z = 0 se tiene que & = (. Asi, evaluando la dindmica (2.38) en S se observa
que:
1

s 0
v M + msin®(0)

[—mg sin(6) cos(#) + ml6? sin(6) + f] (2.66)
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Encontrando que:
f = mgsin(f) cos(d) — mlf?*sin(6) (2.67)

Sustituyendo (2.67) en (2.40) se tiene que:

(M + m)gsin(f) — ml6?sin(0) cos(0) — (mgsin() cos(d) — mlb? sin(6)) cos(6)
(M + msin?(0))l
(M +m)gsin(#) — mgsin(0)(1 — sin?(9))
(M + msin®(0))l ’
(M + m)gsin(f) — mgsin(8) + mgsin®(0)
)
)

9‘:

9

9‘:

6=

(M + msin®(0))l ’

5 sin(f)(Mg + mg sin? (9) 9
O = T T mam(0))]  Sn(@): (2.68)

Multiplicando ambos miembros de (2.68) por ml? se obtiene:
mi?0 = mgl sin(6) (2.69)

Asi, en la ecuacion (2.69) se tiene que la dindmica de un péndulo simple sin friccion,
por lo que la energia es constante y si # no es constante, el péndulo tendrd movimiento de
manera perpetua.

Ahora se procede a sustituir (2.67) en el segundo sumando del primer término de

(2.60) (recordar que f en (2.67) se obtuvo cuando & = 0), con lo que se llega a:
Ek.f + ky(x —2%) = —ksi =0 (2.70)
Sustituyendo nuevamente (2.67) ahora en el primer término de (2.70) se tiene que:

Ek.[mgsin(0) cos(0) — mlf?sin(0)] = k,(a* — 2),
Ek. sin(0)[mg cos(0) — mlb?] = k,(z* — ). (2.71)

Multiplicando por [ ambos miembros de (2.71):
Ek. sin(0)[mgl cos() — mi%6?) = lk,(a* — z) (2.72)

Como [ y k, son constantes ademds © = 0 (x es constante también), entonces el

miembro derecho de (2.72) es constante.
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De acuerdo a (2.54) se tiene que £ = —2mgl cuando =0 y # = 7 ademds en
virtud de (2.64) se tiene que V' en (2.52) decrece mientras la & # 0. Entonces si se eligen las
condiciones iniciales de manera que V' (0) < keM se asegura que el punto 0=0,0=m
nunca se alcanzard. Por tanto, como el sistema se comporta como el péndulo mostrado en
(2.69), cuando y € S entonces sin(f)[mg cos(f) — mih?] no puede ser constante (incluido
el valor cero). Entonces, la inica manera de que (2.72) sea constante, cuando y € S, es que
E = 0. Observando las convenciones del péndulo en la Figura 2.1, la energia del péndulo
siempre es negativa y solo serd cero cuando el péndulo en movimiento cuenta con la energia
exacta para llegar a la posicién # = 0 o cuando ya se encuentra el péndulo en reposo en dicha
posicion.

De tal manera, para que (2.72) sea constante se requiere que & = 0, lo que implica
que x = z*, por tanto el controlador no lineal (2.63) es capaz de llevar al sistema a la tra-

yectoria homoclinica £ = 0, que es la energia necesaria para llevar al péndulo a la posicion
0 =0.
2.4. Controlador para atrapar el péndulo

Con base en (2.44), (2.45), (2.49), (2.50) y (2.51) se tiene que el punto de operacién

en el cual se desea trabajar es:

Yy T* 0
* i* 0
=" = _ =0 (2.73)
Y3 0 0
™ 0 0

Aplicando las formulas que se muestran en Herndndez-Guzmén et al. (2013) para la

aproximacion lineal del sistema (2.42) en el punto de operacion (2.73) se tiene que:

Z=Az+ Buw (2.74)
Oy1  Oy2 0Oys Ouya 0 1 0 0
oh Oh oh oh —mg
A= Oy, | _ | o o om o _|00 =5 0 2.75)
dy % Ohy  Ohy Ohy  Ohg 0 0 0 1 '
dy1  Oy2 Oy Oya
Ohy  Ohy  Oha Dhs || . (M+m)g
L Oy1  Oy2 Oyz Oys | ji* L 00 Ml 0 ]
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S _ -

57 0

h Oha 1
p= 2y 1) (;f /) =Y —| ™ (2.76)

F* oF 0

% * __l

L o5 113 | Ml
Donde:

z = y—y* (2.77)
w = f—f* (2.78)

Se encontré que el par (A, B) es controlable debido a que la matriz de controlabili-

dad C' = [B|AB|A%B| A3 B] tiene el siguiente determinante:

2

det(C) = 57 > 0 (2.79)

Por lo tanto es posible asignar de manera arbitraria los valores propios de la matriz
de lazo cerrado (A — BKT) a través del controlador w = —K72. De (2.73), (2.77) y (2.78)

se deduce que el controlador para atrapar el PISC es:

few=—KT2= KTy (2.80)

2.5. Modelo matemdtico del motor de CD con escobillas € imdn permanente

El motor de CD con escobillas e iman permanente es un sistema electromecanico
que transforma la energia eléctrica en energia mecdnica; debido a esto, el modelo matematico
se obtiene con el andlisis de los subsistemas eléctrico y mecdnico por separado (Hernandez-

Guzmadn et al., 2013); el diagrama representativo del motor se muestra en la Figura 2.3.

R L
_|__,-.v.'-,~|.'-,. L

LT P g
U I[:-!r:+ '\Tj'T-:'_F .| "jr”"' |4r) D
\ | hm

Figura 2.3: Diagrama del motor de CD.
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Donde:
= y es el voltaje aplicado en las terminales del motor.
=  es la corriente eléctrica de armadura.
= ( es la posicion angular del rotor del motor.

» ¢, = k. es la fuerza contra-electromotriz, donde k. es la constante de fuerza contra-

electromotriz.

» T = k1 es el par electromagnético generado, donde k,, es la constante de par del

motor.
= [ es la inductancia de armadura.
» R es la resistencia de armadura.
= J,, es la inercia del rotor del motor.
» b, es la constante de friccidn viscosa del motor.

Para calcular el modelo matemdtico del sistema eléctrico se aplica la Ley de Kirch-
hoff de voltajes en la tinica malla; entonces, se tiene que:

voltaje aplicado = ) | caidas de voltaje en toda la malla, es decir:

di , di . )
%—l—R@—f—ea—LE%—Rz—i—kecp (2.81)

u=1L
En el caso del sistema mecénico se utiliza la Segunda Ley de Newton. Considerando
que no existen pares de carga y que el motor no esta acoplado a ningin tipo transmision;

entonces, para la inercia y la velocidad angular del motor se tiene que:

inercia x aceleracién angular = > pares sobre la inercia .J,,,; es decir:
In@ =T — bpp = kpi — b (2.82)

Debido a que las ecuaciones (2.81) y (2.82) dependen una de otra; es posible llegar a
la representacion del modelo matematico del motor con una sola ecuacidn, en la cual se pueda

observar el comportamiento de la corriente en funcién del voltaje de entrada. Aplicando la
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transformada de Laplace a las ecuaciones (2.81) y (2.82), considerando condiciones iniciales

cero, se tiene que:

U(s) = LsI(s) + RI(s) + k.s®(s) (2.83)

I8 ®(5) = kI (s) — bps®(s) (2.84)

De (2.84) se observa que:

82 ®(5) + by s®(s) = kpI(s),

(Jn8* 4 bins) (s) = kyI(s),
km

) = Tt s)

I(s). (2.85)
Sustituyendo (2.85) en (2.83) se tiene que:

U(s) = LsI(s) + RI(s) + kes (ﬁ[(s)) :

U(s) = LsI(s) + RI(s) + k. (Umfﬁf(s)) ,
U(s) = LsI(s) + RI(s) + %](s),
0(s) = (Ls+ Rt ) 1)

U(s) = ((Ls + R)(Sirzs++birg) + kk:m> 1), (2.86)

A partir de (2.86) se puede concluir que una forma de representar el modelo ma-
tematico del motor de CD como funcion de transferencia con la corriente como salida en
términos de la transformada de Laplace, es:

I(s) (Jms + bi)

U(s) (LS + R) (Jms + byn) + kicknm 287)
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2.6. Control proporcional (P) de corriente de un motor de CD con escobillas
e iméan permanente

Para asegurar que la corriente en un motor de CD con escobillas e imdn permanente
se aproxime al valor deseado; se puede valer de un control de corriente que en su forma
mads simple consiste en un controlador proporcional de corriente (Herndndez-Guzman et al.,

2013). Es decir, la sefial de control se calcula como:

Donde k), es una constante positiva que representa la ganancia del controlador pro-
porcional de corriente, mientras que ¢, representa la consigna de corriente que debe ser ob-
tenida como la salida de otro controlador que se encarga de controlar la variable deseada.
Supdngase que 74 es simplemente el valor deseado de corriente que serd especificado de al-
gin modo; entonces considerando la funcién de transferencia obtenida en (2.87) y visto en
un diagrama de bloques en términos de la transformada de Laplace; el control proporcional

de corriente de un motor de CD quedaria como se muestra en la Figura 2.4.

Iq(s)+ ] bl (s + by I(s)
(Ls+ R) (Jins + b)) + kel

Figura 2.4: Diagrama de bloques del control proporcional de corriente.

Reduciendo la serie de bloques de la Figura 2.4; siendo G, () la funcién de trans-

ferencia de lazo abierto y G'r.(s) = IZ ((SS)) la funcioén de transferencia de lazo cerrado, se tiene
que:
kpi (Jms + b))
Gra(s) = P 2.89
2(8) = TZ5TR) (s & bn) + Ko (2-89)
kpi(Jm5+bm)
(TR (ms+bm) thekm
Gre T (oo o) (2.90)

1+ (Ls+R)(Jms+bm)+kekm
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Reduciendo (2.90), se tiene que:

L (Ls + R) (JinS + b)) + kekm + ki (Js + b))’
JmS + b
Gro = (s + brm) (2.91)

f (L5 + R) (s + byn) + B 4 (s 4 byn)

Como se puede observar, el polinomio caracteristico de la funcion de transferencia
de lazo cerrado (2.91) es de segundo orden y tiene todos sus coeficientes con el mismo signo
(positivo), por lo tanto de acuerdo a la regla de los signos mostrada en Herndndez-Guzman
et al. (2013), el polinomio caracteristico tiene todas sus raices con parte real negativa y el
control proporcional de corriente es estable.

Por otro lado en (2.89) se puede observar que el sistema es un tipo 0, lo que in-
dica que por el teorema del valor final el error en estado estacionario es diferente de cero;
por lo tanto, nunca alcanzard una entrada escalon (valor de la corriente deseada). Pero si se
elije una ganancia £,; bastante grande, se pueden considerar algunos términos de la funcion
de transferencia de lazo cerrado (2.91) aproximadamente cero; por lo tanto (2.91) quedaria

CcCOomao.
_(Jms+bn)
T (Jms +bm)

Lo cual implica que I(s) ~ I4(s); es decir, el control proporcional de corriente

Gre 1 (2.92)

es capaz de llevar a la corriente eléctrica del motor a un valor muy cercano de la corriente

deseada.

26



Capitulo 3
APORTACION TEORICA

3.1. Ecuacion de estado del PISC

En la seccion 2.2 se obtiene el modelo compacto del PISC y a partir de éste se en-
cuentran las ecuaciones de estado siguiendo la secuencia de andlisis de Fantoni y Lozano
(2002). Claramente se observa en esa seccion (seccion 2.2) que Fantoni y Lozano (2002)
hacen una consideracién en la que la inercia del péndulo se desprecia, es decir I ~ 0; para al-
gunos sistemas esta consideracion no se cumple y debido a esto se propone un nuevo analisis
de las ecuaciones considerando que la inercia no es despreciable.

Entonces, se propone la definicion de las siguientes constantes, a; y a; como:

m2?
= — 1
M= (3.1
as=M+m (3.2)

Y siguiendo la metodologia de andlisis de Fantoni y Lozano (2002), se pueden es-

cribir (2.36) y (2.33) como:

1 .
F= p—— —aygsin() cos(0) + mlo* sin(0) + f (3.3)

i = a—ll (—i cos(6) + gsin(0)] (3.4)

m

Por otro lado, sustituyendo (3.3) en (3.4) se tiene que:

-y cos(0)
e
ml | ay — ay cos?(0)

[—a1g sin(f) cos(0 + ml6? sin(f) + f] +g sin(@)] ;
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a2gsin(0) cos?(0) — aymlf? sin(6) cos(0) — ay f cos(h)

b= mi(as — a; cos2(9))
L Mg sin(0) |
ml
G a2gsin(0) cos?(0) — aymlf? sin(6) cos(9) — ay f cos(h)

ml(ay — aj cos?(0))
argsin(0)(as — ay cos*(0))

Y

ml(ay — aj cos?(6))

a2gsin(0) cos?(0) — aymlf? sin() cos(0) — ay f cos(d) + argsin(6)(az — a; cos(6))

b= ml(ay — aj cos?(0))

’

j_ Mazg sin(6) — a;ml6? sin() cos(6) — ay f cos(f)

(3.5)

ml(ay — ay cos?(0))
Con base en (3.3) y (3.5) y considerando la ecuacién (2.41), es posible escribir la

ecuacion de estado del PISC como:

Y1 hy Yo
—a1gsin(f) cos mlf? sin(0)+f
| i | v h, 1gsin(0)cos(0)-tmif?sin
y="nhly.f) =~ = - 2 cost(0) (3.6)
Y3 h Ya
a1azgsin(0)—ai;mlé? sin(0) cos(6)—ay f cos(0)
| Ya | B ha | L 2 mll(azfal cos?(0)) : |

Los puntos de operacion del sistema (3.6) se obtienen al hacer:

0

* * O
hy™, [7) = (3.7

0

0

Del primer y tercer renglén de (3.7) se tiene que:

Yy, =2 = 0 (3.8)
=60 = 0 (3.9)
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Posteriormente sustituyendo (3.8) y (3.9) en el segundo y cuarto renglén de (3.7) se

observa que:

[ = axgsin(yz) cos(y3) (3.10)

arazgsin(yz) — a1 f* cos(yz) =0 (3.11)

Sustituyendo (3.10) en (3.11) se tiene que:

ayazgsin(yz) — ay cos(y3)aigsin(yz) cos(yz) = 0,

ajasgsin(y;) — a%g sin(y3) COSQ(yg) =0,

sin(y3) = 0. (3.12)

ys =0"=nm, neZ (3.13)
Abhora se tiene que al sustituir (3.12) en (3.10) se encuentra:
=0 (3.14)

Finalmente se observa que y; no aparece en (3.7) por lo que se puede tomar cualquier
valor, es decir:

yy=a"=celR (3.15)

3.2. Obtencion del controlador para levantar el péndulo

El nuevo controlador para levantar el péndulo se deduce a partir de la funcién (ecua-
cién (2.52)) propuesta por Fantoni y Lozano (2002), vista en la seccién 2.3:
k k,

. ke . v . *
V@ﬂ%=5E@ﬂV+§%“%§M—$F

Siguiendo la misma metodologia de andlisis de la seccion 2.3 se llega a la ecuacion

(2.58); a partir de la cual, al sustituir (3.3) en (2.58) se encuentra que:

. i _ 12
Ve k, ) N k, sin(0)(—ayg cos(0) + mlo?) e — o)

as — ay cos?(0)

f<@E+

as — ay cos?(0)

(3.16)
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Ahora se escoge f de tal manera que el segundo factor de (3.16) sea:

. . )2
k, )+k'“ sin(6)(—ayg cos(#) + mib )+k;$(:c—x*) — —ksi (3.17)

as — ay cos?(6)

f(hE+

as — ay cos?()

Para poder despejar f de (3.17) se debe asegurar que:

k
k.E 2 A
[ et as — aj cos?(0) 70 (3.18)

Si se quiere asegurar (3.18) se requiere analizar los dos casos posibles para que la
parte izquierda de la ecuacidn (3.18) sea diferente de cero; es decir, cuando la parte izquierda
es mayor que cero y cuando es menor que cero. En éste sentido se analiza primero la situacioén
cuando es menor que cero:

kv

keE 0 3.19
* as — aj cos?(0) < (3.19)

Primero se observa que la energia total del sistema en el estado inicial £,, cuando
las velocidades & y 6 son cero y el péndulo se encuentra en su estado natural, es decir, en
0 = m; la energia cinética inicial K, es cero y la inica energia que tiene el PISC es la energia

potencial de inicio P,, por lo cual se tiene que:
E,=K,+ P, =0+ mgl(cos(m) — 1) = —2mgl (3.20)

Por lo tanto:

E > —2mgl (3.21)

Lo que quiere decir que la energia del sistema comienza en valores negativos hasta
alcanzar el cero. Por otra parte, el segundo término de (3.19) estd dividido por ay —a; cos?(6);
en éste término se analiza primeramente a4; del cual, se puede decir que el valor mas grande
que puede tomar es aproximadamente m. Esta afirmacién se debe a que si se aumenta la
inercia I del péndulo, el denominador de a; (ec. (3.1)) aumenta y por lo tanto a; disminuye;
entonces, el valor mds grande que puede alcanzar a; es cuando / — 0 ya que / no puede

tomar valores negativos, de ésta manera a; queda como:

m2?
a)p = ml2 =1m,
a; < m. (3.22)
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Con la afirmacién de anterior se observa que:
as=M+m>m>aq (3.23)

Una vez demostrado que ay > a; y debido a que k, estd definida positiva, se puede

decir que:
Ky
as — ay cos? ()

>0 (3.24)

Con la conclusién de (3.24) se puede plantear la situacién en la que se elige &, lo
suficientemente grande para que el segundo término de (3.19) inicialmente sea mas grande en
magnitud que el valor absoluto del primer término de (3.19); si esta situacidn ocurre entonces
no se cumpliria (3.19) ya que la diferencia seria un valor positivo, por lo cual se tendria que
elegir un valor de k, de tal forma que:

k
2mgl > ° (3.25)

a2 —aq

El problema de elegir un valor de %, que cumpla (3.25) es que cuando la energia
crezca desde un valor negativo —2mgl para llegar a cero, en algiin momento debe pasar por
un valor idéntico y de signo contrario al que tendrd el segundo término de (3.19), por lo que
al sumarse se hardn cero y se dejard de cumplir la condicién (3.18).

Con la conclusién anterior solo queda analizar cuando:

k
k. E £ 3.26
et as — ay cos?() =0 (3.26)

Para ello se sigue de (3.21) que:
k. E > —2mglk, (3.27)

Debido a que el valor més negativo que puede tener el primer término de (3.26) es el
de la desigualdad (3.27) y por el cual podria dejar de cumplirse la condicién (3.26), se puede

sustituir (3.27) en (3.26) para obtener:

v

as — ay cos?(0)

—2mglk, + >0 (3.28)
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De ésta manera, si ahora se piensa en el valor mas pequefio que puede tener el

segundo término de (3.26) para llevar al limite a la desigualdad, se tiene que:

ky
—2mglk. + — > 0,
¢5)

k

= > 2mglk,,

a2

k.

T > 2mglas. (3.29)

Asi al cumplir la nueva condicién (3.29), es posible despejar f de (3.17) quedando

como:
k, sin(0) (alg cos(f) — ml92> — (ag — ay cos?(0)) (ky (v — z*) + ksit)
= 3.30
/ ky, + (as — ay cos?(0)) k. E (3.30)
Con ésto (3.16) se convierte en:

V = —ksi®, k;>0 (3.31)

y en consecuencia el estado y converge al conjunto:
S={yeR'|i=0} (3.32)

Como # = 0 tenemos que & = 0. Asi, evaluando la dindmica (2.38) en S' se tiene

que:
T=0= P——T) [ aygsin(0) cos(f) + mlo- sin(0) + f] (3.33)
Encontrando que:
f = aygsin() cos(6) — mlf?sin(6) (3.34)
Sustituyendo (3.34) en (3.5) se tiene que:
arasgsin(6) — ayml6? sin() cos(0) — ay [alg sin(0) cos () — mib? sin(@)] cos(f)
h ml(ay — ay cos?(6)) ’
i Mazg sin(0) — a;ml6? sin() cos(0) — a2gsin(f) cos2(0) + aymlh? sin(6) cos(h)

(
mi( ’

as — aj cos?(0))

aiasgsin(f) — a?gsin(f) cos?(0)
ml(ay — ay cos?(0))

a1gsin(f)(az — ay cos*(0))  arg

ml(as —arco2(@) i SO (3.35)

b =

)

é:
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Sustituyendo (3.1) en (3.35) se obtiene:

_mlyg
Coml2+1
(mi? + 1)0 = mgl sin(6). (3.36)

sin(0),

Asi, en la ecuacion (3.36) se observa la dindmica de un péndulo simple sin friccion,
por lo que la energia es constante y si 6 no es constante, el péndulo tendrd movimiento de
manera perpetua.

Ahora se procede a sustituir (3.34) en el segundo sumando del primer término de

(3.17) (recordar que f en (3.34) se obtuvo cuando & = 0), con lo que se llega a:
Ekof + ky(x —2*) = ks =0 (3.37)
Sustituyendo nuevamente (3.34) ahora en el primer término de (3.37) se tiene que:

Ek.Jaygsin(0) cos(d) — ml6?sin(0)] = k(x* — z),
Ek. sin(0)[arg cos(d) — mib?] = ky(z* — x). (3.38)

Como k, es constante ademds & = 0 (x es constante también), entonces el miembro
derecho de (3.38) es constante.

Entonces, al igual que se hizo en la seccién 2.3 se puede concluir el controlador de
la misma manera; es decir, de acuerdo a (2.54) se tiene que £ = —2mgl cuando 6 =0 y
0 = 7 ademas en virtud de (3.31) se observa que V en (2.52) decrece mientras la & # 0.
Entonces si se eligen las condiciones iniciales de manera que V' (0) < kew se asegura
que el punto 6 = 0, 9 = 7 nunca se alcanzard. Por tanto, como el sistema se comporta como
el péndulo mostrado en (3.36), cuando y € S entonces sin(6)[a1g cos(d) — mlf?] no puede
ser constante (incluido el valor cero).

Entonces, la inica manera de que (3.38) sea constante, cuando y € S, es que £ = 0.
Observando las convenciones del péndulo en la Figura 2.1, la energia del péndulo siempre es
negativa y solo serd cero cuando el péndulo en movimiento cuenta con la energia exacta para
llegar a la posicién 6§ = 0 6 cuando ya se encuentra el péndulo en reposo en dicha posicién.

De tal manera, para que (3.38) sea constante se requiere que £ = 0, lo que implica

que x = zx*, por tanto el controlador no lineal (3.30) es capaz de llevar al sistema a la tra-

33



yectoria homoclinica £ = 0, que es la energia necesaria para llevar al péndulo a la posicién
0 =0.
3.3. Obtencion del controlador para atrapar al péndulo

El nuevo controlador para atrapar el péndulo se obtiene con (3.8), (3.9), (3.13),

(3.14) y (3.15); seleccionando el punto de operacién como sigue:

v z* 0

W I -~ . =0 (3.39)
Y3 o 0
Y 0* 0

De la misma manera que en la seccion 2.4; aplicando las formulas que se muestran
en Herndandez-Guzman et al. (2013) para la aproximacion lineal del sistema (3.6) en el punto

de operacion (3.39) se tiene que:

2=Az+ Bw (3.40)
[ on, om ony  ohy | [ i
ooy g o o010
dhy Ohy Ohy Ok —a
_ Oh(y, f) s Dys  Dys  ous |00 =0
A= ) v | 9hy Ohs Ohy Oh - (3.41)
Yy f* a_yf 8_?;; a_yi a_yi 00 0 1
Ohy Ohs Ohs Ohg . aiasg
L ayf ayg 33/; ayi 113 L 00 ml(;22—a1) 0 J
S _ .
8—fl 0
dh 1
B— Oy, | _ | o — az—a1 (3.42)
0 v oh '
f ¥ 57 0
o |y Taz—an)
L d1p= L mi(az—a1) |
Donde, de la misma forma que en la seccion 2.4:
z = y—y* (3.43)
w = f—[f" (3.44)

Analizando una vez mds la matriz de controlabilidad C' = [B|AB|A%B|A3B]| del

par (A, B), se tiene que:
g 0 3.45
det(C') = .
€ ( ) m4l4(a1 _ a2)4 > ( )
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Por lo tanto, el sistema es controlable y es posible asignar de manera arbitraria los
valores propios de la matriz de lazo cerrado (A — BKT) a través del controlador w = — K7 2.

De (3.39), (3.43) y (3.44) se deduce que el nuevo controlador para atrapar el PISC es:

3.4. Control proporcional-integral (PI) de corriente de un motor de CD con
escobillas e iman permanente

Como se analiza en la seccién 2.6, el control proporcional de corriente es estable
pero requiere valores muy grandes en la ganancia proporcional para que la corriente en el
motor se acerque al valor de corriente deseada. Evidentemente para alcanzar el valor deseado
de corriente, se necesita aumentar el “tipo” de la funcién de transferencia de lazo abierto
del sistema; y ésto se consigue incluyendo un término integral en el controlador; es decir,
utilizando la misma nomenclatura de las secciones 2.6 y 2.5, la sefial de control se calcula
como:

w; = kpi(ia — 1) + ki / (1g — 1)dt (3.47)

Donde k;; es una constante positiva que representa la ganancia integral del controla-
dor PI; aplicando la transformada de Laplace (considerando condiciones iniciales cero) a la
ecuacion (3.47) se tiene que:

Ki;
Ui(s) = kpi(La(s) — I(s)) + o (1a(s) — 1(9)) (3.48)

Al igual que con el control proporcional, se analiza el diagrama de bloques del sis-

tema en términos de la transformada de Laplace que se muestra en la Figura 3.1.

Id(S) R k. E (.-",-(.w:] (J?HH + by, ) [(S)
pe + 5 “I" + ) (Jul-“' + bm) + Ee ki

Figura 3.1: Diagrama de bloques del control proporcional-integral de corriente.

Reduciendo el diagrama de bloques de la Figura 3.1 se tiene que:
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G . (/{sz‘S + k“) (JmS + bm)
L S ((Ls+ R) (s + b)) + kekim)

(3.49)

_ s((Ls+R)(Jms+bm)+kekm)
Gre = 1+ (kpistkii)(Jms+bm) (3.50)
s((Ls+R)(Jms+bm)+kekm,)

Simplificando la ecuacioén (3.50) se tiene que:

 LJps3 + (I (R4 kpi) + b L) 82 + (b (R4 kpi) + ek + kiidin) 8 + kiiby,
(3.51)

GLC

Como se puede observar en (3.49) la funcidn de transferencia en lazo abierto ya es
un tipo 1; entonces, por el teorema del valor final, el error en estado estacionario es cero y el
sistema alcanzard el valor deseado para una entrada escalon, que en éste caso es la corriente
deseada.

Por otro lado, se observa en (3.51) que el polinomio caracteristico de la funcién de
transferencia en lazo cerrado es de grado 3; entonces, aplicando el criterio de estabilidad de

Routh al polinomio caracteristico de (3.51) se tiene que:

Tabla 3.1: Criterio de estabilidad de Routh aplicado al denominador de (3.51).

s> C3 c |0

S (6)) Co

Cc2

0
51 c2C1—C3Co 0 0
0

S Co 0

Donde:

c3=1LJ, >0 (3.52)
ey = Iy (R + ki) + bl > 0 (3.53)
c1 = b, (R + kpz) + keky, + kiz Sy > 0 (3.54)
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que:

Co = kiibm > 0

(3.55)

Analizando el término de la tercer fila y segunda columna de la tabla3.1 se observa

C2C1 — C3Cg c C3Cp
Ca Ca

Sustituyendo (3.55), (3.54), (3.53) y (3.52) en (3.56) se tiene que:

¢3¢0 — LJmk:ubm
1 — o (b (B + Kpi) + Kekm + Kiim) — Im (R + kpi) + b L’

= (b (R + kpi) + kekm + kit Jn) — .
(b ( vi) ) 2 (R4 k) + 1

Entonces, del denominador del segundo término de (3.57) se tiene que:

m.

me(R+l<:,,i)+1>1

Por lo tanto, se cumple:

< k?“Jm
Considerando (3.57) y (3.59) se tiene:
kiijm
(bm (R + kpz) + kekm + kzsz) > 7 )
7 (R+ky)+1
(bm (R + kpz) + kekm + kujm) - > 0.

(3.56)

(3.57)

(3.58)

(3.59)

(3.60)

Con (3.60) queda demostrado que todos los términos de la segunda columna de 3.1

son positivos; por lo que no hay ningtin cambio de signo entre elementos y se deduce que no

hay raices con parte real positiva en el polinomio caracteristico de (3.51); es decir, el control

PI de corriente es estable para cualquier valor de k; y k.

Como se puede observar, los dos controladores (P y PI) de corriente son estables;

pero una de las grandes diferencias entre un controlador y otro es que el controlador pro-

porcional solo alcanza un valor cercano al valor deseado de corriente con una ganancia k,;

bastante grande, en cambio el control PI si puede alcanzar el valor deseado de corriente sin

necesidad de aumentar demasiado la ganancia proporcional.
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Capitulo 4
METODOLOGIA

4.1. Control del sistema PISC con motor de CD como actuador

En base a las secciones 3.2 y 3.3, es posible controlar un sistema PISC con éstos 2
controladores; de los cuales, uno es para columpiar al péndulo (controlador no lineal) hasta
llevarlo a una posicién en donde se interrumpe éste controlador y entra el otro (controlador
lineal) para mantenerlo en una posicién de § = 0 (ver Fig. 2.1).

Como se puede observar, eventualmente se requiere un ‘“criterio de swicheo” entre
un controlador y otro. La primer idea que surge es cambiar al controlador lineal cuando el
controlador no lineal haya llevado al péndulo a un cierto d4ngulo cercano de 0; pero éste
criterio de swicheo solo funcionaria si la velocidad con la que sube el péndulo es pequeiia, ya
que si el péndulo sube con una velocidad muy grande, el controlador lineal probablemente
no alcance a atrapar al péndulo.

Para solucionar ésto, se propone un criterio de swicheo que no dependa tinicamente
de la posicion del péndulo € sino que también de su velocidad 0; ademds, también se consi-
deran los cuadrados de la posicion y la velocidad del péndulo para evitar que se desconecte
el controlador lineal cuando haya algin sobrepaso de 6 6 0 sea negativo, asi el péndulo sera

atrapado con la velocidad que lleve. Entonces el criterio que se propone queda como:
0% + 0%k, < 04 (4.1)

Donde k,, es una constante positiva que sirve para ajustar el peso que tendrd la
velocidad del péndulo y §, es una constante positiva que se utiliza para determinar cuando se
cambia de controlador; de esta manera si (4.1) se cumple entonces se conecta el controlador

lineal y en caso contrario se conecta el controlador no lineal.
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Debido a que, el controlador para levantar el péndulo es un controlador no lineal
que tiene como sefial de control la fuerza f que se debe aplicar al carro; y el controlador para
atrapar al péndulo, es un controlador lineal que también tiene como sefial de control la fuerza
que se debe aplicar al carro. Por lo tanto, el actuador que moverd al carro del PISC debe tener
la capacidad de de entregar la fuerza calculada por los controladores.

En este sentido, un motor de CD con las especificaciones correctas puede generar
esa fuerza a través del par que produce; es decir, ubicando el motor estratégicamente como
parte del carro de modo que a través de las ruedas de radio R, del carro se genere un par
T = fR, = k1 (ver seccion 2.5), podemos obtener la corriente deseada del motor como:

_ IR
=

4.2)

iq

De esta manera solo queda asegurar que la corriente deseada sea representada en el
motor; para esto, se puede valer de un control PI de corriente como el que se analiza en la
seccion 3.4. Asi, el control de un sistema PISC con un motor de CD como actuador quedaria

como se muestra en la Figura 4.1.
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Figura 4.1: Diagrama de control del PISC.
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4.2. Funcionamiento del sistema

Para la aplicacién (en un prototipo real) del controlador mostrado en la Figura 4.1
se llevaron diferentes etapas (ver Fig. 4.2); la primera etapa consiste en una computadora
personal que calcula las sefiales de control de los tres controladores propuestos; es decir, el
controlador para levantar el péndulo, el controlador para atrapar el péndulo y el control PI de
corriente. Ademas la computadora también procesarad el criterio de swicheo para intercambiar
de controlador.

Una vez que la computadora haya calculado la sefal de control final, ésta debe ser
llevada hasta las terminales del motor; pero primero debe pasar por la siguiente etapa pro-
puesta, que consiste en una tarjeta electrénica basada en un microcontrolador. Esta siguiente
etapa tendra varias funciones, una de ellas es servir de interfaz entre la computadora y el
prototipo, otra funcion es la adquisiciéon de datos de todos los sensores y la dltima funcién
es entregar la sefial de control calculada por la computadora a la siguiente etapa, la etapa de
potencia.

La etapa de potencia estd basada en un puente H que recibird de la etapa anterior
una sefial de modulacién de ancho de pulso (PWM) y un bit representante de la direccién en
la que debe girar el motor; la sefial de PWM a través del puente H serd interpretada como el
equivalente de nivel de voltaje que se tiene que suministrar al motor de CD, siendo este la
siguiente etapa.

Una vez suministrado el voltaje al motor de CD, comenzara a circular una corriente
por la armadura del mismo que a su vez ocasionard un par mecanico, el cual a través de las
ruedas acopladas al motor se interpretard como una fuerza aplicada al carro del prototipo.
Estas equivalencias de corriente a fuerza se pueden observar en la Figura 4.1.

La fuerza entregada de la etapa anterior es transferida al carro con el péndulo para de
esta manera comenzar la dindmica de la posicion del carro y la posicién del péndulo; debido
a que estas dos variables junto con la corriente del motor son utilizadas por los controladores,
se requiere de la siguiente etapa que estd compuesta por los tres sensores que convierten
las variables de interés en sefales eléctricas que posteriormente son adquiridas por la tarjeta

electrénica de la segunda etapa y transferidas de regreso a la computadora.
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Figura 4.2: Distribucion e interconexion de elementos del sistema.

4.3. Materiales y métodos

4.3.1 Metrologia de atributos estaticos

Los atributos estaticos del prototipo experimental son aquellos que se consideran

invariantes en el tiempo, por lo tanto, s6lo se miden una vez.

= Masa, m [kg|:

Las masas que se requieren conocer son la del carro y el péndulo; para esto se utiliza
una bascula disponible y comercial modelo ACB plus 1500 de la marca aec ADAM, con
un rango de 0 a 1500 [g] y una resolucién de 50 [mg].

» Longitudes, d [m]:

Las longitudes de interés son unicamente el radio de las ruedas acopladas a la flecha
del motor y las partes geométricas del péndulo para posteriormente calcular su inercia
y la distancia al centro de gravedad del mismo; estas longitudes se obtienen con un
calibrador tipo vernier comercial modelo 531-128 de la marca MITUTOYO, con un

rango de 0 a 150 [mm] con una resolucién de 0.02 [mm].
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= Momento de inercia, I [kg - m?]:

El péndulo con el que se trabajard es un prisma rectangular; entonces, el momento de
inercia de un prisma rectangular de masa m, largo a y altura b con eje de rotacion z

(ver Figura 4.3), segin Beer y Johnston (1988) esta dado como:

1
I, =— 242 4.
» 12m(a b%) (4.3)

o
/

Figura 4.3: Prisma rectangular (Beer y Johnston, 1988).

= Constante de par, k,, [*52]:

La constante de par del motor se mide con una prueba realizada al motor, en la cual es
necesario medir la corriente en la armadura del motor justo cuando el par que genera es
conocido. La corriente eléctrica es medida con un multimetro disponible y comercial

modelo MUL-285 de la marca STEREN.

El método para calcular la constante de par es el siguiente:

e Seacopla a la flecha del motor un extremo de alguna varilla disponible de longitud

l, y masa m, conocidas.

e Se conecta el multimetro seleccionando medicién de corriente y en serie con una

terminal del motor.
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e Se aplica voltaje al motor gradualmente hasta llevar a la varilla a una posicién

completamente horizontal.

e Se toma la lectura de corriente 7, en ese instante y la constante de par se calcula

como sigue:

Si [, es la longitud completa de la varilla; entonces, toda la masa de la varilla se con-

centra en %” y el peso de la varilla es:

Wy = Myg = 9.81m, “4.4)

Por lo tanto, el par que genera el motor para llevar al centro de masa de la varilla a su
posicion horizontal es:

T, = wU% = Kmim 4.5)

g

Despejando k,,, de (4.5) se observa que la constante de par queda calculada como:

k,, = —2 (4.6)

El motor que se utiliza en esta tesis es el modelo R11-1450 de la empresa Hp, de 24

[VCD] y 2 [A] y se muestra en la Figura 4.4.

Figura 4.4: Motor R11-1450 de la empresa Hp.
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4.3.2 Metrologia de atributos dindmicos
= Posicion angular del péndulo, 6 [rad]:

La posicién angular del péndulo se obtiene con un codificador incremental 6ptico co-
mercial modelo S1-1000-250-1-B-D, marca US DIGITAL, con una resolucién 1000
cuentas por revolucion (ver Figura 4.5). La actualizacion de la posicion angular del

péndulo en el controlador se realiza cada 0.005 [s].

Figura 4.5: Codificador incremental 6ptico S1-1000-250-1-B-D.

= Velocidad angular del péndulo, ¢ [rad):

La velocidad angular del péndulo se calcula de manera numérica basdndose en la si-

guiente ecuacion:

(k) = 0(k) _zik — 1), (4.7)

donde (k) es la velocidad del péndulo en el instante actual, §(k) es la posicién del

péndulo en el instante actual, §(k — 1) es la posicion del péndulo en el instante anterior

y At es el periodo de tiempo entre las muestras de posicién (At = 0.005 [s]).

= Posicion del carro, x [m]:

La posicion del carro se obtiene con un sensor infrarrojo de la marca SHARP modelo
GP2YOA21YKOF (ver Figura 4.6) que tiene una resolucién de 10 a 80 [cm]; el cual se
alimenta con 5 [VCD] y entrega una sefal analdgica de voltaje entre 0.5 y 3 [VCD]. La

actualizacion de la posicion del carro en el controlador se realiza cada 0.005 [s].
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Figura 4.6: Sensor infrarrojo GP2Y0A21YKOF de la marca SHARP.

Debido a que la sefial que entrega el sensor no es lineal se recurre a una linealizacién
que consiste en tomar mediciones del voltaje entregado y la distancia del objeto al
sensor para generar una tabla de datos y posteriormente una grafica; con la cual se
aproxima una funcién por medio de algin software (Microsoft Office Excel) y asi es
posible conocer directamente la posicion del carro en metros de acuerdo al voltaje

entregado por el sensor.

En base a la hoja de datos del sensor y a algunas mediciones; se puede obtener la
funcidn (4.8) que relaciona el voltaje entregado por el sensor V;,. y la distancia que se

esta midiendo (x) como sigue:

x = 0.2451V 109 (4.8)

Velocidad del carro, & [7]:

La velocidad del carro se calcula de manera numérica basdndose en la siguiente expre-

sion:
(k) = z(k) _Axt(k - 4.9)

donde (k) es la velocidad del carro en el instante actual, (k) es la posicion del carro

en el instante actual, z(k — 1) es la posicion del carro en el instante anterior y At es el

periodo de tiempo entre las muestras de posicién (At = 0.005 [s]).

Corriente de armadura del motor, i [A]:

La corriente de armadura del motor se mide con un sensor de corriente directa modelo

ACS712 de la marca Allegro (ver Figura 4.7) el cual trabaja mediante el efecto Hall
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y es alimentado con 5 [VCDJ; el sensor entrega una sefial analégica de voltaje entre O
y 5 [VCD] equivalentes a la corriente medida entre -5 y 5 [A]. La actualizacién de la

corriente del motor se realiza cada 0.005 [s].

Figura 4.7: Sensor de corriente ACS712.

4.3.3 Procesador de la ley de control

Las leyes de control se implementan en una computadora portdtil modelo Satellite

L455, marca TOSHIBA que cuenta con las siguientes caracteristicas:

n Software:

e Sistema operativo Windows 7 Home Basic.
e MATLAB version 8.0.

Dev-C++ version 4.9.9.2.

Master-Prog+.

PCW C compiler version 4.023.
= Hardware:

e Procesador Intel Celeron 2.19 GHz.
e Memoria RAM de 2 GB.
e Disco duro de 250 GB.

e Tres puertos USB2.
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4.3.4 Interfaz entre el PISC y la computadora

Para la comunicacién del PISC y la computadora se utiliza una interfaz serial a
115,200 [bps] a través de un cable convertidor USB-Serial de la marca MANHATTAN que
se muestra en la Figura 4.8; en seguida los voltajes CMOS de la interfaz serial son convertidos
a voltajes TTL con un driver MAX232 fabricado por la empresa TEXAS INSTRUMENTS

que tiene las especificaciones de la Tabla 4.1.

MANHATTAN

Figura 4.8: Convertidor USB-serial MANHATTAN.

Los voltajes TTL se utilizan para completar la comunicacion (por medio del protoco-
lo UART) de la computadora con un microcontrolador comercial PIC16F877A de la empresa
MICROCHIP, el cual se utiliza para adquirir las sefales analdgicas del sensor infrarrojo, el
sensor de corriente, los pulsos del codificador incremental del péndulo y se encarga también
de generar una sefial de PWM que sirve para aplicar el voltaje en la armadura del motor a

través un puente H.

Tabla 4.1: Caracteristicas del MAX232.
Caracteristicas Valor

Velocidad maxima | 120,000 [bps]
Voltaje de operaciéon 5[V]

Corriente nominal 0.008 [A]
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El puente H que se utiliza en la parte de potencia, es fabricado por la empresa Texas
Instruments modelo LMD18200 (ver Fig. 4.9); éste puente H tiene la capacidad de entregar
3 [A] y operar a voltajes de hasta 55 [VCD]; el puente H cuenta con un pin especifico para

saber si alcanza una temperatura peligrosa y tres terminales mds para las sefiales de control

(freno, direcciéon y PWM).

Figura 4.9: Puente H modelo LMD18200.
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Capitulo 5
CONSTRUCCION DEL PROTOTIPO
EXPERIMENTAL

Debido a que el prototipo estd planeado para fines didacticos y de experimentacion;
se disefié con materiales comerciales de bajo costo, esto también ayudara para su manteni-
miento y fécil reproduccion en caso de ser necesario. La estructura que soporta al carro se
escogid de aluminio para que sea ligera y se pueda transportar ficilmente, ademds de ser
estética y resistente. Por otro lado, con el fin de lograr que la teoria se acerque bastante a
la realidad, se diseid un carro con cuatro ruedas que soporta el péndulo y puede correr li-
bremente por la estructura con friccién seca casi nula. Al igual que el carro, el codificador

incremental del péndulo también se eligié con balero para disminuir la friccion.

5.1. Subsistema de la base del prototipo

La base del prototipo soporta todos los subsistemas que componen al PISC, de tal
manera que de la base hacia afuera tinicamente salen los cables de alimentacion eléctrica y
el cable de comunicacion con la computadora. Esta parte del prototipo se compone de varias
piezas ensambladas con tornillos y pijas (ver Fig. 5.1). La pieza que se encuentra en la parte
mas baja (que da estabilidad a las demds piezas) es una madera de 60 [cm] de largo, 10.8
[cm] de ancho y 1.5 [cm] de grueso; a ésta madera se fijan 4 perfiles de aluminio tipo U
normalmente utilizados en canceleria como rieles para puertas; estos perfiles se fijan en los
extremos de la madera con pijas. Los perfiles miden 31 [cm] de largo, 2.2 [cm] de ancho y

2.0 [cm] de grueso.
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Figura 5.1: Disefio de la base.

Las otras piezas son de otro tipo de perfil de aluminio que normalmente es utilizado
en canceleria para sujetar los vidrios a las paredes y pisos. Se eligi6 este tipo de perfil debido
a que lleva un riel por el centro de aproximadamente 11 [mm] de ancho que es muy Ttil
para dirigir el carro que correra sobre él. De éste perfil se cortaron 3 piezas con las mismas
dimensiones que sirven como paredes para limitar el avance del carro en ambas direcciones,
ademds en una de estas piezas se perforé una cavidad especial en donde cabe perfectamente
el sensor infrarrojo que mide la posicién del carro. Otras piezas de éste mismo perfil son
cortadas y unidas con tuercas y tornillos para servir como plataforma por la cual correrd el

carro con el péndulo. Las vistas y dimensiones de la base se muestran en la Figura 5.2.

51



600 ‘

112,40 ‘

598

Figura 5.2: Vistas y dimensiones de la base (cotas en [mm]).

5.2. Subsistema mecanico del carro y péndulo

El carro que se propone para el prototipo estd disefiado para disminuir la friccion
seca que no se estd modelando y pudiera alejar al prototipo de la teoria. El carro consiste
en dos bases a diferentes alturas utilizadas para fijar un par de llantas en cada base (ver Fig.
5.3); la base superior es un trozo de canaleta que se utiliza para fijar componentes en tableros
eléctricos de potencia, la canaleta es de acero inoxidable y mide aproximadamente 3.5 [cm]
de ancho y 16.6 [cm] de largo. Esta canaleta tiene perforaciones de fibrica que ayudan para
fijarla en las paredes; en el prototipo, las perforaciones se utilizan para fijar con tornillos y
tuercas de diferentes tamafios una abrazadera tipo U de acero inoxidable, la cual sujeta al

motor de CD e imdn permanente utilizado para generar la fuerza que mueve el carro.
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Figura 5.3: Disefio del carro y péndulo.

El motor que se eligié esta cuidadosamente seleccionado debido a que debe tener
una flecha suficientemente extendida hacia los dos extremos del mismo; esto es porque pos-
teriormente se acoplan dos llantas a presion directamente en la flecha del motor. Una vez que
se fijaron las dos llantas traseras se atornilla el motor. Posteriormente, la siguiente base a la
canaleta también se atornilla. La segunda base fue tomada de un carro de juguete en conjunto
con las otras dos llantas.

La siguiente parte acoplada a la canaleta es una placa fendlica de 12.2 [cm] de largo y
1.8 [cm] de ancho, el motivo de ésta placa es porque lleva grabadas varias lineas de cobre que
conectan los 5 pines del codificador incremental del péndulo (que estdn soldados con estafio
a la placa) y las dos terminales del motor (también soldadas), con una tira de pines al final de
la placa, de la cual se conecta un cable plano para enviar las sefiales ademads de las terminales
del motor a la placa de adquisicion de datos y al circuito de potencia respectivamente.

Por dltimo, también estd atornillado al extremo de la canaleta un trozo de dngulo de
aluminio blanco de 4 X 3 [cm]; este 4ngulo de aluminio blanco sirve como material reflectante
para el sensor infrarrojo que mide la posicion del carro. También se colocaron en los dos
extremos de la canaleta, tornillos de 7.5 [cm] de largo con un balero de 11 [mm] de didmetro

en la parte inferior; esto se propone para que los baleros corran libremente por el riel que
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tiene el perfil de aluminio de la plataforma, de tal forma que el carro siempre estard bien
dirigido a lo largo del riel con friccion seca despreciable gracias a los baleros. Las vistas del

carro y el péndulo se muestran en la Figura 5.4.

28,58 |

Figura 5.4: Vistas y dimensiones del carro y péndulo (cotas en [mm]).

El péndulo tinicamente es una solera de aluminio de 17.3 [cm] de largo, 1.3 [cm] de
ancho y 0.19 [cm] de espesor que tiene un dobles cuadrado en forma de U en el extremo, en
el cual se perfor6 un agujero de 0.6 [cm] de didmetro para introducir la flecha del codificador
incremental y un agujero de 0.13 [cm] de didmetro en la parte superior para atornillar el

péndulo con la flecha a través de un opresor.

5.3. Prototipo experimental completo

En la Figura 5.5 se muestra el disefio integrado del prototipo experimental PISC que

se construyo.
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Figura 5.5: Diseio del prototipo experimental.

5.4. Subsistema eléctrico

Para el prototipo se utilizaron dos fuentes de alimentacidn; una fuente conmutada de
computadora que entrega varios niveles de voltaje para la parte de potencia y una fuente de 5
[VCD] para la parte de instrumentacion e interfaz con la computadora. De la fuente conmuta-
da unicamente se ocupa una salida de 12 [VCD] y una de 5 [VCD]. Por otro lado la fuente de
5 [VCD] a 1 [A] que se construy6 (ver Fig. 5.6) esta conformada por un transformador con
derivacién central de 12 [VCA] a 1 [A], un puente de rectificacion, una etapa de eliminacién
de rizos con un capacitor de 1000 [uF] y una etapa de regulacién con un circuito regulador
de voltaje modelo LM7805 de la empresa FAIRCHILD, el cual puede disminuir voltajes de
hasta 40 [VCD] en 5 [VCD] a 1 [A]. El hecho de utilizar dos fuentes es debido a que estdn
separadas las referencias de voltaje de la parte de instrumentacion y la parte de potencia a

través de opto-acopladores.
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Figura 5.6: Fuente de alimentacion para la parte de instrumentacion.

Las dos fuentes de alimentacién toman la corriente alterna desde el mismo cable, por
lo que el prototipo tnicamente requiere la conexion de un cable para suministrar la corriente
alterna. Por otro lado, la fuente conmutada es lo suficientemente delgada para caber en el
ancho de la tabla que se encuentra de base en el prototipo; por tal motivo, las fuentes se
fijan con pijas a la madera y encima de la fuente conmutada se coloca con tornillos y contra-
tuercas la tarjeta electronica de potencia y comunicacién con la computadora. Debido a esto,

el prototipo queda perfectamente alimentado y comunicado con la computadora.

5.5. Subsistema electronico

En la Figura 5.8 se muestra el diagrama de conexiones de los componentes que
forman la parte de instrumentacion, la interfaz con la computadora y la etapa de potencia.
El componente principal de este circuito es el microcontrolador PIC16F877A, el cual por un
lado esta directamente conectado con el driver MAX232 quien transforma las sefiales TTL
del microcontrolador a sefiales con niveles de voltaje del estindar RS-232 y asi poder enviar
y recibir la informacion desde la computadora a través de un conector DBO.

Por otro lado, el microcontrolador esta conectado a través de resistencias de 330 [€2]
con dos opto-acopladores 4N28 que sirven para separar la parte de potencia de la parte de
instrumentacién y comunicacién con la computadora; las dos sefiales que se opto-acoplan
son la sefial de PWM vy el bit de direccion que posteriormente se transfieren al puente H
LMD18200 quien a partir de su circuito basico genera los voltajes para las terminales del
motor. Cabe mencionar que la terminal del puente H que genera el frenado del motor esta
conectada a tierra debido a que el puente H junta las terminales del motor cuando la sefal de

PWM tienen un cero 16gico y el pin de “break” también estéd en cero (ver Fig. 5.7); lo cual es
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util ya que las ecuaciones tedricas consideran que el motor recibe 0 [V] cuando la sefial de
PWM estd en bajo, y esto se consigue juntando las terminales del motor (que equivale a la

configuracion “break”).

PWM Dir Brake Active Qutput Drivers
L Source 1, Sink 2

Sink 1, Source 2

Source 1, Source 2

Source 1, Source 2
Sink 1, Sink 2
NONE

Tz |(T|(r ||

>[I |(=|r|XT
I|T|T|r |

Figura 5.7: Tabla de verdad tomada de la hoja de datos del puente H LMD18200.

Una de las salidas del puente H estd conectada directamente a una terminal del
motor, pero la otra salida atraviesa primero al sensor de corriente antes de conectarse a la otra
terminal del motor. El sensor de corriente con su circuito basico genera una sefial analégica
de voltaje que es equivalente a la corriente medida; ésta sefial analdgica pasa por un filtro
pasa bajas echo con una resistencia y un capacitor con los valores mostrados en la Figura
5.8, el cual tiene una frecuencia de corte de 72 [Hz] aproximadamente. Posteriormente la
sefal pasa al pin 3 del microcontrolador para ser convertida en 10 bits digitales a través de su
convertidor analdgico-digital (ADC) interno.

Otra sefial que también es convertida en 10 bits digitales, es el voltaje que entrega
el sensor infrarrojo GP2Y0A21YKOF que se utiliza para medir la posicion del carro; la sefal
que entrega este sensor también es filtrada mediante un filtro pasa bajas construido con un
capacitor y una resistencia con valores de 330 [nF] y 47 [k(2] respectivamente. Este filtro tiene
una frecuencia de corte de 10 [Hz] aproximadamente, debido a que (por el tipo de sensor) la
sefal que entrega puede ser muy ruidosa.

Como se puede observar, al microcontrolador también estdn conectadas dos resis-
tencias variables en serie para dividir el voltaje en 0.595 [VCD] y 3.1 [VCD]. La razén de
estos voltajes es que sirven como referencia al ADC interno del microcontrolador; es decir,
0.595 [VCD] equivalen a un 0 binario de 10 bits y 3.1 [VCD] equivalen a un 1023 decimal
de 10 bits. Las referencias se decidieron en esos niveles de voltaje en base al rango de me-
dicién del sensor infrarrojo; es decir, cuando el carro sobre la estructura estd lo mas alejado

posible del sensor, entrega un voltaje de 0.595 [VCD] y cuando esté a la distancia minima
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(10 [cm]) del sensor, entrega un voltaje de 3.1 [VCD]. Esto no afecta la medicién de la sefial
entregada por el sensor de corriente ya que el rango de voltajes en los que se utiliza el sensor
de corriente es de 2 a 3 [VCD] el equivalente de -2 a 2 [A] aproximadamente, por lo cual se
pueden representar perfectamente dichos niveles de voltaje en los 10 bits del ADC.

Por ultimo, se conectan a los pines 37 y 38 del microcontrolador dos capacitores a
tierra junto con las dos sefiales del codificador incremental (encoder) que mide la posicién del
péndulo; estas dos sefiales son los canales A y B del encoder, los cuales son leidos a partir de
una interrupcion por el puerto B del microcontrolador, dicha interrupcion tiene un algoritmo
programado que se encarga de sumar los pulsos de los canales del encoder y de esta manera

conocer la posicion angular del péndulo.
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Figura 5.8: Diagrama eléctrico del prototipo.
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Capitulo 6
RESULTADOS Y DISCUSION

6.1. Parametros del prototipo experimental

El prototipo real que se desarrollo se muestra en la fotografia de la Figura 6.1, esta
fotografia fue tomada en el momento en que el prototipo estaba en funcionamiento y el carro
regresaba a su posicion inicial (x = 0) mientras equilibraba el péndulo en su posicion vertical

hacia arriba (6 = 0).

Figura 6.1: Fotografia del prototipo experimental.

En base a la seccion 4.3 se obtuvieron los datos del prototipo mostrados en la tabla
6.1. Cabe mencionar que para el cdlculo de la constante de par del motor se utilizé una varilla

rectangular de masa 49.05 [g] y longitud 315.44 [mm]; de tal forma que para llevar a la varilla
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a una posicion totalmente horizontal se midi6 una corriente de armadura en el motor de 1.19

[A]. Con éstos datos se utiliza la ecuacion (4.6) para calcular la constante de par del motor.

Tabla 6.1: Parametros del PISC.

Simbolo | Descripcion Valor Unidades
l longitud al centro de masa del péndulo | 0.0865 [m]
M masa del carro 0.4735 [kg]
m masa del péndulo 0.01055 [kg]
I inercia del péndulo 0.00002631524 | [kg - m?]
K,, constante de par 0.0637 [25m]
r radio de las ruedas acopladas al motor | 0.032 [m]

Como se puede observar en los pardametros del PISC, el valor de ml? es:

ml* = (0.01055)(0.0865)% = 7.89377375 x 107°

y el valor de la inercia es I = 0.00002631524 = 2.631524 x 10~°; debido a estos valores,
no es posible cumplir la condicién ml? >> I que se utiliza en la seccién 2.2 para calcular
las ecuaciones (2.37) y (2.38). Por tal razén, se utilizan los controladores desarrollados en la

secciones 3.2 y 3.3.

6.2. Ganancias del control PI de corriente

Debido a que el control PI de corriente es estable para cualquier valor de ganancias
kii y kpi como se demostré en la seccion 3.4; se hicieron varias pruebas con el motor de CD
y el prototipo ya ensamblado; esto para corroborar que el controlador estuviera funcionan-
do adecuadamente y para obtener las ganancias con las cuales se llega al valor deseado de
corriente en menos tiempo.

Para las pruebas que se realizaron se gener6 con la misma computadora una sefial de
corriente deseada senoidal de diferentes amplitudes A, y frecuencias f; (ver ecuacién (6.1)),
el objetivo de esta forma de onda es para asegurar que la corriente en el motor este siguiendo
de cerca a la corriente deseada aunque esta tenga variaciones muy grandes y valores tanto

positivos como negativos.
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id = Ad SiH(QWfdt) (61)

Donde ¢ representa el tiempo real de la prueba y es aumentada internamente en el
programa cada que se recibe una nueva muestra de corriente medida, es decir, cada 0.005 [s].
Las ganancias del controlador quedan ajustadas solo hasta que puedan seguir una corriente
deseada de una frecuencia y amplitud “grandes”, que para este proyecto se considera una
frecuencia de 20 [Hz] y una amplitud de 0.15 [A].

Se realizé una prueba del control de corriente que dura aproximadamente 1 [s], la
cual se muestra en la Figura en donde se observa en color rojo la corriente deseada y en color
azul la corriente medida. En esta prueba se puede ver que la corriente en el motor sigue en

todo momento de cerca a la corriente deseada, a pesar de su frecuencia y su amplitud.

0.5F ba |
—
0.4 g

0.3f q

-0.2[
-0.3} : : i

|

_05 - . - - -

Corriente deseada y corriente medida [A]
) o
] o ¢
T
— .
——
L L L

| | | | | | | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Tiempo [s]

Figura 6.2: Gréfica de una prueba del control de corriente.

Siguiendo las pruebas anteriores se encontraron las ganancias del controlador PI

mostradas en la tabla 6.2.

62



Tabla 6.2: Ganancias del controlador PI de corriente.

Ganancia | Valor

k 29

DL

Fi; 1800.0

6.3. Ganancias del controlador lineal para atrapar el péndulo

El controlador lineal para atrapar el péndulo tiene cuatro ganancias debido a que esta
propuesto segun la ecuacidn (3.46), estas ganancias se calculan con el método de asignacién
de polos por retroalimentacion del estado, en base al lugar en donde se desea colocar los
polos de lazo cerrado del sistema; para esto, en primera instancia se calcula el polinomio

caracteristico del sistema, con el determinante:
det ((A— BK™) — \I)

Donde A y B son las matrices (3.41) y (3.42) respectivamente, / es la matriz iden-
tidad que tiene el mismo tamafio de A, A representa los valores propios del sistema y K es la

matriz del controlador que se define como:

ko
K = (6.2)
ks

ka
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En éste sentido la matriz (A — BKT) — A\I queda como:

(A— BK") =\l =

01 0 0 0 A0 0O

00 -4 L 0 A 00

e - e []fl ky ks ky | — -

0 0 0 1 0 00 A O
00 s 0] | sty | (00 0 |
[0 1 0 ol [ o | (A 00 0|
0 0 —0.16302 0 2.1002 0 A 00

- ki ky ks m]— =

0 0 0 1 0 00 X O
|00 86469 0| | ~18210 |00 0 X

[ 1 0 0o

—2.1002k; —2.1002ky — XA —2.1002k3 — 0.16302  —2.1002k, 63)
0 0 Y 1
18.210k; 18.210k; 18.210ks3 + 86.469  18.210k; — A
Y el determinante de (6.3) es:
det ((A— BK") = XI) =
M 4 (2.1002k; — 18.21k4)A* 4 (2.1002k; — 18.21k3 — 86.469)\?
—178.63ky\ — 178.63k; (6.4)

Donde el polinomio de la ecuacién (6.4) es el polinomio caracteristico del sistema
en lazo cerrado y los valores de A que hacen que el polinomio se haga cero, son los polos del

sistema en lazo cerrado; entonces, se puede pensar en el siguiente polinomio:

A+ p1) A+ p2) A+ Dp3) (A +ps) =
M+ (p1 4 p2 + p3 + pa) A + (pipa2 + Pips + Pipa + Paps + Paps + Papa) A+

(P1p2ps + p1p2pa + P1P3Pa + Pap3pa) X + p1p2pspa (6.5)

Donde p1, p2, p3s Y p4 son los polos propuestos arbitrariamente que se desean para el

sistema; entonces, igualando (6.4) y (6.5) se tiene que:
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2.1002ky — 18.21ky = py + P2 + p3 + Pa (6.6)

2.1002k; — 18.21k3 — 86.469 = p1p2 + p1p3 + P1Pa + P2ps + papa + P3pa (6.7)
—178.63ky = p1paps + D1p2pa + P1P3Pa + PaD3pa (6.8)
—178.63k1 = p1papspa (6.9)

y acomodando el sistema de ecuaciones en forma matricial se tiene:

0 2.1002 0 —18.21 p1+ P2+ Dp3+ Py
2.1002 0 —18.21 0 P1P2 + P1P3 + P1P4 + pap3 + papa + p3ps + 836.469
0 —178.63 0 0 P1P2pP3 + P1DP2Pa + p1P3pa + PaPsPa
I —178.63 0 0 0 D1P2pP3p4

(6.10)

Donde las primeras 4 columnas de izquierda a derecha de la matriz (6.10) correspon-

den a los coeficientes de ki, ko, k3 y k4 respectivamente; entonces, se asignan los polos del
sistema sobre el eje real negativo para que el sistema responda sin oscilaciones y se asegura
que sean lo suficientemente grandes para que responda con rapidez; de tal forma que para
este trabajo se elijen los polos en —15, —11, =2y —1.5, es decir, p; = 15, p; = 11, p3 =2y

p4 = 1.5; entonces, utilizando la eliminacion de Gauss-Jordan se reduce la matriz (6.10) y se

obtiene:
1 00 0 —27711
01 0 0 —3.6696
(6.11)
0 01 0 —19.291
0 0 0 1 —2.0432

Asi, las ganancias del controlador lineal para atrapar el péndulo quedan calculadas

y se muestran en la tabla 6.3.
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Tabla 6.3: Ganancias del controlador lineal.

Ganancia | Valor
kq 27711
ko -3.6696
ks -19.291
ky -2.0432

6.4. Ganancias del controlador no lineal para levantar el péndulo

Para encontrar las ganancias del controlador no lineal se sigue un proceso totalmente
empirico, teniendo cuidado en que las ganancias k, y k. siempre deben cumplir la condicién
(3.29). Siguiendo este proceso, se encontrd que una respuesta satisfactoria del controlador no

lineal se obtiene con las ganancias mostradas en la tabla 6.4.

Tabla 6.4: Ganancias del controlador no lineal.

Ganancia | Valor
ky 0.1
ky 55.5
ks 1.55
ke 8.1

6.5. Criterio para relevar los controladores

El criterio para relevar los controladores o criterio de swicheo, requiere dos valores,
como ya se analiz6 en la seccién 4.1; estos valores dependen directamente de la manera en
la que se sintonizo el controlador para levantar al péndulo; a pesar de que el controlador no
lineal busca dar la energia necesaria para que se alcance la trayectoria homoclinica, es decir,
la energia para que llegue a la parte vertical invertida con velocidad cero; si se sintonizd el
controlador no lineal para que el péndulo suba mds rdpido, entonces la ganancia k,, debe ser
grande, en caso contrario la ganancia debe ser pequeia; esto se debe a que la ganancia k,,
influye en el criterio de swicheo con respecto a la velocidad del péndulo, de tal forma que,

entre mas rapido suba, mds rapido cambiard de controlador proporcionalmente con k.
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La ganancia ¢, se debe proponer de acuerdo al rango de cercania a cero de 6, en el
cual se trabajard el controlador lineal y dejara de trabajar el no lineal, es decir, si el péndulo
sube lentamente, la variable 2 debe alcanzar a J, en el momento justo para que el controlador
lineal lleve rapidamente al péndulo a la posicion 6 = 0.

Tomando en cuenta estas consideraciones y con algunas pruebas reales, se encontrd

que el criterio de swicheo funciona adecuadamente con las ganancias mostradas en la tabla

6.5.

Tabla 6.5: Constantes del criterio para relevar los controladores.

Constante | Valor
kya 0.015
O 0.6

6.6. Resultados experimentales

La prueba que se muestra a continuacién dura aproximadamente 6[s|, en este expe-
rimento el carro comienza en una posicion diferente de cero y el péndulo comienza en una
posicién totalmente vertical hacia abajo, es decir, ¢ = 7. Al iniciar la prueba, el carro es jala-
do hacia el cero debido al controlador no lineal y autométicamente comienza a desarrollarse
la dindmica del sistema. Como se puede observar en la Figura 6.3, la posicion del carro oscila
alrededor del cero, lo que indica que el controlador no lineal intenta llevar la posicién del
carro a la posicion de estabilidad, es decir, x = 0 para que la funcién de Lyapunov llegue a
cero; sin embargo, al momento en que las demds variables comienzan a interactuar, obligan
al carro a alejarse del cero. Por otro lado, cuando el péndulo es atrapado arriba, la posicion
del carro regresa rdpidamente a cero debido al controlador lineal que tiene su punto de ope-
racion justo en x = (. Pero, el carro tarda en llegar a cero porque el péndulo atin se mueve y
el sensor de posicion debido a su naturaleza, introduce pequefias perturbaciones en forma de

ruido sobre las lecturas de posicion.
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Figura 6.3: Grafica de la posicion del carro.

Otra variable que también fue guardada en un archivo de texto durante el experi-
mento, para después ser graficada, es la velocidad del carro, medida en [m/s]; ésta variable,
como ya se menciond anteriormente, es calculada numéricamente en el programa que ejecuta
la computadora y como se puede ver en la Figura 6.3 sigue la misma dindmica de la posicién
del carro solo que en este caso se ve perfectamente el ruido del sensor amplificado por la

derivada numérica.

68



Velocidad del carro [m/s]

—3 C i i i i i 3
0 1 2 3 4 5 6
Tiempo [s]

Figura 6.4: Grafica de la velocidad del carro.

La posicién del péndulo, es la variable mds representativa del experimento, ya que es
dicha variable la que demuestra que los tres controladores estdn funcionando adecuadamente.
Como se observa en la Figura 6.5 la posicion del péndulo hace tres oscilaciones antes de
llegar a la posicién y velocidad adecuada para que el controlador lineal sea relevado y lleve al
péndulo a O[rad| en donde se mantiene sin caerse; el tiempo que tarda en llegar a la posicion
de 0, es de aproximadamente 3.25[s]; por otro lado, el tiempo que tarda el controlador no
lineal en levantar al péndulo, es de aproximadamente 2.34[s], es decir, el controlador lineal

tarda 0.91]s] en llevar al péndulo a su posicién de cero.
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Figura 6.5: Gréfica de la posicioén del péndulo.

Como se puede observar en la Figura 6.6 la velocidad del péndulo oscila a la par
del péndulo, solo que en esta grifica se observa que la derivada numérica de la posicion del

péndulo, aumenta el ruido de la sefial, sobretodo para velocidades pequeias.

Velocidad angular del péndulo [rad/s]

Tiempo [s]

Figura 6.6: Gréfica de la velocidad del péndulo.

Una gréfica que también es de bastante interés, es la grfica de corriente que se
muestra en la Figura 6.7. Para generar las graficas se guardaron en un archivo de texto los

valores de la corriente medida cada 5[ms] y la corriente calculada en base a la fuerza que el
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controlador lineal o el no lineal solicitaban, es decir, la corriente deseada calculada segin la
ecuacion (4.2). En la grafica se muestra en rojo la corriente deseada y en azul la corriente
medida.

Como se puede observar el controlador PI de corriente hace que la corriente en el
motor siga de cerca a la corriente deseada a pesar de los cambios bruscos que se calculen;
por otro lado, se observa al principio del experimento que la corriente deseada se satura
en valores positivos y negativos de 0.9[A], ésta saturacién fue programada intencionalmente
debido a que la corriente mdxima mantenida que se pudo obtener del motor en todas las

pruebas fue de 0.8[A], por lo cual, esta saturacion se utiliza para limitar la corriente deseada.

]I
|
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0.8
0.6
0.4
0.2

||
i

Corriente deseada y corriente medida [A]
o

-0.2f
-0.4f
-0.6f
-0.81
_l - u
0 1 2 3 4 5 6
Tiempo [s]

Figura 6.7: Gréfica de la corriente aplicada y la corriente deseada.

Finalmente se muestra en la Figura 6.8 la grafica del voltaje calculado que se tiene
que aplicar en las terminales del motor; dicho voltaje se calcula con el control PI de corriente,
es decir, segun el andlisis de la seccidn 4.1, el voltaje es la seial de salida del control PI de
corriente. Por lo tanto, la salida del control PI de corriente se satura entre los niveles maximos
de voltaje (positivos y negativos) que puede entregar el puente H, en este caso 11.47[V]. Cabe
mencionar que la integral numérica que se calcula para el control PI también es saturada en

estos niveles de voltaje.
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Figura 6.8: Gréfica del voltaje aplicado al motor.

Como se observa en la Figura 6.8 el voltaje se satura justo cuando la corriente en el
motor también lo hace, lo que significa que la sefial de control si se estd aplicando correcta-
mente. La manera en que se aplica la sefal es escaldndola en un nimero de 8 bits (1 bit de
signo y 7 bits de magnitud) que después se envian al microcontrolador para que los aplique

en una funcién que genera el PWM para el puente H.
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Capitulo 7
CONCLUSIONES

El prototipo PISC construido para esta tesis, se disefié basandose en el modelo ma-
temadtico analizado en la seccidn 2.2, de tal forma que la teoria coincidi6 en buena medida
con la préctica; es decir, el carro con el péndulo casi no tiene friccion seca debido a que en
todos los puntos de contacto del carro con la estructura se procur6 evitarla (con baleros). Por
otro lado, el carro se construy6 con materiales ligeros para que el motor de CD que lo mueve
no tenga que vencer una inercia muy grande al inicio del movimiento y en cada cambio de
direccion.

Parte de la aportacion de esta tesis, es la nueva tecnologia que se utilizé en la ins-
trumentacién del proyecto; por ejemplo, el sensor infrarrojo usado para medir la posicién del
carro funcion6 adecuadamente a pesar de la reduccion en la frecuencia de corte de su filtro
pasa bajas debido al ruido que el propio sensor genera en consecuencia a la luz ambiental.

Se encontrd que la luz del ambiente afecta al sensor generando algunos picos de
voltaje montados sobre la sefial analdgica que el sensor entrega; sin embargo, con el filtro
pasa bajas se arreglé el problema y la sefial no tuvo algun retardo considerable.

Otra aportacion de la tesis y probablemente la més importante, es el analisis tedrico e
implementacién del lazo esclavo de control de corriente en el PISC, el cual se disefié como un
controlador PI y se demostré su estabilidad con el criterio de Routh. El control PI de corriente
en las pruebas corroboré su eficiencia a pesar de ser implementado en una computadora
portétil; es decir, los lazos esclavos de control de corriente que se utilizan actualmente en
gran parte de la maquinaria de control numérico son analdgicos y ocupan bastante hardware
en los servo-amplificadores; con los resultados obtenidos en esta tesis se podria considerar

quitar esa parte analdgica de la tarjeta electrénica de los servo-amplificadores y en cambio

73



implementar el control de corriente en algunas lineas de cddigo, con lo cual se reducirian
costos de produccién y espacio.

Uno de los problemas mas grandes que se encontré en las primeras pruebas del pro-
totipo, fue usar la consideracion de I ~ 0 en el algoritmo de los controladores para levantar y
atrapar al péndulo como sugieren Fantoni y Lozano (2002). Los controladores no funcionan
adecuadamente sin una ganancia extra que amplifique la sefial de salida del controlador no
lineal; es decir, la fuerza que se debe aplicar al carro calculada con el controlador no lineal
se debe amplificar aproximadamente seis veces antes de utilizarla en el siguiente controlador.
En ese sentido, se replantearon las constantes utilizadas en la ecuacién de estado del PISC y
en los controladores, quedando como una version extendida, en la cual influye la inercia del
péndulo y se puede omitir la ganancia extra.

Todos los controladores fueron codificados en lenguaje C++ y compilados en Dev-
C++; esto le da al proyecto portabilidad, flexibilidad y facilidad de uso, ya que Dev-C++ es
un compilador libre que se puede descargar facilmente de la red sin tener que pagar licencia.
El cédigo que se utiliza para la interfaz serial es el mismo c6digo en donde se escribieron los
controladores y se anexa en el apéndice.

Por altimo, cabe mencionar que el prototipo funciona adecuadamente y fue entrega-
do al grupo de control de la UAQ, para que se apliquen nuevos controladores a dicho sistema

y se puedan realizar publicaciones con resultados experimentales.
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A. PROGRAMAS UTILIZADOS

A.1. Programa para el microcontrolador PIC16F877A

// Programa para comunicacidén serial entre PC y proyecto Control

// Con el PIC16F877A y el compilador PCWH V3.43

#include<16£877A.h>

#device adc=10 //manejar adc de 10 bits

#include<stdlib.h>

#include<math.h>

#fuses HS,NOWDT,PUT, NOBROWNOUT, NOLVP, NOWRT, NOPROTECT, NOCPD

#use delay (clock=20000000) //Base de tiempo para retardos (frecuencia del Xtal)
#use rs232 (baud=115200,XMIT=PIN_C6,RCV=PIN_C7,BITS=8,PARITY=N)//Config. P. Serie

//direcciones de los puertos y algunos registros
#byte OPTION= 0x81
#byte TMRO = 0x01
#byte CVRCON= 0x9D
#byte ADCON1l= 0x9F
#byte ADCONO= Ox1F
#byte PORTA = 0x05
#byte PORTB = 0x06
#byte PORTC = 0x07
#byte PORTD = 0x08
#byte PORTE = 0x09

#bit PCO = 0x07.0
#bit PDO = 0x08.0
#bit PD1 = 0x08.1
#bit PD2 = 0x08.2
#bit PD3 = 0x08.3
#bit PD4 = 0x08.4
#bit PD5 = 0x08.5
#bit PD6 = 0x08.6
#bit PD7 = 0x08.7
[/ === Declaracion de variables———————————— //

intl6 inter,cuenta,Dt_1=0,Dt_2=0;
int8 pwm, cuentaHl, cuental, puerto, AB,AB_1, aux,dato=0;

int8 convHIR=0, convLIR=0;
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int8 convHCR=0, convLCR=0;

#int_rb
void rb_isr ()
{
puerto=PORTB;
AB=( (puerto) & (0x30))>>4;
aux=AB"AB_1;
if (aux!=0)
if (aux!=3)
1f (((AB_1<<1)"AB)& (0x02))
cuenta——;
else
cuentat++;

AB_1=AB;

void main (void)
{
set_tris_a(0b11111111);
set_tris_b(0b11111111);
set_tris_c(0b10000000) ; //Configurando pines para comunicacion serial y uso de pwm
set_tris_d(0b00000000) ;
set_tris_e(0b11111111);

PCO0=0;
OPTION=0x87; //prescaler asignado a timer0 con relacidén 1:256
setup_ccpl (CCP_PWM) ; //configurando pwm

setup_timer_2 (T2_DIV_BY_16,255,1);//T=(1/clock) «4+t2divx (period+1)

PORTC=0;

TMRO=0;

cuenta=0;

set_pwml_duty (0) ;

AB=0;

AB_1=0;

setup_adc (ADC_CLOCK_INTERNAL) ; //Configurando el convertidor ADC con reloj interno

setup_adc_ports (ANO_AN1_AN4_VREF_VREF) ;
enable_interrupts (global) ;
enable_interrupts (int_rb);

PCO0=1;

PD2=0;

while (TRUE)
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set_adc_channel (0) ;
delay_us (15);

Dt_l=read_adc();

set_adc_channel (1) ;
delay_us (15);
Dt_2=read_adc () ;

inter=(Dt_1) & (0xFFO00) ;
convHIR=inter>>8;

convLIR=(Dt_1) & (0x00FF) ;

inter=(Dt_2) & (0xFFO00) ;
convHCR=inter>>8;

convLCR=(Dt_2) & (0x00FF) ;

inter=(cuenta) & (0xXFF00) ;
cuentaH=inter>>8;

cuental=(cuenta) & (0x00FF) ;

PD4=1; //inicia envio

putc (0xAA) ; //mandando dato de reconocimieno al puerto serial
putc (convHIR) ;

putc (convLIR) ;

putc (convHCR) ;

putc (convLCR) ;

putc (cuentaH) ; //mandando cuenta al puerto serial

putc (cuental) ;

PD4=0; //termina envio
PD5=1; //inicia espera del timer
PD2=0;
do
{
if (kbhit ())

{
dato=getc();//obteniendo el dato
if (dato>=128)
{
PD3=1;
dato=dato-128;

pwm=dato<<1;
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else

PD3=0;
pwm=dato<<1;
}

set_pwml_duty (pwm) ; //actualizando el valor del pwm

}
while (TMR0<98) ;
PD5=0; //termina espera del timer
TMRO=0;
} //cierre del while infinito

} //cierre del main

A.2. Programa de los controladores e interfaz serial en Dev-C++

#include <iostream>
#include <string.h>
#include <dos.h>
#include <windows.h>
#include <conio.h>
#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>

#include <math.h>

#define Ts 0.005

#define _Pi 3.1415926535
#define fte 12.27
#define cpH 0.8

#define VM 11.47

#define IM 0.9

#define M 0.4735
#define m 0.01055
#define 1 0.0865
#define I 0.00002631524
#define km 0.0637
#define radioR 0.032

#define g 9.81

#define kva 0.015
#define delta 0.6

#define ke 8.1
#define kv 0.1
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#define kx 55.5
#define kd 1.55

#define k1 2.771

#define k2 3.6695
#define k3 19.2914
#define k4 2.0432

#define kpi 2.9
#define kii 1800.0

int main () {
char r,signo_sal, pwm;
float id,ei, intei,propi,uf;
float t=0.0,x=0.0,v1t_1=0,a=314.159;// (a=2*pixf)
float v1tIR=0.0,v1tCR=0.0,curr=0.0,theta=0.0;
float x_1=0.0,theta_1=0.0,thetap=0.0,xp=0.0;
float E=0.0,ctheta=0.0,stheta=0.0,£f=0.0;
float MmS2T=0.0,gCT_1Tp2=0.0,u=0.0;
float xf_1=0.0,xf=0.0,1iTs=1.0/Ts,norma2=0.0,thetad=0.0;
float a_1=0.0,a_2=0.0;
float aCT_mlTp2=0.0,a2_alC2T=0.0;

int i=0, flgcomm=0,dataIR=0,dataCR=0,dataTH=0;

a_l=(mxmx1%1l)/ (mx1lx1+1I);

a_2=M+m;

FILE *fp;
HANDLE h; /xhandler, sera el descriptor del puertox/
DCB dcb; /*estructura de configuracionx*/

DWORD dwEventMask; /*mascara de eventosx/

if ((fp=fopen ("PISC.txt", "w+"))==NULL) {
printf ("No se puede abrir el archivo.\n");
exit (1);
}
printf ("\n\t\t\t PISC...");

printf ("\n\n");

/+abrimos el puertox*/

h=CreateFile ("COM1", GENERIC_READ |GENERIC_WRITE, 0, NULL, OPEN_EXISTING, 0, NULL) ;
if (h == INVALID_HANDLE_VALUE) {

/xocurrio un error al intentar abrir el puertox/

}
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/+xobtenemos la configuracion actualx/
if (!GetCommState (h, &dcb)) {
/*error: no se puede obtener la configuracionx*/

}

/*Configuramos el puertox/
dcb.BaudRate = 115200;
dcb.ByteSize = 8;
dcb.Parity = NOPARITY;
dcb.StopBits = ONESTOPBIT;

dcb.fBinary TRUE;

dcb.fParity = TRUE;

/+ Establecemos la nueva configuracion =/
if (!SetCommState (h, &dcb)) {
/* Error al configurar el puerto */

}

/* Para que WaitCommEvent espere el evento RXCHAR x/

SetCommMask (h, EV_RXCHAR) ;

i=0;
DWORD nj;
char enviar;

int recibido=0;

enviar = "f’;
flgcomm=0;
while (1) |

recibido=0;
while (1) {
ReadFile (h, &recibido, 1/x leemos un byte x/, &n, NULL);
if (!'n) {break;}
elsef
if (flgcomm==0 && recibido==0xAA) {
dataIR=0;
dataCR=0;
dataTH=0;
v1tIR=0.0;
v1tCR=0.0;
recibido=0;
flgcomm=1;
}
else if (flgcomm==1) {
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dataIR=recibido;
dataIR=dataIR<<8;
recibido=0;
flgcomm=2;
}
else if (flgcomm==2) {
dataIR=dataIR+recibido;
recibido=0;
flgcomm=3;
}
else if (flgcomm==3) {
dataCR=recibido;
dataCR=dataCR<<8;
recibido=0;
flgcomm=4;
}
else if (flgcomm==4) {
dataCR=dataCR+recibido;
recibido=0;
flgcomm=5;
}
else if (flgcomm==5) {
dataTH=recibido;
dataTH=dataTH<<8;
recibido=0;
flgcomm=6;
}
else if (flgcomm==6) {

dataTH=dataTH+recibido;

v1tIR=((float)datalIR) = (2.514/1024.0)+0.595;//
v1tCR=((float)dataCR) *(2.514/1024.0)+0.595;//

x_1=x; //actualizando valores previos para cdlculos de velocidad

theta_l=theta;

theta=(signed short int)dataTH;

theta=((_Pi*theta)/2000.0)+_Pi;

x=-0.2451xpow (v1ltIR,-1.069)+0.20;//0.23

curr=(v1tCRx5.0)-12.555;

thetap=(theta-theta_1) *iTs;

5/1024
5/1024

xp=(x-x_1)*1iTs; //calculando velocidad del carro

if (theta<_Pi)
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thetad=0.0;

else

thetad=6.2832;

norma2= (theta-thetad) » (theta-thetad) tkvaxthetap*thetap;

if (norma2<delta) //escogiendo controlador a calcular
{
//calculando control lineal

f=klxx+k2xxp+k3* (theta-thetad) +kdxthetap;

else

//calculando control no lineal
stheta=sin(theta);
ctheta=cos (theta);
E=0.5% (M+m) xxprxp+mx1l+xp*xthetaprctheta+

0.5x (I+mx1lx1) xthetaprthetap+mxgxl* (ctheta-1);

//MmS2T=M+m*stheta*stheta;

//gCT_1Tp2=g*ctheta-l+thetap*thetap;

aCT_mlTp2=a_l*g*ctheta-mxl+xthetap*thetap;

a2_alC2T=a_2-a_lxcthetaxctheta;

//f=(kv+m*stheta* (gCT_1Tp2) — (MmS2T)

//* (kxxx+kd*xp) )/ (kv+ (MmS2T) xke*E) ;

f=(kvxstheta* (aCT_mlTp2) - (a2_alC2T) *
(kx*x+kd*xp) )/ (kv+ (a2_alC2T) xkexE) ;

//£=0.0;

id=f* (radioR/km) ;
//Lazo PI de corriente-—-------—-——————————————————————
//1d=0.15%sin (2.0%_Pix20.0%t);
//1d=0.1;
if (id>IM)
id=1IM;

if (id<-IM)
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id=-1IM;
ei=id-curr;
propi=kpixei;
if ((intei<VM) && (intei> (-VM)))
intei=intei+kiixTsxei;
else
{
if (intei>=VM)
intei=0.95xVM;
if (intei<=(-VM))

intei=-0.95+VM;

uf=propitintei;

if (UE>VM)
uf=vM;
if (uf<-VM)

uf=-VM;

u=uf;

// u=alfaxf* (radioR/km)*15.1898;
//u=2.5%sin (2.0%_Pi*x1.0xt);
//u=-2.5;

u=ux (127.0/VM); //escalamiento de salida, pwm de 8 bits

pwm= (unsigned char) fabs (u);

1f(u<0.0) {

pwm=pwm+128;

enviar=pwn;
if (!WriteFile(h, &enviar, 1, &n, NULL)) {

printf ("Error al enviar...");

// Guardando y Mostrando los Valores Obtenidos....
printf ("\r\t t(s)=%.3f theta(rad)=%.3f x(m)=%.3f",t,theta,x);
fprintf (fp, "\n%.3£\t%.3E£\t%.3E\t%.3£\t%. 3£ \t%.3£
\t%.3f\t%.3f",t, x,theta, xp, thetap, curr, id, uf) ;

t=t+Ts;

recibido=0;

flgcomm=0;
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}

else(
recibido=0;
flgcomm=0;

break;

if (kbhit ()) {r=getch();}
if (r==27) {break;}

fclose (fp);

return 0;

A.3. Programa en MATLAB para validar condiciones de los controla-

dores

$programa para validar condiciones de controladores del PISC
clc;

clear all;

close all;

ke=9.1;

kv=0.08;

alfa=1.0;

M=0.4735;

m=0.01055;

1=0.0865;
I=0.00002631524;
g=9.81;

al=(mxm*1x1l)/ (m*x1x1+1);

az=M+m;

if (kv/ke)> (2xmxg*1l* (M+m) )
disp(’Si cumple’);
else
disp (/NO CUMPLE’) ;
end
A=[0 1 0 0;0 0 —(al*g)/(a2-al) 0;0 0 0 1;0 0 (alxa2xg)/(mxlx(a2-al)) 0]
B=[0;1/(a2-al);0;-al/ (m*x1lx (a2-al))]
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