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Resumen

En esta tesis presentamos un estudio teérico de la penetracion capilar de un liquido en
micro y nanocanales rectos de seccidn transversal arbitraria, orientados tanto vertical como
horizontalmente. También se estudia la conductividad hidraulica que interviene en la ley de
Darcy generalizada para los suelos no saturados. Dichos estudios arrojan como resultado
que la penetracién capilar en micro y nano-canales rectos puede ser estudiada
analiticamente por medio de los modelos generalizados de flujo unidimensional. Tales
flujos de Poiseuille generalizados obedecen a la ecuacion de Poisson; y los dos parametros
mas importantes, es decir, la compacidad C y el factor de correccion geométrico €, pueden
ser determinados explicitamente para secciones transversales complejas. Ademas vemos
que la ley de penetracion capilar I(t) oc Vt describe correctamente la penetracion capilar
espontanea en nanocanales de seccién transversal rectangular [70]. Por otro lado, es posible
encontrar todas las alturas de equilibrio, mediante el método de extrémales de la energia,
que un liquido alcanza al penetrar de manera espontanea dentro de un tubo capilar de
seccion recta variable (se utilizan como parametros de analisis el namero de Bond (Bo), el
angulo de mojado (0) y el angulo de inclinacion o, que ofrece la generatriz al frente de
penetracion). Finalmente se estudia la conductividad hidraulica mediante un modelo
conceptual, lo que a su vez ha permitido establecer cuatro modelos particulares, que
mediante una simplificacion permiten reencontrar los cuatro modelos clasicos propuestos
en la literatura especializada. Estos modelos han sido generalizados, de forma tal que las
correcciones empiricas aportadas a los modelos cléasicos de la conductividad hidréulica,
relativa a la saturacion, han encontrado una justificacion en el formalismo de la geometria

fractal. Dichas correcciones dependen del valor de la dimension fractal de cada suelo.

Descriptores: Fendmenos de flujo a micro y nano escala; efectos capilares; flujo en
capilares; porosidad areal y volumétrica; relacion fractal area-volumen; factor de

tortuosidad.
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Abstract

In this work, a theoretic study the filling kinetics of liquids in straight micro and nano-
channels of arbitrary cross-sections and oriented in vertical or horizontal direction, is
presented. Likewise, the hydraulic conductivity in the generalized Darcy’s law on the non-
saturated porous media is studied, too. The aforementioned studies provide as a result than
the capillary penetration in right micro and nano-channels can be analytically studied by
means of the generalized models of one-dimensional flow. The generalized Poiseuille's
flows are described by the Poisson's equation. The two more important parameters, the
dimensionless compactness C and the dimensionless geometrical correction factor €, can be
determined explicitly for complex cross sections. Additionally, it is showed that
spontaneous capillary liquid penetration in rectangular cross-section nano-channels is fine
describe by the law I(t)oct. On the other hand, it is showed that, by the method to energy’s
extremes, it is possible to find all the equilibrium liquid heights, for a liquid that rise
spontaneously against gravity in capillary tube whit axisymmetric cross-section (it is used
like parameters of analysis, the number of Bond (Bo), the wetting or contact angle 6, and
the inclined angle that the generatrix line offer to the penetration front, o). Finally, it is
studied the hydraulic conductivity by means by a conceptual model. This model allows
establishing four particular models, and these models have allowed obtain the four classical
models proposed in the specialized literature, by means of a simplification. The new four
models have been generalized, and the empiric corrections introduced in the classical
models for the hydraulic conductivity, relative to saturation, have found their justification
in the fractal geometry formalism. And such corrections depend of the fractal dimension

value for every porous media.

Keywords: Micro and nano- scale flow phenomena; capillary effects; capillary flows; areal
and volumetric porosity; fractal area-volume relationship; tortuosity factor.
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Capitulo 1

Introduccion

Las observaciones registradas de la penetracion espontdnea de liquidos en tubos
finos bajo la accién de la gravedad se pueden remontar por lo menos a las épocas
medievales; el fenémeno que desafiaba inicialmente su explicacién se designé por el
término en latin capillus, que significa pelo [1, 2]. En siglos posteriores se entendié
claramente que la mayoria de los fenémenos capilares comparten la caracteristica
de ser algo que sucede siempre que dos materiales se sitian de manera adyacente y
no se les permite mezclarse. Se utiliza el término superficie capilar para describir la
interfaz (o entre cara) que ocurre cuando uno de los materiales es un liquido y el otro
un liquido o un gas. Para configuraciones fisicas tales como los tubos capilares, las

interfaces ocurren también entre éstos materiales y las paredes de los sélidos rigidos.

Thomas Young fue el primero (en 1805, [3]), que introdujo el concepto matematico
de la curvatura media H de una superficie y quién demostré su importancia para
la capilaridad relaciondandola con el cambio de la presién a través de la superficie:
Vp = 20H, con o igual a la tensién de la superficie. Young también razoné que si
el liquido descansa sobre una superficie de soporte W, entonces la superficie fluida S

se encuentra con W a un dangulo que dependia solamente de los materiales y no del
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Figura 1.1: S interfase fluida, W superficie de soporte; v es el dngulo existente entre
las normales a las dos superficies [3].

campo de la gravedad, la forma de la superficie, o la forma o el grueso de W; véase

la Fig. 1.1.

Young derivé con estos conceptos y de las leyes de la hidrostatica la primera
aproximacién correcta para la altura de la subida en el centro de un tubo capilar

circular de radio pequeno a inmerso verticalmente en un bano liquido grande:

2
ho= 2S00 =P (1.1)

7a o

aqui p es el cambio de densidad a través de la superficie libre, y ¢ la magnitud

de la aceleracion gravitacional.

El fenémeno de la penetracién capilar desperté un gran interés a finales del siglo
diecinueve debido a que, mediante el filtrado en papel se podia separar el soluto
del solvente en algunas soluciones, o que se podria explicar la permeabilidad de
determinados fluidos en ciertos medios, como el agua o el aceite en la tierra o la
impregnacion de la lana u otros materiales con liquidos, o la determinacién de la

porosidad y verdadera densidad de los materiales porosos; ademés de que ofrecia un
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7, __J

Figura 1.2: Configuracién de un tubo capilar [3].

nuevo método para medir la tensién superficial o la viscosidad en los liquidos.

En la actualidad se considera que el fenémeno de la penetraciéon de un liquido
viscoso en un tubo capilar vertical es la base para entender los anteriores fenémenos
[1, 4, 5, 6, 7], por lo cual, su estudio bajo diversas condiciones geométricas [8, 9,
10, 11], de temperatura [12], concentracién [13] y de tamano fisico de los sistemas

[14, 15, 16] es muy importante.

Los primeros estudios de la dindmica de la penetracién capilar en cilindros de
seccién transversal circular y en medios porosos hechos de papel o arena fueron
realizados a principios del siglo pasado por Bell y Cameron [4] en 1906, Lucas [5] en
1918 y Washburn [6] en 1921. Todos ellos realizaron estudios en capilares verticales
y horizontales y encontraron que, para alturas de penetraciéon pequenas en capilares
verticales, o para cualquier longitud de penetracién en los capilares horizontales, la
posicién del frente del liquido, I, se correlaciona con el tiempo transcurrido, t, de

manera que
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1 oc v/t (1.2)

La constante de proporcionalidad es una funcién de la viscosidad dindmica del liqui-
do, de la tensién superficial, del dngulo de contacto y de la forma geométrica y

tamano de la seccién transversal del capilar.

En esta tesis presentamos un estudio tedérico que generaliza este resultado para a)
diferentes tipos de formas geométricas de secciones transversales de tubos o canales
capilares y b) sistemas de dimensiones micro y nanométricas. Ambos aspectos son
muy importantes en una nueva drea de la mecanica de fluidos llamada la microfiuidi-
ca porque cada vez més los aparatos y los procesos se miniaturizan llegando inclusive
a tener flujos en la escala micro (107® m) y nano (107° m). Esta motivacién fisica
serd discutida en el siguiente capitulo, pero lo que cabe que senalemos aqui es que
los resultados que encontramos concuerdan muy bien con diferentes aspectos experi-
mentales de los microflujos capilares en canales micrométricos de seccién transversal
no circular, los cuales fueron realizados por otros autores [14, 15, 16]. De hecho, los
resultados que no concuerdan con nuestras predicciones tedricas (ver capitulo 5, sec-
ci6én 5.5), pueden servir como motivacién para explorar més cuidadosamente aspectos
ambiguos de los resultados experimentales como la existencia de varios dngulos de

contacto en microcanales con partes hechas de diferentes materiales.

La divisién de esta tesis es la siguiente: en el capitulo 2 presentamos la motivacién
que da origen a este trabajo y brevemente algunos ejemplos relevantes de aplicaciones
tecnoldgicas en las que el fenémeno de la penetracién capilar a escala micrométrica
es de gran utilidad. En el capitulo 3 desarrollamos la teorfa de la imbibicién de flui-
dos unidimensionales en capilares rectos, de seccién transversal variable y orientados
tanto horizontal como verticalmente, mostrado los fundamentos de la mecédnica de
fluidos necesarios su anélisis. En el capitulo 4 desarrollamos un estudio tedrico de la

conductividad hidrdulica que interviene en la ley de Darcy generalizada a los suelos
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no saturados, partiendo del hecho de que las leyes de Poiseuille y Darcy describen
el movimiento del agua en los niveles microscépico y macroscépico, respectivamente.
Mostramos un par de vias para la emergencia de la ley macroscopica a partir de
la ley microscopica. Asi mismo desarrollamos los fundamentos la geometria fractal
con el fin de obtener un modelo conceptual y a partir de ella se obtienen diferentes
modelos particulares de la conductividad hidraulica. Tanto en el capitulo 3, como en
el 4, se presentan de forma extensa los resultados mencionados, referentes a las tres
principales aplicaciones que se desarrollaron en este trabajo y que consistieron en la
cinética del llenado de liquidos en nano canales horizontales de seccién transversal
arbitraria, la obtencién de ecuaciones que determinan las alturas de equilibrio para
la auto-imbibicién de liquidos en tubos capilares eje simétricos y la determinacién de
cuatro modelos tedricos de la infiltracién en el medio poroso. Finalmente, en el capi-
tulo 5 presentamos las principales conclusiones y posible trabajo futuro relacionado

con el flujo capilar en microcanales.
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Motivacion

Los microaparatos tienden a comportase de forma diferente a los objetos macroscépi-j
cos que manejamos en nuestra vida diaria. Las fuerzas volumétricas, por ejemplo, son
por lo general muy pequenas, y los efectos superficiales tienden a dominar el compor-
tamiento de los sistemas pequenos. Las fuerzas electrostéticas y los efectos viscosos
debidos al aire o al liquido de los alrededores se hacen cada vez mds importantes
cuando los aparatos se hacen mds pequenios. En general, las propiedades (p) que son
funcion del drea de interaccién (A) decrecen més lentamente que las propiedades que

dependen del volumen (V'), como se expresa por la ley del cuadrado y el cubo [17]

pg(V) L3 L7

(2.1)

donde L es la dimension caracteristica del microaparato; por ejemplo, si L = 1 pm,
un orden tipico de ésta magnitud es 10 m?/m?. Los efectos de tensién superficial
son dominantes a estas escalas y sistemas como las microbombas y microvilvulas
se fabrican usando este principio [18, 19, 20, 21, 22, 23, 24]. En el moldeado por
microinyeccién con un micromolde de insercién se desarrolla un flujo con estas car-

acterfsticas el cual es muy importante en las industrias de microsistemas debido
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a la produccién econémica y en masa de microcomponentes para las mas diversas
aplicaciones. Reportes recientes [14, 17, 25] indican que microproductos, tales como,
microtelas, conectores de cinta de fibra 6ptica, cubiertas de microbombas, envases

celulares, y otros més, se producen por tecnologia de moldeado por microinyeccién.

A manera de ejemplo, en la Fig. 2.1 mostramos esquemséticamente el proceso de
moldeo de microtelas ideado por Whitesides y sus colaboradores en la Universidad
de Harvard [25]. En el esquema se observa cémo un molde de Polidimetilsiloxano
(PDMS) es cortado y montado sobre un sustrato de Si/SiO,. Después una gota de
prepolimero (fluido newtoniano de baja viscosidad, es decir, un liquido similar al agua
fluyendo) de poliuretano es puesta a la entrada de los microcanales de dimensiones 3
x 1.5 pm la cual, por capilaridad (penetracién esponténea), entra en los microcanales

formando (después de la cura por calentamiento) microfibras de polimero.

En la Fig. 2.2 mostramos una variedad de microtelas visualizadas por medio de
un microscopio electrénico. En tal figura es notable la variedad de formas lo cual
es indicativo de la amplia variedad de microcanales que pueden ser empleados para
obtener dichos materiales. Desde el punto de vista de la mecanica de fluidos, los flujos
que dan origen a estas formas llenan bien a los microcanales y son muy eficientes ya

que a dicha escala no se observan defectos.

Como se puede ver del proceso de fabricacién de microtelas, el diseno de las
microcavidades y de los microcorredores requiere de un buen conocimiento del flujo
que los habrd de llenar. El problema tipico es ilustrado en la Fig. 2.3, en donde ya
sea una cierta cantidad de liquido, o un liquido proveniente de un gran recipiente (en
cuyo caso habrd una presién inicial p;,) entra por capilaridad al canal de altura h y
ancho w (ver Fig. 2.4) debido a la fuerza capilar F, la fuerza de friccién viscosa F,
limita (frena) el flujo y el problema es determinar el frente de avance, [, en funcién

del tiempo transcurrido, t, para una amplia variedad de geometrias de canal.
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Lo comiin en estos casos ha sido realizar estudios numéricos con software comercial
[14, 15, 26] en donde no es claro el tipo de ecuaciones que se usan ni las condiciones
de frontera, las cuales son muy importantes porque son ellas las que determinan,

como veremos en esta tesis, las caracteristicas principales del flujo.

Recientemente Kim et al [14, 15] propusieron, acelerar la inyeccién de los liquidos
en los microcanales aprovechando la presion hidrostédtica de los depdsitos de liquido
que se conectan a los microcanales. Dichos experimentos [14, 15] y estudios recientes
de otros autores [16] muestran que esto es posible si el nivel de llenado es suficien-
temente alto como para vencer a la presion capilar, originada por el goteo justo a
la salida de los microcanales, y la cual puede llegar a ser muy alta y provocar el
fenémeno de bloqueo, esto es, la interrupcién del flujo hacia afuera de los micro-
canales. Los estudios numéricos de Kim et. al. [14, 15], efectuados en los estudios
mencionados aqui, sélo permiten encontrar el resultado obvio de que, la presién de
inyeccién debe de superar a la presion capilar. Sin embargo en dichos articulos no
se hace ningin anélisis de los aspectos geométricos o de la evolucién del dngulo de
contacto que lleva a resultados fisicos generales inherentes a tales sistemas. Aspectos
de este tipo son considerados en el presente trabajo, a partir de las ecuaciones de
flujo unidimensional de Poiseuille para geometrias complejas y de las condiciones de

frontera, a través de la presién capilar.

Por otro lado la penetracion capilar de un liquido que moja, bien o mal, a las
paredes de un tubo capilar vertical o, en el caso mds general, a las diversas paredes
de un espacio capilar [1, 8, 9, 11, 25, 27, 30, 28, 29|, es un fenémeno muy comun y
de gran interés en éreas de estudio tan diversas como son la micro y nonofluidica |1,
25, 78], el mojado de medios porosos [27, 28, 31], la creacién de superficies hidréfilas
o hidréfobas [32, 33], la recuperacién de petréleo [34, 35], el transporte de liquidos
en plantas [36], etc. El ascenso capilar estd relacionado con la diferencia de presién a

través del menisco del liquido, de manera que es posible alcanzar alturas de equilibrio
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cuando la presién hidrostética iguale a la presion capilar.

El problema tipico es ilustrado en la Fig. 2.5, en donde ya sea una cierta cantidad
de liquido, o un liquido proveniente de un gran recipiente (en cuyo caso habrd una
presion inicial p;,) entra por capilaridad al canal debido a la fuerza capilar F,, la cual
compensa a la fuerza de gravedad F, la cual limita (frena) el flujo, produciéndose

asi el equilibrio de las mismas y con ello determinando las alturas de equilibrio.

Sin embargo, las alturas de equilibrio pueden determinarse también por medio
de métodos de extrémales de la energia [37, 38], aunque éstos son de utilidad sélo
cuando los liquidos pueden considerarse como no viscosos o cuando el efecto de las
pérdidas viscosas es despreciable. En particular, en la caracterizacion de las alturas
de equilibrio éste es el caso porque justo en los puntos criticos ocurre también un
balance entre la fuerza gravitatoria y la capilar sin consideracién del valor de la
viscosidad del liquido [1, 28, 29, 37, 38]. En sistemas donde los efectos disipativos
son importantes éste método requiere de modificaciones sustanciales las cuales estdn

fuera del alcance de este trabajo.
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Figura 2.1: Etapas del moldeo por microinyeccién de prepolimeros para construir
microtelas (ver Fig. 2.2). Tomado de [25].
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Figura 2.2: Microtelas de polimero hechas por moldeo por microinyeccién. Nétese la
variedad de formas y de dngulos en estos materiales. Tomado de [25].

liguiiclo

Figura 2.3: Esquema del mecanismo de penetracién capilar, [(t) el la longitud de pen-
etracion al tiempo t. El microcanal tiene altura h y la responsable de la penetracién
es la fuerza capilar F,, F}, es la fuerza de friccién viscosa.

11
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Figura 2.4: Seccién transversal tipica de un microcanal. En este caso el microcanal
tiene altura h y ancho w y ambos tienen dimensiones de micras.

Figura 2.5: Esquema del mecanismo de penetracion capilar, h es la altura de pene-
tracion capilar de equilibrio. El balance entre las fuerzas capilar F, y gravitacional
F, son las que la determinan.

12
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ot

Figura 2.6: Cuando la fuerza capilar provoca el asenso de un liquido entre dos placas
esquinadas, la superficie libre de éste adquiere una forma hiperbélica (Problema de
Taylor).

13
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Figura 2.7: La interface se estabilizada por pilares fijadores (pin) con bordes: la
presién en el agua (parte superior) es mayor que la que existe en el solvente (fondo).
Este tipo de mecanismos se utiliza para mantener separadas sustancias que circulan
por microcanales.
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Imbibicién de flujos

unidimensionales

3.1. Fundamentos de la mecanica de fluidos

3.1.1. Descripcién de un fluido

El estudio de los fluidos (liquidos y gases) y los fenémenos que ocurren en ellos
constituye la esencia de lo que se denomina mecénica de fluidos [39, 40, 41, 42, 43].
Los fenémenos ocurren a escala mucho mayor que la longitud de camino libre medio
(distancia media entre colisiones moleculares [40]), por lo que un fluido se considera
como un medio continuo. Esto nos indica que cualquier elemento de volumen pequeno
de fluido es suficientemente grande para contener un nimero elevado de moléculas.
En otras palabras, en esta tesis, cuando hablemos de voliimenes muy pequenos, con
lo que comparamos dichos voliimenes, es contra voliimenes de paralelepipedos con
lados mucho mayores que la longitud del camino libre medio entre moléculas. De la

misma manera, cuando hablamos de las particulas o los puntos en un fluido, no nos

15
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referimos a una molécula en particular sino a sistemas muchas moléculas juntas.

Cuando describimos el estado de un fluido en movimiento, dicha descripcién se re-
aliza con funciones que dan la distribucién de velocidades del fluido v = v(z,y, 2, t) y
de dos magnitudes termodindmicas cualesquiera que pertenezcan al fluido, por ejem-
plo, la presién p(z,vy, 2z,t) y la densidad p(z,y, z,t). Lo anterior se debe a que todas
las magnitudes termodindmicas quedan determinadas, al ser dadas dos cualesquiera
de ellas junto con una ecuacién de estado; de aqui que, si se tienen cinco magnitudes
determinadas, en este caso las tres componentes de la velocidad v, la presiéon p, y la

densidad p, queda totalmente determinado el estado del fluido en movimiento.

En general, todas las magnitudes son funciones de las coordenadas espaciales
x,y, 2z y del tiempo ¢; a menos que se diga algo diferente, ésta es la manera como se
van a manejar las magnitudes de aquf en adelante. También es necesario resaltar que
la velocidad v(x,y, z,t) se refiere a la velocidad del fluido en un punto determinado
por las coordenadas y a un instante de tiempo determinado; es decir, se refiere a
puntos fijos en el espacio y no a particulas fijas del fluido; en el curso del tiempo,

estas 1ltimas se estardn moviendo en el espacio. Lo mismo hay que decir para p y p.

3.1.2. Ecuaciones de movimiento

Las ecuaciones fundamentales de la dindmica de fluidos son las ecuaciones de
conservacién de masa, momento y energia. La ecuacién que expresa la conservacion
de la materia se llama ecuacién de continuidad. La densidad p del fluido y su campo
de velocidades v obedecen la relacién

dp
o TV (pv) =0. (3.1)

Para un flujo incompresible (Ma? < 1, donde Ma = v/a, es el mimero adimensional

de Mach del flujo; el limite cominmente aceptado es Ma < 0.3 [40]), la ecuacién de

16
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continuidad toma la forma

V-v=0. (3.2)

La ecuacién del movimiento de un fluido viscoso, newtoniano e incompresible,

que expresa el principio de conservacién del momento lineal es

ov 1 JT

en donde g es el vector de aceleraciéon de la gravedad, . En esta tltima ecuacion p es

la viscosidad dindmica del fluido.

El cociente

V= s (3.4)

se denomina viscosidad cinemética y a la ecuacién vectorial (3.3) se le denomina la

ecuaciéon de Navier-Stokes.

La ecuacién de conservacion de la energia puede expresarse, para un fluido new-

toniano e incompresible como

2
oT v <8vl 8vk) 7 (3.5)

- WY = —x V2T + — =222 4 228
6’t+(v V) W +20p Jx;,  Ox;

en esta tltima ecuacién 7', Kk y ¢,, son la temperatura, la difusividad térmica y el

calor especifico a presién constante del fluido, respectivamente.

Cuando en un sistema dado el flujo es isotérmico (7 = cte.) y la friccién viscosa
no produce cambios significativos en la temperatura, la ecuacién de conservacién
de energia se anula idénticamente y para la descripcion del flujo sélo se requieren
las ecuaciones de continuidad y de Navier-Stokes. Si éste no es el caso, es necesario

entonces resolver el sistema planteado por el conjunto de ecuaciones ( 3.2), (3.3) y

(3.5).

17
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3.1.3. Condiciones a la frontera

Las ecuaciones de continuidad, de Navier-Stokes y de energfa deben de satisfacer
un conjunto de condiciones a la frontera para tener un problema bien formulado en
términos de ecuaciones diferenciales parciales. Para la velocidad, debe de satisfacerse

que

v =0, (3.6)

sobre una superficie sélida sin movimiento, a esta condicién para la velocidad se le

conoce como la condicién de adherencia o no deslizamiento.

Cuando hay una superficie de separacién entre dos zona de un fluido, debe haber
igualdad de velocidades normales a través de esta superficie, de modo que no aparez-
can huecos entre las zonas del fluido, asi como continuidad en las velocidades tan-
genciales de cada una de las zonas. También debe haber equilibrio mecénico en la
entrefase. Lo cual implica que los esguerzos viscosos tangenciales a la superficie de

separacion deben ser iguales

!/

o / . .
01 = Ol conn fijay j #m,

asi como el echo de que en dicha superficie, también debe satisfacerse la con-

tinuidad de los esfuerzos normales

/ / 1 1
- (Unn,l - ann,2) - (pl - p2) =0 <R_1 + R_2> s (37)

donde p; es la presion en el fluido i = 1,2, o/ . es la componente normal del esfuerzo

nn,i

viscoso en el fluido i, o es la tensién superficial entre el fluido 1 y el 2 y Ry Ry son

18
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los radios principales de curvatura de la superficie de separacién. La forma explicita
de o}, para un fluido newtoniano compresible es

0vi 8?)k 2 61}1
/ B— —_— —_ — . —
Ok = K (ka + 0, 35zkaxl> - (3.8)

En caso de que el flujo ocurra también con diferentes temperaturas en cada uno de
los fluidola adyacentes a la interfasede separacién, las condiciones de frontera serdn
entondes, respectivamente, la de continuidad de la temperatura en cada zona fluida

y la de continuidad de la componente normal del flujo de calor, i.e.,
T =15, (3.9)

donde T; es la temperatura en la zona 7 y

(1), = (q1),, (3.10)

donde (¢;),, = —k(0T/0On); es la componente normal del flujo calor en la zona i y k
es la conductividad térmica. Esto debido a que no se puede almacenar calor en una

superficie de espesor infinitesimal [41].

En los capitulos que siguen utilizaremos estas ecuaciones de flujo viscoso para
describir la penetracién capilar en micro canales, la base de esta descripcién serd el

llamado flujo de Poiseuille en diversos tipos de canales.

3.1.4. Numeros adimensionales.

En Ingenierfa, el comportamiento de liquidos es frecuentemente descrito en tér-
minos de niimero sin dimensiones los cudles comparan la importancia de propiedades

fisicas diferentes. El nimero Bond Bo = ApgL?/o, con Ap la diferencia en la
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Entrefase liquido-gas z =1(x, y, 1):
Piig = Pgas ~Y(R: + R;l) :
1 iy £ 3
Witq = Waas = W
Igualdad de g y T a través de la entrefase
LR B 7

—— =N

Entrada:

V, p, T conocidas Salida:

., T conocidas

Pared sdlida e impermeable

Figura 3.1: Condiciones de contorno tipicas para el andlisis del flujo de un fluidofluido
viscoso y conductor del calor.

densidad de masa entre los dos fluidos, ¢ la aceleracién gravitacional, L una es-
cala caracteristica de longitud, y o el coeficiente de tensién superficial, compara
las fuerzas gravitacionales y de superficie [44]. En aplicaciones del microfluidica,
Bo < 1 generalmente, esto quiere decir que los efectos gravitacionales pueden estar
ignorados. El nimero Reynolds Re = pvL/u, dénde p es la densidad de masa, p
la viscosidad dindmica y v la velocidad promedia del fluido, compara las fuerzas de
inercia y viscosa. Generalmente, en microfluidica Re < 1 [45]. Una tercera canti-
dad es el nimero de Weber, el cual compara fuerzas de inercia y la de superficie:
We = pv?L/o.También We < 1 en la mayorfa de aplicaciones en la microescala. A
partir de las definiciones y magnitudes tipicas de Re y We, se deduce que la inercia
generalmente se vuelve poco importante cuando la geometria de flujo estd por de-

bajo de las dimensiones del rango de las micras [46]. Las excepciones incluyen flujos
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con velocidades muy altas como algunas veces ocurran en el flujo enfocando y los
dispositivos de co-flujo [46], y en el momento de la desintegracién de gotas. De otra
manera las fuerzas dominantes en la microescala son las fuerzas de superficie y las

viscosas.

La magnitud relativa de estas dos tltimas fuerzas es representada por el nimero
Capilar Ca (sin dimensiones), expresado por C'a = uv/o. Aqui i es generalmente la
viscosidad del fluido més viscoso en el sistema bifédsico, v es la velocidad de esta fase,
y o es la tensién superficial entre las fases, como antes. Intrinsecamente, la tensién
en la interfaz tiende a reducir el drea interfacial, lo cual es crucial en la formacién de
gotas y también para su subsiguiente estabilidad. En muchas situaciones de flujo, las
fuerzas viscosas actian para extender y contraer la interfaz [47]. Para C'a bajos (< 1)
la tensién de la interfaz domina, y las gotitas obtenidas son esféricas. En el contraste,
Para Ca altos (> 1) las fuerzas viscosas juegan un papel importante, conduciendo a
la deformacién de las gotas y algunas veces generan formas asimétricas. En corrientes
liquidas de co-flujos, los niimeros altos de C'a pueden inducir una transicién entre
panoramas diferentes de la generacién de gotas [48, 49]. En algunos casos de Ca alto,
una arquitectura completamente diferente de flujo, llamado flujo estratificado, puede

ocurrir [50, 51].

Histéricamente, la primera persona en escribir extensamente sobre unidades y
el razonamiento dimensional en las relaciones fisicas fue Euler en 1765. Las ideas
de Euler estaban muy adelantadas a su tiempo, como lo fueron aquellas de Joseph
Fourier, quién en su libro de 1822 Teoria Analitica del Calor esbozé lo que es ahora
llamado el principio de homogeneidad dimensional y aun desarrollé algunas leyes
de similitud para el flujo del calor. No hubo mds avances significativos hasta el
libro de Lord Rayleigh de 1877, Teoria del Sonido, donde propuso un “método de
dimensiones” y dio varios ejemplos de anélisis dimensional. El gran adelanto final

que establecié el método como le conocemos hoy es generalmente atribuido a E.
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Buckingham en 1914 [52], cuyo escrito esbozé lo que ahora se denomina el Teorema
Pi de Buckingham para describir pardametros sin dimensiones. Sin embargo, ahora
se sabe que un francés, A. Vaschy, en 1892 y un ruso, D. Riabouchinsky, en 1911
publicaron escritos independientes reportando resultados equivalentes al teorema pi.
Siguiendo el escrito de Buckingham, P. W. Bridgman publicé un libro clésico en
1922 [53], esbozando la teorfa general del anélisis dimensional. El tema sigue siendo
controversial porque hay mucho arte y sutileza al utilizar el anélisis dimensional. Asi,
desde Bridgman han sido publicados muchos libros sobre el tema [54, 55]. La utilidad
del anélisis dimensional no se limita a la mecénica de los fluidos o a la ingenierfa. Se
han escrito libros especializados donde el andlisis dimensional ha sido aplicado a la
metrologfa [56], astrofisica [57], economia [58], construccién de modelos a escala [59],
quimica [60], hidrologia [61], medicacién [62], medicina clinica [63], plantas piloto de
procesado quimico [64], ciencias sociales [65], ciencias biomédicas [66], farmacia [67],
geometria fractal [68], e incluso al crecimiento de las plantas [69]. Claramente éste

es un tema que conviene aprender para muchas carreras profesionales.

3.1.5. El teorema Pi

Existen muchos métodos para reducir una serie de variables dimensionales en
un nimero mas reducido de grupos adimensionales. El procedimiento que se expone
aqui fue propuesto por Buckingham [52] en 1914 y se conoce como el Teorema Pi de
Buckingham. El término pi proviene de la notacién matemadtica II, que significa un
producto de variables. Los pardmetros adimensionales encontrados con el teorema son
productos de potencias denominadas II;, Il,, II3, etc. El método permite determinar

estos pardmetros en orden secuencial sin necesidad de recurrir a exponentes libres.
La primera parte del teorema Pi explica cudl es la reduccion de variables esperada:

Si un proceso fisico satisface el PHD y relaciona n variables dimensionales, se
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puede describir mediante una relaciéon entre sélo k variables adimensionales. La re-
duccién j = n — k es igual al médximo nimero de variables que no pueden formar
un grupo adimensional entre ellas y es siempre menor o igual que el nimero de

dimensiones que describen estas variables.

La segunda parte del teorema muestra cémo encontrar los pardmetros adimen-

sionales:

Para encontrar la reduccién j, se seleccionan j variables que no puedan formar
un pardmetro adimensional entre ellas. Cada pardmetro adimensional deseado estard
formado por el producto de potencias de estas j variables con una variable adicional a
la que se le asigna un exponente conveniente no nulo. Todos los grupos adimensionales

asf determinados son independientes.

Con objeto de aclarar lo dicho, suponga que el proceso establece una relacién

entre cinco variables:

v1 = [ (vg,v3, U4, V5) . (3.11)

Suponga ademds que hay tres dimensiones {M LT} y después de una inspeccién
adecuada se encuentra que j = 3. Entonces, k = 5 — 3 = 2 y, por tanto, habra dos,
y s6lo dos, grupos adimensionales. Elegimos tres variables, por ejemplo, vy, v3 y vy,
que no puedan formar un grupo adimensional entre ellas. Segiin esto, los dos grupos
adimensionales estardn formados por esas tres variables mas una variable adicional

distinta para cada uno, v; y vs, respectivamente
H1 = (’Ug)a (’Ug)b (’U4)C U1 = MOLOTO H2 = (Ug)a (Ug)b <U4)CU5 = MOLOTO

Se ha escogido, arbitrariamente, exponente unidad para v; y vs. Agrupando los
exponentes de las distintas dimensiones e igualdndolos a cero, el teorema Pi garantiza

un valor unico de a, b y ¢ para cada grupo adimensional. Ademds son independientes,
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porque v; sélo aparece en 11y, y v5 sélo en II,. Es un procedimiento claro y sistemético

una vez que uno se ha acostumbrado al mismo.
Normalmente, hay que dar seis pasos:

1. Hacer una lista de las n variables que aparecen en el problema. Si se omite

alguna variable importante, fallard el andlisis dimensional.

2. Escribir las dimensiones de cada variable de acuerdo con el sistema utilizado

{MLT®} o {FLT®O}.

3. Determinar j. Se elije inicialmente j igual al nimero de dimensiones difer-
entes que aparecen en el problema y se buscan j variables que no puedan formar un
grupo adimensional. Si no se les encuentra, se redce j en una unidad y se busca de

nuevo. Con cierta préctica, se encontrard j rdpidamente.

4. Se selecciona un grupo de j variables que no puedan formar un grupo adi-
mensional, tratando de que parezcan las satisfactorias y, a ser posible, que tengan
bastante generalidad, porque aparecerdan en la mayorfa de los grupos adimensionales.
Se elije la densidad, velocidad o longitud. No se elije la tensién superficial, por ejem-
plo, ya que en caso contrario se obtendrén varios nimeros de Weber independientes,

lo que serd molesto.

5. Se anade una variable adicional a las j variables y se forma un producto
de potencias. Se determinan algebraicamente los exponentes que hacen al producto
adimensional. Se intenta disponerlos de forma que las variables dependientes (fuerza,
incremento de presiones, par, potencia) aparezcan en el numerador, de modo que
su representacion grafica sea mds sencilla. Se repite esto secuencialmente, con una
variable nueva cada vez y encontrard todos los n — j = k grupos adimensionales

buscados.

6. Se escribe la funcién adimensional resultante y se comprueba que todos los
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grupos son realmente adimensionales.

3.1.6. Lubricacién Fluidodindmica [43].

Caso bidimensional.

Se conoce desde hace mucho tiempo que la presencia de una pelicula de lubricante
entre dos superficies que se mueven una respecto a la otra, reduce apreciablemente la
friccién entre ambas. Las peliculas de lubricante se encuentran, normalmente, entre
dos superficies sélidas sometidas a fuerzas que tienden a juntarlas. Para soportar esta
fuerza, sin que exista contacto entre ambas superficies, la pelicula de lubricante deber
realizar un esfuerzo normal que, salvo casos triviales, es la parte més significativa del
tensor de esfuerzos. Esta capacidad de soportar esfuerzos normales estd generada por

la propia viscosidad del fluido.

Hay muchos tipos de cojinetes lubricados con fluidos, pero bédsicamente se divi-
den en dos: los cojinetes de empuje, también llamados hidrostéticos, y los cojinetes

hidrodindmicos.

Los cojinetes hidrodindmicos obtienen su capacidad de carga por el movimiento
relativo de sus superficies. Los tipos bédsicos de estos cojinetes son los deslizantes
(o patines) en los que el movimiento relativo consiste en el desplazamiento de una
superficie sobre la otra; otras veces el movimiento relativo es un desplazamiento
normal de ambas superficies (a veces pulsantes); y en general es un movimiento
transversal y longitudinal de una superficie relativa a otra, como es el caso de cojinetes

formados por un eje que gira en el interior de una carcasa.

Analicemos el movimiento de un liquido que separa dos superficies sélidas de
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Figura 3.2: Cojinete hidrostético.

dimensién infinita en la direccién z normal al plano (Fig. 3.3). Una de las superficies
es plana (plano z — z) y se mueve con velocidad constante Uy en la direccién del
eje x. La otra superficie puede desplazarse en la direccién del eje y de modo que la

distancia que la separa del plano = — z es h(z,t).

Si h(0,t)"h(L,t), entonces [h(0,t) — h(L,t)] < L. Para abreviar, al orden de
magnitud h(z,t) le denominaremos h.. El movimiento de de este sistema es bidimen-
sional, siendo w(z,y,t) y v(x,y,t) las componentes de la velocidad en la direccién
de los ejes = e y respectivamente. En este movimiento el liquido entra en la pelicula
procedente de la regiéon Ag y se descarga en la region A;, forzado por el arrastre de
la placa, la diferencia de presiones entre los extremos, si la hubiese, y el efecto de

“aplastamiento” debido a la variacién de h con t.

Como es facil de ver, el orden de magnitud de las variaciones de velocidad u a lo

largo del eje x

Azu =

U(O,y,t) _U(L7y7t) ’7 (312)
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Figura 3.3: Patin bidimensional.

son del mismo orden que la propia velocidad U,, y por el principio de conservacion

de masa

u(0,y,t)h(0,t) ~u(L,y,t)h(L,1) (3.13)

por lo que

(% (an7t) UC hc

Del mismo modo, el orden de magnitud de las variaciones de velocidad v a lo

largo del eje y

Ayu :| U(I70,t) - U(I,h,t) |7 (315)
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es también del orden de U,, ya que u(x,0,t) = Uy y u(x,h,t) = 0. Si Uy fuese
nula (no hay arrastre de la placa) u serfa nula en y = 0y en y = h y, en este caso,
la velocidad U, serfa debida a la variacién de h con t, o la diferencia de presiones

impuesta p. — ps.

Anédlogamente, las variaciones de velocidad v a lo largo del eje y son del orden de

la propia velocidad transversal, que denominaremos v., ya que se anula en y =0y

vale Oh/dten y = h.

El gasto volumétrico a través de cualquier seccién transversal a la pelicula liquida
debe ser constante. El gradiente de presiones que aparece por el denominado “efecto
cuna” (variacién de h con z) es el que proporciona las sobrepresiones necesarias para

mantener las superficies separadas (si & decrece en la direccién del movimiento). De

aqui que:
Ju Ov
V-7 =—14+-—=0 3.16
lo que nos indica que
Uc Ve hc
f ~ ]’L_C = VU, ~ Ucf < UC. (317)

Escribiendo las ecuaciones de la cantidad de movimiento segtin los dos ejes, con
P = p+ pU la presién motriz (las fuerzas gravitacionales derivan del potencial U) y

con j constante, al considerar la temperatura constante, tenemos que

2 2
8u+ ou ou 1(9P+U<(9u (9u>7 (3.18)

o2 " oy
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2 2
ov v ov 10P U(@v 61})7 (3.19)

o Yor T Vay T ooy TV \a2 T

donde los 6rdenes de magnitud de cada uno de los términos de la ecuacion de

cantidad de movimiento segin el eje x son

du Ju  Ou gu oU 3.20

at " ar Yoy p O0x N "oy (3:20)
N——

Ue/te Uz/L ApP/pL  WUe/L2  wU./n2

donde podemos observar que el término viscoso mds importante esd*u/dy?. Por
otro lado para el fenémeno de la lubricacién el nimero de Reynolds efectivo es mucho
menor que la unidad (salvo en casos excepcionales), lo cual es consecuencia de que

h./L < 1, por lo que para que los efectos viscosos sean dominantes, es necesario que

pU.h: h?
— <1 — < 1, 3.21
L y que (3.21)

Por lo que si referimos todos los términos de la ecuacién de cantidad de movimien-

to en la direccién x, al mds importante de los viscosos tenemos que

ou N du N ou 10P N 0*u n *u (3.22)
- u— vV— = _— ’U—2 'U_2, .
ot or Oy p Oz Oz Oy

he/vte pU2RhZ/uL (ApLP)hZ/pUcL (he/L)? o)

de modo que la ecuacién de cantidad de movimiento en la direccién del eje z

queda reducida a
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OP 0%u

0=-2 4,2
8:v+'u8y2’

(3.23)

donde el gradiente de presiones segiin el eje x, tan importante como el que mads,

es del orden de

pU. L
h2 -

ALP ~ (3.24)

Procediendo de forma andloga con la ecuacién de cantidad de movimiento segiin

el eje vy,
ov ov ov 10P 0%v 0%
- = i — fu—— 3.25
o ar oy oy Vo TV (3:25)
~~~ ——
hi/vte pUZh2/uL (ALP)R2/pUcL  (he/L)*  O(1)

donde se hace uso de la condicién v, = U, (h./L). Las variaciones transversales

en la presiéon ArP son del orden

AP ~ ’“‘g", (3.26)

que comparadas con las variaciones longitudinales nos proporcionan

ArP  uU./L he
AP uUL/R? (L) < (3:27)

se obtiene que las variaciones espaciales de presiéon motriz en el sentido transversal

son despreciables frente a las que encontramos a lo largo de la capa, por lo que en
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primera aproximacién la presién motriz no varfa transversalmente, de modo que
diremos que P = P(x,t) y el sistema de ecuaciones que determina la dindmica de

este fenémeno serd

ou ov_ . _op  Pu_ 0P
ox 0Oy

Dado que P no depende de y en primera aproximacion, la ecuacién de cantidad

de movimiento en la direcciéon de x puede integrarse con respecto a y, obteniéndose

1 0P

u(x,y,t) = Z%y (y—h)+ Uy <1 — %) , (3.29)

ecuacién a la que se han impuesto las condiciones de contorno u(zx,0,t) = Uy en

y=0yu(z,h,t)=0eny=h.

La distribucion de velocidades resultante, dada por la ecuacién anterior, es la
superposicién de una corriente de Couette, asociada al movimiento de la placa, y
una de Poiseuille proporcional al gradiente de presiones local, este es el denominado

efecto cuna que se indico anteriormente.

Si utilizamos ahora el principio de la conservacién de la masa en forma integral
aplicado a un volumen de control (por unida de longitud perpendicular al plano del
movimiento), formado por la parte de la pelicula situada entre = y = + dz, de modo

que

dm% +q(x+dx,t) —q(z,t) =0, (3.30)

obtendremos que
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oh  Oq
— + —=0. 3.31
ot ox (3:31)
Siendo
h 3
h® OP  Uyh
= Hdy= ——— + — .32
q /OU(IJJ,) Y 12Max+ 5 (3.32)
resultando

3
oh 8( h> OP Ugh>:0’ (3.33)

JR— _|_ J— N _

ot Ox 12 Ox 2
que es una ecuacion en derivadas parciales de segundo orden para determinar

P(z,t), y que se denomina ecuacién de Reynolds de la lubricacién en dos dimensiones.

Esta ltima ecuacién debe integrarse con las condiciones de contorno P(0,t) = P, y

P(L,t) = P,.

Observe que la ecuacién (3.33) es lineal en P y que no se necesitan condiciones

iniciales puesto que no aparece JP/0t en la ecuacién y h(x,t) es conocida.

La solucién de la ecuacién (3.33) con las condiciones de contorno proporciona la
distribucién de presiones en la capa de lubricante y, por lo tanto, la de velocidades
u(z,y,t) dada en (3.29). Conocidos estos valores se pueden determinara las fuerzas
ejercidas por el lubricante sobre las superficies sélidas. Las componente de la veloci-
dad transversal, v(z,y,t), se pueden determinar de la ecuacién de continuidad, pero

no es necesario calcularlas porque no interviene en la determinacién de las fuerzas.
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Figura 3.4: Geometria de la capa tridimensional.

Caso tridimensional (Ecuacién de Reynolds de la lubricacién).

Suponga dos superficies sélidas curvadas que se encuentran en movimiento rela-
tivo una con respecto a la otra y separadas por una capa fluida muy delgada, como

muestra la Fig. 3.4.

Liguese a una de las superficies, un sistema de referencia de coordenadas curvilineasj
ortogonales, en las cuales a y [ son las coordenadas sobre la superficie fija y donde y
es la distancia a la misma. La distancia de la superficie mévil es h(a, 3,1), y la pelicu-
la fluida ocupa la regién 0 < y < h. Esta segunda superficie deformable, se mueve
con respecto a la primera a una velocidad de componentes, U, (c, 8,t) y Ug(a, 3, 1)
y Oh/Ot en las direcciones «, /5 e y. Las funciones h, U,, Us, estan determinadas
por el movimiento de la superficie moévil. La velocidad caracteristica U, en el senti-
do longitudinal a la pelicula y el espesor h. caracteristico de la capa satisfacen las

relaciones
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c

U.h? h?
PeZclte <1, L1,

L " T < 1, (3.34)

donde L es la longitud caracteristica de la pelicula y p. es el valor caracteristi-
co de la densidad del fluido. Lo cual conduce a que las ecuaciones de cantidad de

movimiento, en este caso, tomen la forma

1 OP 0%u,

g g = (3.35)
1 0P 02u5

—%% + u 8y2 =0, (336)

que expresan el equilibrio entre las fuerzas de presién y de viscosidad por unidad
de volumen. En estas ecuaciones P es la presién motriz (P = p+ pU ) en el caso de
liquidos y la presién estética (P = p) en el caso de gases. Los elementos diferenciales
de longitud en este caso son g.da y ggdf3, en las direcciones o y 3 respectivamente.

Los pardmetros métricos g, y gz son funciones conocidas de a, 8 y t.

La ecuaciones de cantidad de movimiento segin el eje y pueden sustituirse por

OP/0t =0, de modo que P(«,3,t) es una funcién a determinar.

Las ecuaciones (3.35 ) y (3.36 ) bajo las condiciones de contorno

Ug=ug=0eny=0;u,=Uyyus=Uzeny=h, (3.37)

proporcionan
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" >apda prdp)

Figura 3.5: Ejes y factores de escala.

1 0P Yy
pr— —_— _]_ - .
o= 5 GV =D + UL (339)
1 oP Y
Ug = —— 1y (y — 1) + U2, 3.39
8 2Mgﬁaﬁy(y )+ Usy (3.39)

Los flujos volumeétricos g, y gga través de secciones transversales a la pelicula

en las direcciones o y (3, por unidad de longitud en las mismas direcciones son,

respectivamente
4 h 0P  U,h
o= Qdy = — — a— 4
R (3.40)
h h® OP  Ugh
qp = ugdy = — — +t— 3.41
= [t =i+ (341

Por otro lado la ecuacién de conservacién de masa, aplicada en forma integral al

volumen de control representado en la Fig. 3.6, que es el volumen de la pelicula que
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Figura 3.6: Volumen de contorno para la determinacion de la ecuacién de Reynolds.

se erige sobre un elemento rectangular diferencia de drea g,ggdadf, de la superficie
fija. Este volumen contiene la masa, phg,gsdadf3, cuya variacién en la unidad de
tiempo, més el flujo de masa de fluido que sale, menos el que entra a través de las

caras laterales del volumen de control, debe ser nula; es decir:

d
G [ psasdadsay ~ [ puagadsdy ~ [ pusgedody (3.42)
Vv A() A(B)

= - / puagsdBdy — / pusgadady
A(atda) A(a+da)

Suponiendo que la densidad p es constante a través de la pelicula, usando las
definiciones anteriores de ¢, y ¢3 y el hecho de que el primer miembro de esta ecuacién

€S
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d _ 9 (9agsph)
7 /pgaggdadﬁdy = dadp o : (3.43)
-

La ecuacién de continuidad toma la forma

9 (gagsph) N 9 (p4ays) N 9 (pgs9a)
ot da BX;

= 0. (3.44)

Que para un fluido incompresible se reduce a

0 (9agsh) = 0(qa9s) = 0(gs9a)
ot oa 0B

= 0. (3.45)

Sustituyendo los valores de g, y g3 en esta ecuacién se tiene que

0 (gagsh) WoP  ggUsh\ 0 «hBOP  gaUsh
0(9a95h) <_96 oP . g )+ <9 oL 9aUs

ot da 2/1gq O 2 a8 _2,ug5 ap 2

3 ) =0, (3.46)

que es la ecuacion de Reynolds de la lubricacion para fluidos incompresibles en
tres dimensiones. Esta ecuacion es lineal en derivadas parciales con variable indepen-
dientes o y 8 y variable dependiente P. El tiempo juega el papel de un pardmetro y

no son necesarias condiciones iniciales.
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3.2. Penetraciéon Capilar Horizontal

3.2.1. Ecuacién de Poiseuille para una seccién transversal

arbitraria.

Para modelar la penetracion capilar en nanocanales asumimos, como lo muestran
trabajos recientes [70], que la aproximacién del continuo ain sigue siendo vilida y el
nimero de Reynolds es pequeno, es decir, es posible emplear al flujo de Poiseuille.
Por lo tanto, en esta seccién consideramos el flujo estacionario de un fluido viscoso,
a presién constante, en canales rectos y rigidos, de seccién transversal también con-
stante A. En la Fig. 3.7 mostramos una forma arbitraria de seccién transversal, €2,
en el plano xy para un canal recto con eje a lo largo del eje z. Es bien sabido [41]
que este flujo puede ser caracterizado por la resistencia hidraulica, Ry;q = Ap/Q,
donde Ap es la caida de presién a lo largo del canal y @) es el gasto en el canal.
Por otro lado, una unidad natural para la resistencia hidrdulica que se encuentra
mediante el andlisis dimensional es R},; = uL/A?, donde L es la longitud del canal
yA= fQ dxdy es el drea de la seccion transversal. Normalmente, el flujo del fluido
estd sujeto a la condicién de adherencia en las paredes 0f, por lo que la resistencia
hidraulica real dependerd tanto del perfmetro como del drea de la seccién transversal.
Esta dependencia puede ser caracterizada por el factor de correccién geométrico sin

dimensiones [71]

Rpiq
-
R}q

€

(3.47)

Otro factor geométrico que es 1itil para cuantificar secciones transversales com-

plicadas es el cociente sin dimensiones, C', llamado compacidad,

C== (3.48)
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Figura 3.7: Seccién transversal arbitraria 2 y la frontera 0€2 de un tubo recto. En la
frontera interior del tubo 02 la velocidad se anula por la condicién de adherencia.

en donde P = |, o OF, es el perfmetro de la frontera 0€2 que confina al fluido y A es

el drea transversal delimitada por dicha frontera (ver Fig. 3.7).

La intencién ahora, es establecer una dependencia simple del factor de correccién
geométrica e respecto de la compacidad C', dando con ello una medida sin dimensiones
de las propiedades del flujo, asi como de la fuerza y la eficacia de los fenémenos
relacionados con la superficie en flujos laminares. Con este fin, se puede observar
que en el flujo de Poiseuille, existe una invarianza de traslacion a lo largo del eje
de z, paralelo al eje del canal recto. Dicha invarianza se refleja en que el campo de
velocidades debe de ser de la forma v = u(x,y)e,, donde e, es el vector unitario a
lo largo del eje. Por lo tanto, la ecuacién de Navier-Stokes para un flujo desarrollado
estacionario, donde el gradiente de presién es —(Ap/L)e,, proporciona una ecuacién

de Poisson para la velocidad u(z,y), de la forma [39]

0? 0? Ap
(72 + oy o = 1 340

con la velocidad sujeta a la condicién de no deslizamiento en la frontera 92 y Ap < 0.

Por otro lado, podemos establecer facilmente una relacién entre Ap, u(z,y) y € de la
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forma

Ap = RpiaQ = €R;,,Q = eRZid/ u(z,y)dzdy. (3.50)
Q

Despejando de aqui € y recordando la definicién de R;,; encontramos de inmediato
que
A2
L :
(Z—p) Jo ulz,y)dzdy

€= (3.51)
De esta iltima relacién es obvio que debe poderse construir una forma adimensional
de A% y del gasto (denominador) tal que se simplifique ésta tltima forma de e. Con
este fin, es necesario proponcionar una solucién general a la ecuacién (3.49) [43].
Para ello designese al tamano caracteristico de la seccién transversal del canal por
D, admitiendose que su forma queda definida por un cierto nimero de pardmetros
adimensionales ¢;, los cuales reperesentan las relaciones existentes entre las distintas

longitudes que caracterizan a la seccion transversal y D.

Utilizando las variables adimensionales £ = z/D; n =y/D y v = u/u,., donde u,
es una velocidad caracteristica a determinar, de modo que se minimice el nimero de

pardametros y sustituyendolas en (3.49) se tiene que

v v

3_52 + 8_772 = —1, (3.52)

donde u. = (D?/u) [Ap/L]. La ecuacién anterior debe integrarse bajo la condicién
v=_0en X (£n,e) =0, donde ¥ es la ecuacién adimensional del contorno y &; son

los parametros que definen su forma.

El gasto () a través del tubo es
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Q= / udmdy———/ vd€dn :D—4%F( i) (3.53)

donde la integral

I () = / vy (3.54)

depende de la forma del conducto pero no de su tamano. De aqui que

_ D*Ap
Q= 77F (€i) (3.55)

o bien, la caida de presion es

pLl@
Ap — _HZ% .
P = Bip ) (3.56)
Usando ésto tltimo en la definicién de Ry;4 se encuentra que
Ap wlL
Ryjy=—=———, 3.57
METQ T DA (g) (3:57)

y consecuentemente, al utilizar las ecuaciones (3.47), (3.57) y la definicién de Rj,,,

se tiene que

(3.58)

Usando la adimensionalizacion, propuesta mads arriba, para las coordenadas es-

paciales se tiene que
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A _
i = /  dedn, (3.59)

y finalmente en forma simplificada,

(f eon)
/ v ’

en donde la integral del numerador es el cuadrado del drea adimensional de la sec-

€ =

(3.60)

cién transversal del conducto, mientras que la integral del denominador es el gasto
adimensional. Como el campo de velocidades adimensional v depende de la forma
que tiene la seccién transversal del canal, entonces resulta natural que tanto el gasto
como el drea adimensionales y el factor de correccién geométrica e dependan también
de la forma y no del tamano del conducto. En lo que sigue presentamos la relacién
que guardan el factor de correcciéon geométrico ¢ y la compacidad C' para varias

geometrias.

Canal de seccién transversal circular En este caso D = a, donde a es el radio
del tubo, y se busca una solucién de la forma v = v((), donde ¢ = r/a = /£ + 72,
(¢ =x/ayn=uy/a). La Ec. (3.52) se reduce entonces a

0 v
i () = oo

con v(1) =0y v(0) < co. Por lo que las soluciones para v, I', ) y € en este caso son
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v o= i(l—@); (3.62)
1

r = g/(1—g2) Cdg‘:g; (3.63)
0

B ma* Ap

Q = A (3.64)
2

€ = @2871 (3.65)

8

Y como es claro de la Ec. (3.48), C' = 4r.

Canal de seccién transversal eliptica La familia de canales con secciones transver-||
sales elipticas tiene como solucién de la ecuacién de Poisson (3.49), para elipses cen-
tradas en el origen con semiejes mayor a y menor b, (z%/a®) + (y?/b?) = 1, una

velocidad de la forma

Ap  (ab)’ a? oy
u(z,y) = SuL (@2 1 %) (1 - = - —) . (3.66)

La cual se obtiene al tomar D = a, £ = x/a, n = y/by e = b/a < 1,y las

soluciones para v, I', () y €
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2

= sl 0]

med

4(1+e2)

7Ap a3b?
Q = WL+ (3.69)

w2e?

1

4(14-<2)

(3.68)

Utilizando ahora la relaciéon v = a/b = 1/ (b/a) = 1/, se puede conseguir una
expresiéon explicita para el factor de correcciéon geométrico
e(y) =4r(y+v7), (3.71)

Y su compacidad es

w/2

C(y) = %v /de\/1 — (1 —~2)sin?0 | . (3.72)

0

La relacién entre € y C' se obtiene el despejar y(¢) de (3.71) y sustituir el resultado
en (3.72) e invertir la expresién para conseguir una forma aproximada para €(C'). Tal

proceso lleva a que

2

T

Cl) =55 /da\/e— €2 — (8m)*cosh | . (3.73)

0
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epsilon(C)0T

BT

50T

Figura 3.8: Gréfica de ¢(C') para las tres geometrias de canal aqui consideradas: a)
elipses (o), b) recténgulos (OJ) y ¢) tridngulos ().

Notese que el minimo valor de € es 87, de lo contrario el argumento de la integral
eliptica (3.73) se hard complejo. Haciendo una expansién alrededor de e = 87 y luego

invirtiendo la funcién C'(¢), se obtiene que

€(C) = gc _ gw LO(IC — 4nP?) . (3.74)

En la Fig. 3.8 graficamos la solucién lineal aproximada (3.74) (simbolos o) para
secciones elipticas y también se muestran las graficas aproximadas de ¢(C') para
los casos de tubos de secciones transversales rectangulares (simbolos [J, Ec. (3.83)) y
triangulares (simbolos ¢, Ec. (3.89)). Estudios recientes en donde se grafican numéri-
camente las correlaciones entre ¢ y C' muestran que las aproximaciones lineales de

¢(C') son muy buenas [43].
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Canal de seccién transversal rectangular Para una seccién transversal rectan-

gular con el cociente de ancho(w) a alto(h) v = w/h, se tiene que

u(z,y) = %4}9 Z ! (1 - M) sin <%> (3.75)

L 3 N n3 cosh (%)

es la solucion para la velocidad. Los ejes coordenados de este sistema se eligieron de
forma que —w/2 <z < w/2y 0 <y < h. Esta solucién se obtiene de considerar una
seccién rectangular —a <z < a, —b <y < b, tomando a D = a, { = x/a, n = y/b,

e =b/a <1, por lo que las soluciones para v, I'; ) y € son

16 & n_ cosh (“28) | cos (121
vo= = Z (_1)( 1)/2 [1 _ . (nis)] 7232 )7 (3.76)
n=1,3,5,... . (T)
4e 192 K tanh [Z (2n + 1)]

r = )12 2 , 3.77
50w 1y (3.77)
Ap4ba® 192 < tanh (22¢)

= 1—— — 27 3.78
@ 3ul [ moe Z n® ’ (3.78)
n=1,3,5
2

e = _ , (3.79)
de 192 tanh|Z€ (2n+1)]
3 { - moe Z (2721+1)5 }

n=0

cuando € — 0 se obtiene que I' — 4e®/3 y e = 3/4e = 3y/4 =1, v = 3e.

De la Ec. (3.60) se sigue ahora que

~1
732 > ¥ 2 nmry
0 =73 ( > it (5] (3.80)

n=1,35,...

mientras que para la compacidad
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4
C(y)=8+4v+ 5 (3.81)

Usando el hecho de que tanh(x) ~ 1 para x >> 1 se consigue que

N 12752
T P2 —186( (5)’

e(v) 7> 1, (3.82)

y substituyendo v(C') en esta expresién y expandiendola alrededor de C(y = 2) = 18

se obtiene que

() ~ ?c _ % Lo(lC - 18P). (3.83)

Para los dos coeficientes de Taylor se han utilizado los primeros tres términos en

la fraccién continua.

En la Fig. 3.8 se grafica la ecuacién lineal aproximada (3.83) (simbolos [J). Como
ya se menciono, los resultados de una solucién numérica de elemento finito de la Ec.

(3.49) se ajustan muy bien a los puntos de la aproximacion teérica [71].

Canal de seccién transversal triangular Para secciones transversales en forma
de trigngulo equildtero de lados de longitud a, se obtiene que € = 20v/3, C' = 12V/3

y velocidad de la forma

o[S

2pp (3 - %) (35 - )
auLp N . (3.84)

u(z,y) =

La cual se obiene naturalmente de considerar ahora, D = a, £ = z/a, n =y/a;y

las soluciones para v, I', Q) y € son

47



Caprtulo 3. Imbibicién de flujos unidimensionales

v o= : (3.85)

, (3.86)
0 - (3.87)

_ 16 _
€ = ﬁ_20\/5. (3.88)

En el caso general de un tridngulo con las longitudes laterales a, b, y ¢ haremos
referencia a las soluciones numéricas de la Ec. (3.49). En la Fig. 3.8 se muestran
los puntos encontrados por medio de la correlacién lineal (3.89) (simbolo 4 en la
Fig. 3.8). Los demds puntos se obtuvieron de resolver mediante cédigos de elemento
finito la Eq. (3.49). Para el escalamiento de tridngulos rectdngulos, de tridngulos
isésceles, y de tridngulos escalenos agudos/obtusos los puntos se ajustan a una linea

de tendencia de la forma

22 4
()= 2o+ 0

== (3.89)

donde la pendiente se obtiene de un ajuste numérico y un subsecuente uso de los
primeros tres términos en la fraccién continuada de ese valor. Se ha encontrado [71]
que los resultados para diversas clases de tridngulos caen sobre la misma linea recta
dada en la correlacién lineal (3.89), es por ello claro que para los casos de tridngulos

no equilateros se use dicha correlacion.
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3.2.2. Flujo capilar en microcanales

Como es conocido la penetracién capilar en microcanales puede darse de manera
espontanea y/o bajo gradientes de presién. La finalidad es construir un modelo vilido
para tubos o canales rigidos de seccién transversal arbitraria. En tal caso, este flujo
se puede modelar como un flujo de Poiseuille considerando un balance de fuerzas
de presion, superficiales y viscosas. El modelo asi desarrollado es una generalizacién
para secciones transversales arbitrarias de los modelos empleados por Shalimov [72],
Princen [8, 9] y de Gennes y su grupo [1, 11] en sus estudios de penetracién capilar

en canales circulares y de placas paralelas.

Flujo bajo presion inicial

El formalismo desarrollado antes tiene como principal motivacion el describir la
dindmica de la penetracién capilar de liquidos viscosos en microcanales. Como ya se
menciono, cominmente, la penetracién capilar en microcales ocurre bajo presiones
relativamente moderadas (del orden de kilo Pascales [14, 15]). Es conveniente, en-
tonces, evaluar el nimero de Reynolds asociado con la velocidad a la entrada de
los microcanales debida a tales presiones. Utilizando la ecuacién de Bernoulli se en-
cuentra de forma directa que velocidad a la entrada del canal es U = /2gH, donde
g es la aceleracién de la gravedad y H es el nivel de llenado de los recipientes de
alimentacién hacia los microcanales, bajo estas condiciones el niimero de Reynolds

resulta ser

Re = WU _ av29H (3.90)

14 14

Para los canales de 100 micras de ancho, alimentados por recipientes llenados con
agua a una altura H = 30 cm, se tiene que Re = 118. 93, mientras que en los canales

mas anchos, de 500 micras, el nimero de Reynolds resulta ser Re = 594. 63. Es decir,

49



Caprtulo 3. Imbibicién de flujos unidimensionales

estos flujos son siempre laminares [40, 41] y es correcto entonces asumir la presencia

de flujos de Poiseuille en los microcanales.

Como lo indicamos antes se modelar el flujo en los micro y nanocanales como
un flujo de Poiseuille, considerando un balance de fuerzas de presién, superficiales,
viscosas y de inyeccién. Es asi que la ecuacién de balance de fuerza para el flujo en

un microcanal toma la forma

Apin + fo — fu =0, (3.91)

donde A es la seccién transversal del tubo capilar rigido, p;, es la presién a la entrada,
fo es la fuerza debida a la tensién superficial y f, es la fuerza viscosa friccional. La

forma explicita de cada término es, respectivamente,

fo = Pocos, y f, = euvl, (3.92)

en donde P es el perimetro interno del capilar, 6 es el dngulo de contacto, € es el
término adimensional de resistencia hidrdulica, v es la velocidad media del flujo y [
es la posicién del frente del liquido durante la penetracion capilar. De forma explicita

la ecuacién de movimiento es

dl
Apin + Pocosf — eula =0, (3.93)

donde hemos usado que v = dl/dt. La solucién de la ecuacion diferencial no lineal

(3.93) bajo la condicién inicial I =0 en t = 0, es

2 (% + Po cos 0)
e(C)p

I = t, (3.94)
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donde hemos introducido explicitamente los pardmetros €(C) y C(p) desarrollados

en la seccidén anterior.

Para comparar directamente con algunas realizaciones experimentales de micro-
canales, se asume que un liquido puede entrar a un microcanal espontdneamente o
bajo una presién p;,. Tal liquido, tiene viscosidad dindmica p, densidad p y ten-
sién superficial o. El dngulo de contacto entre el liquido y sélido es 6. El angulo de
contacto puede ser mayor o menor que 90°. En general, si el liquido penetra espon-
tdneamente al capilar el dngulo de contacto es menor que 90° ya que en este caso
la componente horizontal de la presién capilar, p. = o cosf/h, es la responsable de
la entrada del liquido (ver Fig. 3.9a). En cambio, si hay una presién adicional a la
presion capilar, es decir, p;,, entonces el dngulo puede ser mayor que 90° y en tal
caso la presion capilar es negativa, p. = ocosf/h < 0 (ver Fig. 3.9b). En la Fig.
3.10a semuestra el frente de penetracién capilar para un capilar cilindrico circular
bajo flujo espontdneo # < 90° y en la Fig. 3.10b se muestra el flujo capilar bajo la

presién inicial p;,.

Los casos de penetracion capilar espontdnea y penetracién capilar bajo la presion

inicial son considerados aqui durante el andlisis

La ecuacién (3.94), que describe el flujo capilar en canales de diferentes secciones

transversales, tomara la forma

1 | P%p;y, + 47 Po cos Ht

[=—
47 "

: (3.95)

en el caso de circulos, mientras que la evolucion del frente de penetracion capilar esta

dado por

P2, + CP
l:\/?)( Din + CPo cos0) (3.96)

t
20C2— Cryp

o1
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GcosB>0
(a)
(0]
6
. ( /
Flujo
O
CcosB< 0

(&)

"

o

Figura 3.9: Canal de placas paralelas bajo (a) flujo capilar espontdneo en donde el
dangulo de contacto 6 < 90°. (b) Flujo bajo la presién inicial p;, en donde el dngulo
de contacto es 6 > 90°. o es la tensién superficial.

para el caso general de elipses de semiejes mayor a y menor b. Para el caso de canales
rectangulares, de altura h y grosor w con w > h (la razén v = w/h > 1), la longitud

de penetracién en funcién del tiempo tiene la forma

42 (P?p;, + PC 0
J— (P2pin + PCo cos ) (3.97)
(66C2—455C) p
Finalmente para canales triangulares la longitud de avance es de la forma
P?p;, +124/3P 0
| = | PP+ 12V3Po cost (3.98)
3601

La dindmica del llenado capilar es sustancialmente diferente entre los canales
circulares (o elipticos) y los rectangulares con iguales dimensiones, los canales rec-
tangulares oponen siempre mayor resistencia que los canales circulares y también el

llenado cambia m&s lentamente cuando se cambia el tamano (perimetro o drea) de
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Figura 3.10: Frente de penetracién capilar en un capilar cilindrico circular bajo (a)
flujo espontédneo § < 90° y (b) flujo capilar bajo la presién p;, en cuyo caso 6 > 90°.
0 es el dngulo de contacto entre el sélido y el liquido.

los canales. De hecho, para el canal mayor el flujo capilar en el canal circular es casi
tres veces més rapido que en el canal rectangular mientras que para los canales mas
pequenos (ya sean circulares o rectangulares) la velocidad del flujo casi es la misma.
Es conveniente insistir en que los 6rdenes de magnitud de los tiempos de llenado
entre los experimentos y la teorfa aqui presentada son iguales. Los resultados son

muy similares para los casos de penetracién espontanea.

Para calcular (en canales circulares equivalentes), la longitud de la penetracién
capilar, [, como funcién del tiempo, ¢, a partir de la ecuacién (3.95) se utilizan las
condiciones de los experimentos de Kim et al [14, 15] ya comentados. Por ello, la
presién inicial es p;, = 2943 Pa, también se usa agua como fluido de trabajo a
temperatura ambiente T,,,, = 15,6 °C'. Bajo estas condiciones la tensién superficial
es o = 0,07362 N/m, la viscosidad dindmica p = 0,00114 N s/m?, la densidad p = 999

Kg/m? y el dngulo de contacto medido bajo esta presién tiene un valor de 6 = 90,7°,
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por lo que cosf = —1.2203 x 1072, En los experimentos [14, 15], si no hay presién

inicial # = 89,3° y consecuentemente cosf = 5.2360 x 1073,

La conclusiéon inmediata es que los canales rectangulares son los de flujo capilar
mas lento mientras que los canales de seccién transversal circular son los mas rapidos.
De hecho los sistemas con esquinas son en general méas lentos que los sistemas con
perimetros més suaves. Todos estos resultados también son validos para los casos de

penetracién capilar espontédnea.

El problema de la salida del liquido (bloqueo)

Siguiendo con nuestro objetivo considerese ahora el problema del bloqueo. Se ha
observado en los experimentos de Kim et al [14, 15] que en los canales muy pequenos
puede haber bloqueo del flujo, es decir, que la fuerza debida a la presién inicial, p;,,
no puede vencer a las fuerzas de tensién superficial y el flujo se detiene a la salida. En
esta parte se da una explicacién de este fenémeno. Lo que sigue es un analisis justo
en el instante de la salida del liquido del capilar. Diversos estudios realizados desde
la segunda mitad del siglo XIX por Tate [73] y Rayleigh [74] y mds recientemente
aquellos de Clanet y Lasheras [75] y Ambravaneswaran et al. [76] validan las hipétesis

que se asumio, principalmente aquellas relacionadas con la forma del menisco.

Considerese la Fig. 3.11, ahi se observa que el nivel de llenado del recipiente es
H y que tal recipiente inmediatamente se conecta a los microcanales con seccién
transversal rectangular. Esto fmplica que sobre dicho flujo siempre hay una presiéon
Pin de magnitud p;, = pgH. Independientemente de la longitud de los microcanales,
cuando el flujo llega a la salida, la superficie libre del liquido gradualmente cambiara
su dngulo de contacto y sus radios de curvatura hasta el caso limite en el que § = 180°,
Ry =w/2y Ry =h/2, donde R; y Ry son los radios principales de curvatura, como

se observa en la Fig. 3.12. Esto debe ser asi porque el liquido se resiste a desprenderse
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L

=z

Reservorio

de presién Sistema de

micro-canales

Figura 3.11: Esquema del sistema de inyeccién de fluido en los microcanales, H es el
nivel de llenado.

de la salida oponiendo una presién capilar cada vez mayor hasta llegar al valor

L2 P (3.99)
=0 | — — | =20 | — .
Pe Rl R2 h w ’

la cual va en la direccién opuesta al flujo.

Justo en ese instante la presiéon que empuja al liquido hacia afuera es
Pa + Din = Pa + pgH, (3.100)

donde se considera el hecho de que todo el sistema esta a la presién ambiente p,. Por
otro lado, la presiéon que frena al flujo justo en la orilla es la presién del menisco p.

més la presién atmosférica, es decir

1 1
42w+, 3.101
pot2r(3+1) (3.101)
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Vista A

a2}

H2
Vieta A b Vista B: LA

(i {ed

Figura 3.12: (a) Esquema de la salida del liquido de los microcanales. (b) Vista
superior del microcanal rectangular, el liquido al salir es empujado por la presién p;,
y forzado a cambiar su dngulo de contacto hasta hacerse igual a 180°; en el limite el
radio de curvatura se hace Ry = w/2 . (c¢) Lo mismo ocurre en la vista lateral, en
cuyo caso Ry = h/2.

Si hay flujo hacia afuera del microcanal esta 1ltima presién debe de ser vencida

y entonces
1 1
PatpgH > po+20 | -+ — . (3.102)
h w
Es obvio que el bloqueo ocurre exactamente en el caso
1 1
Pa+ pgH = po + 20 (— + —> ; (3.103)
h w
de aqui que la altura minima para que ocurra el bloque es
2 1 1
o= (— + —) . (3.104)
pg \h w

Introduciendo los datos de los experimentos de Kim et al [14, 15], donde h/2 =
20 x 107 m, w/2 =50 x 107 m, p = 999 kg/m? y o = 0,073 N/m, se encuentra que

H = 0,52 m = 52 cm, (3.105)
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la cual difiere de la altura que Kim et al. [14, 15] encontraron como el nivel de llenado
(H = 20 cm) para el bloqueo en los microcanales de 100 ym de ancho. Mas adelante
se discute sobre lo que origina esta diferencia Si no se introduce p;, = pgH en la

ecuacion (3.100), la presién para el bloqueo debe ser

1 1
w

la cual nuevamente con los datos de Kim et al [14, 15] da el valor
Pin = 5110 Pa = 5,11 kPa, (3.107)

que difiere del valor de 1.96 kPa que dichos autores reportaron para el bloqueo.

Otra forma de obtener valores para el bloqueo en canales de seccién transversal
arbitraria se obtiene usando la ecuacién (3.93). En tal caso, el bloqueo ocurrird

cuando

pinA = Po. (3.108)

En este caso, para el capilar més pequeno de los experimentos de Kim et al [14, 15]

(P =280 x107%m A = 4000 x 1072 m?), la presién de bloqueo es igual a

Pin = 9,11 kPa, (3.109)

que es el mismo valor que el encontrado especificando los radios de curvatura en
los canales rectangulares. Si la presién p;, es conocida (p;, = 1960 Pa) y no fuera

conocido el perfmetro critico para el bloqueo, éste, de la ecuacién (3.109) resulta ser

P =107.4 pm, (3.110)
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es decir, que si A = 40 pm entonces w = 13,7 pm.

Lo primero que se nota en estos resultados es que si bien, los ordenes de mag-
nitud de la presién critica o de la altura de llenado critica son iguales a los de
los resultados experimentales, los valores tal cual no coinciden. Es posible que tales
diferencias se den porque en los experimentos en los cuales se basan, los materiales
de los microcanales y los sustratos son diferentes. Los microcanales fueron hechos de
un material fotoresistente denominado SU-8 (Microchem Corp) y fueron montados
sobre un substrato de silicon. Tales condiciones implican, necesariamente, diferentes
condiciones de mojabilidad (dngulos de contacto) para cada una de las superficies
y esto en resumen puede desestabilizar mdas rapidamente, en los experimentos, a
los meniscos y romper (a menores valores de la presién p;, o menores alturas, H) el

bloqueo.

La coincidencia entre los valores de las presiones dados en (3.107) y (3.109) es

notable y puede considerarse también una prueba mas de que tal método es correcto.

3.2.3. Flujo en nanocanales [77]

Recientemente Han et al. [70], estudiaron la cinética de la penetracion capilar de
diversos liquidos que llenan nanocanales, ver Fig. 3.13. Aunque la seccién transversal
es compleja, ellos supusieron que dichos nanocanales tenfan secciones transversales
rectangulares de ancho w = 50 nanémetros. Utilizaron agua como fluidos de trabajo.
En este caso la posicién del menisco liquido mévil, [, fue observada como proporcional
a la rafz cuadrada del tiempo, lo que estd de acuerdo, en lo general, con la cinética
clasica de Washburn [6]): la velocidad del menisco disminuyé tanto con la dimensién
del canal como con el cociente entre la tensién superficial y la viscosidad. En dichos

experimentos, sin embargo, la razén de llenado fue mayor de la que su modelo predice.

Sin embargo, y como una forma de apreciar las bondades de nuestro mod-
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Figura 3.13: Imégen de microscépio electrénico de exploracién (SEM) de las seccién
transversal de un nanocanal, tomada de Han et al [70]. La zona negra y delgada de
enmedio mide 900 nanémetros de largo y 50 nanémetros de ancho.

elo de penetracién capilar, hemos utilizado los datos obtenidos por Han et al [70],
y encontrado los siguientes resultados al aproximar la seccién transversal de sus
nanocanales mediante elipses, en lugar de rectdngulos como lo hicieron dichos au-
tores. En particular para el canal mostrado en la Fig. 3.13, tomaremos que el semieje

mayor a = w/2 = 500 nm, mientras que el semieje menor b = h/2 = 25 nm.

De donde obtenemos para el perfmetro P y para el drea A, que

P=mx (1,5 o+ b] — \/%) — 21228 x 10 my A = mab = 3.9270 x 10~ m?,
(3.111)

asi que
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2

= % 114,75, (3.112)

La sustitucién de este valor y de los valores para la tensién superficial o =

0.0720 N/m, la viscosidad dindmica 1 = 1 centipoise y el éngulo de contacto 6 = 68°,
para agua (dados en Han et al [70]), en la ecuacién (3.94) (con p;, = 0 ya que en el
citado espeiemento, no hay presién inicial), nos llevan a que el frente de penetracién

capilar avanza como

| =6,2028 x 10~°t% m. (3.113)

En la Fig. 3.14, se muestran varias curvas que describen la evolucién del frente de
penetracién del agua, [. La curva hecha con ¢, corresponde a los datos experimentales
medidos por Han et al [70], la linea discontinua se construye suponiendo que la seccién
transversal del nanocanal es efectivamente un rectdngulo de ancho w = 900 nm y
altura h = 50 nm, con una compacidad C' = 80,22. Para este caso hemos utilizado la
ecuacion (3.97) para graficar la evolucién del frente de penetracién. La curva hecha
d los simbolos () se constituye en base a la ecuacién (3.113), la cual corresponde a
una seccién transversal eliptica como la que hemos descrito més arriba. Finalmente,

la linea continua corresponde a una ley de Washburn, para un rectdngulo de la forma

Rypocosf
=y — 114
) o t, (3 )

donde Ry = A/P = 2(w + h)/wh, es el radio hidraulico.

Como puede verse claramente de dicha figura, la mejor aproximacién a los datos

experimentales es la linea discontinua, que corresponde a una seccién transversal
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Figura 3.14: Grégica de [ vs t: la linea continua corresponde a la ley de Washburn
utilizando el radio hidrdulico Ry (ecuacién 3.114); O datos experimentales tomados
del articulo de Han et al [70]; O curva para una seccién transversal eliptica, obtenida
mediante la ecuacién (3.113); y finalmente la curva discontinua se obtien de consid-
erar una seccién transversal rectangular de ancho w = 900 nm y altura h = 50 nm
ecuacién (3.97).

rectangular del canal, mientras que la peor aproximacién corresponde a la curva
de trazo contintio, la cual corresponde a la ley de Washburn del radio hidraulico;
lo cual es comprensible pues esta es una correlacion muy simple. Debemos senalar
que sorprendentemente para este caso, el flujo para una seccién transversal eliptica
del nanocanal, es mucho mads resistiva que para el flujo en una seccién transversal
rectangular con las mismas dimensionas. La razén para este comportamiento es un

muy elevado valor del factor de compacidad en el canal eliptico.
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3.3. Autoimbibicion en canales verticales de sec-

cién transversal ejesimétrica

La penetracion capilar de un liquido que moja, bien o mal, a las paredes de un
tubo capilar vertical o, en el caso mds general, a las diversas paredes de un espacio
capilar [1, 8, 9, 11, 27, 30, 28, 25, 29], es un fenémeno muy comiin y de gran interés en
dreas de estudio tan diversas como son la micro y nonofluidica [1, 25, 78], el mojado de
medios porosos [27, 28, 31], la creacién de superficies hidréfilas o hidréfobas [32, 33,
la recuperacion de petréleo [34, 35], el transporte de liquidos en plantas [36], etc. El
ascenso capilar estd relacionado con la diferencia de presién a través del menisco del
liquido, de manera que es posible alcanzar alturas de equilibrio cuando la presién

hidrostéatica iguale a la presion capilar.

Las alturas de equilibrio pueden determinarse también por medio de métodos de
extrémales de la energfa [37, 38], aunque éstos son de utilidad sélo cuando los liquidos
pueden considerarse como no viscosos o cuando el efecto de las pérdidas viscosas es
despreciable. En particular, en la caracterizacion de las alturas de equilibrio éste
es el caso porque justo en los puntos criticos ocurre también un balance entre la
fuerza gravitatoria y la capilar sin consideracién del valor de la viscosidad del liquido
[1, 28, 29, 37, 38]. En sistemas donde los efectos disipativos son importantes éste
método requiere de modificaciones sustanciales las cuales estdn fuera del alcance de

este trabajo.

El problema que se estudia en este trabajo es el de encontrar las alturas de
equilibrio en capilares cénicos divergentes (el radio del capilar crece conforme el
liquido penetra en él) y capilares conicos convergentes (el radio disminuye con la
distancia de ingreso del liquido), bajo condiciones de buen y mal mojado, mediante
un método variacional de la energfa. Dicho método se basa en adimensionalizar la

energia del sistema fluido y en encontrar las alturas adimensionales caracteristicas
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del problema. Ello permite formular, mediante la comparacién entre el niimero de
Bond, Bo, la pendiente de la generatriz de los conos, ¢, y el angulo de mojado entre
el liquido y las paredes del contenedor, , un criterio para caracterizar a las alturas
de equilibrio como estables, inestables o de pseudo-equilibrio. Se presentan ejemplos

en donde se muestra la utilidad del método, asi como otras propiedades de interés.

Se debe mencionar que el método aqui desarrollado es vdlido Uinicamente para
tubos eje simétricos lisos, pues cuando la linea perimetral de la seccién transversal
del tubo tiene esquinas, aparecen otros fenémenos (como los dedos de liquido en las
orillas agudas [11, 36, 79] o el desarrollo de intensos esfuerzos cortantes [80]), lo cual
impide obtener una expresion analitica exacta de la energia £ de la columna liquida.
Asi mismo, la rugosidad de las superficies de contacto, también genera gran influencia
en el conformado de los perfiles de equilibrio [33, 36]. En este trabajo, estos aspectos

no son considerados.

Recientemente Tsori [32] analiz6 el problema de las alturas de equilibrio en conos
con “buen” y “mal” mojado usando para ello una ecuaciéon de balance de presiones.
Desafortunadamente, su método limita el nimero de soluciones posibles para las
alturas de equilibrio y las condiciones bajo las cuales estas alturas pueden ocurrir.
Aqui, con el método de extremales de la energia, se muestra que es posible encontrar

todas las alturas de equilibrio y las condiciones fisicas que las determinan.

A continuacion se presenta el cédlculo de la energia y de las alturas de equilibrio
del liquido, dentro de un capilar vertical ejesimétrico sujeto a la accién de la gravedad
y condiciones de buen y mal mojado. Después se hace un anélisis de las alturas de
equilibrio en funcién de las propiedades de mojado de los liquidos involucrados y del

tipo de capilar.
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3.3.1. Anadlisis del ascenso capilar en tubos de seccién transver-J

sal ejesimétrica

Considérese que un tubo capilar vertical ejesimétrico, abierto por su parte supe-
rior, se pone en contacto con un liquido de densidad p y viscosidad dindmica pu. De
acuerdo a la experiencia, el liquido penetrard espontdneamente en el tubo capilar y
alcanzard una cierta altura de equilibrio, h, respecto al nivel del liquido exterior. Se
asume que el cono tiene una generatriz que forma un dngulo ¢ respecto a la coorde-
nada vertical z. Como se discutird mds adelante, dependiendo de las propiedades de
mojado del liquido sobre la pared interior del cono pueden ocurrir al menos cuatro
posibilidades para las alturas de equilibrio, las cuales son parecidas a aquellas que
se muestran en la Fig. 3.17, donde # es el dngulo de mojado entre el liquido y la

superficie sélida.

Para tubos capilares eje simétricos, la energia £ de una columna liquida inmersa
en él, puede ser escrita en términos de la altura alcanzada por la columna, h, y del

radio del capilar r (z) a esa altura z, de la manera siguiente

h h
E = ng/ r? (2) zdz — 7TO'C/ r(z)dz, (3.115)
0 0

donde g es la aceleracion de la gravedad y o la tensién superficial del liquido, de aqui
que el primer término representa la energia potencial gravitacional y el segundo la
energfa superficial [1, 37, 38]. Esta expresion es vélida bajo la consideracién que el
menisco es una seccién de esfera y en el limite cuando r (2) es mucho menor que h.
Para un tubo capilar ejesimétrico el pardmetro ¢ = 2 cos (6 + ¢), mientras que en el

caso de un cilindro ¢ = 2 cos 6 [1].

La altura de la columna de liquido en un tubo, puede ser encontrada de la condi-
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cién de equilibrio para la energia de la columna liquida [37, 38]

OF
r 0. (3.116)
En la ecuacién (3.115), la funcién r = r (2), define la forma del capilar (superficie
de revolucién generada alrededor del eje que coincide con el eje central del tubo capi-
lar). En los cdlculos que siguen, se usaran estimaciones basadas en la aproximacién
de la lubricacién (|dr/dz| < 1), lo cual quiere decir que nos restringimos a estudiar
capilares estrechos, esto es que rkr < 1, donde k™ = (0/ gp)l/ ? es la longitud capilar.
Esto implica que la altura de asenso es mayor que el radio del capilar para dicha
altura, esto es h > r(z), y las variaciones de altura de la superficie del menisco
son despreciables comparadas con la altura h misma. Los tubos capilares estdn en

contacto con un estanque de liquido a la presién ambiental py.

Las raices reales y positivas hy, hy, ..., hy, ... dela ecuacion (3.116), con (0*°E/0h?),_, >|
0, corresponden a las alturas responsables de un equilibrio estable, mientras que si
(0?E/Oh?) nen, < 0, las alturas serdn responsables de un equilibrio inestable . El as-
censo o descenso del liquido dentro del capilar se realiza para un intervalo de valores
de z que va desde 0 hasta hy, o desde h; hasta h; 1, si en dicho intervalo 0F/0h < 0;
para los valores correspondientes a los intervalos donde 0F/0h < 0, el ascenso del
liquido en el capilar puede llevarse a cabo solamente a cuenta de trabajo externo. Para
capilares cilindrico o cénico divergente, se ha encontrado que, existe una tnica altura
de elevacién capilar, mientras que para tubos capilares de forma cénica convergente
se encuentran dos o mds, y en el caso de un capilar de seccién periédica variable,
las alturas encontradas serdn miltiples. En todo caso, siempre se tiene un numero
finito de alturas definido por el nimero de raices reales y positivas de la ecuacién
(3.116), es decir, por la forma de la seccién transversal del capilar, determinada por

la funcién r = r (z).

Las alturas de ascenso capilar del liquido para tubos de seccién variable pueden
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encontrarse también a partir de la solucién simultdnea sistema de ecuaciones

— = —pgh, (3.117)

donde ¢ depende de la geometria local y del dngulo de contacto que el liquido
hace con el sélido, y 1/R es la curvatura de la superficie del menisco en el punto de
contacto a la altura h, la cual se encuentra relacionada con el radio r(h) de la seccién

transversal del tubo capilar, a la misma altura, de la siguiente manera

o
cos (0 + @)

Siendo # el dngulo de contacto de Young-Dupré, y ¢ es el dngulo cuya tangente es la

R(h) = (3.118)

pendiente de la recta tangente a la superficie del tubo capilar a la altura h, esto es

¢ = arctan K%)Z:J : (3.119)

Por otro lado, y como se sabe, el liquido serd succionado hacia arriba de los tubos
si la superficie del capilar es hidréfila (§ < 7/2), y hacia abajo en el caso de que la

superficie sea hidréfoba (6 > 7/2) .

El radio del capilar puede variar de manera que genere conos o cilindros con
estructuras mas complejas. Para capilares ejesimétricos la ecuacién de la generatriz

€S

r(z) =ro+mz", (3.120)
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donde ry denota el radio del capilar a la altura de la superficie del liquido del re-
cipiente en el que se sumerge y m es un parametro cuyas dimensiones dependen del
exponente n (la aproximacién unidimensional de la teorfa de lubricacién requiere
que n > 0), y que determina la rapidez de apertura, (si m es positiva), o cierre,(m

negativa), de los tubos capilares. De aqui que la ecuacién 3.115 serd

2h2 n+2 ) h2n+2 hn+1
FE = — 42 — h + 3.121
”pg{rw Tomn+2+m2n+2} mc{ro mn+1} (3.121)

donde ¢ = 2 cos (6 + ¢). Elsigno més es para apertura positiva y el menos para conos

convergentes.

Haciendo los cambios de variables

2
n

m " 7“1+% Em=
£ = (—) h, Bor =290y pr— 2 (3.122)
o 20 mw ngrg

obtenemos las siguientes expresiones adimensionales de para la energia y sus primeras

dos derivadas con respecto a la altura adimensional &

1 2 1 cos (0 + ¢) 1
E* — T2 :|: & ¢nH2 - e2nt2 | PV T YT :I: = ¢ntl .12
{2£ n—|—2§ +2n+2£ } Bo* {5 n—l—l5 }’ (8123)

dE* " " cos (0 + @)

= —[1i§]{§(li§)—7} (3.124)
y

B neos(0+0) (2n+2) € + (2n + 1) €. (3.125)

d£2 - :F BO*

Las alturas de equilibrio se obtienen de la condicién
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dE*
d

como fue senalado al inicio. Ello implica que

0,

cos (6 + ¢)

n n+1
L+ |26 46 - =

=0,

por lo que para encontrarlas tendremos que encontrar las raices reales de

1+&" =0,

o de

cos (0 + ¢)

ign—‘rl + 5 _ B

=0,

De la ecuacién 3.128 podemos ver que para m > 0

5: n_la

mientras que para m < 0

¢= V1

(3.126)

(3.127)

(3.128)

(3.129)

(3.130)

Como podemos ver la primera de estas ecuaciones sélo tiene solucién real para n

impares ({ = —1), mientras que la segunda tiene solucién para toda n > 0 (si n

es par £ = *£1, esto es, dos alturas de equilibrio, mientras que para n impara sélo

68



Caprtulo 3. Imbibicién de flujos unidimensionales

existe una, a saber, £ = 1). Ademads de la evaluacién de la segunda derivada podemos

establecer que para m > 0

d2

. n
mientras que para m < 0 y n impar
d? . n
y para m < 0 y n par
d? . ncos (0 + ¢

Como se puede ver el que dichos puntos sean estables ((0*E/0h?),_, > 0), o inesta-

bles ((0°E/0h?),_, < 0) dependera del valor tomado por la funcién cos (6 + ¢).

Por otro lado la segunda parte de la ecuacién (3.127), nos dice que

_— ~cos (0 +¢)
M= —p—— (3.134)
o
_— _ cos(0+9)
o= -2 (3.135)

Con el fin de analizar este par de ecuaciones, grafiquémoslas para algunos valores

enteros de n

Como podemos ver de esta primera grafica, Fig. 3.15, para perfiles divergentes
tendremos siempre una raiz real, en el caso de n par. De donde podemos deducir la

siguiente relacién entre 6 y ¢ (para una £ y un Bo* dado)
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257

1.25T

-1.257T

Figura 3.15: Grafica de la funcién &"*' + ¢ (perfiles divergentes, i.e. m > 0), para
n=1n=2n=3yn=4.

0 = arccos (Bo* (" +¢)) — ¢. (3.136)

Para el caso de n impar, podrd haber una o hasta dos raices, siempre y cuando

cos (0 + ¢) _n+1
PV S w -
By 2" (n+1) (3.137)

En caso contrario, no existirdn raices reales, pues el punto critico de la funcién

&) =¢+¢m, (3.138)

se encuentra en el punto

£ =—(n+1)r, (3.139)
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debajo del cual, la funcién no se encuentra definida.

Si definimos al dngulo de inclinacién critico ¢., como el dngulo de inclinacién

para el cual se cumple la igualdad

cos (0 + ¢,)
= T 14
fl&) = =g, (3.140)
para un dngulo de mojado 6 determinado, obtendremos que
¢, = arc cos (—Bo*n (n + 1)_nT+I> — 0. (3.141)

Podemos asi mismo definir al dngulo critico de mojado, 6., como aquel para el que
se sigue cumpliendo la ecuacién(3.140), sélo que ahora el angulo de inclinacién ¢ es

fijo, esto es

0. = arccos <—Bo*n (n+ 1)7%1) — ¢. (3.142)

De la Fig. 3.16, se desprende que para perfiles convergentes, tendremos que para

n impar, nuevamente podra haber una o hasta dos raices reales si

0 n+1
w <n(n+1)"" . (3.143)

Y como antes, de no ocurrir lo anterior, no habra raices reales, pues el punto critico

de la funcion

fe)=¢-g¢, (3.144)

se encuentra ahora en
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Figura 3.16: Grafica de la funcién "™ — ¢ (perfiles convergentes, i.e. m < 0), para
n=1n=2n=3yn=4.

& =(m+1)77, (3.145)
y debajo de este punto f (£) no estéd definida.

Al igual que antes definamos al éngulo de inclinacién critico ¢,, como el dngulo

de inclinacién para el cual se cumple la igualdad

cos (0 + ¢,.)
N e 14
7€) e, (3.146)
para un dngulo de mojado 6 determinado, obtendremos que
¢. = arccos (Bo*n (n+ 1)_n7+b1) —0. (3.147)

Mientras que el angulo critico de mojado 6., para un dngulo de inclinacién ¢ fijo, es
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0. = arc cos (Bo*n (n+ 1)_”:1> — ¢. (3.148)

Sin embargo para el caso de n par, y perfiles convergentes, vemos que no importando
el valor asumido por la funcién, — cos (6 + ¢) /Bo*, siempre habrd una raiz real,
pudiendo aparecer dos y hasta tres raices reales siempre y cuando

n+1
n

cos (6 + ¢) n+1

> >-nn+1)" = . (3.149)

n(n+1)" > Bor

En este caso podemos definir los dngulos criticos, ¢, y 6., superiores si

¢ = arc cos (Bo*n (n+ 1)7717“) -0, (3.150)

07 = arc cos (Bo*n (n + 1)7717“) — ¢. (3.151)

E inferiores si

n+1

¢\ = arccos (—Bo*n (n+ 1)_T> -0, (3.152)

6 = arccos (—Bo*n (n+ 1)—"7“) s (3.153)
Ahora bien, como puede verse de la anterior deduccién, el cos (0 + ¢) es una

funcién de la altura, esto es cos (0 + ¢) = f(h) (que en el caso de variables adimien-

sionales es f (£)),la cual mide la razén de la curvatura de la seccién transversal que
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opone el canal al liquido, a la curvatura fisica del menisco embebido en dicho capilar,

esto es

r(h)
R(h)

cos(@+¢) = —

radio de la seccidon transversal del tubo a la altura h

inverso de la curvatura del menisco a la altura h
curvatura fisica a la altura h

curvatura geométrica a la altura h’

(3.154)

Por otro lado, el radio de la seccién transversal del tubo a la altura h es como

ya dijimos r (h) = 1o & mh™, por lo que si ¢ — 0, la derivada de la funcién r (z), en

cualquier punto se harfa cero y entonces tendriamos un capilar cilindrico, de forma

tal que r (h) =19 y
2

h
E = 7pg {7“8?} —moc{roh};

oF

= Tpgrah — Tocry;
y

O*FE 9

3h2 = Tpgry-

Que como se ve da la altura de equilibrio estable

ocC

h = ,
PgdTo
con ¢ = 2cosf.

Analicemos ahora un caso de interés.
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3.3.2. Alturas de equilibrio en capilares cénicos [81]

Considérese que un tubo capilar vertical cénico, abierto por su parte superior, se
pone en contacto con un liquido de densidad p y viscosidad dindmica p. De acuerdo
a la experiencia, el liquido penetrara espontdneamente en el tubo capilar y alcanzara
una cierta altura de equilibrio, A, respecto al nivel del liquido exterior. Se asume que
el cono tiene una generatriz que forma un dngulo ¢ respecto a la coordenada vertical
z. Como se discutird mds adelante, dependiendo de las propiedades de mojado del
liquido sobre la pared interior del cono pueden ocurrir al menos cuatro posibilidades
para las alturas de equilibrio, las cuales se muestran en la Fig. 3.17, donde 0 es el

angulo de mojado entre el liquido y la superficie sélida.

Para capilares cénicos la ecuacién de la generatriz es
r(2) =19+ mz, (3.159)

donde 1y = r(z = 0) es el radio a la altura a la que se encuentra el nivel del liquido
exterior al cono y m = tan ¢, es decir, la pendiente de la generatriz. Si el capilar es

un cono divergente m > 0 y sf es un cono convergente m < 0.

La altura de la columna de liquido en un tubo, (Fig. 3.17), puede ser encontrada
mediante la Ec. (3.116), que determina la condicién de equilibrio para la energia de
la columna liquida. La sustitucién de la Ec. (3.159) en (3.115) permite calcular la

energfa y al substituirla en la Ec. (3.116) se determinan las raices reales y positivas

h; [37].

Para capilares cilindricos o cénicos divergente, se ha encontrado que, existe una
lnica altura de elevacién capilar, mientras que para tubos capilares de forma cénica
convergente se encuentran dos o mds, esto para el caso de "buen"mojado [32, 37].
Para los casos de "mal"mojado hay una tnica depresién de equilibrio en capilares

cilindricos o cénicos convergentes y dos o mds en los capilares cénicos divergentes

32).
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Figura 3.17: Forma esquemadtica de un capilar cénico de radio inicial ro = 7 (0)
y angulo interior ¢ (dngulo entre el eje z y la generatriz del cono). La altura de
equilibrio, que alcanza el liquido al penetrar desde z = 0, es h. (a) Cono divergente
con buen mojado: m > 0,0 < 60 < 7w/2, h > 0; (b) cono divergente con mal mojado:
m > 0, 7/2 < 0 < m, h < 0; (c) cono convergente con buen mojado: m < 0,
0<60<m7/2, h>0;(d) cono convergente con mal mojado: m < 0, 7/2 < 6 < ,
h < 0.

Substituyendo la Ec. (3.159) en la Ec. (3.115) e integrando se encuentra que la

energia de la columna liquida en un tubo capilar cénico es

h2 h3 h4 h2
E =7pg {7%7 + 27‘0m§ + m2z} — 2mo cos (0 + ¢) {roh + mE} . (3.160)

Esta ecuacién se puede escribir en forma adimensional escalando las alturas con el
radio 79, es decir, realizando el siguiente cambio de variables £ = h/rq, Bo = pgri/o
y E* = E/mpgrg, donde Bo es el mimero de Bond, el cual es el cociente de la presién

hidrostatica a la presién capilar.

Las expresiones adimensionales resultantes para la energfa y su derivada con
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respecto &, para un tubo capilar cénico, son

. 1 2m m? 2cos (0 + ) m
R B Ry (3161)
y
OB 2 cos (6
5 =1+ md {(fg +mg?) — w1 . (3.162)

Las alturas de equilibrio, se obtienen ahora de la condicién OE*/9¢ = 0, lo que

implica que las raices de la Ec. (3.162) son en este caso

§& = —i, (3.163)

B 8m cos (6 + @)
52—_%(_\/1+ Bo )’

£, = —% (1+\/1+8m002(09+¢)).

Las raices &, y {5 serdn reales siempre y cuando

- 3

N 8m cos (0 + ¢) <
Bo -
En caso de darse la igualdad vemos, de la Ec. (3.163), que &, = &3 = —1/2m.

1

0. (3.164)

En lo que sigue se analizan sélo los casos en que el capilar es divergente o con-
vergente (¢ # 0), pues para el caso en el que ¢ — 0, se tiene un capilar cilindrico,

cuya generatriz tiene la forma r (2) = rg, por lo que la Ec. (3.161) serd en este caso

1 2 cos (0)
E* _ = 2  2¥P\Y)
2£ Bo

y la altura de equilibrio £ = cos 0/ Bo.

¢ (3.165)
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Analisis de las alturas de equilibrio

La Fig. 3.17 muestra esquemdticamente lo que sucede en capilares divergente
(Fig. 3.17a y 3.17b), o convergentes (Fig. 3.17c y 3.17d), segtn el liquido moje o no
a las paredes del capilar. En ambos casos su eje de simetria estd sobre el eje z. Para
los casos 3.17a y 3.17b, m > 0, mientras que para 3.17c y 3.17d, m < 0. Como se
mencioné mas arriba el radio "inicial", o radio rq es el radio a la altura a la que se

encuentra el liquido en el exterior del capilar.

En los célculos que siguen, se usaran estimaciones basadas en la aproximacién de
la lubricacién (|dr/dz| < 1), lo que implica estudiar capilares estrechos, esto es |h]
> r(z) y que las variaciones de altura de la superficie del menisco son despreciables
comparadas con la altura A misma. Se restringe el anélisis a dngulos de apertura ¢
pequenos, los cual implica que m = tan ¢ ~ ¢. Un valor de ¢ negativo corresponde
a conos convergentes, mientras que para ¢ positivos se tendrdn conos divergentes.

Bajo estas consideraciones las soluciones de la Ec. (3.162) son entonces

1
= - 3.166
& ” (3.166)
B 1 8¢ cos (6 + ¢)
= 26 (1_\/1+ Bo ’
B 1 8¢ cos (0 + ¢)
s = —2¢<1+\/l+ B :
Mientras que la condicién expresada en la Ec. (3.164) es
Bo > —8¢cos (0 + ¢) . (3.167)
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Figura 3.18: Griéfica de energia adimensional £E* en funcién de &, para un liquido que
moja las paredes de un capilar cénico divergente (¢ > 0). &;, &, y &5 son las alturas
de equilibrio.

Comportamiento de las alturas de equilibrio en funcién del nmimero de

Bond

Liquidos que mojan las paredes del capilar (0 < 6 < 7/2). Analicemos
primeramente el caso de un liquido que moja las paredes del capilar, i. e. 0 < 0 < /2.
Para ¢ > 0, esto es, para conos divergentes, Fig. 3.17a, la relacién (3.167) se cumplird
siempre y para cualquier valor de Bo mayor que cero. De las dos raices £, y &3
especificadas por la Ec. (3.166), sélo &, tiene significado fisico (si 0 + ¢ < 7/2), y
representa la altura de equilibrio estable alcanzada por el liquido en el capilar (£, y
&5 no tiene significado fisico, pues son alturas negativas, ver Fig. 3.18, en donde se

grafica la energia adimensional, Ec. (3.161), y sus respectivos puntos criticos &;, &,

y 53)

Sin embargo, cuando ¢ < 0, esto es, para capilares convergentes, (ver Fig. 3.17¢),
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las raices &, y €5 expresadas en la Ec. (3.166) tiene sentido fisico sélo si el nimero de
Bond es mayor que aquel que se encuentra determinado por la desigualdad (3.167) y
cos (0 + ¢) > 0. Si este es el caso, {5 representa un estado de equilibrio inestable (ya
que O2E*/0€% > 0), y &, uno estable (0?E*/0¢* < 0). Estas dos raices se colapsan
en una sola, y con ello en un equilibrio inestable, cuando Bo = —8¢ cos (0 + ¢). Por

ello ahora la altura de equilibrio estable es la proporcionada por £; (Fig. 3.19).

Como ejemplo de estos hechos, considerese la Fig. 3.18 en donde se grafica la
energia E* para § = 0° (por €j. la interaccién vidrio-agua, donde o = 0,07362 N/m,
p =999 Kg/m? y g = 9,81 m/s?, para T,,,;, = 15,6 °C [82]). Supéngase que ¢ = 1°,
es decir, un cono divergente y Bo = 0,2. En tal caso ry = 1,2257 mm y §; = —57. 29,
€y = 8.6826 y {5 = —65.973. O sea & y &5 no tienen sentido fisico, pues en este

caso la altura debe ser positiva.

Por otra parte, si ahora 6 = 0° y el capilar es convergente, ¢ = —1°, y se mantienen
los valores de o, p y g ya mencionados, el niimero de Bond critico es Bo, = 0,139 62.
En tal caso rop = 0,69887 mm y & = 57.29, y &, = &3 = 28.645. Bajo las mismas
condiciones en 0 y ¢, pero con Bo = 0,2, se encuentra que £; = 57.29, &, = 12.

906, y &5 = 44.384. Como se puede observar en la Fig. 3.19, para el nimero de Bond

critico, la altura de equilibrio estable estd dada por £;, mientras que cuando este
mismo nimero es mayor que el critico, la altura de equilibrio estable se da en &,,

esto es, en el extremo contrario.

Para 0 < Bo < Bo, en capilares convergentes, la tnica altura de equilibrio real es
&, = —1/¢. Para los datos graficados en la Fig. 3.19, este valor es £, = 57.29, como

se muestra ahi.

Liquidos que no mojan las paredes del capilar (7/2 < 0 <) Por otro lado,

para el caso cuando el liquido no moja las paredes del capilar, i.e. 7/2 < 6 < 7,
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Figura 3.19: Graficas de energia adimensional £* en funcién de &, para un liquido
que moja las paredes de un capilar cénico convergente (¢ < 0): linea gruesa continua
Bo = 0,10, linea delgada continua Bo = 0,139 62, (que es el numero de Bond critico),
linea punteada Bo = 0,17 y linea de circulos Bo = 0,20.

los resultados encontrados en el caso anterior se invertirdn. Si ahora ¢ < 0, conos
convergentes, Fig. 3.17d, la Ec. (3.167) se cumplird siempre y para cualquier valor
de Bo mayor que cero. Y nuevamente, de las raices determinadas por la Ec. (3.166),
solo &, tiene significado fisico, (si 6 + ¢ > 7/2), y representa la altura de equilibrio
estable alcanzada por el liquido en el capilar (ahora &, y &5 son alturas positivas, lo

que implica que no tienen significado fisico, Fig. 3.20).

Para conos divergentes, ¢ > 0 (Fig. 3.17b), las raices &, y &5 de la Ec. (3.166)
tienen sentido fisico, s6lo si ahora el nimero Bo es mayor que aquel que se encuentra
determinado por la Ec. (3.167) y cos (6 + ¢) < 0. En este caso &, representa un estado
de equilibrio estable (0?E*/0¢® < 0), mientras que £; uno de equilibrio inestable
(02E*/0€* > 0). &, v &5 se colapsan en una sélo valor y en una altura de equilibrio

inestable, cuando Bo = —8¢cos (0 + ¢). Lo que hace que la altura de equilibrio
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s
o

Figura 3.20: Gréfica de energfa adimensional £E* en funcién de &, para un liquido que
no-moja las paredes de un capilar cénico convergente (¢ < 0).

estable sea ¢, (Fig. 3.21).

Para ejemplificar los hechos mencionados, en la Fig. 3.20 se grifica la energia
E* para 6 = 140° (por €j. la interaccién vidrio-mercurio, donde o = 0,465 N/m,
p = 13,55 x 103 Kg/m3 y g = 9,81 m/s?, para Ty, = 15,6 °C [82]). Supongase
ahora que ¢ = —1°, o0 sea un cono convergente y de nuevo Bo = 0,2. De aqui que rg

= 0,83644 mm y & = 57,29, &, = —6,7517 y £, = 64,042

Manteniendo los valores de o, p y g, pero tomando ahora 6 = 140° y ¢ = 1° (cono
divergente), resulta que Bo, = 0,108 52. Y entonces 1o = 0,616 14 mm, £, = —57.29
y &, = & = —28.645. Si se cambia el Bond por un valor de Bo = 0,2, preservando
0 y ¢, se encuentra que §; = —57.29, &, = —9.2735, y {5 = —48.023. Como puede

verse en la Fig. 3.21, para el niimero de Bond critico, la altura de equilibrio estd dada
por &, mientras que cuando Bo > Bo,, la altura de equilibrio se traslada a &,, esto

es, al extremo contrario.
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~-300

Figura 3.21: Gréficas de energia adimensional £* en funcién de &, para un liquido que
no-moja las paredes de un capilar cénico divergente (¢ > 0): linea gruesa continua
Bo = 0,08, linea delgada continua Bo = 0,108 52, (nimero de Bond critico), linea
punteada Bo = 0,16 y linea de circulos Bo = 0,20.

Para 0 < Bo < Bo,, en capilares divergentes, la tinica altura de equilibrio real

sigue siendo £; = —1/¢. Para los datos graficados en la Fig. 3.21, {; = —57.29.

Espacio fase de 6 vs. ¢

En los dos apartados anteriores se analiz6 el comportamiento de las alturas de
equilibrio, mediante la desigualdad dada por la Ec. (3.167), haciendo variar Bo, y
fijando valores en los pardmetros ¢ y . Se puede, sin embargo, analizar el compor-
tamiento de dichas alturas, mediante la Ec. (3.167), dando ahora valores al nimero
de Bond Bo y al angulo de mojado 6, y con ello calcular un dngulo critico de incli-
nacion de la generatriz del cono ¢, o dando valores especificos a Bo y ¢, y calculando

el dngulo critico de mojado 6., para estos valores. Al igual que en la seccién anterior,
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se denominan como criticos a los valores de los dngulos 6 y ¢, que hacen que la Ec.

(3.167) se haga una igualdad.

Para el primero de estos dos casos, se deduce de la Ec. (3.167) que

% = —¢,cos (0 + ¢,). (3.168)

Esta ecuacién para el caso de liquidos que mojan las paredes de capilar, i. e.,
0 <60 < w2,y cos(0+¢,) > 0, sélo se cumplird si ¢, < 0 (capilares conver-
gentes). Para valores especificos de Bo y 6, el valor de ¢, hace que de acuerdo con
la Ec. (3.166), &, = &3, por lo que la altura de equilibrio estable es &,. St ¢ < ¢,
—8¢pcos (0 +¢) > —8¢p,.cos (0 + ¢.) = Bo, haciendo que los valores de &, y &; no
sean reales y que la altura de equilibrio estable siga siendo &;. Sf ahora ¢, < ¢ < 0,
Bo = —8¢_cos (0 + ¢.) > —8¢pcos (0 + ¢), por lo que al cumplirse la condicién enun-

ciada en la Ec. (3.167), la altura de equilibrio estable es &,, la cual es menor que

§1-

Para el caso de liquidos que no mojan las paredes del capilar (7/2 < 6 < ),
y cos (0 + ¢.) < 0, la Ec. (3.168) se cumplird tinicamente si ¢, > 0 (capilares di-
vergentes). Dados Bo y 0, este valor critico ¢, hace que £, = &5 y que la depresién
de equilibrio estable sea &,. Por otro lado, si ¢ > ¢,., entonces —8¢ cos (0 + ¢) >
—8¢.cos (0 + ¢.) = Bo, haciendo que los valores de &, y £; no sean reales y que
la altura de equilibrio estable siga siendo &;. Pero, si ¢, > ¢ > 0, entonces Bo =
—8¢,. cos (0 + ¢.) > —8¢pcos (0 + ¢). Esta condicién, enunciada en la Ec. (3.167), es-

tablece que la depresién de equilibrio estable es £,, que es menor en magnitud que

£t

Debido al hecho de que se estd trabajando con éngulos de inclinacién de la gen-

eratriz del cono pequerios, se puede ver de las Ec. (3.168) que: ¢, ~ —Bo/8 cos .
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Si ahora se dan valores a Bo y a ¢, el dngulo critico de mojado es

0. = arc cos (—%) — ¢. (3.169)

Ahora bien, para que se cumpla la igualdad Bo = —8¢cos (0. + ¢), si ¢ > 0
(conos divergentes), entonces cos (6. + ¢) < 0, lo que implica que 7/2 < 0. < , es
decir, hay un mal mojado del liquido sobre las paredes del capilar. Como antes, este
valor de ¢ hace que &, = £;, y que la depresion de equilibrio estable sea &;. Por otra
parte, si 0 < 6., la Ec. (3.167) se cumplird y en dicho caso la depresién de equilibrio
estable serd £,, que como ya se ha mencionado es tal que |, < [&]| (si 60 > 0., &

seguiria siendo la depresién de equilibrio estable).

Para el caso ¢ < 0 (conos convergentes), la igualdad Bo = —8¢ cos (6. + ¢) se
cumplird sélo si cos (6. + ¢) > 0, lo cual implica que 7/2 > 6. > 0, es decir, que
el liquido moja las paredes del capilar. Nuevamente, al cumplirse dicha igualdad,
&y = &5, la altura de equilibrio estable es £;. Para que la altura de equilibrio estable
sea &,, es necesario que 6 > 0., pues si 0 < 0., &, sigue siendo la altura de equilibrio

estable, con & > &,.

La Fig. 3.22 presenta la gréfica del diagrama de fase en el plano ¢ — 6 (dngulo de

apertura vs. dngulo de contacto), a partir de la Ec. (3.169).

Para la rama derecha de dicha gréfica, los dngulos ¢ de la generatriz son positivos.
Si 0+ ¢ > 7/2 (liquidos con mal mojado), & es negativa, mientras que si 6+ ¢ < /2,

€ es positiva y serd cero cuando 0 + ¢ = w/2 (linea punteada diagonal).

Lo contrario a este comportamiento ocurre en la rama izquierda de esta grafica,
pues ahi ¢ < 0, y si 0 + ¢ > 7/2, £ serd positiva, mientras que si 0 + ¢ < 7/2, £ es

negativa e igual que antes £ serd cero cuando 6 + ¢ = 7/2.

Es importante mencionar los casos en los cuales el dngulo de mojado 6 es muy
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Figura 3.22: Diagrama de fase en el plano ¢ —6 (édngulo de inclinacién de la generatriz
del cono vs. dngulo de mojado), con Bo = 0,08 y |¢*| = 1°.

cercano al valor de 7/2, pues cuando 6 < 7/2 (buen mojado) y ¢ > 0° (capilares
divergentes), de manera que 6 + ¢ > 7/2, en lugar de tener alturas de equilibrio
estable con respecto al nivel exterior, habra depresiones de alturas en el liquido que
se encuentra en el interior del capilar. Si por otro lado 0 > 7/2 y ¢ < 0°, de forma
tal que 0 + ¢ < /2, ahora las depresiones en altura, con respecto al nivel exterior,

se transformarédn en alturas de equilibrio para el liquido dentro del capilar.

Finalmente, la Fig. 3.23 muestra las alturas o depresiones de equilibrio estable
&1, que alcanza el liquido. Dichas alturas o depresiones, a las cuales Tsori [32] de-
nomina "saltos" (jump), son mayores en magnitud que aquellas encontradas mediante
el método de balance de presiones y que en este trabajo estdn dadas por &,. Aun
cuando esto pareciese un error cometido por Tsori, no es tal, debido a que el método
de balance de presiones, no permite predecir cual serd la altura de equilibrio estable,

cuando los nimeros de Bond son menores al critico o cuando los dngulos de incli-
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N

(@) (b)

Figura 3.23: Representacion esquemédtica de las alturas o depresiones de equilibrio
estable, deducidas mediante el método de balance de presiones h, [32] (£, en este
trabajo), y su contraste con la nueva altura o depresién de equilibrio estable deducida
aqui mediante el método de extremales de la energia h., (£, en este trabajo). (a)
Conos convergentes (¢ < 0), con buen mojado (0 < 6 < 7/2), h > 0. (b) Conos
divergentes ( ¢ > 0), con mal mojado (7/2 <60 < 7), h <0.

nacién de la generatriz o de mojado, son mayores a sus valores criticos, resultado que
como se muestra aqui, aparece de forma natural al utilizar el método de extremales

de la energfa.

A mediados de la década pasada Tsori [32], analizé el problema de las alturas de
equilibrio en conos con “buen” y “mal” mojado usando para ello una ecuacién de
balance de presiones. Desafortunadamente, su método limita el niimero de soluciones
posibles para las alturas de equilibrio y las condiciones bajo las cuales estas alturas
pueden ocurrir. Aqui, con el método de extrémales de la energia, se muestra que
es posible encontrar todas las alturas de equilibrio y las condiciones fisicas que las

determinan.
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Capitulo 4

Flujo del agua en suelos

4.1. Introduccién

La penetracién capilar de liquidos en los medios porosos ha sido de interés por
largo tiempo, debido a sus numerosas aplicaciones en una variedad de campos tales
como las ciencias del suelo, la recuperacién de petréleo, la ingenierfa quimica, y la
farmacéutica ([84, 85, 86, 87, 88, 89, 90, 91]). Es dificil, sin embargo, estudiar este
proceso en medios porosos verdaderos, debido a su complejidad y la falta de medios
para definir los pardmetros estructurales locales. Por consiguiente, se han usados
modelos simplificados, tanto para los estudios experimentales como también para los

tedricos.

El modelo posiblemente més simple que ha sido estudiado es el de un capilar
cilindrico recto (e.g., ([92])). Este representa, sin embargo, s6lo un primer paso hacia
la comprensién de la penetracién capilar en los medios porosos reales. Para tomar en
cuenta algunas de las propiedades geométricas de los medios porosos, se han idea-
dos modelos termodindmicos de capilares con secciones transversales no-uniformes

([84, 85, 86, 88, 89, 93]). Estos modelos son capaces de describir los comportamientos
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esenciales de la histéresis, los cudles son caracteristicos de la penetracion capilar en
los medios porosos, a saber, la dependencia de las posiciones de equilibrio del liqui-
do sobre la direccién de movimiento (imbibicién o drenado). El citado fenémeno de
histéresis es diferente de la histéresis del dngulo de contacto, lo cual puede ocurrir
tanto en un sistema real, como también en capilares cilindricos simples. Otro pa-
so hacia el modelado realista es el tratamiento de modelo de particulas empacadas,
principalmente esferas ([84, 85, 87, 89, 94]). Dichos modelos son también capaces de
predecir los fenémenos histéresis. La caracteristica comin entre los modelos, men-
cionados arribas, es el intento por definir en detalle la geometria del medio poroso.

Esta aproximacion estd limitada ahora mismo a modelos muy simples.

Un acercamiento diferente fue realizado por White ([95]), quien traté al medio
poroso en términos de su porosidad, drea especifica y densidad tinicamente, sin tomar
en cuenta detalles estructurales locales. Este modelo es muy apropiado para definir
una analogia entre un medio poroso y un capilar cilindrico; sin embargo, a diferencia
de los modelos de capilares uniformes, este modelo no puede ocuparse de la histéresis.
Asi, los modelos existentes pueden ser clasificados en dos grupos de categorias: (a)
un tipo de modelo de orden cero, el cual no considera detalles estructurales; (b) los
modelos de alto orden, que se basan en formas especificas del poro, pero que estdn
limitados a geometrias simples. El objetivo final, obviamente, serfa el de desarrollar
un modelo de alto-orden de geometria complicada, pero esto al parece no es sencillo.
Sin embargo, sorprendentemente, los experimentos con sistemas bien definidos sobre
un amplio rango de pardmetros son escasos ([88, 96, 97]). Un estudio cuidadoso de
tales sistemas fue llevado a cabo por Y-W Yang y sus colaboradores [96, 97], y cuya
contribucién principal es la elucidacién del efecto del angulo de contacto en el ciclo

de la histéresis. Estas observaciones ain no han sido explicadas por la teorfa.

Como puede observarse es de vital importancia el contar con modelos que den

explicacién, primero a la emergencia de la Ley de Darcy, partiendo de modelos mi-
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croscopicos y luego desarrollar modelos, también microscopicos que den sustento a
los modelos de la infiltracién en el medio poroso, en este caso. La siguiente seccién
de este capitulo, tratan de realizar el primer objetivo, mientras que el resto de las

secciones, se enfocaran al ltimo.

4.2. La emergencia de la ley de Darcy.

La ley de Darcy [83], establece que el flujo de agua, en los medios porosos como
el suelo, es proporcional al gradiente hidraulico; el coeficiente de proporcionalidad es
denominado conductividad hidréulica (K'). La ley descubierta inicialmente en el flujo
de agua en suelos saturados ha sido generalizada al flujo en suelos no saturados; en el
primer caso la conductividad es independiente de la presién del agua, mientras que
en el segundo es una funcién altamente no lineal de la presién (1), o del contenido

volumétrico de humedad ().

En el estudio de los acuiferos, el medio poroso se considera saturado y en la ley de
Darcy aparece la conductividad hidraulica a saturacién (K); debido a la variabilidad
espacial de las propiedades del medio, este pardmetro es a lo mas una funcién de las
coordenadas espaciales. En la zona vadoza el medio es no saturado, la conductividad
hidraulica a parte de ser una funcién de las coordenadas espaciales es una funcién de
la presién del agua, K (1); aunado a lo anterior en esta zona es necesario conocer la
curva de retencién de humedad del suelo, la cual relaciona el contenido volumétrico
de agua con la presién del agua, 6 (). Las dos curvas 6 (¢)) y K (¢)) son conocidas
como las caracteristicas hidrodindmicas del suelo y son de fundamental importancia
para el estudio de las transferencias de masa y energfa en el mismo, como en el estudio

de los fenémenos de infiltracién, drenaje, evaporacion y la recarga de los acuiferos.
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4.2.1. Forma clasica

La altura de ascenso capilar se puede determinar por la condicién de equilibrio
termodindmico de minima energia libre del sistema. Esta se puede expresar por
la siguiente ecuacién general, la cual toma en cuenta las energias de gravedad e

interfaciales

pghdV + (vg — Vep) dAg + v pd Ay = 0. (4.1)

En esta ecuacion, p es la diferencia de densidad entre el aumento liquido y el fluido
que originalmente ocupa los poros; g es la aceleracion de la gravedad; h es la altura de
ascenso capilar; V' es el volumen del liquido infiltrado en el interior del medio poroso;
Ysi» Vsp Y Viy son las tensiones interfaciales entre las fases sélido-liquido, sélido-fluido
y liquido-fluido, respectivamente; y Ay v A;r son las dreas interfaciales correspondi-
entes. Esta ecuaciéon puede ser simplificada mediante la ecuaciéon de Young para el

angulo de contacto local, (), en el sistema sélido-liquido-fluido, como

/ysf — Vsl
Yif

cosf = (4.2)

La sustitucién de la Ec. (4.2) en la Ec. (4.1), seguido por algiin reordenamiento,

produce

Y dAsl dAlf
h=— 0 — 4.
pg dV (COS dAg )’ (4.3)

que es la ecuacion general para la altura de la penetracién capilar en un sistema

poroso. Para simplificar la notacién, v,, se sustituye por .
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En un capilar cilindrico recto el drea interfacial liquido-fluido es constante, por lo
tanto dA;; = 0. Por otro lado, el término dAy/dV se calcula suponiendo un menisco

esférico, de manera que

dAg 2
_2 44
dv r’ (4.4)

donde 7 es el radio del capilar. La sustitucién de la Ec. (4.4) en la Ec. (4.3)

conduce a la ecuacién de h, (altura de penetracién en un capilar),

_ 2ycosf
pgr

he (4.5)

De otra parte, el modelo m&s simple de un medio poroso utiliza sélo la porosidad
total, €y, y el drea total especifica del sélido, Sy, para definir el medio. Este modelo
puede ser considerado como "microscopicamente uniforme", ya que no se tiene en
cuenta los detalles estructurales del medio. En este modelo no se tienen en consid-
eracién las variaciones locales, por lo que dA;; = 0, de manera similar al caso de un

capilar cilindrico. El término dA, /dV se expresa en términos de €y y Sy como

dAg (1 —€)Soycost

= 4.6
dv €o Py (46)
Por lo tanto la altura de ascenso capilar, hg, para un medio poroso es
1 —€) S
hp = L) 50 (4.7)
€0

La comparacién entre la Ec. (4.4) y la Ec. (4.6), muestra que el radio capilar

efectivo, que describe un medio poroso microscépicamente uniforme es ([95])
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€0

(ro)esy = ErSES (4.8)

Ahora bien, el propdsito aqui es estudiar los efectos de las variaciones locales en
la estructura de un medio poroso en lo referente a su ascenso capilar. La Ec. (4.3),
que es la ecuacion general béasica, muestra que para lograr este propdsito los valores
locales de dAy/dV y dA;¢/dAs necesitan ser conocido. El primero es desarrollado
al reconocer que la Ec. (4.6) se mantiene a nivel local si las cantidades globales se

sustituyen por las locales,

dAsl . (1 — E) S
v e (4.9)

donde € y S son la porosidad local y el drea especifica, respectivamente. Si bien es
evidente que la porosidad varfa a nivel local, una explicaciéon de la naturaleza local
de S parece necesaria. Esto se deriva del hecho de que la inclinacién de la superficie
sélida con respecto a la vertical, asi como la seccién transversal del sélido, varian
de un punto a otro. Como resultado, S, el drea del sélido por unidad de volumen,
se convierte también en una cantidad local. La comparacién de las ecuaciones (4.6),

(4.8), y (4.9) muestra que el radio efectivo local es

2¢

Teff = m (410)

Por lo tanto, la ecuaciéon general para el ascenso capilar en un medio poroso llega

a ser

2y (cos — —Z’jl'i )
ho = </ (4.11)
PYTef 5
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Se debe recalcar que tanto, r.ss, como dA;r/dAg, en esta ecuacién general son
cantidades locales, las cuales varfan en la direccién de la penetraciéon. Dado que
el modelo actual sélo tiene en cuenta la penetracién en sélo una dimensién, estas
cantidades representan un promedio sobre la direccion lateral. También es importante
senalar que 6 es el dngulo de contacto real, el que se han medido a nivel local en el
sistema habiendo sido el sélido perfectamente liso. Cualquier desviacién del dngulo de
contacto aparente del verdadero, se debe a los efectos geométricos locales los cuales
deben ser explicados por dA;r/dA. La principal dificultad es de hecho el célculo de

este término.

Una solucién aproximada para el problema puede ser desarrollada si se examina
nuevamente la ecuacién de un capilar cilindrico. La expresién (r/ cos 6) en la ecuacion
(4.5), representa el radio de curvatura del menisco, el cual determina la diferencia de
presién capilar que equilibra la presién hidrostética. Si el capilar se vuelve tortuoso,
el radio de curvatura del menisco varfa de un punto a otro. El angulo #, entonces debe
ser reemplazado por (6 + «), donde el angulo de inclinacién, «, es el dngulo entre la
tangente a la superficie sélida y la vertical. Del mismo modo, para un medio poroso
se sugiere que uno reemplace la expresion entre paréntesis en la ecuacién (4.11) por

la aproximacion cos (6 + «), de forma que, [92],

ho — 27y (cos b + ) :’7(1—€>S<C059+O‘). (4.12)
PYTefy Pey

La interpretaciéon de a en un medio poroso no es tan directa como para un
capilar tortuoso, o uno con simetria axial, como los que se trabajaron en el capitulo
anterior [81]. Por otra parte, tampoco debe interpretarse como un pardametro que
estd relacionado con un espacio de poro tnico. Més bien, debe ser tratada como
una aproximacion al promedio lateral de los dngulos de inclinacién en todo el medio

pOroso.
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4.2.2. Forma probabilistica

El problema fisico y su transformacién probabilistica

Si se considera a un medio poroso como "homogéneo", la homogeneidad vista
de esta manera, es un concepto de naturaleza macroscépica. Ello significa que dos
muestras con el mismo tamano, la misma forma y la misma orientacién presentardn
las mismas propiedades globales, con tal de que su tamano sea lo suficientemente
grande referido al tamano de las particulas. En un sentido natural, la homogeneidad
en cuestion es de naturaleza estadistica. Sin embargo a la escala de la granulometria,
dos muestras no son ciertamente idénticas. Sus granos y sus poros no tienen ni las
mismas formas ni la misma dimensién realmente, es sélo desde un punto de vista
estadistico que sus geometrias complejas se pueden comparar a nivel macroscopico,
y es entonces que el efecto de la ergodicidad se reproduce, y ambas muestras presentan
las mismas propiedades. Entre estas propiedades, una de las mas importantes es la

permeabilidad, descrita por la Ley de Darcy.

Por otro lado, si se toma una muestra con la forma de un cilindro de longitud L
y seccién transversal S, la cual se impermeabiliza en su superficie lateral, y las dos
secciones terminales Sy y S; se ponen en contacto con el mismo fluido, imponiéndose
una diferencia de presion AP = Py — P entre ellas (se puede también imponer el
gasto ) y medir la diferencia de presién), y se espera a que se establezca un régimen
permanente o estado estacionario y se mide el gasto () de liquido a través de dicho

cilindro, experimentalmente, se observa que

Q@ =CAP. (4.13)

Si se realiza el experimento con otras muestras cilindricas de diferentes longitudes

y secciones transversales, se encontrard que el coeficiente C' de la relacién anterior
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varfa en razon inversa a la longitud L y directa con la seccién transversal S, esto es

KS
C = - (4.14)

Si el medio no es isétropo macroscépicamente, es importante no compararlos con
las muestras que tengan la misma orientacién in situ, pues el coeficiente K puede
depender de esta orientacién. De alli que la relacién experimental encontrada se
puede entonces escribir como

Q _KAP

=7 (4.15)

Por lo tanto, a nivel macroscépico, se puede representar un flujo estacionario a
través de un vector q, que representa el flujo de fluido, y un gradiente macroscépico

(constante) de presién (o carga) de V P, relacionados por la ecuacién

q=-K VP. (4.16)

Esta es la ley de Darcy. Si el medio no es estadisticamente isotrépico, sin dejar de
ser estadisticamente homogéneos, el coeficiente escalar K debe ser reemplazado por
un tensor. El coeficiente K, escalar o tensorial, es por definicién la permeabilidad

del medio y es una caracteristica macroscépica del medio.

Por otro lado, a escala granulométrica, un fluyjo permanente (lo suficientemente
lento como para que se puedan despreciar los términos relacionados con la energia
cinética), se rige por las ecuaciones de continuidad, Eq. (3.2) y de Poisson, Eq.
(3.49). La solucién de esta tltima ecuacién en poros (bajo condiciones de contorno
muy estrictas: la presién (o flujo) se establece en las caras de los extremos; velocidad
v es nula sobre la superficie lateral y sobre la superficie de los granos), es muy dificil
de obtener [135], dada la complejidad de la geometria de los poros, lo que contrasta

fuertemente con la naturaleza simple de la ley a nivel macroscépico.
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Dada la linealidad de la ecuacién de Poisson, y suponiendo las condiciones de
contorno dadas, la existencia y unicidad de la solucién se tiene garantizada. La
relacion (4.13), es decir, la proporcionalidad entre el gasto y la diferencia de pre-
sién para un determinado dispositivo experimental es predecible. Sin embargo, la
relacién (4.16) es mucho menos trivial. De hecho, para un gasto q y un gradiente
de presién V P macroscépicos dados, las propiedades estadisticas de la solucién de
las ecuaciones de Poisson son independientes de la forma de la muestra, y son carac-
terfsticas macroscépicas del medio. En particular, las condiciones de contorno en la
superficie externa de la muestra, siempre que sea de tamano suficientemente grande,
no tienen un efecto apreciable en la estructura del flujo, excepto, por supuesto, en

las inmediaciones de las paredes.

Dado que no existe, en la naturaleza, el medio poroso infinito, este sélo puede
ser un modelo matemaético. Sin embargo, este modelo puede ser de gran interés
fisico, en la medida en que sugieren relaciones experimentalmente controlables entre
la permeabilidad y las caracteristicas estadisticas especificas de la geometria de los

poros.

Matemdticamente la nocién fisica de un medio "estadisticamente.® "macroscopi-
camente"homogéneo, se trabaja mediante un ensamble aleatorio estacionario y ergédi-§
co. A escala granulométrica, el medio, ("los poros"), se puede representar como un
ensamble aleatorio estacionario, definido por ejemplo por una funcién todo o na-
da, aleatoria, estacionaria y ergédica I (x): I (z) = 1 en el interior de los poros, y
I (x) = 0 en las superficies de los granos y en su frontera. En este modelo, el problema

a resolver serd el siguiente:

Encontrar un vector v (), aleatorio y estacionario, que haga que se cumplan las
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condiciones siguientes:

uViv = I(x)Vp;, V-v=0; (4.17)

v(@) = I(@)v(); E(v):V:%

donde V' = @Q/p es un vector constante dado (Q es el fluyjo macroscépico dado,
y p la densidad volumétrica del fluido). Bajo esta forma no es fécil establecer un

teorema de existencia y unicidad.

Para establecer el significado fisico de las ecuaciones (4.17), témese en cuenta que
tanto v (x), como Vp son consideradas aqui como funciones aleatorias estacionarias,
y que para la presién (o, mds generalmente, la carga) p (x), la estacionalidad del gra-
diente no implica que p (z) sea estacionaria en si misma, (esto no es compatible con
la fisica del problema, ya que tendriamos que E (p (x)) = Cons., es decir, una presién
macroscépica constante). De hecho, la estacionalidad del gradiente sélo implica que
p () es una funcién aleatoria intrinseca, es decir, tiene incrementos estacionarios. En
particular, p (z) no tendra, en general covarianza estacionaria, si no un variograma
v(h) =1/2E ([p(x+h)—p (x)]z), el cual es, en general, indefinidamente creciente
con respecto a h. Su esperanza, i. e. la presién macroscépica, serd una funcién lineal
de x, que corresponde a un gradiente macroscopico (VP = E (Vp)), constante. El
resultado de todo esto es que el modelo (4.17) sélo describe un flujo macroscopica-
mente uniforme (Q y V P constantes). Pero, de hecho, seguird siendo vélido, al menos
en primera aproximacion, en el caso de los flujos macroscépicos cuasi uniformes, es
decir, que los flujos pueden ser considerados como uniformes sobre un dominio oV
que puede ser pequeno en la escala macroscépica, pero lo suficientemente grande en
comparacion con las dimensiones granulométricas para las cuales el medio poroso
aparece ya como homogéneo por el efecto de la ergodicidad, (en suma para un flujo
cuasi uniforme, donde, () y VP ya no son constantes, sino que varfan lentamente

en el espacio a la escala de los poros). En la practica, para los poros de dimensién
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netamente milimétrica, 6V serd centimétrica o decimétrica.

Si se observa, el operador de la emergencia, o de cambio de escala, no es més la
media espacial, si no la esperanza matemadtica. Desde el punto de vista de la claridad
conceptual, se ha ganado mucho al remplazar una operacién de estatus matemaético
poco satisfactoria por un operador bien definido. Pero el significado fisico sigue siendo
el mismo, debido a la suposicién de la hipétesis de ergodicidad, ya que la esperanza
es el limite de la media espacial tomada en dominios cada vez més grandes. En el
caso de un flujo cuasi uniforme, uno ajusta la hipétesis de que este limite ergédico
es casi alcanzado para un dominio 0V sobre el cual el flujo macroscépico no difiere

més que ligeramente de un flujo uniforme.

La ley de Darcy

En un espacio de n dimensiones (n = 2 6 3), elfjanse n vectores macroscépicas
constantes ey, e,, ... e,, linealmente independientes. Por ejemplo, e,, serd el vector
unitario del eje de la coordinada ¢, y sus componentes serdn: e, = 5;. De acuerdo
con el teorema de existencia y unicidad, para cada indice ¢ = 1,2, ...n, existe una y
s6lo una solucién de sistema (4.17), la cual es v, - Vp, con E (vy) = e,. Partiendo
de la linealidad del sistema (4.17), cualquier otra solucién posible sélo puede ser una
combinacién lineal de estas n soluciones. Por ejemplo, para un flujo macroscépico

Q = Q’ey, de componentes Q, dadas, la solucién serd

‘ ¢
v = %uz; VP = %Vpg. (4.18)

Por hipétesis, los componentes v}, de v, son tales que E (v}) = 52.

Ahora bien, sea
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1
Hig = —;E (&-pg) . (419)

Tomando la esperanza de las ecuacién (4.18), se obtendrd para el gradiente

macroscopico VP = E(Vp) la relacién

o.p=-Lm,0, (4.20)
0

donde si ademads se denota por K la matriz inversa de H, se tendra que

Q' = -LKito,p (4.21)

1
Esta es la ley de Darcy, que obtiene como una simple consecuencia de la linealidad
del sistema (4.17) y del teorema de existencia y unicidad. El método en que se obtuvo
esta Ley es general. Sin embargo esta ecuacién sélo dice que existe una relacién
lineal entre el flujo y el gradiente macroscépicos, pero no permiten calcular de forma
explicita el tensor K de las permeabilidades. Se debe mencionar aqui que, en el caso

isotrépico, se obtiene la desigualdad

¢ 2
K<—F(L 4.22
— 12n ( ) ( )
donde ¢ es la porosidad, n = 2 6 3 el niimero de dimensiones del espacio, y E (L?)

la esperanza del cuadrado de cruzar los poros (evaluado tinicamente la granulometria

en la medida).
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La composiciéon de las permeabilidades

Después de estudiar la génesis de la permeabilidad de un medio poroso homogé-
neo, ahora se considerard el nivel en que esta permeabilidad aparece a un nivel
puntual, y la propia permeabilidad como una propiedad puntual del medio. Pasando
luego a una escala de observacién aiin mayor, se encontrard que el medio poroso no
puede ser considerado mé&s como homogéneo. Las permeabilidades puntuales apare-
cerén ahora como las funciones k% (x) extremadamente variables de punto a otro,
x, del espacio. Se dird entonces que ellas estdan regionalizadas. Sin embargo, esta
heterogeneidad observada a un nivel puntual, oculta una homogeneidad de natu-
raleza estadistica, que se manifiesta en una escala superior. Esta homogeneidad, en
un lenguaje preciso, asume que las permeabilidades regionalizadas k% (x) pueden ser
consideradas como una realizacién de una funcién aleatoria (tensorial) ergddica y

estacionaria.

En estas condiciones, lo primero que cabe preguntar es si hay una génesis de una
nueva ley de Darcy, y si las propiedades hidrodindmicas de este medio, enmarcadas
a una escala superior, puede ser completamente caracterizada por una constante de
permeabilidad macroscépica K. En aquello que concierne a flujos no uniformes, tales
como los flujos radiales, la respuesta a esta pregunta es negativa. Lo que no es de
extranar si se observa que la operacién de cambio de escala y la transiciéon a un
nivel superior no son realmente efectuadas para tales flujos. Aqui la discusién se
limita a flujo macroscépicamente uniforme o cuasi uniforme, es decir, una vez maés,
los flujos que pueden ser considerados como uniforme para una escala intermedia en
funcién de las dimensiones del volumen, pueden ser pequeno a nivel macroscépico,
pero lo suficientemente grandes a un nivel puntual, para que las propiedades del
medio aparezcan ya como homogéneas por efecto de la ergodicidad. Al estudiar estos
flujos, se observa que las lineas de corriente se desplieguen en grandes capas, lo cual

en efecto, hace que haya una permeabilidad macroscépica constante K.
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La ley de Darcy Macroscépica

Ahora bien, dada una permeabilidad k% (x) considerada una funcién aleatoria
estacionaria y un gradiente macroscépicamente constante ;P (o un flujo macroscopi-
ca constante Q'), el problema es entonces buscar un gradiente aleatorio estacionario

9;P y un flujo estacionario ¢’ (x) tales que

V-q=0; ¢ =-kY9;p; E(dp)=0,P, (4.23)

(6 E(q:) = Q). (4.24)
En las ecuaciones anteriores, para simplificar las notaciones, se ha normalizado a

uno, tanto la viscosidad dindmica, como la densidad volumétrica de masa (u = p =

1). Por otro lado, la energia disipada admite, como ya se ha visto, la expresién

W = —¢'op, (4.25)

pero W = W (x) es ahora una funcién aleatoria estacionaria. De acuerdo con la
Ley de Darcy, W se expresa entonces en funcién del tensor de permeabilidades £ o

su inverso h, de acuerdo a la ecuacién

W = 8ipk“0;p = q'hijq’. (4.26)

Por lo tanto las dos formulaciones equivalentes del principio variacional son:
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-el minimo de E (W) = E (9;pk" d;p), bajo la condicién E (9;p) = 9; P dada,

lo que es equivalente a la condicién V - q = 0 con ¢ = —k"9;p;

-0 el minimo de E (W) = E (¢'h;j¢’) con V-q =0y E(¢') = Q" dadas, que

es equivalente a h;j¢’ = —0;p para un gradiente estacionario 9;p.

A partir del principio variacional anterior, (con algunas hipétesis adicionales sobre
la funcién aleatoria k (x)), no es muy dificil establecer entonces en un teorema de
existencia y unicidad. Si se denota por 9;p° y ¢ (¢ = 1,2...n), a las n soluciones

particulares definidas como

E(0p") =05 0" =0; ¢“=—kIop", (4.27)

se puede ver que la solucién asociada a un gradiente macroscépico constante 0; P

€s

Oip = 0p" - O P; q' = —q"OP. (4.28)

Pidiendo que K = —F (¢*), y como Q' = E (¢'), se tendrd que

Q' = —K"9,P. (4.29)

Esta es la ley de Darcy macroscopica [99]. El nuevo tensor K, que representa las
permeabilidades macroscépicamente constantes, siempre tiene el mismo significado

energético. De hecho

W = —¢"“op* = 0k 0,p* (4.30)
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es una matriz simétrica positiva definida, que describe la energia disipada en
el nivel microscépico. Como ¢* es un flujo conservativo, y 9;p° un gradiente, se

encuentra que la esperanza es

E(W") =—E (¢"0ip*) = —E (¢") E (9;p°), (4.31)

que 1o es otra cosa més que la energfa. Como E (9;p°) = 6; y E (¢") = K" por

definicién, se tiene entonces que

E(W") = K" (4.32)

En particular, la matriz de permeabilidades macroscépicamente constante es en-

tonces simétrica y positiva definida.

4.3. Relaciones entre las curvas de retencién de
humedad y de conductividad hidraulica de los

suelos

En el estudio de los fenémenos de transferencias de agua a los suelos, (infiltracién,
drenaje, evaporacion y recarga de acuiferos), mediante la ley de Darcy, es de funda-
mental importancia el conocimiento de las caracteristicas hidrodindmicas, las cuales
se conforman por la curva de retencién de humedad del suelo, 6 (1), y la curva de con-
ductividad hidraulica, M (¢); la primera de ellas, relaciona el contenido volumétrico
de agua (6) con la presién del agua en el suelo (1)) y la segunda la conductividad

hidraulica (K) con la misma presién del agua (¢)). La relacién entre estas dos curvas
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queda bien establecida al utilizar conceptos de la teorfa de las probabilidades y de la

geometria fractal.

Por otro lado, la relacion entre el contenido volumétrico de agua y la conductivi-
dad hidraulica se establece a partir de la hipdtesis de que las leyes de Poiseuille y
Darcy describen el movimiento del agua en los niveles microscépico y macroscépi-
co, respectivamente. En la emergencia de la ley macroscopica a partir de la ley
microscépica, se hace la distincién entre los radios de poro que definen el drea del
medio poroso y el volumen del mismo. Las relaciones entre los radios de poro y las
caracterfsticas geométricas del medio poroso, se establecen a partir de los conceptos
de la tortuosidad de las trayectorias del movimiento del agua y de la correlacién
entre los poros por donde circula. Estos conceptos tienen como base una relacién
entre el volumen total del medio poroso y la dimensién fractal del area superficial
del suelo. Dicha relacién permite obtener un modelo conceptual de la conductividad
hidraulica, en el cual se introduce la hipétesis clédsica relativa a los pesos de los radios
en la resistencia ofrecida al movimiento del agua por el suelo, lo que a su vez permite

obtener diferentes modelos particulares.

La mayor parte de los modelos conceptuales de la conductividad hidrdulica,
que aparece en la ley de Darcy generalizada a los suelos no saturados, estdn basados
en la ley de Poiseuille. Existe una primera familia de modelos, desarrolados en los
trabajos de Purcell [101], Gates y Lietz [102], y Childs y Collis-George [103], los
cuales estdn fundados en imagenes de medios porosos asimilados a tubos cilindricos
o esferas, proporcionadas por la geometria de Euclides, o en consideraciones proba-
bilisticas. Una segunda familia de modelos se encuentra desarrollada en los trabajos
de Burdine [104], Fatt y Dykstra [105], Millington [106] y Quirk, Mualem [107], etc.
Esta segunda familia es en términos generales similar a la primera pero con correc-
ciones empiricas. Los autores justifican sus correcciones diciendo que la geometria

del suelo es lo suficientemente irregular o "tortuosa'"para que modelos geométricos
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simplistas expliquen el todo.

Una tentativa de unificacién de los modelos geométricos de la conductividad
hidraulica de los suelos no saturados es propuesta por Mualem y Dagan [108]. Estos
autores consideran que los ‘'modelos geométricos’ son de hecho modelos probabilisticos

que pueden ser deducidos a partir del modelo probabilistico propuesto por Childs y

Collis-George [103].

4.3.1. La curva de retencién de humedad del suelo

El agua en el suelo, al igual que toda la materia, fluye de un punto con mayor
energfa potencial a otro de menor, esta energia se transforma en energia cinética si el
agua se mueve de modo que su energia potencial disminuya o si para mover el agua

se emplea trabajo que aumente su energia potencial (Baver [109]).

El potencial de agua en un punto cualquiera del suelo, se define como la energia
potencial por cantidad unitaria de agua, es decir, es el trabajo requerido para llevar
dicha unidad desde un estado de referencia estdndar (generalmente el agua libre y

pura) hasta el punto bajo consideracién (Groenevelt y Kijne [110]).

El potencial puede ser expresado en tres formas, a saber: a) energia por unidad
de masa [¢),,] = ergios/g; b) energia por unidad de volumen [¢y,] = ergios/cm?,
cuyas unidades puede también interpretarse como unidades de presién (dinas/cm?)
y, ¢) con base en peso 1, que es el resultado de dividir el potencial con base en masa
entre la aceleracién de la gravedad ||g]|, es decir, [¢] = [¢,,/ ||d]|]] = ¢m. De aqui que

Yy = p,,, donde p es la densidad del agua.

Ahora bien, el agua en el suelo estd sujeta a diversos campos de fuerzas que
resultan de la atraccién de la matriz sélida, la presencia de solutos, la accién de la

presién externa de gas, la atraccién gravitacional y otros. A cada uno de estos campos
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puede asociarse un potencial de modo que la suma de todos ellos es el potencial total,

1.e.

Ve =24y + 1+ (4.33)

donde v, es potencial total, z el potencial gravitacional, ¥, el potencial de presién
(métrico o capilar), ¢, el potencial osmético y otros que se pueda adicionar (Hillel

[111)).

Los potenciales gravitacional y de presién son los de mayor importancia en el
flujo de agua en el suelo y a su suma se le conoce como el potencial hidrdulico (H).
El potencial gravitacional se mide a partir de la superficie de los suelos (—z) y el de
presién, para el caso del flujo en suelos no saturados, es una funcién del contenido

de humedad, es decir

H=14(0) -2 (4.34)

donde 6 es el volumen de agua por unidad de volumen de suelo (L3L73).

El potencial de presién puede cambiar de signo si el agua en el suelo estd a una
presién mayor que la atmosférica. Se le considerado positivo normalmente, a menos
que el agua en el suelo este a una presién menor que la atmosférica, en cuyo caso
se le considera negativo (es una subpresién cominmente conocida como tensién o

succion).

Como se muestra en la Fig. 4.1, el agua bajo la superficie libre del agua estd a

un potencial de presién positivo, en la superficie libre este potencial es cero, y el

107



Capitulo 4. Flujo del agua en suelos

(-)
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subatmosférica
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Potencial de presion
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Figura 4.1: Presién superatmosférica y subatmosférica abajo y arriba de una super-
ficie libre de agua (Hillel [111]).

agua que ha ascendido en el tubo capilar sobre la superficie libre del agua estd a un

potencial de presiéon negativo.

El potencial de presién negativo también es llamado potencial métrico o potencial
capilar Hillel [111], y cuando es tomado en valor absoluto se le denomina succién
métrica (Richards [112]). Este potencial resulta de las fuerzas capilares y de adsorcién

debido a la matriz del suelo.

4.3.2. Curva caracteristica de humedad del suelo.

La Ley de Darcy generalizada, la cual ha sido verificada experimentalmente por
Childs y Collis-George [103], y Vachaud [113], predice que la conductividad hidrdulica
K (0) decrece rapidamente cuando () disminuye a partir de su valor a saturacién

K, y de acuerdo con Philip [114], se debe a las siguientes razones:
a) La seccién transversal total, til para el flujo, disminuye con 6.

b) Los poros grandes son los primeros en vaciarse cuando  disminuye, y como la
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contribucién K () por unidad de drea varia bruscamente con el cuadrado del radio

del poro, es de esperarse que K () disminuya mas rapidamente que 6.

¢) A medida que 6 disminuye, aumenta la probabilidad de que exista agua en los
poros y cunas aisladas de la red general tridimensional del agua de los canales y las
peliculas. De modo que una vez que deja de haber continuidad, no puede haber flujo
en la fase liquida, excepto el flujo a través de las islas liquidas en series paralelas con

el sistema de vapor.

En un medio no saturado el potencial (/) es negativo y es una funcién del con-
tenido de humedad (¢). Un comportamiento tipico de ¢ (f) se muestra en la Fig.
4.2, en la cual se puede observar que 1 se incrementa a medida que # también, a
esta curva se le llama curva de retencién de humedad del suelo o caracteristica de

humedad del suelo (Childs [115]).

La curva caracteristica de humedad es fuertemente afectada por la textura y la
estructura del suelo,de manera que, mientras mayor es el contenido de arcilla mayor es
la retencion de agua para un valor dado de 1) y la pendiente de la curva es més suave;
por otro lado, los valores altos de ¢ se ven afectados predominantemente por efectos
capilares, mientras que la parte de los valores bajos de ¢ (en donde predominan los

fenémenos de adsorcién) se ve menos afectada por la estructura que por la textura.

La pendiente de la curva caracteristica de humedad del suelo, que representa
la variacién de su contenido de humedad por unidad de variacién de potencial, se

denomina generalmente capacidad diferencial o especifica de humedad, C (), i.e.

e

o) =1,

(4.35)

Esta es una propiedad importante para el almacenamiento de agua en el suelo y
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Figura 4.2: Curva caracteristica de humedad (curva frontera de mojado) para sable
de l'isere (Haverkamp [116])

a su disponibilidad para las plantas.

Una peculiaridad que presenta la curva caracteristica de humedad, es su de-
pendencia del tipo de proceso que se haya seguido para su determinacién: mediante
humedecimiento o mojado (sorcién) o por el secado (desorcién). Las curvas obtenidas
con estos procedimientos no coinciden, provocando con ello el fenémeno conocido co-

mo histéresis.

Poulovassilis [117] dio una descripcién de la histéresis en términos fisicos: si una
propiedad fisica Y depende de una variable independiente X, entonces puede ocurrir
que la relacién entre Y y X es tinica y en particular, independiente de que X aumente
o disminuya; tal relacion es irreversible. Muchas propiedades fisicas son, sin embargo,
irreversibles, y aliin cuando los cambios de X sean pequenos, la curva obtenida cuando
X incrementa no coincide con la curva obtenida cuando X disminuye. Asi, la relacién

1) vs 0 es una relacién irreversible.
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Figura 4.3: La Histéresis: a) curva frontera de mojado; b) curva frontera de secado;
c) curvas primarias de secado; d) curvas primarias de mojado; e) curvas interiores
(Childs [115])

La histéresis en la caracteristica de humedad del suelo puede verse en la Fig. 4.3,
donde se muestra una sucesién de curvas obtenidas segin el proceso que se haya
seguido. Las curvas completas entre los limites de potencial (suelo lo suficientemente
seco y suelo saturado) son conocidos como las curvas de frontera, una rama es la

curva frontera de humedecimiento o mojado y la otra la curva de frontera de secado.

La histéresis ha sido generalmente omitida en la teorfa y en la préctica de la fisica
de suelos, esto puede ser justificable en los procesos que envuelven sélo alguna rama
de la curva como la infiltracién (mojado) o evaporacién (secado), pero el efecto de
histéresis puede ser importante en el caso de procesos compuestos en lo que ocurre
simultdneamente o secuencialmente el mojado y el secado en varias partes del perfil
del suelo, como en el caso de la redistribucién de la humedad después de un riego
(Vachaud [113]). Asi, es posible tener dos capas de suelo de la misma textura y
estructura con diferente contenido de humedad pero con idéntico estado energético

si sus historias de mojado o secado han sido diferentes.
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4.3.3. Modelo conceptual de conductividad hidraulica

En la literatura se ha establecido un modelo conceptual de la conductividad
hidrdulica basado en la ley de Poiseuille del flujo del agua en tubos capilares (e.g.

[108, 118, 119, 120, 121}). El modelo tiene la forma

K = FCy / (R/T)? dw (4.36)

Q

donde 2 representa el dominio de los poros llenos de agua; F = p,g/n es la
fluidez, p, es la densidad del agua, 1 es el coeficiente de viscosidad dindmica del
agua, g la aceleracién gravitacional; R es el radio de poro; C} el coeficiente de forma
adimensional, el cual toma en cuenta la forma irregular del perimetro de los poros;
si R se toma como el radio hidraulico, C es llamado el coeficiente de Koseny (Bear
[122]); T es el factor de tortuosidad definido por T' = dz;/dz > 1, donde z es
la trayectoria rectilinea de las particulas de agua en la direccién macroscépica del
movimiento y zy es la trayectoria real de las particulas; w es el drea efectiva de flujo

o porosidad areal parcial.

Fuentes y sus colaboradores ([118, 119, 120, 121]) han establecido una definicion
del drea efectiva de flujo a partir de la idea probabilista de Childs y Collis-George
[103] y de los conceptos de la geometria fractal. Haciendo un corte perpendicular a la
trayectoria macroscépica de flujo en el medio poroso se obtienen dos caras, las cuales
son ubicadas en las posiciones z, y (Fig. 4.4); los radios de los poros en la cara de la
posicién x son denotados por r y los de la cara en la posicién y por p. Una particula
de agua ubicada en un poro de la cara x puede continuar su trayectoria por el mismo
poro capilar o cambiar a otro de igual o diferente tamano. La modelacién de estas
posibilidades de cambio se puede realizar equivalentemente con la introduccién de la

probabilidad del encuentro de las caras en un punto intermedio z.
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raln adiop

Figura 4.4: Un corte en el suelo perpendicular a la direccién macroscépica de flujo.
Los radios de los poros son caracterizados en cada cara por r y p.

Considerando que la funcién de densidad de porosidad volumétrica f (r) es la
misma en las dos secciones e iguales a la funcién densidad del drea de flujo en cada
seccion, la probabilidad del intervalo que contiene r es precisamente igual al drea
representada por df (r) = f(r)dr y la probabilidad del intervalo que contiene a
p sobre la otra seccién es igual a df (p) = f (p)dp. La probabilidad de que los
poros representados por estos intervalos se encuentren de una manera completamente
aleatoria en una posicién z es el producto de las dos probabilidades. El producto de
las areas elementales df (r) y df (p) representa el drea comin de flujo dw (1, p) =
dd (r)do (p) = f(r)drf (p)dp; la integraciéon de esta ecuacién sobre todo el rango
del radio de poro permite obtener el drea comuin total de flujo como 1 = ¢¢ = ¢?,
donde p representa la porosidad areal total y ¢ la porosidad volumétrica total. En
un sistema de capilares paralelos la particula de agua continta por el mismo poro,
se trata de un evento totalmente correlacionado, la porosidad areal es igual a la

porosidad volumétrica dw (1) = df (r) = f (r)dr, con u = ¢ ([101]).

En términos probabilisticos el modelo de Purcell representa una correlacién com-

pleta entre las dos secciones, mientras que el de Childs y Collis-George representa una
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decorrelacién completa; estos dos modelos representan los comportamientos extremos
posibles. Mualem y Dagan [108], sefialan que el modelo de Purcell de la conductivi-
dad hidraulica puede ser formalmente deducido del modelo de Childs y Collis-George
si el drea comun de flujo es redefinida como: dw (r, p) = f (r) dré (p — r) dp, donde §

designa la densidad de Dirac.

Es de esperarse que el comportamiento de los suelos se encuentra entre el com-
portamiento de los suelos de Purcell y Childs y Collis-George: generalmente el flujo
del agua en el suelo no ocurre como en un sistema de capilares paralelos ni tampoco
es completamente aleatorio (Millington y Quirk [106]), ya que hay una geometria
del medio que determina el movimiento o una estructura jerarquizada en el suelo.
Un comportamiento intermedio puede ser obtenido si el suelo es considerado como
un objeto fractal ([118, 119, 120, 121, 123, 124, 125, 126]). Para esto se utilizara la

relacion entre el drea y el volumen de Mandelbrot.

4.3.4. El concepyo de tortuosidad

Los modelos que relacionan la conductividad hidrdulica con la geometria del
medio poroso se fundamentan en dos leyes: i) la ley de Darcy en la escala "macroscépi-§
ca",y ii) la ley de Poiseuille en la escala "microscépica. Adicionalmente, para definir

el tamano del capilar que interviene en esta tltima se utiliza la ley de Laplace.

La ley de Darcy unidimensional vertical establece que el gasto por unidad de

superficie de suelo o flujo (¢), es proporcionado por

0H
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donde K es un coeficiente denominado conductividad hidrdulica del suelo; H es
el potencial hidraulico, igual a la suma del potencial de presiéon del agua en el suelo,
expresado como la altura de una columna equivalente de agua (1), y el potencial

gravitacional, asimilado a la coordenada vertical (z).

La ley de Poiseuille establece que la velocidad media (v) en un tubo de radio R

es proporcionada por

aH
2
4-

donde F y C son los mismos pardmetros definidos en la ecuacién (4.36). Por
otro lado, la ley de Laplace relaciona la presién del agua en el suelo ¥ con un radio

de poro, esto es

20 cos ()

R=
PP

, (4.39)

donde o es la tensién superficial en la interfaz agua-aire y « es el dngulo de

contacto formado por esta interfaz con las particulas del suelo.

El concepto de tortuosidad en la teorfa cldsica de la conductividad ha sido intro-
ducido para corregir la ley de Poiseuille (p.e., Dullien [127]). La tortuosidad se define

CcOo1mo

(4.40)
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Figura 4.5: El concepto de tortuosidad: i) la velocidad v es referenciada a la trayec-
toria z del movimiento; ii) la velocidad vy es referenciada a la trayectoria “tortuosa”
del movimiento.

donde z; representa la trayectoria “real” que sigue el agua en el medio poroso

(ver Fig. 4.5).

Las velocidades en el sentido de Poiseuille sobre la trayectoria rectilinea (v) y

sobre la trayectoria tortuosa (vy) se definen como

dz y dzy
= — —_ 2
T at

(4.41)

donde ¢ es el tiempo. De aqui que la ecuacién (4.40), se puede reeescribir como

T=">1. (4.42)
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La velocidad tortuosa se obtiene de la férmula de Poiseuille, evaluando el gradiente

hidraulico sobre la trayectoria tortuosa, es decir

oOH
- _ro. 2% 4.4
vf FCy D27 (4.43)

Ahora bien, de la ecuacién (4.40): 0H/0z = =T (0H/0z). Con esta relacién y
considerando la ecuacién (4.42), se encuentra que la velocidad rectilinea corregida

por el efecto de tortuosidad

2
v=—FC; (;) aa—i[. (4.44)

La comparacién de las ecuaciones (4.38) y (4.44) permite deducir que la velocidad
rectilinea estd de hecho determinada no por el radio del capilar (R) que acompana
a la trayectoria tortuosa, sino por un radio perpendicular a la trayectoria rectilinea

(Rs). De la Fig. 4.6 se infiere que
y e (4.45)

La ecuacién (4.44) toma la forma

o0H
— _FC,R2=—— 4.4
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v V¥

Figura 4.6: Los tridngulos semejantes formados por los radios y las velocidades.

es decir, la correccién a la ley de Poiseuille original consiste simplemente en la
introduccién del radio perpendicular que le corresponde a la trayectoria rectilinea.
Esta observacién es muy importante ya que en ocasiones no se toma en cuenta que
el radio que determina la presién del agua en el suelo es, en general, diferente del

radio que determina la velocidad “macroscépica” del agua en el suelo.

La relacién entre las escalas microscépica y macroscépica, es decir entre la ley de
Poiseuille y la ley de Darcy, se obtiene bajo el razonamiento siguiente. Considérese
el movimiento en la direccion del eje z y hdgase un corte perpendicular al eje, se
obtienen dos secciones, de drea total A; cada una. El gasto o volumen que atraviesa
una area elemental dA en la unidad de tiempo es d() = vdA, mientras que el gasto
con respecto al drea total correspondiente es proporcionado por dg = vdw, donde

dq=dQ/Ar y dw = dA/Ar, de aqui que el flujo total es
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H
q= /vdw = —]:C'faa—Z/dew, (4.47)
Q Q

donde €2 representa el dominio de los poros llenos con agua.

Es importante observar que w es una medida del drea perpendicular a la direccién
macroscépica expuesta por los poros, es decir w estd relacionada con Ry, mientras
que la medida del volumen de los poros (V) relativa al volumen total de suelo (Vr),
denotada por 6 y definida de manera que df = dV/Vr, esté relacionada con el radio
perpendicular a la trayectoria tortuosa (R). El drea total de los poros expuestos,
relativa al drea total del corte perpendicular del suelo, o porosidad areal total (i) es

proporcionada por

/ dw =, (4.48)

Qr

y el volumen total de los poros relativa al volumen total del suelo considerado, o

porosidad volumétrica total (¢), es proporcionado por

/ o = ¢, (4.49)

Qrp

donde Q27 representa el dominio total de los poros.

La identificaciéon de las ecuaciones (4.37) y (4.47) proporciona una expresion

conceptual de la conductividad hidraulica
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K:—ﬂ%/ﬁm. (4.50)
Q

Es cémodo separar los diferentes efectos sobre la conductividad hidraulica
debidos a las propiedades del fluido y la geometria del suelo, introduciendo el coefi-
ciente de permeabilidad (k), denominado también permeabilidad intrinseca, definido

de modo que K = kF, esto es

k:@/ﬁm. (4.51)
Q

El valor de la permeabilidad cuando el conjunto de los poros esta totalmente lleno

con agua es llamado permeabilidad total o saturada (k) y definido por

m:q/@m. (4.52)

Qr

La permeabilidad con respecto a este valor, o permeabilidad relativa (k,), se define

por

[ R2dw
ko
Qr
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La interpretacién de las diferentes variables en la ecuacién (4.53) asi como la

manera de integrarla, han conducido a numerosos modelos que describen la con-

)

105(;

ductividad hidrdulica, como se puede constatar en la literatura (e.g. Purcell [101]
]
130]
]

Gates y Lietz [102]; Childs y Collis-George [103]; Burdine [104]; Fatt y Dykstra
Marshall [128]; Wyllie y Gardner [129]; Millington y Quirk [106]; Kunze et al.

?

[

[

[

Mualem [107]). Una revisién de estos modelos es ofrecida por Mualem y Dagan [108].
En lo que sigue, y teniendo como marco de referencia la geometria fractal (Rieu

y Sposito [124, 125]; Fuentes et al. [120]; Olescho et al. [126]), se analizaran las cor-

recciones empiricas introducidas desde hace medio siglo en la biisqueda desenfrenada

del "mejor modelo"de prediccién de la permeabilidad. Los principales modelos clési-

cos de la conductividad presentados en la literatura, serdn deducidos a partir de las

condiciones utilizadas en los modelos propuestos por Purcell [101]-Gates y Lietz [102]

y Childs y Collis-George [103], los cuales representan los extremos de este modelado.

4.4. El suelo como un objeto fractal

Para explicar las correcciones empiricas en los modelos clédsicos de la conductivi-

dad hidréulica, se introducen algunos conceptos bdsicos de la geometria fractal.

4.4.1. Definiciones

Se define el tamano |U| = r de un subconjunto U no vacio de ¥, donde
E es la dimensién de Euclides (aqui £ = 3) y R el conjunto de los ntimeros
reales, como la distancia més grande entre un par de puntos =z e y en U, i.e.
\U| =sup{|r —y|: @, yecU}. Si{U;}, es una coleccién contable (finita o infinita)
de conjuntos, cuyos tamanos son inferiores o iguales a r, que cubre un conjunto F',

i.e. F' es un subconjunto de la unién de los conjuntos U;, con 0 < |U;| =r; < r, se
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dice que {U,} es una r-cubierta de F.

La medida de Lebesgque. Para un subconjunto F de RE se define para cada r > 0

la medida siguiente

LE (F) = inf {Z TJE :r; = |U;|;{U,},r — cubierta de F} : (4.54)

J

La medida E-dimensional de Lebesgue del conjunto F, denotada por L (F), se

define como el limite de la ecuacién (4.54) cuando r tiende a cero

LE(F) =1lmLE (F). (4.55)

r—0

Existen subconjuntos del conjunto de los niimeros reales, cuya cantidad de ele-
mentos es igual al propio conjunto de los nimeros reales y que su medida de Lebesgue
es cero. El ejemplo clésico es el conjunto perfecto de Cantor, un subconjunto del in-
tervalo [0, 1]. Este conjunto tiene entre sus propiedades la de no contener ningin
intervalo, esto es, el conjunto de Cantor estd formado sélo por puntos y cada uno de

ellos es de acumulacion.

Se hace notar que la medida de Lebesgue no hace diferencia entre un punto
aislado y el conjunto de Cantor, los dos conjuntos tienen medida de Lebesgue cero
y es deseable poder hacer una diferencia entre estos dos conjuntos. También existen
conjuntos que sin contener ningun intervalo tienen medida de Lebesgue positiva,
ejemplos de estos conjuntos son los llamados conjuntos “gordos” de Cantor que estdn

formados sélo por puntos de acumulacion.
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Es por lo tanto conveniente definir una medida mas “fina” que la de Lebesgue.
Una medida que haga diferencia entre puntos aislados y el “polvo” de Cantor. Una

medida capaz de diferenciar fractales.

La medida de Hausdorff. Para un subconjunto F' de ¥ se puede definir para

cada r > 0 la medida siguiente (Falconer [132])

H? (F) = inf {Z TJ-S sy = U5 {U;} , v — cubierta de F} : (4.56)

J

donde S es un nimero no negativo, no necesariamente entero.

Cuando se estd interesado en minimizar, para cada cubierta de F' de tamanos
inferiores o iguales a r, la suma de los tamanos de los conjuntos cubiertas a la potencia
S, la clase de cubiertas admisibles de F' se reduce a medida que r disminuye (Falconer
[132]); esto implica que el infimum de la suma disminuye y tiende a un limite cuando

r tiende a cero. Es decir

H?(F) = h’x%H;? (F), (4.57)
donde H® (F) es la medida S-dimensional de Hausdorff del conjunto F.

La dimension de Hausdorff-Besicovich. Un gréfico de H® (F') en funcién de S (0 < S < E)j
muestra que existe un valor critico de S donde la medida de Hausdorff salta de oo
a 0 (e.g. Falconer [132]). Este valor critico D = dim (F") es llamado dimensién de

Hausdorff-Besicovitch del conjunto F'.

La dimension fractal de Mandelbrot. Si F' es cubierto por una coleccién finita de
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conjuntos (j = 1,2, ..., N, ) de la misma forma y tamano (), de las ecuaciones (4.56)

y (4.57) se obtiene

H? =1m [N,»"]. (4.58)

r—0

Usando esta relacién y la continuidad de la funcion logaritmo, Mandelbrot [123]

define una nueva dimension como sigue

D = lim lllog (N”] . (4.59)

Se puede demostrar que se satisface la desigualdad siguiente: dim ( Hausdorff-Besicovich) <|J]
dim (Mandelbrot). La dimension de Mandelbrot es facil de calcular y usualmente
aproxima rapidamente la dimension de Hausdorff-Besicovich, que es dificil de calcu-

lar.

La ecuacién (4.58) indica que si el suelo se considera como un objeto fractal,

el nimero de conjuntos cubiertas de tamafo r es inversamente proporcional a 7"

cuando 7 — 0, es decir

N, — (E)D. (4.60)

Volumen del Cuerpo Paralelo. Se define el cuerpo r-paralelo P, de un conjunto

F por: P, (F) = {z € R : |z —y| <r, y € F}. El volumen del cuerpo paralelo se
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obtiene como el producto del volumen del conjunto cubierta, es decir cr” donde c es
un coeficiente de forma (¢ = 1 si las cubiertas son paralelepipedos), y del nimero de
cubiertas, es decir: volg (P,) = N,.cr®. Considerando la ecuacién (4.60), se obtiene

cuandor — 0
E-D
volg (P,) = cHEF (—) . (4.61)

La relacién (4.61) puede ser utilizada para estimar la dimensién fractal a partir

del volumen del cuerpo paralelo. Es decir

log [—Mhﬁl(?)]
D= E — lim °

by ey (4.62)

Se debe notar que el volumen del cuerpo paralelo del fractal no es igual al volumen

de la céscara, esta tltima definida por: C, (F) = {z € RE — F : |z —y| <r, y € F'}.

La masa contenida en los conjuntos cubiertas. La masa en la geometria de Euclides]]
es proporcional al volumen de los conjuntos cubiertas: m, o 7. En la geometria frac-
tal E se reemplaza por la dimensién fractal (Mandelbrot [123]): m, oc rP. De esta
relacién se puede inferir que la medida de Hausdorff, definida por las ecuaciones
(4.56) y (4.57) con S = D, es de hecho una medida de masa. Esta proporcién se
transforma en una igualdad con el auxilio de la escala H definida por la ecuacién
(4.58): m, = my (r/H)", donde my es la masa correspondiente a r = H. Puesto que
en la ecuaciones (4.58) y (4.61) se han considerado conjuntos cubiertas de la misma
forma, se tiene: my = pycHY, donde la densidad pj; corresponde a r = H. De aquf

se puede establecer que cuando r — 0
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m, = pycH” (L>D. (4.63)

Si la masa se expresa como m, = p,cr’, la densidad (p,), considerando la ecuacién

(4.63), queda definida por (r — 0)

Pr = Pp <£) o : (4.64)

De acuerdo con las ecuaciones (4.60), (4.61), (4.63) y (4.64) se satisfacen los

limites siguientes

pycH? = Lim [N,m, ], (4.65)
pycH? = l@'n% [p,volg (P)]. (4.66)

Se puede definir una densidad (< p, > ) de modo que la masa contenida en los
conjuntos cubiertas sea obtenida a partir del volumen del cuerpo paralelo. Cuando

r—0

m, =< p, > volg (P,), (4.67)
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donde

" >2D_E (4.68)

La relacion Superficie-Volumen de Mandelbrot. Puesto que el volumen (V) es
proporcional a L3 y el drea (A) a L? donde L representa una longitud, V1/3 es
proporcional a AY? en la geometria de Euclides. De acuerdo con Mandelbrot, en
la geometria fractal V/3 es proporcional a AP, donde D es la dimensién fractal

(Mandelbrot [123]). Esta proporcién puede ser generalizada de la manera siguiente
sup g (F) o [volg (F)]P'". (4.69)

La equivalencia Superficie-Masa. El volumen de cada conjunto cubierta es pro-
porcionado por crf. De la ecuacién (4.69) se obtiene la proporcién: supy (U) oc 7P,

Considerando la ecuacién (4.63) se establece la equivalencia siguiente
mg (F) xcsup g (F). (4.70)

Cuando se reemplaza la masa por la superficie en las ecuaciones (4.63)-(4.68), la
densidad pyy, en lugar de representar el contenido de masa en una unidad de volumen,

representa el contenido de superficie en una unidad de volumen correspondiente a

r=H.
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4.4.2. Relacién entre la dimension fractal y la porosidad

El enfoque de Millington y Quirk [106], es de gran ayuda en la explicacién a
las correcciones empiricas introducidas en los modelos de Purcell y Childs y Collis-
George de la permeabilidad, especialmente en lo referente a la justificacién de la

expresion (1 — ¢)° + ¢** = 1 en el contexto de la geometria fractal.

Considerando al suelo como un objeto fractal, se puede aplicar la ecuacién
(4.69) de la manera siguiente. Si ¢, = 1 — ¢ representa el volumen de los sélidos
relativo al volumen total de suelo, (o "solidicidad volumétrica"), entonces el 4rea de
los solidos relativa al drea total del suelo, (o "solidicidad areal"), u,, serd igual a ¢,
con s = D/E. Siguiendo una idea probabilistica, se hace un corte perpendicular a la
direccién macroscépica del movimiento para obtener dos secciones paralelas situadas
en z e y del eje del escurrimiento. Sobre cada seccién el drea de los poros es, segiin
la ecuacién (4.63), igual a ¢°. La probabilidad total del encuentro de las secciones

(1) en un punto intermedio es el drea de flujo: u = ¢*¢* = ¢**.

Puesto que ¢, +¢ = 1y p,+ o = 1 se establece la relacién fundamental siguiente

(1-9¢)" + ¢ =1, (4.71)

donde s = D/FE. En otros términos se tiene:

solidicidad areal

po=1—p=(1-9¢) =g (4.72)

porosidad areal

n= ¢ = . (4.73)
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A partir de la ecuacién (4.71) se puede demostrar que p < ¢ y:

Para ¢ — 0
1 In 2
o)==+ . 4.74
M )] .
Para ¢ — 1
s(6) = 1-— 1“? (4.75)
In <1T¢>
De donde
% <s <1 (4.76)

Las ecuaciones (4.71) y (4.73) establecen que la dimensién fractal de los suelos

(E = 3) satisface: 3/2 < D < 3. Segun estos resultados se puede inferir que: i) el

modelo de la permeabilidad de Purcell [la porosidad areal es igual a la porosidad

volumétrical es representativo de los suelos donde la porosidad es pequefia como en

los suelos arenosos, y ii) el modelo de la permeabilidad de Childs y Collis-George

[una decorrelacién completa entre las secciones de interaccién] es representativo de

los suelos donde la porosidad es grande como en los suelos arcillosos.

Algunos valores importantes de la dimensién fractal y de la porosidad se obtienen

en los siguientes casos.

1) Para el valor de Millington y Quirk s = 2/3 (E = 3 = D = 2), se puede

demostrar, a partir de la ecuacién (4.71), que la porosidad volumétrica (¢) satisface

el polinomio siguiente
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¢ 4307 — 645 + 3¢° — 12¢* + 40¢* — 604> + 39¢ — 8 = 0. (4.77)

La raiz en (0,1) es ¢ = 0,3671 lo que conduce a p = 0,2628.

2) Si la porosidad volumétrica es igual a la solidicidad volumétrica, es decir,

¢ = ¢, = 1/2 entonces de la ecuacién (4.71)

SRGEONOR

haciendo x = (1/2)°, se obtiene la ecuacién que define la proporcién durea (Hunt-

ley, 1970): 2 + x + 1 = 0. La raiz positiva proporciona:

solidicidad areal

Vo—1
Hs = T = 0,61807

dimension fractal

145
s = log, ( +2f> &~ 0,6942. (E = 3 = D = 2,0827),

y porosidad areal

2
5—1
p:<\/_2 ) =~ (),3820.

3) Si la porosidad areal es igual a la solidicidad areal, es decir u = p, = 1/2,

entonces de la ecuacién (4.71)
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06 - ()

haciendo z = (1/ 2)1/ > se obtiene de nuevo la ecuacion 22 4+ z + 1 = 0 que define

la proporcién durea. La raiz positiva proporciona:

porosidad volumétrica

V51
2

é =~ (),6180,

dimension fractal

1

= —— =0,7202. (F =3= D = 2/1606) ,
2log, <%5>

S

y solidicidad volumétrica

3-V5
¢y ="

= 0,3820.

4.4.3. Las densidades

Teniendo en cuenta la estructura de la ecuacién (4.72) la superficie de los sélidos

contenida en las cubiertas, considerando la ecuacién (4.70), es proporcionada por

my (r) = pycH (L)D : (4.80)

cuando r — 0, donde V;, = cHE es el volumen total de los sélidos y p, es la
densidad total de los sélidos. La densidad de los sélidos correspondiente a r se obtiene

de la ecuacion (4.64) (r — 0)
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0 (1) = p, (—)E_D , (481)

Las ecuaciones (4.60) y (4.61) correspondientes a los sélidos se escriben, cuando

r — 0, como sigue

N (r) = <£>D (4.82)

volg (P,) = cHE <L> - (4.83)

De manera analoga, y de acuerdo con la estructura de la ecuacién (4.73), la
superficie de los poros contenida en las cubiertas, considerando la ecuacién (4.70), es

proporcionada por

m, (r) = p,cH; (—)2])7 (4.84)

cuando r — 0, donde V,, = cH? es el volumen total de los poros y p, es la
densidad total de los poros. La densidad de los poros correspondiente a r, cuando

r — 0, se obtiene de la ecuacién (4.68)

py (1) = p, <HL) o : (4.85)
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Puesto que el volumen total de suelo (V; = cHF ) es igual a la suma de los

volimenes totales de los sélidos (V, = cHE ) y de los poros (V,, = cHE ), se establece

que

HE + HF = OF, (4.86)

HE
— s 4.87
gbs HtE’ ( )

HE
= v 4.88
¢ HE (4.88)

De igual manera, la suma de la superficie total de los sélidos (M,) y la super-
ficie total de los poros (M,) es igual a la superficie total del suelo (M;). Dada la
equivalencia entre la superficie y la masa establecida en la ecuacién (4.70), se tiene:
M, = p,cHE, M, = p,cHF y M; = p,cHF, donde p, es la densidad de los sélidos, p,
es la densidad de los poros y p, es la densidad total del suelo. Las ecuaciones (4.86),

(4.87) y (4.88) permiten establecer

ps (1 =)+ p,¢ = py. (4.89)
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La comparacion de las ecuaciones (4.71) y (4.89), permiten obtener las definiciones

siguientes de las densidades totales

_ A, D-E

Ps = pt(bs = Pt (E) ) (490)
. Hv 2D—-F

Py = P02 = p, (E) : (4.91)

Se puede ver que la ecuacién (4.90) es andloga a la ecuacién (4.81), y que la

ecuacion (4.91) es andloga a la ecuacién (4.85).

4.4.4. Las porosidades parciales.

Relacion entre las porosidades parciales volumétrica y areal. Cuando los poros no
se encuentran totalmente llenos con agua la relaciéon entre las porosidades areal y
volumétrica definida por la ecuacién (4.73) debe ser generalizada a las porosidades
parciales. Se define a # como la porosidad volumétrica parcial (o contenido volumétri-
co de humedad cuando los poros contienen alguna cantidad agua), y a w como la
porosidad areal parcial (o drea comun de flujo) correspondiente. La relacién entre la
porosidad areal parcial (w) y la porosidad volumétrica parcial (f) se obtiene a partir

de la ecuacion (4.73)

w= 6% con 0<w<pu Y 0<60<og, (4.92)
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donde se puede definir

(R = / g (rs) dr. (4.93)

en la cual g (r,) es la funcién densidad de porosidad areal.

La porosidad volumétrica parcial en el suelo. En el trabajo pionero de Brooks
y Corey [133], se argumenta experimentalmente que la relacién entre el contenido
volumétrico de agua y la presion del agua, llamada curva caracteristica de humedad o
curva de retencion, es bien representada por una funcién potencia cuando la presién
es pequena, es decir: 0 () o 1/ |¢|)‘, cuando ¢ < 0, y A > 0. Considerando lo
anterior y la ley de Laplace definida por la ecuacién (4.39), la relacién entre la
porosidad volumétrica parcial y el radio de poro es bien representada por una funcién
en potencia, es decir § (R) o< R* cuando R — 0; la potencia es llamada ‘indice de
poros’. Definiendo un tamano de poro critico Ry, asociado a una presion critica en el
sentido de Brooks y Corey, y la porosidad volumétrica parcial en funcién del tamano

de poro R, se puede escribir la porosidad volumétrica parcial de la manera siguiente

0(R) = ¢S (£> , (4.94)

S(p) = o (4.95)

y representa el grado de sturacién en el suelo.
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Puesto que R es el radio perpendicular a la trayectoria tortuosa y R, es el radio
perpendicular a la trayectoria rectilinea en un punto dado, es razonable suponer
que la contribucién relativa a la porosidad volumétrica por el primero, es la misma
contribucion relativa a la porosidad areal por el segundo. En otros términos, se puede

escribir una relacién anéloga a la ecuacién (4.94) para la porosidad areal

w(Ry) = S ( K, ) | (4.96)

donde el radio R,y corresponde al radio Rj.

La combinacién de las ecuaciones (4.94), (4.95) y (4.96), considerando las ecua-

ciones (4.73) y (4.92), permite establecer la relacién siguiente entre Ry y R

o _ <£> " (4.97)

4.4.5. La semi-porosidad areal.

Se introduce el concepto de ‘semiporosidad’ areal, 1til para la integracién del
modelo (4.51). Segun la ecuacién (4.73) la porosidad areal o probabilidad en z e
y es definida respectivamente por: p, = ¢>** y fy = qﬁi%, donde s, y s, son las
dimensiones fractales relativas a la dimensién de Euclides en los puntos x e y respec-
tivamente, calculadas en funcién de ¢, y ¢, con la utilizacién de la ecuaciéon (4.71);
estas porosidades pueden ser diferentes si el suelo es heterogéneo. La porosidad areal

en una z intermedia a x e y estd dada por u = /p, /@, En otros términos, la
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porosidad areal o probabilidad en z es el resultado de una ’parte’ de la probabilidad

en x igual a \/ji, y de otra 'parte’ en y igual a , /z,. Se denomina a esta probabilidad

una semiprobabilidad o semiporosidad areal, denotada por ¢ y definida como

o= Jii=¢". (4.98)

La relacion entre la semiporosidad areal parcial, denotada por @, y la porosidad
volumeétrica parcial () se obtiene a partir de la generalizacién de la ecuacion (4.98),

es decir

0 =+w=>0° con 0

[\
€l
VAN
AS)

(4.99)

La semiporosidad areal total (¢) satisface que

/ dw = . (4.100)

Qp

Para caracterizar las dos secciones situadas en x e y sobre la trayectoria rectilinea,
se utiliza la notacion (7, p,) para designar los tamanos que definen la porosidad areal
parcial y la notacién (7, p,) para designar su raiz, que definen la semiprobabilidad
parcial o semi-porosidad areal parcial (@). De acuerdo con las ecuaciones (4.97) y

(4.99)

R, _ [R, _ (5)87 (4.101)
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donde Ry, corresponde a Ry.

De las ecuaciones (4.94), (4.95) y (4.101), se sigue

& (Rs) — S (Rs /Rw) . (4.102)

4.4.6. La tortuosidad local o capilar.

La tortuosidad local o capilar, es decir la tortuosidad en funcién de cada tamano

de poro (r), se deduce de la introduccién de la ecuacién (4.97) en la ecuacién (4.45)
5
T (r)="1Tp (—) con 0<d=2s—1<1, (4.103)

donde Ty = Ro/Rso-

Se debe observar que la forma de la ecuacién (4.103), justifica en el formalismo
fractal la relaciéon empirica de una dependencia en potencia entre la tortuosidad y
el radio de los poros propuesta por Fatt y Dysktra [105]. Por otro lado también,
se debe observar que para s = 1/2 (6 = 0), T' = Ty = const., resultado propuesto
por Purcell para un sistema de capilares paralelos y aplicable cuando la porosidad
tiende a cero. Mientras que para el modelo Childs y Collis-George (aplicable para los
suelos en donde la porosidad tiende a la unidad), es necesario introducir la correccién
por tortuosidad con s = 1 (§ = 1). Es importante notar también que T% (r) es

inversamente proporcional a la densidad p, (r), definida por la ecuacién (4.85).
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4.5. Modelos fractales de la conductividad hidrauli-i

Ca

Las semiporosidades areales parciales en los puntos x e y sobre la trayectoria
rectilinea son representadas respectivamente por w, y @,. El drea de flujo en un

punto intermedio es definida por
dw (75, p) = diw, (Ts) dioy () - (4.104)

La integral (4.51) que derermina al coeficiente de permeabilidad o permeabilidad

intrinseca, toma la forma

k=c / [R. (re. p) d, () diy (5,) (4.105)
Q

donde 7 (o p,) esta relacionado con 75 (0 p,) a través de la ecuacién (4.101).
Las interpretaciones del radio R, que interviene en esta iltima expresion conducen

a diferentes modelos de la permeabilidad, a saber.

4.5.1. Modelo del ’poro pequeno’

Utilizando la hipétesis de Childs y Collis-George [103],para los radios perpendic-

ulares a la trayectoria rectilinea

Ry = min (rg, p,) . (4.106)
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La integracion de (4.105) es

/ / r2dw, (7) dw, (p) / / 2dw, (Fs) dwoy, (py) | - (4.107)

ps=0 7s= ps=0 Ts=

Para un suelo homogéneo (w, = w, = ) las integrales son iguales, esto es

[(D (RS) w(rs)] rdw (7y) . (4.108)

4.5.2. Modelo de la media geométrica

Adoptando la hipétesis original debida a Mualem [107], que considera el radio

volumétrico R como la media geométrica de r y p, para los radios areales
R? =ryp,. (4.109)

La ecuacién (4.105) de la permeabilidad se transforma en

S

Rs
k=Cy /rsdwac Ts / sdiwy, (P (4.110)
0

0
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Si el suelo es homogéneo (W, = w, = )

k=0 /rsdw (7)] (4.111)

4.5.3. Modelo del ’poro neutro’

Cuando se considera que no hay preferencia por los radios,
Ry =rs o  Rs=np,, (4.112)

se obtiene a partir de la ecuacién (4.105)

Rs
k= Cao, (R,) / pRdiy (p) = Crany (R,) / r2dw, (7). (4.113)

/ 2 (7). (4.114)
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4.5.4. Modelo del ’poro grande’

Consideremos finalmente que el poro de radio més grande determina la resistencia

al flujo
RS = ps 87: TS < ps7
(6]
Rs = T 51 Ps <Ts,

es decir Ry = max (15, p,).

Con esta hipdétesis la ecuacion (4.105) conduce a

ﬁs:RS Ts=Pg

k=0Cy / / rido, (7) dw, (ps) +

P.=0 7s=0

y realizando la primera integral, a

(4.115)

P, (7,) d, (p,) | . (4.116)

R, R
b=Cy | [ r2do, () o () + [ 2o (p.)dmy (5] (4.117)
0 0
Para el suelo homogéneo (v, = w, = )
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R
k=2C; /r% (7s) da (7). (4.118)
0

4.5.5. Modelos de la conductividad.

La conductividad de cada poro capilar es

4s
Ke (r) = Keo (R;) : (4.119)
0
donde
R?
Koo = p“’gchSO Pud 0,20 (4.120)
n To

y Ko es la conductividad del poro de radio Rj.

A partir de las ecuaciones (4.108), (4.111), (4.114) y (4.118), considerando las
ecuaciones (4.39), (4.97) y (4.103), se pueden obtener los modelos de la conductividad
hidrdulica correspondientes a las hipétesis de poro pequeno, de media geométrica,

neutro y grande respectivamente y como sigue

d (dK

R
s S . — 1
0

/R\/Wdes )| ; Ko = & (Z;)Q, (4.122)
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K (R) = 0° (R) / Ko (r)d6° (1) : Ko = d‘és (95) , (4.123)
K (R) =2 / Ko (r)6° (r) d6° () .= 223%, (4.124)

0

En estos modelos se puede incorporar el contenido volumétrico de agua residual
(0,.), definido por Brooks y Corey [133], de manera que K (6,.) = 0, reemplazando a
0yag¢porbley=0—0.y ¢, =¢—0,, que son el contenido volumétrico de agua
y la porosidad volumétrica efectivos, respectivamente; si en un suelo saturado queda
aire atrapado en los intersticios, la porosidad total ¢ se reemplaza por 6, el con-
tenido a saturacién. La dimensioén fractal relativa correspondiente se deberd calcular
reemplazando ¢ en la ecuacién (4.71) por la porosidad efectiva. En consecuencia, el
contenido volumétrico de agua residual y de aire atrapado se adiciona a la solidicidad

volumétrica total.

Ahora bien, si se introduce el grado efectivo de saturacién definido por

(4.125)

donde 6, es el contenido de humedad a saturacién asimilado generalmente a la
porosidad total (¢), 6, es el contenido de humedad residual definido de modo que la
succion del agua es muy grande o que la presién del agua es muy pequena (¥ — —o0);

los modelos anteriores se reescriben de la siguiente manera
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K (R) =20 [ [0° ()~ & (0] Ko ()der (1) Ko = 2;25 " (j;f)
(4.126)

4¢28K

/R\/md@‘s(r) ; Ke=— (%)2; (4.127)

R
d
K (R) = ¢%;0° (R)/Kc (r)dO® (r); Ko = ;25 Y <§> ;o (4.128)
0
1 dK
K (R) =2¢% | Kc(r)©° (r)d®° (r); Ko=—5———. (4.129)
/ a “7 2500 d0

Para calcular las integrales en los diferentes modelos existen varias posibilidades
como: i) proporcionar la curva de retencién de humedad y una relacién entre los
radios de poros y de curvatura, ii) proporcionar la variacién de la conductividad
capilar con respecto al contenido de humedad o la dependencia de ésta con respecto

al radio de poro.

En la literatura se asume en la ley de Laplace que el dngulo de contacto es
independiente del tamano de poro lo que es equivalente a asumir que los radios
de poro y de curvatura son iguales o proporcionales en cada poro capilar. En esta

situacién la ecuacion (4.119) serd

\IJO ‘|4S

Ko 1) = Koo |5

(4.130)
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donde ¥, es la presién asociada a Ry.

Los modelos resultantes considerando la ecuacién anterior, que requieren la curva

de retencién ¥ (©), son:

El modelo del 'poro pequeno’

= 4.131
KS @s,~s és_ld@ ( )
[w(8)["
El modelo de la 'media geométrica’
o 2
f éS*ld(;)
K (© ¥(©)]”
lg ) _ L |~( )N (4.132)
S @S*ld@
JEOT
El modelo del ’poro neutro’
e . .
[ 6°"1d6
K ¥(6)™
K L oae e
S f @stld?s
o [+(8)

El modelo del 'poro grande’
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o .
[ d6
K;(@) _ 3 M) (4.134)
’ L)
I 1@

Si se proporciona la funcién K¢ (0), la integracién de los cuatro modelos, ecua-
ciones (4.126)- (4.129), proporcionard los modelos respectivos de la conductividad

hidraulica.

4.5.6. Comparacion de los modelos.

La integracién analitica de los cuatro modelos expuestos es elemental con las
ecuaciones (4.102) y (4.103), considerando las ecuaciones (4.94)-(4.99) o con el for-
malismo de Brooks y Corey. Estas ecuaciones ponen en evidencia de una manera
simple las principales diferencias entre los modelos de la permeabilidad. A partir
de la ecuacion (4.119), se puede demostrar, mediante las ecuaciones (4.131)-(4.134),
que la conductividad hidraulica relativa resultante es la misma, las diferencias en-
tre los modelos radican en las expresiones para la conductividad saturada. En otros

términos se obtiene:

1) La permeabilidad relativa
2
K (©) = K, (0] con  [3=2s <— + 1) . (4.135)
2) La permeabilidad total

K, = KCO¢§;A7 (4136)
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en donde el factor de ponderacién A es diferente para cada modelo. Denotando a
A por A, para el modelo del poro pequeno [ecuacién (4.108)], A, para el modelo de la
media geométrica de los tamanos de los poros [ecuacién (4.111)], Ay para el modelo
del poro neutro [ecuacién (4.114)], Ag para el modelo del poro grande [ecuacién

(4.118)], se tiene

Se puede verificar que: A, < A; < Ay < Ag (las igualdades corresponden a los
extremos, A — 0 6 00). Cuando A — 0: A, = \*/8 < A, = \?/4 < Ay = )\/4 <

Ag = \/2. Los valores de K correspondientes satisfacen

Ky < Ky < Koy < Kag. (4.138)

Se debe observar que la ecuacién (4.135) generaliza la ecuacién deducida por
Irmay [134], 5 = 3, a partir de la teorfa de Koseny para el flujo saturado. La forma
habia sido ya obtenida anteriormente por Averyanov [135], a partir de la resolucién
de la ecuacién de Navier-Stokes para el movimiento del agua en un tubo, en el cual
el agua es ubicada sobre la pared del tubo y el aire en su centro, la solucién formal
correspondiente es: K, () = © (30 —2) — 2(1—©)*In (1 — ©). Suponiendo que
la integral total de esta solucién es igual a la integral total de la funcién (4.135)
Averyanov obtiene = 7/2 = 3,5. Yuster [136], deduce 5 = 2 suponiendo que el aire

se mueve con el mismo gradiente que el agua en el modelo de Averyanov. Corey [137],
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sugiere un valor empirico de 5 = 4. Brooks y Corey [133] establecen la misma forma
con la introduccién de su modelo de 6 (1)) en el modelo de Burdine, ellos obtienen:

B=2/\+3.

4.6. Los modelos clasicos dentro de la geometria

fractal

A continuacion se establecen los modelos clasicos de la literatura a partir de los

cuatro modelos conceptuales expuestos lineas arriba.

4.6.1. La correlacion global.

Para obtener la estructura de los modelos cldsicos vamos a introducir una hipéte-
sis simplificadora. Observemos que la porosidad areal dada por la ecuacién (4.106)
puede ser expresada en funcién de los radios volumeétricos (r, p), es decir: dw (r, p) =
s20°"1 (r) 051 (p) dO () dB (p). Bajo la hipétesis de que la funcién multiplicativa de
las diferenciales de 6 (r) y 0 (p), puede ser reemplazada por una media que depende

sélo del limite superior, es decir de R, se obtiene

des (r, p; R) = 672 (R) d6 () d6 (p) = 0 (R) f (r) f (p) drdp, (4.139)

en donde se ha eliminado el término s para satisfacer las ecuaciones (4.48) y

(4.92), a saber
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dw (r,p; R) = w = 0%, (4.140)

St~
Tt~

4.6.2. La tortuosidad global.

La hipdtesis compatible con la anterior es la hipétesis de que la tortuosidad
es una funcién solamente del radio mayor, es decir solamente de la humedad. Esta

tortuosidad global resulta de la combinacién de las ecuaciones (4.94), (4.95) y (4.103)

T(R) =T, {9 ¢ r, (4.141)

donde v = d/\. En varios trabajos reportados en la literatura (e.g. Rieu y Sposito
[124, 125]) se ha sugerido que la porosidad volumétrica parcial es proporcional al

volumen del cuerpo paralelo, es decir: § (R) oc RE~P. Si tal es el caso, se deduce que
A=F—-D=FE(1-5). (4.142)

Se debe notar sin embargo que el resultado (4.97) es independiente del significado

de A proporcionado por la ecuacién (4.142).

De la ecuacién (4.45) se tiene: R, (r,p;0) = R(r,p) /T (#). La ecuacién (4.141)

conduce a
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Ry (r,p;0) = Tio {g} R(r,p). (4.143)

La introduccién de las ecuaciones (4.139) y (4.143) en la ecuacién (4.51) permite

expresar la permeabilidad de la manera siguiente

- %ﬁ E} [ R a0 ). (4.144)
Q
donde
p=(25s—2)+ (2v), (4.145)

en esta potencia, el primer sumando representa los efectos globales de la cor-
relacién de los poros, mientras que el segundo representa los efectos globales debidos

a la tortuosidad de las trayectorias de flujo.

La conductividad de cada poro capilar, introduciendo el contenido de humedad

residual como en los modelos precedentes, es proporcionada por

K (r) = Keo [RLJ 2 : (4.146)

donde Ko definida por la ecuacién (4.120).
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Los modelos clasicos de conductividad hidraulica, en el contexto de la geometria
fractal, que resultan al introducir las hipétesis sobre los radios que definen el volumen
de los poros, correspondientes al poro pequeno, poro geométrico, poro neutral y poro

grande, son respectivamente

R
K (R) = 2¢236" (R) / [©(R) — 0O ()] K¢ (r)dO (1), (4.147)

2

R
K (R) = ¢230" (R) / VE¢ (r)de (r)| (4.148)

K (R) = ¢2;0"*7 (R) / Ko (r)do (r), (4.149)
K (R) = 26%6" (R) / Ko (1) (r)do (r). (4.150)

0

Los modelos propuestos en la literatura para estimar la conductividad hidrdulica

relativa se deducen de las ecuaciones (4.147), (4.148), (4.149) y (4.150) asumiendo
que el radio de poro es igua al radio de curvatura y éste a su vez calculado a partir

de la curva de retencion via la ley de Laplace; de donde:

El modelo de Childs y Collis-George [103] generalizado
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El modelo de Mualem [107] generalizado

C] -
K(©) Of%
K a 1dé
o)

El modelo de Burdine [104] generalizado

o

K(©) _ @pofw?é)d@

s jl“ © -6
o ¥*(8)

(4.151)

(4.152)

(4.153)

(4.154)

En varios trabajos reportados en la literatura (Rieu y Sposito, [124, 125]) se ha

sugerido que la porosidad volumétrica parcial es proporcional al volumen del cuerpo
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paralelo 6 (R) o< RF~E resultado que es plausible cuando la porosidad tiende a la
unidad, en tal caso A = E — D, o sea A = 3(1—s) con F = 3. Debe notarse
sin embargo que el resultado de la ecuacién (4.97) es independiente del significado
de proporcionado por esta situacién extrema. La potencia de la ecuacién (4.145),

considerando la ecuacién (4.141), y esta aproximacion es la siguiente

2(2s — 1)

30 8 (4.155)

D=p1+p2, p1=25—2, Yy pp=

La potencia p que aparece en las ecuaciones (4.151)-(4.154), se ha considerado
cldsicamente como un pardmetro empirico. La teorfa expuesta en este trabajo ha
permitido su justifacién en el contexto de la geometria fractal. Esta potencia es
el resultado de los efectos de correlacion entre poros (p;) y de la tortuosidad (ps)
[ecuacion (4.155)]. En la Tabla 4.1 se muestran los valores extremos de estas potencias
correspondientes a los valores extremos de la porosidad volumétrica total. Asimismo
se muestran resultados intermedios correspondientes a los valores indicados por las

ecuaciones (4.77), (4.78) y (4.79).

Cuadro 4.1: La potencia p de correccién de los modelos de la conductividad hidrduli-
ca, que resulta de los efectos de la correlacion de los poros (p1) y del factor de tortu-
osidad (p2), de acuerdo con la ecuacién (4.155), para algunos valores de la porosidad
volumétrica total.

¢ s=D/3 p P2 p=p1+po
0 1/2 1 0 1
0,3671  2/3 —2/3  2/3 0

1/2 0,6942 —0,6115 0,8470 0,2355
0,6180 0,7202 —0,5596 1,0494 0,4898
1 1 0 00 0
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4.7. Formas cerradas de la conductividad hidrauli-

Ca

Los modelos de Burdine [104] y de Mualem [107] han sido utilizados por van
Genuchten [138], para estimar la conductividad hidrdulica a partir de la curva de

retencién, cuando ésta es representada por la funcién

ow-[1+(2)]" w15

en donde m y n son dos pardmetros positivos, 1/, es un valor caracteristico de la

presion.

Para obtener formas analiticas cerradas, van Genuchten impone relaciones entre
m y n. En el modelo de Burdine m = 1 — (2/n), y en el modelo de Mualem m =
1—(1/n). Un procedimiento similar puede ser utilizado en el modelo de Fuentes [118]

[ecuacion (4.155)], y en los modelos definidos por las ecuaciones (4.132)-(4.134).

La introduccién de la ecuacién (4.156) en las ecuaciones (4.132)-(4.134) permite
obtener respectivamente, las siguientes expresiones de la conductividad en funcién

del grado de saturacién efectiva

K () = K, [1-(1—@71)%]2, 0<sm:1—%<1, (4.157)
K(©) =Ko [1-(1-6%)"], 0<sm=1- % <1, (4.158)
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1\ 2sm
K(@):Ks[1—<1—@m> } 0<2sm—1-25 1

(4.159)

La utilizacién de la ecuacién (4.156) con alguno de los modelos definidos por las

ecuaciones (4.157)-(4.159), requiere del valor de la porosidad del suelo en estudio,

para calcular la dimensién fractal relativa (s) con la ecuacién (4.41), y asi obtener la

relacién entre los pardmetros m y n correspondiente a cada modelo. Luego se estiman

sobre la curva de retencion experimental, con el método de los minimos cuadrados por

ejemplo, los pardmetros (m,1,) de la ecuacién (4.156). La conductividad hidraulica

a saturacion (K) deberd ser proporcionada.

La introduccién de la ecuacién (4.156) en los modelos clasicos definidos por

las ecuaciones (4.151)-(4.153) permite obtener respectivamente, las siguientes ex-

presiones

K(@):Ks@p[1—(1—@%)m]2, O<me1-—1<1,

n

K (©) = K,0or! [1—(1—@%)m], O<m:1—%<1,

K (0) = K0 {1— (1—@i>2m}, 0<m=

DO | —
|
S|
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En las relaciones entre los pardmetros m y n de las ecuaciones (4.156) y (4.160)-
(4.162) no interviene la dimensién fractal relativa; ésta interviene en el pardmetro p.
El valor correcto de p depende de la buena estimacion del pardmetro py [ver ecuacién
(4.155)], es decir de la ecuacién (4.142). Dada la estructura de la ecuacién (4.156), y
de acuerdo con las ecuaciones (4.94) y (4.95), se puede también utilizar A = mn; es

decir py 2 2(2s — 1) /mn.
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Conclusiones

Las principales conclusiones de este trabajo son las siguientes:

La penetracién capilar en micro y nano-canales rectos horizontales puede ser estu-
diada analiticamente por medio de los modelos generalizados de flujo unidimensional.
Tales flujos de Poiseuille generalizados obedecen a la ecuacién de Poisson y los dos
pardmetros mas importantes, es decir, la compacidad C'y el factor geométrico de cor-
recciéon « pueden ser determinados explicitamente para secciones transversales muy
complejas. De hecho, encontramos que hay una relacién lineal entre o« y C' para las
diferentes formas de canales aqui estudiadas. Como se mostro, el cdlculo del frente de
penetracién capilar es directo y los resultados, ya sea en términos de las distancias
o de los tiempos de penetracién capilar son del mismo orden que los que se encuen-
tran en los experimentos. Por ejemplo, en los microcanales rectangulares de Kim et
al [14, 15] los tiempos y las distancias de penetracién son del mismo orden que las
encontradas teéricamente. Algunas posibles diferencias en lo que se refieres a los val-
ores de [(t), podrian surgir en trabajos donde se analizara la penetracién capilar en
microcanales con secciones transversales diferentes, sobre todo en canales angulados.

Estudios de penetracién capilar en sistemas macro (del orden de milimetros) dejan
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ver que los modelos generalizados en los que se usa el perfmetro como un parametro
importante llegan a tener errores del orden del 6 % al calcular las longitudes de pen-
etracién [11]. Aunque esto no es algo determinante, se debe de tomar en cuenta para

propésitos de diseno y comparacion.

Experimentalmente se observa que la ley de penetracién capilar [(t) o Vit de-
scribe correctamente la penetracién capilar espontdnea en nanocanales de seccién
transversal rectangular [70], aunque en dicho trabajo se usé el concepto de radio
hidraulico (radio equivalente al de un canal circular que ofrece la misma resistencia
viscosa) y éste difiere del concepto aqui empleado en relacién con el factor de correc-
cién geométrica, a.. Estas diferencias, motivaron la aplicacién del modelo tedrico aquf
desarrollado, a nanocanales rigidos de seccién transversal compleja. El acuerdo resul-
tante entre teorfa y experimento es muy bueno e incluso da un criterio para ajustar
la geometria 6ptima a un canal real y con ello nos motiva a realizar experimentos
de validacién a dicha escala para estimar las posibles defectos que arroje el modelo
en sistemas de esta escala. El estudio presentado puede ser extendido o completado
en sistemas mads realistas y acordes a las condiciones experimentales, como los son,
la posible existencia de gradientes de temperatura [12], o de concentracién de difer-
entes sustancias [13], ya que parece no ser dificil extender el modelo generalizado

(aqui desarrollado), de la penetracién capilar a dichos casos.

Las alturas de equilibrio que un liquido, al penetrar de manera espontdnea en con-
tra de la fuerza gravitacinal, dentro de un tubo capilar de seccién recta ejesimétrica
variable (conos rectos divergentes o convergentes), alcanza, pueden ser caracterizadas
de manera precisa utilizando como pardmetros de anélisis el nimero de Bond (Bo),
el angulo de mojado (f) y el angulo de inclinacién de la generatriz del cono (¢). El
nimero de alturas o depresiones de equilibrio que adquiera el liquido, se obtienen al
comparar los valores que se asigne a estos pardmetros, contra los valores criticos de

los mismos. Estos ultimos se encuentran al resolver la relaciéon Bo = —8¢ cos (6 + ¢)
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y son de gran utilidad, pues nos permiten entender hacia donde se desplazaran las
alturas o depresiones de equilibrio estable y de qué manera. Ademads de la utilidad
intrinseca del problema discutido, este tipo de andlisis puede ser de importancia en
el estudio de tubos capilares con secciones transversales aiin mas complejas, como
podrian ser los poros en medios empacados, o inclusive también, para sistemas bajo
gradientes longitudinales de temperatura en donde la teorfa aqui utilizada se modifica

ligeramente.

La aplicacién de los conceptos de infiltracién capilar en el medio poroso, partiendo
de la idea probabilista de Childs y Collis-George [103] y de los conceptos de la
geometria fractal (relacién entre el drea y el volumen de Mandelbrot [132, 123]), han
permitido a Fuentes y sus colaboradores [118, 119, 120, 121], establecer una definicién
del drea efectiva de flujo y con ello la conformacién de cuatro modelos conceptuales
para la conductividad hidrdulica, a saber: modelo de poro grande, de poro pequeno,
de poro neutro y de media geométrica. Dichos modelos dan explicaciéon formal a
las correcciones empiricas introducidas desde hace medio siglo en la bisqueda del
"mejor modelo"de prediccién de la permeabilidad hidréaulica y que dan origen a los
denominados modelos cldsicos de la conductividad en la literatura [101, 102, 103, 104,
105, 106, 107]. Finalmente, la introduccién de los modelos conceptuales desarrollados
por Fuentes dentro del formalismo de estudio propuesto por van Genuchtec [138], para
estimar la conductividad hidraulica a partir de la curva de retencién, permite obtener
formas cerradas de la conductividad hidrdulica, las cuales predicen con muy buenos
resultados los resultados obtenidos experimentalmente en el estudio de la infiltracién

de agua en suelos.
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