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Resumen 

En esta tesis presentamos un estudio teórico de la penetración capilar de un líquido en 

micro y nanocanales rectos de sección transversal arbitraria, orientados tanto vertical como 

horizontalmente. También se estudia la conductividad hidráulica que interviene en la ley de 

Darcy generalizada para los suelos no saturados. Dichos estudios arrojan como resultado 

que la penetración capilar en micro y nano-canales rectos puede ser estudiada 

analíticamente por medio de los modelos generalizados de flujo unidimensional. Tales 

flujos de Poiseuille generalizados obedecen a la ecuación de Poisson; y los dos parámetros 

más importantes, es decir, la compacidad C y el factor de corrección geométrico ϵ, pueden 

ser determinados explícitamente para secciones transversales complejas. Además vemos 

que la ley de penetración capilar l(t) ∝ √t describe correctamente la penetración capilar 

espontánea en nanocanales de sección transversal rectangular [70]. Por otro lado, es posible 

encontrar todas las alturas de equilibrio, mediante el método de extrémales de la energía, 

que un líquido alcanza al penetrar de manera espontánea dentro de un tubo capilar de 

sección recta variable (se utilizan como parámetros de análisis el número de Bond (Bo), el 

ángulo de mojado (θ) y el ángulo de inclinación α, que ofrece la generatriz al frente de 

penetración). Finalmente se estudia la conductividad hidráulica mediante un modelo 

conceptual, lo que a su vez ha permitido establecer cuatro modelos particulares, que 

mediante una simplificación permiten reencontrar los cuatro modelos clásicos propuestos 

en la literatura especializada. Estos modelos han sido generalizados, de forma tal que las 

correcciones empíricas aportadas a los modelos clásicos de la conductividad hidráulica, 

relativa a la saturación, han encontrado una justificación en el formalismo de la geometría 

fractal. Dichas correcciones dependen del valor de la dimensión fractal de cada suelo. 

 

 

 

 

Descriptores: Fenómenos de flujo a micro y nano escala; efectos capilares; flujo en 

capilares; porosidad areal y volumétrica; relación fractal área-volumen; factor de 

tortuosidad. 
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Abstract 

In this work, a theoretic study the filling kinetics of liquids in straight micro and nano-

channels of arbitrary cross-sections and oriented in vertical or horizontal direction, is 

presented. Likewise, the hydraulic conductivity in the generalized Darcy’s law on the non-

saturated porous media is studied, too. The aforementioned studies provide as a result than 

the capillary penetration in right micro and nano-channels can be analytically studied by 

means of the generalized models of one-dimensional flow. The generalized Poiseuille's 

flows are described by the Poisson's equation. The two more important parameters, the 

dimensionless compactness C and the dimensionless geometrical correction factor ϵ, can be 

determined explicitly for complex cross sections. Additionally, it is showed that 

spontaneous capillary liquid penetration in rectangular cross-section nano-channels is fine 

describe by the law l(t)∝√t. On the other hand, it is showed that, by the method to energy’s 

extremes, it is possible to find all the equilibrium liquid heights, for a liquid that rise 

spontaneously against gravity in capillary tube whit axisymmetric cross-section (it is used 

like parameters of analysis, the number of Bond (Bo), the wetting or contact angle θ, and 

the inclined angle that the generatrix line offer to the penetration front, α). Finally, it is 

studied the hydraulic conductivity by means by a conceptual model. This model allows 

establishing four particular models, and these models have allowed obtain the four classical 

models proposed in the specialized literature, by means of a simplification. The new four 

models have been generalized, and the empiric corrections introduced in the classical 

models for the hydraulic conductivity, relative to saturation, have found their justification 

in the fractal geometry formalism. And such corrections depend of the fractal dimension 

value for every porous media. 

 

 

 

 

 

Keywords: Micro and nano- scale flow phenomena; capillary effects; capillary flows; areal 

and volumetric porosity; fractal area-volume relationship; tortuosity factor. 
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Capítulo 1

Introducción

Las observaciones registradas de la penetración espontánea de líquidos en tubos

�nos bajo la acción de la gravedad se pueden remontar por lo menos a las épocas

medievales; el fenómeno que desa�aba inicialmente su explicación se designó por el

término en latín capillus, que signi�ca pelo [1, 2]. En siglos posteriores se entendió

claramente que la mayoría de los fenómenos capilares comparten la característica

de ser algo que sucede siempre que dos materiales se sitúan de manera adyacente y

no se les permite mezclarse. Se utiliza el término super�cie capilar para describir la

interfaz (o entre cara) que ocurre cuando uno de los materiales es un líquido y el otro

un líquido o un gas. Para con�guraciones físicas tales como los tubos capilares, las

interfaces ocurren también entre éstos materiales y las paredes de los sólidos rígidos.

Thomas Young fue el primero (en 1805, [3]), que introdujo el concepto matemático

de la curvatura media H de una super�cie y quién demostró su importancia para

la capilaridad relacionándola con el cambio de la presión a través de la super�cie:

rp = 2�H, con � igual a la tensión de la super�cie. Young también razonó que si
el líquido descansa sobre una super�cie de soporte W, entonces la super�cie �uida S

se encuentra con W a un ángulo que dependia solamente de los materiales y no del
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Capítulo 1. Introducción

Figura 1.1: S interfase �uida, W super�cie de soporte; 
 es el ángulo existente entre
las normales a las dos super�cies [3].

campo de la gravedad, la forma de la super�cie, o la forma o el grueso de W; véase

la Fig. 1.1.

Young derivó con estos conceptos y de las leyes de la hidrostática la primera

aproximación correcta para la altura de la subida en el centro de un tubo capilar

circular de radio pequeño a inmerso verticalmente en un baño líquido grande:

h0 =
2 cos 


{a
; { =

�g

�
(1.1)

aquí � es el cambio de densidad a través de la super�cie libre, y g la magnitud

de la aceleración gravitacional.

El fenómeno de la penetración capilar despertó un gran interés a �nales del siglo

diecinueve debido a que, mediante el �ltrado en papel se podía separar el soluto

del solvente en algunas soluciones, o que se podría explicar la permeabilidad de

determinados �uidos en ciertos medios, como el agua o el aceite en la tierra o la

impregnación de la lana u otros materiales con líquidos, o la determinación de la

porosidad y verdadera densidad de los materiales porosos; además de que ofrecía un
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Capítulo 1. Introducción

Figura 1.2: Con�guración de un tubo capilar [3].

nuevo método para medir la tensión super�cial o la viscosidad en los líquidos.

En la actualidad se considera que el fenómeno de la penetración de un líquido

viscoso en un tubo capilar vertical es la base para entender los anteriores fenómenos

[1, 4, 5, 6, 7], por lo cual, su estudio bajo diversas condiciones geométricas [8, 9,

10, 11], de temperatura [12], concentración [13] y de tamaño físico de los sistemas

[14, 15, 16] es muy importante.

Los primeros estudios de la dinámica de la penetración capilar en cilindros de

sección transversal circular y en medios porosos hechos de papel o arena fueron

realizados a principios del siglo pasado por Bell y Cameron [4] en 1906, Lucas [5] en

1918 y Washburn [6] en 1921. Todos ellos realizaron estudios en capilares verticales

y horizontales y encontraron que, para alturas de penetración pequeñas en capilares

verticales, o para cualquier longitud de penetración en los capilares horizontales, la

posición del frente del líquido, l, se correlaciona con el tiempo transcurrido, t, de

manera que
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Capítulo 1. Introducción

l _
p
t: (1.2)

La constante de proporcionalidad es una función de la viscosidad dinámica del líqui-

do, de la tensión super�cial, del ángulo de contacto y de la forma geométrica y

tamaño de la sección transversal del capilar.

En esta tesis presentamos un estudio teórico que generaliza este resultado para a)

diferentes tipos de formas geométricas de secciones transversales de tubos o canales

capilares y b) sistemas de dimensiones micro y nanométricas. Ambos aspectos son

muy importantes en una nueva área de la mecánica de �uidos llamada la micro�uidi-

ca porque cada vez más los aparatos y los procesos se miniaturizan llegando inclusive

a tener �ujos en la escala micro (10�6 m) y nano (10�9 m). Esta motivación física

será discutida en el siguiente capítulo, pero lo que cabe que señalemos aquí es que

los resultados que encontramos concuerdan muy bien con diferentes aspectos experi-

mentales de los micro�ujos capilares en canales micrométricos de sección transversal

no circular, los cuales fueron realizados por otros autores [14, 15, 16]. De hecho, los

resultados que no concuerdan con nuestras predicciones teóricas (ver capítulo 5, sec-

ción 5.5), pueden servir como motivación para explorar más cuidadosamente aspectos

ambiguos de los resultados experimentales como la existencia de varios ángulos de

contacto en microcanales con partes hechas de diferentes materiales.

La división de esta tesis es la siguiente: en el capítulo 2 presentamos la motivación

que da origen a este trabajo y brevemente algunos ejemplos relevantes de aplicaciones

tecnológicas en las que el fenómeno de la penetración capilar a escala micrométrica

es de gran utilidad. En el capítulo 3 desarrollamos la teoría de la imbibición de �ui-

dos unidimensionales en capilares rectos, de sección transversal variable y orientados

tanto horizontal como verticalmente, mostrado los fundamentos de la mecánica de

�uidos necesarios su análisis. En el capítulo 4 desarrollamos un estudio teórico de la

conductividad hidráulica que interviene en la ley de Darcy generalizada a los suelos
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no saturados, partiendo del hecho de que las leyes de Poiseuille y Darcy describen

el movimiento del agua en los niveles microscópico y macroscópico, respectivamente.

Mostramos un par de vías para la emergencia de la ley macroscópica a partir de

la ley microscópica. Así mismo desarrollamos los fundamentos la geometría fractal

con el �n de obtener un modelo conceptual y a partir de ella se obtienen diferentes

modelos particulares de la conductividad hidráulica. Tanto en el capítulo 3, como en

el 4, se presentan de forma extensa los resultados mencionados, referentes a las tres

principales aplicaciones que se desarrollaron en este trabajo y que consistieron en la

cinética del llenado de líquidos en nano canales horizontales de sección transversal

arbitraria, la obtención de ecuaciones que determinan las alturas de equilibrio para

la auto-imbibición de líquidos en tubos capilares eje simétricos y la determinación de

cuatro modelos teóricos de la in�ltración en el medio poroso. Finalmente, en el capí-

tulo 5 presentamos las principales conclusiones y posible trabajo futuro relacionado

con el �ujo capilar en microcanales.
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Motivacion

Los microaparatos tienden a comportase de forma diferente a los objetos macroscópi-

cos que manejamos en nuestra vida diaria. Las fuerzas volumétricas, por ejemplo, son

por lo general muy pequeñas, y los efectos super�ciales tienden a dominar el compor-

tamiento de los sistemas pequeños. Las fuerzas electrostáticas y los efectos viscosos

debidos al aire o al líquido de los alrededores se hacen cada vez más importantes

cuando los aparatos se hacen más pequeños. En general, las propiedades (p) que son

función del área de interacción (A) decrecen más lentamente que las propiedades que

dependen del volumen (V ), como se expresa por la ley del cuadrado y el cubo [17]

p1(A)

p2(V )
/ L2

L3
/ 1

L
; (2.1)

donde L es la dimensión característica del microaparato; por ejemplo, si L = 1 �m,

un orden típico de ésta magnitud es 106 m2=m3. Los efectos de tensión super�cial

son dominantes a estas escalas y sistemas como las microbombas y microválvulas

se fabrican usando este principio [18, 19, 20, 21, 22, 23, 24]. En el moldeado por

microinyección con un micromolde de inserción se desarrolla un �ujo con estas car-

acterísticas el cual es muy importante en las industrias de microsistemas debido
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a la producción económica y en masa de microcomponentes para las más diversas

aplicaciones. Reportes recientes [14, 17, 25] indican que microproductos, tales como,

microtelas, conectores de cinta de �bra óptica, cubiertas de microbombas, envases

celulares, y otros más, se producen por tecnología de moldeado por microinyección.

A manera de ejemplo, en la Fig. 2.1 mostramos esquemáticamente el proceso de

moldeo de microtelas ideado por Whitesides y sus colaboradores en la Universidad

de Harvard [25]. En el esquema se observa cómo un molde de Polidimetilsiloxano

(PDMS) es cortado y montado sobre un sustrato de Si/SiO2. Después una gota de

prepolímero (�uido newtoniano de baja viscosidad, es decir, un líquido similar al agua

�uyendo) de poliuretano es puesta a la entrada de los microcanales de dimensiones 3

� 1.5 �m la cual, por capilaridad (penetración espontánea), entra en los microcanales
formando (después de la cura por calentamiento) micro�bras de polímero.

En la Fig. 2.2 mostramos una variedad de microtelas visualizadas por medio de

un microscopio electrónico. En tal �gura es notable la variedad de formas lo cual

es indicativo de la amplia variedad de microcanales que pueden ser empleados para

obtener dichos materiales. Desde el punto de vista de la mecánica de �uidos, los �ujos

que dan origen a estas formas llenan bien a los microcanales y son muy e�cientes ya

que a dicha escala no se observan defectos.

Como se puede ver del proceso de fabricación de microtelas, el diseño de las

microcavidades y de los microcorredores requiere de un buen conocimiento del �ujo

que los habrá de llenar. El problema típico es ilustrado en la Fig. 2.3, en donde ya

sea una cierta cantidad de líquido, o un líquido proveniente de un gran recipiente (en

cuyo caso habrá una presión inicial pin) entra por capilaridad al canal de altura h y

ancho w (ver Fig. 2.4) debido a la fuerza capilar F�, la fuerza de fricción viscosa F�

limita (frena) el �ujo y el problema es determinar el frente de avance, l, en función

del tiempo transcurrido, t; para una amplia variedad de geometrías de canal.
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Lo común en estos casos ha sido realizar estudios numéricos con software comercial

[14, 15, 26] en donde no es claro el tipo de ecuaciones que se usan ni las condiciones

de frontera, las cuales son muy importantes porque son ellas las que determinan,

como veremos en esta tesis, las características principales del �ujo.

Recientemente Kim et al [14, 15] propusieron, acelerar la inyección de los líquidos

en los microcanales aprovechando la presión hidrostática de los depósitos de líquido

que se conectan a los microcanales. Dichos experimentos [14, 15] y estudios recientes

de otros autores [16] muestran que esto es posible si el nivel de llenado es su�cien-

temente alto como para vencer a la presión capilar, originada por el goteo justo a

la salida de los microcanales, y la cual puede llegar a ser muy alta y provocar el

fenómeno de bloqueo, esto es, la interrupción del �ujo hacia afuera de los micro-

canales. Los estudios numéricos de Kim et. al. [14, 15], efectuados en los estudios

mencionados aquí, sólo permiten encontrar el resultado obvio de que, la presión de

inyección debe de superar a la presión capilar. Sin embargo en dichos artículos no

se hace ningún análisis de los aspectos geométricos o de la evolución del ángulo de

contacto que lleva a resultados físicos generales inherentes a tales sistemas. Aspectos

de este tipo son considerados en el presente trabajo, a partir de las ecuaciones de

�ujo unidimensional de Poiseuille para geometrías complejas y de las condiciones de

frontera, a través de la presión capilar.

Por otro lado la penetración capilar de un líquido que moja, bien o mal, a las

paredes de un tubo capilar vertical o, en el caso más general, a las diversas paredes

de un espacio capilar [1, 8, 9, 11, 25, 27, 30, 28, 29], es un fenómeno muy común y

de gran interés en áreas de estudio tan diversas como son la micro y nono�uídica [1,

25, 78], el mojado de medios porosos [27, 28, 31], la creación de super�cies hidró�las

o hidrófobas [32, 33], la recuperación de petróleo [34, 35], el transporte de líquidos

en plantas [36], etc. El ascenso capilar está relacionado con la diferencia de presión a

través del menisco del líquido, de manera que es posible alcanzar alturas de equilibrio
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cuando la presión hidrostática iguale a la presión capilar.

El problema típico es ilustrado en la Fig. 2.5, en donde ya sea una cierta cantidad

de líquido, o un líquido proveniente de un gran recipiente (en cuyo caso habrá una

presión inicial pin) entra por capilaridad al canal debido a la fuerza capilar F�, la cual

compensa a la fuerza de gravedad Fg, la cual limita (frena) el �ujo, produciéndose

así el equilibrio de las mismas y con ello determinando las alturas de equilibrio.

Sin embargo, las alturas de equilibrio pueden determinarse también por medio

de métodos de extrémales de la energía [37, 38], aunque éstos son de utilidad sólo

cuando los líquidos pueden considerarse como no viscosos o cuando el efecto de las

pérdidas viscosas es despreciable. En particular, en la caracterización de las alturas

de equilibrio éste es el caso porque justo en los puntos críticos ocurre también un

balance entre la fuerza gravitatoria y la capilar sin consideración del valor de la

viscosidad del líquido [1, 28, 29, 37, 38]. En sistemas donde los efectos disipativos

son importantes éste método requiere de modi�caciones sustanciales las cuales están

fuera del alcance de este trabajo.
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Figura 2.1: Etapas del moldeo por microinyección de prepolímeros para construir
microtelas (ver Fig. 2.2). Tomado de [25].
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Figura 2.2: Microtelas de polímero hechas por moldeo por microinyección. Nótese la
variedad de formas y de ángulos en estos materiales. Tomado de [25].

Figura 2.3: Esquema del mecanismo de penetración capilar, l(t) el la longitud de pen-
etración al tiempo t. El microcanal tiene altura h y la responsable de la penetración
es la fuerza capilar F�, F� es la fuerza de fricción viscosa.
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Figura 2.4: Sección transversal típica de un microcanal. En este caso el microcanal
tiene altura h y ancho w y ambos tienen dimensiones de micras.

Figura 2.5: Esquema del mecanismo de penetración capilar, h es la altura de pene-
tración capilar de equilibrio. El balance entre las fuerzas capilar F� y gravitacional
Fg son las que la determinan.
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Figura 2.6: Cuando la fuerza capilar provoca el asenso de un líquido entre dos placas
esquinadas, la super�cie libre de éste adquiere una forma hiperbólica (Problema de
Taylor).
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Figura 2.7: La interface se estabilizada por pilares �jadores (pin) con bordes: la
presión en el agua (parte superior) es mayor que la que existe en el solvente (fondo).
Este tipo de mecanismos se utiliza para mantener separadas sustancias que circulan
por microcanales.
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Capítulo 3

Imbibición de �ujos

unidimensionales

3.1. Fundamentos de la mecánica de �uidos

3.1.1. Descripción de un �uido

El estudio de los �uidos (líquidos y gases) y los fenómenos que ocurren en ellos

constituye la esencia de lo que se denomina mecánica de �uidos [39, 40, 41, 42, 43].

Los fenómenos ocurren a escala mucho mayor que la longitud de camino libre medio

(distancia media entre colisiones moleculares [40]), por lo que un �uido se considera

como un medio continuo. Esto nos índica que cualquier elemento de volumen pequeño

de �uido es su�cientemente grande para contener un número elevado de moléculas.

En otras palabras, en esta tesis, cuando hablemos de volúmenes muy pequeños, con

lo que comparamos dichos volúmenes, es contra volúmenes de paralelepípedos con

lados mucho mayores que la longitud del camino libre medio entre moléculas. De la

misma manera, cuando hablamos de las partículas o los puntos en un �uido, no nos
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referimos a una molécula en particular sino a sistemas muchas moléculas juntas.

Cuando describimos el estado de un �uido en movimiento, dicha descripción se re-

aliza con funciones que dan la distribución de velocidades del �uido v = v(x; y; z; t) y

de dos magnitudes termodinámicas cualesquiera que pertenezcan al �uido, por ejem-

plo, la presión p(x; y; z; t) y la densidad �(x; y; z; t): Lo anterior se debe a que todas

las magnitudes termodinámicas quedan determinadas, al ser dadas dos cualesquiera

de ellas junto con una ecuación de estado; de aquí que, si se tienen cinco magnitudes

determinadas, en este caso las tres componentes de la velocidad v, la presión p, y la

densidad �, queda totalmente determinado el estado del �uido en movimiento.

En general, todas las magnitudes son funciones de las coordenadas espaciales

x; y; z y del tiempo t; a menos que se diga algo diferente, ésta es la manera como se

van a manejar las magnitudes de aquí en adelante. También es necesario resaltar que

la velocidad v(x; y; z; t) se re�ere a la velocidad del �uido en un punto determinado

por las coordenadas y a un instante de tiempo determinado; es decir, se re�ere a

puntos �jos en el espacio y no a partículas �jas del �uido; en el curso del tiempo,

estas últimas se estarán moviendo en el espacio. Lo mismo hay que decir para p y �.

3.1.2. Ecuaciones de movimiento

Las ecuaciones fundamentales de la dinámica de �uidos son las ecuaciones de

conservación de masa, momento y energía. La ecuación que expresa la conservación

de la materia se llama ecuación de continuidad. La densidad � del �uido y su campo

de velocidades v obedecen la relación

@�

@t
+r � (�v) = 0: (3.1)

Para un �ujo incompresible (Ma2 � 1, dondeMa = v=a, es el número adimensional

de Mach del �ujo; el límite comúnmente aceptado es Ma � 0.3 [40]), la ecuación de
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continuidad toma la forma

r � v = 0: (3.2)

La ecuación del movimiento de un �uido viscoso, newtoniano e incompresible,

que expresa el principio de conservación del momento lineal es

@v

@t
+ (v �r)v = �1

�
rp+ �

�
r2v + g; (3.3)

en donde g es el vector de aceleración de la gravedad, . En esta última ecuación � es

la viscosidad dinámica del �uido.

El cociente

� =
�

�
; (3.4)

se denomina viscosidad cinemática y a la ecuación vectorial (3.3) se le denomina la

ecuación de Navier-Stokes.

La ecuación de conservación de la energía puede expresarse, para un �uido new-

toniano e incompresible como

@T

@t
+ (v �r)T = ��r2T +

�

2cp

�
@vl
@xk

+
@vk
@xl

�2
; (3.5)

en esta última ecuación T , � y cp, son la temperatura, la difusividad térmica y el

calor especí�co a presión constante del �uido, respectivamente.

Cuando en un sistema dado el �ujo es isotérmico (T = cte:) y la fricción viscosa

no produce cambios signi�cativos en la temperatura, la ecuación de conservación

de energía se anula idénticamente y para la descripción del �ujo sólo se requieren

las ecuaciones de continuidad y de Navier-Stokes. Si éste no es el caso, es necesario

entonces resolver el sistema planteado por el conjunto de ecuaciones ( 3.2), (3.3) y

(3.5).
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3.1.3. Condiciones a la frontera

Las ecuaciones de continuidad, de Navier-Stokes y de energía deben de satisfacer

un conjunto de condiciones a la frontera para tener un problema bien formulado en

términos de ecuaciones diferenciales parciales. Para la velocidad, debe de satisfacerse

que

v = 0; (3.6)

sobre una super�cie sólida sin movimiento, a esta condición para la velocidad se le

conoce como la condición de adherencia o no deslizamiento.

Cuando hay una super�cie de separación entre dos zona de un �uido, debe haber

igualdad de velocidades normales a través de esta super�cie, de modo que no aparez-

can huecos entre las zonas del �uido, así como continuidad en las velocidades tan-

genciales de cada una de las zonas. También debe haber equilibrio mecánico en la

entrefase. Lo cual implica que los esguerzos viscosos tangenciales a la super�cie de

separación deben ser iguales

�0nj;1 = �0nj;2, con n �ja y j 6= n,

así como el echo de que en dicha super�cie, también debe satisfacerse la con-

tinuidad de los esfuerzos normales

�
�
�0nn;1 � �0nn;2

�
� (p1 � p2) = �

�
1

R1
+
1

R2

�
; (3.7)

donde pi es la presión en el �uido i = 1; 2, �0nn;i es la componente normal del esfuerzo

viscoso en el �uido i, � es la tensión super�cial entre el �uido 1 y el 2 y R1y R2 son
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los radios principales de curvatura de la super�cie de separación. La forma explícita

de �0ik para un �uido newtoniano compresible es

�0ik = �

�
@vi
@xk

+
@vk
@xi

� 2
3
�ik

@vl
@xl

�
: (3.8)

En caso de que el �ujo ocurra también con diferentes temperaturas en cada uno de

los �uidola adyacentes a la interfasede separación, las condiciones de frontera serán

entondes, respectivamente, la de continuidad de la temperatura en cada zona �uida

y la de continuidad de la componente normal del �ujo de calor, i.e.,

T1=T2; (3.9)

donde Ti es la temperatura en la zona i y

(q1)n=(q1)n ; (3.10)

donde (qi)n = �k(@T=@n)i es la componente normal del �ujo calor en la zona i y k
es la conductividad térmica. Esto debido a que no se puede almacenar calor en una

super�cie de espesor in�nitesimal [41].

En los capítulos que siguen utilizaremos estas ecuaciones de �ujo viscoso para

describir la penetración capilar en micro canales, la base de esta descripción será el

llamado �ujo de Poiseuille en diversos tipos de canales.

3.1.4. Números adimensionales.

En Ingeniería, el comportamiento de líquidos es frecuentemente descrito en tér-

minos de número sin dimensiones los cuáles comparan la importancia de propiedades

físicas diferentes. El número Bond Bo = ��gL2=�, con �� la diferencia en la
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Figura 3.1: Condiciones de contorno típicas para el análisis del �ujo de un �uido�uido
viscoso y conductor del calor.

densidad de masa entre los dos �uidos, g la aceleración gravitacional, L una es-

cala característica de longitud, y � el coe�ciente de tensión super�cial, compara

las fuerzas gravitacionales y de super�cie [44]. En aplicaciones del micro�uidica,

Bo� 1 generalmente, esto quiere decir que los efectos gravitacionales pueden estar

ignorados. El número Reynolds Re = ��L=�, dónde � es la densidad de masa, �

la viscosidad dinámica y � la velocidad promedia del �uido, compara las fuerzas de

inercia y viscosa. Generalmente, en micro�uidica Re < 1 [45]. Una tercera canti-

dad es el número de Weber, el cual compara fuerzas de inercia y la de super�cie:

We = ��2L=�.También We < 1 en la mayoría de aplicaciones en la microescala. A

partir de las de�niciones y magnitudes típicas de Re y We, se deduce que la inercia

generalmente se vuelve poco importante cuando la geometría de �ujo está por de-

bajo de las dimensiones del rango de las micras [46]. Las excepciones incluyen �ujos
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con velocidades muy altas como algunas veces ocurran en el �ujo enfocando y los

dispositivos de co-�ujo [46], y en el momento de la desintegración de gotas. De otra

manera las fuerzas dominantes en la microescala son las fuerzas de super�cie y las

viscosas.

La magnitud relativa de estas dos últimas fuerzas es representada por el número

Capilar Ca (sin dimensiones), expresado por Ca = ��=�. Aquí � es generalmente la

viscosidad del �uido más viscoso en el sistema bifásico, � es la velocidad de esta fase,

y � es la tensión super�cial entre las fases, como antes. Intrínsecamente, la tensión

en la interfaz tiende a reducir el área interfacial, lo cual es crucial en la formación de

gotas y también para su subsiguiente estabilidad. En muchas situaciones de �ujo, las

fuerzas viscosas actúan para extender y contraer la interfaz [47]. Para Ca bajos (< 1)

la tensión de la interfaz domina, y las gotitas obtenidas son esféricas. En el contraste,

Para Ca altos (� 1) las fuerzas viscosas juegan un papel importante, conduciendo a

la deformación de las gotas y algunas veces generan formas asimétricas. En corrientes

líquidas de co-�ujos, los números altos de Ca pueden inducir una transición entre

panoramas diferentes de la generación de gotas [48, 49]. En algunos casos de Ca alto,

una arquitectura completamente diferente de �ujo, llamado �ujo estrati�cado, puede

ocurrir [50, 51].

Históricamente, la primera persona en escribir extensamente sobre unidades y

el razonamiento dimensional en las relaciones físicas fue Euler en 1765. Las ideas

de Euler estaban muy adelantadas a su tiempo, como lo fueron aquellas de Joseph

Fourier, quién en su libro de 1822 Teoría Analítica del Calor esbozó lo que es ahora

llamado el principio de homogeneidad dimensional y aun desarrolló algunas leyes

de similitud para el �ujo del calor. No hubo más avances signi�cativos hasta el

libro de Lord Rayleigh de 1877, Teoría del Sonido, donde propuso un �método de

dimensiones� y dio varios ejemplos de análisis dimensional. El gran adelanto �nal

que estableció el método como le conocemos hoy es generalmente atribuido a E.
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Buckingham en 1914 [52], cuyo escrito esbozó lo que ahora se denomina el Teorema

Pi de Buckingham para describir parámetros sin dimensiones. Sin embargo, ahora

se sabe que un francés, A. Vaschy, en 1892 y un ruso, D. Riabouchinsky, en 1911

publicaron escritos independientes reportando resultados equivalentes al teorema pi.

Siguiendo el escrito de Buckingham, P. W. Bridgman publicó un libro clásico en

1922 [53], esbozando la teoría general del análisis dimensional. El tema sigue siendo

controversial porque hay mucho arte y sutileza al utilizar el análisis dimensional. Así,

desde Bridgman han sido publicados muchos libros sobre el tema [54, 55]. La utilidad

del análisis dimensional no se limita a la mecánica de los �uidos o a la ingeniería. Se

han escrito libros especializados donde el análisis dimensional ha sido aplicado a la

metrología [56], astrofísica [57], economía [58], construcción de modelos a escala [59],

química [60], hidrología [61], medicación [62], medicina clínica [63], plantas piloto de

procesado químico [64], ciencias sociales [65], ciencias biomédicas [66], farmacia [67],

geometría fractal [68], e incluso al crecimiento de las plantas [69]. Claramente éste

es un tema que conviene aprender para muchas carreras profesionales.

3.1.5. El teorema Pi

Existen muchos métodos para reducir una serie de variables dimensionales en

un número más reducido de grupos adimensionales. El procedimiento que se expone

aquí fue propuesto por Buckingham [52] en 1914 y se conoce como el Teorema Pi de

Buckingham. El término pi proviene de la notación matemática �, que signi�ca un

producto de variables. Los parámetros adimensionales encontrados con el teorema son

productos de potencias denominadas �1, �2, �3, etc. El método permite determinar

estos parámetros en orden secuencial sin necesidad de recurrir a exponentes libres.

La primera parte del teorema Pi explica cuál es la reducción de variables esperada:

Si un proceso físico satisface el PHD y relaciona n variables dimensionales, se
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puede describir mediante una relación entre sólo k variables adimensionales. La re-

ducción j = n � k es igual al máximo número de variables que no pueden formar

un grupo adimensional entre ellas y es siempre menor o igual que el número de

dimensiones que describen estas variables.

La segunda parte del teorema muestra cómo encontrar los parámetros adimen-

sionales:

Para encontrar la reducción j, se seleccionan j variables que no puedan formar

un parámetro adimensional entre ellas. Cada parámetro adimensional deseado estará

formado por el producto de potencias de estas j variables con una variable adicional a

la que se le asigna un exponente conveniente no nulo. Todos los grupos adimensionales

así determinados son independientes.

Con objeto de aclarar lo dicho, suponga que el proceso establece una relación

entre cinco variables:

�1 = f (�2; �3; �4; �5) . (3.11)

Suponga además que hay tres dimensiones {MLT} y después de una inspección

adecuada se encuentra que j = 3. Entonces, k = 5 � 3 = 2 y, por tanto, habrá dos,
y sólo dos, grupos adimensionales. Elegimos tres variables, por ejemplo, �2, �3 y �4,

que no puedan formar un grupo adimensional entre ellas. Según esto, los dos grupos

adimensionales estarán formados por esas tres variables más una variable adicional

distinta para cada uno, �1 y �5, respectivamente

�1 = (�2)
a (�3)

b (�4)
c �1 =M0L0T 0 �2 = (�2)

a (�3)
b (�4)

c �5 =M0L0T 0

Se ha escogido, arbitrariamente, exponente unidad para �1 y �5. Agrupando los

exponentes de las distintas dimensiones e igualándolos a cero, el teorema Pi garantiza

un valor único de a, b y c para cada grupo adimensional. Además son independientes,
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porque �1 sólo aparece en �1, y �5 sólo en �2. Es un procedimiento claro y sistemático

una vez que uno se ha acostumbrado al mismo.

Normalmente, hay que dar seis pasos:

1. Hacer una lista de las n variables que aparecen en el problema. Si se omite

alguna variable importante, fallará el análisis dimensional.

2. Escribir las dimensiones de cada variable de acuerdo con el sistema utilizado

{MLT�} o {FLT�}.

3. Determinar j. Se elije inicialmente j igual al número de dimensiones difer-

entes que aparecen en el problema y se buscan j variables que no puedan formar un

grupo adimensional. Si no se les encuentra, se redce j en una unidad y se busca de

nuevo. Con cierta práctica, se encontrará j rápidamente.

4. Se selecciona un grupo de j variables que no puedan formar un grupo adi-

mensional, tratando de que parezcan las satisfactorias y, a ser posible, que tengan

bastante generalidad, porque aparecerán en la mayoría de los grupos adimensionales.

Se elije la densidad, velocidad o longitud. No se elije la tensión super�cial, por ejem-

plo, ya que en caso contrario se obtendrán varios números de Weber independientes,

lo que será molesto.

5. Se añade una variable adicional a las j variables y se forma un producto

de potencias. Se determinan algebraicamente los exponentes que hacen al producto

adimensional. Se intenta disponerlos de forma que las variables dependientes (fuerza,

incremento de presiones, par, potencia) aparezcan en el numerador, de modo que

su representación grá�ca sea más sencilla. Se repite esto secuencialmente, con una

variable nueva cada vez y encontrará todos los n � j = k grupos adimensionales

buscados.

6. Se escribe la función adimensional resultante y se comprueba que todos los
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grupos son realmente adimensionales.

3.1.6. Lubricación Fluidodinámica [43].

Caso bidimensional.

Se conoce desde hace mucho tiempo que la presencia de una película de lubricante

entre dos super�cies que se mueven una respecto a la otra, reduce apreciablemente la

fricción entre ambas. Las películas de lubricante se encuentran, normalmente, entre

dos super�cies sólidas sometidas a fuerzas que tienden a juntarlas. Para soportar esta

fuerza, sin que exista contacto entre ambas super�cies, la película de lubricante deber

realizar un esfuerzo normal que, salvo casos triviales, es la parte más signi�cativa del

tensor de esfuerzos. Esta capacidad de soportar esfuerzos normales está generada por

la propia viscosidad del �uido.

Hay muchos tipos de cojinetes lubricados con �uidos, pero básicamente se divi-

den en dos: los cojinetes de empuje, también llamados hidrostáticos, y los cojinetes

hidrodinámicos.

Los cojinetes hidrodinámicos obtienen su capacidad de carga por el movimiento

relativo de sus super�cies. Los tipos básicos de estos cojinetes son los deslizantes

(o patines) en los que el movimiento relativo consiste en el desplazamiento de una

super�cie sobre la otra; otras veces el movimiento relativo es un desplazamiento

normal de ambas super�cies (a veces pulsantes); y en general es un movimiento

transversal y longitudinal de una super�cie relativa a otra, como es el caso de cojinetes

formados por un eje que gira en el interior de una carcasa.

Analicemos el movimiento de un líquido que separa dos super�cies sólidas de
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Figura 3.2: Cojinete hidrostático.

dimensión in�nita en la dirección z normal al plano (Fig. 3.3). Una de las super�cies

es plana (plano x � z) y se mueve con velocidad constante U0 en la dirección del

eje x. La otra super�cie puede desplazarse en la dirección del eje y de modo que la

distancia que la separa del plano x� z es h(x; t).

Si h(0; t)~h(L; t), entonces [h(0; t) � h(L; t)] � L. Para abreviar, al orden de

magnitud h(x; t) le denominaremos hc. El movimiento de de este sistema es bidimen-

sional, siendo u(x; y; t) y v(x; y; t) las componentes de la velocidad en la dirección

de los ejes x e y respectivamente. En este movimiento el líquido entra en la película

procedente de la región A0 y se descarga en la región A1, forzado por el arrastre de

la placa, la diferencia de presiones entre los extremos, si la hubiese, y el efecto de

�aplastamiento�debido a la variación de h con t.

Como es fácil de ver, el orden de magnitud de las variaciones de velocidad u a lo

largo del eje x

�xu =j u (0; y; t)� u (L; y; t) j; (3.12)
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Figura 3.3: Patín bidimensional.

son del mismo orden que la propia velocidad Uc, y por el principio de conservación

de masa

u (0; y; t)h (0; t) � u (L; y; t)h (L; t) (3.13)

por lo que

u (L; y; t)� u (0; y; t)

u (0; y; t)
� �xu

Uc
� h (0; t)� h (L; t)

hc
� 1 (3.14)

Del mismo modo, el orden de magnitud de las variaciones de velocidad u a lo

largo del eje y

�yu =j u (x; 0; t)� u (x; h; t) j; (3.15)

27



Capítulo 3. Imbibición de �ujos unidimensionales

es también del orden de Uc, ya que u(x; 0; t) = U0 y u(x; h; t) = 0. Si U0 fuese

nula (no hay arrastre de la placa) u sería nula en y = 0 y en y = h y, en este caso,

la velocidad Uc sería debida a la variación de h con t, o la diferencia de presiones

impuesta pe � ps.

Análogamente, las variaciones de velocidad v a lo largo del eje y son del orden de

la propia velocidad transversal, que denominaremos vc, ya que se anula en y = 0 y

vale @h=@ten y = h.

El gasto volumétrico a través de cualquier sección transversal a la película líquida

debe ser constante. El gradiente de presiones que aparece por el denominado �efecto

cuña�(variación de h con x) es el que proporciona las sobrepresiones necesarias para

mantener las super�cies separadas (si h decrece en la dirección del movimiento). De

aquí que:

r � �!v = @u

@x
+
@v

@y
= 0; (3.16)

lo que nos indica que

Uc
L
� vc
hc
=) vc � Uc

hc
L
� Uc: (3.17)

Escribiendo las ecuaciones de la cantidad de movimiento según los dos ejes, con

P = p+ �U la presión motriz (las fuerzas gravitacionales derivan del potencial U) y

con � constante, al considerar la temperatura constante, tenemos que

@u

@t
+ u

@u

@x
+ v

@u

@y
= �1

�

@P

@x
+ v

�
@2u

@x2
+
@2u

@y2

�
; (3.18)
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@v

@t
+ u

@v

@x
+ v

@v

@y
= �1

�

@P

@y
+ v

�
@2v

@x2
+
@2v

@y2

�
; (3.19)

donde los órdenes de magnitud de cada uno de los términos de la ecuación de

cantidad de movimiento según el eje x son

@u

@t|{z}
Uc=tc

+ u
@u

@x
+ v

@u

@y| {z }
U2c =L

= � 1

�

@P

@x| {z }
�LP=�L

+ v
@2u

@x2| {z }
vUc=L2

+ v
@2u

@y2| {z }
vUc=h2c

(3.20)

donde podemos observar que el término viscoso más importante es@2u=@y2. Por

otro lado para el fenómeno de la lubricación el número de Reynolds efectivo es mucho

menor que la unidad (salvo en casos excepcionales), lo cual es consecuencia de que

hc=L� 1, por lo que para que los efectos viscosos sean dominantes, es necesario que

�Uch
2
c

�L
� 1 y que

h2c
vtc

� 1; (3.21)

Por lo que si referimos todos los términos de la ecuación de cantidad de movimien-

to en la dirección x, al más importante de los viscosos tenemos que

@u

@t|{z}
hc=vtc

+ u
@u

@x
+ v

@u

@y| {z }
�U2c h

2
c=�L

= �1
�

@P

@x| {z }
(�LP )h2c=�UcL

+ v
@2u

@x2| {z }
(hc=L)

2

+ v
@2u

@y2| {z }
O(1)

; (3.22)

de modo que la ecuación de cantidad de movimiento en la dirección del eje x

queda reducida a
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0 = �@P
@x

+ �
@2u

@y2
; (3.23)

donde el gradiente de presiones según el eje x, tan importante como el que más,

es del orden de

�LP �
�UcL

h2c
: (3.24)

Procediendo de forma análoga con la ecuación de cantidad de movimiento según

el eje y,

@v

@t|{z}
h2c=vtc

+ u
@v

@x
+ v

@v

@y| {z }
�U2c h

2
c=�L

= �1
�

@P

@y| {z }
(�LP )h2c=�UcL

+ v
@2v

@x2| {z }
(hc=L)

2

+ v
@2v

@y2| {z }
O(1)

; (3.25)

donde se hace uso de la condición vc = Uc (hc=L). Las variaciones transversales

en la presión �TP son del orden

�TP �
�Uc
L
; (3.26)

que comparadas con las variaciones longitudinales nos proporcionan

�TP

�LP
� �Uc=L

�UcL=h2c
�
�
hc
L

�
� 1 (3.27)

se obtiene que las variaciones espaciales de presión motriz en el sentido transversal

son despreciables frente a las que encontramos a lo largo de la capa, por lo que en
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primera aproximación la presión motriz no varía transversalmente, de modo que

diremos que P = P (x; t) y el sistema de ecuaciones que determina la dinámica de

este fenómeno será

@u

@x
+
@v

@y
= 0; � @P

@x
+ �

@2u

@y2
= 0;

@P

@y
= 0; (3.28)

Dado que P no depende de y en primera aproximación, la ecuación de cantidad

de movimiento en la dirección de x puede integrarse con respecto a y, obteniéndose

u (x; y; t) =
1

2�

@P

@x
y (y � h) + U0

�
1� y

h

�
; (3.29)

ecuación a la que se han impuesto las condiciones de contorno u(x; 0; t) = U0 en

y = 0 y u(x; h; t) = 0 en y = h.

La distribución de velocidades resultante, dada por la ecuación anterior, es la

superposición de una corriente de Couette, asociada al movimiento de la placa, y

una de Poiseuille proporcional al gradiente de presiones local, este es el denominado

efecto cuña que se indico anteriormente.

Si utilizamos ahora el principio de la conservación de la masa en forma integral

aplicado a un volumen de control (por unida de longitud perpendicular al plano del

movimiento), formado por la parte de la película situada entre x y x+ dx, de modo

que

dx
@h

@t
+ q (x+ dx; t)� q (x; t) = 0; (3.30)

obtendremos que
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@h

@t
+
@q

@x
= 0: (3.31)

Siendo

q =

Z h

0

u (x; y; t) dy = � h3

12�

@P

@x
+
U0h

2
; (3.32)

resultando

@h

@t
+

@

@x

�
� h3

12�

@P

@x
+
U0h

2

�
= 0; (3.33)

que es una ecuación en derivadas parciales de segundo orden para determinar

P (x; t), y que se denomina ecuación de Reynolds de la lubricación en dos dimensiones.

Esta última ecuación debe integrarse con las condiciones de contorno P (0; t) = Pe y

P (L; t) = Ps.

Observe que la ecuación (3.33) es lineal en P y que no se necesitan condiciones

iniciales puesto que no aparece @P=@t en la ecuación y h(x; t) es conocida.

La solución de la ecuación (3.33) con las condiciones de contorno proporciona la

distribución de presiones en la capa de lubricante y, por lo tanto, la de velocidades

u(x; y; t) dada en (3.29). Conocidos estos valores se pueden determinara las fuerzas

ejercidas por el lubricante sobre las super�cies sólidas. Las componente de la veloci-

dad transversal, v(x; y; t), se pueden determinar de la ecuación de continuidad, pero

no es necesario calcularlas porque no interviene en la determinación de las fuerzas.
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Figura 3.4: Geometría de la capa tridimensional.

Caso tridimensional (Ecuación de Reynolds de la lubricación).

Suponga dos super�cies sólidas curvadas que se encuentran en movimiento rela-

tivo una con respecto a la otra y separadas por una capa �uida muy delgada, como

muestra la Fig. 3.4.

Líguese a una de las super�cies, un sistema de referencia de coordenadas curvilíneas

ortogonales, en las cuales � y � son las coordenadas sobre la super�cie �ja y donde y

es la distancia a la misma. La distancia de la super�cie móvil es h(�; �; t), y la pelícu-

la �uida ocupa la región 0 < y < h. Esta segunda super�cie deformable, se mueve

con respecto a la primera a una velocidad de componentes, U�(�; �; t) y U�(�; �; t)

y @h=@t en las direcciones �, � e y. Las funciones h, U�, U�, están determinadas

por el movimiento de la super�cie móvil. La velocidad característica Uc en el senti-

do longitudinal a la película y el espesor hc característico de la capa satisfacen las

relaciones
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�cUch
2
c

�L
� 1;

h2c
vtc

� 1;
hc
L
� 1; (3.34)

donde L es la longitud característica de la película y �c es el valor característi-

co de la densidad del �uido. Lo cual conduce a que las ecuaciones de cantidad de

movimiento, en este caso, tomen la forma

� 1
g�

@P

@�
+ �

@2u�
@y2

= 0; (3.35)

� 1
g�

@P

@�
+ �

@2u�
@y2

= 0; (3.36)

que expresan el equilibrio entre las fuerzas de presión y de viscosidad por unidad

de volumen. En estas ecuaciones P es la presión motriz (P = p+ �U ) en el caso de

líquidos y la presión estática (P = p) en el caso de gases. Los elementos diferenciales

de longitud en este caso son g�d� y g�d�, en las direcciones � y � respectivamente.

Los parámetros métricos g� y g� son funciones conocidas de �, � y t.

La ecuaciones de cantidad de movimiento según el eje y pueden sustituirse por

@P=@t = 0, de modo que P (�; �; t) es una función a determinar.

Las ecuaciones (3.35 ) y (3.36 ) bajo las condiciones de contorno

u� = u� = 0 en y = 0; u� = U� y u� = U� en y = h; (3.37)

proporcionan
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Figura 3.5: Ejes y factores de escala.

u� =
1

2�g�

@P

@�
y (y � 1) + U�

y

h
; (3.38)

u� =
1

2�g�

@P

@�
y (y � 1) + U�

y

h
; (3.39)

Los �ujos volumétricos q� y q�a través de secciones transversales a la película

en las direcciones � y �, por unidad de longitud en las mismas direcciones son,

respectivamente

q� =

Z h

0

u�dy = �
h3

2�g�

@P

@�
+
U�h

2
; (3.40)

q� =

Z h

0

u�dy = �
h3

2�g�

@P

@�
+
U�h

2
(3.41)

Por otro lado la ecuación de conservación de masa, aplicada en forma integral al

volumen de control representado en la Fig. 3.6, que es el volumen de la película que
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Figura 3.6: Volumen de contorno para la determinación de la ecuación de Reynolds.

se erige sobre un elemento rectangular diferencia de área g�g�d�d�, de la super�cie

�ja. Este volumen contiene la masa, �hg�g�d�d�, cuya variación en la unidad de

tiempo, más el �ujo de masa de �uido que sale, menos el que entra a través de las

caras laterales del volumen de control, debe ser nula; es decir:

d

dt

Z
V

�g�g�d�d�dy �
Z
A(�)

�u�g�d�dy �
Z
A(�)

�u�g�d�dy (3.42)

= �
Z

A(�+d�)

�u�g�d�dy �
Z

A(�+d�)

�u�g�d�dy

Suponiendo que la densidad � es constante a través de la película, usando las

de�niciones anteriores de q� y q� y el hecho de que el primer miembro de esta ecuación

es
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d

dt

Z
V

�g�g�d�d�dy = d�d�
@ (g�g��h)

@t
: (3.43)

La ecuación de continuidad toma la forma

@ (g�g��h)

@t
+
@ (�q�g�)

@�
+
@ (�q�g�)

@�
= 0: (3.44)

Que para un �uido incompresible se reduce a

@ (g�g�h)

@t
+
@ (q�g�)

@�
+
@ (q�g�)

@�
= 0: (3.45)

Sustituyendo los valores de q� y q� en esta ecuación se tiene que

@ (g�g�h)

@t
+

@

@�

�
� g�h

3

2�g�

@P

@�
+
g�U�h

2

�
+

@

@�

�
� g�h

3

2�g�

@P

@�
+
g�U�h

2

�
= 0; (3.46)

que es la ecuación de Reynolds de la lubricación para �uidos incompresibles en

tres dimensiones. Esta ecuación es lineal en derivadas parciales con variable indepen-

dientes � y � y variable dependiente P . El tiempo juega el papel de un parámetro y

no son necesarias condiciones iniciales.
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3.2. Penetración Capilar Horizontal

3.2.1. Ecuación de Poiseuille para una sección transversal

arbitraria.

Para modelar la penetración capilar en nanocanales asumimos, como lo muestran

trabajos recientes [70], que la aproximación del continuo aún sigue siendo válida y el

número de Reynolds es pequeño, es decir, es posible emplear al �ujo de Poiseuille.

Por lo tanto, en esta sección consideramos el �ujo estacionario de un �uido viscoso,

a presión constante, en canales rectos y rígidos, de sección transversal también con-

stante A. En la Fig. 3.7 mostramos una forma arbitraria de sección transversal, 
,

en el plano xy para un canal recto con eje a lo largo del eje z. Es bien sabido [41]

que este �ujo puede ser caracterizado por la resistencia hidráulica, Rhid = �p=Q,

donde �p es la caída de presión a lo largo del canal y Q es el gasto en el canal.

Por otro lado, una unidad natural para la resistencia hidráulica que se encuentra

mediante el análisis dimensional es R�hid = �L=A2, donde L es la longitud del canal

y A =
R


dxdy es el área de la sección transversal. Normalmente, el �ujo del �uido

está sujeto a la condición de adherencia en las paredes @
, por lo que la resistencia

hidráulica real dependerá tanto del perímetro como del área de la sección transversal.

Esta dependencia puede ser caracterizada por el factor de corrección geométrico sin

dimensiones [71]

� � Rhid

R�hid
: (3.47)

Otro factor geométrico que es útil para cuanti�car secciones transversales com-

plicadas es el cociente sin dimensiones, C, llamado compacidad,

C =
P 2

A
; (3.48)

38



Capítulo 3. Imbibición de �ujos unidimensionales

Figura 3.7: Sección transversal arbitraria 
 y la frontera @
 de un tubo recto. En la
frontera interior del tubo @
 la velocidad se anula por la condición de adherencia.

en donde P �
R
@

@`, es el perímetro de la frontera @
 que con�na al �uido y A es

el área transversal delimitada por dicha frontera (ver Fig. 3.7).

La intención ahora, es establecer una dependencia simple del factor de corrección

geométrica � respecto de la compacidad C, dando con ello una medida sin dimensiones

de las propiedades del �ujo, así como de la fuerza y la e�cacia de los fenómenos

relacionados con la super�cie en �ujos laminares. Con este �n, se puede observar

que en el �ujo de Poiseuille, existe una invarianza de traslación a lo largo del eje

de z, paralelo al eje del canal recto. Dicha invarianza se re�eja en que el campo de

velocidades debe de ser de la forma v = u(x; y)ez, donde ez es el vector unitario a

lo largo del eje. Por lo tanto, la ecuación de Navier-Stokes para un �ujo desarrollado

estacionario, donde el gradiente de presión es �(�p=L)ez, proporciona una ecuación
de Poisson para la velocidad u(x; y), de la forma [39]

�
@2

@x2
+

@2

@y2

�
u(x; y) =

�p

�L
; (3.49)

con la velocidad sujeta a la condición de no deslizamiento en la frontera @
 y�p < 0.

Por otro lado, podemos establecer fácilmente una relación entre �p, u(x; y) y � de la
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forma

�p = RhidQ = �R�hidQ = �R�hid

Z



u(x; y)dxdy: (3.50)

Despejando de aquí � y recordando la de�nición deR�hid encontramos de inmediato

que

� =
A2�

�L
�p

� R


u(x; y)dxdy

: (3.51)

De esta última relación es obvio que debe poderse construir una forma adimensional

de A2 y del gasto (denominador) tal que se simpli�que ésta última forma de �. Con

este �n, es necesario proponcionar una solución general a la ecuación (3.49) [43].

Para ello designese al tamaño característico de la sección transversal del canal por

D, admitiendose que su forma queda de�nida por un cierto número de parámetros

adimensionales "i, los cuales reperesentan las relaciones existentes entre las distintas

longitudes que caracterizan a la sección transversal y D.

Utilizando las variables adimensionales � = x=D; � = y=D y v = u=uc, donde uc

es una velocidad característica a determinar, de modo que se minimice el número de

parámetros y sustituyendolas en (3.49) se tiene que

@2v

@�2
+
@2v

@�2
= �1; (3.52)

donde uc = (D2=�) [�p=L]. La ecuación anterior debe integrarse bajo la condición

v = 0 en � (�; �; "i) = 0, donde � es la ecuación adimensional del contorno y "i son

los parámetros que de�nen su forma.

El gasto Q a través del tubo es
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Q =

Z
�

udxdy =
D4

�

�p

L

Z
�

vd�d� =
D4

�

�p

L
� ("i) ; (3.53)

donde la integral

� ("i) �
Z

�

vd�d� (3.54)

depende de la forma del conducto pero no de su tamaño. De aquí que

Q =
D4

�

�p

L
� ("i) (3.55)

o bien, la caída de presión es

�p =
�LQ

D4� ("i)
: (3.56)

Usando ésto último en la de�nición de Rhid se encuentra que

Rhid =
�p

Q
=

�L

D4� ("i)
; (3.57)

y consecuentemente, al utilizar las ecuaciones (3.47), (3.57) y la de�nición de R�hid,

se tiene que

� =
A
D4

� ("i)
; (3.58)

Usando la adimensionalización, propuesta más arriba, para las coordenadas es-

paciales se tiene que
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A

D4
�
Z

�

d�d�; (3.59)

y �nalmente en forma simpli�cada,

� =

�Z
�

d�d�

�2
Z

�

vd�d�

; (3.60)

en donde la integral del numerador es el cuadrado del área adimensional de la sec-

ción transversal del conducto, mientras que la integral del denominador es el gasto

adimensional. Como el campo de velocidades adimensional v depende de la forma

que tiene la sección transversal del canal, entonces resulta natural que tanto el gasto

como el área adimensionales y el factor de corrección geométrica � dependan también

de la forma y no del tamaño del conducto. En lo que sigue presentamos la relación

que guardan el factor de corrección geométrico � y la compacidad C para varias

geometrías.

Canal de sección transversal circular En este caso D = a, donde a es el radio

del tubo, y se busca una solución de la forma v = v(�), donde � = r=a =
p
�2 + �2,

(� = x=a y � = y=a). La Ec. (3.52) se reduce entonces a

@

@�

�
�
@v

@�

�
= �� (3.61)

con v(1) = 0 y v(0) <1. Por lo que las soluciones para v, �, Q y � en este caso son
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v =
1

4

�
1� �2

�
; (3.62)

� =
�

2

1Z
0

�
1� �2

�
�d� =

�

8
; (3.63)

Q =
�a4

8�

�p

L
; (3.64)

� =
(�)2

�
8

= 8�: (3.65)

Y como es claro de la Ec. (3.48), C = 4�.

Canal de sección transversal elíptica La familia de canales con secciones transver-

sales elípticas tiene como solución de la ecuación de Poisson (3.49), para elipses cen-

tradas en el origen con semiejes mayor a y menor b, (x2=a2) + (y2=b2) = 1, una

velocidad de la forma

u(x; y) =
�p

2�L

(ab)2

(a2 + b2)

�
1� x2

a2
� y2

b2

�
: (3.66)

La cual se obtiene al tomar D = a, � = x=a, � = y=b y " = b=a � 1, y las

soluciones para v, �, Q y �
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v =
"2

2 (1 + "2)

�
1� �2 �

��
"

�2�
; (3.67)

� =
�"3

4 (1 + "2)
; (3.68)

Q =
��p

4�L

a3b3

a2 + b2
; (3.69)

� =
�2"2

�"3

4(1+"2)

= 4�

�
"+

1

"

�
(3.70)

Utilizando ahora la relación 
 = a=b = 1= (b=a) = 1=", se puede conseguir una

expresión explícita para el factor de corrección geométrico

�(
) = 4�(
 + 
�1); (3.71)

Y su compacidad es

C(
) =
16

�



0@�=2Z
0

d�
q
1� (1� 
�2) sin2 �

1A2

: (3.72)

La relación entre � y C se obtiene el despejar 
(�) de (3.71) y sustituir el resultado

en (3.72) e invertir la expresión para conseguir una forma aproximada para �(C). Tal

proceso lleva a que

C(�) =
1

2�2

0@ �Z
0

d�

r
��

q
�2 � (8�)2 cos �

1A2

: (3.73)
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Figura 3.8: Grá�ca de �(C) para las tres geometrías de canal aquí consideradas: a)
elipses (�), b) rectángulos (�) y c) triángulos (�).

Nótese que el mínimo valor de � es 8�, de lo contrario el argumento de la integral

elìptica (3.73) se hará complejo. Haciendo una expansión alrededor de � = 8� y luego

invirtiendo la función C(�), se obtiene que

�(C) =
8

3
C � 8

3
� +O

�
[C � 4�]2

�
: (3.74)

En la Fig. 3.8 gra�camos la solución lineal aproximada (3.74) (símbolos �) para
secciones elípticas y también se muestran las gra�cas aproximadas de �(C) para

los casos de tubos de secciones transversales rectangulares (símbolos �, Ec. (3.83)) y
triangulares (símbolos �, Ec. (3.89)). Estudios recientes en donde se gra�can numéri-
camente las correlaciones entre � y C muestran que las aproximaciones lineales de

�(C) son muy buenas [43].
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Canal de sección transversal rectangular Para una sección transversal rectan-

gular con el cociente de ancho(w) a alto(h) 
 = w=h, se tiene que

u(x; y) =
�p

�L

4h2

�3

1X
n=1;3;5;:::

1

n3

 
1�

cosh
�
n�x
h

�
cosh

�
n�w
h

�! sin�n�y
h

�
(3.75)

es la solución para la velocidad. Los ejes coordenados de este sistema se eligieron de

forma que �w=2 < x < w=2 y 0 < y < h. Esta solución se obtiene de considerar una

sección rectangular �a � x � a, �b � y � b, tomando a D = a, � = x=a, � = y=b,

" = b=a � 1, por lo que las soluciones para v, �, Q y � son

v =
16

�3

1X
n=1;3;5;:::

(�1)(n�1)=2
"
1�

cosh
�
n��
2

�
cosh

�
n�"
2

�# cos �n��2 �
n3

; (3.76)

� =
4"

3

(
1� 192

�5"

1X
n=0

tanh
�
�"
2
(2n+ 1)

�
(2n+ 1)5

)
; (3.77)

Q =
�p4ba3

3�L

"
1� 192

�5"

1X
n=1;3;5;:::

tanh
�
n�"
2

�
n5

#
; (3.78)

� =
"2

4"
3

(
1� 192

�5"

1X
n=0

tanh[�"2 (2n+1)]
(2n+1)5

) ; (3.79)

cuando "! 0 se obtiene que �! 4"3=3 y � = 3=4" = 3
=4 = 
; 
 = 4
3
�.

De la Ec. (3.60) se sigue ahora que

�(
) =
�3
2

8

 1X
n=1;3;5;:::




�n4
� 2

�2n5
tanh

�n�

2

�!�1
; (3.80)

mientras que para la compacidad
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C (
) = 8 + 4
 +
4



: (3.81)

Usando el hecho de que tanh(x) � 1 para x >> 1 se consigue que

�(
) ' 12�5
2

�5
2 � 186� (5) ; 
 � 1; (3.82)

y substituyendo 
(C) en esta expresión y expandiendola alrededor de C(
 = 2) = 18

se obtiene que

�(C) � 22

7
C � 65

3
+O

�
[C � 18]2

�
: (3.83)

Para los dos coe�cientes de Taylor se han utilizado los primeros tres términos en

la fracción continua.

En la Fig. 3.8 se gra�ca la ecuación lineal aproximada (3.83) (símbolos �). Como
ya se menciono, los resultados de una solución numérica de elemento �nito de la Ec.

(3.49) se ajustan muy bien a los puntos de la aproximación teórica [71].

Canal de sección transversal triangular Para secciones transversales en forma

de triángulo equilátero de lados de longitud a, se obtiene que � = 20
p
3, C = 12

p
3

y velocidad de la forma

u(x; y) =
a2�p

�L

�
x
a
�

p
3
2

��
3x

2

a2
� y2

a2

�
2
p
3

: (3.84)

La cual se obiene naturalmente de considerar ahora, D = a, � = x=a, � = y=a; y

las soluciones para v, �, Q y � son
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v =

�
� �

p
3
2

� �
3�2 � �2

�
2
p
3

; (3.85)

� =

p
3

320
; (3.86)

Q =
�pa4

p
3

320�L
; (3.87)

� =
3
16p
3

320

= 20
p
3: (3.88)

En el caso general de un triángulo con las longitudes laterales a, b, y c haremos

referencia a las soluciones numéricas de la Ec. (3.49). En la Fig. 3.8 se muestran

los puntos encontrados por medio de la correlación lineal (3.89) (símbolo � en la
Fig. 3.8). Los demás puntos se obtuvieron de resolver mediante códigos de elemento

�nito la Eq. (3.49). Para el escalamiento de triángulos rectángulos, de triángulos

isósceles, y de triángulos escálenos agudos/obtusos los puntos se ajustan a una línea

de tendencia de la forma

�(C) =
22

17
C +

40
p
3

17
; (3.89)

donde la pendiente se obtiene de un ajuste numérico y un subsecuente uso de los

primeros tres términos en la fracción continuada de ese valor. Se ha encontrado [71]

que los resultados para diversas clases de triángulos caen sobre la misma línea recta

dada en la correlación lineal (3.89), es por ello claro que para los casos de triángulos

no equiláteros se use dicha correlación.
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3.2.2. Flujo capilar en microcanales

Como es conocido la penetración capilar en microcanales puede darse de manera

espontánea y/o bajo gradientes de presión. La �nalidad es construir un modelo válido

para tubos o canales rígidos de sección transversal arbitraria. En tal caso, este �ujo

se puede modelar como un �ujo de Poiseuille considerando un balance de fuerzas

de presión, super�ciales y viscosas. El modelo así desarrollado es una generalización

para secciones transversales arbitrarias de los modelos empleados por Shalimov [72],

Princen [8, 9] y de Gennes y su grupo [1, 11] en sus estudios de penetración capilar

en canales circulares y de placas paralelas.

Flujo bajo presión inicial

El formalismo desarrollado antes tiene como principal motivación el describir la

dinámica de la penetración capilar de líquidos viscosos en microcanales. Como ya se

menciono, comúnmente, la penetración capilar en microcales ocurre bajo presiones

relativamente moderadas (del orden de kilo Pascales [14, 15]). Es conveniente, en-

tonces, evaluar el número de Reynolds asociado con la velocidad a la entrada de

los microcanales debida a tales presiones. Utilizando la ecuación de Bernoulli se en-

cuentra de forma directa que velocidad a la entrada del canal es U =
p
2gH, donde

g es la aceleración de la gravedad y H es el nivel de llenado de los recipientes de

alimentación hacia los microcanales, bajo estas condiciones el número de Reynolds

resulta ser

Re =
aU

�
=
a
p
2gH

�
: (3.90)

Para los canales de 100 micras de ancho, alimentados por recipientes llenados con

agua a una altura H = 30 cm, se tiene que Re = 118: 93, mientras que en los canales

mas anchos, de 500 micras, el número de Reynolds resulta ser Re = 594: 63. Es decir,
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estos �ujos son siempre laminares [40, 41] y es correcto entonces asumir la presencia

de �ujos de Poiseuille en los microcanales.

Como lo indicamos antes se modelar el �ujo en los micro y nanocanales como

un �ujo de Poiseuille, considerando un balance de fuerzas de presión, super�ciales,

viscosas y de inyección. Es así que la ecuación de balance de fuerza para el �ujo en

un microcanal toma la forma

Apin + f� � f� = 0; (3.91)

donde A es la sección transversal del tubo capilar rígido, pin es la presión a la entrada,

f� es la fuerza debida a la tensión super�cial y f� es la fuerza viscosa friccional. La

forma explícita de cada término es, respectivamente,

f� = P� cos �; y f� = ��vl; (3.92)

en donde P es el perímetro interno del capilar, � es el ángulo de contacto, � es el

término adimensional de resistencia hidráulica, v es la velocidad media del �ujo y l

es la posición del frente del líquido durante la penetración capilar. De forma explicita

la ecuación de movimiento es

Apin + P� cos � � ��l
dl

dt
= 0; (3.93)

donde hemos usado que v = dl=dt. La solución de la ecuación diferencial no lineal

(3.93) bajo la condición inicial l = 0 en t = 0, es

l =

vuut2
�
P 2pin
C

+ P� cos �
�

�(C)�
t; (3.94)
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donde hemos introducido explícitamente los parámetros �(C) y C(p) desarrollados

en la sección anterior.

Para comparar directamente con algunas realizaciones experimentales de micro-

canales, se asume que un líquido puede entrar a un microcanal espontáneamente o

bajo una presión pin. Tal líquido, tiene viscosidad dinámica �, densidad � y ten-

sión super�cial �. El ángulo de contacto entre el líquido y sólido es �. El ángulo de

contacto puede ser mayor o menor que 90�. En general, si el líquido penetra espon-

táneamente al capilar el ángulo de contacto es menor que 90� ya que en este caso

la componente horizontal de la presión capilar, pc = � cos �=h, es la responsable de

la entrada del líquido (ver Fig. 3.9a). En cambio, si hay una presión adicional a la

presión capilar, es decir, pin, entonces el ángulo puede ser mayor que 90� y en tal

caso la presión capilar es negativa, pc = � cos �=h < 0 (ver Fig. 3.9b). En la Fig.

3.10a semuestra el frente de penetración capilar para un capilar cilíndrico circular

bajo �ujo espontáneo � < 90� y en la Fig. 3.10b se muestra el �ujo capilar bajo la

presión inicial pin.

Los casos de penetración capilar espontánea y penetración capilar bajo la presión

inicial son considerados aquí durante el análisis

La ecuación (3.94), que describe el �ujo capilar en canales de diferentes secciones

transversales, tomara la forma

l =
1

4�

s
P 2pin + 4�P� cos �

�
t, (3.95)

en el caso de circulos, mientras que la evolución del frente de penetración capilar esta

dado por

l =

s
3 (P 2pin + CP� cos �)

2(C2 � C�)�
t, (3.96)
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Figura 3.9: Canal de placas paralelas bajo (a) �ujo capilar espontáneo en donde el
ángulo de contacto � < 90�. (b) Flujo bajo la presión inicial pin en donde el ángulo
de contacto es � > 90�. � es la tensión super�cial.

para el caso general de elipses de semiejes mayor a y menor b. Para el caso de canales

rectangulares, de altura h y grosor w con w � h (la razón 
 = w=h � 1), la longitud
de penetración en función del tiempo tiene la forma

l =

s
42 (P 2pin + PC� cos �)

(66C2�455C)� t: (3.97)

Finalmente para canales triangulares la longitud de avance es de la forma

l =

s
P 2pin + 12

p
3P� cos �

360�
t. (3.98)

La dinámica del llenado capilar es sustancialmente diferente entre los canales

circulares (o elípticos) y los rectangulares con iguales dimensiones, los canales rec-

tangulares oponen siempre mayor resistencia que los canales circulares y también el

llenado cambia más lentamente cuando se cambia el tamaño (perímetro o área) de
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Figura 3.10: Frente de penetración capilar en un capilar cilíndrico circular bajo (a)
�ujo espontáneo � < 90� y (b) �ujo capilar bajo la presión pin en cuyo caso � > 90�.
� es el ángulo de contacto entre el sólido y el líquido.

los canales. De hecho, para el canal mayor el �ujo capilar en el canal circular es casi

tres veces más rápido que en el canal rectangular mientras que para los canales más

pequeños (ya sean circulares o rectangulares) la velocidad del �ujo casi es la misma.

Es conveniente insistir en que los órdenes de magnitud de los tiempos de llenado

entre los experimentos y la teoría aquí presentada son iguales. Los resultados son

muy similares para los casos de penetración espontánea.

Para calcular (en canales circulares equivalentes), la longitud de la penetración

capilar, l, como función del tiempo, t, a partir de la ecuación (3.95) se utilizan las

condiciones de los experimentos de Kim et al [14, 15] ya comentados. Por ello, la

presión inicial es pin = 2943 Pa, también se usa agua como �uido de trabajo a

temperatura ambiente Tamb = 15;6 �C. Bajo estas condiciones la tensión super�cial

es � = 0;07362 N/m, la viscosidad dinámica � = 0;00114 N s/m2, la densidad � = 999

Kg/m3 y el ángulo de contacto medido bajo esta presión tiene un valor de � = 90;7�,
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por lo que cos � = �1: 220 3 � 10�2. En los experimentos [14, 15], si no hay presión
inicial � = 89;3� y consecuentemente cos � = 5: 236 0� 10�3.

La conclusión inmediata es que los canales rectangulares son los de �ujo capilar

más lento mientras que los canales de sección transversal circular son los más rápidos.

De hecho los sistemas con esquinas son en general más lentos que los sistemas con

perímetros más suaves. Todos estos resultados también son validos para los casos de

penetración capilar espontánea.

El problema de la salida del líquido (bloqueo)

Siguiendo con nuestro objetivo considerese ahora el problema del bloqueo. Se ha

observado en los experimentos de Kim et al [14, 15] que en los canales muy pequeños

puede haber bloqueo del �ujo, es decir, que la fuerza debida a la presión inicial, pin,

no puede vencer a las fuerzas de tensión super�cial y el �ujo se detiene a la salida. En

esta parte se da una explicación de este fenómeno. Lo que sigue es un análisis justo

en el instante de la salida del líquido del capilar. Diversos estudios realizados desde

la segunda mitad del siglo XIX por Tate [73] y Rayleigh [74] y más recientemente

aquellos de Clanet y Lasheras [75] y Ambravaneswaran et al. [76] validan las hipótesis

que se asumió, principalmente aquellas relacionadas con la forma del menisco.

Considerese la Fig. 3.11, ahí se observa que el nivel de llenado del recipiente es

H y que tal recipiente inmediatamente se conecta a los microcanales con sección

transversal rectangular. Esto ímplica que sobre dicho �ujo siempre hay una presión

pin de magnitud pin = �gH. Independientemente de la longitud de los microcanales,

cuando el �ujo llega a la salida, la super�cie libre del líquido gradualmente cambiará

su ángulo de contacto y sus radios de curvatura hasta el caso límite en el que � = 180�,

R1 = w=2 y R2 = h=2, donde R1 y R2 son los radios principales de curvatura, como

se observa en la Fig. 3.12. Esto debe ser así porque el líquido se resiste a desprenderse
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Figura 3.11: Esquema del sistema de inyección de �uido en los microcanales, H es el
nivel de llenado.

de la salida oponiendo una presión capilar cada vez mayor hasta llegar al valor

pc = �

�
1

R1
+
1

R2

�
= 2�

�
1

h
+
1

w

�
; (3.99)

la cual va en la dirección opuesta al �ujo.

Justo en ese instante la presión que empuja al líquido hacia afuera es

pa + pin = pa + �gH; (3.100)

donde se considera el hecho de que todo el sistema esta a la presión ambiente pa. Por

otro lado, la presión que frena al �ujo justo en la orilla es la presión del menisco pc

más la presión atmosférica, es decir

pa + 2�

�
1

h
+
1

w

�
: (3.101)

55



Capítulo 3. Imbibición de �ujos unidimensionales

Figura 3.12: (a) Esquema de la salida del líquido de los microcanales. (b) Vista
superior del microcanal rectangular, el liquido al salir es empujado por la presión pin
y forzado a cambiar su ángulo de contacto hasta hacerse igual a 180�; en el límite el
radio de curvatura se hace R1 = w=2 . (c) Lo mismo ocurre en la vista lateral, en
cuyo caso R2 = h=2.

Si hay �ujo hacia afuera del microcanal esta última presión debe de ser vencida

y entonces

pa + �gH � pa + 2�

�
1

h
+
1

w

�
: (3.102)

Es obvio que el bloqueo ocurre exactamente en el caso

pa + �gH = pa + 2�

�
1

h
+
1

w

�
; (3.103)

de aquí que la altura mínima para que ocurra el bloque es

H =
2�

�g

�
1

h
+
1

w

�
: (3.104)

Introduciendo los datos de los experimentos de Kim et al [14, 15], donde h=2 =

20� 10�6 m, w=2 = 50� 10�6 m, � = 999 kg/m3 y � = 0;073 N/m, se encuentra que

H = 0;52 m = 52 cm, (3.105)
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la cual di�ere de la altura que Kim et al. [14, 15] encontraron como el nivel de llenado

(H = 20 cm) para el bloqueo en los microcanales de 100 �m de ancho. Mas adelante

se discute sobre lo que origina esta diferencia Si no se introduce pin = �gH en la

ecuación (3.100), la presión para el bloqueo debe ser

pin = 2�

�
1

h
+
1

w

�
; (3.106)

la cual nuevamente con los datos de Kim et al [14, 15] da el valor

pin = 5110 Pa = 5;11 kPa; (3.107)

que di�ere del valor de 1.96 kPa que dichos autores reportaron para el bloqueo.

Otra forma de obtener valores para el bloqueo en canales de sección transversal

arbitraria se obtiene usando la ecuación (3.93). En tal caso, el bloqueo ocurrirá

cuando

pinA = P�: (3.108)

En este caso, para el capilar más pequeño de los experimentos de Kim et al [14, 15]

(P = 280� 10�6 m A = 4000� 10�12 m2), la presión de bloqueo es igual a

pin = 5;11 kPa; (3.109)

que es el mismo valor que el encontrado especi�cando los radios de curvatura en

los canales rectangulares. Si la presión pin es conocida (pin = 1960 Pa) y no fuera

conocido el perímetro crítico para el bloqueo, éste, de la ecuación (3.109) resulta ser

P = 107;4 �m; (3.110)
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es decir, que si h = 40 �m entonces w = 13;7 �m.

Lo primero que se nota en estos resultados es que si bien, los ordenes de mag-

nitud de la presión crítica o de la altura de llenado critica son iguales a los de

los resultados experimentales, los valores tal cual no coinciden. Es posible que tales

diferencias se den porque en los experimentos en los cuales se basan, los materiales

de los microcanales y los sustratos son diferentes. Los microcanales fueron hechos de

un material fotoresistente denominado SU-8 (Microchem Corp) y fueron montados

sobre un substrato de silicón. Tales condiciones implican, necesariamente, diferentes

condiciones de mojabilidad (ángulos de contacto) para cada una de las super�cies

y esto en resumen puede desestabilizar más rápidamente, en los experimentos, a

los meniscos y romper (a menores valores de la presión pin o menores alturas, H) el

bloqueo.

La coincidencia entre los valores de las presiones dados en (3.107) y (3.109) es

notable y puede considerarse también una prueba más de que tal método es correcto.

3.2.3. Flujo en nanocanales [77]

Recientemente Han et al. [70], estudiaron la cinética de la penetración capilar de

diversos líquidos que llenan nanocanales, ver Fig. 3.13. Aunque la sección transversal

es compleja, ellos supusieron que dichos nanocanales tenían secciones transversales

rectangulares de ancho w = 50 nanómetros. Utilizaron agua como �uidos de trabajo.

En este caso la posición del menisco líquido móvil, l, fue observada como proporcional

a la raíz cuadrada del tiempo, lo que está de acuerdo, en lo general, con la cinética

clásica de Washburn [6]): la velocidad del menisco disminuyó tanto con la dimensión

del canal como con el cociente entre la tensión super�cial y la viscosidad. En dichos

experimentos, sin embargo, la razón de llenado fue mayor de la que su modelo predice.

Sin embargo, y como una forma de apreciar las bondades de nuestro mod-
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Figura 3.13: Imágen de microscópio electrónico de exploración (SEM) de las sección
transversal de un nanocanal, tomada de Han et al [70]. La zona negra y delgada de
enmedio mide 900 nanómetros de largo y 50 nanómetros de ancho.

elo de penetración capilar, hemos utilizado los datos obtenidos por Han et al [70],

y encontrado los siguientes resultados al aproximar la sección transversal de sus

nanocanales mediante elipses, en lugar de rectángulos como lo hicieron dichos au-

tores. En particular para el canal mostrado en la Fig. 3.13, tomaremos que el semieje

mayor a = w=2 = 500 nm, mientras que el semieje menor b = h=2 = 25 nm.

De donde obtenemos para el perímetro P y para el área A, que

P = �
�
1;5 [a+ b]�

p
ab
�
= 2.1228� 10�6 m y A = �ab = 3.9270� 10�14 m2;

(3.111)

así que

59



Capítulo 3. Imbibición de �ujos unidimensionales

C =
P 2

A
= 114;75: (3.112)

La sustitución de este valor y de los valores para la tensión super�cial � =

0.0720 N/m, la viscosidad dinámica � = 1 centipoise y el ángulo de contacto � = 68�,

para agua (dados en Han et al [70]), en la ecuación (3.94) (con pin = 0 ya que en el

citado espeiemento, no hay presión inicial), nos llevan a que el frente de penetración

capilar avanza como

l = 6;2028� 10�5t0;5 m: (3.113)

En la Fig. 3.14, se muestran varias curvas que describen la evolución del frente de

penetración del agua, l. La curva hecha con �, corresponde a los datos experimentales
medidos por Han et al [70], la línea discontinua se construye suponiendo que la sección

transversal del nanocanal es efectivamente un rectángulo de ancho w = 900 nm y

altura h = 50 nm, con una compacidad C = 80;22. Para este caso hemos utilizado la

ecuación (3.97) para gra�car la evolución del frente de penetración. La curva hecha

d los símbolos 
 se constituye en base a la ecuación (3.113), la cual corresponde a

una sección transversal elíptica como la que hemos descrito más arriba. Finalmente,

la línea continua corresponde a una ley de Washburn, para un rectángulo de la forma

l =

s
RH� cos �

2�
t, (3.114)

donde RH = A=P = 2(w + h)=wh, es el radio hidráulico.

Como puede verse claramente de dicha �gura, la mejor aproximación a los datos

experimentales es la línea discontinua, que corresponde a una sección transversal
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Figura 3.14: Grágica de l vs t: la línea continua corresponde a la ley de Washburn
utilizando el radio hidráulico RH (ecuación 3.114); � datos experimentales tomados
del artículo de Han et al [70];
 curva para una sección transversal elíptica, obtenida
mediante la ecuación (3.113); y �nalmente la curva discontinua se obtien de consid-
erar una sección transversal rectangular de ancho w = 900 nm y altura h = 50 nm
ecuación (3.97).

rectangular del canal, mientras que la peor aproximación corresponde a la curva

de trazo continúo, la cual corresponde a la ley de Washburn del radio hidráulico;

lo cual es comprensible pues esta es una correlación muy simple. Debemos señalar

que sorprendentemente para este caso, el �ujo para una sección transversal elíptica

del nanocanal, es mucho más resistiva que para el �ujo en una sección transversal

rectangular con las mismas dimensionas. La razón para este comportamiento es un

muy elevado valor del factor de compacidad en el canal elíptico.
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3.3. Autoimbibición en canales verticales de sec-

ción transversal ejesimétrica

La penetración capilar de un líquido que moja, bien o mal, a las paredes de un

tubo capilar vertical o, en el caso más general, a las diversas paredes de un espacio

capilar [1, 8, 9, 11, 27, 30, 28, 25, 29], es un fenómeno muy común y de gran interés en

áreas de estudio tan diversas como son la micro y nono�uídica [1, 25, 78], el mojado de

medios porosos [27, 28, 31], la creación de super�cies hidró�las o hidrófobas [32, 33],

la recuperación de petróleo [34, 35], el transporte de líquidos en plantas [36], etc. El

ascenso capilar está relacionado con la diferencia de presión a través del menisco del

líquido, de manera que es posible alcanzar alturas de equilibrio cuando la presión

hidrostática iguale a la presión capilar.

Las alturas de equilibrio pueden determinarse también por medio de métodos de

extrémales de la energía [37, 38], aunque éstos son de utilidad sólo cuando los líquidos

pueden considerarse como no viscosos o cuando el efecto de las pérdidas viscosas es

despreciable. En particular, en la caracterización de las alturas de equilibrio éste

es el caso porque justo en los puntos críticos ocurre también un balance entre la

fuerza gravitatoria y la capilar sin consideración del valor de la viscosidad del líquido

[1, 28, 29, 37, 38]. En sistemas donde los efectos disipativos son importantes éste

método requiere de modi�caciones sustanciales las cuales están fuera del alcance de

este trabajo.

El problema que se estudia en este trabajo es el de encontrar las alturas de

equilibrio en capilares cónicos divergentes (el radio del capilar crece conforme el

líquido penetra en él) y capilares cónicos convergentes (el radio disminuye con la

distancia de ingreso del líquido), bajo condiciones de buen y mal mojado, mediante

un método variacional de la energía. Dicho método se basa en adimensionalizar la

energía del sistema �uido y en encontrar las alturas adimensionales características
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del problema. Ello permite formular, mediante la comparación entre el número de

Bond, Bo, la pendiente de la generatriz de los conos, �, y el ángulo de mojado entre

el líquido y las paredes del contenedor, �, un criterio para caracterizar a las alturas

de equilibrio como estables, inestables o de pseudo-equilibrio. Se presentan ejemplos

en donde se muestra la utilidad del método, así como otras propiedades de interés.

Se debe mencionar que el método aquí desarrollado es válido únicamente para

tubos eje simétricos lisos, pues cuando la línea perimetral de la sección transversal

del tubo tiene esquinas, aparecen otros fenómenos (como los dedos de líquido en las

orillas agudas [11, 36, 79] o el desarrollo de intensos esfuerzos cortantes [80]), lo cual

impide obtener una expresión analítica exacta de la energía E de la columna líquida.

Así mismo, la rugosidad de las super�cies de contacto, también genera gran in�uencia

en el conformado de los per�les de equilibrio [33, 36]. En este trabajo, estos aspectos

no son considerados.

Recientemente Tsori [32] analizó el problema de las alturas de equilibrio en conos

con �buen�y �mal�mojado usando para ello una ecuación de balance de presiones.

Desafortunadamente, su método limita el número de soluciones posibles para las

alturas de equilibrio y las condiciones bajo las cuales estas alturas pueden ocurrir.

Aquí, con el método de extremales de la energía, se muestra que es posible encontrar

todas las alturas de equilibrio y las condiciones físicas que las determinan.

A continuación se presenta el cálculo de la energía y de las alturas de equilibrio

del líquido, dentro de un capilar vertical ejesimétrico sujeto a la acción de la gravedad

y condiciones de buen y mal mojado. Después se hace un análisis de las alturas de

equilibrio en función de las propiedades de mojado de los líquidos involucrados y del

tipo de capilar.
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3.3.1. Análisis del ascenso capilar en tubos de sección transver-

sal ejesimétrica

Considérese que un tubo capilar vertical ejesimétrico, abierto por su parte supe-

rior, se pone en contacto con un líquido de densidad � y viscosidad dinámica �. De

acuerdo a la experiencia, el líquido penetrará espontáneamente en el tubo capilar y

alcanzará una cierta altura de equilibrio, h, respecto al nivel del líquido exterior. Se

asume que el cono tiene una generatriz que forma un ángulo � respecto a la coorde-

nada vertical z. Como se discutirá más adelante, dependiendo de las propiedades de

mojado del líquido sobre la pared interior del cono pueden ocurrir al menos cuatro

posibilidades para las alturas de equilibrio, las cuales son parecidas a aquellas que

se muestran en la Fig. 3.17, donde � es el ángulo de mojado entre el líquido y la

super�cie sólida.

Para tubos capilares eje simétricos, la energía E de una columna líquida inmersa

en él, puede ser escrita en términos de la altura alcanzada por la columna, h, y del

radio del capilar r (z) a esa altura z, de la manera siguiente

E = ��g

Z h

0

r2 (z) zdz � ��c

Z h

0

r (z) dz, (3.115)

donde g es la aceleración de la gravedad y � la tensión super�cial del líquido, de aquí

que el primer término representa la energía potencial gravitacional y el segundo la

energía super�cial [1, 37, 38]. Esta expresión es válida bajo la consideración que el

menisco es una sección de esfera y en el límite cuando r (z) es mucho menor que h.

Para un tubo capilar ejesimétrico el parámetro c = 2 cos (� + �), mientras que en el

caso de un cilindro c = 2 cos � [1].

La altura de la columna de líquido en un tubo, puede ser encontrada de la condi-
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ción de equilibrio para la energía de la columna líquida [37, 38]

@E

@h
= 0. (3.116)

En la ecuación (3.115), la función r = r (z), de�ne la forma del capilar (super�cie

de revolución generada alrededor del eje que coincide con el eje central del tubo capi-

lar). En los cálculos que siguen, se usaran estimaciones basadas en la aproximación

de la lubricación (jdr=dzj < 1), lo cual quiere decir que nos restringimos a estudiar
capilares estrechos, esto es que �r � 1, donde ��1 � (�=g�)1=2 es la longitud capilar.
Esto implica que la altura de asenso es mayor que el radio del capilar para dicha

altura, esto es h � r(z), y las variaciones de altura de la super�cie del menisco

son despreciables comparadas con la altura h misma. Los tubos capilares están en

contacto con un estanque de líquido a la presión ambiental p0.

Las raíces reales y positivas h1; h2; :::; hi; ::: de la ecuación (3.116), con (@2E=@h2)h=hi >

0, corresponden a las alturas responsables de un equilibrio estable, mientras que si

(@2E=@h2)h=hi < 0, las alturas serán responsables de un equilibrio inestable . El as-

censo o descenso del líquido dentro del capilar se realiza para un intervalo de valores

de z que va desde 0 hasta h1, o desde hi hasta hi+1, si en dicho intervalo @E=@h < 0;

para los valores correspondientes a los intervalos donde @E=@h < 0, el ascenso del

líquido en el capilar puede llevarse a cabo solamente a cuenta de trabajo externo. Para

capilares cilíndrico o cónico divergente, se ha encontrado que, existe una única altura

de elevación capilar, mientras que para tubos capilares de forma cónica convergente

se encuentran dos o más, y en el caso de un capilar de sección periódica variable,

las alturas encontradas serán múltiples. En todo caso, siempre se tiene un numero

�nito de alturas de�nido por el número de raíces reales y positivas de la ecuación

(3.116), es decir, por la forma de la sección transversal del capilar, determinada por

la función r = r (z).

Las alturas de ascenso capilar del líquido para tubos de sección variable pueden
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encontrarse también a partir de la solución simultánea sistema de ecuaciones

c�

R
= ��gh; (3.117)

r = r(h);

donde c depende de la geometría local y del ángulo de contacto que el líquido

hace con el sólido, y 1=R es la curvatura de la super�cie del menisco en el punto de

contacto a la altura h, la cual se encuentra relacionada con el radio r(h) de la sección

transversal del tubo capilar, a la misma altura, de la siguiente manera

R (h) = � r (h)

cos (� + �)
: (3.118)

Siendo � el ángulo de contacto de Young-Dupré, y � es el ángulo cuya tangente es la

pendiente de la recta tangente a la super�cie del tubo capilar a la altura h, esto es

� = arctan

��
dr

dz

�
z=h

�
. (3.119)

Por otro lado, y como se sabe, el líquido será succionado hacia arriba de los tubos

si la super�cie del capilar es hidró�la (� < �=2), y hacia abajo en el caso de que la

super�cie sea hidrófoba (� > �=2) .

El radio del capilar puede variar de manera que genere conos o cilindros con

estructuras más complejas. Para capilares ejesimétricos la ecuación de la generatriz

es

r (z) = r0 �mzn; (3.120)
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donde r0 denota el radio del capilar a la altura de la super�cie del líquido del re-

cipiente en el que se sumerge y m es un parámetro cuyas dimensiones dependen del

exponente n (la aproximación unidimensional de la teoría de lubricación requiere

que n � 0), y que determina la rapidez de apertura, (si m es positiva), o cierre,(m

negativa), de los tubos capilares. De aquí que la ecuación 3.115 será

E = ��g

�
r20
h2

2
� 2r0m

hn+2

n+ 2
+m2 h

2n+2

2n+ 2

�
� ��c

�
r0h�m

hn+1

n+ 1

�
(3.121)

donde c = 2 cos (� + �). Elsigno más es para apertura positiva y el menos para conos

convergentes.

Haciendo los cambios de variables

� =

�
m

r0

� 1
n

h, Bo� =
�g

2�

r
1+ 1

n
0

m
1
n

y E� =
Em

2
n

��gr
2+ 2

n
0

, (3.122)

obtenemos las siguientes expresiones adimensionales de para la energía y sus primeras

dos derivadas con respecto a la altura adimensional �

E� =

�
1

2
�2 � 2

n+ 2
�n+2 +

1

2n+ 2
�2n+2

�
� cos (� + �)

Bo�

�
� � 1

n+ 1
�n+1

�
, (3.123)

dE�

d�
= [1� �n]

�
� (1� �n)� cos (� + �)

Bo�

�
(3.124)

y

d2E�

d�2
= 1� n cos (� + �)

Bo�
�n�1 � (2n+ 2) �n + (2n+ 1) �2n. (3.125)

Las alturas de equilibrio se obtienen de la condición
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dE�

d�
= 0, (3.126)

como fue señalado al inicio. Ello implica que

[1� �n]

�
��n+1 + � � cos (� + �)

Bo�

�
= 0, (3.127)

por lo que para encontrarlas tendremos que encontrar las raíces reales de

1� �n = 0, (3.128)

o de

��n+1 + � � cos (� + �)

Bo�
= 0, (3.129)

De la ecuación 3.128 podemos ver que para m > 0

� = n
p
�1, (3.130)

mientras que para m < 0

� =
n
p
1.

Como podemos ver la primera de estas ecuaciones sólo tiene solución real para n

impares (� = �1), mientras que la segunda tiene solución para toda n > 0 (si n

es par � = �1, esto es, dos alturas de equilibrio, mientras que para n impara sólo
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existe una, a saber, � = 1). Además de la evaluación de la segunda derivada podemos

establecer que para m > 0

d2

d�2
E� (� = �1) = � n

Bo�
cos (� + �) , (3.131)

mientras que para m < 0 y n impar

d2

d�2
E� (� = 1) =

n

Bo�
cos (� + �) , (3.132)

y para m < 0 y n par

d2

d�2
E� (� = �1) = �n cos (� + �)

Bo�
. (3.133)

Como se puede ver el que dichos puntos sean estables ((@2E=@h2)h=hi > 0), o inesta-

bles ((@2E=@h2)h=hi < 0) dependerá del valor tomado por la función cos (� + �).

Por otro lado la segunda parte de la ecuación (3.127), nos dice que

�n+1 + � =
cos (� + �)

Bo�
, (3.134)

o

�n+1 � � = �cos (� + �)

Bo�
. (3.135)

Con el �n de analizar este par de ecuaciones, gra�quémoslas para algunos valores

enteros de n

Como podemos ver de esta primera grá�ca, Fig. 3.15, para per�les divergentes

tendremos siempre una raíz real, en el caso de n par. De donde podemos deducir la

siguiente relación entre � y � (para una � y un Bo� dado)
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210-1-2

2.5
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Figura 3.15: Grá�ca de la función �n+1 + � (per�les divergentes, i.e. m > 0), para
n = 1, n = 2, n = 3 y n = 4.

� = arc cos
�
Bo�

�
�n+1 + �

��
� �. (3.136)

Para el caso de n impar, podrá haber una o hasta dos raíces, siempre y cuando

cos (� + �)

Bo�
� �n (n+ 1)�

n+1
n . (3.137)

En caso contrario, no existirán raíces reales, pues el punto crítico de la función

f (�) = � + �n+1, (3.138)

se encuentra en el punto

�� = � (n+ 1)�
1
n , (3.139)
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debajo del cual, la función no se encuentra de�nida.

Si de�nimos al ángulo de inclinación crítico �c, como el ángulo de inclinación

para el cual se cumple la igualdad

f(��) =
cos (� + �c)

Bo�
, (3.140)

para un ángulo de mojado � determinado, obtendremos que

�c = arc cos
�
�Bo�n (n+ 1)�

n+1
n

�
� �. (3.141)

Podemos así mismo de�nir al ángulo crítico de mojado, �c, como aquel para el que

se sigue cumpliendo la ecuación(3.140), sólo que ahora el ángulo de inclinación � es

�jo, esto es

�c = arc cos
�
�Bo�n (n+ 1)�

n+1
n

�
� �. (3.142)

De la Fig. 3.16, se desprende que para per�les convergentes, tendremos que para

n impar, nuevamente podrá haber una o hasta dos raíces reales si

cos (� + �)

Bo�
� n (n+ 1)�

n+1
n . (3.143)

Y como antes, de no ocurrir lo anterior, no habrá raíces reales, pues el punto crítico

de la función

f (�) = �n+1 � �, (3.144)

se encuentra ahora en
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Figura 3.16: Grá�ca de la función �n+1 � � (per�les convergentes, i.e. m < 0), para
n = 1, n = 2, n = 3 y n = 4.

�� = (n+ 1)�
1
n , (3.145)

y debajo de este punto f (�) no está de�nida.

Al igual que antes de�namos al ángulo de inclinación crítico �c, como el ángulo

de inclinación para el cual se cumple la igualdad

f(��) = �cos (� + �c)

Bo�
, (3.146)

para un ángulo de mojado � determinado, obtendremos que

�c = arc cos
�
Bo�n (n+ 1)�

n+1
n

�
� �. (3.147)

Mientras que el ángulo crítico de mojado �c, para un ángulo de inclinación � �jo, es
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�c = arc cos
�
Bo�n (n+ 1)�

n+1
n

�
� �. (3.148)

Sin embargo para el caso de n par, y per�les convergentes, vemos que no importando

el valor asumido por la función, � cos (� + �) =Bo�, siempre habrá una raíz real,

pudiendo aparecer dos y hasta tres raíces reales siempre y cuando

n (n+ 1)�
n+1
n � cos (� + �)

Bo�
� �n (n+ 1)�

n+1
n . (3.149)

En este caso podemos de�nir los ángulos críticos, �c y �c, superiores si

�sc = arc cos
�
Bo�n (n+ 1)�

n+1
n

�
� �, (3.150)

y

�sc = arc cos
�
Bo�n (n+ 1)�

n+1
n

�
� �. (3.151)

E inferiores si

�ic = arc cos
�
�Bo�n (n+ 1)�

n+1
n

�
� �, (3.152)

y

�ic = arc cos
�
�Bo�n (n+ 1)�

n+1
n

�
� �. (3.153)

Ahora bien, como puede verse de la anterior deducción, el cos (� + �) es una

función de la altura, esto es cos (� + �) = f(h) (que en el caso de variables adimien-

sionales es f (�)),la cual mide la razón de la curvatura de la sección transversal que
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opone el canal al líquido, a la curvatura física del menisco embebido en dicho capilar,

esto es

cos (� + �) = � r(h)

R(h)
(3.154)

=
radio de la sección transversal del tubo a la altura h
inverso de la curvatura del menisco a la altura h

=
curvatura física a la altura h

curvatura geométrica a la altura h
.

Por otro lado, el radio de la sección transversal del tubo a la altura h es como

ya dijimos r (h) = r0 �mhn, por lo que si �! 0, la derivada de la función r (z), en

cualquier punto se haría cero y entonces tendríamos un capilar cilíndrico, de forma

tal que r (h) = r0 y

E = ��g

�
r20
h2

2

�
� ��c fr0hg ; (3.155)

@E

@h
= ��gr20h� ��cr0; (3.156)

y

@2E

@h2
= ��gr20. (3.157)

Que como se ve da la altura de equilibrio estable

h =
�c

�gr0
; (3.158)

con c = 2 cos �.

Analicemos ahora un caso de interés.
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3.3.2. Alturas de equilibrio en capilares cónicos [81]

Considérese que un tubo capilar vertical cónico, abierto por su parte superior, se

pone en contacto con un líquido de densidad � y viscosidad dinámica �. De acuerdo

a la experiencia, el líquido penetrará espontáneamente en el tubo capilar y alcanzará

una cierta altura de equilibrio, h, respecto al nivel del líquido exterior. Se asume que

el cono tiene una generatriz que forma un ángulo � respecto a la coordenada vertical

z. Como se discutirá más adelante, dependiendo de las propiedades de mojado del

líquido sobre la pared interior del cono pueden ocurrir al menos cuatro posibilidades

para las alturas de equilibrio, las cuales se muestran en la Fig. 3.17, donde � es el

ángulo de mojado entre el líquido y la super�cie sólida.

Para capilares cónicos la ecuación de la generatriz es

r (z) = r0 +mz; (3.159)

donde r0 = r(z = 0) es el radio a la altura a la que se encuentra el nivel del líquido

exterior al cono y m = tan�, es decir, la pendiente de la generatriz. Sí el capilar es

un cono divergente m > 0 y sí es un cono convergente m < 0.

La altura de la columna de líquido en un tubo, (Fig. 3.17), puede ser encontrada

mediante la Ec. (3.116), que determina la condición de equilibrio para la energía de

la columna líquida. La sustitución de la Ec. (3.159) en (3.115) permite calcular la

energía y al substituirla en la Ec. (3.116) se determinan las raíces reales y positivas

hi [37].

Para capilares cilíndricos o cónicos divergente, se ha encontrado que, existe una

única altura de elevación capilar, mientras que para tubos capilares de forma cónica

convergente se encuentran dos o más, esto para el caso de "buen"mojado [32, 37].

Para los casos de "mal"mojado hay una única depresión de equilibrio en capilares

cilíndricos o cónicos convergentes y dos o más en los capilares cónicos divergentes

[32].
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Figura 3.17: Forma esquemática de un capilar cónico de radio inicial r0 = r (0)
y ángulo interior � (ángulo entre el eje z y la generatriz del cono). La altura de
equilibrio, que alcanza el líquido al penetrar desde z = 0, es h. (a) Cono divergente
con buen mojado: m > 0, 0 � � < �=2, h > 0; (b) cono divergente con mal mojado:
m > 0, �=2 � � < �, h < 0; (c) cono convergente con buen mojado: m < 0,
0 � � < �=2, h > 0; (d) cono convergente con mal mojado: m < 0, �=2 � � < �,
h < 0.

Substituyendo la Ec. (3.159) en la Ec. (3.115) e integrando se encuentra que la

energía de la columna líquida en un tubo capilar cónico es

E = ��g

�
r20
h2

2
+ 2r0m

h3

3
+m2h

4

4

�
� 2�� cos (� + �)

�
r0h+m

h2

2

�
. (3.160)

Esta ecuación se puede escribir en forma adimensional escalando las alturas con el

radio r0, es decir, realizando el siguiente cambio de variables � = h=r0, Bo = �gr20=�

y E� = E=��gr40, donde Bo es el número de Bond, el cual es el cociente de la presión

hidrostática a la presión capilar.

Las expresiones adimensionales resultantes para la energía y su derivada con
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respecto �, para un tubo capilar cónico, son

E� =

�
1

2
�2 +

2m

3
�3 +

m2

4
�4
�
� 2 cos (� + �)

Bo

n
� +

m

2
�2
o
, (3.161)

y

@E�

@�
= [1 +m�]

��
� +m�2

�
� 2 cos (� + �)

Bo

�
. (3.162)

Las alturas de equilibrio, se obtienen ahora de la condición @E�=@� = 0, lo que

implica que las raíces de la Ec. (3.162) son en este caso

�1 = � 1
m
, (3.163)

�2 = � 1

2m

 
1�

r
1 +

8m cos (� + �)

Bo

!
,

�3 = � 1

2m

 
1 +

r
1 +

8m cos (� + �)

Bo

!
.

Las raíces �2 y �3 serán reales siempre y cuando

1 +
8m cos (� + �)

Bo
� 0. (3.164)

En caso de darse la igualdad vemos, de la Ec. (3.163), que �2 = �3 = �1=2m.

En lo que sigue se analizan sólo los casos en que el capilar es divergente o con-

vergente (� 6= 0), pues para el caso en el que � ! 0, se tiene un capilar cilíndrico,

cuya generatriz tiene la forma r (z) = r0, por lo que la Ec. (3.161) será en este caso

E� =
1

2
�2 � 2 cos (�)

Bo
� (3.165)

y la altura de equilibrio � = cos �=Bo.
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Análisis de las alturas de equilibrio

La Fig. 3.17 muestra esquemáticamente lo que sucede en capilares divergente

(Fig. 3.17a y 3.17b), o convergentes (Fig. 3.17c y 3.17d), según el líquido moje o no

a las paredes del capilar. En ambos casos su eje de simetría está sobre el eje z. Para

los casos 3.17a y 3.17b, m > 0, mientras que para 3.17c y 3.17d, m < 0. Como se

mencionó más arriba el radio "inicial", o radio r0 es el radio a la altura a la que se

encuentra el líquido en el exterior del capilar.

En los cálculos que siguen, se usaran estimaciones basadas en la aproximación de

la lubricación (jdr=dzj < 1), lo que implica estudiar capilares estrechos, esto es jhj
� r(z) y que las variaciones de altura de la super�cie del menisco son despreciables

comparadas con la altura h misma. Se restringe el análisis a ángulos de apertura �

pequeños, los cual implica que m = tan� � �. Un valor de � negativo corresponde

a conos convergentes, mientras que para � positivos se tendrán conos divergentes.

Bajo estas consideraciones las soluciones de la Ec. (3.162) son entonces

�1 = �1
�
, (3.166)

�2 = � 1

2�

 
1�

r
1 +

8� cos (� + �)

Bo

!
,

�3 = � 1

2�

 
1 +

r
1 +

8� cos (� + �)

Bo

!
.

Mientras que la condición expresada en la Ec. (3.164) es

Bo � �8� cos (� + �) . (3.167)
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Figura 3.18: Grá�ca de energía adimensional E� en función de �, para un líquido que
moja las paredes de un capilar cónico divergente (� > 0). �1, �2 y �3 son las alturas
de equilibrio.

Comportamiento de las alturas de equilibrio en función del número de

Bond

Líquidos que mojan las paredes del capilar (0 � � < �=2). Analicemos

primeramente el caso de un líquido que moja las paredes del capilar, i. e. 0 � � < �=2.

Para � > 0, esto es, para conos divergentes, Fig. 3.17a, la relación (3.167) se cumplirá

siempre y para cualquier valor de Bo mayor que cero. De las dos raíces �2 y �3

especi�cadas por la Ec. (3.166), sólo �2 tiene signi�cado físico (si � + � < �=2), y

representa la altura de equilibrio estable alcanzada por el líquido en el capilar (�1 y

�3 no tiene signi�cado físico, pues son alturas negativas, ver Fig. 3.18, en donde se

gra�ca la energía adimensional, Ec. (3.161), y sus respectivos puntos críticos �1, �2

y �3).

Sin embargo, cuando � < 0, esto es, para capilares convergentes, (ver Fig. 3.17c),

79



Capítulo 3. Imbibición de �ujos unidimensionales

las raíces �2 y �3 expresadas en la Ec. (3.166) tiene sentido físico sólo sí el número de

Bond es mayor que aquel que se encuentra determinado por la desigualdad (3.167) y

cos (� + �) > 0. Sí este es el caso, �3 representa un estado de equilibrio inestable (ya

que @2E�=@�2 > 0), y �2 uno estable (@
2E�=@�2 < 0). Estas dos raíces se colapsan

en una sola, y con ello en un equilibrio inestable, cuando Bo = �8� cos (� + �). Por

ello ahora la altura de equilibrio estable es la proporcionada por �1 (Fig. 3.19).

Como ejemplo de estos hechos, considerese la Fig. 3.18 en donde se gra�ca la

energía E� para � = 0� (por ej. la interacción vidrio-agua, donde � = 0;07362 N/m,

� = 999 Kg/m3 y g = 9;81 m/s2, para Tamb = 15;6 �C [82]). Supóngase que � = 1�,

es decir, un cono divergente y Bo = 0;2. En tal caso r0 = 1;2257 mm y �1 = �57: 29,
�2 = 8: 682 6 y �3 = �65: 973. O sea �1 y �3 no tienen sentido físico, pues en este

caso la altura debe ser positiva.

Por otra parte, si ahora � = 0� y el capilar es convergente, � = �1�, y se mantienen
los valores de �, � y g ya mencionados, el número de Bond crítico es Boc = 0;139 62.

En tal caso r0 = 0;698 87 mm y �1 = 57: 29, y �2 = �3 = 28: 645. Bajo las mismas

condiciones en � y �, pero con Bo = 0;2, se encuentra que �1 = 57: 29, �2 = 12:

906, y �3 = 44: 384. Como se puede observar en la Fig. 3.19, para el número de Bond

crítico, la altura de equilibrio estable está dada por �1, mientras que cuando este

mismo número es mayor que el crítico, la altura de equilibrio estable se da en �2,

esto es, en el extremo contrario.

Para 0 < Bo < Boc en capilares convergentes, la única altura de equilibrio real es

�1 = �1=�. Para los datos gra�cados en la Fig. 3.19, este valor es �1 = 57: 29, como
se muestra ahí.

Líquidos que no mojan las paredes del capilar (�=2 < � � �) Por otro lado,

para el caso cuando el líquido no moja las paredes del capilar, i.e. �=2 < � � �,
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Figura 3.19: Grá�cas de energía adimensional E� en función de �, para un líquido
que moja las paredes de un capilar cónico convergente (� < 0): línea gruesa continua
Bo = 0;10, línea delgada continua Bo = 0;139 62, (que es el número de Bond crítico),
línea punteada Bo = 0;17 y línea de círculos Bo = 0;20.

los resultados encontrados en el caso anterior se invertirán. Sí ahora � < 0, conos

convergentes, Fig. 3.17d, la Ec. (3.167) se cumplirá siempre y para cualquier valor

de Bo mayor que cero. Y nuevamente, de las raíces determinadas por la Ec. (3.166),

sólo �2 tiene signi�cado físico, (si � + � > �=2), y representa la altura de equilibrio

estable alcanzada por el líquido en el capilar (ahora �1 y �3 son alturas positivas, lo

que implica que no tienen signi�cado físico, Fig. 3.20).

Para conos divergentes, � > 0 (Fig. 3.17b), las raíces �2 y �3 de la Ec. (3.166)

tienen sentido físico, sólo sí ahora el número Bo es mayor que aquel que se encuentra

determinado por la Ec. (3.167) y cos (� + �) < 0. En este caso �2 representa un estado

de equilibrio estable (@2E�=@�2 < 0), mientras que �3 uno de equilibrio inestable

(@2E�=@�2 > 0). �2 y �3 se colapsan en una sólo valor y en una altura de equilibrio

inestable, cuando Bo = �8� cos (� + �). Lo que hace que la altura de equilibrio
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Figura 3.20: Grá�ca de energía adimensional E� en función de �, para un líquido que
no-moja las paredes de un capilar cónico convergente (� < 0).

estable sea �1 (Fig. 3.21).

Para ejempli�car los hechos mencionados, en la Fig. 3.20 se grá�ca la energía

E� para � = 140� (por ej. la interacción vidrio-mercurio, donde � = 0;465 N/m,

� = 13;55 � 103 Kg/m3 y g = 9;81 m/s2, para Tamb = 15;6 �C [82]). Supongase

ahora que � = �1�, o sea un cono convergente y de nuevo Bo = 0;2. De aquí que r0
= 0;836 44 mm y �1 = 57;29, �2 = �6;751 7 y �3 = 64;042.

Manteniendo los valores de �, � y g, pero tomando ahora � = 140� y � = 1� (cono

divergente), resulta que Boc = 0;108 52. Y entonces r0 = 0;616 14 mm, �1 = �57: 29
y �2 = �2 = �28: 645. Si se cambia el Bond por un valor de Bo = 0;2, preservando
� y �, se encuentra que �1 = �57: 29, �2 = �9: 273 5, y �3 = �48: 023. Como puede

verse en la Fig. 3.21, para el número de Bond crítico, la altura de equilibrio está dada

por �1, mientras que cuando Bo > Boc, la altura de equilibrio se traslada a �2, esto

es, al extremo contrario.
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Figura 3.21: Grá�cas de energía adimensional E� en función de �, para un líquido que
no-moja las paredes de un capilar cónico divergente (� > 0): línea gruesa continua
Bo = 0;08, línea delgada continua Bo = 0;108 52, (número de Bond crítico), línea
punteada Bo = 0;16 y línea de círculos Bo = 0;20.

Para 0 < Bo < Boc, en capilares divergentes, la única altura de equilibrio real

sigue siendo �1 = �1=�. Para los datos gra�cados en la Fig. 3.21, �1 = �57: 29.

Espacio fase de � vs. �

En los dos apartados anteriores se analizó el comportamiento de las alturas de

equilibrio, mediante la desigualdad dada por la Ec. (3.167), haciendo variar Bo, y

�jando valores en los parámetros � y �. Se puede, sin embargo, analizar el compor-

tamiento de dichas alturas, mediante la Ec. (3.167), dando ahora valores al número

de Bond Bo y al ángulo de mojado �, y con ello calcular un ángulo crítico de incli-

nación de la generatriz del cono �c, o dando valores especí�cos a Bo y �, y calculando

el ángulo crítico de mojado �c, para estos valores. Al igual que en la sección anterior,
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se denominan como críticos a los valores de los ángulos � y �, que hacen que la Ec.

(3.167) se haga una igualdad.

Para el primero de estos dos casos, se deduce de la Ec. (3.167) que

Bo

8
= ��c cos (� + �c) . (3.168)

Esta ecuación para el caso de líquidos que mojan las paredes de capilar, i. e.,

0 � � < �=2, y cos (� + �c) > 0, sólo se cumplirá si �c < 0 (capilares conver-

gentes). Para valores especí�cos de Bo y �, el valor de �c, hace que de acuerdo con

la Ec. (3.166), �2 = �3, por lo que la altura de equilibrio estable es �1. Sí � < �c,

�8� cos (� + �) > �8�c cos (� + �c) = Bo, haciendo que los valores de �2 y �3 no

sean reales y que la altura de equilibrio estable siga siendo �1. Sí ahora �c � � < 0,

Bo = �8�c cos (� + �c) � �8� cos (� + �), por lo que al cumplirse la condición enun-

ciada en la Ec. (3.167), la altura de equilibrio estable es �2, la cual es menor que

�1.

Para el caso de líquidos que no mojan las paredes del capilar (�=2 < � � �),

y cos (� + �c) < 0, la Ec. (3.168) se cumplirá únicamente sí �c > 0 (capilares di-

vergentes). Dados Bo y �, este valor crítico �c hace que �2 = �3 y que la depresión

de equilibrio estable sea �1. Por otro lado, sí � > �c, entonces �8� cos (� + �) >

�8�c cos (� + �c) = Bo, haciendo que los valores de �2 y �3 no sean reales y que

la altura de equilibrio estable siga siendo �1. Pero, sí �c � � > 0, entonces Bo =

�8�c cos (� + �c) � �8� cos (� + �). Esta condición, enunciada en la Ec. (3.167), es-

tablece que la depresión de equilibrio estable es �2, que es menor en magnitud que

�1.

Debido al hecho de que se está trabajando con ángulos de inclinación de la gen-

eratriz del cono pequeños, se puede ver de las Ec. (3.168) que: �c ' �Bo=8 cos �.
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Sí ahora se dan valores a Bo y a �, el ángulo crítico de mojado es

�c = arc cos

�
�Bo
8�

�
� �. (3.169)

Ahora bien, para que se cumpla la igualdad Bo = �8� cos (�c + �), sí � > 0

(conos divergentes), entonces cos (�c + �) < 0, lo que implica que �=2 < �c � �, es

decir, hay un mal mojado del líquido sobre las paredes del capilar. Como antes, este

valor de � hace que �2 = �3, y que la depresión de equilibrio estable sea �1. Por otra

parte, sí � < �c, la Ec. (3.167) se cumplirá y en dicho caso la depresión de equilibrio

estable será �2, que como ya se ha mencionado es tal que j�2j < j�1j (sí � > �c, �1

seguiría siendo la depresión de equilibrio estable).

Para el caso � < 0 (conos convergentes), la igualdad Bo = �8� cos (�c + �) se

cumplirá sólo sí cos (�c + �) > 0, lo cual implica que �=2 > �c � 0, es decir, que

el líquido moja las paredes del capilar. Nuevamente, al cumplirse dicha igualdad,

�2 = �3, la altura de equilibrio estable es �1. Para que la altura de equilibrio estable

sea �2, es necesario que � > �c, pues sí � < �c, �1 sigue siendo la altura de equilibrio

estable, con �1 > �2.

La Fig. 3.22 presenta la grá�ca del diagrama de fase en el plano �� � (ángulo de
apertura vs. ángulo de contacto), a partir de la Ec. (3.169).

Para la rama derecha de dicha grá�ca, los ángulos � de la generatriz son positivos.

Sí �+� > �=2 (líquidos con mal mojado), � es negativa, mientras que sí �+� < �=2,

� es positiva y será cero cuando � + � = �=2 (línea punteada diagonal).

Lo contrario a este comportamiento ocurre en la rama izquierda de esta grá�ca,

pues ahí � < 0, y si � + � > �=2, � será positiva, mientras que sí � + � < �=2, � es

negativa e igual que antes � será cero cuando � + � = �=2.

Es importante mencionar los casos en los cuales el ángulo de mojado � es muy
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Figura 3.22: Diagrama de fase en el plano ��� (ángulo de inclinación de la generatriz
del cono vs. ángulo de mojado), con Bo = 0;08 y j��j = 1�.

cercano al valor de �=2, pues cuando � < �=2 (buen mojado) y � > 0� (capilares

divergentes), de manera que � + � > �=2, en lugar de tener alturas de equilibrio

estable con respecto al nivel exterior, habra depresiones de alturas en el líquido que

se encuentra en el interior del capilar. Si por otro lado � > �=2 y � < 0�, de forma

tal que � + � � �=2, ahora las depresiones en altura, con respecto al nivel exterior,

se transformarán en alturas de equilibrio para el líquido dentro del capilar.

Finalmente, la Fig. 3.23 muestra las alturas o depresiones de equilibrio estable

�1, que alcanza el líquido. Dichas alturas o depresiones, a las cuales Tsori [32] de-

nomina "saltos"(jump), son mayores en magnitud que aquellas encontradas mediante

el método de balance de presiones y que en este trabajo están dadas por �2. Aún

cuando esto pareciese un error cometido por Tsori, no es tal, debido a que el método

de balance de presiones, no permite predecir cual será la altura de equilibrio estable,

cuando los números de Bond son menores al crítico o cuando los ángulos de incli-

86



Capítulo 3. Imbibición de �ujos unidimensionales

Figura 3.23: Representación esquemática de las alturas o depresiones de equilibrio
estable, deducidas mediante el método de balance de presiones hp [32] (�2 en este
trabajo), y su contraste con la nueva altura o depresión de equilibrio estable deducida
aquí mediante el método de extremales de la energía he, (�1 en este trabajo). (a)
Conos convergentes (� < 0), con buen mojado (0 � � < �=2), h > 0. (b) Conos
divergentes ( � > 0), con mal mojado (�=2 � � < �), h < 0.

nación de la generatriz o de mojado, son mayores a sus valores críticos, resultado que

como se muestra aquí, aparece de forma natural al utilizar el método de extremales

de la energía.

A mediados de la década pasada Tsori [32], analizó el problema de las alturas de

equilibrio en conos con �buen�y �mal�mojado usando para ello una ecuación de

balance de presiones. Desafortunadamente, su método limita el número de soluciones

posibles para las alturas de equilibrio y las condiciones bajo las cuales estas alturas

pueden ocurrir. Aquí, con el método de extrémales de la energía, se muestra que

es posible encontrar todas las alturas de equilibrio y las condiciones físicas que las

determinan.
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Capítulo 4

Flujo del agua en suelos

4.1. Introducción

La penetración capilar de líquidos en los medios porosos ha sido de interés por

largo tiempo, debido a sus numerosas aplicaciones en una variedad de campos tales

como las ciencias del suelo, la recuperación de petróleo, la ingeniería química, y la

farmacéutica ([84, 85, 86, 87, 88, 89, 90, 91]). Es difícil, sin embargo, estudiar este

proceso en medios porosos verdaderos, debido a su complejidad y la falta de medios

para de�nir los parámetros estructurales locales. Por consiguiente, se han usados

modelos simpli�cados, tanto para los estudios experimentales como también para los

teóricos.

El modelo posiblemente más simple que ha sido estudiado es el de un capilar

cilíndrico recto (e.g., ([92])). Éste representa, sin embargo, sólo un primer paso hacia

la comprensión de la penetración capilar en los medios porosos reales. Para tomar en

cuenta algunas de las propiedades geométricas de los medios porosos, se han idea-

dos modelos termodinámicos de capilares con secciones transversales no-uniformes

([84, 85, 86, 88, 89, 93]). Estos modelos son capaces de describir los comportamientos
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esenciales de la histéresis, los cuáles son característicos de la penetración capilar en

los medios porosos, a saber, la dependencia de las posiciones de equilibrio del líqui-

do sobre la dirección de movimiento (imbibición o drenado). El citado fenómeno de

histéresis es diferente de la histéresis del ángulo de contacto, lo cual puede ocurrir

tanto en un sistema real, como también en capilares cilíndricos simples. Otro pa-

so hacia el modelado realista es el tratamiento de modelo de partículas empacadas,

principalmente esferas ([84, 85, 87, 89, 94]). Dichos modelos son también capaces de

predecir los fenómenos histéresis. La característica común entre los modelos, men-

cionados arribas, es el intento por de�nir en detalle la geometría del medio poroso.

Esta aproximación está limitada ahora mismo a modelos muy simples.

Un acercamiento diferente fue realizado por White ([95]), quien trató al medio

poroso en términos de su porosidad, área especí�ca y densidad únicamente, sin tomar

en cuenta detalles estructurales locales. Este modelo es muy apropiado para de�nir

una analogía entre un medio poroso y un capilar cilíndrico; sin embargo, a diferencia

de los modelos de capilares uniformes, este modelo no puede ocuparse de la histéresis.

Así, los modelos existentes pueden ser clasi�cados en dos grupos de categorías: (a)

un tipo de modelo de orden cero, el cual no considera detalles estructurales; (b) los

modelos de alto orden, que se basan en formas especí�cas del poro, pero que están

limitados a geometrías simples. El objetivo �nal, obviamente, sería el de desarrollar

un modelo de alto-orden de geometría complicada, pero esto al parece no es sencillo.

Sin embargo, sorprendentemente, los experimentos con sistemas bien de�nidos sobre

un amplio rango de parámetros son escasos ([88, 96, 97]). Un estudio cuidadoso de

tales sistemas fue llevado a cabo por Y�W Yang y sus colaboradores [96, 97], y cuya

contribución principal es la elucidación del efecto del ángulo de contacto en el ciclo

de la histéresis. Estas observaciones aún no han sido explicadas por la teoría.

Como puede observarse es de vital importancia el contar con modelos que den

explicación, primero a la emergencia de la Ley de Darcy, partiendo de modelos mi-
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croscópicos y luego desarrollar modelos, también microscópicos que den sustento a

los modelos de la in�ltración en el medio poroso, en este caso. La siguiente sección

de este capítulo, tratan de realizar el primer objetivo, mientras que el resto de las

secciones, se enfocaran al último.

4.2. La emergencia de la ley de Darcy.

La ley de Darcy [83], establece que el �ujo de agua, en los medios porosos como

el suelo, es proporcional al gradiente hidráulico; el coe�ciente de proporcionalidad es

denominado conductividad hidráulica (K). La ley descubierta inicialmente en el �ujo

de agua en suelos saturados ha sido generalizada al �ujo en suelos no saturados; en el

primer caso la conductividad es independiente de la presión del agua, mientras que

en el segundo es una función altamente no lineal de la presión ( ), o del contenido

volumétrico de humedad (�).

En el estudio de los acuíferos, el medio poroso se considera saturado y en la ley de

Darcy aparece la conductividad hidráulica a saturación (Ks); debido a la variabilidad

espacial de las propiedades del medio, este parámetro es a lo más una función de las

coordenadas espaciales. En la zona vadoza el medio es no saturado, la conductividad

hidráulica a parte de ser una función de las coordenadas espaciales es una función de

la presión del agua, K ( ); aunado a lo anterior en esta zona es necesario conocer la

curva de retención de humedad del suelo, la cual relaciona el contenido volumétrico

de agua con la presión del agua, � ( ). Las dos curvas � ( ) y K ( ) son conocidas

como las características hidrodinámicas del suelo y son de fundamental importancia

para el estudio de las transferencias de masa y energía en el mismo, como en el estudio

de los fenómenos de in�ltración, drenaje, evaporación y la recarga de los acuíferos.
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4.2.1. Forma clásica

La altura de ascenso capilar se puede determinar por la condición de equilibrio

termodinámico de mínima energía libre del sistema. Esta se puede expresar por

la siguiente ecuación general, la cual toma en cuenta las energías de gravedad e

interfaciales

�ghdV +
�

sl � 
sf

�
dAsl + 
lfdAlf = 0. (4.1)

En esta ecuación, � es la diferencia de densidad entre el aumento líquido y el �uido

que originalmente ocupa los poros; g es la aceleración de la gravedad; h es la altura de

ascenso capilar; V es el volumen del líquido in�ltrado en el interior del medio poroso;


sl, 
sf y 
lf son las tensiones interfaciales entre las fases sólido-líquido, sólido-�uido

y líquido-�uido, respectivamente; y Asl y Alf son las áreas interfaciales correspondi-

entes. Esta ecuación puede ser simpli�cada mediante la ecuación de Young para el

ángulo de contacto local, (�), en el sistema sólido-líquido-�uido, como

cos � =

sf � 
sl

lf

. (4.2)

La sustitución de la Ec. (4.2) en la Ec. (4.1), seguido por algún reordenamiento,

produce

h =



�g

dAsl
dV

�
cos � � dAlf

dAsl

�
, (4.3)

que es la ecuación general para la altura de la penetración capilar en un sistema

poroso. Para simpli�car la notación, 
lf se sustituye por 
.
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En un capilar cilíndrico recto el área interfacial líquido-�uido es constante, por lo

tanto dAlf = 0. Por otro lado, el término dAsl=dV se calcula suponiendo un menisco

esférico, de manera que

dAsl
dV

=
2

r
, (4.4)

donde r es el radio del capilar. La sustitución de la Ec. (4.4) en la Ec. (4.3)

conduce a la ecuación de hc (altura de penetración en un capilar),

hc =
2
 cos �

�gr
. (4.5)

De otra parte, el modelo más simple de un medio poroso utiliza sólo la porosidad

total, �0, y el área total especí�ca del sólido, S0, para de�nir el medio. Este modelo

puede ser considerado como "microscópicamente uniforme", ya que no se tiene en

cuenta los detalles estructurales del medio. En este modelo no se tienen en consid-

eración las variaciones locales, por lo que dAlf = 0, de manera similar al caso de un

capilar cilíndrico. El término dAsl=dV se expresa en términos de �0 y S0 como

dAsl
dV

=
(1� �0)S0

�0


 cos �

�g
. (4.6)

Por lo tanto la altura de ascenso capilar, h0, para un medio poroso es

h0 =
(1� �0)S0

�0
. (4.7)

La comparación entre la Ec. (4.4) y la Ec. (4.6), muestra que el radio capilar

efectivo, que describe un medio poroso microscópicamente uniforme es ([95])
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(r0)eff =
�0

(1� �0)S0
. (4.8)

Ahora bien, el propósito aquí es estudiar los efectos de las variaciones locales en

la estructura de un medio poroso en lo referente a su ascenso capilar. La Ec. (4.3),

que es la ecuación general básica, muestra que para lograr este propósito los valores

locales de dAsl=dV y dAlf=dAsl necesitan ser conocido. El primero es desarrollado

al reconocer que la Ec. (4.6) se mantiene a nivel local si las cantidades globales se

sustituyen por las locales,

dAsl
dV

=
(1� �)S

�
, (4.9)

donde � y S son la porosidad local y el área especí�ca, respectivamente. Si bien es

evidente que la porosidad varía a nivel local, una explicación de la naturaleza local

de S parece necesaria. Esto se deriva del hecho de que la inclinación de la super�cie

sólida con respecto a la vertical, así como la sección transversal del sólido, varían

de un punto a otro. Como resultado, S, el área del sólido por unidad de volumen,

se convierte también en una cantidad local. La comparación de las ecuaciones (4.6),

(4.8), y (4.9) muestra que el radio efectivo local es

reff =
2�

(1� �)S
. (4.10)

Por lo tanto, la ecuación general para el ascenso capilar en un medio poroso llega

a ser

h0 =
2

�
cos � � dAlf

dAsl

�
�greff

. (4.11)

93



Capítulo 4. Flujo del agua en suelos

Se debe recalcar que tanto, reff , como dAlf=dAsl, en esta ecuación general son

cantidades locales, las cuales varían en la dirección de la penetración. Dado que

el modelo actual sólo tiene en cuenta la penetración en sólo una dimensión, estas

cantidades representan un promedio sobre la dirección lateral. También es importante

señalar que � es el ángulo de contacto real, el que se han medido a nivel local en el

sistema habiendo sido el sólido perfectamente liso. Cualquier desviación del ángulo de

contacto aparente del verdadero, se debe a los efectos geométricos locales los cuales

deben ser explicados por dAlf=dAsl. La principal di�cultad es de hecho el cálculo de

este término.

Una solución aproximada para el problema puede ser desarrollada si se examina

nuevamente la ecuación de un capilar cilíndrico. La expresión (r= cos �) en la ecuación

(4.5), representa el radio de curvatura del menisco, el cual determina la diferencia de

presión capilar que equilibra la presión hidrostática. Si el capilar se vuelve tortuoso,

el radio de curvatura del menisco varía de un punto a otro. El ángulo �, entonces debe

ser reemplazado por (� + �), donde el ángulo de inclinación, �, es el ángulo entre la

tangente a la super�cie sólida y la vertical. Del mismo modo, para un medio poroso

se sugiere que uno reemplace la expresión entre paréntesis en la ecuación (4.11) por

la aproximación cos (� + �), de forma que, [92],

h0 =
2
 (cos � + �)

�greff
=

 (1� �)S (cos � + �)

��g
. (4.12)

La interpretación de � en un medio poroso no es tan directa como para un

capilar tortuoso, o uno con simetría axial, como los que se trabajaron en el capítulo

anterior [81]. Por otra parte, tampoco debe interpretarse como un parámetro que

está relacionado con un espacio de poro único. Más bien, debe ser tratada como

una aproximación al promedio lateral de los ángulos de inclinación en todo el medio

poroso.
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4.2.2. Forma probabilística

El problema físico y su transformación probabilística

Si se considera a un medio poroso como "homogéneo", la homogeneidad vista

de esta manera, es un concepto de naturaleza macroscópica. Ello signi�ca que dos

muestras con el mismo tamaño, la misma forma y la misma orientación presentarán

las mismas propiedades globales, con tal de que su tamaño sea lo su�cientemente

grande referido al tamaño de las partículas. En un sentido natural, la homogeneidad

en cuestión es de naturaleza estadística. Sin embargo a la escala de la granulometría,

dos muestras no son ciertamente idénticas. Sus granos y sus poros no tienen ni las

mismas formas ni la misma dimensión realmente, es sólo desde un punto de vista

estadístico que sus geometrías complejas se pueden comparar a nivel macroscópico,

y es entonces que el efecto de la ergodicidad se reproduce, y ambas muestras presentan

las mismas propiedades. Entre estas propiedades, una de las más importantes es la

permeabilidad, descrita por la Ley de Darcy.

Por otro lado, si se toma una muestra con la forma de un cilindro de longitud L

y sección transversal S, la cual se impermeabiliza en su super�cie lateral, y las dos

secciones terminales S0 y S1 se ponen en contacto con el mismo �uido, imponiéndose

una diferencia de presión �P = P0 � P1 entre ellas (se puede también imponer el

gasto Q y medir la diferencia de presión), y se espera a que se establezca un régimen

permanente o estado estacionario y se mide el gasto Q de líquido a través de dicho

cilindro, experimentalmente, se observa que

Q = C�P . (4.13)

Si se realiza el experimento con otras muestras cilíndricas de diferentes longitudes

y secciones transversales, se encontrará que el coe�ciente C de la relación anterior
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varía en razón inversa a la longitud L y directa con la sección transversal S, esto es

C =
KS

L
. (4.14)

Si el medio no es isótropo macroscópicamente, es importante no compararlos con

las muestras que tengan la misma orientación in situ, pues el coe�ciente K puede

depender de esta orientación. De allí que la relación experimental encontrada se

puede entonces escribir como

Q

S
=
K�P

L
. (4.15)

Por lo tanto, a nivel macroscópico, se puede representar un �ujo estacionario a

través de un vector q, que representa el �ujo de �uido, y un gradiente macroscópico

(constante) de presión (o carga) de r P , relacionados por la ecuación

q = �K rP . (4.16)

Esta es la ley de Darcy. Si el medio no es estadísticamente isotrópico, sin dejar de

ser estadísticamente homogéneos, el coe�ciente escalar K debe ser reemplazado por

un tensor. El coe�cienteK, escalar o tensorial, es por de�nición la permeabilidad

del medio y es una característica macroscópica del medio.

Por otro lado, a escala granulométrica, un �ujo permanente (lo su�cientemente

lento como para que se puedan despreciar los términos relacionados con la energía

cinética), se rige por las ecuaciones de continuidad, Eq. (3.2) y de Poisson, Eq.

(3.49). La solución de esta última ecuación en poros (bajo condiciones de contorno

muy estrictas: la presión (o �ujo) se establece en las caras de los extremos; velocidad

v es nula sobre la super�cie lateral y sobre la super�cie de los granos), es muy difícil

de obtener [135], dada la complejidad de la geometría de los poros, lo que contrasta

fuertemente con la naturaleza simple de la ley a nivel macroscópico.

96



Capítulo 4. Flujo del agua en suelos

Dada la linealidad de la ecuación de Poisson, y suponiendo las condiciones de

contorno dadas, la existencia y unicidad de la solución se tiene garantizada. La

relación (4.13), es decir, la proporcionalidad entre el gasto y la diferencia de pre-

sión para un determinado dispositivo experimental es predecible. Sin embargo, la

relación (4.16) es mucho menos trivial. De hecho, para un gasto q y un gradiente

de presión rP macroscópicos dados, las propiedades estadísticas de la solución de

las ecuaciones de Poisson son independientes de la forma de la muestra, y son carac-

terísticas macroscópicas del medio. En particular, las condiciones de contorno en la

super�cie externa de la muestra, siempre que sea de tamaño su�cientemente grande,

no tienen un efecto apreciable en la estructura del �ujo, excepto, por supuesto, en

las inmediaciones de las paredes.

Dado que no existe, en la naturaleza, el medio poroso in�nito, este sólo puede

ser un modelo matemático. Sin embargo, este modelo puede ser de gran interés

físico, en la medida en que sugieren relaciones experimentalmente controlables entre

la permeabilidad y las características estadísticas especí�cas de la geometría de los

poros.

Matemáticamente la noción física de un medio "estadísticamente.o "macroscópi-

camente"homogéneo, se trabaja mediante un ensamble aleatorio estacionario y ergódi-

co. A escala granulométrica, el medio, ("los poros"), se puede representar como un

ensamble aleatorio estacionario, de�nido por ejemplo por una función todo o na-

da, aleatoria, estacionaria y ergódica I (x): I (x) = 1 en el interior de los poros, y

I (x) = 0 en las super�cies de los granos y en su frontera. En este modelo, el problema

a resolver será el siguiente:

Encontrar un vector v (x), aleatorio y estacionario, que haga que se cumplan las
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condiciones siguientes:

�r2v = I (x)rp; r � v = 0; (4.17)

v (x) = I (x)v (x) ; E (v) = V =
Q

�

donde V = Q=� es un vector constante dado (Q es el �ujo macroscópico dado,

y � la densidad volumétrica del �uido). Bajo esta forma no es fácil establecer un

teorema de existencia y unicidad.

Para establecer el signi�cado físico de las ecuaciones (4.17), tómese en cuenta que

tanto v (x), como rp son consideradas aquí como funciones aleatorias estacionarias,
y que para la presión (o, más generalmente, la carga) p (x), la estacionalidad del gra-

diente no implica que p (x) sea estacionaria en si misma, (esto no es compatible con

la física del problema, ya que tendríamos que E (p (x)) = Cons:, es decir, una presión

macroscópica constante). De hecho, la estacionalidad del gradiente sólo implica que

p (x) es una función aleatoria intrínseca, es decir, tiene incrementos estacionarios. En

particular, p (x) no tendrá, en general covarianza estacionaria, si no un variograma


 (h) = I=2E
�
[p (x+ h)� p (x)]2

�
, el cual es, en general, inde�nidamente creciente

con respecto a h. Su esperanza, i. e. la presión macroscópica, será una función lineal

de x, que corresponde a un gradiente macroscópico (rP = E (rp)), constante. El
resultado de todo esto es que el modelo (4.17) sólo describe un �ujo macroscópica-

mente uniforme (Q yr P constantes). Pero, de hecho, seguirá siendo válido, al menos

en primera aproximación, en el caso de los �ujos macroscópicos cuasi uniformes, es

decir, que los �ujos pueden ser considerados como uniformes sobre un dominio �V

que puede ser pequeño en la escala macroscópica, pero lo su�cientemente grande en

comparación con las dimensiones granulométricas para las cuales el medio poroso

aparece ya como homogéneo por el efecto de la ergodicidad, (en suma para un �ujo

cuasi uniforme, donde, Q y rP ya no son constantes, sino que varían lentamente

en el espacio a la escala de los poros). En la práctica, para los poros de dimensión
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netamente milimétrica, �V será centimétrica o decimétrica.

Si se observa, el operador de la emergencia, o de cambio de escala, no es más la

media espacial, si no la esperanza matemática. Desde el punto de vista de la claridad

conceptual, se ha ganado mucho al remplazar una operación de estatus matemático

poco satisfactoria por un operador bien de�nido. Pero el signi�cado físico sigue siendo

el mismo, debido a la suposición de la hipótesis de ergodicidad, ya que la esperanza

es el límite de la media espacial tomada en dominios cada vez más grandes. En el

caso de un �ujo cuasi uniforme, uno ajusta la hipótesis de que este límite ergódico

es casi alcanzado para un dominio �V sobre el cual el �ujo macroscópico no di�ere

más que ligeramente de un �ujo uniforme.

La ley de Darcy

En un espacio de n dimensiones (n = 2 ó 3), elíjanse n vectores macroscópicas

constantes e1, e2, ::: en, linealmente independientes. Por ejemplo, e`, será el vector

unitario del eje de la coordinada `, y sus componentes serán: ei` = �i`. De acuerdo

con el teorema de existencia y unicidad, para cada índice ` = 1; 2; :::n, existe una y

sólo una solución de sistema (4.17), la cual es v` � rp` con E (v`) = e`. Partiendo

de la linealidad del sistema (4.17), cualquier otra solución posible sólo puede ser una

combinación lineal de estas n soluciones. Por ejemplo, para un �ujo macroscópico

Q = Q`e`, de componentes Q` dadas, la solución será

v =
Q`

�
u`; rP = Q`

�
rp`. (4.18)

Por hipótesis, los componentes vi`, de v` son tales que E (v
i
`) = �i`.

Ahora bien, sea
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Hi` = �
1

�
E (@ip`) . (4.19)

Tomando la esperanza de las ecuación (4.18), se obtendrá para el gradiente

macroscópico rP = E(rp) la relación

@iP = �
�

�
Hi`Q

`, (4.20)

donde si además se denota por K la matriz inversa de H, se tendrá que

Q` = ��
�
Ki`@iP (4.21)

Esta es la ley de Darcy, que obtiene como una simple consecuencia de la linealidad

del sistema (4.17) y del teorema de existencia y unicidad. El método en que se obtuvo

esta Ley es general. Sin embargo esta ecuación sólo dice que existe una relación

lineal entre el �ujo y el gradiente macroscópicos, pero no permiten calcular de forma

explícita el tensor K de las permeabilidades. Se debe mencionar aquí que, en el caso

isotrópico, se obtiene la desigualdad

K � �

12n
E
�
L2
�

(4.22)

donde � es la porosidad, n = 2 ó 3 el número de dimensiones del espacio, y E (L2)

la esperanza del cuadrado de cruzar los poros (evaluado únicamente la granulometría

en la medida).
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La composición de las permeabilidades

Después de estudiar la génesis de la permeabilidad de un medio poroso homogé-

neo, ahora se considerará el nivel en que esta permeabilidad aparece a un nivel

puntual, y la propia permeabilidad como una propiedad puntual del medio. Pasando

luego a una escala de observación aún mayor, se encontrará que el medio poroso no

puede ser considerado más como homogéneo. Las permeabilidades puntuales apare-

cerán ahora como las funciones kij (x) extremadamente variables de punto a otro,

x; del espacio. Se dirá entonces que ellas están regionalizadas. Sin embargo, esta

heterogeneidad observada a un nivel puntual, oculta una homogeneidad de natu-

raleza estadística, que se mani�esta en una escala superior. Esta homogeneidad, en

un lenguaje preciso, asume que las permeabilidades regionalizadas kij (x) pueden ser

consideradas como una realización de una función aleatoria (tensorial) ergódica y

estacionaria.

En estas condiciones, lo primero que cabe preguntar es si hay una génesis de una

nueva ley de Darcy, y si las propiedades hidrodinámicas de este medio, enmarcadas

a una escala superior, puede ser completamente caracterizada por una constante de

permeabilidad macroscópica K. En aquello que concierne a �ujos no uniformes, tales

como los �ujos radiales, la respuesta a esta pregunta es negativa. Lo que no es de

extrañar si se observa que la operación de cambio de escala y la transición a un

nivel superior no son realmente efectuadas para tales �ujos. Aquí la discusión se

limita a �ujo macroscópicamente uniforme o cuasi uniforme, es decir, una vez más,

los �ujos que pueden ser considerados como uniforme para una escala intermedia en

función de las dimensiones del volumen, pueden ser pequeño a nivel macroscópico,

pero lo su�cientemente grandes a un nivel puntual, para que las propiedades del

medio aparezcan ya como homogéneas por efecto de la ergodicidad. Al estudiar estos

�ujos, se observa que las líneas de corriente se desplieguen en grandes capas, lo cual

en efecto, hace que haya una permeabilidad macroscópica constante K.
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La ley de Darcy Macroscópica

Ahora bien, dada una permeabilidad kij (x) considerada una función aleatoria

estacionaria y un gradiente macroscópicamente constante @iP (o un �ujo macroscópi-

ca constante Qi), el problema es entonces buscar un gradiente aleatorio estacionario

@iP y un �ujo estacionario qi (x) tales que

r � q = 0; qi = �kij@jp; E(@ip) = @iP , (4.23)

(ó E (qi) = Qi). (4.24)

En las ecuaciones anteriores, para simpli�car las notaciones, se ha normalizado a

uno, tanto la viscosidad dinámica, como la densidad volumétrica de masa (� = � =

1). Por otro lado, la energía disipada admite, como ya se ha visto, la expresión

W = �qi@ip, (4.25)

pero W = W (x) es ahora una función aleatoria estacionaria. De acuerdo con la

Ley de Darcy, W se expresa entonces en función del tensor de permeabilidades k o

su inverso h, de acuerdo a la ecuación

W = @ipk
ij@jp = qihijq

j. (4.26)

Por lo tanto las dos formulaciones equivalentes del principio variacional son:
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-el mínimo de E (W ) = E (@ipk
ij@jp), bajo la condición E (@ip) = @iP dada,

lo que es equivalente a la condición r � q = 0 con qi = �kij@jp;

-o el mínimo de E (W ) = E (qihijq
j) con r � q = 0 y E (qi) = Qi dadas, que

es equivalente a hijqj = �@ip para un gradiente estacionario @ip.

A partir del principio variacional anterior, (con algunas hipótesis adicionales sobre

la función aleatoria k (x)), no es muy difícil establecer entonces en un teorema de

existencia y unicidad. Si se denota por @ip` y qi` (` = 1; 2:::n), a las n soluciones

particulares de�nidas como

E
�
@ip

`
�
= �li; @iq

i` = 0; qi` = �kij@jp`, (4.27)

se puede ver que la solución asociada a un gradiente macroscópico constante @iP

es

@ip = @ip
` � @`P ; qi = �qi`@`P . (4.28)

Pidiendo que Ki` = �E
�
qi`
�
, y como Qi = E (qi), se tendrá que

Qi = �Ki`@`P . (4.29)

Ésta es la ley de Darcy macroscópica [99]. El nuevo tensor K, que representa las

permeabilidades macroscópicamente constantes, siempre tiene el mismo signi�cado

energético. De hecho

W s` = �qi`@ips = @ip
`kij@jp

s (4.30)
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es una matriz simétrica positiva de�nida, que describe la energía disipada en

el nivel microscópico. Como qi` es un �ujo conservativo, y @ip
s un gradiente, se

encuentra que la esperanza es

E
�
W `s

�
= �E

�
qi`@ip

s
�
= �E

�
qi`
�
E (@ip

s) , (4.31)

que no es otra cosa más que la energía. Como E (@ips) = �si y E
�
qi`
�
= Ki` por

de�nición, se tiene entonces que

E
�
W `s

�
= K`s (4.32)

En particular, la matriz de permeabilidades macroscópicamente constante es en-

tonces simétrica y positiva de�nida.

4.3. Relaciones entre las curvas de retención de

humedad y de conductividad hidráulica de los

suelos

En el estudio de los fenómenos de transferencias de agua a los suelos, (in�ltración,

drenaje, evaporación y recarga de acuíferos), mediante la ley de Darcy, es de funda-

mental importancia el conocimiento de las características hidrodinámicas, las cuales

se conforman por la curva de retención de humedad del suelo, � ( ), y la curva de con-

ductividad hidráulica, M ( ); la primera de ellas, relaciona el contenido volumétrico

de agua (�) con la presión del agua en el suelo ( ) y la segunda la conductividad

hidráulica (K) con la misma presión del agua ( ). La relación entre estas dos curvas
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queda bien establecida al utilizar conceptos de la teoría de las probabilidades y de la

geometría fractal.

Por otro lado, la relación entre el contenido volumétrico de agua y la conductivi-

dad hidráulica se establece a partir de la hipótesis de que las leyes de Poiseuille y

Darcy describen el movimiento del agua en los niveles microscópico y macroscópi-

co, respectivamente. En la emergencia de la ley macroscópica a partir de la ley

microscópica, se hace la distinción entre los radios de poro que de�nen el área del

medio poroso y el volumen del mismo. Las relaciones entre los radios de poro y las

características geométricas del medio poroso, se establecen a partir de los conceptos

de la tortuosidad de las trayectorias del movimiento del agua y de la correlación

entre los poros por donde circula. Estos conceptos tienen como base una relación

entre el volumen total del medio poroso y la dimensión fractal del área super�cial

del suelo. Dicha relación permite obtener un modelo conceptual de la conductividad

hidráulica, en el cual se introduce la hipótesis clásica relativa a los pesos de los radios

en la resistencia ofrecida al movimiento del agua por el suelo, lo que a su vez permite

obtener diferentes modelos particulares.

La mayor parte de los modelos conceptuales de la conductividad hidráulica,

que aparece en la ley de Darcy generalizada a los suelos no saturados, están basados

en la ley de Poiseuille. Existe una primera familia de modelos, desarrolados en los

trabajos de Purcell [101], Gates y Lietz [102], y Childs y Collis-George [103], los

cuales están fundados en imágenes de medios porosos asimilados a tubos cilíndricos

o esferas, proporcionadas por la geometría de Euclides, o en consideraciones proba-

bilísticas. Una segunda familia de modelos se encuentra desarrollada en los trabajos

de Burdine [104], Fatt y Dykstra [105], Millington [106] y Quirk, Mualem [107], etc.

Esta segunda familia es en términos generales similar a la primera pero con correc-

ciones empíricas. Los autores justi�can sus correcciones diciendo que la geometría

del suelo es lo su�cientemente irregular o "tortuosa"para que modelos geométricos
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simplistas expliquen el todo.

Una tentativa de uni�cación de los modelos geométricos de la conductividad

hidráulica de los suelos no saturados es propuesta por Mualem y Dagan [108]. Estos

autores consideran que los �modelos geométricos�son de hecho modelos probabilísticos

que pueden ser deducidos a partir del modelo probabilístico propuesto por Childs y

Collis-George [103].

4.3.1. La curva de retención de humedad del suelo

El agua en el suelo, al igual que toda la materia, �uye de un punto con mayor

energía potencial a otro de menor, esta energía se transforma en energía cinética si el

agua se mueve de modo que su energía potencial disminuya o si para mover el agua

se emplea trabajo que aumente su energía potencial (Baver [109]).

El potencial de agua en un punto cualquiera del suelo, se de�ne como la energía

potencial por cantidad unitaria de agua, es decir, es el trabajo requerido para llevar

dicha unidad desde un estado de referencia estándar (generalmente el agua libre y

pura) hasta el punto bajo consideración (Groenevelt y Kijne [110]).

El potencial puede ser expresado en tres formas, a saber: a) energía por unidad

de masa [ m] = ergios=g; b) energía por unidad de volumen [ V ] = ergios=cm3,

cuyas unidades puede también interpretarse como unidades de presión (dinas=cm2)

y, c) con base en peso  , que es el resultado de dividir el potencial con base en masa

entre la aceleración de la gravedad k~gk, es decir, [ ] = [ m= k~gk] = cm. De aquí que

 V = � m, donde � es la densidad del agua.

Ahora bien, el agua en el suelo está sujeta a diversos campos de fuerzas que

resultan de la atracción de la matriz sólida, la presencia de solutos, la acción de la

presión externa de gas, la atracción gravitacional y otros. A cada uno de estos campos
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puede asociarse un potencial de modo que la suma de todos ellos es el potencial total,

i.e.

 t = z +  m +  o + � � � (4.33)

donde  t es potencial total, z el potencial gravitacional,  m el potencial de presión

(mátrico o capilar),  o el potencial osmótico y otros que se pueda adicionar (Hillel

[111]).

Los potenciales gravitacional y de presión son los de mayor importancia en el

�ujo de agua en el suelo y a su suma se le conoce como el potencial hidráulico (H).

El potencial gravitacional se mide a partir de la super�cie de los suelos (�z) y el de
presión, para el caso del �ujo en suelos no saturados, es una función del contenido

de humedad, es decir

H =  (�)� z (4.34)

donde � es el volumen de agua por unidad de volumen de suelo (L3L�3).

El potencial de presión puede cambiar de signo si el agua en el suelo está a una

presión mayor que la atmosférica. Se le considerado positivo normalmente, a menos

que el agua en el suelo este a una presión menor que la atmosférica, en cuyo caso

se le considera negativo (es una subpresión comúnmente conocida como tensión o

succión).

Como se muestra en la Fig. 4.1, el agua bajo la super�cie libre del agua está a

un potencial de presión positivo, en la super�cie libre este potencial es cero, y el
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Figura 4.1: Presión superatmosférica y subatmosférica abajo y arriba de una super-
�cie libre de agua (Hillel [111]).

agua que ha ascendido en el tubo capilar sobre la super�cie libre del agua está a un

potencial de presión negativo.

El potencial de presión negativo también es llamado potencial mátrico o potencial

capilar Hillel [111], y cuando es tomado en valor absoluto se le denomina succión

mátrica (Richards [112]). Este potencial resulta de las fuerzas capilares y de adsorción

debido a la matriz del suelo.

4.3.2. Curva característica de humedad del suelo.

La Ley de Darcy generalizada, la cual ha sido veri�cada experimentalmente por

Childs y Collis-George [103], y Vachaud [113], predice que la conductividad hidráulica

K (�) decrece rápidamente cuando (�) disminuye a partir de su valor a saturación

Ks, y de acuerdo con Philip [114], se debe a las siguientes razones:

a) La sección transversal total, útil para el �ujo, disminuye con �.

b) Los poros grandes son los primeros en vaciarse cuando � disminuye, y como la
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contribución K (�) por unidad de área varía bruscamente con el cuadrado del radio

del poro, es de esperarse que K (�) disminuya más rápidamente que �.

c) A medida que � disminuye, aumenta la probabilidad de que exista agua en los

poros y cuñas aisladas de la red general tridimensional del agua de los canales y las

películas. De modo que una vez que deja de haber continuidad, no puede haber �ujo

en la fase líquida, excepto el �ujo a través de las islas líquidas en series paralelas con

el sistema de vapor.

En un medio no saturado el potencial ( ) es negativo y es una función del con-

tenido de humedad (�). Un comportamiento típico de  (�) se muestra en la Fig.

4.2, en la cual se puede observar que  se incrementa a medida que � también, a

esta curva se le llama curva de retención de humedad del suelo o característica de

humedad del suelo (Childs [115]).

La curva característica de humedad es fuertemente afectada por la textura y la

estructura del suelo,de manera que, mientras mayor es el contenido de arcilla mayor es

la retención de agua para un valor dado de  y la pendiente de la curva es más suave;

por otro lado, los valores altos de  se ven afectados predominantemente por efectos

capilares, mientras que la parte de los valores bajos de  (en donde predominan los

fenómenos de adsorción) se ve menos afectada por la estructura que por la textura.

La pendiente de la curva característica de humedad del suelo, que representa

la variación de su contenido de humedad por unidad de variación de potencial, se

denomina generalmente capacidad diferencial o especí�ca de humedad, C (�), i.e.

C (�) =
d�

d 
(4.35)

Esta es una propiedad importante para el almacenamiento de agua en el suelo y
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Figura 4.2: Curva característica de humedad (curva frontera de mojado) para sable
de l�isere (Haverkamp [116])

a su disponibilidad para las plantas.

Una peculiaridad que presenta la curva característica de humedad, es su de-

pendencia del tipo de proceso que se haya seguido para su determinación: mediante

humedecimiento o mojado (sorción) o por el secado (desorción). Las curvas obtenidas

con estos procedimientos no coinciden, provocando con ello el fenómeno conocido co-

mo histéresis.

Poulovassilis [117] dio una descripción de la histéresis en términos físicos: si una

propiedad física Y depende de una variable independiente X, entonces puede ocurrir

que la relación entre Y yX es única y en particular, independiente de queX aumente

o disminuya; tal relación es irreversible. Muchas propiedades físicas son, sin embargo,

irreversibles, y aún cuando los cambios deX sean pequeños, la curva obtenida cuando

X incrementa no coincide con la curva obtenida cuando X disminuye. Así, la relación

 vs � es una relación irreversible.
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Figura 4.3: La Histéresis: a) curva frontera de mojado; b) curva frontera de secado;
c) curvas primarias de secado; d) curvas primarias de mojado; e) curvas interiores
(Childs [115])

La histéresis en la característica de humedad del suelo puede verse en la Fig. 4.3,

donde se muestra una sucesión de curvas obtenidas según el proceso que se haya

seguido. Las curvas completas entre los límites de potencial (suelo lo su�cientemente

seco y suelo saturado) son conocidos como las curvas de frontera, una rama es la

curva frontera de humedecimiento o mojado y la otra la curva de frontera de secado.

La histéresis ha sido generalmente omitida en la teoría y en la práctica de la física

de suelos, esto puede ser justi�cable en los procesos que envuelven sólo alguna rama

de la curva como la in�ltración (mojado) o evaporación (secado), pero el efecto de

histéresis puede ser importante en el caso de procesos compuestos en lo que ocurre

simultáneamente o secuencialmente el mojado y el secado en varias partes del per�l

del suelo, como en el caso de la redistribución de la humedad después de un riego

(Vachaud [113]). Así, es posible tener dos capas de suelo de la misma textura y

estructura con diferente contenido de humedad pero con idéntico estado energético

si sus historias de mojado o secado han sido diferentes.
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4.3.3. Modelo conceptual de conductividad hidráulica

En la literatura se ha establecido un modelo conceptual de la conductividad

hidráulica basado en la ley de Poiseuille del �ujo del agua en tubos capilares (e.g.

[108, 118, 119, 120, 121]). El modelo tiene la forma

K = FCf
Z



(R=T )2 d! (4.36)

donde 
 representa el dominio de los poros llenos de agua; F = �wg=� es la

�uidez, �w es la densidad del agua, � es el coe�ciente de viscosidad dinámica del

agua, g la aceleración gravitacional; R es el radio de poro; Cf el coe�ciente de forma

adimensional, el cual toma en cuenta la forma irregular del perímetro de los poros;

si R se toma como el radio hidráulico, Cf es llamado el coe�ciente de Koseny (Bear

[122]); T es el factor de tortuosidad de�nido por T = dzf=dz � 1, donde z es

la trayectoria rectilínea de las partículas de agua en la dirección macroscópica del

movimiento y zf es la trayectoria real de las partículas; ! es el área efectiva de �ujo

o porosidad areal parcial.

Fuentes y sus colaboradores ([118, 119, 120, 121]) han establecido una de�nición

del área efectiva de �ujo a partir de la idea probabilista de Childs y Collis-George

[103] y de los conceptos de la geometría fractal. Haciendo un corte perpendicular a la

trayectoria macroscópica de �ujo en el medio poroso se obtienen dos caras, las cuales

son ubicadas en las posiciones x, y (Fig. 4.4); los radios de los poros en la cara de la

posición x son denotados por r y los de la cara en la posición y por �. Una partícula

de agua ubicada en un poro de la cara x puede continuar su trayectoria por el mismo

poro capilar o cambiar a otro de igual o diferente tamaño. La modelación de estas

posibilidades de cambio se puede realizar equivalentemente con la introducción de la

probabilidad del encuentro de las caras en un punto intermedio z.
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Figura 4.4: Un corte en el suelo perpendicular a la dirección macroscópica de �ujo.
Los radios de los poros son caracterizados en cada cara por r y �.

Considerando que la función de densidad de porosidad volumétrica f (r) es la

misma en las dos secciones e iguales a la función densidad del área de �ujo en cada

sección, la probabilidad del intervalo que contiene r es precisamente igual al área

representada por d� (r) = f (r) dr y la probabilidad del intervalo que contiene a

� sobre la otra sección es igual a d� (�) = f (�) d�. La probabilidad de que los

poros representados por estos intervalos se encuentren de una manera completamente

aleatoria en una posición z es el producto de las dos probabilidades. El producto de

las áreas elementales d� (r) y d� (�) representa el área común de �ujo d! (r; �) =

d� (r) d� (�) = f (r) drf (�) d�; la integración de esta ecuación sobre todo el rango

del radio de poro permite obtener el área común total de �ujo como � = �� = �2,

donde � representa la porosidad areal total y � la porosidad volumétrica total. En

un sistema de capilares paralelos la partícula de agua continúa por el mismo poro,

se trata de un evento totalmente correlacionado, la porosidad areal es igual a la

porosidad volumétrica d! (r) = d� (r) = f (r) dr, con � = � ([101]).

En términos probabilísticos el modelo de Purcell representa una correlación com-

pleta entre las dos secciones, mientras que el de Childs y Collis-George representa una
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decorrelación completa; estos dos modelos representan los comportamientos extremos

posibles. Mualem y Dagan [108], señalan que el modelo de Purcell de la conductivi-

dad hidráulica puede ser formalmente deducido del modelo de Childs y Collis-George

si el área común de �ujo es rede�nida como: d! (r; �) = f (r) dr� (�� r) d�, donde �

designa la densidad de Dirac.

Es de esperarse que el comportamiento de los suelos se encuentra entre el com-

portamiento de los suelos de Purcell y Childs y Collis-George: generalmente el �ujo

del agua en el suelo no ocurre como en un sistema de capilares paralelos ni tampoco

es completamente aleatorio (Millington y Quirk [106]), ya que hay una geometría

del medio que determina el movimiento o una estructura jerarquizada en el suelo.

Un comportamiento intermedio puede ser obtenido si el suelo es considerado como

un objeto fractal ([118, 119, 120, 121, 123, 124, 125, 126]). Para esto se utilizará la

relación entre el área y el volumen de Mandelbrot.

4.3.4. El concepyo de tortuosidad

Los modelos que relacionan la conductividad hidráulica con la geometría del

medio poroso se fundamentan en dos leyes: i) la ley de Darcy en la escala "macroscópi-

ca", y ii) la ley de Poiseuille en la escala "microscópica". Adicionalmente, para de�nir

el tamaño del capilar que interviene en esta última se utiliza la ley de Laplace.

La ley de Darcy unidimensional vertical establece que el gasto por unidad de

super�cie de suelo o �ujo (q), es proporcionado por

q = �K@H

@z
(4.37)
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donde K es un coe�ciente denominado conductividad hidráulica del suelo; H es

el potencial hidráulico, igual a la suma del potencial de presión del agua en el suelo,

expresado como la altura de una columna equivalente de agua ( ), y el potencial

gravitacional, asimilado a la coordenada vertical (z).

La ley de Poiseuille establece que la velocidad media (v) en un tubo de radio R

es proporcionada por

v = �FCfR2
@H

@z
(4.38)

donde F y Cf son los mismos parámetros de�nidos en la ecuación (4.36). Por

otro lado, la ley de Laplace relaciona la presión del agua en el suelo  con un radio

de poro, esto es

R = �2� cos (�)
�wg 

; (4.39)

donde � es la tensión super�cial en la interfaz agua-aire y � es el ángulo de

contacto formado por esta interfaz con las partículas del suelo.

El concepto de tortuosidad en la teoría clásica de la conductividad ha sido intro-

ducido para corregir la ley de Poiseuille (p.e., Dullien [127]). La tortuosidad se de�ne

como

T =
dzf
dz

� 1; (4.40)
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Figura 4.5: El concepto de tortuosidad: i) la velocidad v es referenciada a la trayec-
toria z del movimiento; ii) la velocidad vf es referenciada a la trayectoria �tortuosa�
del movimiento.

donde zf representa la trayectoria �real� que sigue el agua en el medio poroso

(ver Fig. 4.5).

Las velocidades en el sentido de Poiseuille sobre la trayectoria rectilínea (v) y

sobre la trayectoria tortuosa (vf) se de�nen como

v =
dz

dt
; vf =

dzf
dt
; (4.41)

donde t es el tiempo. De aquí que la ecuación (4.40), se puede reeescribir como

T =
vf
v
� 1: (4.42)
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La velocidad tortuosa se obtiene de la fórmula de Poiseuille, evaluando el gradiente

hidráulico sobre la trayectoria tortuosa, es decir

vf = �FCfR2
@H

@zf
: (4.43)

Ahora bien, de la ecuación (4.40): @H=@z = �T (@H=@zf ). Con esta relación y
considerando la ecuación (4.42), se encuentra que la velocidad rectilínea corregida

por el efecto de tortuosidad

v = �FCf
�
R

T

�2
@H

@z
: (4.44)

La comparación de las ecuaciones (4.38) y (4.44) permite deducir que la velocidad

rectilínea está de hecho determinada no por el radio del capilar (R) que acompaña

a la trayectoria tortuosa, sino por un radio perpendicular a la trayectoria rectilínea

(Rs). De la Fig. 4.6 se in�ere que

T =
vf
v
=

R

Rs

: (4.45)

La ecuación (4.44) toma la forma

v = �FCfR2s
@H

@z
; (4.46)
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Figura 4.6: Los triángulos semejantes formados por los radios y las velocidades.

es decir, la corrección a la ley de Poiseuille original consiste simplemente en la

introducción del radio perpendicular que le corresponde a la trayectoria rectilínea.

Esta observación es muy importante ya que en ocasiones no se toma en cuenta que

el radio que determina la presión del agua en el suelo es, en general, diferente del

radio que determina la velocidad �macroscópica�del agua en el suelo.

La relación entre las escalas microscópica y macroscópica, es decir entre la ley de

Poiseuille y la ley de Darcy, se obtiene bajo el razonamiento siguiente. Considérese

el movimiento en la dirección del eje z y hágase un corte perpendicular al eje, se

obtienen dos secciones, de área total AT cada una. El gasto o volumen que atraviesa

una área elemental dA en la unidad de tiempo es dQ = vdA, mientras que el gasto

con respecto al área total correspondiente es proporcionado por dq = vd!, donde

dq = dQ=AT y d! = dA=AT , de aquí que el �ujo total es
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q =

Z



vd! = �FCf
@H

@z

Z



R2sd!; (4.47)

donde 
 representa el dominio de los poros llenos con agua.

Es importante observar que ! es una medida del área perpendicular a la dirección

macroscópica expuesta por los poros, es decir ! está relacionada con Rs, mientras

que la medida del volumen de los poros (V ) relativa al volumen total de suelo (VT ),

denotada por � y de�nida de manera que d� = dV=VT , está relacionada con el radio

perpendicular a la trayectoria tortuosa (R). El área total de los poros expuestos,

relativa al área total del corte perpendicular del suelo, o porosidad areal total (�) es

proporcionada por

Z

T

d! = �; (4.48)

y el volumen total de los poros relativa al volumen total del suelo considerado, o

porosidad volumétrica total (�), es proporcionado por

Z

T

d� = �; (4.49)

donde 
T representa el dominio total de los poros.

La identi�cación de las ecuaciones (4.37) y (4.47) proporciona una expresión

conceptual de la conductividad hidráulica

119



Capítulo 4. Flujo del agua en suelos

K = �FCf
Z



R2sd!: (4.50)

Es cómodo separar los diferentes efectos sobre la conductividad hidráulica

debidos a las propiedades del �uido y la geometría del suelo, introduciendo el coe�-

ciente de permeabilidad (k), denominado también permeabilidad intrínseca, de�nido

de modo que K = kF , esto es

k = Cf

Z



R2sd!: (4.51)

El valor de la permeabilidad cuando el conjunto de los poros está totalmente lleno

con agua es llamado permeabilidad total o saturada (ks) y de�nido por

ks = Cf

Z

T

R2sd!: (4.52)

La permeabilidad con respecto a este valor, o permeabilidad relativa (kr), se de�ne

por

kr =
k

ks
=

R



R2sd!R

T

R2sd!
: (4.53)
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La interpretación de las diferentes variables en la ecuación (4.53) así como la

manera de integrarla, han conducido a numerosos modelos que describen la con-

ductividad hidráulica, como se puede constatar en la literatura (e.g. Purcell [101];

Gates y Lietz [102]; Childs y Collis-George [103]; Burdine [104]; Fatt y Dykstra [105];

Marshall [128]; Wyllie y Gardner [129]; Millington y Quirk [106]; Kunze et al. [130];

Mualem [107]). Una revisión de estos modelos es ofrecida por Mualem y Dagan [108].

En lo que sigue, y teniendo como marco de referencia la geometría fractal (Rieu

y Sposito [124, 125]; Fuentes et al. [120]; Olescho et al. [126]), se analizaran las cor-

recciones empíricas introducidas desde hace medio siglo en la búsqueda desenfrenada

del "mejor modelo"de predicción de la permeabilidad. Los principales modelos clási-

cos de la conductividad presentados en la literatura, serán deducidos a partir de las

condiciones utilizadas en los modelos propuestos por Purcell [101]-Gates y Lietz [102]

y Childs y Collis-George [103], los cuales representan los extremos de este modelado.

4.4. El suelo como un objeto fractal

Para explicar las correcciones empíricas en los modelos clásicos de la conductivi-

dad hidráulica, se introducen algunos conceptos básicos de la geometría fractal.

4.4.1. De�niciones

Se de�ne el tamaño jU j = r de un subconjunto U no vacío de <E, donde
E es la dimensión de Euclides (aquí E = 3) y < el conjunto de los números

reales, como la distancia más grande entre un par de puntos x e y en U , i.e.:

jU j = sup fjx� yj : x; y 2 Ug. Si fUjgr es una colección contable (�nita o in�nita)
de conjuntos, cuyos tamaños son inferiores o iguales a r, que cubre un conjunto F ,

i.e. F es un subconjunto de la unión de los conjuntos Uj, con 0 < jUjj = rj � r, se
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dice que fUjg es una r-cubierta de F .

La medida de Lebesgue. Para un subconjunto F de <E se de�ne para cada r > 0
la medida siguiente

LEr (F ) = inf

(X
j

rEj : rj = jUjj ; fUjg ; r � cubierta de F

)
: (4.54)

La medida E-dimensional de Lebesgue del conjunto F , denotada por LE (F ), se

de�ne como el límite de la ecuación (4.54) cuando r tiende a cero

LE (F ) = l��m
r!0

LEr (F ) : (4.55)

Existen subconjuntos del conjunto de los números reales, cuya cantidad de ele-

mentos es igual al propio conjunto de los números reales y que su medida de Lebesgue

es cero. El ejemplo clásico es el conjunto perfecto de Cantor, un subconjunto del in-

tervalo [0; 1]. Este conjunto tiene entre sus propiedades la de no contener ningún

intervalo, esto es, el conjunto de Cantor está formado sólo por puntos y cada uno de

ellos es de acumulación.

Se hace notar que la medida de Lebesgue no hace diferencia entre un punto

aislado y el conjunto de Cantor, los dos conjuntos tienen medida de Lebesgue cero

y es deseable poder hacer una diferencia entre estos dos conjuntos. También existen

conjuntos que sin contener ningún intervalo tienen medida de Lebesgue positiva,

ejemplos de estos conjuntos son los llamados conjuntos �gordos�de Cantor que están

formados sólo por puntos de acumulación.
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Es por lo tanto conveniente de�nir una medida mas ��na�que la de Lebesgue.

Una medida que haga diferencia entre puntos aislados y el �polvo�de Cantor. Una

medida capaz de diferenciar fractales.

La medida de Hausdor¤ . Para un subconjunto F de <E se puede de�nir para
cada r > 0 la medida siguiente (Falconer [132])

HS
r (F ) = inf

(X
j

rSj : rj = jUjj ; fUjg ; r � cubierta de F

)
; (4.56)

donde S es un número no negativo, no necesariamente entero.

Cuando se está interesado en minimizar, para cada cubierta de F de tamaños

inferiores o iguales a r, la suma de los tamaños de los conjuntos cubiertas a la potencia

S, la clase de cubiertas admisibles de F se reduce a medida que r disminuye (Falconer

[132]); esto implica que el in�mum de la suma disminuye y tiende a un límite cuando

r tiende a cero. Es decir

HS (F ) = l��m
r!0

HS
r (F ) ; (4.57)

donde HS (F ) es la medida S-dimensional de Hausdor¤ del conjunto F .

La dimensión de Hausdor¤-Besicovich. Un grá�co deHs (F ) en función de S (0 � S � E)

muestra que existe un valor crítico de S donde la medida de Hausdor¤ salta de 1
a 0 (e.g. Falconer [132]). Este valor crítico D = dim (F ) es llamado dimensión de

Hausdor¤-Besicovitch del conjunto F .

La dimensión fractal de Mandelbrot. Si F es cubierto por una colección �nita de
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conjuntos (j = 1; 2; :::; Nr ) de la misma forma y tamaño (r), de las ecuaciones (4.56)

y (4.57) se obtiene

HD = l��m
r!0

�
Nrr

D
�
: (4.58)

Usando esta relación y la continuidad de la funcion logaritmo, Mandelbrot [123]

de�ne una nueva dimension como sigue

D = l��m
r!0

"
log (Nr)

log
�
H
r

� # : (4.59)

Se puede demostrar que se satisface la desigualdad siguiente: dim (Hausdor¤-Besicovich) �
dim (Mandelbrot). La dimension de Mandelbrot es fácil de calcular y usualmente

aproxima rapidamente la dimension de Hausdor¤-Besicovich, que es di�cil de calcu-

lar.

La ecuación (4.58) indica que si el suelo se considera como un objeto fractal,

el número de conjuntos cubiertas de tamaño r es inversamente proporcional a rD

cuando r ! 0, es decir

Nr =

�
H

r

�D
: (4.60)

Volumen del Cuerpo Paralelo. Se de�ne el cuerpo r-paralelo Pr de un conjunto

F por: Pr (F ) =
�
x 2 <E : jx� yj � r; y 2 F

	
. El volumen del cuerpo paralelo se
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obtiene como el producto del volumen del conjunto cubierta, es decir crE donde c es

un coe�ciente de forma (c = 1 si las cubiertas son paralelepípedos), y del número de

cubiertas, es decir: volE (Pr) = Nrcr
E. Considerando la ecuación (4.60), se obtiene

cuando r ! 0

volE (Pr) = cHE
� r
H

�E�D
: (4.61)

La relación (4.61) puede ser utilizada para estimar la dimensión fractal a partir

del volumen del cuerpo paralelo. Es decir

D = E � l��m
r!0

log
h
volE(Pr)
cHE

i
log
�
r
H

� : (4.62)

Se debe notar que el volumen del cuerpo paralelo del fractal no es igual al volumen

de la cáscara, esta última de�nida por: Cr (F ) =
�
x 2 <E � F : jx� yj � r; y 2 F

	
.

La masa contenida en los conjuntos cubiertas. La masa en la geometría de Euclides

es proporcional al volumen de los conjuntos cubiertas:mr / rE. En la geometría frac-

tal E se reemplaza por la dimensión fractal (Mandelbrot [123]): mr / rD. De esta

relación se puede inferir que la medida de Hausdor¤, de�nida por las ecuaciones

(4.56) y (4.57) con S = D, es de hecho una medida de masa. Esta proporción se

transforma en una igualdad con el auxilio de la escala H de�nida por la ecuación

(4.58): mr = mH (r=H)
D, dondemH es la masa correspondiente a r = H. Puesto que

en la ecuaciones (4.58) y (4.61) se han considerado conjuntos cubiertas de la misma

forma, se tiene: mH = �HcH
E, donde la densidad �H corresponde a r = H. De aquí

se puede establecer que cuando r ! 0
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mr = �HcH
E
� r
H

�D
: (4.63)

Si la masa se expresa comomr = �rcr
E, la densidad (�r), considerando la ecuación

(4.63), queda de�nida por (r ! 0)

�r = �H

�
H

r

�E�D
: (4.64)

De acuerdo con las ecuaciones (4.60), (4.61), (4.63) y (4.64) se satisfacen los

limites siguientes

�HcH
E = l�{m

r!0
[Nrmr] ; (4.65)

�HcH
E = l�{m

r!0
[�rvolE (Pr)] : (4.66)

Se puede de�nir una densidad (< �r > ) de modo que la masa contenida en los

conjuntos cubiertas sea obtenida a partir del volumen del cuerpo paralelo. Cuando

r ! 0

mr =< �r > volE (Pr) ; (4.67)

126



Capítulo 4. Flujo del agua en suelos

donde

< �r >= �H

� r
H

�2D�E
: (4.68)

La relación Super�cie-Volumen de Mandelbrot. Puesto que el volumen (V ) es

proporcional a L3 y el área (A) a L2, donde L representa una longitud, V 1=3 es

proporcional a A1=2 en la geometría de Euclides. De acuerdo con Mandelbrot, en

la geometría fractal V 1=3 es proporcional a A1=D, donde D es la dimensión fractal

(Mandelbrot [123]). Esta proporción puede ser generalizada de la manera siguiente

sup E (F ) / [volE (F )]D=E : (4.69)

La equivalencia Super�cie-Masa. El volumen de cada conjunto cubierta es pro-

porcionado por crE. De la ecuación (4.69) se obtiene la proporción: supE (U) / rD.

Considerando la ecuación (4.63) se establece la equivalencia siguiente

mE (F ) / sup E (F ) : (4.70)

Cuando se reemplaza la masa por la super�cie en las ecuaciones (4.63)-(4.68), la

densidad �H , en lugar de representar el contenido de masa en una unidad de volumen,

representa el contenido de super�cie en una unidad de volumen correspondiente a

r = H.
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4.4.2. Relación entre la dimensión fractal y la porosidad

El enfoque de Millington y Quirk [106], es de gran ayuda en la explicación a

las correcciones empíricas introducidas en los modelos de Purcell y Childs y Collis-

George de la permeabilidad, especialmente en lo referente a la justi�cación de la

expresión (1� �)s + �2s = 1 en el contexto de la geometría fractal.

Considerando al suelo como un objeto fractal, se puede aplicar la ecuación

(4.69) de la manera siguiente. Si �s = 1 � � representa el volumen de los sólidos

relativo al volumen total de suelo, (o "solidicidad volumétrica"), entonces el área de

los sólidos relativa al área total del suelo, (o "solidicidad areal"), �s, será igual a �
s
s,

con s = D=E. Siguiendo una idea probabilística, se hace un corte perpendicular a la

dirección macroscópica del movimiento para obtener dos secciones paralelas situadas

en x e y del eje del escurrimiento. Sobre cada sección el área de los poros es, según

la ecuación (4.63), igual a �s. La probabilidad total del encuentro de las secciones

(�) en un punto intermedio es el área de �ujo: � = �s�s = �2s.

Puesto que �s+� = 1 y �s+� = 1 se establece la relación fundamental siguiente

(1� �)s + �2s = 1; (4.71)

donde s = D=E. En otros términos se tiene:

solidicidad areal

�s = 1� � = (1� �)s = �ss; (4.72)

porosidad areal

� = �s�s = �2s: (4.73)
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A partir de la ecuación (4.71) se puede demostrar que � � � y:

Para �! 0

s (�) =
1

2
+

ln 2

2
h
1 + ln

�
1
�

�i : (4.74)

Para �! 1

s (�) = 1� ln 2

ln
�

1
1��

� : (4.75)

De donde

1

2
< s < 1: (4.76)

Las ecuaciones (4.71) y (4.73) establecen que la dimensión fractal de los suelos

(E = 3) satisface: 3=2 < D < 3. Según estos resultados se puede inferir que: i) el

modelo de la permeabilidad de Purcell [la porosidad areal es igual a la porosidad

volumétrica] es representativo de los suelos donde la porosidad es pequeña como en

los suelos arenosos, y ii) el modelo de la permeabilidad de Childs y Collis-George

[una decorrelación completa entre las secciones de interacción] es representativo de

los suelos donde la porosidad es grande como en los suelos arcillosos.

Algunos valores importantes de la dimensión fractal y de la porosidad se obtienen

en los siguientes casos.

1) Para el valor de Millington y Quirk s = 2=3 (E = 3 ) D = 2), se puede

demostrar, a partir de la ecuación (4.71), que la porosidad volumétrica (�) satisface

el polinomio siguiente
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�9 + 3�7 � 6�6 + 3�5 � 12�4 + 40�3 � 60�2 + 39�� 8 = 0: (4.77)

La raíz en (0; 1) es � �= 0;3671 lo que conduce a � �= 0;2628.

2) Si la porosidad volumétrica es igual a la solidicidad volumétrica, es decir,

� = �s = 1=2 entonces de la ecuación (4.71)

�
1

2

�s
+

�
1

2

�2s
=

�
1

2

�s
+

�
1

4

�s
= 1; (4.78)

haciendo x = (1=2)s, se obtiene la ecuación que de�ne la proporción áurea (Hunt-

ley, 1970): x2 + x+ 1 = 0. La raíz positiva proporciona:

solidicidad areal

�s =

p
5�1
2

�= 0;6180;

dimensión fractal

s = log2

 
1 +

p
5

2

!
�= 0;6942: (E = 3) D �= 2;0827) ;

y porosidad areal

� =

 p
5� 1
2

!2
�= 0;3820:

3) Si la porosidad areal es igual a la solidicidad areal, es decir � = �s = 1=2,

entonces de la ecuación (4.71)
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�
1

2

� 1
s

+

�
1

2

� 1
2s

=

�
1

4

� 1
2s

+

�
1

2

� 1
2s

= 1; (4.79)

haciendo x = (1=2)1=2s, se obtiene de nuevo la ecuación x2+ x+1 = 0 que de�ne

la proporción áurea. La raíz positiva proporciona:

porosidad volumétrica

� =

p
5�1
2

�= 0;6180;

dimensión fractal

s =
1

2 log2

�
1+
p
5

2

� �= 0;7202: (E = 3) D �= 2;1606) ;

y solidicidad volumétrica

�s =
3�

p
5

2
�= 0;3820:

4.4.3. Las densidades

Teniendo en cuenta la estructura de la ecuación (4.72) la super�cie de los sólidos

contenida en las cubiertas, considerando la ecuación (4.70), es proporcionada por

ms (r) = �scH
E
s

�
r

Hs

�D
; (4.80)

cuando r ! 0, donde Vs = cHE
s es el volumen total de los sólidos y �s es la

densidad total de los sólidos. La densidad de los sólidos correspondiente a r se obtiene

de la ecuación (4.64) (r ! 0)
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�s (r) = �s

�
Hs

r

�E�D
; (4.81)

Las ecuaciones (4.60) y (4.61) correspondientes a los sólidos se escriben, cuando

r ! 0, como sigue

Ns (r) =

�
Hs

r

�D
; (4.82)

volE (Pr) = cHE
s

�
r

Hs

�E�D
: (4.83)

De manera análoga, y de acuerdo con la estructura de la ecuación (4.73), la

super�cie de los poros contenida en las cubiertas, considerando la ecuación (4.70), es

proporcionada por

mv (r) = �vcH
E
v

�
r

Hv

�2D
; (4.84)

cuando r ! 0, donde Vv = cHE es el volumen total de los poros y �v es la

densidad total de los poros. La densidad de los poros correspondiente a r, cuando

r ! 0, se obtiene de la ecuación (4.68)

�v (r) = �v

�
r

Hv

�2D�E
: (4.85)
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Puesto que el volumen total de suelo (Vt = cHE
t ) es igual a la suma de los

volúmenes totales de los sólidos (Vs = cHE
s ) y de los poros (Vv = cHE

v ), se establece

que

HE
s +HE

v = HE
t ; (4.86)

�s =
HE
s

HE
t

; (4.87)

� =
HE
v

HE
t

: (4.88)

De igual manera, la suma de la super�cie total de los sólidos (Ms) y la super-

�cie total de los poros (Mv) es igual a la super�cie total del suelo (Mt). Dada la

equivalencia entre la super�cie y la masa establecida en la ecuación (4.70), se tiene:

Ms = �scH
E
s , Mv = �vcH

E
v y Mt = �tcH

E
t , donde �s es la densidad de los sólidos, �v

es la densidad de los poros y �t es la densidad total del suelo. Las ecuaciones (4.86),

(4.87) y (4.88) permiten establecer

�s (1� �) + �v� = �t: (4.89)
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La comparación de las ecuaciones (4.71) y (4.89), permiten obtener las de�niciones

siguientes de las densidades totales

�s = �t�
s�1
s = �t

�
Hs

Ht

�D�E
; (4.90)

�v = �t�
2s�1
s = �t

�
Hv

Ht

�2D�E
: (4.91)

Se puede ver que la ecuación (4.90) es análoga a la ecuación (4.81), y que la

ecuación (4.91) es análoga a la ecuación (4.85).

4.4.4. Las porosidades parciales.

Relación entre las porosidades parciales volumétrica y areal. Cuando los poros no

se encuentran totalmente llenos con agua la relación entre las porosidades areal y

volumétrica de�nida por la ecuación (4.73) debe ser generalizada a las porosidades

parciales. Se de�ne a � como la porosidad volumétrica parcial (o contenido volumétri-

co de humedad cuando los poros contienen alguna cantidad agua), y a ! como la

porosidad areal parcial (o área común de �ujo) correspondiente. La relación entre la

porosidad areal parcial (!) y la porosidad volumétrica parcial (�) se obtiene a partir

de la ecuación (4.73)

! = �2s con 0 � ! < � y 0 � � � �; (4.92)
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donde se puede de�nir

! (Rs) =

RsZ
0

g (rs) drs: (4.93)

en la cual g (rs) es la función densidad de porosidad areal.

La porosidad volumétrica parcial en el suelo. En el trabajo pionero de Brooks

y Corey [133], se argumenta experimentalmente que la relación entre el contenido

volumétrico de agua y la presión del agua, llamada curva característica de humedad o

curva de retención, es bien representada por una función potencia cuando la presión

es pequeña, es decir: � ( ) / 1= j j�, cuando  � 0, y � > 0. Considerando lo

anterior y la ley de Laplace de�nida por la ecuación (4.39), la relación entre la

porosidad volumétrica parcial y el radio de poro es bien representada por una función

en potencia, es decir � (R) / R� cuando R ! 0; la potencia es llamada �indice de

poros�. De�niendo un tamaño de poro crítico R0, asociado a una presión crítica en el

sentido de Brooks y Corey, y la porosidad volumétrica parcial en función del tamaño

de poro R, se puede escribir la porosidad volumétrica parcial de la manera siguiente

� (R) = �S

�
R

R0

�
; (4.94)

donde la función S (�) está de�nida por

S (�) = ��; (4.95)

y representa el grado de sturación en el suelo.
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Puesto que R es el radio perpendicular a la trayectoria tortuosa y Rs es el radio

perpendicular a la trayectoria rectilínea en un punto dado, es razonable suponer

que la contribución relativa a la porosidad volumétrica por el primero, es la misma

contribución relativa a la porosidad areal por el segundo. En otros términos, se puede

escribir una relación análoga a la ecuación (4.94) para la porosidad areal

! (Rs) = �S

�
Rs

Rs0

�
; (4.96)

donde el radio Rs0 corresponde al radio R0.

La combinación de las ecuaciones (4.94), (4.95) y (4.96), considerando las ecua-

ciones (4.73) y (4.92), permite establecer la relación siguiente entre Rs y R

Rs

Rs0

=

�
R

R0

��
: (4.97)

4.4.5. La semi-porosidad areal.

Se introduce el concepto de �semiporosidad� areal, útil para la integración del

modelo (4.51). Según la ecuación (4.73) la porosidad areal o probabilidad en x e

y es de�nida respectivamente por: �x = �2sxx y �y = �2syy , donde sx y sy son las

dimensiones fractales relativas a la dimensión de Euclides en los puntos x e y respec-

tivamente, calculadas en función de �x y �y con la utilización de la ecuación (4.71);

estas porosidades pueden ser diferentes si el suelo es heterogéneo. La porosidad areal

en una z intermedia a x e y está dada por � =
p
�x
p
�y. En otros términos, la
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porosidad areal o probabilidad en z es el resultado de una �parte�de la probabilidad

en x igual a
p
�x y de otra �parte�en y igual a

p
�y. Se denomina a esta probabilidad

una semiprobabilidad o semiporosidad areal, denotada por ' y de�nida como

' =
p
� = �s: (4.98)

La relación entre la semiporosidad areal parcial, denotada por �!, y la porosidad

volumétrica parcial (�) se obtiene a partir de la generalización de la ecuación (4.98),

es decir

�! =
p
! = �s con 0 � �! � ': (4.99)

La semiporosidad areal total (') satisface que

Z

T

d�! = ': (4.100)

Para caracterizar las dos secciones situadas en x e y sobre la trayectoria rectilínea,

se utiliza la notación (rs; �s) para designar los tamaños que de�nen la porosidad areal

parcial y la notación (~rs; ~�s) para designar su raíz, que de�nen la semiprobabilidad

parcial o semi-porosidad areal parcial (�!). De acuerdo con las ecuaciones (4.97) y

(4.99)

~Rs

~Rs0

=

r
Rs

Rs0

=

�
R

R0

�s
; (4.101)
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donde ~Rs0 corresponde a Rs0.

De las ecuaciones (4.94), (4.95) y (4.101), se sigue

�!
�
~Rs

�
= 'S

�
~Rs= ~Rs0

�
: (4.102)

4.4.6. La tortuosidad local o capilar.

La tortuosidad local o capilar, es decir la tortuosidad en función de cada tamaño

de poro (r), se deduce de la introducción de la ecuación (4.97) en la ecuación (4.45)

T (r) = T0

�
R0
r

��
con 0 < � = 2s� 1 < 1; (4.103)

donde T0 = R0=Rs0.

Se debe observar que la forma de la ecuación (4.103), justi�ca en el formalismo

fractal la relación empírica de una dependencia en potencia entre la tortuosidad y

el radio de los poros propuesta por Fatt y Dysktra [105]. Por otro lado también,

se debe observar que para s = 1=2 (� = 0), T = T0 = const:, resultado propuesto

por Purcell para un sistema de capilares paralelos y aplicable cuando la porosidad

tiende a cero. Mientras que para el modelo Childs y Collis-George (aplicable para los

suelos en donde la porosidad tiende a la unidad), es necesario introducir la corrección

por tortuosidad con s = 1 (� = 1). Es importante notar también que TE (r) es

inversamente proporcional a la densidad �v (r), de�nida por la ecuación (4.85).
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4.5. Modelos fractales de la conductividad hidráuli-

ca

Las semiporosidades areales parciales en los puntos x e y sobre la trayectoria

rectilínea son representadas respectivamente por �!x y �!y. El área de �ujo en un

punto intermedio es de�nida por

d! (~rs; ~�s) = d�!x (~rs) d�!y (~�s) : (4.104)

La integral (4.51) que derermina al coe�ciente de permeabilidad o permeabilidad

intrínseca, toma la forma

k = Cf

Z



[Rs (rs; �s)]
2 d�!x (~rs) d�!y (~�s) : (4.105)

donde ~rs (o ~�s) esta relacionado con rs (o �s) a través de la ecuación (4.101).

Las interpretaciones del radio Rs que interviene en esta última expresión conducen

a diferentes modelos de la permeabilidad, a saber.

4.5.1. Modelo del �poro pequeño�

Utilizando la hipótesis de Childs y Collis-George [103],para los radios perpendic-

ulares a la trayectoria rectilínea

Rs = m��n (rs; �s) : (4.106)
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La integración de (4.105) es

k = Cf

264 ~�s=
~RsZ

~�s=0

~rs=~�sZ
~rs=0

r2sd�!x (~rs) d�!y (~�s) +

~�s=
~RsZ

�s=0

~rs= ~RsZ
~rs=~�s

�2sd�!x (~rs) d�!y (~�s)

375 : (4.107)

Para un suelo homogéneo (�!x = �!y = �!) las integrales son iguales, esto es

k = 2Cf

~RsZ
0

h
�!
�
~Rs

�
� �! (~rs)

i
r2sd�! (~rs) : (4.108)

4.5.2. Modelo de la media geométrica

Adoptando la hipótesis original debida a Mualem [107], que considera el radio

volumétrico R como la media geométrica de r y �, para los radios areales

R2s = rs�s: (4.109)

La ecuación (4.105) de la permeabilidad se transforma en

k = Cf

~RsZ
0

rsd�!x (~rs)

~RsZ
0

�sd�!y (~�s) : (4.110)
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Si el suelo es homogéneo (�!x = �!y = �!)

k = Cf

264 ~RsZ
0

rsd�! (~rs)

375
2

: (4.111)

4.5.3. Modelo del �poro neutro�

Cuando se considera que no hay preferencia por los radios,

Rs = rs o Rs = �s; (4.112)

se obtiene a partir de la ecuación (4.105)

k = Cf �!x

�
~Rs

� ~RsZ
0

�2sd�!y (~�s) = Cf �!y

�
~Rs

� ~RsZ
0

r2sd�!x (~rs) : (4.113)

Si el suelo es homogéneo se tiene (�!x = �!y = �!)

k = Cf �!
�
~Rs

� ~RsZ
0

r2sd�! (~rs) : (4.114)
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4.5.4. Modelo del �poro grande�

Consideremos �nalmente que el poro de radio más grande determina la resistencia

al �ujo

Rs = �s si rs < �s; (4.115)

o

Rs = rs si �s < rs;

es decir Rs = m�ax (rs; �s).

Con esta hipótesis la ecuación (4.105) conduce a

k = Cf

264 ~rs= ~RsZ
~rs=0

~�s=~rsZ
~�s=0

r2sd�!x (~rs) d�!y (~�s) +

~�s=
~RsZ

~�s=0

~rs=~�sZ
~rs=0

�2sd�!x (~rs) d�!y (~�s)

375 : (4.116)

y realizando la primera integral, a

k = Cf

264 ~RsZ
0

r2sd�!y (~rs) d�!x (~rs) +

~RsZ
0

�2sd�!x (~�s) d�!y (~�s)

375 : (4.117)

Para el suelo homogéneo (�!x = �!y = �!)
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k = 2Cf

~RsZ
0

r2s �! (~rs) d�! (~rs) : (4.118)

4.5.5. Modelos de la conductividad.

La conductividad de cada poro capilar es

KC (r) = KC0

�
r

R0

�4s
, (4.119)

donde

KC0 =
�wg

�
CfR

2
S0 =

�wg

�
Cf
R20
T 20
, (4.120)

y KC0 es la conductividad del poro de radio R0.

A partir de las ecuaciones (4.108), (4.111), (4.114) y (4.118), considerando las

ecuaciones (4.39), (4.97) y (4.103), se pueden obtener los modelos de la conductividad

hidráulica correspondientes a las hipótesis de poro pequeño, de media geométrica,

neutro y grande respectivamente y como sigue

K (R) = 2

RZ
0

[�s (R)� �s (r)]KC (r) d�
s (r) ; KC =

1

2

d

d�s

�
dK

d�s

�
, (4.121)

K (R) =

24 RZ
0

p
KC (r)d�

s (r)

352 ; KC =
1

4K

�
dK

d�s

�2
, (4.122)
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K (R) = �s (R)

RZ
0

KC (r) d�
s (r) ; KC =

d

d�s

�
K

�s

�
, (4.123)

K (R) = 2

RZ
0

KC (r) �
s (r) d�s (r) ; KC =

1

2�s
dK

d�s
, (4.124)

En estos modelos se puede incorporar el contenido volumétrico de agua residual

(�r), de�nido por Brooks y Corey [133], de manera que K (�r) = 0, reemplazando a

� y a � por �ef = � � �r y �ef = � � �r, que son el contenido volumétrico de agua

y la porosidad volumétrica efectivos, respectivamente; si en un suelo saturado queda

aire atrapado en los intersticios, la porosidad total � se reemplaza por �s, el con-

tenido a saturación. La dimensión fractal relativa correspondiente se deberá calcular

reemplazando � en la ecuación (4.71) por la porosidad efectiva. En consecuencia, el

contenido volumétrico de agua residual y de aire atrapado se adiciona a la solidicidad

volumétrica total.

Ahora bien, si se introduce el grado efectivo de saturación de�nido por

� =
� � �r
�s � �r

(4.125)

donde �s es el contenido de humedad a saturación asimilado generalmente a la

porosidad total (�), �r es el contenido de humedad residual de�nido de modo que la

succión del agua es muy grande o que la presión del agua es muy pequeña (	! �1);
los modelos anteriores se reescriben de la siguiente manera
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K (R) = 2�2sef

RZ
0

[�s (R)��s (r)]KC (r) d�
s (r) ; KC =

1

2�2sef

d

d�s

�
dK

d�s

�
;

(4.126)

K (R) = �2sef

24 RZ
0

p
KC (r)d�

s (r)

352 ; KC =
1

4�2sefK

�
dK

d�s

�2
; (4.127)

K (R) = �2sef�
s (R)

RZ
0

KC (r) d�
s (r) ; KC =

1

�2sef

d

d�s

�
K

�s

�
; (4.128)

K (R) = 2�2sef

RZ
0

KC (r)�
s (r) d�s (r) ; KC =

1

2�2sef�
s

dK

d�s
. (4.129)

Para calcular las integrales en los diferentes modelos existen varias posibilidades

como: i) proporcionar la curva de retención de humedad y una relación entre los

radios de poros y de curvatura, ii) proporcionar la variación de la conductividad

capilar con respecto al contenido de humedad o la dependencia de ésta con respecto

al radio de poro.

En la literatura se asume en la ley de Laplace que el ángulo de contacto es

independiente del tamaño de poro lo que es equivalente a asumir que los radios

de poro y de curvatura son iguales o proporcionales en cada poro capilar. En esta

situación la ecuación (4.119) será

KC (r) = KC0

�
	0
	(r)

�4s
, (4.130)
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donde 	0 es la presión asociada a R0.

Los modelos resultantes considerando la ecuación anterior, que requieren la curva

de retención 	(�), son:

El modelo del �poro pequeño�

K (�)

Ks

=

�R
0

�s�~�s

j (~�)j4s
~�s�1d~�

1R
0

�s�~�s

j (~�)j4s
~�s�1d~�

: (4.131)

El modelo de la �media geométrica�

K (�)

Ks

=

26664
�R
0

~�s�1d~�

j (~�)j2s
1R
0

~�s�1d~�

j (~�)j2s

37775
2

: (4.132)

El modelo del �poro neutro�

K (�)

Ks

= �s

26664
�R
0

~�s�1d~�

j (~�)j4s
1R
0

~�s�1d~�

j (~�)j4s

37775 : (4.133)

El modelo del �poro grande�
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K (�)

Ks

=

�R
0

~�2s�1

j (~�)j4sd
~�

1R
0

~�2s�1

j (~�)j4sd
~�

: (4.134)

Si se proporciona la función KC (�), la integración de los cuatro modelos, ecua-

ciones (4.126)- (4.129), proporcionará los modelos respectivos de la conductividad

hidráulica.

4.5.6. Comparación de los modelos.

La integración analítica de los cuatro modelos expuestos es elemental con las

ecuaciones (4.102) y (4.103), considerando las ecuaciones (4.94)-(4.99) o con el for-

malismo de Brooks y Corey. Estas ecuaciones ponen en evidencia de una manera

simple las principales diferencias entre los modelos de la permeabilidad. A partir

de la ecuación (4.119), se puede demostrar, mediante las ecuaciones (4.131)-(4.134),

que la conductividad hidráulica relativa resultante es la misma, las diferencias en-

tre los modelos radican en las expresiones para la conductividad saturada. En otros

términos se obtiene:

1) La permeabilidad relativa

K (�) = Ks [�]
� con � = 2s

�
2

�
+ 1

�
: (4.135)

2) La permeabilidad total

Ks = KC0�
2s
ef�; (4.136)
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en donde el factor de ponderación � es diferente para cada modelo. Denotando a

� por �p para el modelo del poro pequeño [ecuación (4.108)], �g para el modelo de la

media geométrica de los tamaños de los poros [ecuación (4.111)], �N para el modelo

del poro neutro [ecuación (4.114)], �G para el modelo del poro grande [ecuación

(4.118)], se tiene

�p =
1

2
�
2
�
+ 1

2

� �
2
�
+ 1
� ; �g = 1�

2
�
+ 1
�2 ; �N = 1

2
�
2
�
+ 1

2

� ; �G = 1
2
�
+ 1

: (4.137)

Se puede veri�car que: �p � �g � �N � �G (las igualdades corresponden a los
extremos, � ! 0 ó 1). Cuando � ! 0: �p = �2=8 < �g = �2=4 < �N = �=4 <

�G = �=2. Los valores de Ks correspondientes satisfacen

Ksp � Ksg � KsN � KsG: (4.138)

Se debe observar que la ecuación (4.135) generaliza la ecuación deducida por

Irmay [134], � = 3, a partir de la teoría de Koseny para el �ujo saturado. La forma

había sido ya obtenida anteriormente por Averyanov [135], a partir de la resolución

de la ecuación de Navier-Stokes para el movimiento del agua en un tubo, en el cual

el agua es ubicada sobre la pared del tubo y el aire en su centro, la solución formal

correspondiente es: Kr (�) = � (3�� 2) � 2 (1��)2 ln (1��). Suponiendo que
la integral total de esta solución es igual a la integral total de la función (4.135)

Averyanov obtiene � = 7=2 = 3;5. Yuster [136], deduce � = 2 suponiendo que el aire

se mueve con el mismo gradiente que el agua en el modelo de Averyanov. Corey [137],
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sugiere un valor empírico de � = 4. Brooks y Corey [133] establecen la misma forma

con la introducción de su modelo de � ( ) en el modelo de Burdine, ellos obtienen:

� = 2=�+ 3.

4.6. Los modelos clásicos dentro de la geometría

fractal

A continuación se establecen los modelos clásicos de la literatura a partir de los

cuatro modelos conceptuales expuestos líneas arriba.

4.6.1. La correlación global.

Para obtener la estructura de los modelos clásicos vamos a introducir una hipóte-

sis simpli�cadora. Observemos que la porosidad areal dada por la ecuación (4.106)

puede ser expresada en función de los radios volumétricos (r; �), es decir: d! (r; �) =

s2�s�1 (r) �s�1 (�) d� (r) d� (�). Bajo la hipótesis de que la función multiplicativa de

las diferenciales de � (r) y � (�), puede ser reemplazada por una media que depende

sólo del límite superior, es decir de R, se obtiene

d! (r; �;R) = �2s�2 (R) d� (r) d� (�) = �2s�2 (R) f (r) f (�) drd�; (4.139)

en donde se ha eliminado el término s2 para satisfacer las ecuaciones (4.48) y

(4.92), a saber
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RZ
0

RZ
0

d! (r; �;R) = ! = �2s: (4.140)

4.6.2. La tortuosidad global.

La hipótesis compatible con la anterior es la hipótesis de que la tortuosidad

es una función solamente del radio mayor, es decir solamente de la humedad. Esta

tortuosidad global resulta de la combinación de las ecuaciones (4.94), (4.95) y (4.103)

T (R) = T0

�
�

� (R)

�

; (4.141)

donde 
 = �=�. En varios trabajos reportados en la literatura (e.g. Rieu y Sposito

[124, 125]) se ha sugerido que la porosidad volumétrica parcial es proporcional al

volumen del cuerpo paralelo, es decir: � (R) / RE�D. Si tal es el caso, se deduce que

� = E �D = E (1� s) : (4.142)

Se debe notar sin embargo que el resultado (4.97) es independiente del signi�cado

de � proporcionado por la ecuación (4.142).

De la ecuación (4.45) se tiene: Rs (r; �; �) = R (r; �) =T (�). La ecuación (4.141)

conduce a
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Rs (r; �; �) =
1

T0

�
�

�

�

R (r; �) : (4.143)

La introducción de las ecuaciones (4.139) y (4.143) en la ecuación (4.51) permite

expresar la permeabilidad de la manera siguiente

k =
Cf
T 20
�2s�2

�
�

�

�p Z



[R (r; �)]2 d� (r) d� (�) ; (4.144)

donde

p = (2s� 2) + (2
) ; (4.145)

en esta potencia, el primer sumando representa los efectos globales de la cor-

relación de los poros, mientras que el segundo representa los efectos globales debidos

a la tortuosidad de las trayectorias de �ujo.

La conductividad de cada poro capilar, introduciendo el contenido de humedad

residual como en los modelos precedentes, es proporcionada por

KC (r) = KC0

�
r

R0

�2
, (4.146)

donde KC0 de�nida por la ecuación (4.120).
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Los modelos clásicos de conductividad hidráulica, en el contexto de la geometría

fractal, que resultan al introducir las hipótesis sobre los radios que de�nen el volumen

de los poros, correspondientes al poro pequeño, poro geométrico, poro neutral y poro

grande, son respectivamente

K (R) = 2�2sef�
p (R)

RZ
0

[� (R)��(r)]KC (r) d�(r) , (4.147)

K (R) = �2sef�
p (R)

24 RZ
0

p
KC (r)d�(r)

352 , (4.148)

K (R) = �2sef�
1+p (R)

RZ
0

KC (r) d�(r) , (4.149)

K (R) = 2�2sef�
p (R)

RZ
0

KC (r)� (r) d�(r) . (4.150)

Los modelos propuestos en la literatura para estimar la conductividad hidráulica

relativa se deducen de las ecuaciones (4.147), (4.148), (4.149) y (4.150) asumiendo

que el radio de poro es igua al radio de curvatura y éste a su vez calculado a partir

de la curva de retención vía la ley de Laplace; de donde:

El modelo de Childs y Collis-George [103] generalizado
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K (�)

Ks

= �p

�R
0

��~�
 2(~�)

d~�

1R
0

1�~�
 2(~�)

d~�

: (4.151)

El modelo de Mualem [107] generalizado

K (�)

Ks

= �p

26664
�R
0

d~�

 (~�)

1R
0

d~�

 (~�)

37775
2

: (4.152)

El modelo de Burdine [104] generalizado

K (�)

Ks

= �p+1

�R
0

d~�

 2(~�)

1R
0

d~�

 2(~�)

: (4.153)

El modelo de Fuentes [118]

K (�)

Ks

= �p

�R
0

~�

 2(~�)
d~�

1R
0

~�

 2(~�)
d~�

: (4.154)

En varios trabajos reportados en la literatura (Rieu y Sposito, [124, 125]) se ha

sugerido que la porosidad volumétrica parcial es proporcional al volumen del cuerpo
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paralelo � (R) / RE�R, resultado que es plausible cuando la porosidad tiende a la

unidad, en tal caso � = E � D, o sea � = 3 (1� s) con E = 3. Debe notarse

sin embargo que el resultado de la ecuación (4.97) es independiente del signi�cado

de proporcionado por esta situación extrema. La potencia de la ecuación (4.145),

considerando la ecuación (4.141), y esta aproximación es la siguiente

p = p1 + p2; p1 = 2s� 2; y p2 =
2 (2s� 1)
3 (1� s)

: (4.155)

La potencia p que aparece en las ecuaciones (4.151)-(4.154), se ha considerado

clásicamente como un parámetro empírico. La teoría expuesta en este trabajo ha

permitido su justifación en el contexto de la geometría fractal. Esta potencia es

el resultado de los efectos de correlación entre poros (p1) y de la tortuosidad (p2)

[ecuación (4.155)]. En la Tabla 4.1 se muestran los valores extremos de estas potencias

correspondientes a los valores extremos de la porosidad volumétrica total. Asimismo

se muestran resultados intermedios correspondientes a los valores indicados por las

ecuaciones (4.77), (4.78) y (4.79).

Cuadro 4.1: La potencia p de corrección de los modelos de la conductividad hidráuli-
ca, que resulta de los efectos de la correlación de los poros (p1) y del factor de tortu-
osidad (p2), de acuerdo con la ecuación (4.155), para algunos valores de la porosidad
volumétrica total.

� s = D=3 p1 p2 p = p1 + p2
0 1=2 �1 0 �1

0;3671 2=3 �2=3 2=3 0
1=2 0;6942 �0;6115 0;8470 0;2355
0;6180 0;7202 �0;5596 1;0494 0;4898
1 1 0 1 1
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4.7. Formas cerradas de la conductividad hidráuli-

ca

Los modelos de Burdine [104] y de Mualem [107] han sido utilizados por van

Genuchten [138], para estimar la conductividad hidráulica a partir de la curva de

retención, cuando ésta es representada por la función

�( ) =

�
1 +

�
 

 d

�n��m
; (4.156)

en donde m y n son dos parámetros positivos,  d es un valor característico de la

presión.

Para obtener formas analíticas cerradas, van Genuchten impone relaciones entre

m y n. En el modelo de Burdine m = 1 � (2=n), y en el modelo de Mualem m =

1�(1=n). Un procedimiento similar puede ser utilizado en el modelo de Fuentes [118]
[ecuación (4.155)], y en los modelos de�nidos por las ecuaciones (4.132)-(4.134).

La introducción de la ecuación (4.156) en las ecuaciones (4.132)-(4.134) permite

obtener respectivamente, las siguientes expresiones de la conductividad en función

del grado de saturación efectiva

K (�) = Ks

h
1�

�
1�� 1

m

�smi2
; 0 < sm = 1� 2s

n
< 1; (4.157)

K (�) = Ks�
s
h
1�

�
1�� 1

m

�smi
; 0 < sm = 1� 4s

n
< 1; (4.158)
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K (�) = Ks

�
1�

�
1�� 1

m

�2sm�
; 0 < 2sm = 1� 4s

n
< 1: (4.159)

La utilización de la ecuación (4.156) con alguno de los modelos de�nidos por las

ecuaciones (4.157)-(4.159), requiere del valor de la porosidad del suelo en estudio,

para calcular la dimensión fractal relativa (s) con la ecuación (4.41), y así obtener la

relación entre los parámetrosm y n correspondiente a cada modelo. Luego se estiman

sobre la curva de retención experimental, con el método de los mínimos cuadrados por

ejemplo, los parámetros (m; d) de la ecuación (4.156). La conductividad hidráulica

a saturación (Ks) deberá ser proporcionada.

La introducción de la ecuación (4.156) en los modelos clásicos de�nidos por

las ecuaciones (4.151)-(4.153) permite obtener respectivamente, las siguientes ex-

presiones

K (�) = Ks�
p
h
1�

�
1�� 1

m

�mi2
; 0 < m = 1� 1

n
< 1; (4.160)

K (�) = Ks�
p+1
h
1�

�
1�� 1

m

�mi
; 0 < m = 1� 2

n
< 1; (4.161)

K (�) = Ks�
p

�
1�

�
1�� 1

m

�2m�
; 0 < m =

1

2
� 1

n
<
1

2
: (4.162)
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En las relaciones entre los parámetros m y n de las ecuaciones (4.156) y (4.160)-

(4.162) no interviene la dimensión fractal relativa; ésta interviene en el parámetro p.

El valor correcto de p depende de la buena estimación del parámetro p2 [ver ecuación

(4.155)], es decir de la ecuación (4.142). Dada la estructura de la ecuación (4.156), y

de acuerdo con las ecuaciones (4.94) y (4.95), se puede también utilizar � �= mn; es

decir p2 �= 2 (2s� 1) =mn.
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Conclusiones

Las principales conclusiones de este trabajo son las siguientes:

La penetración capilar en micro y nano-canales rectos horizontales puede ser estu-

diada analíticamente por medio de los modelos generalizados de �ujo unidimensional.

Tales �ujos de Poiseuille generalizados obedecen a la ecuación de Poisson y los dos

parámetros más importantes, es decir, la compacidad C y el factor geométrico de cor-

rección � pueden ser determinados explícitamente para secciones transversales muy

complejas. De hecho, encontramos que hay una relación lineal entre � y C para las

diferentes formas de canales aquí estudiadas. Como se mostró, el cálculo del frente de

penetración capilar es directo y los resultados, ya sea en términos de las distancias

o de los tiempos de penetración capilar son del mismo orden que los que se encuen-

tran en los experimentos. Por ejemplo, en los microcanales rectangulares de Kim et

al [14, 15] los tiempos y las distancias de penetración son del mismo orden que las

encontradas teóricamente. Algunas posibles diferencias en lo que se re�eres a los val-

ores de l(t), podrían surgir en trabajos donde se analizara la penetración capilar en

microcanales con secciones transversales diferentes, sobre todo en canales angulados.

Estudios de penetración capilar en sistemas macro (del orden de milímetros) dejan

158



Capítulo 5. Conclusiones

ver que los modelos generalizados en los que se usa el perímetro como un parámetro

importante llegan a tener errores del orden del 6% al calcular las longitudes de pen-

etración [11]. Aunque esto no es algo determinante, se debe de tomar en cuenta para

propósitos de diseño y comparación.

Experimentalmente se observa que la ley de penetración capilar l(t) _
p
t de-

scribe correctamente la penetración capilar espontánea en nanocanales de sección

transversal rectangular [70], aunque en dicho trabajo se usó el concepto de radio

hidráulico (radio equivalente al de un canal circular que ofrece la misma resistencia

viscosa) y éste di�ere del concepto aquí empleado en relación con el factor de correc-

ción geométrica, �. Estas diferencias, motivaron la aplicación del modelo teórico aquí

desarrollado, a nanocanales rígidos de sección transversal compleja. El acuerdo resul-

tante entre teoría y experimento es muy bueno e incluso da un criterio para ajustar

la geometría óptima a un canal real y con ello nos motiva a realizar experimentos

de validación a dicha escala para estimar las posibles defectos que arroje el modelo

en sistemas de esta escala. El estudio presentado puede ser extendido o completado

en sistemas más realistas y acordes a las condiciones experimentales, como los son,

la posible existencia de gradientes de temperatura [12], o de concentración de difer-

entes sustancias [13], ya que parece no ser difícil extender el modelo generalizado

(aquí desarrollado), de la penetración capilar a dichos casos.

Las alturas de equilibrio que un líquido, al penetrar de manera espontánea en con-

tra de la fuerza gravitacinal, dentro de un tubo capilar de sección recta ejesimétrica

variable (conos rectos divergentes o convergentes), alcanza, pueden ser caracterizadas

de manera precisa utilizando como parámetros de análisis el número de Bond (Bo),

el ángulo de mojado (�) y el ángulo de inclinación de la generatriz del cono (�). El

número de alturas o depresiones de equilibrio que adquiera el líquido, se obtienen al

comparar los valores que se asigne a estos parámetros, contra los valores críticos de

los mismos. Estos últimos se encuentran al resolver la relación Bo = �8� cos (� + �)
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y son de gran utilidad, pues nos permiten entender hacia donde se desplazaran las

alturas o depresiones de equilibrio estable y de qué manera. Además de la utilidad

intrínseca del problema discutido, este tipo de análisis puede ser de importancia en

el estudio de tubos capilares con secciones transversales aún más complejas, como

podrían ser los poros en medios empacados, o inclusive también, para sistemas bajo

gradientes longitudinales de temperatura en donde la teoría aquí utilizada se modi�ca

ligeramente.

La aplicación de los conceptos de in�ltración capilar en el medio poroso, partiendo

de la idea probabilista de Childs y Collis-George [103] y de los conceptos de la

geometría fractal (relación entre el área y el volumen de Mandelbrot [132, 123]), han

permitido a Fuentes y sus colaboradores [118, 119, 120, 121], establecer una de�nición

del área efectiva de �ujo y con ello la conformación de cuatro modelos conceptuales

para la conductividad hidráulica, a saber: modelo de poro grande, de poro pequeño,

de poro neutro y de media geométrica. Dichos modelos dan explicación formal a

las correcciones empíricas introducidas desde hace medio siglo en la búsqueda del

"mejor modelo"de predicción de la permeabilidad hidráulica y que dan origen a los

denominados modelos clásicos de la conductividad en la literatura [101, 102, 103, 104,

105, 106, 107]. Finalmente, la introducción de los modelos conceptuales desarrollados

por Fuentes dentro del formalismo de estudio propuesto por van Genuchtec [138], para

estimar la conductividad hidráulica a partir de la curva de retención, permite obtener

formas cerradas de la conductividad hidráulica, las cuales predicen con muy buenos

resultados los resultados obtenidos experimentalmente en el estudio de la in�ltración

de agua en suelos.
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