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Capitulo 1

Introduccion

En este trabajo de tesis se revisa la teorfa bdsica y algunas aplicaciones de las
denominadas wavelets en inglés u ondeletas en espanol. Las ondeletas son una familia de
funciones cuyas caracteristicas esenciales son estudiadas como caso particular dentro de
la teoria del analisis funcional. Vistas como una herramienta matemdtica, se utilizan para
analizar un conjunto de datos, conjunto que por sus caracteristicas hace que se le denomine
en general como una sefnal.

El capitulo 2 es un esbozo histérico que se presenta a manera de introduccién a la
teoria wavelet, permitiéndonos conocer a los principales iniciadores de esta herramienta de
las matemadticas, asi como sus respectivas contribuciones.

En el capitulo 3 se encuentran conceptos bédsicos que son necesarios como requisito
indispensable para un mejor entendimiento de la teorfa wavelet.

En el capitulo 4 se presenta la teoria elemental de wavelets, empezando por la

definicién matemadtica, la presentacién de algunas wavelets de diferentes familias, una de-



tallada explicacién del andlisis de seniales temporales asi como imdgenes, y conceptos es-
tadisticos como son la teorfa de wavelet shrinkage, as{ como importantes aspectos tedricos
de la estimacién de densidad.

El capitulo 5 presenta algunas aplicaciones, primero tenemos un analisis de imé&-
genes digitales correspondientes a muestras extrudidas de concentrado de proteina de suero
con almidén de maiz normal realizadas en la facultad de Quimica de la UAQ, y finalmente
un andlisis de senales de datos de influenza registrados en nueve provincias de Canada

durante el periodo de 1994-2006.



Capitulo 2

Wavelets: ondulaciones pequenas

Las wavelets han tenido una historia cientifica inusual, marcada por muchos de-
scubrimientos y redescubrimientos independientes. El progreso més réapido se ha realizado
desde principios de la década de 1980, cuando surgié una teorfa matemética de éstas; una
forma de pensar en las wavelets es compardndolas con la manera en que observamos las
cosas, a medida que nos acercamos a un objeto en escalas cada vez méas pequenas podemos
encontrar detalles que a primera vista no hubiéramos percibido.

Aunque las wavelets, como objeto de investigacion organizada tienen poco tiempo,
se derivan de una constelaciéon de conceptos desarrollados durante un periodo de casi dos
siglos, siendo repetidamente redescubiertas por cientificos que querian resolver problemas
técnicos de diversas disciplinas.

Para entender un poco el origen de esta herramienta pensemos en la diferencia
entre dos tipos de sonidos: un diapasén y la voz humana. Al golpear un diapasén se obtiene

un tono puro por largo tiempo. En la teorfa matemaética, se dice que dicho tono tiene



una frecuencia localizada, es decir, que estd formado por un solo tono sin armonicos de
frecuencias superiores. Una palabra hablada, en contraste, s6lo dura un segundo y, por lo
tanto, estd localizada en el tiempo. Su frecuencia no esté localizada porque la palabra no es
un solo tono, sino una combinacién de muchas frecuencias distintas.

Los gréaficos de las ondas sonoras producidas por el diapasén y por la voz humana

resaltan la diferencia, como se ilustra en la Fig. 2.1.

Fig 2.1 Ondas sonoras producidas por un

diapasn y por la voz humana respectivamente.

Las vibraciones del diapasén trazan una onda sinusoidal que en teoria, podria
repetirse para siempre. En contraste, el grafico de la palabra inglesa greasy contiene una
serie de picos agudos, sin oscilaciones.

Jean Baptiste Joseph Fourier afirmé en 1807 que cualquier forma de onda repetitiva
(o funcién periédica), como la onda sonora de un diapasén, se puede expresar como una
suma infinita de ondas senoidales y cosenoidales.

Un ejemplo familiar de la teorfa de Fourier se da en la miisica, la onda de frecuencia
mds baja se denomina frecuencia fundamental de la nota, y las de mayor frecuencia se

denominan armonicos. Por ejemplo, la nota La, en un violin o una flauta, tiene una frecuencia



fundamental de 440 ciclos por segundo y armdénicos con frecuencias de 880, 1320 y asi
sucesivamente. Sin embargo, aunque un violin y una flauta toquen la misma nota, el sonido
serd distinto porque sus arménicos tienen distinta amplitud.

Posteriormente, se ampliaron las ideas de Fourier a funciones no periédicas que
cambian en el tiempo ya que la mayoria de las ondas del mundo real son de este tipo.

En las imdgenes también es importante la distincién entre patrones repetitivos
vy no repetitivos. Para representar patrones repetitivos de una imagen se pueden utilizar
ondas periédicas formadas por una serie de arménicos. Las caracteristicas no repetitivas se
pueden abordar con la transformada de Fourier que durante el siglo XIX resolvié muchos
problemas de fisica y de ingenieria, lo que llevé a cientificos e ingenieros a pensar en ella
como la forma preferida de analizar fenémenos de todo tipo. Sin embargo, durante el siglo
XX, matematicos, fisicos e ingenieros observaron un inconveniente en ésta: tenia problemas
para reproducir seniales fugaces o sefiales con cambios abruptos porque no toma en cuenta
el tiempo en la transformacién.

Aunque cada cientifico intentaba resolver los problemas especificos de su respectivo
campo, todos comenzaron a llegar a la misma conclusién: quizds al dividir una senal en
componentes que no fueran ondas senoidales puras seria posible condensar la informacién
tanto en el dominio del tiempo como en el de la frecuencia. Esta es la idea que finalmente
se denominaria wavelet.

El primer participante en la carrera de las wavelets fue un matematico hingaro
llamado Alfred Haar, que introdujo en 1909 las funciones que actualmente se denominan

wavelets Haar. Estas funciones consisten simplemente en un breve impulso positivo seguido



de un breve impulso negativo. Aunque los impulsos breves de las wavelets Haar son exce-
lentes para la ensefianza de la teorfa de las wavelets, no resultan de tanta utilidad en la
mayoria de aplicaciones, ya que producen lineas irregulares con picos en lugar de curvas
suaves.

En la década de 1930, los matemaéticos ingleses Littlewood y Paley desarrollaron
un método de agrupacién de frecuencias por octavas, creando de esta forma una senal con
una frecuencia bien localizada (su espectro se encuentra dentro de una octava) y también
relativamente bien localizada en el tiempo.

En 1946, Dennis Gabor, un fisico britdnico-hingaro (inventor de la holografia)
present6 la transformada de Gabor, andloga a la transformada de Fourier, que separa una
onda en paquetes de tiempo-frecuencia o estados coherentes que tienen la mayor localizacién
simultdnea posible tanto en tiempo como en frecuencia.

FEn 1960, el matemdtico argentino Alberto Calderén descubrié una férmula matemadti-
ca que sirve para recuperar una senal a partir de la expansién de sus wavelets.

Y en las décadas de 1970 y 1980, las comunidades de procesamiento de senales
y procesamiento de imédgenes presentaron sus propias versiones del andlisis de wavelets
con nombres tales como codificacion de sub-bandas, filtros de duplicacion de cuadratura y
algoritmo piramaidal.

Aunque no eran exactamente idénticas, todas estas técnicas tenian caracteristi-
cas similares: descomponian o transformaban sefiales en partes que se podian localizar en
cualquier intervalo de tiempo y que también se podian dilatar o contraer para analizar la

senal a distintas escalas de resolucién. Estos precursores de las wavelets tenfan algo més en



comun: nadie que se encontrara al margen de comunidades especializadas individuales sabfa
de ellos.

Otra rama de la ciencia que se vio beneficiada con esta herramienta fue la geologfa.
Los gedlogos del petréleo localizan normalmente los depdsitos subterrdneos de petréleo
mediante ruidos intensos. Como las ondas sonoras viajan a través de distintos materiales a
velocidades distintas, los gedlogos podian deducir el tipo de material que se encontraba bajo
la superficie enviando ondas sismicas a la tierra y midiendo la rapidez con la que rebotaban.
Si las ondas se propagaban especialmente rapido a través de una capa, podia tratarse de
una béveda salina que a su vez podia retener una capa de petréleo debajo de ella.

Los ingenieros resolvian este cédlculo tradicionalmente a través del anélisis de Fouri-
er, desgraciadamente las senales sismicas contienen una gran cantidad de senales transitorias
que se traducen en cambios abruptos en la onda a medida que pasa de una capa de roca a
otra. Estas senales transitorias contienen exactamente la informacién que buscan los gedl-
ogos, es decir, la localizacién de las capas de rocas, pero el anélisis de Fourier dispersa esa
informacién espacial.

En 1981, Morlet, un ingeniero petrolifero de Elf-Aquitanie, desarrollé su propia
forma de analizar las sefiales sismicas para crear componentes que estuvieran localizados en
el espacio, a los que denominé wavelets de forma constante. Posteriormente, se conocerian
como wavelets de Morlet. Independientemente de que los componentes se dilaten, compriman
o desplacen en el tiempo, mantienen la misma forma.

Morlet consiguié separar una onda en las wavelets que la componfan y, a contin-

uacién, volver a unirlas para formar la onda original, pero no estaba satisfecho con esta



demostracién empirica, por lo que comenzé a preguntar a otros cientificos si el método era
matemadticamente coherente.

Obtuvo la respuesta que deseaba de Alex Grossmann, un fisico del Centre de
Physique Théorique de Marsella. Grossmann trabajé con Morlet durante un ano para con-
firmar que las ondas se podian reconstruir a partir de sus descomposiciones en wavelets. De
hecho, las transformaciones de wavelets resultaron funcionar mucho mejor que las transfor-
maciones de Fourier, porque eran menos susceptibles a pequefios errores de cémputo. El
articulo de Morlet y Grossmann fue el primero en que se utilizé la palabra wavelet y se
publicé en 1984.

Yves Meyer, investigador de la Ecole Normale Supérieure de Cachan, reconocido
ampliamente como uno de los fundadores de la teoria de las wavelets, leyé el trabajo de
Morlet y Grossmann en el otono de ese mismo ano y fue el primero en darse cuenta de la
conexion entre las wavelets de Morlet y las wavelets matemadticas anteriores, como las del
trabajo de Littlewood y Paley.

Meyer continué su trabajo para descubrir un nuevo tipo de wavelet con la propiedad
de ortogonalidad, que hacia mds fécil el trabajo y manipulacién de la transformada wavelet.
Y lo que es quizd atin méds importante, se convirtié en el nexo de unién de la naciente
comunidad dedicada a las wavelets.

En 1986, Stéphane Mallat, un antiguo alumno de Meyer que estaba haciendo un
doctorado en visién informética, vinculé la teoria de wavelets a la literatura existente sobre
codificaciéon de sub-bandas y filtros de duplicacién de cuadratura, que son las versiones

de las wavelets de la comunidad de procesamiento de imdgenes. La idea del anédlisis de



multiresolucién ya era familiar para los expertos en procesamiento de im&dgenes. Mallat,
en colaboracién con Meyer, demostré que las wavelets estaban implicitas en el proceso del
andlisis de multiresolucién.

Gracias al trabajo de Mallat, las wavelets se convirtieron en algo mucho més sen-
cillo. Ya se podia hacer un anélisis de wavelets sin necesidad de conocer la férmula de
una wavelet madre. El proceso se redujo a sencillas operaciones de cédlculo de promedio
de grupos de pixeles en las que se toman sus diferencias una y otra vez. El lenguaje de
las wavelets también resultaba mds cémodo para los ingenieros eléctricos, que adoptaron
términos familiares como filtros, altas frecuencias y bajas frecuencias.

Otra gran aportacién de la revolucién de las wavelets se produjo en 1987, cuando
Ingrid Daubechies visitaba el Courant Institute de la Universidad de Nueva York y, poste-
riormente, durante su trabajo en los laboratorios AT&T Bell, ya que descubrié una clase
completamente nueva de wavelets, que no sélo eran ortogonales sino que también se podian
implementar mediante sencillas ideas de filtrado digital, de hecho, mediante filtros digitales
cortos. Las nuevas wavelets eran casi tan sencillas de programar y utilizar como las wavelets
de Haar, pero eran suaves, sin los saltos de las wavelets de Haar. Los procesadores de senales
disponfan ahora de una herramienta de ensueno: una manera de descomponer datos digi-
tales en contribuciones de diversas escalas. Al combinar las ideas de Daubechies y Mallat,
se disponia de una transformacién ortogonal y sencilla que se podia calcular rdpidamente
en las modernas computadoras digitales.

Las wavelets de Daubechies tienen caracteristicas sorprendentes, tales como conex-

iones estrechas con la teoria de fractales. Si su grafico se observa aumentado, se pueden
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apreciar curvas de lfneas irregulares con picos, independientemente del grado de aumento.
Esta complejidad de detalle significa que no hay una férmula simple para estas wavelets,
son asimétricas.

Las wavelets de Daubechies convierten la teoria en una herramienta préctica que
cualquier cientifico con una formacién matemaética minima puede programar y utilizar fa-
cilmente.

Hasta ahora, la aplicacién principal y excepcional de las wavelets ha sido la com-
presion de imdgenes digitales. Son el eje central del nuevo estdndar de imagenes digitales
JPEG-2000 y del método WSQ (Wavelet Scalar Quantization) que utiliza el FBI para com-
primir su base de datos de huellas dactilares.

En este contexto, se puede pensar en las wavelets como los componentes bédsicos
de las imégenes.

Una vez establecidos firmemente los cimientos de la teoria de wavelets, el campo
se desarroll6 rdpidamente en las iiltimas décadas.

Aunque el campo mds conocido de las wavelets es la compresiéon de imdgenes,
muchos investigadores estdn interesados en utilizar las wavelets para reconocimiento de
patrones, en las predicciones meteoroldgicas, para estudiar las ondas expansivas producidas
por una explosion, etc.

Y, como ha mostrado la reciente avalancha de largometrajes de animacion realiza-
dos por computadora, las wavelets también tienen un futuro prometedor en el cine. Como la
transformacion de wavelets es un proceso reversible, es tan fécil sintetizar una imagen (con-

struirla a base de wavelets), como analizarla (descomponerla en las wavelets que la forman).
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Esta idea estd relacionada con un nuevo método de animacién por computadora denomi-
nado superficies de subdivisién, que consiste basicamente en un anslisis de multiresolucién
que se ejecuta a la inversa. Para dibujar un personaje animado, el animador sélo tiene que
especificar la posiciéon de algunos puntos clave, creando una versién de baja resolucién del
personaje. A continuacién, la computadora puede realizar un andlisis multiresolucién in-
verso, haciendo que el personaje tenga el aspecto de una persona real y no de una figura
trazada con circulos y lineas.

Mientras tanto, en la parte tedrica, los matemadticos todavia siguen buscando
mejores tipos de wavelets para imédgenes bidimensionales y tridimensionales. Aunque los
métodos de wavelets estdndar seleccionan bien los bordes, lo hacen con un pixel a la vez,
lo que no resulta eficaz para representar algo que puede ser una curva o una linea muy
simple. David Donoho y Emmanuel Candeés, de la Universidad de Stanford, han propuesto
una nueva clase de wavelets denominadas ridgelets, que se podria traducir como pequenas
protuberancias, disefiadas especificamente para detectar discontinuidades a lo largo de una
linea. Otros investigadores estdn estudiando las multiwavelets, que se pueden utilizar para
codificar varias sefiales que viajen por una misma linea, tales como imagenes en color en las

que los tres valores de color (rojo, verde y azul) se tengan que transmitir a la vez.
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Capitulo 3

Teoria basica

En este capitulo se introducen algunos conceptos necesarios para la definicién y
derivacién de las propiedades bdsicas de las wavelets. Trataremos acerca de los espacios de
Hilbert, las series de Fourier, el principio de incertidumbre de Heisenberg, asf como de la
teoria fundamental del procesamiento de senales, todo ello de manera sintetizada, a través
de definiciones y teoremas cuyas demostraciones se omiten por estar fuera de los propésitos

de esta tesis.

3.1. Espacios de Hilbert

Definicién.- Un espacio de Hilbert es un espacio de producto interior que es
completo con respecto a la norma vectorial definida por el producto interior.
Un concepto importante es el de una base ortonormal que definimos como sigue:

Definicién.- Una base ortonormal B de un espacio de Hilbert H, es una familia
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{ex}kep de H que satisface:

1.- Sus elementos estdn normalizados.

2.- Sus elementos son ortogonales.

3.- Su expansion lineal es densa en H.

Los espacios de Hilbert son generalizaciones naturales de los espacios euclideanos
finitos R™.

Definicién.- Un subespacio V' de un espacio de Hilbert H se dice que es cerrado
en H si V contiene todos sus puntos limite, es decir si z, € V 'y ||z, — z|| — 0 cuando
n — oo entonces x € V.

El complemento ortogonal V- de un subconjunto V de H se define como todos
los elementos de H que son ortogonales a cada elemento de V, es decir, z € V= sii (x,y) =0
VyeV.

Corolario.- Si V es un subconjunto de un espacio de Hilbert H, entonces V' es
un subconjunto cerrado de H.

Teorema.- (Teorema de Proyeccién) Si V' es un subconjunto cerrado de un espacio
de Hilbert H y = € H, entonces:

i) Hay un tnico elemento z € V tal que ||z — Z|| =inf ||z —y||,y eV ¥y

i) TeEVyl|lr—2||=if|lx—y|,yeV,sizeVy(x-72) eV

El elemento 7 es llamado proyeccién ortogonal de x en V' y se denota por Proy,x.

Definicién.- Un conjunto {ey, A € A} de elementos de H es ortonormal si (e, e;) =
dst s, t €A

Teorema.- Sea H un espacio de Hilbert separable con base {e,,,n € N}. Entonces:
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i)VaxeH, dadoe>0,3neN tal que

N
lz =) anenl| <€
n=1

W) x=> " (x,en)en;

iii) (Identidad de Paserval) ||z|[* = >°°°  [(z, en)|?;
Z"U) v T,y € Ha (x,y) = Z?:l(xaenﬂenvy%

v) Si z =0, entonces V n: (z,e,) =0

Definicién.- Un conjunto numerable { f,| n € N} de elementos f,, de un espacio de

Hilbert separable H constituye una base de Riesz sii V x € H existe una unica representacion

r=3  anfny

AY an? < (1) anfal? < B lanl®
n n n

Para algunas constantes Ay B, 0 < A < B < 0. La base Riesz se reduce a una

base ortonormal cuando A = B = 1.

Definicién.- Una serie ) g a, converge incondicionalmente si para todo mapeo

7 uno a uno y sobre, 7 : N — S, la serie Y 2, ar(k) converge.

Identidad de Plancherel.-

(f.9) = o= (F.3)

™

Si g = f uno obtiene la identidad de Plancherel:

1~
AP = =171
2
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La funcién |f(w)|? se llama espectro de energia. El drea debajo de la curva |f(w)|? es 2

veces el contenido de energfa de la sefial, E = [ |f(x)|?dx .

Desplazamiento.-

Flf(z — z0)] = e f(w)

Cambio de Escala.-

Simetria.-
FIF[f(x)]] = 2nf(-2)

Convolucién.- La convolucién de f y g se define como

feg(z)= /f(:r—t)g(t)dt.

Una de las propiedades més importantes de la transformada de Fourier F' es que

~

F[f e g(z)] = f(w)g(w).

Teorema de modulacién.- De la propiedad de simetria se sigue que

Teorema de momentos.-

~

nd"f (W)

dwn

|w=0

/R 2" f(@)de = (i)
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3.2. Series de Fourier

Las series de Fourier juegan un papel muy importante en el desarrollo de la teorfa
Wavelet.

Una funcién periédica f(z) = f(z + T') puede ser expandida en una serie

f(ﬂf): io: Fnein%’:p’

n=—oo

donde

n=7 f(z)e x.
2
1 _in%c

El conjunto {e,, = £e™7T "} es una base ortonormal completa para [~Z,Z]. En

términos de funciones trigonomeétricas, senos y cosenos, la serie de Fourier tiene la forma:

o0
f(z) = % + nz:l(an Ccos ﬂT‘T + by, sin n—;x)

donde

1 /T
an, = T/Tf(.r)cosde,n:0,1,2,...

1 T
b, = T/_Tf(x)sinijjde,n:0,1,2,...
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3.3. TFD y sus propiedades

Definicién.- Sea f una funcién discretizada en N puntos, entonces denotaremos

la TFD de f por Ff y sus valores (Ff),, los cuales estén definidos por:

N
(Ffln=Y fme 2rn=Dm=D/N
m=1
a saber
e? = cosf +isind
e = cosf —isind
de manera que
1 . 1 .
cos2mvxr = —e 2T + *6127”}1‘
2 2
. T i
sin2mvx = 3¢ i2mvx 5 pi2moe

Propiedades de la TFD

1. Linealidad

af + g = aF f + Ff

2. Periodicidad
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(Ff)nJrN = (Ff)n

3. Inversién

fn=yp O (F, e 00O DN 2N

4. Igualdad de Parseval

N 1 N/2—1
Sl =5 3 P
m=1 n=—N/2

3.4. Principio de incertidumbre de Heisenberg

El principio de incertidumbre de Heisenberg tiene cardcter universal y asegura que
en modelacién de fendmenos de tiempo-frecuencia, no se pude ser preciso arbitrariamente

en ambos, tiempo y frecuencia, simultdneamente.

Definicién.- Sea f(z) € La(R) tal que zf(x) € La2(R), el centro T y la banda

espectral Ay se definen como:

_

7 = i [alf@Ps
/

— )% f(z)|?dx
Tk (z —2)°|f(x)]°d
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Similarmente en el dominio de la frecuencia definimos:

€l
|

“%2/wﬁ@m%w
”%2/wﬂﬂwwww

Entonces el principio de incertidumbre puede ser enunciado como sigue

(A7)? =

Teorema.- Sea zf(x) € La(R) y mf(a:) € Ly(R) , entonces Ay - AfA > 1

3.5. Algunos espacios importantes

[ ] CH(R)'_

Una funcién pertenece al espacio C™(R) si ésta es n veces continuamente

diferenciable.

» W3 (R).— El espacio Sobolev se define como

W3 (R) = {fIII(1 + [w*)? F(w)ll2 < oo}

Para s = 0, es justamente Lo(R). Para s = 1,2,3, ... el espacio W3 (R) consiste de

todas las funciones La(R) que son s veces diferenciables y cuya s —ésima derivada pertenece

a LQ(R).

Definicién.- Para f,g € W5 (R), el producto interno se define como

f.9)e = 5 [ F@F@I +wP)d



20

El espacio W5 (R) es completo con respecto al producto interno y por lo tanto es

un espacio de Hilbert.

» C*(R).— El espacio Holder se define como

flz+h) = f(2)|
|h|*

)0 < s<1, CS(R):{fELOO(R):sup’ < oo}

mn

ii)s = nis 0<s<1, C(R) = {f € Loo(R)NC"(R) | j—feCS'(R)

:BTL
» BJ (I).— Espacio de Besov.

Definicién.- La seminorma Besov de indices (o, p, q) se define como

> —0 qdh % .
flBg. = (A %wrp(fih))* =] sil<g<ooy
0

|flBg.. =suph™wrp(f;h), sig =00

o e s o g
Definicién.- La norma de Besov ||f|| se define como |[f||L, ) + /|5, -
El espacio de Besov es una clase de funciones f con una norma de Besov finita;
una bola de Besov es una clase de funciones By, 4(M) para la cual la norma estd acotada

por M.

3.6. Teoria fundamental del procesamiento de senales

Es fundamental una interpretacion adecuada del procesamiento de senales para el

entendimiento, la construccién e implementacién de los métodos wavelet.
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Un filtro H es un operador lineal que mapea ls a lo. Para x € I3 la ecuacién y = Hz

tiene una representacién

y(n) = (hex)(n) =) h(z)z(n k)

k

donde h(k) = hg, k € Z son coeficientes de filtro. Los coeficientes del filtro pueden ser

obtenidos cuando el filtro H se aplica a la secuencia u = (...,0,0,1,0,0,...).

Una banda de filtro es un conjunto de dos o mds filtros. Este generalmente se
usa para separar un senal de entrada en bandas de frecuencia; si no se permiten indices
negativos en h se dice que el filtro es causal. Si el nimero de taps diferentes de cero es finito
se dice que el filtro es de respuesta de impulso finito, en otro caso se dice que es un filtro
de respuesta de impulso infinito.

La siguiente ecuacién

H(w) = Z h(n)e M

nos muestra la funcién de respuesta de frecuencia. Cuando la entrada es z(n) = "™ y el

vector del filtro es (hg, h1, ...), la salida y(n) es igual al producto x(n) - H(w). De hecho
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Capitulo 4

Introduccion a wavelets

En el andlisis de wavelets se usan combinaciones lineales de funciones wavelets
para representar senales f(t). Estas representaciones son titiles en un amplio rango de apli-
caciones, tales como: compresién de datos, procesamiento de imédgenes y senales, estimacién
estadistica no paramétrica, anélisis numérico, quimica, astronomia y oceanografia.

La primer definicién de wavelet se atribuye a Morlet et al. [1], y ésta se define en
el dominio de Fourier:

Definicién.- Una wavelet es una funcién Lo(R) para la cual, la transformada de

Fourier W¥(w) satisface:

o0
/ () P9 =1
0 t

Ahora el término wavelet estd asociado con una funcién ¢ € Ly(R) tal que las

traslaciones y dilaciones diddicas de 1 (z) donde
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Vi(e) =222z —k), jkeZ

constituyen una base ortonormal de La(R).

Las wavelets son una herramienta muy ttil en problemas del tipo tiempo-escala.
En anélisis de sefiales, la representacién wavelet permite ver una evolucién tiempo-dominio
en términos de los componentes de la escala [2]; en este sentido la transformada wavelet
se comporta de manera similar a la transformada de Fourier, la cual extrae los detalles de
la senal de frecuencia pero se pierde toda la informacién acerca de la localizacién de una
frecuencia en particular dentro de la senal.

Las bases cldsicas ortonormales (Fourier, Hermite, Legendre, etc) han sido usadas
por mucho tiempo en matemadticas aplicadas, sin embargo, todas ellas comparten una lim-
itacién seria: ausencia de localidad.

Se dice que una base no es local cuando muchas funciones base son muy influyentes
en cualquier valor de una descomposicion.

En 1946 Gabor [3] sugiri6 la localidad de las bases de Fourier modulando y
trasladando una funcién ventana ¢ apropiada.

— 627rmi:1:

{gmm (I) g(gj - m)}

donde m,n € Z , g cuadrada - integrable. Sin embargo, el teorema Balian - Law encuentra
limitaciones en las bases de Gabor.
Las wavelets no son una herramienta que se use para remplazar la transformada

estdndar de Fourier, son s6lo una alternativa; un ejemplo en el que wavelets debe usarse con
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mucho cuidado es en el procesamiento de imdgenes, ya que la representacién de un objeto

cambia cuando la resolucién lo hace.

4.1. 'Wavelet padre y madre

A saber, las wavelets tienen género, es decir, hay wavelets padre ¢ y wavelets

madre 1. La integral de las wavelets padre es 1 y la integral de las wavelets madre es 0.

/ o(t)dt = 1 / B(t)dt =0

Las wavelets padre son buenas representando partes de seniales de baja frecuencia y suavi-

dad, mientras que las wavelets madre son buenas en representar alta frecuencia y detalles.

1.2
15

1] 10
1
10

05
|

06
1

0.4

0.0

-10

-0z
1

T T T T T T T T
o 2 4 =} -2 o 2 4

“=8' father, phif0.0) "=3' mother, psil0.0)

Figura 2.1: Wavelet s8 padre y madre
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Aproximacién de Wavelets

La aproximacién de la serie de la wavelet ortogonal a una senal f(t) continua estd

dada por:

f(t) ~ Z s1K®y K (t) + Z dyxbyk(t)+ Z dj1,xby 1 k() +...+ Z di, 51 k(1)
% % % %

donde J es el nimero de componentes de multiresolucién, k es el rango de 1 al nimero de
coeficientes en el componente especificado, los coeficientes Sj g, ..., dq 1 son los coeficientes
de la transformada wavelet, las funciones ¥ (t) y ¢(¢) son las aproximaciones de las funciones
wavelets. Las funciones ¢, ;(t) y v, ;(t) se generan a través de traslaciones y cambios de

escala de las funciones ¢ y 1 [4] como sigue:

. ) ) — 92k
Galt) = 279021~ k) = 2792(L 2
Vi) = 29— k) = 29

Los coeficientes wavelet estdn dados de manera aproximada por las integrales:

. / 6 (D) [ ()t

djk

%
—
<

.
£
=
~
S
IS
\'H-
.
I
\')—‘
N
<

Es decir, las funciones base ¢, (t) y 9;(t) en la aproximacién de wavelet son versiones
a escala y trasladadas de ¢ y ¢ con factor de escala 2/ y pardmetro de traslacién 27k,
respectivamente. El factor de escala 27 es llamado factor de dilacion y el pardmetro de

traslacién 27k es llamado factor de posicion.
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4.2. Transformada wavelet continua

Sea 9, (), a € R \{0} una familia de funciones definidas como traslaciones y

re-escalas de una funcién ¢ (x) € Lo(R),

asle) = v (57)

Tal normalizacién asegura que [[tp, ,()|| sea independiente de a y b. La funcién ¢ satisface

la siguiente condicién

2
C¢:/ [ (w) dw < 00
r |l

donde ¥(w) es la transformada de Fourier de ¢(z).

Esta condicién implica que

0= w(0) = /¢(x)dw

También si [¢Y(z)dz =0y [(1+ |z|%)|¢(z)|dx < 0o para algin « > 0, entonces Cy, < 00.
Esta propiedad de la funcién 1) motiva el nombre de wavelet.
Para cualquier Lo funcién f(z) la transformada wavelet continua se define como

funcién de dos variables [5]:

TWCy(ab) = (fbas) = [ Fabuslalde

Aqui, los factores de dilacién y traslacién, a y b respectivamente, varian continuamente

sobre R\{0} x R
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4.3. Discretizacion

La transformada wavelet continua de una funcién de una variable es una funcién
de dos variables [6]. Claramente, la transformacién es redundante. Para minimizarla se
seleccionan valores discretos de a y b que continien teniendo una transformacién invertible,

sin embargo, esta nueva muestra no puede ser mayor que una muestra critica definida como

a=27b=k277, j ke Z

De esta manera se producird una base minima ortogonal

{Vr(z) = 21220 — k), j,k € Z}

4.4. Analisis de multiresoluciéon

A saber, una senal discreta puede ser sintetizada empezando con una resolucién
muy baja de la senial y después se pueden anadir detalles para crear versiones de mayor
resolucién, esto es conocido como andlisis de multiresolucién (AMR), es decir, un andlisis
de multiresolucién es una secuencia de subespacios cerrados V,,,n € Z en Lao(R) tales que

se encuentran contenidos jerdrquicamente.

L.CVyCcViCcVWyCcWViCcVyC ..
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Su interseccién es trivial y su unién es densa en Lo(R) ,

NnVi = {0}, U;Vj = La(R)

Entonces:
i) f(2z) €V sii f(x) eV

i1) Existe una funcién ¢ € Vj cuyas traslaciones enteras incluyen el espacio Vp,

Vo= {f € La(R) | f() = 3 e — k)}

k

donde el conjunto {¢(- — k), k € Z} es una base ortonormal. Ademds, suponemos que

/ é(z)dx # 0.

dado que Vj C V1, la funcién ¢(z) € Vp se puede representar como una combinacién lineal

de funciones de V; [7], es decir,

d(x) =Y heV29(22 — k).

keZ
El coeficiente h,, es importante para conectar el AMR con la teoria de procesamien-
to de senales. El vector h = {hy,n € Z} es llamado filtro wavelet.
Una propiedad importante de las bases wavelet es su diversidad; se pueden con-

struir wavelets con diferente: suavidad, simetria y soporte.
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4.5. Familias wavelet ortogonales

Las familias de wavelets que resultan en series de aproximacién ortogonales son
muy especiales, a continuacién se mencionan algunas.

Haar: La wavelet Haar es de onda cuadrada; tiene un soporte compacto y es cero
fuera de un intervalo finito. Es la tdnica wavelet ortogonal compacta que es simétrica.

Daublets: La daublets fue el primer tipo de wavelet ortogonal continua, con
soporte compacto.

Symmlets: La symmlets también tiene un soporte compacto y fue construida
para ser casi simétrica.

Coiflets: Es casi simétrica y tiene propiedades adicionales como momentos de
extincién para ambas ¥ y ¢.

Las wavelets con nimeros grandes como d20 o ¢30 son relativamente anchas y
suaves, mientras que las wavelets con nimeros pequenios como d4 o c6 son estrechas y

menos suaves.
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4.6. Diversas wavelets

En esta seccién se tratardn diferentes wavelests comenzando con la més simple de
todas que es la wavelet Haar, para de esta manera dar paso a wavelets mds sofisticadas

como la Daubechies y otras.

4.6.1. La transformada Haar

La primer base wavelet fue descubierta en 1910 cuando Alfred Haar mostré que

cualquier funcién continua f(z) en [0, 1] puede ser aproximada como sigue

y que cuando n — oo, f, converge a f uniformemente [8]. Los coeficientes (&;, f) son dados

por [ &(e). f(a)da.

La base Haar es muy simple:

So(z) = 1(0<z<1)
g(z) = 1(0<z<1/2)—1(1/2<z<1)

E(@) = V2L0<z<1/4)-1(1/4<az<1/2)]

E(x) = 2P1(k-27<z<(k+1/2)-277)—1((k+1/2)- 277 <z < (k+1)-2779)]

donden =2 4+%k, >0, 0<k<2 —1y 1A es el indicador del conjunto A, es decir,

1A=1size Ay 1A=0siz e A° Note que para n > 1 las funciones base £,, pueden ser
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expresadas como una transformacién escala-traslacién de la funcién &,

Eulw) =226 (2w k), n=2 4k

Stromberg [9] fue el primero en construir una base ortonormal de Ly(R) de la forma

() = 2292z — k), jkeZ

El tipo de senales que pueden analizarse con la transformada de Haar, son las senales
discretas; una sefial discreta es una funcién del tiempo con valores que ocurren en instantes

discretos. Generalmente expresamos la senal discreta en la formas:

f = (fi,fo, - fN)

i = g(t1), fa=g(t2),.... fn = g(tN).

Como todas las transformadas wavelet, la transformada Haar descompone una sefial discreta
en dos subsenales, una llamada tendencia y la otra fluctuacion.

La primer subsenial tendencia es:

a' = (a1, az, any2) donde am = Jam—1 + Jom param=1,2,3,...,N/2

V2

La primer subsenal fluctuacion es:

d' = (d1,dp, .., dyys) donde dn, = Wn param=1,2,3,....N/2
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Transformada Haar ler-nivel

La transformada Haar es hecha en varios niveles, el primero es un mapeo Hj

definido como sigue:

f— (alld")

El mapeo H; tiene una inversa:

a1 +dy a; —dy ans2 +dnj2 anj2 — dnya

=Cs"m T B %

)

Una de las ventajas de utilizar la transformada de Haar es que la magnitud de los
valores de las fluctuaciones de las subsenales son significativamente menores a las magnitudes
de los valores de la senal original, esto es importante por ejemplo en aplicaciones como la

compresion de imdgenes.

4.7. Conservacién y compactacién de la energia

Una propiedad importante de la transformada Haar es que conserva la energia de
las senales [10], por energia de una senal f entendemos la suma de los cuadrados de sus

valores

ef=f+H+.+fh

De manera que podemos afirmar lo siguiente:
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1. Conservacién de la energfa: El primer nivel de la transformada Haar conserva la en-

ergfa, es decir, e(al|d!) =ef para cada sefal f.

2. Compactacién de la energfa: La energia de una subsenal tendencia a' equivale a un

mayor porcentaje de la energfa de la sefial transformada (a'|d!).

1

Es decir, la energfa en ea' es mucho mayor a la energia ed'.

4.7.1. Transformada Haar en miiltiples niveles

El 2do-nivel de la transformada Haar para la sefial f es: (a?|d?|d!)
El 3er-nivel de la transformada Haar para la sefial f es: (a3|d®|d?|d")
Resumiendo, podemos decir que las wavelets para el ler-nivel Haar se definen como

sigue:

1 1
wl = (—,-—,0,0,...,0

1 1
Wy = (0,0,—,——,0,0,...,0)

Usando las wavelets para el ler-nivel, podemos expresar los valores para d' como

el producto escalar:

f1—fo

dy = =f W}

S



de manera que

dm = f- W}
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También podemos expresar los valores del ler-nivel tendencia como el producto

escalar de f y ciertas senales elementales llamadas senales escalacidn que se definen como

sigue:

de manera que

4.7.2. Anadlisis de multiresoluciéon para Haar

Para definir el ler-nivel AMR expresamos la sefial f como sigue:

ap ap az a2 an/2 aNy2

de manera que:

f= )+ (

V2 V2R VR VR

f=A'+D!

ddi dy do dyjz dnye

\/i)
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4.7.3. Andlisis de multiresolucién para miltiples niveles

f:A2+D2+D1

donde:

A2 = (f VOV VEOVE 4+ (VR VRa

D* = (f - WOWE+(f - WHWS + ...+ (- WR ) Wiy

en general:

f=A"+DF4 . 4+ D*+ D!

4.8. Wavelets Daubechies

La transformada wavelet Daubechies estd definida esencialmente de la misma man-
era que la transformada wavelet Haar, la unica diferencia entre ellas es la manera en la que
las funciones escalacién y wavelet estdn definidas.

Para la transformada wavelet Daubechies el soporte de estas funciones es mayor,

este pequeno cambio provee una impresionante mejora en la capacidad de esta transformada.

4.8.1. Wavelet Daub4

La transformada wavelet Daub4 se define esencialmente de la misma manera que

la Haar.



f— (a'|d")
bajo el mapeo D;

am = f- an1

dm=f- WT}%

f . (a2|d2|d1)
bajo el mapeo Dy

Los nimeros escalacion se definen como sigue [11]:

Q—M Q—Ma_ﬂa_l_\/g
o T 2 T e T

V11 = (041,042,043,044,0,0,...,0)
Vit = (0,0,a1,as, 03, 04,0,0,...,0)

V31 = (O, 0,0,0, a1, as, a3, aq4,0,0..., O)

VJ\17/271 = (0,0,...,0,1, 0, 3, 14)
VJ\If/Q = (053,044,07 0)"'707 a17a27)
1-v3 V3-3 3+3 -1-+/3
,81 = /82 = — /63 = 4=

37
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Wll = (5175275375470707“'70)
W21 = (0707617527537ﬁ470707"'70)

W?;l = (07070707617/827/337/84,0,O...,O)

W]{f/271 = (07 07 ey 0751752753754)

W]{/'/2 = (/837/6470707"'707/817/827)

Cada nivel de la transformada Daub4 tiene una inversa [12]. La inversa del ler-
nivel que mapea la transformada (a'|d') de regreso a la sefial f, es calculada explicitamente

como sigue:

f:Al—l-Dl

La inversa de la transformada Daub4 para el 2do-nivel es descrita por la férmula:

f:A2—|—D2—|—D1,

en general

f=A"+DF+  +D*+D
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Se puede mostrar que la transformada Daub4 generalmente produce valores de
fluctuacién mucho menores que los que produce la transformada Haar.
Asf como la transformada Haar, la Daub4 conserva la energia de las sefiales y la

redistribuye de una manera mds compacta.

4.8.2. Otra wavelet Daub

La diferencia mds obvia entre las DaubJ para J = 6,8, ...,20 es la longitud del
soporte de sus senales escalacién y wavelet. Por ejemplo en la Daub6, definimos los nimeros

escalacién ajq, ..., ag como sigue:

a1 = 0,332670552950083

a9 = 0,806891509311092

a3 = 0,459877502118491

oy = —0,135011020010255

as = —0,008544127388202

ae = 0,003522629188570

y los nimeros wavelet 3, ..., B como sigue:

61 = a6752 = _O‘5,63 = 044,64 = _a3vﬁ5 = a?aBG = -
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1
Vl = (a17a25a3aa47a57a6,0a05"'ao)
1
V2 = (O>O7 04170427053704470557056,0707"'70)

V31 = (0,0,0,0, a1, a2, 3, g, 05, 6, 0, 0...., 0)

1
VN/2 = (043,044,C¥5,Oé6,0,0,...,0,0{1,042)

Las wavelet estdn definidas de manera similar.

La transformada Daub6 frecuentemente produce valores de fluctuacién de tamano
mds pequeno que los producidos por la Daub4. Cuando el objetivo es la compresién de
senales tales como tonos musicales, entonces la transformada Daub6 puede realizar una
mejor compresién de la sefial que la Daub4, sin embargo, cuando el objetivo es identificar
caracteristicas de la sefial que estén relacionadas con los puntos vibrantes (es decir, donde
se encuentran ondulaciones en la grafica) entonces la Daub4 puede identificar la localizacién

de estos puntos de manera mucho mds clara [13].

4.9. Coiflets

La wavelet Coifl estd disefiada para mantener un parecido cercano entre los valores
tendencia y los valores originales de la senal. Todas las wavelets Coifl estédn definidas simi-
larmente, de manera que nos concentraremos en el caso mds simple la Coif6. Sus nimeros

de escala son los siguientes:
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1-V7  54+VT 14+2V7

o , g = , ,
ST R TV I TV
14 -2V7 1—/7 347
« = = oy = =, og = —mM8M8M—
! 16v2 0 16v2 0 16V2
Vll = (Oég,Oé4,0é5,0éﬁ0,0, ...,00&1,0[2)
V21 = (o1, a2, a3,a4,a5,060,0,...,0)
Vi = (0,0,a1,a, a3, a4, a5, ag.0,0...,0)
V]\17/2 = <065,Ck6,0,0, ...,0,@1,&2,&3,&4)

61 = 046,,82 = —045,,83 = CM4,B4 = —043755 = a2766 = —Q1

Wll = (53754755)660707"'707/817ﬁ2)
W21 = (51752753?54’55,66,0a05"'aO)

WSl - (07 0, 617 527 637 647 55, 56,07 0..., 0)

WJ{7/2 = (6576670707 "'70761752763764,)

Otra caracteristica importante de las Coifl es que sus graficas son casi simétricas.
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4.10. La transformada wavelet discreta (TWD)

La TWD calcula los coeficientes de las series de aproximaciéon de wavelet para

senales discretas de extension finita. La TWD mapea el vector f = (f1, fa,..., fn) al vector
de n coeficientes wavelet w = (w1, wa, ..., wy).
El vector w contiene los coeficientes sj,k y d;r, 7 = 1,2,...,J de la serie de

aproximacién de wavelet. El s; . es llamado coeficiente suave y el d; ;. es llamado coeficiente
detalle.
La TW D es matemdaticamente equivalente a la multiplicacién por una matriz or-

togonal W [14].

w=Wf

En el caso donde n es divisible por 27,

dq

donde
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sj = (SJ,17 §J2y° 7$J,n/2)/
dy = (ds1,dy2, - djy,01)

!
di-1 = (dj-1,1,dy-12, dj_1pn/27-1)

di = (dii,dig,-- dyg)

y cada conjunto de coeficientes sy,dy,dj_1,...,d; es llamado Cristal.

4.10.1. La inversa de la TWD

Se puede recuperar la senal original del vector f aplicando la inversa a la trans-

formada wavelet discreta (ITWD), con un error relativo:

(S (fi = J)2)M?
(i fi2)1?

error relativo =

En el contexto de procesamiento de imégenes, Burt y Adelson [15] desarrollaron
algoritmos de pirdmide ortogonales y biortogonales.

El algoritmo de pirdmide o de cascada procesa una imagen a diferentes escalas,
acomoddndolas de la méds fina a la mds gruesa en un algoritmo tipo drbol.

Mallat fue el primero en relacionar formalmente las wavelets, el andlisis de mul-
tiresolucion y el algoritmo de cascada. El algoritmo de cascada de Mallat nos da una
eficiente receta para realizar la transformada wavelet discreta, éste relaciona los coeficientes

wavelet de los diferentes niveles en la transformacién a través de los filtros h y g.
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4.11. Tipos de analisis

4.11.1. Anadlisis de frecuencia por Fourier

El contenido de frecuencia de una senal discreta es revelado por la transformada
de Fourier discreta (TFD). Las sefiales anédlogas cos(2mvz) y sin(2mvz), donde x denota el
tiempo, tienen un periodo de tiempo fundamental % [16]. Consecuentemente, estas senales

repiten sus forma bésica v veces, es decir, tiene una frecuencia de v ciclos/unidad de tiempo.

4.11.2. Descomposicion de multiresolucion

Las funciones

Sy(t) = ZSJ,beJ,K(t)
k

Di(t) = > djxthjx(t)
k

son llamadas senal suave y detalle respectivamente. La serie de aproximacién de

la wavelet ortogonal a una senal continua f(¢) es expresada en términos de éstas senales:

f(t) = SJ(t) + .D](t) + Djfl(t) + ...+ Dl(t)

Los términos en esta suma de aproximacién constituyen una descomposicién de la
senal en componentes de senales ortogonales y en diferentes escalas, de manera que represen-
tan los componentes de la senal en diferente resolucién, por eso es llamada: Descomposicion

de Multiresolucion (DMR).
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4.11.3. Anadlisis wavelet exploratorio

El an4lisis wavelet exploratorio es una importante herramienta visual a través de

la cual es posible analizar objetos wavelets.

Andlisis wavelet exploratorio 1D

La funcién EDA nos permite observar cuatro sub-gréficas:

1.- Plano tiempo-escala.

2.- Grafica de puntos: Grafica el porcentaje de energia por cristal.

1 n/27
d __ 2 s
E} = EZdM, j=1,..,J
k=1
1 n/27
Bl = 2> s
k=1

donde E =% f,? es el total de energia de la senal. Para wavelets ortogonales,

la TWD preserva la energfa, por lo tanto

J
E=FE5+)» E
j=1

3.- Grafica de cajas: Nos da un resumen de la distribucién de los coeficientes
TWD. Las cajas indican el rango de intercuantiles y la franja blanca corresponde a la me-

diana. El ancho de las cajas es proporcional a la raiz cuadrada del nimero de observaciones

en el cristal.



46

4.- Grafica de energia: Muestra la concentracién de energfa, la cual, para un
/
vector & = (1, T2, ..., Tp)

estd definido por:

donde z(;y es el i-ésimo valor absoluto més grande en x.

Selecciéon de opciones para andlisis de wavelets

Al realizar un andlisis wavelet uno puede escoger el nivel de multiresolucién y la

familia wavelet segiin convenga.

Selecciéon de nivel de multiresolucion

El méximo nimero de niveles depende de: el tamano de la muestra, la condicién
de limite y el tipo de wavelet (el nimero de coeficientes en el nivel mds grueso debe ser al

menos un medio de la longitud del filtro wavelet).

Seleccion de la wavelet

Una razén fundamental para usar una wavelet en particular es que ésta debe
ajustarse a las caracteristicas de la senal que se esté analizando. Hay diferentes factores
para considerar en la eleccién de la wavelet, dos de ellos son: la suavidad y la localizacién
espacial de la wavelet. En general, las wavelets con soporte ancho son suaves pero no estan

muy bien localizadas en el espacio [18].
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Los anélisis con filtros revertidos son equivalentes a los analisis con wavelets re-

vertidas en el dominio del tiempo. El siguiente ejemplo muestra una wavelet padre d4 y su

wavelet padre d4 revertida, y la TWD de la sefial doppler usando el filtro estdndar d4 y el

filtro revertido d4.
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Figura 4.2: Arriba izq. wavelet padre s8, arriba der. wavelet

padre s8 revertida, abajo izq. TWD de la seal doppler usando

s8, abajo der. TWD de la seal doppler usando s8 revertida.

4.11.4. Anélisis wavelet para imdagenes (2D)

En particular, el uso de wavelets es de gran utilidad en la compresién de imagenes

ya que, a diferencia de otras técnicas, con wavelets se puede lograr una efectiva compresién

de ésta utilizando pocos coeficientes.
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Figura 4.3: Grafica de una funcin wavelet s8 en 2D.

Familias de wavelets

Se puede construir una wavelet en 2D utilizando el producto tensor de una wavelet

horizontal 1D y una vertical en 1D [19]. Esto produce cuatro tipos de wavelets.

(I)(x’y) = gbh * ¢v
\Ilv(x7y) = ¢h * ¢v
‘Ilh(xay) = ¢h *1%

Uz, y) = by *,
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Aproximacién de la wavelet 2D

F(‘r’y)%ZmnSJmnq)Jmn(x y)+Z] IZmn jmn\]};mn( 7y)+

Z] IZmn 7,m,n ],mn(x y)+23 IZmn ],mnlpgi,mn( 7y)

Los coeficientes para la transformada Wavelet en 2D estdn dados aproximadamente

por las integrales:

%

[ [ st p)Pla,)dady
i m,m // jmn VF(z,y)dxdy
i m.m // Fmn(Ty) F(z,y)dody
i m.m // jmn VF(z,y)dxdy

Anadlisis de multiresolucién para imagenes

SH =N
> s}
% %

Q
=y
2

Las siguientes funciones

Sy(z,y) = ZSJmn(I)Jmn(x )
Di(z,y) = Z 2 Y (2,9)

D;i(l‘,y) = Z 7,m,n ],mn$y)

son llamadas: imagen suave, imagen detalle vertical, imagen detalle horizontal e imagen

detalle diagonal respectivamente.
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La aproximacién de la wavelet 2D expresada con estas ecuaciones es la siguiente:

J J J

j=1 j=1 j=1

esta ecuacién es una descomposicién de F'(z,y) en 3J + 1 componentes de la imagen ortog-

onal.

4.12. Encogimiento y estimacién de una funcién de densidad

Aunque en la vida diaria la palabra encogimiento puede tener una connotacién
negativa, no es asi en el dominio de la estimacion estadistica; encoger y truncar los datos
directamente o los coeficientes en series de expansion de Fourier es una vieja técnica en
procesamiento de imdgenes y seniales.

En el contexto de estimacién de funciones por wavelets, el método de encogimiento
tiene caracteristicas adicionales ya que estd conectado con la suavidad (removimiento de
ruido) porque la medida de la suavidad de una funcién depende de la magnitud de sus

coeficientes wavelet [20].

4.12.1. Meétodo de encogimiento

Considere el siguiente modelo de regresién

yi = f(z;) +oes = fi+o€, i=1,...,n

donde las x; estdn igualmente espaciadas y €; es una variable aleatoria de media cero.
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El objetivo de la regresién no pardmetrica es estimar la funcién desconocida f de
las observaciones ¥;, ¢ = 1, ..., n. En notacién vectorial la ecuacién anterior se puede escribir

como

<
Il

i
+
Q
|

El estimador discreto fseré juzgado con (MSE)

MSE(f,f) = %Ellf—fl\zi

- > E[f(wi) — f(xi)?

n

|Datos H| WD HEncogimientoHInv. TWD HEStimador Wavelet

Figura 4.4: Proceso de Encogimiento

El procedimiento consta de tres pasos:

1. Transforme las observaciones y;, ¢ = 1,...,n al dominio wavelet aplicando una trans-
formacién wavelet discreta. El resultado es una secuencia de coeficientes wavelet d;,

1=1,...,n.

2. BEstime o. Use este estimador como umbral.
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3. Invierta los coeficientes umbralizados, para obtener de esta manera la funcién f;.

Si la funcién es f(z) = >, > ) 0k (), y los coeficientes wavelets de ruido que

corresponden a 6 son dji, la regla de encogimiento

o~

Ojx = d;r1(j < jo)

define el estimador

F@) =33 dptj(@) = ciokejok(x)

Jj<jo k k
El estimador de encogimiento es, de hecho, la proyeccién de f en el subespacio de

multiresolucién Vj,.

Umbralizacion

El método m&s simple de encogimiento no-lineal es la umbralizacién. Es comitn
para todas las reglas de umbralizacién fijar como 0 las coordenadas de un vector d, que es
umbralizado y es menor al valor absoluto de un nimero fijo -el umbral .

Las umbralizaciones mds comunes son: el umbral suave y el duro.

§h(d,\) = di(|d|>N),A>0,de€R

5(d,\) = (d— sgn(d)-N1(jd > N)
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Riesgo del ordaculo para las reglas de umbralizacién

Las reglas de umbralizacién 6ptimas se obtienen al escoger un umbral A = ¢. Por
supuesto o es desconocida, por lo tanto, esta regla es inalcanzable [21]. Supongamos que

tenemos el modelo

d;=0;+oe,i=1,2,...n

y tenemos ademds un ordculo que nos dice que 8; estd cercana a 0 y nos sugiere dos acciones:
mantener o quitar una determinada observacién de indice i,es decir, nos sugiere 0; = d;0;,

donde 9; = 0 o 1. El 0 ideal en este caso estd dado por

9 =1(di| > o)

v el estimador de proyeccién diagonal

/éz {dzl(dz > O’),i =1,2, ,TL}

y el riesgo estd expresado por

R(DP,0) = E||6 — 0| = min(|6:[*, 0?),

el riesgo de la umbralizacién suave con un umbral A = ov/2logn es cercana al riesgo del

oraculo R(DP,0).
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Otras reglas de encogimiento

Ademads de las reglas de umbralizacién suave y dura, hay muchas otras reglas. Gao
y Bruce [22] generalizaron las reglas de umbral suave y duro para obtener un encogimiento
semisuave. La regla de umbralizacién semisuave depende de dos pardmetros no negativos,
ALY Ag.

La regla estd definida como

(2] = A1)

A
8% (x, A1, A2) = sgn(x) 2)\1 m— 1A < |z| < A2) + z1(|z| > o)

Entonces, para cualquier \ dada, existe A1 y Ao, A1 < A < Ag, tal que para todo 6

33, (6) < RY(6)

Umbral universal

A saber, el umbral semisuave A = g/2logn se aproxima asintéticamente al ries-
go del ordculo, Donoho y Johnstone [23] llaman a A el umbral universal. Ademds de sus
propiedades asintéticas, este umbral remueve el ruido con alta probabilidad contribuyendo

a la reconstruccion de senales.

Umbral de la curva de Lorentz

Basados en la curva de Lorentz para la distribucion de la energia de los coeficientes

wavelet, es posible proponer un criterio de umbralizacién. El método de umbralizacién es de
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distribucioén libre, es decir, no hay suposiciones de la distribucién del ruido. Primero damos
una definicién de la curva de Lorentz para variables aleatorias continuas.
Sea X una variable aleatoria no negativa tal que EX = u < co. Suponemos que:
(A1) La cdf F es una funcién estrictamente mondtona en el soporte de X y
(A2) F es continua en p.

La curva de Lorentz correspondiente a Z esta definida como

&p
L(p) = ; /0 vdF(x),

donde &, es la tnica poblacién en el p-ésimo cuantil.

Regla de la Curva de Lorentz: Primero realice una umbralizacién en el py-100 %
coeficiente con menor energia. El punto py es la proporcién en la cual la ganancia (en
parsimonia) al umbralizar un elemento adicional es menor que la pérdida de energia. Ambas

pérdidas son medidas en una escala 0 — 1 y son igualmente pesadas.

4.12.2. Estimacién de una densidad de probabilidad

La naturaleza local de las funciones wavelet promete superioridad sobre la proyec-
cién de estimadores que usan bases ortonormales cldsicas (Fourier, Hermite, etc.). Los esti-
madores wavelet son simples, estdan bien localizados en espacio/frecuencia y comparten una
variedad de propiedades de optimizacién. Es interesante que una de la primeras contribu-
ciones de las wavelets en estadistica fue sobre estimacién de densidades.

El estimador de densidad de probabilidad en algunos aspectos se relaciona con

problemas de regresién, aunque estadisticamente sean cosas diferentes.
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Capitulo 5

Algunas aplicaciones de wavelets

5.1. Anadlisis de imagenes digitales

5.1.1. Diseno experimental

La ingenierfa de alimentos busca innovar productos alimenticios. Para ello, en
muchos casos se requiere de experimentacién. Un ejemplo de lo anterior es el siguiente;
el objetivo del experimento es comparar diferentes formulaciones de una mezcla de suero
de leche con almidén y evaluar efectos de condiciones del proceso por extrusién de tales
mezclas, los factores entonces son: el porcentaje de proteina a través del suero de leche, el
porcentaje de humedad de la mezcla, el pH de la mezcla y la temperatura de coccién en el

24—1

extrusor utilizado. Este es un diseno factorial fraccionario y se presenta a continuacién
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(Tabla 5.4) .

Yeprot Yehum pH temp

25 30 Fi a0

= 30 4 &l

> 18 T &l

25 18 4 &l

= 18 4 180

25 18 T 180

5 30 T 180

25 30 4 180

Tabla 5.4: Descripcin de los

tratamientos.

Consta de ocho tratamientos; cada tratamiento fue replicado en una ocasién. Del

proceso de extrusién se obtuvieron productos como los mostrados en la Figura 5.14.

25% P,30% H, pH 4, 180°C 8

5% P30%H, pH 7, 180°C 7

o

25% P,18% H, pH 7, 180°C

5% P,18% H, pH 4, 180°C
25% P,18% H, pH 4, 80°C
5% P,18%H, pH 7, 80°C

5% P,30% H, pH 4, 80°C
25% P,30% H, pH 7, 80°C

= N W B O

Figura 5.13: Muestras Extrudidas.



5.1.2. Imdgenes de muestras extrudidas

Figura 5.14: 25% P, 30% H, pH 4,180°C

Figura 5.15: 5% P, 30% H, pH 7, 180°C

o8



Figura 5.16: 25% P, 18 % H, pH 7, 180°C

Figura 5.17: 5% P, 18 % H, pH 4, 180°C

99



Figura 5.18: 25 %P, 18 % H, pH 4, 80°C

Figura 5.19: 5% P, 18% H, pH 7, 80°C
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Figura 5.20: 5% P, 30 % H, pH 4, 80°C

Figura 5.21: 25% P, 30% H, pH 7, 80°C

5.1.3. Analisis exploratorio wavelet

Cristal s3-s3

61



Tratamiento

25% P, 30 % H, pH 4, 180°C
5% P, 30% H, pH 7, 180°C
25% P, 18 % H, pH 7, 180°C
5% P, 18% H, pH 4, 180°C
25% P, 18 % H, pH 4, 80°C
5% P, 18% H, pH 7, 80°C

5% P, 30% H, pH 4, 80°C

25% P, 30% H, pH 7, 80°C

Tratamiento

25% P, 30 % H, pH 4, 180°C
5% P, 30% H, pH 7, 180°C
25% P, 18 % H, pH 7, 180°C
5% P, 18% H, pH 4, 180°C
25% P, 18 % H, pH 4, 80°C
5% P, 18% H, pH 7, 80°C
5% P, 30% H, pH 4, 80°C
25% P, 30% H, pH 7, 80°C

5.1.4. Resultados

min
486.76
464.87
345.97
419.79
228.06
235.64
308.26
236.05

mad
139.44

79.10
224.54
45.09
178.51
223.66
144.38
106.55

1Q
988.34
971.31
871.68
923.12
909.98
872.97
798.34
766.26

mediana
1080.40
1028.15
1004.62
953.60
1026.69
1012.03
890.91
835.23

media DS
1077.81
1013.34
1025.30
944.19
1012.47
1025.36
896.32
838.03

152.14
140.65
207.91
93.84
226.87
243.85
182.131
131.39

3Q
1178.14
1078.45
1177.81
983.99
1150.76
1185.38
992.88
910.53

max
1454.90
1581.62
1514.58
1281.61
1727.98
1712.90
1798.97
1373.46

% energia

0.99
0.99
0.99
0.99
0.99
0.99
0.98
0.99
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Se realiz6 un anélisis utilizando la wavelet s8, donde se encontraron los siguientes

resultados:

» El cristal que aporta la mayor cantidad de energia (99 %) en todos los tratamientos

es el s3-s3.

= Son suficientes alrededor de 1000 coeficientes para tener una buena representacion sin

pérdida de energfa considerable.
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» La media mds grande la tiene el tratamiento 1 (25% P, 30 % H, pH 4, 180°C') que es
10077.81 y la minima la tiene el tratamiento 8 (25% P, 30 % H, pH 7, 80°C.) que es

838.03.

» Los tratamientos 7 (5% P, 30% H, pH 4, 80°C) y 8 (25% P, 30% H, pH 7, 80°C)
tienen los coeficientes de magnitud mas chica aunque el tratamiento 7 (5% P, 30 %
H, pH 4, 80°C) contiene al coeficiente mds grande en el cristal s3-s3 (1798.97) con
respecto al resto de los tratamientos éste solo representa un valor atipico ya que la

magnitud de los coeficientes en este tratamiento varia en un rango de (700-1100).

= Los tratamientos 2 (5% P, 30 % H, pH 7, 180°C) y 1 (25 % P, 30 % H, pH 4, 180°C) con
medias 1013.34 y 1077.40 respectivamente, tienen coeficientes de magnitud cercana a
su media, es decir, no contienen coeficientes extremadamente chicos o extremadamente

grandes.

= En las gréficas de cajas se aprecia una evidente separacién entre los primeros cuatro
tratamientos y los ultimos cuatro, ya que los primeros tienen valores atipicos en un
rango menor a los otros cuyos valores atipicos alcanzan valores extremos; las cajas en
los tratamientos 3 (25% P, 18% H, pH 7, 180°C) y 6 (5% P, 18 % H, pH 7, 80°C)
son las mds grandes; no asi en el tratamiento 4 (5% P, 18 % H, pH 4, 180°C) que

presenta una caja muy compacta.

» Los tratamientos 1 (25% P, 30 % H, pH 4, 180°C) y 3 (25% P, 18 % H, pH 7, 180°C)
s6lo presentan valores atipicos del lado inferior a la media y los tratamientos 2 (5%

P, 30% H, pH 7, 180°C) y 7 (5% P, 30 % H, pH 4, 80°C) presentan muchos en ambos
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lados de su media, el tratamiento 4 (5% P, 18 % H, pH 4, 180°C') presenta pocos en

ambos lados de su media.

» Los tratamientos 3 (25% P, 18% H, pH 7, 180°C), 6 (5% P, 18 % H, pH 7, 80°C), 5
(25% P, 18 % H, pH 4, 80°C), 2 (5% P, 30% H, pH 7, 180°C) y 1 (25% P, 30 % H,
pH 4, 180°C') tienen su media un poco arriba de la media general (1000), mientras
que los tratamientos 4 (5% P, 18 % H, pH 4, 180°C), 7 (5% P, 30% H, pH 4, 80°C)

y 8 (25% P, 30% H, pH 7, 80°C) la tienen abajo.

5.1.5. Conclusiones

Al observar detenidamente las gréficas de cajas es evidente una separacién de los
tratamientos en dos grupos (1-4 y 5-8) en los que la variable en comun es la temperatu-
ra. Obsérvese como las cotas de los tratamientos 1-4 estdn contenidas en las cotas de los

tratamientos 5-8.
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Figura 5.22: Cotas en las grficas de cajas de los

ocho tratamientos.
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Por otro lado, se puede ver que los tratamientos del grupo azul (3, 6, 1 y 4)
son los que tienen menor cantidad de valores atipicos mientras que los rojos (7, 5, 8 y 2)
tienen més atipicos. En particular el tratamiento de 25% P, 18 % H, pH 7, 180°C es el que
presenta menos atipicos. El factor comin entre los dos tratamientos con menos atipicos es

el porcentaje de humedad y el pH.

Figura 5.23: Divisin de los tratamientos en dos grupos con

respecto a la cantidad de atpicos que presentan.

Por otro lado el tratamiento més compacto es el de 5% P, 18% H, pH 4, 180°C,

mientras que el mds expandido es el de 5% P, 18 % H, pH 7, 80°C.



Figura 5.24: Divisin de los tratamientos en dos grupos con

respecto a su compacidad.
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5.2. Analisis de casos de Influenza

La influenza es una enfermedad clinica causada por un grupo de virus y es impor-
tante por la rapidez con que se propaga en fases epidémicas. Tiene antecedentes de ser la
responsable de pandemias como la ocurrida en 1918-1919 llamada influenza espanola que se
cree afecté a decenas de millones de habitantes y ocasioné casi 20 millones de muertes, otra
es la de 1957 con la cepa H2N2 que se originé en China y se diseminé a todo el mundo; en
1968 se diseminé otra cepa, la H3N2, responsable de otra importante pandemia.

De acuerdo a la Organizaciéon Mundial de la Salud (OMS) en epidemias anuales se
ve afectada entre el 5y 15% de la poblacién y de tres a cinco millones de casos son severos.
Entre sus caracteristicas principales estdn: el contener en su genoma ARN monocatenario
negativo, simetria helicoidal con envoltura, su forma es pleomorfica, esférica o filamentosa,
siendo su tamano entre 80 y 120nm, son sensibles al calor (56°C' 30 min.) a pH 3 y a los
solventes de lipidos y detergentes.

Por su material nuclear y la reactividad inmunolégica se divide en tres tipos
antigénicos, A, B, C. La tipo C no siempre estd asociada con epidemias porque al parecer es
endémica, ademads ésta es morfolégica y genéticamente diferente de las otras y generalmente
no es sintomatica.

El tipo A es el més importante y tiene el mayor rango de posibles infectados,
es decir, puede atacar a mds individuos considerando que ataca tanto a animales como a
humanos.

Todos los organismos con niticleo asi como la mayorfa de las bacterias y virus

basan su reproduccion en el genoma ADN mientras que el virus de la influenza lo basa en el
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ARN; todas las mutaciones en la estructura del virus de influenza han provocado una gran
cantidad de sub-tipos.

El virus de la influenza pasa de una persona a otra a través de las pequenas
particulas liquidas que una persona enferma exhala y que posteriormente son inhaladas
por un individuo susceptible (dichas particulas pueden permanecer alrededor de una hora
suspendidas en el aire antes de caer al suelo, y las condiciones externas pueden aumentar
su tiempo de supervivencia).

La evolucién estdndar de la enfermedad sin considerar su tipo o variaciones es

como sigue:

1. El periodo de incubacién es estimado entre 18 y 72 horas.

2. El periodo sintomético es de 2 a 7 dias.

3. El periodo latente termina aproximadamente 24 horas antes del periodo de incubacién

y el periodo de infeccién es de 3 a 6 dias.

El virus influenza tipo A es el mds comin de los cuadros clinicos en el hombre y
presenta la mayor variabilidad de las cepas. A partir de la pandemia de 1918-1919 ha tenido
una sucesién de desplazamientos en los antigenos virales con intervalos aproximadamente
de 10 anos. Otro resultado de la variabilidad de cepas es la disminucién de su virulencia,
como sucedié en 1976 con el aislamiento de una nueva cepa (HIN1) en reclutas militares.
La cepa era similar a los virus circulantes en la poblacién porcina y se asemejaba a la cepa

reponsable de la pandemia de 1918-1919.
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Los datos corresponden a diferentes muestras tomadas en el periodo de 1994-

2006 en las provincias de Canadé que a continuacién se mencionan: Terranova y Labrador,

Principe Eduardo, Nueva Escocia, Nueva Brunswick, Ontario, Manitoba, Saskatchewan,

Alberta y Columbia Briténica.
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Analisis Exploratorio Wavelet

Se realizaron tres andlisis basicos que se pueden enumerar como sigue:

la. Estaciones del ano

Se consideraron los datos registrados de todas las provincias durante el periodo de

1994-2006, agrupados por estacion.
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Figura 5.25: Influenza por estacin en las provincias de Canad, periodo 1994-2006.

Se puede ver que todo el ano hay casos de influenza, aunque en primavera y en
invierno éstos son mas numerosos.

Particularmente en el invierno la epidemia es mayor en amplitud.

1b.-Periodos anuales

Se consideraron los datos registrados de todas las provincias durante todo el peri-

odo de 1994-2006, agrupados por sub-periodos de un ano cada uno.

Figura 5.26: Influenza por periodos anuales en algunas provincias de Canad.

De esta grafica observamos que no existe una relaciéon entre el comportamiento de
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la epidemia y el paso del tiempo, lo que nos impide predecir el comportamiento de ésta en
anos futuros.

2.-Una provincia, todos los anos

Se consideraron los datos registrados de cada una de las provincias por separado

a través de todo el periodo de estudio (1994-2006).

Figura 5.27: Grfica de las provincias por separado en el periodo de

tiempo estudiado.

De esta grafica observamos que el comportamiento de la epidemia a través del pe-
riodo de estudio es muy similar en las provincias que partiendo de oeste van desde Columbia

Britanica hasta Nueva Brunswick.
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Mientras que en Nueva Escocia, Principe Eduardo y Terranova y Labrador el com-
portamiento es totalmente diverso; lo cual posiblemente es debido a la posicién geogréfica
de dichas provincias.

3.-Todas las provincias, un ano

Se consideraron los datos registrados todas las provincias a través periodos anuales.

I03-0d

0405

05-06

Figura 5.28: Grfica anual de la epidemia en todas las

regiones.

De esta gréfica se observa que el comportamiento de la epidemia es irregular a

través de los afios y se observa més concentrada en provincias del oeste.
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Figura 5.29: Grficas frecuencia-escala similares

Ontario

08

05

o4
L

0z

oo

T T T T T T
o 108 B 300 o E-) 00

T T T T T T
o 100 20 00 o £ 500

MNueva Brunswick Terranova v Labrador

Figura 5.30: Grficas frecuencia-escala similares
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Conclusiones

En general el comportamiento de la influenza tipo A es impredecible en el sentido
de que no es posible saber si en un ano en particular habrd mas o menos casos que en los
anos anteriores, lo que se sabe es que en la primavera y en el invierno el nimero de casos
es mds elevando que en otras épocas de ano y que posiblemente haya una epidemia para el
oeste y una o varias diferente para las partes mds al este de Canada.

En la figura 5.32 se observa que la provincia de Nueva Escocia presenta menos
casos de influenza tipo A con respecto a las otras provincias, mientras que las provincias de
Columbia Britdnica, Manitoba, Nueva Brunswick y Terranova y Labrador presentan més

Ccasos.
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