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A MI MADRE ISABEL

Quien es un ejemplo de vida, pues a pesar de sus propias adversidades,
desde nifio supo entenderme y guiarme, celebrar mis triunfos y
consolarme en mis fracasos, quien supo otorgarme y alimentar ese poder
interno, para sentir que yo era capaz de alcanzar cualquier meta que me
propusiera en esta vida.
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Introduccion

El campo de los ntimeros p-adicos (Qp), donde p es un nimero primo
tijo, es una completaciéon de los nimeros racionales distinta a los ntimeros
reales. Esta diferencia surge de una interpretacion diferente del concepto
de valor absoluto. Podemos decir, de manera intuitiva, que dos ntiimeros
enteros estdn p-ddicamente cerca si su diferencia es divisible por una po-
tencia alta de p, cuanto més grande es la potencia, mas cercanos se encuen-
tran los niimeros.

Estos nimeros han sido introducidos en diferentes areas de la matemati-
ca como: teorfa de nliimeros, geometria algebraica, topologia algebraica y
analisis matemaético. Al ser los niimeros p-adicos una completacion de los
numeros racionales, los conceptos del anélisis clasico se extendieron sobre
este campo (siendo Hasse uno de los impulsores mas importantes), dando
origen a lo que hoy se conoce como andlisis p-adico.

Bésicamente la idea de la construccién de los nameros p-ddicos descan-
sa sobre la definicién de un valor absoluto no arquimediano llamado valor
absoluto p-adico, definido a su vez, en términos de la valuacién p-adica, la
cual se define de la siguiente manera:

Dado p un namero primo fijo, la valuacién p-ddica en Z es la funcién
vp : Z — {0} — R tal que, para cada entero n € Z conn # 0, vp(n) es el
unico entero no negativo que satisface

n=p»®Wn  conptn

El dominio de la funcién v,(n) se extiende al campo de los ntimeros racio-
nales de la siguiente manera:

Six = % € Q — {0}, entonces v, (x) = v,(a) — vy(b)

con la convencién en ambos dominios de que v, (0) = co.

Una vez definida la valuacién p-adica, podemos definir el valor abso-
luto p-adico para cualquier x € Q, como

v



)= P i £0
P 0 , six=0.

En el libro "Teoria de Ntmeros” [2], Borevich y Shafarevich conjetura-
ron lo siguiente:

k
SeaF(x) € Zy[x1,...,xi], yseacy, = #{x € (F,,Z—Z”p> ‘ F(x) =0 (mod p”)}

paran > 1, es decir, el niimero de soluciones de la congruencia F(x) = 0
(méd p"), donde ¢y = 1. Entonces la serie de Poincaré asociada a F defini-
da como

&wzi%wm”

es una funcion racional det, cont € C y |t| < 1.

Esta conjetura llam¢ la atencién de la comunidad matemaética de aque-
lla época y la solucién se dio en 1974, propuesta por el japonés Jun-Ichi
Igusa. Sin embargo, la demostracién dada no fue constructiva, por lo que
el problema de expresar la serie de Poincaré asociada a un polinomio como
funcién racional explicita quedo abierto.

En esta tesis se aborda el estudio de la serie de Poincaré asociada a
polinomios fuertemente no degenerados culminando con una aproxima-
cién algebraica de ésta, exhibiendo que efectivamente, para un polinomio
fuertemente no degenerado F la serie de Poincaré asociada es una funcién
racional de la forma:

R(t)

Pr(t) =
MO i G
donde R(t) es un polinomio de grado d efectivamente calculable.

La organizacion de la tesis es la siguiente:

En el capitulo 1 se enuncian los conceptos fundamentales de las diferen-
tes dreas de las matemdticas que son necesarios para el posterior desarrollo
de la teoria central de este documento.

En el capitulo 2 se introduce el campo de los nimeros p-ddicos y se es-
tudian algunas de sus propiedades, haciendo énfasis en las partes funda-
mentales necesarias para el estudio y correcta comprensioén del tema cen-
tral de esta tesis que se aborda en el capitulo 3.



En el capitulo 3 se introduce la serie de Poincaré y se muestra el ca-
mino para llegar a la construccién de una férmula de la serie asociada a
polinomios fuertemente no degenerados.
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Capitulo 1

Fundamentos

El objetivo de este capitulo es presentar un breve resumen de algunos
de los conceptos basicos de la Teoria de ntiimeros, Algebra moderna, To-
pologia, Analisis y Arboles; éstos son los fundamentos matematicos que
serviran de base para el estudio de los temas centrales de los capitulos 2 y
3, que son béasicamente, el estudio del campo de los ntimeros p-adicos, co-
menzando por su construccién y terminando con el estudio de algunas de
sus propiedades y el estudio de la serie de Poincaré asociada a polinomios
fuertemente no degenerados.

Al no ser el tema de estudio de este trabajo los conceptos de las teorias
matematicas anteriormente citadas, omitiremos la demostraciéon de los teo-
remas que enunciaremos, dando como referencia la cita bibliografica en la
que se puede encontrar la demostracion formal de ellos.

Antes de comenzar con la teoria matematica es importante mencionar
que a lo largo de esta tesis utilizaremos el simbolo C para denotar subcon-
junto y el simbolo C para denotar subconjunto propio.

1.1. Teoria de nimeros

Teorema 1.1 (Algoritmo de la divisién)
Sia,b € Z, conb # 0, entonces existen q,r € Z, llamados cociente y residuo
respectivamente, tales que a = bq +r, con 0 < r < |b|.

Para consultar la demostracion de este teorema ver [19, p. 17].

Si a,b son dos ntimeros enteros, con b # 0, decimos que a divide a b,
o que b es multiplo de g, si existe un entero g, tal que b = ag (es decir, en
la divisién tenemos r = 0). La notacién que se utiliza para describir este



hecho es a|b, que se lee “a divide a b”, o también podemos decir que a es
un divisor de b. Si 2 no divide a b lo denotaremos mediante a { b.

Decimos que el maximo comtn divisor de dos enteros 4, b, siendo al-
guno de ellos distinto de cero, es el entero g que cumple:
) glayglb.
ii) Si d es cualquier entero tal que d|a y d|b, entonces d|g.
El maximo comun divisor de a,b se denota por mcd(a,b), o en ocasiones,
cuando el contexto no crea ambigiiedad, se denota simplemente por (4, b).
Si mcd(a,b) =1, decimos que a y b son coprimos o primos relativos.

Teorema 1.2 (Euclides)
Dados a,b, c € Z tal que a|bc y mcd(a,b) = 1, entonces a|c.

Para consultar la demostracion de este teorema ver [19, p. 20].

Un entero p se dice que es un nimero primo si p # 0,£1 y si sus
tnicos divisores son +1 y £p; aunque se acostumbra considerar sélo a
los ntimeros primos positivos (si p es primo, —p también lo es). Cuando
los primos difieren a lo mds por un signo, decimos que son asociados. Un
nimero entero que no es primo se llama compuesto.

Teorema 1.3 (Teorema fundamental de la aritmética)

Todo entero a distinto de 0, =1 se puede factorizar de la forma a = pip2-- - py,
con los p; primos, y esta factorizacion de a es esencialmente iinica, es decir, si
a = q1qz - - - gs es otra factorizacion de a con los q; primos, entonces v = s y existe
una biyeccion o : 1, — 1, tal que p; = Qo (i) dondel, = {1,2,...,r}.

Demostracion

Dado a # 0,+1, tenemos |a| > 1, porlo quea > 1 0a < —1. Suponga-

mos a > 1. Haremos induccién sobre el entero positivo a para probar la

existencia de la factorizacion.

i) Para a = 2, resulta que a es primo y obtenemos directamente la factori-
zacion deseada.

ii) Ahora supongamos que el entero a se puede factorizar como producto
de primos para a < n.
Probaremos que existe la factorizacion deseada paraa = n + 1. Si a es
primo tenemos a2 = p, que es de hecho la factorizacién deseada. Si a no
es primo, entonces a es compuesto y se puede escribir como a = bc con
1<b<ayl < c < a,y por hipétesis de induccién, b y c se pueden
factorizar como producto de primos (pues son menores que a), digamos:



b:pl...pm yC:ql...qn

con los p; y g; primos. Y juntando estas factorizaciones podemos escribir
a de la siguiente forma a = bc = p;1 - - - pmq1 - - - qn, que es una factoriza-
cién de a en primos.

Sia < —1, entonces —a > 1y si factorizamos —a como producto de pri-
mos, digamos —a = pj - - - py, entonces a = (—p1)p2 - - - Pm-
Ahora probaremos la unicidad de la factorizacion.
Supongamos que a tiene dos factorizaciones, es decir, a = p;---p, =
g1 ---gs con pj, q; primos. Sin pérdida de generalidad supongamos r < s.
Entonces la igualdad p1---p, = ¢q1---gs implica que p1|q1---4s, y co-
mo p1 es primo, tenemos que p; divide a algun g;. Ahora, si reordena-
ramos los primos ¢;, en caso de hacer falta, tendriamos que 4; = 41y
asi p1/q1, pero como ambos son primos, esto implica que p; = q1. Ahora,
cancelando p; de la igualdad sobre la que estamos trabajando, obtenemos
P2 pPr = 4q2---qs. Utilizando un razonamiento analogo al que acabamos
de explicar, podemos cancelar todos los primos p;, para obtener al final
1 = g,41- g5, lo que sélo es posible cuando se han cancelado todos los
primos g;, es decir, en el caso r = s.
Observemos que en el reordenamiento que se hace en cada paso del proce-
so anterior obtenemos la biyeccién deseada.

n

Una relacién binaria R definida en un conjunto A es un subconjunto
de AZ. Decimos que a,b € A estén relacionados si (a,b) € R,y se suele
denotar este hecho mediante aRb.

Decimos que una relacién R es un conjunto A es una relacién de equi-
valencia si cumple la siguientes propiedades:

i) Reflexividad: xRx para todo x € A.

ii) Simetria: xRy implica yRx para cualesquiera x,y € A.
iii) Transitividad: xRy y yRz implican que xRz para todo x,y,z € A.

Si R es una relacion de equivalencia, dado x € A, la clase de equivalencia
de x respectoa Res [x|g = {y € A | xRy}.

Dado un entero fijo n diremos que dos enteros a,b son congruentes
médulo nsin | a — by denotamos este hecho pora = b (méd n). Es facil
probar que la congruencia médulo 7 es una relacién de equivalencia en
Z, entonces para a € Z su clase de equivalencia médulo 7 es el conjunto
[a] :=={x € Z | x=a (mbd n)}. Se puede probar también que el residuo
de dividir cualquier entero x € [a] entre 1 es el mismo residuo que queda al
dividir a entre n, sabemos que s6lo hay un nimero finito de posibilidades
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para el residuo r que queda al dividir cualquier nimero entero m entre 1,
a saber: ¥ = 0,1,...,n — 1; por lo tanto s6lo hay 7 clases de equivalencia:
[0], [1], ..., [n — 1]. Al conjunto de estas clases de equivalencia se les llama
clases residuales médulo 7 y un elemento x € [a] se llama representante
de la clase [a].

Si definimos la suma y el producto para dos clases residuales [a], [b] co-
mo [a] + [b] = [a+ D] y [a][b] = [ab] (se puede probar de manera sencilla
que las operaciones de suma y producto de dos clases residuales estan bien
definidas), entonces el conjunto de clases residuales médulo n con las ope-
raciones definidas forman un anillo conmutativo con uno! y se denota por

Z/mZ.

Teorema 1.4

La congruencia lineal ax = b (mo6d m) tiene soluciones médulo m si y sélo si
d = mcd(a, m)|b. Cuando hay soluciones, éstas tienen la forma x = xo+ m't
(méd m) donde m = m'd y xq es cualquier solucion particular de la congruencia.

Para consultar la demostracion de este teorema ver [19, p. 43].

1.2. Algebra

anii

Un grupo es un conjunto no vacio G con una operacién binaria ”-”(llamada
producto) tal que, para cualesquiera x,y,z € G se cumple:
i) x-y € G (Cerradura).
ii) x-(y-z) = (x-y) - z (Conmutatividad).
iii) Existe un elemento ¢ € G llamado identidad talque x -e = e - x = x.
iv) x tiene inverso, es decir, existe x € G tal que x - X =x -x=e

Siademads se cumpleque x -y = y - x Vx,y € G decimos que G es un grupo
abeliano.

Un subconjunto H de un grupo G es subgrupo de G si respecto al pro-
ducto definido en G, el subconjunto H forma un grupo. Si H es subgrupo
de G,y a € G, entonces Ha := {ha € G | h € H}; al conjunto Ha se
le llama clase lateral derecha de H en G (andlogamente se define una cla-
se lateral izquierda de H en G). Un subgrupo N de G se dice que es un
subgrupo normal de G, si paratoda g € Gytodan € N,gng~! € N.

Ver definicién de anillo conmutativo con uno en la seccién de algebra.



Proposicién 1.5
N es un subgrupo normal de G si y s6lo si gNg~! = N para todo g € G.

Para consultar la demostracion de esta proposicion ver [7, p. 57] .

Por la proposicién anterior sabemos que gNg~! = N, de donde obtene-
mos que (§Ng~1)g = Ng, asi, gN = Ng, es decir, la clase lateral izquierda
gN es la clase lateral derecha Ng. Si para dos conjuntos A, B definimos
AB = {ab | a € A,b € B}, entonces, suponiendo que N es un subgrupo
normal de G, y que a4,b € G, consideraremos el "producto”(Na)(Nb), y
dado que N es normal en G obtenemos

NaNb = N(aN)b = N(Na)b = NNab = Nab.

Lo que nos proporciona la férmula NaNb = Nab (x). Ahora denotaremos
por G/N la coleccién de todas las clases laterales derechas de N en G.
Entonces es facil comprobar que G/ N con el producto definido por (x) es
un grupo (ver [7, p. 58]), a este grupo se le llama grupo cociente o grupo
factor de G por N.

Dado un conjunto R, decimos que éste es un anillo, si en R se encuen-
tran definidas dos operaciones “+” y ” - ” llamadas suma y producto res-
pectivamente, tales que para cualesquiera x,y,z € R se cumple:

i) R es un grupo abeliano bajo la suma.
ii) x-y € R.
iil) (x-y)-z=x-(y-z2).
iv) x-(y+z)=x-y+x-z
(y+2z) -x=y-x+z-x (Leyes distributivas).
En este caso denotamos con 0 y —x a los elementos identidad e inverso
respectivamente, ambos bajo la suma.

Si ademads existe un elemento 1 € Rtalquex-1 =1-x = x Vx € R,
decimos que R es un anillo con elemento unitario o anillo con unidad.
Por otro lado, si se cumple que xy = yx Vx,y € R llamamos a R anillo
conmutativo.

Si R es un anillo conmutativo, decimos que x # 0 € R es un divisor de
cerosi dy # 0 € R tal que xy = 0.

A un anillo se le llama anillo con divisién si sus elementos distintos
del elemento cero forman un grupo bajo la multiplicaciéon. Un campo es
un anillo conmutativo con divisién.



Si x y y son elementos de un anillo conmutativo R, entonces x divide a
y en R (x es divisor de y 0 y es multiplo de x), denotado por x|y si existe
un elemento z € R tal que y = zx.

Un elemento u# en un anillo conmutativo R es llamado una unidad si
u|l en R, es decir, Jv € R tal que uv = 1, el elemento v es llamado inverso

de u y generalmente u es denotado por u .

Un subconjunto S de un anillo conmutativo R es un subanillo de R si,
para cualesquiera x,y € S se cumple:
i) 1e€S.
i) x —y €8S.
iii) xy € S.
Si Ay R son anillos conmutativos, un homomorfismo de anillos es una
funcién f : A — R tal que, para cualesquiera x,y € A:

i) f(1) =1
i) fx+y)=f(x)+f(y)
i) f(xy) = f(x)f(y).
Un homomorfismo que también es una biyeccién se llama isomorfismo. En

tal caso, los anillos A y R son llamados isomorfos y este hecho se denota
por A = R.

Un ideal de un anillo conmutativo R es un subconjunto I de R que
cumple lo siguiente:
i) 0el.
ii) Six,y € I entoncesx +y € L.
iii) Six € I y r € Rentonces rx € I.

Si I # {0}, R decimos que es un ideal propio. Si I es un ideal propio y
dado otro ideal | de R, se cumple quesiI C ] C Rentonces ] =Io ] =R,
entonces decimos que I es un ideal maximal de R. Un anillo conmutativo
R es llamado anillo local si tiene un tinico ideal maximal.

Si R es un anillo conmutativo y by, ..., by, € R, entonces el conjunto de
todas las combinaciones lineales I = {rib; +---+r,b, | r; € R} es un
ideal en R y es llamado el ideal generado por by, ..., b,. En particular si
n = 1lentonces I = {rb | r € R} es un ideal en R y es llamado el ideal
principal generado por b.

Dado un ideal I de un anillo R, definimos R/U (anillo cociente) como
el conjunto de todas las clases laterales de I en R obtenidas al considerar
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a I como subgrupo de R bajo la suma. En este caso no hay distincién de
clase lateral izquierda y derecha puesto que R es un grupo abeliano bajo la
suma, asi las clases laterales son de la forma r + I, con r € R. De acuerdo
con lo expuesto al principio de la seccién, R/U es un grupo bajo la adicién
dadapor (a+1)+ (b+1)=(a+b)+1.

Ahora, para que R/U tenga una estructura de anillo lo dotamos con el
producto (a + I)(b+ I) = ab + I. Se puede probar que efectivamente R /U
satisface los axiomas de anillo con las dos operaciones definidas en él, para
mas detalles ver [15, p. 182] y [7, p. 116].

Teorema 1.6
Si R es un anillo conmutativo con unidad y M es un ideal de R entonces M es
ideal maximal de R si y sélo si R/ M es un campo.

Para consultar la demostracion de este teorema ver [7, p. 122].

1.3. [Espacios métricos

Un espacio métrico es un par (X, d) (cuando no se presta a ambigiieda-
des se escribe simplemente X) donde X es un conjunto y 4 es una métrica
(distancia) en X, es decir, d : X x X — RU {0} es una funcién que, para
cualesquiera x,y,z € X, satisface:

i) d(x,y) =0siysélosix =y.

ii) d(x,y) =d(y, x).
iii) d(x,y) <d(x,z) +d(z,y) (Desigualdad del tridngulo).

Los elementos de X son llamados puntos.

Por sucesién entendemos una funcién f definida en todos los nime-
ros naturales. Si f(1n) = x, se acostumbra representar la sucesion f por el
simbolo {x,}.Si A es un conjunto y x,, € A para todo n, decimos que {x,}
es una sucesion en A, o una sucesion de elementos de A.

Se dice que una sucesién {a,} en un espacio métrico (X,d) converge
si existe un punto a € X con la propiedad de que para cada € > 0 existe
un numero natural N tal que n > N implica que d(a,,a) < €. En este caso
decimos que {4, } converge hacia 2 0 que a es el limite de {a, }, y escribimos
A, — ao nh_r)ro}o a, = a.Si {a, } no converge se dice que diverge.



Dada una sucesion {a, } consideremos la sucesion {7y }constituida por
enteros positivos de modo que n; < np < nz < ---. La sucesién {ani} se
llama subsucesién de {a, }.

Dada una sucesion {a,} definimos una sucesién asociada {s;, }, donde
n

su = Y a. Utilizamos para {s,, } la expresion a; + a; + a3 + - - - abreviado
k=1

o0
frecuentemente con ) | a,. A esta tiltima se le llama serie infinita o simple-
n=1
mente serie. A los ntimeros s, se les llama sumas parciales de la serie. Si

la sucesion {s, } converge hacia s decimos que la serie converge y en este

caso escribimos
o0

y —s.

n=1
Al ntimero s se le llama suma de la serie. Por otro lado si {s,} diverge,
decimos que la serie diverge. Frecuentemente escribimos } 4, para escribir
de forma mdas compacta el simbolo de serie cuando esto no se presta a
ambigiiedades.

En el siguiente teorema y comentario el simbolo | - | denota el médulo
complejo.

Teorema 1.7 (Criterio de comparacién)
Si|an| < ¢y paran > Ny, donde Ny es un niimero natural dado y Y, ¢, converge
también converge Y ay,.

Para consultar la demostracion de este teorema ver [16, p. 64].

Decimos que }_a, es absolutamente convergente si ) |a,| converge.

Teorema 1.8
Si 'Y a, converge absolutamente entonces ) a, converge.

Para consultar la demostracion de este teorema ver [16, p. 76].

1.4. Topologia

Una topologia sobre un conjunto X es una coleccién 7 de subconjuntos
de X con las siguientes propiedades:
i) 0,XeT.



ii) La unién arbitraria de elementos de 7 pertenecea 7.
iii) La interseccion finita de elementos de 7 pertenece a 7.

Un conjunto X para el que se ha definido una topologfa 7 se llama espacio
topoldgico, denotado (X, T), o si no se presta a ambigiiedades, simple-
mente X.

Si (X, T') es un espacio topoldgico decimos que un subconjunto A de X
es abierto si A € T y decimos que es cerradosi X — A € T.

Dado un subconjunto A de X, la clausura de A se define como la in-
terseccién de todos los conjuntos cerrados que contienen a A y se denota
por A. Un punto p € A es llamado punto interior de A si existe un con-
junto abierto G tal que p € G C A; el conjunto de puntos interiores de
A es llamado el interior de A y se denota por Int(A). El exterior de A,
escrito como Ext(A), se define como el interior de X — A, y la frotera de
A denotada por Fr(A) se define como el conjunto de puntos de X que no
pertenecen a Int(A) nia Ext(A) es decir Fr(A) = X — (Int(A) U Ext(A)).

Si A es subconjunto de un espacio topolégico X, y si x € X, decimos
que x es punto limite (punto de acumulacién) de A si para cada conjunto
abierto G que contiene a x se cumple que (G — {x}) N A # @. El conjunto
de todos los puntos limite de A se denota por A'.

Teorema 1.9
. . . — /
Sea A un subconjunto de un espacio topolégico X, entonces A = AU A .

Para consultar la demostracion de este teorema ver [13, p. 111]

Teorema 1.10
Sea A subconjunto de un espacio topologico X, entonces Int(A) y Fr(A) son

disjuntos y A = Int(A) U Fr(A).

Para consultar la demostracién de este teorema ver [3, p. 72].

Un subconjunto A de un espacio X se dice que es denso en X si A = X.

1.5. Arboles

Dado un conjunto A, una cadena en A es un elemento u de A", para
n € IN. El namero natural n se denomina longitud de u y se denota por



|u|. La tinica cadena de longitud 0 se denomina cadena vacia y es denotada
por €. El conjunto U;>¢A' de todas las cadenas en A se denota por A*.

Dadas dos cadenas u = (uy,...,un), v = (v1,...,0m), la concatenacién
de ambas, denotada por uv es la cadena (uy, ..., tn, 01, ..., Um)-

Dadas u,v € A*, v es prefijo de u si existe w € A* tal que u = vw.
Si v es prefijo de u se denota por v < u. Andlogamente v es sufijo de u si
existe w € A* tal que u = wo. Decimos que v es subcadena de u si existen
wy, wy € A* tales que u = wyvw,. Si v es prefijo (sufijo o subcadena) de u
se dice propio si u # v. Si u no es prefijo de v, ni v es prefijo de u, decimos
que u, v son disjuntas y se denota por u|v.

Un dominio de drbol D es un subconjunto no vacio de IN* (cadenas de
enteros positivos) que cumple:
i) Para todo u € D, todo prefijo de u estd en D.
ii) Paratodou € D, i € IN,siui € D entonces uj € D paral <j <i.

Dado un conjunto X (al que llamamos conjunto de etiquetas), un drbol
Y-etiquetado (en adelante simplemente arbol) es una aplicaciont : D — %,
siendo D un dominio de arbol. El dominio de un 4rbol t lo denotamos por
dom(t).

Sea t un drbol. Un nodo de t es un elemento de dom(t). El grado de un
nodo u es g(u) = #{i | ui € dom(t)}. El arbol t esté finitamente ramifica-
do si para todo u € dom(t), g(u) es finito. Una hoja de t es un nodo tal que
¢(u) = 0. El nodo representado por € se denomina raiz del &rbol. El &rbol
t es finito si dom(t) lo es, andlogamente si dom(t) es infinito, entonces de-
cimos que f es un arbol infinito. Dado u € dom(t), los nodos ui € dom(t)
se denominan hijos de u. Dados dos nodos u,v € dom(t), decimos que u
es antecesor de v, (0 que v es sucesor de u) si u < v.

Dado un arbol ¢, un camino finito con origen u y destino v, es una su-
cesion de nodos de t de la forma ug, ..., u, con ug = uy u, = v, tal que,
paratodoj, 1 <j <mn, uj = uj,lij; la longitud de tal camino es n. Una
rama es un camino con origen en la raiz y destino en una hoja. Un camino
infinito con origen u es una secuencia infinita de nodos de t de la forma
U, U1, Uz, ... tal que ug = u y paratodoj > 1, u; = u; qi;. Si t es un arbol
finito, la altura de un nodo u € dom(t) es la mayor longitud de los caminos
con origen u. La profundidad de t es la altura de su raiz.
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Lema 1.11 (Lema de Konig)
Sea t un drbol infinito finitamente ramificado, entonces existe un camino infinito
con origen en la raiz.

Para consultar la demostracion de este lema ver [9, p. 5].
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Capitulo 2

Numeros p-adicos

El objetivo de este capitulo es construir el campo de los niimeros p-adi-
cos, denotado por Qy y estudiar algunas de sus propiedades mas intere-
santes, lo cual serd una base para el estudio de la serie de Poincaré, tema
que abordaremos en el siguiente capitulo.

2.1. Principios basicos

El objetivo principal de esta seccién serd introducir un nuevo valor ab-
soluto definido sobre los niimeros racionales, esto nos dard una nueva for-
ma de medir distancias y realizar cdlculos. En secciones posteriores nos
encargaremos de construir el campo de los ntimeros p-ddicos como una
completacion de los nimeros racionales respecto a este nuevo valor abso-
luto. Sin embargo, estudiaremos a lo largo de esta seccion las propiedades
de los valores absolutos sobre campos en general, teoria que por supuesto
serd claramente aplicable al campo Q.

A lo largo de este capitulo K denotard un campo arbitrario, y denota-
remos mediante R, = {x € R | x > 0} al conjunto de nimeros reales
no negativos. Comenzaremos con la definicién de valor absoluto sobre un
campo, y analizaremos algunos hechos fundamentales derivados de la de-
finicién.

2.1.1. Valores absolutos sobre campos

Definicién 2.1
Un valor absoluto sobre K es una funcién | - | K — Ry que satisface las
siguientes condiciones:

i) |x|=0siysélosix = 0.

i) |xy|=|x|ly| Vx,y e K
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ii) |x+y|[<|[x|+|y]| Vx,yeK
Si ademds el valor absoluto satisface | x +y | < max{| x |,| y |} Vx,y € K

decimos que es un valor absoluto no arquimediano; en caso contrario se dice
que el valor absoluto es arquimediano.

Notemos que la condicién | x +y |< max{| x |,| y |} implica la parte 3
de la definicion de valor absoluto, ya que max{| x |, |y |} <[ x|+ | v |

Ejemplo 2.2
El valor absoluto trivial sobre un campo K se define como sigue:
0, si x=0
| x |= :
1, si x#0.
Claramente este valor absoluto es no arquimediano.

Ejemplo 2.3
El valor absoluto sobre Q definido de la siguiente manera

_ x, si x>0
|x|_{—x, si x<0
es llamado el valor absoluto usual sobre Q y lo denotaremos mediante | - |oo, €l
por qué de esta notacion serd mds claro cuando abordemos el estudio de los valores
absolutos sobre Q.
Ademds este valor absoluto es arquimediano, pues, si tomamos x = y = 1 tenemos
lx+y|=14+1 =2| >1=max{|1|,|1]|}.

Definicién 2.4

Dado un niimero primo fijo p, la valuacién p-ddica en Z es la funcion v, :
Z — {0} — R definida como sigue:

Para cada niimero entero n # 0, v,(n) es el tinico entero positivo que satisface

n=rp%MWy  conptn

El dominio de la funcién v,(n) se extiende al campo de los niimeros racionales
como sigue:

a
b

con la convencion en ambos dominios de que v,(0) = oo.

Six = - € Q — {0}, entonces vy(x) = vp(a) — vy (b)
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Notemos que el teorema fundamental de la aritmética garantiza la exis-
tencia y unicidad de la valuacién p-ddica definida sobre los niimeros ente-
ros.

Una pregunta bdsica que surge inmediatamente después de leer la defi-
nicién de valuacién p-adica sobre los niimeros racionales es preguntarnos
si efectivamente esta bien definida, que es precisamente lo que probaremos
a continuacién con ayuda del siguiente lema.

Lema 2.5

Sim,n € Z, entonces v,(mn) = vy(m) + vp(n)

Demostracién

Sean m,n € Z, se tiene
m = p?r(Mm’ con ptm
n=prmy conptn.

De las ecuaciones anteriores tenemos

op (M)’ por (M conptmn

mmn — p P
(m)+op(n)

v 1 1
mn = p° mn conptmn.

Y por definicién se tiene
vp(mn) = vy(m) +v,(n).

Proposicién 2.6
Para cualquier x € Q, v,(x) no depende de la representacion de x como cociente
de dos enteros.

Demostracion 1 c
Sea x € Q tal que x = 5= g cona,b,c,d € Z. Tenemos que
ad = bc
vp(ad) = vp(bc)
op(a) +0p(d) = 0p(b) + 0 (c)
0y(a) — 0 (b) = 0 (c) — 0 (d)

o () =2 (3)

A partir de las proposiciones anteriores podemos deducir que para
cualquier x € Q — {0} se tiene
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Asf la valucién p-ddica de un nimero racional queda determinada por la
férmula

!
X = E = pvp(x)a_.
b b
El siguiente lema muestra que la valuacién p-ddica definida anterior-
mente efectivamente es una valuacién sobre un campo.

Lema 2.7
Para todo x,y € Q, se tiene:

i) vp(xy) = vp(x) + 0p(y).
ii) vp(x+y) > min{v,(x),v,(y)}

Demostracio c
i) Sean x = —, y = —. Se tiene que

b d

Up(x) + Up(]/) = Up(a) - Up(b) + Up(c) - Up(d)
= Up(a) + Up(c) - [vp(b) + Up(d)]
= vp(ac) — vy (bd)

= (5a)
— 0p(xy).

ii) Sean x, y como en el inciso anterior, entonces

x = por? y:pmw%
= Up(x)a_ Up(y)c_.
X + y p b/ + p d/
Sea t = min{v,(x),v,(y)}, asi factorizando
— pt [p? (x)—ta_/ Up(?/)_tc_/ .
X + y p p 4 b/ + p d/

Por lo tanto v, (x +y) > min{v,(x), v,(y)}.

|

Ahora definiremos el valor absoluto p-ddico que serd de vital impor-
tancia nuestro trabajo futuro.
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Definicion 2.8
Para cualquier x € Q, se define el valor absoluto p-ddico de x como sigue

| x |p= p~), six#0
P 0 , six=0.

Proposicion 2.9
La funcién | - |, es un valor absoluto no arquimediano sobre Q.

Demostracion
i) Se cumple por definicién.

ii) Sean x,y € Q.
Si alguno de los dos, 0 ambos son igual a cero, claramente
| xy ’p:’ X |p| y ‘P'
Si ambos son distintos de cero, entonces

| xy |p: p_vp(xy) — p_vp(x)_vp(y) — p_v}?(x)p_vp(y) :‘ X ‘P' y |p

iv) Sean x,y € Q.
Supongamos s.p.g. que min{v,(x),v,(y)} = vp(x), entonces por el le-
ma 2.7 tenemos

vp(x +y) > vp(x)
— pvp(x—i—y) > pvp(x)

— 1 < 1
pvp(ery) - pvp(x)

= |x+yl, <|x|p
Por otro lado

Up(x) < Up(}/)
— pvp(x) S pvp(:‘/)
1 1

ZCRrT

= max{| x |p, [y |p} =] x[p
Por lo tanto |x + y|, < max{|x|,, |y|,}

Ademas, como sabemos que la parte iv) implica la parte iii) de la definicién

de valor absoluto, la proposicién queda demostrada.
|
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2.1.2. Propiedades basicas de valores absolutos

En esta seccion estudiaremos algunas de las propiedades bésicas de los
valores absolutos en general que se utilizardn en las siguientes secciones.

Proposicion 2.10

Sea | - | un valor absoluto sobre K, entonces para todo x,y € K se cumple lo
siguiente:

)l=|-1=1

i) |x| =|— x|

i) [|x] = |yllr < [xEyl.
iv) |x—y| < [x]+yl.

x| x|
V)

—| = -— con 0.
gl T Y

Donde | - |Rr es el valor absoluto usual en R (la definicion es andloga a la definicién
del valor absoluto usual sobre Q).

Demostracion

(1= || =11] = []=1 ,
I=1l=[-D(=D][=]-1]-1=|-1 = |-1]=1

i) [ —x|=[(-Dx|=|—1|[x] = |x].

iii) Tenemos que
yl=ly+x—x)]=[y+x)+(=x)| < ly+x|+|—x] = [y +x[ +|x].
Asi
—ly+x| <|x[—[yl. (1)
Ademads
x| =lx+ -y =[x+y)+ (= <|x+y[+ |-yl =[x +y|+]yl.
Entonces
x| =yl <|x+yl. (2)
Y de (1) y (2) tenemos

—ly+x| < [x[ =y < |x+y|
= ||x] = [y|lr < |x+yl

Por otro lado

[ = lyllr < [x+ (=) = |x =yl
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iv) |x —y| =[x+ (=y)| < x|+ [ —y| = [x| +]y].
v) Como y # 0 tenemos

x| =

El siguiente teorema muestra una propiedad necesaria y suficiente para
que un valor absoluto sea no arquimediano; y para ello recordaremos que
para cualquier campo K, existe la funcién f : Z — K definida como sigue

1+...+1 sin>0
———

n veces
—(1+..+1) sin<0
—_———

—n veces

que es la inclusion usual de Z en Q cuando Q C K.

Teorema 2.11

Sea A C K la imagen de Z bajo la funcion f antes definida. Un valor absoluto | - |
sobre K es no arquimediano si y sélo si |a| < 1 para todo a € A. En particular,
un valor absoluto sobre Q es no arquimediano si y sélo si |n| < 1Vn € Z.

Demostracion

=) Sea | - | un valor absoluto no arquimediano sobre K. Como | - | es no
arquimediano tenemos que |x + y| < max{|x|, |y|} Vx,y € K, y en
particular sabemos que |2 + 1| < méax{|a|, |1|} = méax{|a|,1} Va € A.
Asi probaremos por inducciéon que |f(n)] <1 Vn € N.
Para n = 1, tenemos que |f(1)| = [1| = 1.
Supongamos cierto para 1, es decir | f(n)| < 1, asi para n + 1 tenemos

[f(n+1)|=1]1+..+141 <max{|f(n)],1} = 1.

noveces

Asi, |[f(n)] <1VneN.

Por otro lado sabemos que |x| = | — x|. Asi,sin € Z,yn < 0, entonces
Ifm))=]-Q+..+1)|=]1+..+1| <1
~———— ——
—1 veces —n veces

Y paran =0, |f(0)] =0 <1.Porlotanto |[f(n)| <1 Vne Z
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<) Sea | - | un valor absoluto sobre K, tal que |a| <1 Va € A.
Siy =0, se cumple que |x 4+ y| < max{|x|,|y|} Vx e K.
Siy # 0, se cumple entonces la equivalencia

i ,1}.
y

lx +y| <max{|x|,|y|} <= ’§+1‘§méx{'—

Asi basta probar que |x + 1| < max{|x|,1} Vx € K.
Sean x € K, m € Z™, entonces tenemos que

m

k

5]

m
3 < Y155 < (m o+ 1) max{L, x|"}.
k=0

[x+1|" = "],

Como (7:

Asi se sigue que

) € A, entonces

m
k
Y asi llegamos a que |x + 1| < méax{1,|x|} Vm+1 Vm € N.
Ahora, haciendo m — co y dado que lim;; oo Vm 41 = 1, obtenemos

m
x+1m <)
k=0

|x + 1] < méx{|x|,1}.

Propiedad arquimediana
Un valor absoluto es arquimediano si tiene la siguiente propiedad: Da-
dos x,y € K, x # 0, existe un entero positivo n tal que |nx| > |y| .

Es claro que la propiedad arquimediana es equivalente a decir que exis-
ten enteros cuyo valor absoluto es arbitrariamente “grande”, en otras pa-
labras, esta propiedad es equivalente a decir que sup{|n||n € Z} = oo.
Basicamente de la propiedad arquimediana se derivan las siguientes pro-
posiciones.

Corolario 2.12
Un valor absoluto | - | es no arquimediano si y sélo si sup{|n| | n € Z} = 1.

Demostracion
=) Del teorema anterior sabemos que |a| <1 Va € A, y como f(1) =1,
se sigue que sup{|n| | n € Z} = 1.
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<) Sisup{|n| | n € Z} =1, entonces [n| <1 Vn € Z, y por el teorema
anterior, el valor absoluto no es arquimediano.

|
Proposicién 2.13
Sisup{|n| | n € Z} = C < oo, entonces | - | no es arquimediano y C = 1.
Demostracion
Como |1| = 1,sup{|n| | n € Z} > 1.Sisup{|n| | n € Z} = C > 1,
entonces 3m € Z tal que |m| > 1, ademas |m*| = |m|F Vk € N, asi

lim |m|* = co.
k—o0

Entonces existe r € IN tal que |m|" > C, lo que es una contradiccién, por lo
tanto C = 1. Y por el corolario anterior se obtiene que | - | es no arquime-

diano.
[ |

2.1.3. Topologia de valores absolutos

El principal propésito de un valor absoluto es el de proporcionarnos
una nocién de “tamafio”, para en base a ello ser capaces de desarrollar el
concepto de distancia entre dos nimeros, es decir, obtener una métrica en
el campo que estemos estudiando. Una vez obtenida una distancia pode-
mos desarrollar otros conceptos como el de conjuntos abiertos, cerrados y
en general investigar la topologia del campo. Este sers nuestro objetivo en
esta subseccion.

Definicién 2.14
Sea K un campo y sea | - | un valor absoluto sobre KK, se define la distancia d(x, y)
entre dos elementos x,y € K como

d(x,y) = |x —yl.

La funcién d es llamada la métrica inducida por el valor absoluto | - |.

Proposicion 2.15
La métrica inducida por un valor absoluto es efectivamente una métrica.

Demostracién
Sea | - | un valor absoluto sobre K, y sea d(x, y) la métrica inducida por | - |.
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i) d: KxK— Ry, asid(x,y) >0 Vx,y € K.
Ahora, sid(x,y) = 0, entonces

[x—y[=0
— x—y=0
— x=y.

i) dix,y) =|x—yl=[-(x—-yl=]-x+y|l=ly—x[=d(y,x).

iii) d(x,y)=|x—z+z—y| < |x—z|+ |z—y| =d(x,z) + d(z,y).

Lema 2.16
La funcion valor absoluto, | - | : K — Ry es continua.

Demostracion
Sea xp € Ky seae > 0. Tomando § = ¢, tenemos que |x — xo| < €. Asi

[|x[ = |x0l[r < [x —x0| <€

De lo que se sigue que | - | es continua en x, y como Xy se eligié de manera
arbitraria, entonces | - | es continua.

Proposiciéon 2.17
Sea K un campo y | - | un valor absoluto definido sobre él. Las operaciones de suma,
producto y tomar inversos aditivo y multiplicativo son continuas.

Demostracion

1) Sean x¢,yp € K fijos. Para cualquier € > 0, tomando § = ‘

5 se tiene que

si|x—xo| <J y |y—yo|l <9I, entonces
€

2~ €

€
|(x0 +y0) = (x +y)[ < [xo —x[ +|yo —y[ < 5 +
Asi la suma es una funcién continua.

2) Sean xq,yo9 € K fijos. Para cualquier € > 0 dado, si elegimos § como
€ €

6 = min ) )
ST 2D
ly — yo| < &, entonces

1} se tiene que si [x — xp| < 6 y

Wyl =1y —yo+yol <[y —yol + [yol <1+ [yol-

21



Ademas

| xoy0 — xy| = |xoyo — xoy + xoy — xy|
< |xollyo — y| + |yl|x0 — x|

< %ol (m) + (1 + |yol) (m)
- g (|x(|:\c0n|L1) +§

<e+e
2 2

Por lo tanto el producto es una funcién continua.
3) Sea x¢ € K. Para cualquier € > 0, tomando 6 = € se tiene que

x—x0| <é = |—x—(x0)| =|x0—x| < =€

Asfi la operacion de tomar inverso aditivo es continua.

27 2

|xo] €|x0|}

4) Sea xp € K — 0. Para cualquier € > 0, tomando § = min {—

tenemos que si |x — xp| < ¢, entonces

X
Il =[xl < Jx - o] < 221
— B0y < B
|xo| 3|xo]
1 2
= <
< Tl

Por otro lado

1 1
X0 X

— 2 1 2
-« () (i) () <
|x[|xo] [xo| / \|x0] 2

Por lo tanto la operaciéon de tomar inverso multiplicativo es continua.

Definicion 2.18
Un espacio métrico que satisface d(x, y) < max{d(x,z),d(z,y)} paratodo x,y,z
se llama espacio ultramétrico.
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Proposicién 2.19

Sean | - | un valor absoluto sobre un campo K y d(x,y) = |x — y| la métrica
inducida por | - |. El valor absoluto | - | es no arquimediano si y sélo si el espacio es
ultramétrico.

Demostracién

=) Para x,y,z € K se tiene

d(x,y) = |x =yl = |(x +2) = (z+y)|.
Y como | - | es no arquimediano, entonces

[(x = 2) + (z = y)| < max{[x —z|, |z —y[}
= |x —y| < max{|x —z|, |z - y[}
= d(x,y) < méx{d(x,z),d(z,y)}.

<) Sean x,y € K. Sabemos que d(x, —y) < max{d(x,0),d(0, —y)}, por lo
tanto |x + y| < méax{|x|, |y|}.

Proposicién 2.20

Sea KK un campo y | - | un valor absoluto no arquimediano sobre K. Si x,y € Ky
x| # |y entonces |x +y| = max{|x], [y|}.

Demostracién

Sin pérdida de generalidad sea |x| > |y|. Como |- | es no arquimediano,
tenemos

[x +y| < [x] = max{|x], [y|} ().
Por otro lado, podemos expresar a x de la forma x = (x +y) + (—y), en-
tonces se cumple |x| < méax{|x + y|,|y|}; como sabemos que |x| > |y|,
tenemos que max{|x +y|, ly|} = |x +y|, y asi
x| < Jx 4yl (i)
De (i) y (ii) tenemos que |x + y| = méax{|x|, |y|}.

Corolario 2.21
En un espacio ultramétrico todos los tridngulos son isdsceles.

Demostracion

Sean x,y,z € X espacio ultramétrico. Las longitudes de los lados de un
triangulo son d(x,y), d(y,z), d(z, x).

Ahorad(x,y) = |x —y|,ademéds x —y = (x —z) + (z — y), de aqui tenemos
dos casos:
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- Sid(x,z) = |x —z| = |z—y| = d(z,y) = d(y, z) entonces el tridngulo es
isosceles.

- Sid(x,z) = |x—z| # |z—y| = d(z,y) = d(y,z) entonces tenemos que
d(x,y) = méx{d(x,z),d(z,y)}.

Y asi todos los tridngulos son isdsceles.

Definicion 2.22
Sea KK un campo con valor absoluto | - |. Y seana € Kyr € Ry. La bola abierta
con radio v y centro en a es el conjunto

B(a,r)={xeK | dx,a)<r}={xeK | |x—a| <r}.
La bola cerrada con centro en a y radio r es el conjunto
B(a,r)={xeK | d(x,a) <r}={xeK | |x—a| <r}

Proposicién 2.23
Sea K un campo con valor absoluto | - | no arquimediano, entonces:

i) Sib € B(a,r), entonces B(a,r) = B(b, ).
ii) Sib € B(a,r), entonces B(a,r) = B(b,r).
iii) B(a,r) es abierto y cerrado.
iv) B(a,r) es abierto y cerrado si r # 0.
v) Siab € Kyr,s € RT, entonces B(a,r) N B(b,s) # @ si y sélo si
B(a,r) C B(b,s) 6 B(b,s) C B(a,r).
vi) Sia,b € Kyrs € RY, entonces B(a,r) N B(b,s) # @ si y solo si
B(a,r) C B(b,s) 6 B(b,s) C B(a,r).

Demostracion

i) Sea b € B(a,r), es decir, |b — a| < r. Ahora, sea x € B(a,r), entonces
|x —a| < r. Por otro lado

-
€
C

lx=b|=|(x—a)+ (a—0b)] <méax{|x —al,la—Db|} <.

Asix € B(b,r)y B(a,r) C B(b,r). Andlogamente B(b,r) C B(a,r).
Entonces B(a,r) = B(b,r).

ii) Sean b € B(a,r) y x € B(a,r). Entonces tenemos que |b —a| < ry
|x —a| < r.Por otro lado

lx —=b|=|(x—a)+ (a—Db)| <méx{|x —al,|a—b|} <r
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Asix € B(b,r) y B(a,r) C B(b,r). Andlogamente B(b,r) C B(a,r).
Entonces B(a,r) = B(b, ).

iii) B(a,r) es abierto por definicién. Para probar que B(a,r) es cerrado,
sean x € fr(B(a,r)) ys < r.Se tiene

B(x,s)NB(a,r) # Q@

Asidy € B(x,s)NB(a,r),conloquesetiene |y —a| <r y |y—x| <s.
Entonces |x —a| < méx{|x —y|, |y —al} < max{s,r} < r. De esta
manera x € B(a,r), entonces fr(B(a,r)) C B(a,r). Por lo tanto B(a,r)
es cerrado.

iv) Sabemos que B(a,r) es cerrado. Ahora tenemos
B(a,r) = fr(B(a,r)) UB(a,r) = B(a,r)

Asi B(a, ) es abierto.

v) =) Como B(a,r) NB(b,s) # @, entonces 3¢ € B(a,r) N B(b,s).
Por 1) tenemos que B(a,r) = B(c,r) y B(b,s) = B(c,s).
Sir < sentonces B(c,r) C B(c,s) y B(a,r) C B(b,s)
Sis < rentonces B(c,s) C B(c,r) y B(b,s) C B(a,r).
<) Como forzosamente un conjunto es subconjunto del otro, entonces
es claro que la interseccién es no vacia.

vi) La prueba es andloga a la demostracion del inciso anterior.

2.1.4. Algebra

En esta parte estudiaremos la relacién entre un valor absoluto (no ar-
quimediano) y la estructura algebraica de un campo.

Teorema 2.24

Sea K un campo y | - | un valor absoluto no arquimediano definido sobre K. EI
conjunto O = B(0,1) = {x € K | |x| < 1} es subanillo de K, su subconjunto
B =B(0,1) = {x € K| |x| < 1} es un ideal maximal de O; ademds los tinicos
elementos invertibles en O son los elementos del conjunto O — B.

Demostracion
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*) En primer lugar mostraremos que O es subanillo de K.
)1€O,pues|l|=1<1.
ii) Sean x,y € O, es decir, |x| < 1e |y| < 1. Entonces podemos decir
que | — y] < max{ x|, | - y|} = max{]],[yl} < 1.
iii) [xy| = |x|ly] <1-1=1<1.

:) Ahora probaremos que B es ideal de O.
)0 € Opues 0| =0< 1.
ii) Sean x, y € B. Entonces |x + y| < max{|x|,|y|} <1, pues |x| <1le
ly| <1
iii) Sean r € O y x € B. Entonces |r| <1y |x| < 1lo que implica que
2] = [rl[x] < || < 1.

-) El siguiente objetivo es probar que B es ideal maximal de O.
Supongamos que Z es un ideal de O tal que B C Z. Como Z es ideal
de O se tiene que Z C O ademds como B # Z, entonces dz € T tal
que z ¢ B, porlo que |z|] = 1. Asizz7! = 1 € Z, pues T es ideal de
O,y z=1 € O. Entonces, para cualquier x € O, 1x € Z, es decir, x € 7.
AsiO CT e T = O.Por lo tanto B es ideal maximal de O.

-) Por ultimo probaremos que cada elemento de O — B es invertible en O.
Sea x € O — B, entonces |x| = 1,asi x # 0y x~! € K. Ademas |x~!| =

1
=1,yasi x~! € O — B. Ahora, supongamos que existe un elemento

x|
x invertible en O tal que x ¢ O — B, entonces |x| < 1, y como x es
invertible 3x~! € O tal que |x||x~!| = 1, pero |x||x"!| < 1, lo que es

una contradiccién. Por lo tanto los tinicos elementos invertibles en O

son O — B.

Definicion 2.25

Sea | - | un valor absoluto no arquimediano sobre K. El subanillo © = B(0,1) es
llamado anillo de valuacién de | - |. El ideal B = B(0,1) es llamado ideal de
valuacién de | - |. El cociente k = O/ B es llamado campo de residuos de | - |.
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2.2. Valores absolutos sobre Q

En esta seccién estudiaremos todos los “tipos”de valores absolutos que
se pueden definir sobre el campo de los ntimeros racionales. Comenzare-
mos haciendo mencién de los valores absolutos sobre Q que hemos defi-
nido hasta el momento: El valor absoluto trivial, el valor absoluto usual, y
por tultimo, el valor absoluto p-ddico. Probaremos entonces que en deter-
minada forma, los anteriores son todos los tipos de valores absolutos que
se pueden definir sobre Q.

Comenzaremos por dar una definicién que nos ayudard a entender en
qué sentido dos valores absolutos serdn considerados “iguales”.

Definicién 2.26
Dos valores absolutos | - |1 y | - |2 sobre un campo K se dicen equivalentes si definen
la misma topologia sobre K.

Lema 2.27

Sea | - | un valor absoluto definido sobre un campo K, entonces lim x" = 0 si y
n—o00

solosi |x| < 1.

Demostracién

=) Como lim x" = 0, entonces parae =1 N € N tal que
n—oo

|x" — 0| = |x"| = |x|" <1 paran > N.
Luego |x|N < 1, lo que implica que |x| < 1.

<) Si x = 0 es claro que la implicacién se cumple.
En otro caso, si x # 0, entonces |17| > 1 pues |x| < 1,asi 31 > 0 tal que

1 _

o = 1+ h. Ahora, por la desigualdad de Bernoulli, tenemos que

k
(%) = (14+h)*>1+kh Vk € N.

Sea € > 0, por la propiedad arquimediana sabemos que dN, € IN

tal que Nch > % —1, luego 1 + Nch > %, de lo que se sigue que

1 1 N, n
XN > ¢ Y entonces |x|Ne < e.Paran > N, se cumple que |x|" < ey
asi lim;;, e x™ = 0.
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Lema 2.28
Sean | - |1 y | - |2 dos wvalores absolutos definidos sobre un campo K, entonces los
siguientes enunciados son equivalentes:

i) |- |1y |- |2 son valores absolutos equivalentes.
it) Para todo x € K se tiene que |x|1 < 1siy sélosi|x|, < 1.
iii) Existe un niimero real positivo « tal que |x|; = |x|5 para todo x € K.

Demostracion

)

i) = ii)
Sea x € K tal que |x|; < 1, entonces, por el lema anterior, tenemos

li_r)n x" =0con|-|1.Como |- |1y |- |2 son equivalentes, todo abierto de
n—oo

(K,d).|,) es abierto en (K, d|.,,), donde d|.|,, d|., son las métricas induci-

das por los valores absolutos | - |1, | - |2 respectivamente. Asi lim x" =0
n—o00

con | - |2, y por el lema anterior |x|; < 1. Andlogamente, si |x|; < 1
entonces |x|; < 1.

i) = iii)

Sea x € K, distinguiremos dos casos:

Si | - |1 es el valor absoluto trivial, para x # 0,1 tenemos que si |x|; = 1
entonces |x|, = 1 pues, de lo contrario, tendriamos que |x|; # 1, lo que
es una contradiccion.

Si | - |1 no es el valor absoluto trivial, entonces existe xo # 0,1 tal que
[x0l1 < 1,10 que a su vez implica que |xo|> < 1.Sea a =log, | [xo|, de
esta manera |xg|5 = |xo[1. Ademads a > 0, pues de lo contrario sucederia
que |xg|1 > 1, lo que es una contradiccién.

Ahora, si |x|; = 1 entonces |x|; = 1, pues de lo contrario tendriamos
que |x|; # 1, lo que es una contradiccion. Asi |x|; = |x|5.

Por otro lado, si |x|; = |xo|1, entonces |x|2 = |xg|2, porque si |x|, < |xo|2
entonces |3-[> < 1, lo que implica que [J-[1 < 1y asi |x[1 < |xo[s, lo
que es una contradiccion. Andlogamente se obtiene una contradiccion
al suponer que |x|2 > |xp|2. Asi |x|1 = |[x0]1 = [x0]5 = |x]5.

Por dltimo, si |x|; # 1y |x|1 # |x0|1, sea entonces

S = {% ’ m,n €N, [x|{ < ]xoh}.

Se tiene
xm

m m
€ S = |x|{ <|xo|i, = |x|I' = |x0|] = | < 1
0

‘xm 1
— |==
n
X0

m
<1 =[xl = xol < |2lf < |xol
2
Asi, se sigue que
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m m m m
S = {; m,neN, x|} < |x0|2} = {; m,n €N, |x|] < |x0|1}.

Esto implica
m

s={2 | mneN, vl < lxolf } = {5 | mneN, xh < Jxlf }

Ahora, sean s = log, | |x|1 y t =log, |, [x[. Obtenemos asi que

S:{r:ﬂ‘m,neN,s<1}:{r:m‘m,ne]N,t<1}.
n r n r

Sis # t se tiene que s < t ot < s. Supongamos s < t, entonces dp € Q

tal que s < p < t, luego se sigue que % € S, puess < 1+ = p. Por otro
P
lado, % ¢ S pues % = p < t. Y asi llegamos a una contradiccién, pues
P
% €Sy % ¢ S. Analogamente se obtiene una contradiccién al suponer

t < s.Por lo tanto s = t y podemos concluir que

|x[1 = |x0l] = (Ix0[3)* = ([x0[3)* = [x]3

iii) = 1)
Sea B|.|,(x,7) una bola abierta en (K, d|., ). Sabemos que Vz € K, |z[; =
|z|5 para algtin « € RT. Luego
yeEB(xr) &= [x—yh <r <= [x—ylf<r = |[x—y| < r
= yE BHz(x’ Ur).
Asf toda bola abierta en (K, d|.|,) es bola abierta en (K, d|.,). Andloga-

mente toda bola abierta en (K, d|.|,) es bola abierta en (K,d|.|,). Por lo
tanto | - |1 y | - |2 son equivalentes.

Corolario 2.29

Sean p, q dos niimeros primos distintos, entonces | - |, y | - |4 no son equivalentes.

Demostracion

Tenemos que |p|, = %, mientras que |p|; = 1; entonces, por el lema ante-

rior | - [, y | - |4 no son equivalentes.
|

Lema 2.30

Sea | - | un valor absoluto sobre Q. Si se conoce |n| para toda n € IN, entonces se

puede determinar |x| para toda x € Q.
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Demostracién

En primer lugar |0| = 0 por definicién. Ahora, para n € Z~ se tiene que
—n € N, entonces |n| = | — n|. Para cualquier n € Z — {0} tenemos
que \%l W Asi podemos decir que para cualquier § € Q se tiene que

§1 = lall}] = f

Teorema 2.31 (Ostrowsky)
Cada valor absoluto no trivial sobre Q es equivalente a uno de los valores absolutos
| - |p para p un niimero primo fijo o p = oo.

Demostracién
Dado un valor absoluto | - | no trivial sobre Q, distinguiremos dos casos:
+) |- | es un valor absoluto arquimediano:

Probaremos que | - | es equivalente al valor absoluto usual | - |«. Sea 19 el
menor entero positivo tal que |ng| > 1 (podemos asegurar la existencia
de tal entero por la propiedad arquimediana) y « = log, 19|, asi tene-
mos, por la definiciéon de «, que |np| = nj.

Probaremos que |x| = |x|% Vx € IN.Sean € Z*, y escribiendo n en
base 1y tenemos

n:a0+a1n0+a2ng—|—~~+akn’5

con 0 <a; <ng parai=0,1,..,k y a # 0. Ademads sabemos que k

queda determinada por nf < n < nkle Ahora, tomando valores abso-
lutos obtenemos lo siguiente

n| = |ag + a1ng - - - + axng| < |ao| + |a1||no| + - - - + |ag|[no|*

= |ag| + |ay|nf + - - - + |ag|nf®.

Como n es el entero més pequefio para el que su valor absoluto es mayor
que 1, decimos que |a;| <1, parai =1,..., k. Asi,

n| <1408+ +nf* = nf (1+n0 o gk
&
Z”o = g (ng‘—l)'

tenemos que C > 0 y |n| < Cnf* < Cn®*Vn €

Tomando C = n"‘ T
IN, pues n§ < n. Si aplicamos la desigualdad anterior a nN obtenemos
|nN| < CnN*. Si sacamos la raiz n-ésima tenemos que In| < VCn~
Haciendo N — oo tenemos que V<C —> 1,y asi ]n\ <n*

Porotroladon = ag+aing+-- -+ akno, y como ”0 <n< nOH, tenemos

30



n(()k+1)a _ |n16+1| _ |n+n16+1 _n| < |n| + |n16+1 _n|.

Por lo que

k+1
(k+l)a |n16+1

n| > n (k+1)a (nk L — e,

—n| = ny 0

De lo anterior obtenemos que

] > n{ D — (kT k)
k+1)a 11"
i (1-3)]
no
_ C/Tlék_H)a
ZC/n“.

Haciendo C' = 1 — (1 — nlo)“; de esta forma C' > 0 y no depende
de n. Ahora, aplicando la desigualdad obtenida al entero n" tenemos
InN| > C'nN*, 1o que implica que || > V/C'n*. Haciendo N — oo
tenemos |n| > n® pues limy_,o VC' = 1. Asi [n| = n*, por lo tanto
|n| = |n|% Vn € IN.Y por el lema anterior, |- | y | - |oo SOn equivalentes.

| - | es un valor absoluto no arquimediano:

Dado que | - | es no arquimediano, se cumple que |n| < 1Vn € Z;
ademads, como | - | es no trivial, existe al menos un n € Z tal que |n| < 1.
Sea 1y el menor nimero natural para el que |ny| < 1, entonces 1y debe
ser primo, pues de lo contrario tendriamos, por el teorema fundamental
de la aritmética, que g = ab con a,b < ng, y por nuestra eleccién de ny,
la| = |b] = 1, pero |a||b] =1 = |np| < 1, lo que es una contradiccion.
Asing = p para algtin p primo.

Ahora, seann € Ny a = log% |p|l. Sip { n,entonces [n|, =1y n =

pg+rcon 0 < r < p; por la eleccion que hicimos de p, se cumple
que |r| = 1, ademds como |p| < 1y |g| < 1, también tenemos que
lpq] < 1, asi |n| = |pqg+r| = max{|pq|,|r|} = 1, y esto implica que
n| = nlp = 1.

Por otro lado, si p | n, podemos escribir a n de la forma n = pvn/ con
pin. Asiln| =[pl’ln] = [p]° = (;)* = ()" = [n}.

Entonces por los lemas 2.28 y 2.30, | - | es equivalente a | - |,.
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2.3. Completaciones

En esta seccién se construira el campo de los ntimeros p-addicos como
una completaciéon del campo de los niimeros racionales respecto al valor
absoluto | - |,. Comenzaremos por las definiciones basicas necesarias para
comprender la teoria de esta seccién, después continuaremos con una serie
de teoremas que demostraran los hechos matematicos fundamentales que
nos permitirdn conseguir la construccién deseada, y finalmente culminare-
mos la seccion con la prueba de que el campo de los niimeros p-adicos es
efectivamente completo.

Definicién 2.32

Sea K un campo y sea | - | un valor absoluto sobre K. Una sucesion de elementos
de K, {x,} es llamada un sucesion de Cauchy si para cada € > 0 existe M € IN
tal que |x, — x| < € siempre que m,n > M.

Definicién 2.33
Un campo K es completo respecto a | - | si cada sucesién de Cauchy de elementos
de K tiene un limite en K.

Lema 2.34
Una sucesion {x}, de niimeros racionales es de Cauchy con respecto a un valor
absoluto no arquimediano | - | si y sélo si lim |x,41 — x| = 0.

n—oo

Demostracion
=) Sea e > 0, como {x,} es de Cauchy, N € N tal que |x, — x| < €,
Vm,n > N. En particular, si n > N, tenemos que |[x, — x,11| < €,
asi lim |x, — x,41| = 0.
n—o00

<) Sea e > 0, como lim |x, —x,41| =0, 3N € N tal que, sin > N,
n—oo

entonces |x,11 — X,| < €. Sean m,n > IN, sin pérdida de generalidad
seam > nym=n-+r,tenemos que

|xm — x| = ’anrr - xn’ = ‘xn+r = Xpgr—1Ft Xnpr—1 — -+ Xpgp1 — xn’
< méaxq{|Xntr — Xpar—1l, s [Xni1 — 20|} <€

Asi {n,} es de Cauchy.
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Teorema 2.35
Q no es completo respecto a cualquiera de los valores absolutos no triviales.

Demostracion

Por el teorema de Ostrowsky s6lo es necesario verificar esto para los va-

lores absolutos | - |, ¥ | - |c. Ademds es bien sabido que Q no es completo

respecto a | - |, por lo que sélo probaremos para | - |, con p un nimero

primo fijo.

Consideremos la sucesion de nimeros racionales {a, } talquea, =1+ p+

p?+ -+ p". {a,} es de Cauchy puesto que:

n+1|
p

. P2 -n-1 _
= =0

}g{}o |41 — anlp = nh_fgo p
Ademas es claro que {a, } convergeal+p+p?>+ -+ p"+---.Sil+p+
p?>+ -+ p" + - fuese un ndmero racional 7, tendriamos entonces que
r=1+p+p*+---+p'+--=1+pQ+p+---+p"+---)=1+4pr,
lo que es una contradiccién. Asi r no es un nimero racional, y por lo tanto
Q no es completo, como queriamos probar.

Definicion 2.36
Se denota por C o C,(Q) al conjunto de todas las sucesiones de Cauchy de elemen-
tos de Q con respectoa | - |p.

Lema 2.37
Toda sucesion de Cauchy es acotada.

Demostracién
Sea {x,} una sucesiéon de Cauchy de elementos de un campo K, sea | - | un
valor absoluto definido sobre K.
Entonces parae =1, AN € N tal que, sin,m > N entonces |x, — x| < 1,
en particular |x, — xn| < 1, asi ||x,]| — [xn]IR < |30 — xn| < 1, luego
—1 < |xu] — |xn| < 1 delo que se sigue que |x,| < |xy|+ 1 paran > N.
Sea k = max{|x1],..., |xn-1|, |xn| + 1}, entonces |x,| < k Vn € IN. Asi {x,,}
es acotada.

|

Proposicion 2.38
C es un anillo conmutativo con unidad definiendo las operaciones de suma y pro-
ducto de la siguiente manera {x,} + {yn} = {xn + yn} y {xn H{yn} = {xnyn}.

Demostracion
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-) Probaremos la cerradura de la suma:
Sean {x,}, {yn} € C y e > 0, entonces existen N;, N, € NN tales que si
n,m > Nj entonces |x, — Xu|p < €,ysin, m > N entonces |x,; — X[y <
€. Sea N = max{Nj, N}, entonces si n,m > N tenemos que |x, +
Yn = (Xm +Ym)lp = [(xn = xm) + (Yn — Ym)|p < max{|xn — xmlp, [yn —
Ym|p} < €. Asi{x, +yu} es de Cauchy.

-) Probaremos ahora la cerradura del producto:
Sean {x,}, {y.} € C yseae > 0, por el lema anterior sabemos que
Jki,ky € Ry tal que |xu|p < k1 y |yulp < ko Vn € IN; si elegimos
k = max{ky, kp} entonces, para { IN;, N, € N tales que, si n,m > N;
entonces |X, — Xu|p < §ysinm > N entonces |y, — yYm|p < %. Sea
N = méx{Ny, N, }, ahora, si n,m > N se tiene que

|xn]/n - xmymlp = |xn]/n — XmYn + XmYn — xm]/m|p
= |yn(xn — xm) + Xm(yn — ym)|p
< méx{]yn|p]xn - xm‘pr |xm‘p|yn _]/m‘p}

ot (£) 4(5)) =
Asi{x,,yn} €C.

Por ultimo, es f4cil notar que el elemento neutro es {0} y el elemento uni-
dad es {1}, también es claro que el resto de las propiedades de anillo con-
mutativo se cumplen. Asi C es un anillo conmutativo con unidad.

u

Lema 2.39
La funcion f : Q — C definida por f(x) = {x} es una inclusién de Q en C.

Demostracion
La funcién estd bien definida y es inyectiva, puesto que

f(x) = fly) <= {x} = {y} < x=v.
Ademas f es homomorfismo de anillos, pues
i) f(1) ={1}.
i) fx+y) = {x+y}={x}+{y} = f(0) + f(y).
i) f(xy) = {xy} = {xHy} = f()f ().

Definicion 2.40
Se define N' C C como el conjunto N' = { {xn} | x, — 0}, es decir, el conjunto
de sucesiones de Cauchy que convergen a cero respectoa | - |p.
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Proposiciéon 2.41
N es un ideal maximal en C.

Demostracion

i)

ii)

iii)

iv)

{0} € N, puesto que lim 0], =0.

Para probar la cerradura de la suma, consideremos {x,}, {y.} € N.
Para € > 0 existen N, N; tales que, sin > N; y m > N, entonces
Xnlp < €Y |ymlp < €. Sea N = max{Nj, N»}, para n > N se tiene
X0 4 Yulp < max{|xu|p, [ynlp} < €, asi lim x, +yy = 0, por lo tanto

{xn} +{yn} e N.

Sean {x,} € Cy {yn} € N. Tenemos que {x,}{yn} = {xnyn}, luego
\XnYulp = |xulp|yn|p, y como {x,} € C, Ik € R tal que |x,[, < kVn €
IN. Luego

nlg{}o |xn|p|yn|p < nli_{ro‘OkWﬂp =0.

Entonces nh_r>n [Xnynlp =0,y ast {xn}{yn} € N.

Por dltimo probaremos que N es ideal maximal. Sea 7 ideal de C tal
que N CZyN £17T.

ComoZ # N, 3{x,} € T tal que x,, » 0. Asiexistec > 0y N € NN tal
que sin > N, entonces |x,|, > c. Definimos {y,} como

_J 0, sin<N
Yn=91 1 sin > N.

Xn’
Asi, paran > N se tiene que

1 1

Xn+l  Xn

= xealp e — Xy

| 1— Ynlp = =
Yn+1 — Ynlp ) %o 1] %n ] 2

Como la sucesién {x,} es de Cauchy, tenemos lim |x, 1 — x|, = 0.
n—oo
Entonces

Xp — X
Iim |yy41 — yulp < lim [0 = Ty =0.

n—00 n—00 C2
Por lo que nh_r)%o |Yn+1 — Yn|p = 0. Entonces {y, } es de Cauchy; ademas

{xnHyn} € Z por ser T ideal.
Por otro lado

(Xt} = 0, sin <N
nlfny = 1, sin >N’
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Entonces {1} — {x,yn} € N.Sea {z,} = {1} — {xnyn}, luego {1} =
{xnyn} +{zu} € T pues, {xyyn},{zn} € Z. AsiZ = C y por lo tanto N/
es maximal en C.

Definicién 2.42
Se define el campo de los niimeros p-ddicos como el campo Q, = C/N.

Lema 2.43
Sea {x,} € C, {xy} & N. La sucesion de niimeros reales {|x,|,} es eventual-
mente estacionaria, es decir, AN € IN tal que |x,|, = |xm|, cuando m,n > N.
Demostracion
Como x, - 0, existen c > 0y N; € IN tales que, si n > N; entonces
|xn|p > ¢ > 0. Por otro lado, al ser {x,} de Cauchy, 3N, € NN tal que si
n,m > Np entonces |x, — x|, < c.
Sea N = max{Ny, N>}, ysin,m > N, entonces |x, — x|, < ¢ < |x|p, [Xm|p-
Se sigue que sin,m > N, entonces |x, — x|, < max{|xu|p, |xm|p}. Como
sabemos que todos los tridngulos son isésceles (por el corolario 2.21) en-
tonces |x,|p = ||y sim,n > N.

|

Ahora nos encontramos en condiciones de extender el valor absoluto
p-adico (hasta el momento definido sélo sobre Q) a todo el campo Q.

Definicién 2.44
SiA € Qpy {x} es cualquier sucesién de Cauchy representante de A, se define
Alp = nlg{}o |Xn]p-

La siguiente proposiciéon garantiza que hemos definido correctamente
el valor absoluto p-adico sobre Q,.

Proposicion 2.45
El limite de la definicion anterior estd bien definido.

Demostracion

En primer lugar el limite existe, pues, por el lema 2.43, 3N € IN tal que
|xn|p = |xm|p sin,m > N. Asi T}ggo\xn]p = [xn]p.

Por otro lado, el limite no depende de la elecciéon de la sucesién represen-
tante de A, pues si {x,} y {y»} son ambas representantes de A, entonces
{xn} —{yn} € N.Sea e > 0, entonces IN € N tal que, si n > N entonces
|Xn — Ynl|p < €. Asi tenemos que
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| xnlp = [ynlp IR < [x0 —yulp <€
= ||xulp = |yulplr <€
= nh_I)I(}o(|xn|p_|yn|p) =0

= M |xalp = 1 [ynlp.

Proposicién 2.46
La funcion |- |, : Qp — Ry definida anteriormente es un valor absoluto no
arquimediano.

Demostracién
-) Probaremos el primer axioma de valor absoluto:
Sea {x, } representante de A. Si |A[, = 0, tenemos que ILm |xn|p = 0, en-
n—oo

tonces {x,} € N,i.e.A = 0. Ahora, si A = 0, sea {x,} un representante
de A, entonces li_r)n |xn|p = 0, asi |A[, = 0.
n [ee]

:) Probaremos [AB|, = |A|p|B]p:
Sean {x,}, {yn} representantes de A, B respectivamente, entonces

|A|p|ﬁ|p = nh_{r.}o |xn|pnli_f>r.}o |yn|p

:,}i_ff(}o’xn|p|yn|p

n—o00

+) Por tltimo probaremos que |A + |, < méax{|A|,, |B|y}:
Sean {xy}, {yn} representantes de A, B respectivamente. Entonces exis-
ten N, Np, N3 € NN tales que |x,|p, = |xn,[p sin > Ny, [yalp = |yn,|p si
n >Ny |xn+ynlp = |¥n, +Yny|psin > N3.Sea N = max{Ni, No, N3},
asi

‘/\‘p = nlg{}o ’xn‘p = ’xN’p/

|,5‘p = nlgr.}o ’.’/n|p = |yN|pr

Y |A+:3|p :nlglgo|xn +yn|p = |xN+]/N|p-

Como |xN + yn|p < méx{|xn|p, |yn|p}, pues | - |, es un valor absoluto
no arquimediano sobre Q, entonces |A + B| < max{|A|,, B[y}
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Lema 2.47
La imagen de Q bajo la inclusion Q — Qy es un subconjunto denso en Q.

Demostracion

Probaremos que Q= Qy, lo que es lo mismo que probar Q, = QU Q', esto
por el teorema 1.9. Sean € > 0, A € Q, y sea {x;,, } una sucesion de Cauchy
representante de A. Sea € con € < e, como {xn} es de Cauchy, N € N
tal que |x, — xm|p < € si n,m > N.Sea y = xy, construimos entonces la
sucesion constante {y}. Si B € Q, es representada por {y}, entonces S esla
imagen de y € Q bajo la inclusion. Asi, A — 8 es representada por {x, —y}

y
A= Blp = nlglgo X0 = Ylp-
Como paran > N tenemos que |x, — y|, = |x, — xn| < €', entonces

!/
nh_r>120|xn—y|p§€ <e.

Esto implica § € B(A,e) yasi A € Q. Luego Q, C QU Q', ademas, clara-

mente Q U Q/ C Qy. Por lo tanto Q es denso en Q,,.
|

Proposicion 2.48
Qp es completo respectoa | - | .

Demostracion
Sea {A, } una sucesion de Cauchy de elementos de Q. Por el lema anterior,

paracadai € N 3B; € B(A;, 1) tal que B; es la clase de equivalencia de una

sucesion constante de nimeros racionales {y;} y satisface |A; — B;|, < 1.
Definamos z; = y;, asi {z;} es una sucesién de nimeros racionales y a
continuacién se probara que es de Cauchy.

Sea € > 0, entonces Jk € IN tal que % < €. Por otro lado, como {A,} es de

Cauchy 3N’ € N tal que, sin,m > N entonces |A; — Ay < 1.
Sea N = max{k,N'}, tenemos que B, — Bm es la clase de equivalencia de
la sucesién constante {x¢} = {z, — z,y }, entonces, si n,m > N se sigue que

|z _Zm|p = }g{)‘o |xf|P
= |ﬁn _;Bm‘r'
= [Bn — A+ An = A+ Am — Builp
S méX{LBn _)\n|p/ |)\Yl _)\m|PI |)\m _le|p}

a1l 1 _.
maxs —, —, — ¢ = — )
n k’m k
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Asi {z,} es de Cauchy en Q. Por ultimo, sea A la clase de equivalencia de
{z,}, se probara entonces que li_r>n Ay = A.Sea € > 0, entonces dk € IN tal
n—o0

que } < €. Como {z,} = {yn} es de Cauchy en Q, entonces 3N’ € N tal
que [Yn — Ymlp < %para n,m>N.Sea N = max{k, N/},si n > N tenemos
que

[An = Alp = [An = B+ B — Alp < max{|An = Bulp, [Bn — Alp}-
Ahora, como n > k, se cumple A, — Bu|p < % < %, ademads |B, — Alp =

lim |z, —z <1 vuessim,n > N/, entonces — 1 Entonces
m_>oo|n mlp < 5 P = [Ym —Yulp < %

A —Alp < 1 <€ asi
lim )\n — )\.

n—o0o

Por lo tanto Q, es completo respecto a | - |,.

2.4. Elcampo Q,

Al igual que después de construir el campo de los nimeros reales, po-
demos ser capaces de “olvidar” la construccién algebraica para trabajar de
manera mds natural con estos niimeros entendiéndolos como un campo
que contiene a los ntimeros racionales, el objetivo de esta seccién es expo-
ner las propiedades de Q, entendiendo este conjunto de ntimeros como un
campo que contiene a los nimeros racionales, tratando en cierto sentido,
de alejarnos de la parte algebraica realizada en la seccion anterior.

Definicion 2.49
En el campo de los niimeros p-ddicos se define la bola con centro en a y radio p”
como el conjunto B(a,p") = {x € Q, | |x—al, < p'}, conr € Z.

Notemos que es irrelevante distinguir entre la bola abierta y la bola

cerrada puesto que el conjunto B(a,p") = {x € Q, | |x —a|, < p'} es
igual al conjunto B(a,p" 1) = {x € Q, | |x—a|, <p"1}.

Definicién 2.50
El anillo de enteros p-ddicos es Z, = {x € Q, | |x|, < 1}.

Notemos que las unidades de Z, son los elementos x € Z, tales que
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Proposicién 2.51

El anillo Z., de enteros p-ddicos es un anillo local cuyo ideal maximal es el ideal
principal pZ, = {x € Qp | |x|, < %} Ademis los elementos del conjunto
Z., — pZ. son los tinicos invertibles en Z.y.

Demostracion
Por la definicién de Z, y por la construcciéon de pZ, sabemos por el teore-
ma 2.24 que Z, es anillo y pZ,, es un ideal maximal de Z,. Ahora proba-
remos que pZ, es el tnico ideal maximal de Z,.
Sea I ideal de Z,, entonces I C Z,. Ahora, si existe algtin z € [ tal que
p & pZ,, entonces |z|, = 1. Asi la igualdad |1| = |z|,|z7!|, implica
que [z7!|, = 1, entonces z~! € Z, y por ser I ideal de Z,, tenemos que
1 = zz~! € I. Asi para cualquier x € Z, se tiene 1x € I es decir x € I.
Luego Z, C Iy asi I = Z,. Entonces cualquier ideal propio de Z, consta
de elementos que no son unidades de Z, y por lo tanto esta contenido en
pZy.
Ademas por el teorema 2.24 tenemos que los tinicos elementos invertibles
enZ,son”Zy, — pZy.
u
Proposicién 2.52
i) Lainclusion Z. — Z, tiene una imagen densa en Zp. En particular, dado
x € Zyyn > 1existe un tinicox € Z con 0 < a < p" —1 tal que
Ix —af, < pl—n.
ii) Para cualquier x € Z, existe una tinica sucesion de Cauchy {a,} que
converge a x Yy satisface lo siguiente:
a)uy, € Zparacadany 0 < a, < p" —1.
b) Para cada n se tiene a,, = «,_1 (moéd p"1).
Demostracién
i) Por las propiedades de | - |, basta verificar que cada bola con centro en
un entero p-ddico y radio p~" conn € IN contiene un entero. Sea x € Z,,
yn € IN. Como Q es denso en Q,, existe § € Q tal que |x — 7|, < pl—n < 1.
Ademas |¢|, = | — x + x|, < max{|x|,, ]x/— sl <1, entonc/es ptby
asi p" 1 b, es decir, (p",b) = 1, porlo que 3b ,c € Z tales que bb + cp" =
1y entonces bb' =1 (méd p").
Por otro lado
a — abb’
b

a(1—0bb)
b

— —ab

b

p

‘ a

p p

Y como p t by p" | 1—bb, tenemos que “(1_hbb) = pt%, para algan
t > n,asi
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Entonces
/ ! L / —
|x —ab |, =|x— ¢+ 5 —ab| <max{|x —§|,, |§ —ab|p} < p™™

Asi ab’ es un entero contenido en B(x, %), por lo tanto la imagen de Z
es densa en Z,. Para la segunda parte, sea a el tinico entero que satisface
0<a<pt—-lya= ab' (mod p"), asi tenemos que

X —af, =[x — ab' +ab — |y < max{|x — ab/|p, lab’ — alp} < %.
Entonces « cumple las condiciones establecidas.

ii) Sea x € Z. Por i) sabemos que para cadan € N Jla, tal que 0 < &, <
p" =1y |x —ay|, < p7". Sea {w,} la sucesién descrita, entonces se tiene
|@p 11— anlp = |anpr — X+ x — anlp
< max{|an1 — X|p, |x — anlp}

= p—i’l

Iim |a,0q —ayl, < lim p ™" =0
n—>oo| n+l n|p_n—>oop

Entonces por el lema 2.34, {«; } es de Cauchy. Por otro lado [x — &, |, <
p~" paratodon € N, asi lim |x — ay|, = 0, por lo tanto lim &, = x.
n—oo n—oo

Asi {a} satisface a) por construccién, ademas

|“n - D‘n—1|P = |D€n —X+Xx— “n—1|p
< max{|ay — x[p, [x —ay_1]p}

entonces a, = ;1 (moéd p*~1).
Por ultimo, la unicidad en 1) garantiza la unicidad de la sucesion.

Corolario 2.53

Z Z
Para cualquier n € IN, P

Pz, p'Z’
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Demostracién
Para x € Z,, sea &y el tinico ntimero entero que cumple |x —ay|[, < p™"y
0 < ay < p" —1.Se define
;- Z, R zZ
pZy P2
como f(x + p"Z,) = ay + p"Z. Probaremos que f es un isomorfismo.
i) f estd bien definida:
Six+p"Z, = y+ p"Z, entonces x —y € p"Z,, es decir, |x —y|, <
p~". Por otro lado
oy —aylp = Jax —x +y —ay +x —ylp
< max{|ax — x[p, [y —aylp, [x —ylp}
_= p_n‘
Asiay Enzxy (mod p") en;clonces ay+p"Zy, = ay+p"Z,y por lo tanto
flax+p"2Zy) = flay + p"Zy).
ii) f esinyectiva:
En primer lugar tenemos que

fx+p"2Zp) = fly +p"Zyp)
= ax+p"Zy =0y +p"Z,y
== ay =ay  (mod p").

Por otro lado

X —ylp = |x —ax +ay —ay +ay —ylp
< max{|x — ax|p, [ax — ay|p, |y —y|p}
<p "
Ast, x —y € p"Z, porloque x + p"Zy, =y + p"Zp.

iii) f es sobreyectiva:
Parah+ p"Z € p% se tiene que f(h + p"Z,) = h+ p"Z.

iv) f es homomorfismo:
) fA+p"Zp) =1+ p"Z.

) f(x+p"Zp+y+p"Zy) = f(x+y+p"Zp) = axry +p"Z = ax +
ay +p'Z = fx+ p”ZP) + f(y + p”ZP). Esto porque

| -y — dapylp = [y —x +ay —y + X+ — ariylp
< max{|ay — x|y, [ay = Y|p, |x +y — axiylp}
<p "

Entonces ay +ay = ayyy (méd p") y ax +ay +p"Z = ayyry + p"Z.
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) flx+p"Zplly +p"Zp)) = f(xy +p"Zy) = axy +p"Z = axay +
pP'Z = f(x+p"Zy)f(y + p"Z,). Lo anterior porque

|y — axtty[p = [y — Xy + Xy — yoe + yax — axay|p
< méx{|ayy — xy|p, [xy — yax|p, [yoy — axay|p}
S méX{|0ny - x]/’p/ |y|p|x - “x|f7’ ‘UCx|p|y o D‘y|P}
<p"

Entonces ayy = ayay, y asi ayy + p"Z = ayoy + p"Z.

Proposicion 2.54

Si {xn} es una sucesién de Cauchy en Q, formada por niimeros enteros entonces
su limite estd en Z,.

Demostracion

Sea x = ;}glgoxn, entonces existe N € N tal que |x, — x|, < 1sin > N.

Tenemos entonces que |x|, = |x — xn + xn|p < max{|x —xn|p, [xn|p} < 1.
Asix € Zp.
|

Proposicién 2.55
Cada x € Z, puede escribirse en la forma x = by + byp + -+ + byp" + -+ - con
0 < b; < p — 1, ademds esta representacion es tinica.

Demostracion
Sea x € Z,, por la proposicién 2.52 existe una tnica sucesiéon de Cauchy
{an} que converge a x y satisface:

i) ayp € ZVncon0 < w, <p"—1.

ii) &y = a, 1 (méd p"1).

Escribiendo cada «,, en base p se obtiene una serie de la siguiente forma:
1) oq:bo conogbogp—l.

2) ap bé—i—blp con 0 < bé,bl <p-1ly0<a< pz—l.Ahora,como
ay = a; (méd p) tenemos que by +byp = by (m6d p), luego by = by
(méd p) y by = by, asi ay = by + by p.

3) En general, si
Npt] = b6+b/1p—i—~~~—|—b;1p” con 0 < b; <p-1y0<ay4q <
pn+1 _1’
yay=bg+bi+---+b, 1p" Pcon0<bh<p—-1y0<a,<p'—1
Dado que &, 11 = &, (mdd p"), tenemos
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by +bip+ - +byp" =bg+by -+ by qp" (méd p")
entonces
by+bip+- +b, p" =Dy +bi+ - +by_qp"!

Asi b; = b; para cada i. Entonces
g = bo
ay = by + bip
a3 = by + byp + bop?

any1 =Dbo+bip+ -+ bup"

con0<bh <p-1

Como las sumas parciales son las a;, que convergen a x, esto implica
que la serie construida converge a x.

Por lo tanto x = bp+bijp+ - -+ byp"+--- con0 < b <p—-1,yla
unicidad se garantiza por la unicidad de la sucesion {ay, }.

u
Corolario 2.56
Cada x € Qp puede ser escrito de manera tinica en la forma
X = b,nopfno + b_noﬂpfnoﬂ 4+ +bp+-+ ann 4= Z ann

n>—ny

con0<b; <p—1y by, #0. Ademds v,(x) = —ny.

Demostracién

Sea x € Q), distinguimos dos casos:

1 xeZy
Sabemos que x se puede representar de manera tinica como x = by +
bip+---+byp"+---con0<b; <p-—1.
Ahora, sea 1y el menor entero positivo tal que b,, # 0, asi

X = 2 bup" = by, p"* + 2 bup"

n>ny n>ng+1
— |.X|p = Z bnpn S max |bnkpnk’pl Z ann
n>ny n>np+1

p p

Por la proposicion 2.20 (todos los tridngulos son isésceles) tenemos
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Y, bup"

n>ne+1

|x|p = max ¢ p~ %,

p

Como | Y5y, 41 bup"|p < p~" entonces |x|, = p~ y v,(x) = ng.

2) x & Zy:
Sea ny = —v,(x), se tiene que ng € Z, ng > 0, ademas xp™ € Z,,
luego
xp" =Y bup", by #0.
n>0
Entonces
x=p " Z bup" = 2 bup".
n>0 n>—np
La unicidad se da por la unicidad de xp™ y es claro que v, (x) = —ny.
|
Ejemplo 2.57
“1=p-D+@p-Dp+--+(p-p"+---.
Esto es cierto debido a que, tomando sumas parciales obtenemos
pn—i—l -1 .
sn=p-D+@p-Dp+-+(p-Dp"= (P—l)ﬁﬂﬁ”* -1
Entonces
lim s, = lim p"™ — lim 1 = —1.
n—00 n—00 n— 00
Esto porque
1
3 n+l — I n+l]  _ 1z —
Him, [P = 0lp = lim [P = Jim 2o =0
Ademads, como hemos concluido que
“1=(p-1 )7,
i=1
entonces también podemos decir que
1 >
=Yy
l-p =
|

45



2.5. El caso n-dimensional

Definicién 2.58
Una norma es una funcion || - || de un espacio vectorial' (X, F) a los niime-
ros reales no negativos que satisface las siguientes propiedades para cualesquiera
x,y€ X, a€F:

i) ||x|| = 0siysdlosix=0.
i) |Jacx[| = |acf|[x]].
iii) |[x +yl| < [lx[| + [yl

Si ademds la norma satisface ||x + y|| < max{||x||, ||y||}, decimos que la norma
es no arquimediana.

El espacio QZ consiste de los puntos x = (x1,...,xs) con x; € Q). La

norma sobre Q}; se define como ||x|[, = méx [x;[,, x € Q}.
1<j<n

Proposicion 2.59
|| - || es una norma no arquimediana.

Demostracién
En primer lugar ||x||, > 0 para todo x € Q}, pues ||x||, = 1r£1é<x |xilp > 0
<j<n

por definicién de valor absoluto.
Probaremos ahora que la norma definida anteriormente es efectivamente
una norma.

i) ||x||, = 0siys6losix=0:

Si ||x|[, = 0 entonces 1r£1]é<>$1 |xj|p = 0, entonces |xj|, < 0 para todo j, y

como el valor absoluto es una funcién no negativa entonces |x;|, = 0,
por lo tanto x; = 0.
Por otro lado, si x = 0, es claro que ||x||, = 0.
i) |[acx||p = lac]p|]x][p:
[|oex|[p = max x|y = max |a|plx]p = |w|p1rg%>§1 |xjlp = lafplx|[p-
iv) [|x+yllp < max{||x|[p, [|yllp}:

[lx +yllp = max {|x; +yjlp}

1<j<n

< . . . .
112%); max{ |x]|p/ |y]|P}

= méx{lr;l]égxn |x]'|p/ 12%%1 |y]|p}

= méX{HprlHpr}

1 Para consultar la definicién de espacio vectorial ver [4].
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Como demostramos que ||x + y||, < max{||x||p,||y||,}, esto implica que
l|x +y|| < ||x|| + ||ly]|, y asi la proposiciéon queda demostrada.
|

47



Capitulo 3

Serie de Poincaré

En este capitulo estudiaremos la serie de Poincaré asociada a polino-
mios fuertemente no degenerados, los cuales se definirdn més adelante.
Antes de revisar los aspectos tedricos daremos una breve introduccién
histérica al surgimiento y estudio del problema, para esto serd necesario
definir las congruencias de enteros p-adicos, concepto que es indispensa-
ble para entender la definicién de la serie de Poincaré.

Definicién 3.1
Decimos que dos niimeros enteros p-ddicos a,b son congruentes médulo p" si
la— b, < % y denotamos este hecho mediante a = b (mod p™).

3.1. Introduccion

En 1964 los rusos Z.I. Borevich e L.R. Shafarevich publicaron el libro
Teoria de ntiimeros ([2]) en el cual apareci6 la siguiente conjetura:

k
SeanF(x) € Zp[x1, ... Xk| y cn = # {x € (f—%p) ’ F(x) =0 (moéd p”)}

paran > 1, es decir, el numero de soluciones de la congruencia F(x) =
0 (méd p"), donde ¢y = 1. Entonces la serie de Poincaré asociada a F y
definida como

P (t) = io en(p k)"

es una funcion racional de t, parat € C y |t| < 1.
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Ellos basaron la validez de esto observando el comportamiento de al-
gunos casos particulares de funciones. Esta conjetura llamo la atencién de
la comunidad matematica de aquella época, y la conjetura se demostré en
1974, cuando el japonés Jun-Ichi Igusa probé la validez de este resultado
como consecuencia de resultados mas generales, utilizando un argumento
no constructivo, apoydndose para su demostracién en el teorema de re-
solucién de singularidades del nipén Heisuke Hironaka, el cual es un re-
sultado muy profundo en geometria algebraica. Afios después, Jean Denef
aport6 otra prueba de la conjetura usando eliminacién de cuantificadores
en el campo de los ntimeros p-adicos. La prueba de la conjetura esté fuera
de los alcances de esta tesis, pero para mds detalles puede consultarse [8].

Como primer resultado del estudio de la serie de Poincaré probaremos
que ésta es convergente. En efecto, si observamos que para cadan € N el
término ¢, estd acotado de la forma ¢, < p”k, tenemos que

m m m

—k k ,—nk

Y. len(p™i )" < ) p"p " = ) [ < oo,
n=0 n=0 n=0

Como Y |t|" converge y Pr(t) es absolutamente convergente, por el cri-

terio de comparacion, entonces la serie de Poincaré converge.

Por la definicién de la serie de Poincaré podemos darnos cuenta que el
problema principal consiste en hallar el nimero de soluciones de las con-
gruencias involucradas en la serie, entonces, es oportuno analizar la defi-
nicién de congruencia de enteros p-adicos y ver la relacion que guardan

3 n n
los anillos Z.,/p"Z., y Z./p"Z.

Centremos nuestra atencion en el anillo Z p / p”Zp, sus elementos son de
la forma a 4 p"Z, = [a] donde a es un entero p-ddico que es representante
de la clase de equivalencia [a], ahora, por la proposicién 2.52, sabemos que
existe un tnico & € Z tal que |x — af, < %, es decir a = a (méd p"),
asi siempre es posible encontrar un niimero entero representante de cual-
quier clase de equivalencia. Ademads, por el corolario 2.53 sabemos que
Z,/p"Z,y Z/p"Z son isomorfos, por lo que es posible calcular los coe-
ficientes ¢, de la serie de Poincaré (en el caso k = 1) como el nimero de
soluciones de F(x) =0en Z/p"Z .

En vista de lo que se acaba de comentar, usaremos el hecho de que
para calcular los coeficientes ¢, de la serie de Poincaré basta con considerar
soluciones en el anillo (Z/ p"Z)*; con esto presente estamos en condiciones
de introducir un primer ejemplo y exponer los resultados de este capitulo.
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Ejemplo 3.2
Calcularemos la serie de Poincaré para el polinomio F(x) = x, en el campo de los
niimeros 2-ddicos.

Podemos calcular facilmente cada coeficiente ¢, analizando la congruencia

F =0 (moéd 2") para cada valor de n:

-) Paran = 0, cp = 1 por definicion.

) Para n = 1, ¢j es igual al nimero de soluciones de F(x) = x = 0
(méd 2), pero las clases de equivalencia médulo 2 son [0], [1], por lo
que es claro que existe una tnica solucién para este caso (la cual es [0]).
Asi 1 = 1.

.) Para n = 2. c; es igual al ntimero de soluciones de x = 0 (méd 22),
es decir soluciones de x = 0 (méd 4), pero las clases de equivalencia
modulo 4 son [0], [1], [2], [3], y nuevamente existe una tnica solucion,
entonces c; = 1.

-) En general para cualquier n, ¢, es igual al nimero de soluciones de la
congruenciax = 0 (mod 2"), pero es facil notar que ésta tiene una tnica
solucion para cualquier valor de n como se mostré en los casos anterio-
res, por lo tanto ¢, = 1 para cadan € IN.

Ahora, la serie de Poincaré asociada al polinomio f(x) = x estd dada por:

(o] (o) n
Pr(t) = Y a2 )" = ¥ G) .
Analizando las sumas parcigleg tenemos "
m f n ( % )m—|—1 -1 . 1
Sm = Z(‘) =T\ 4 m—o T g
i=0 \2 () -1 1-3
Entonces la serie de Poincaré asociac%a al polir120mio f(x) =xes:
Prlt) = 1- () 2—¢
En general, para el polinomio f (x§ = x en el campo de los niimeros
p-adicos, es facil ver que, como en el ejemplo anterior, ¢, = 1 para todo n.
Asf la serie de Poincaré queda dada por

-2 () -5

n=0 p

En el ejemplo anterior fue sencillo calcular los coeficientes c;, sin em-
bargo, necesitaremos otro tipo de artificios para resolver el mismo proble-
ma para polinomios mas complicados, 0 mds atin, para poder obtener algu-
nos resultados en el caso general. Esto es lo que trataremos en la siguiente
seccion.
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3.2. Numero de soluciones de congruencias

Sea f(x) un polinomio con coeficientes en Z,, una solucién de f(x) = 0

sobre (Z/p"Z)* puede ser representada como una k-tupla x = (x1, ..., x;)
con 0 < x; < p" — 1, y ademds podemos escribir cada x; en su expansiéon
en base p como sigue:

_ N 0 ()
Xj = Z”j p’ donde Oga]. <p-1
j=0

Claramente f(x) =0 (méd p") implica que f(x) =0 (méd p') para todo
I < n, puesto que

f(x) =0 (méd p") = [f(x)]p <

p
— ()], < % — f(x) =0 (mod p).

1
on

También observamos que x es congruente con un tnico X e (Zz/ plZ)k
médulo p'. En efecto, six € (Z/p"Z)* yx' € (Z/plZ)k conx = (X1, .., Xx)

/ / / /
yx = (xq, .., X;), entonces podemos expresar cada entrada x; y x; de la
forma

n—1 )
Xj = Za()p] con 0 < a!/) <p-1,
j=0
, A
X; = b](l)p] con0<b()<p 1
j=0

Entonces x = x (méd p') implica que para cada i € {1,..., k} se cumple:

xi=a) £ a®p 4ot L b+ 60 p 4 b pl = &,

Asi por las propiedades de congruencias tenemos que a(()i) = b(()i) (méd p),

ya que los demads términos se anulan al ser todos congruentes con cero
](.l), b]@ < p — 1 tenemos que a9 = by. Mediante un
proceso andlogo al anterior, es claro que a](i) = ]@ Vijie{0,..1—1}. Asi,

six =x (méd p'), entonces x' = Z;.;(l) a](Z)

modulo p, y como 0 < a

pj ,y por lo tanto x’ es tinico.

Definicién 3.3
/! . . . . .
Sean x,x como se han definido anteriormente, decimos que x es descendiente

! . / . . , .
de x si cada entrada de x consiste de los primeros | — 1 términos de la entrada
correspondiente de x.
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Definicion 3.4

Una solucion a = (ay, ..., ay) en (Z/pZ)* de f = 0 (méd p) es no singular
si alguna de las derivadas parciales fy,(a) no es congruente con cero médulo p. En
otro caso decimos que la solucion es singular.

Lema 3.5

Sea f(x1, ..., Xx) un polinomio sobre Z, y sea a = (ay, ..., i) € (Z/pZ)* una
solucion no singular de f = 0 (méd p), entonces existen p"~D*=1) soluciones
de f =0 (moéd p") descendientes de a.

Demostracion

Sea a(M) = (agm),..., u,(cm)) una solucién de la congruencia f = 0 (méd p™)
descendiente de a = a(l). Probaremos que existen p*~! soluciones a("+1)
de f =0 (m6d p"+1) descendientes de a(™). La prueba se va a hacer usan-
do un argumento del tipo inductivo sobre el “"indice de incidencia”de las

soluciones a(™).
Pensando en nimeros expresados en su expansion en base p, la idea es

decidir para cuédles valores de b; con 0 < b; < p —1 el vector am+1) —
(a%m) +bip™, ..., a,((m) + brp™) es una solucién de f = 0 (méd p™*1). Con-
siderando b = (by, ..., by), por el teorema de Taylor tenemos que:

f( ) 1 bp™) =
k k 2
Fam)+ 3 2 @y 2 Y STy oy ey 4
1

X; l o axllax,2

k r
Y o ) ™) (™) +

- 7 T (amyp ™y (b ™

(r+1)!, L _q 0x; e OX; @) bup™) - (b1

Ahora, sabemos que f(a(™) = 0 (méd p™), es decir, f(a™) = cp™, y
los términos con derivadas de orden superior contienen p elevado a una

potencia mayor que m por lo que son congruentes con cero médulo p™*1,
entonces para que

f(a(m) +bp™) = p™ (c + ifxi(a(m))bi> =0 (méd p™)
i=1

debe cumplirse que

c+ ifxi(a(m))bi =0 (mdd p).
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Y como a(™ = a(!) (méd p), entonces podemos transformar la congruen-
cia anterior en:

k
c+ foi(a(l))bi =0 (mod p).
i=1

Ahora, por hipétesis sabemos que fy,(a)) # 0 (méd p) para algtn i; dis-
tinguiendo a tal i como [, tenemos que, para cualquier eleccién de los b;,
i # I, obtendremos una congruencia lineal en la variable b; de la forma:

k
fulaD)b = —c = Y fi(aV)b; (mod p).
=
Y como p 1 fy,(aV)) tenemos que mcd(fr,(a1)),p) = 1 por lo que la con-
gruencia anterior tiene solucién. Asi hay p posibles elecciones para cada b;,
i # 1, por lo que hay p*~! soluciones de f =0 (méd p"+1).
Por dltimo, utilizando n — 1 veces el enunciado que acabamos de probar
podemos concluir que existen p("~1)*=1) soluciones de f =0 (méd p").
n

Dado el hecho de que cada soluciénde f =0 (mdd p") estd “conectada”
con sus descendientes mod p"*! podemos interpretar nuestro problema
usando la estructura de un &rbol. Si a es una solucién de f = Oen (Z/pZ)F,
entonces designamos 2 como la raiz del arbol y consideramos los nodos del
arbol como los descendientes de a. Asi cada solucién mod p" tiene por hi-
jos a sus descendientes mod p"*1. Decimos que el arbol descrito es el 4rbol
asociado a a.

Proposicién 3.6
Si a es una solucion de f = 0 (mod p) que tiene un niimero infinito numerable
de descendientes, entonces existe una solucion a en Z’; def =0talquea = a

(méd p).

Demostracion

Sea T el 4rbol asociado a a. Por hipétesis T es un drbol infinito, sin embar-
go, cada nodo de T es de grado finito, puesto que sélo existen un namero
finito de soluciones de f = 0 (méd p") para cada n.

Ast, por el lema 1.11 existe un camino infinito, que comienza en a4 con vérti-
cesa = aM),a?), ., que satisface f(a") = 0 (mod p") y ™tV = 4

(méd p"). Entonces existen enteros CZ.(] )

()

i

coni =0,1,... yj=1,..,kque

satisfacen 0 < ¢;”’ < p — 1, tales que:

n—1 ) n—1 )
am = (Z Wi, ., ¥ cfk)p’).
i=0 i=0
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Definimos entonces @ como sigue:

a= (2 cfl)pi, ey Zcfk)pl).
i=0 i=0

Asia es un elemento de Zli‘a, puesto que, cada una de las entradas del vector
a es de la forma

2 Cl_(j)pi

y si definimos la sucesién {sn } como sn =Yy c p tenemos que cada
uno de los términos de la sucesién es un numero entero y por la proposi-

cién 2.54 cada entrada de @ es un entero p-adico, asi @ € Z];,.

Por otro lado, para que 2 = a (méd p) se debe cumplir ||z —al|, < 1.

p
Tenemos que
17— allp = méax {1a; —ajlp}-
Ahora, tomando [a; — a;|, para j arbitrario se tiene
-ty =| (4 + £ ) -] = [Few| £
p p =1 p
= (j 1 1
chf]) <-cl=-
i=1 P P
p
Entonces ||z —a||, < % yasia =a (méd p).
Por ultimo, por la continuidad de f tenemos que f(a) = 0.
|

Corolario 3.7
Si a es una solucion no singular de f = 0 (mod p), entonces existe una solucién

aen Z’;, tal que f(a) =0ya=a (mod p).

Demostraciéon
Por el lema 3.5 sabemos que a tiene un nimero infinito numerable de des-

cendientes y por la proposicién anterior dicho 7 existe.
|

Ejemplo 3.8
Calcularemos la serie de Poincaré para el polinomio F(x,y) = x* +y? en el campo
de los niimeros 3-ddicos.

En primer lugar notamos que F(x,y) = 0 (mdd 3) tiene una tnica solu-
cién que es (0,0). Ademds esta solucién es singular, pues
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oF oF

g(0,0) =0=0 (mod 3) vy @(0,0) =0=0 (mod 3).

Para encontrar el nimero de soluciones de F = 0 (mdéd 3") para n > 2,
nos basaremos en el hecho de que toda solucién de tal congruencia es des-
cendiente de la tnica soluciéon de F =0 (méd 3).

Entonces, para n = 2, las soluciones descendientes de (0,0), en expansion
base 3, son de la forma (3a§1), 3a§2) ),con0 < agl ) < 2 de donde observamos

que para cualquier eleccién de los agj ) se cumple que F (3a§1),3a§2)) =0

mod 9). Y como los dos términos a(] ) ueden tomar tres posibles valores,
1 P P

entonces ¢, = 32 = 9.
Ahora, paran > 3, sea

n—1 1 n—1 ) .
a= 23%11(),231515) , conOSaZ(])gZ
i=1 i=1

una solucion de F = 0 (mdd 3") descendiente de (0,0). Entonces observa-
mos que F(a) = 3?F(a*) = 0 (méd 3") siy sélosi F(a*) =0 (méd 3"2),
donde a* = (Z?;ll 3i_1a1(1), Z?;ll 3i_1a§2)). Podemos observar en cada en-
()

n—1
lo 32, por lo que se tiene libre eleccion para el posible valor de a,,_1, es
decir, tenemos 3% = 9 posibilidades; entonces lo que buscamos es que la

trada de la solucién que el término 3" 2a,” | es congruente con cero médu-

parte ‘restante’ de a*, es decir (Y17 3i_1a§1),2?;12 3i_1a§2)) sea solucién
de F =0 (méd 3"2), congruencia de la que hay ¢, soluciones. Asi, pa-
ran > 3 tenemos que ¢, = 9c,_» soluciones.

Por altimo haremos un poco de trabajo algebraico para obtener la serie de

Poincaré asociada al polinomio.
00 o0 t n
Z Cn(3_2t)n = Z 9cn—2 (‘)
n=2 n=2 9
[e¢] t n
=9 Z Cn—2 (§)
n=2
2 o0 n—2
t t
=(s) Lo (5)
9) = 9

t2

= 5P ().
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Si escribimos el primer término de otra forma obtenemos

Pr(t) —co(372H)° — ¢1(372¢) ::ff;¢(ﬂ

9
Pe(t) — Pet) e — oty (L
F F 9_0 1 9
t2 t
Pe(t) (1— =) =1+~
P()( 9) t3
1+§ 9+t
Prt)=T—w=g9-p

Y podemos ver claramente que la serie de Poincaré asociada al polinomio
F(x,y) = x> + y? es una funcién racional de ¢.

En la siguiente seccién utilizaremos las ideas expuestas en el ejemplo
anterior para deducir una férmula para la serie de Poincaré asociada a cier-
ta clase de polinomios.

3.3. Polinomios fuertemente no degenerados

Entendemos por polinomio homogéneo un polinomio tal que cada uno
de sus términos tiene el mismo grado d. En este caso decimos que el grado
del polinomio es d.

Definicion 3.9
Un polinomio fuertemente no degenerado es un polinomio homogéneo F(x1, ..., Xi)
tal que la tinica solucion singular (en caso de existir) de F = 0 (méd p), es

(0, ..., 0).

Algunos ejemplos de polinomios fuertemente no degenerados son los
siguientes: F(x) = x, F(x,y) = x>+ y?, ambos estudiados en ejemplos
anteriores, F(x) = x? + y? + xy para p = 5 por ejemplo, o de forma més
general polinomios de la forma F(x) = ¥ ; x¢ donde p 1 d.

Teorema 3.10
Sea F(x1, ..., x;) un polinomio fuertemente no degenerado de grado d con coefi-
cientes en Z.p. Sea cy el niimero de soluciones de F = 0 en ( fz)k con cg = 1.
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Entonces
(¢ —1)pr=Dk=1) 4 p(n=1) paral <n <d

(c1 — 1)pn=—Dk=1)  pk(d=D)¢ . parad <n
b) La serie de Poincaré asociada a F es
R(t)

Pp(t) =
FO = )
donde R(t) es un polinomio de grado d efectivamente calculable.

a) ¢, =

Demostracion
a) Consideremos

Cn:Nn+Sn

donde N, es el niimero de soluciones médulo p” descendientes de las
soluciones no singulares médulo p, y S, es el nimero de soluciones
moédulo p” descendientes de (0, ..., 0), que es la tnica solucién singular
modulo p.

Como (0, ...,0) es la tnica solucion singular médulo p, entonces hay
c1 — 1 soluciones no singulares médulo p, asi por el lema 3.5 tenemos

N, = (c1 — 1)p(”_1)(k_1).

Ahora, para calcular S, trabajaremos por casos:
i) n=1:
Por definicién S; = 1.

i) 2 <n <d:
Sea

n—1 1 n—1 k)
a=\) ap, ., ) ap
i=1 i=1
un vector arbitrario, descendiente de (0, ..., 0), congruente con 0 médu-

()

lopcon0 <a’’ <p—1. Entoncesa = pa* donde

n—1 n—1
* 1) i— k) i—
at = (Z af )pl L Zaf )pl 1).

i=1 i=1

Como d > n, tenemos por la homogeneidad de F que
F(a) = F(pa*) = p*F(a*) =0 (méd p").

Asi todos los vectores son soluciones, y como hay k(n — 1) coefi-
cientes al(] ) y p posibles valores para cada uno de ellos, tenemos que
S, = pk(nfl)'
Asic, = (c1 — 1)p("_1)(k_1) + pk("_l).
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iii) d < n:

Continuando con la notacién del inciso anterior, la congruencia
F(a) = p*F(a*) =0 (moéd p")

se cumple si y s6lo si F(a*) =0 (moéd p"~).
Pero p"4,..,p" 2 = 0 (méd p"~%), entonces tenemos libre elec-
cién para cada uno de sus respectivos d — 1 coeficientes en cada
entrada de a*, quedando p*(¢~1) elecciones posibles.
Ahora queremos que la parte “restante” de a*, que es

n—d n—d
i— k) i—
(Zaﬁ”p P S )
i=1 i=1

sea una solucién de F = 0 (méd p"~%), congruencia de la que hay
exactamente c,_ soluciones. Asf concluimos que S,, = pX@=V¢, .
Entonces ¢, = (c; — 1)p("= D=1 4 pkld=T)¢ .

b) Ahora deduciremos una funcién generadora para Pr(f).
Podemos notar que para el caso n = d ambas férmulas obtenidas para
cy en el inciso a) coinciden, asi podemos decir que

3 calp = 3 (e~ plr DD 4 et (p ey
= n=d
= (e =1) Y VEN " 4+ pHED Y e a(p )"
n=d n=d
= (=D Y ()t 4+ PR Y e a(pRe)”
n= n=d
= (=D L (I P Y et
n=d n=d
Ahora, notemos que
(3 K T () K W (e
n=d n=1 n=1
Ademas
o0 m 71 m
—1,\n—1 P -1 (p t) 1 B 1
puesto que
—lyym —mgm |ﬂm 1 —
l(p— )" —0|=|p t|_W§p_m"H°°O



Entonces

i (pflt)nfl - 1 . (p_lt)d_l —1 - (p_lt)d_l
= p1it—1 p~it—1 p~it—1"

Retomando la primera ecuacién obtenemos

-1 )d 1

2 en(p )" = (1 = 1) (p*) H’fl

_ (@a-Dp eyt + pKd=1) (p=kp)yd Z Cna(p )"

+p (@-1) ch d kt)n
n—d

1—p~lt
o —1 7kt 71t d—1
_ (o )iP_ p)giz ) + k=1 (pkp)dpp(p).

Y reescribiendo el primer miembro de la ecuacién tenemos

d—1 B B B
Prp(t)— Z Cn(P_kt)” _ (c1— 1)51’_ I;QE’: lt)d 1 L pk(d—l)(p_kt)dpp(t)
n=0

PE(t) {1 B pk(d—l)(p—kt)d} (c1 — 1)(Pkt)(P11f_)dp_11;r (1—p~')Qr(t)
po(t) = VGG 4 (- pID0()
g (1—p=1t)(1 — pH=1) (p=Fk)d)
_ (@@= + (- p Q)
(T—p 1)1 —pFked) ’

donde Qr(t) = 4§ cu(p~Ft)".

Es importante resaltar que el polinomio Qf(t) es un polinomio de grado
d — 1 que es posible calcular de manera directa usando la primera férmula
del inciso a) del teorema y la suma para series geométricas. Ademds por
la forma de Qp(t) tenemos que el numerador obtenido es un polinomio de
grado d.

Ahora analizaremos los ejemplos 3.2 y 3.8, usando la férmula obtenida.
En primer lugar, en el caso general del ejemplo 3.2, estudiamos el po-

linomio F(x) = x, del cual obtuvimos que c; = 1, siendo (0) la tnica
solucion, ahora notemos que =1y & (O) =1 # 0 (mdd p), por lo
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que F(x) = x es un polinomio fuertemente no degenerado. Entonces po-
demos aplicar la férmula que acabamos de obtener para calcular la serie
de Poincaré asociada:

QDT () T ey
PO = A p T p 1H)

(1- 1))
1-Ha—=})

1
1—

p .
p—t

=~

En el ejemplo 3.8 estudiamos el polinomio F(x,y) = x> + y?, y encon-
tramos que F = 0 (méd p) tiene una tinica solucién, a saber (0,0), la cual
es singular, entonces F(x,y) = x>+ y? es fuertemente no degenerado y
podemos aplicar la férmula anterior para calcular la serie de Poincaré aso-
ciada en los ntimeros 3-adicos:

(1-1)E2)E 12+ (1-371) P2 ) eu(372)"

Pr(t) =
F(t) (1-3-1)(1—3212)
_ (1-30+5)
- 2
1-501-%5
1+5
-9
94t
912

Asi corroboramos que los resultados obtenidos al aplicar la férmula co-
rresponden a los resultados obtenidos previamente.

Ejemplo 3.11
Calcularemos la serie de Poincaré asociada a F(x,y,z) = x>+ 2y* + 3z% en el
campo de los niimeros 5-ddicos, utilizando la férmula obtenida en el teorema 3.10.

Primero probaremos que el polinomio es fuertemente no degenerado, para
ello estudiaremos sus soluciones médulo 5.

Dado que médulo 5 tenemos 5 clases de equivalencia (a saber [0], [1],
2], [3] v [4]), por la definicion del polinomio que estamos estudiando ana-
lizaremos el resultado de elevar al cuadrado cada una en médulo 5.
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[°]

4]

o] | 0]
]
2] | 4]
Bl | 4]
4] | []

Como sélo hay 3 posibles resultados al elevar cualquier niimero al cua-
drado en médulo 5, entonces podemos analizar todos los posibles valores
que toma el polinomio para cada combinacién de valores de x2, yz, z2 los
cuales se muestran organizados en la siguiente tabla.

=
S}
<
N
N
[N}
=
S}
+
N
<
[N}
+
W
N
N

NSNS it A=A A= ENENERENENS)
e e e NN N S N =)
e SN e S =) e N NN =) I SN
SN NN e SN e N SN NN S EENENEENEN SIS

De acuerdo a la tabla, hay cinco posibles combinaciones de clases de
equivalencia de cuadrados de nimeros médulo 5 que satisfacen F = 0
(méd 5). Ahora, desglosaremos las combinaciones de clases de equivalen-
cia de nimeros que originan estas cinco combinaciones encontradas:

) 0], [0], [0].
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La tinica solucién que genera esta combinacién de clases de equivalencia
de cuadrados de nimeros es la solucién (0,0,0).

) (0], [1], [1].

Las soluciones que generan esta combinacién son (0,1,1), (0,1,4), (0,4,1)
y (0,4,4).

Las soluciones que generan esta combinacién son (0, 2,2), (0,2,3), (0,3,2)
y (0,3,3).

Las soluciones que generan esta combinaciénson (1,1,2), (1,4,2), (4,1,2),
(4,4,2), (1,1,3), (1,4,3), (4,1,3) y (4,4,3).

Las soluciones que generan esta combinaciénson (2,2,1), (2,3,1),(3,2,1),
(3,3,1),(2,2,4),(2,3,4), (3,2,4), (3,3,4).

Por lo tanto tenemos que c; = 25. Ahora hay que verificar que la solucién
(0,0,0) en caso de ser singular, sea la tinica; para esto hay que observar que

JoF oF oF
——Zx, @—4y, a—z—

Es facil notar que evaluando cada derivada parcial en cada una de las 25 so-
luciones encontradas, la tinica que hace todas las derivadas parciales con-
gruentes con cero médulo 5 es la solucién (0,0,0), por lo tanto ésta es la
tinica solucién singular y asi F es un polinomio fuertemente no degenera-
do.

Ahora lo que resta es aplicar la férmula para hallar la serie de Poin-
caré asociada.

6z.

Pr(t) = (25-1)(57°) (5 ')* ' + 51 —571¢) Y271 ¢, (573"
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24t2+1+@ t 25t
53

5_4 5 54
#2 t 3
=5 -5+=
t2
= +1
B 2 t
5t "5 511
—t2+54
5
13 —5t2—125¢ 454
54
—1? 4+ 625

3 —5t2 — 125t + 625
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Capitulo 4

Conclusiones

Nuestro objetivo principal en este trabajo fue el de estudiar la serie de
Poincaré asociada a polinomios fuertemente no degenerados, sin embargo,
para lograrlo fue necesario introducir el campo de los ntiimeros p-adicos. El
estudio de los resultados e incégnitas acerca de este tipo de niimeros cons-
tituye una rama amplia del conocimiento matematico que seria imposible
tratar de cubrir en este documento, sin embargo alcanzamos a sentar las
bases para el estudio profundo de este tema, el cual ademds de ser intere-
sante, cobra importancia en la actualidad debido a su incursién en otras
areas de la matematica, e incluso en otras ciencias, ya que recientemente
han surgido nuevos modelos de sistemas fisicos usando niimeros p-adi-
Cos.

Gracias al teorema 3.10 pudimos comprobar la racionalidad de la serie
de Poincaré asociada a polinomios fuertemente no degenerados al obtener
una férmula relativamente sencilla que escribe esta serie como una funcién
racional. Sin embargo, podemos pensar esta conjetura en un caso més ge-
neral en el que el campo de los ntimeros p-ddicos es reemplazado por un
cuerpo local no arquimediano arbitrario, originando una nueva conjetura
que hasta la fecha es un problema abierto, pues aunque existen articulos
sobre algunos casos particulares, el caso general sigue sin demostrarse.

64



Bibliografia

[1] BACHMAN, GEORGE, Introduction to p-adic numbers and valuation
theory, Academic press, Nueva York, 1964.

[2] BOREVICH, Z.1. e I.R. SHAFAREVICH, Number theory, Academic press,
Nueva York, 1966.

[3] DUGUND]JI, JAMES, Topology, Allin and Bacon Inc., 1966.

[4] FRIEDBERG, STEPHEN, ET. AL. Algebm lineal, primera edicién, Publi-
caciones cultural, México, 1982.

[5] GOLDMAN, JAY R., Number of solution of congruences: Poincaré series for
strongly nondegenerate forms, Proceedings of the american mathemati-
cal society, Volumen 87, No. 4 (586-590), 1983.

[6] GOUVEA, FERNANDO, p-adic numbers: An introduction, segunda edi-
cién, Springer, Berlin, 1997.

[7] HERSTEIN, I.N. Algebm moderna, segunda edicién, Trillas, México,
1990.

[8] IGUSA, JUN 1., An introduction to the theory of local zeta functions, 2000.

[9] KNUTH, D. The art of computer, programming. Vol. 1: Fundamental algo-
rithms, segunda edicién , Addison-Wesley, Reading, Mass., 1973.

[10] KOBLITZ, NEAL, p-adic numbers, p-adic analysis and zeta-functions, se-
gunda edicion, Springer-Verlag, Nueva York, 1948.

[11] KREYSZIG, ERWIN, Introductory functional analysis with aplications, John
Wiley and sons, 1978.

[12] MAHLER, KURT, p-adic numbers and their functions, segunda edicion,
Cambridge university press, Gran Bretafia, 1981.

[13] MUNKRES, JAMES, Topologia, segunda ediciéon, Pearson educacion,
Madrid, 2002.

65



[14] ROBERT, ALAIN M. A course in p-adic analysis, graduate text in mathe-
matics, Springer-Verlag, Nueva York, 2000.

[15] ROTMAN, JOSEPH, Advanced modern algebra, Prentice Hall, 2002.

[16] RUDIN, WALTER, Principios de andlisis matemitico, tercera edicion, Mc-
Graw Hill, México, 1980.

[17] Ruiz, JOSE Luis Una teoria computacional acerca de la 16gica ecuacional,
Universidad de Sevilla, 2001.

[18] VLADIMIROV, V.S., I.V. VOLOVICH y E.I. ZELENOV, p-adic analysis
and mathematical physics, World scientific publishing co., Singapur,
1994.

[19] ZALDIiVAR, FELIPE, Introduccién a la teoria de niimeros, FCE, México,
2012.

66



Indice alfabético

A abeliano, 4
Algoritmo de la divisién, 1
Anillo, 5 H
cociente. 6 Homorfismo de anillos, 6
conmutativo, 5 I
de valuacioén, 26 Ideal, 6
lolcal, 6 de valuacién, 26
Arbol, 10 maximal, 6
B principal, 6
Bola, 39 Inverso,'6 _
abierta, 24 Isomorfismo de anillos, 6
cerrada, 24 L
C Lema de Konig, 11
Carrfl_in_o N
'HFtO" 10 Ntmero(s)
infinito, 10 compuesto, 2
Campo, 51 o, 30 congruentes, 48
completo, coprimos, 2
de ntimeros p-ddicos, 36 prfmo 7
(_ie residuos, 26 primos relativos, 2
Conjunto Norma, 46
. denso, 9_ . no arquimediana, 46
onvergencia,
absoluta, 8 P
Polinomio
E _ fuertemente no degenerado, 56
Enterqs p-adicos, 39 homogéneo, 56
Espac1/(; . Propiedad arquimediana, 19
métrico,
topoldgico, 9 S
ultramétrico, 23 Solucién
no singular, 52
g ) singular, 52
rupo,

67



Sucesion, 7
Sucesién de Cauchy, 32

T
Teorema

de Ostrowsky, 30

fundamental de la aritmética, 2
Topologia, 8

A"

Valor absoluto, 12
arquimediano, 13
equivalente, 27
métrica inducida por un, 20
no arquimediano, 13
p-adico, 16, 36
trivial, 13
usual sobre Q, 13

68



	Portada
	Introcucción
	Índice general
	Capítulo 1
	Capítulo 2
	Capítulo 3
	Capítulo 4
	Bibliografía
	Índice alfabético

