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ALGUNAS PALABRAS PRELIMINARES

Los campos finiéés Juegan uﬁ papel importante en algunas de
las ramas de las Matematicas, como por ejemplo: la Teorfia de
Numeros, la Geometria Proyectiva, la Teorfia Algebraicé de los
ntimeros, etc.; los ejemplos mas familiares que tenemos de ellos
son los enteros médulo p, con p un ndmero primo, aunque éstos no -

son todos los campos finitos.

En este trabajo clasificamos de una manera completa a los
campos finitos y hacemos una discusién sobre su estructura
interna. Se estudian también las rafices de un polinomioc con coefi-
cientes en algunos de estos campos, asi como la relacidén que éstas
guardan con las extensiones finitas de dichos campos finitos.

)

Por otro lado se intenta que este trabajo, por su forma, sea -
accesible a un lector gque haya tomado un primer curso de Algebra -
abstracta, pretendiendo ademas que dicho lector encuentre en esta
obra el material y apoyo necesarios para la comprensidén de
aquellos temas que requieren los conceptos y en general la Teoria

de los campos finitos.
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CAPITULO L

ANTECEDENTES

CAMPOS.

Comenzaremos recordando los canceptos de operacién binaria y -

campo. -

DEFINICION. Una operacién binaria en un conjunto no vacio A es

una funcién de dominio A® y codominio A.

General mente se usan simbolos tales como %,#,X,+,¢,0, etc., para -

denotar operaciones binarias, de esta forma podriamos representar

a una de ellas as{:
%: A2 A

NOTACION: Si % : A®_3A es una operacién binaria y si:
{Ca,bd,c) € *
de acuerdo a la notacién de funciones esto lo _podemos escribir asi
Ca,b)fac, perc usualmente preferimos escribirlo como: axb=c.

Asl por ejemplo en +:2%—2Z a ((3,2),8) € +, o bilen C3,8)i+5, lo es

cribiremos como es usual: 3+2=58.

DEFINICION. Un campo es una estructura que consiste en un con-
junto A y dos operaciones binarias en A, denotadas como + y °, 11a
madas suma y producto respectivamente, para las cuales se cumplen
las siguientes propiedades:

- Ca+b)+c=a+(b+c) y Ca*bd+c=a+*Cb*cd, V a,b,c € A

— a+b=b+a y a*b=b+a V a,b € A.

— Existen elementos distintos o ¥y 1 en A tales que o+ta=a+o=a Yy -
1°a=a<1=a V a < A. _

-~ ¥ a,b € A con b#o existen elementos ¢ y d € A tales que a+c=o

y bed=1.

— a*Cb+cd)=a*b+a*c V a,b,c € A.



Los elementos ‘atb y a*b se llaman suma y producto de a y b respec-
tivamente.
Los elementos o y 1 se llaman idéntico adiﬂivo e idéntico multipli
cativo respectivamente.
Los elementos ¢ ¥y d mencionados en la cuarta propiedad se llaman -—
inverso aditivo de a e inverso multiplicativo de b respectivamente
Algunos ejemplos de campos son los siguientes:
— El conjunto de numeros racionales con las operaciones de suma
y producto definidas en forma usual.

Este campo lo denotamos como C®,+,-D.

— El conjunto de numeros reales con las operaciones de suma y -
producto definidas en forma usual.
Este campo lo denotamos como (R, +, +D.

- El conjunto de numeros reales de la forma a+bv2] donde a,b € @
con la suma y producto como en CR,+, ¢J.
Este campo lo denotamos como CQCYETD, +. *D.

- El conjunto de numeros complejos cuyos elementos son de la for
ma a+bi donde a,b estan en R, con la suma y el prodﬁcto defini
das como sigue:

Ca+bid +Cc+did =Ca+cd +Cb+ddi
Ca+bidCc+did = Cac-bdd+Cad+bedi
y donde
atbi=c+di & a=c.y b=d.
Este campo lo‘denotamos como CC,+, *D.

—~ El conjunto cuyos elementos sean los enteros médulo p, con p —
un nUmero primo, con las operaciones de suma y producto médulo
p usuales.

Este campo lo denoctamos como CZp,+, *D.

Por mencionar alguno: CZz,+,+) donde Zz=kn1}'y oto=o0,
ot+1=1+0=1, 1+1=0, o~6=o, 0°*1=1°0=0 ¥y 1°1i=1.

DEFINICION. Un Campo Finito es un Campo que tiene un numero fi

nito de elementos.

NOTACION. En el presente trabajo dencotaremos un campo (K, +, <D

simplemente como K.



EL ANILLO Kix] DE POLINOMIOS SOBRE UN CAMPO K.

Dado un campo K consideremos el conjunto
Kixl={s:IN U{o>— K/sCnd)=o para casi toda n € N Wod}

En este conjunto definimos dos operaciocnes como sigue

DEFINICION 1. Si s;» S, € K[x] entonces si+sz:m ULo>— K es
tal que:
(s +s JCnd=s (nd)+s_Cnd
1 2 1 2
‘s +s se llama la suma de s y s_.
1 2 1 2
DEFINICION 2. Si S,»S,€ KI{x] entonces S,*s,: N UCo>r— K es tal
que
(s *s_ dCnd= § s Cids (D
1 T2 . & 1 2
L+ J=n
s *s' se llama producto de sy s_.
1 2 1 2
Es fAcil wver que si+s2 e Kix], por lo que sélo se demostrara el si

guiente lema.

LEMA. Si s, € Kixl ¥y s, € KIlx] entonces s,S, e Kix].
Denostracidn. Ya gque s, € K[x] entonces existe n,_ € N U{o> tal que
si N>n1 entonces 51CN)=0. Andlogamente existe n, € (N UCo> tal que
si N>n2 entonces SZCN)=0. Sea N>n1+n2 y supongamos que i+j=N., Si —
‘»>n1 entonces 51CL)=O por lo gue 51CL)SZCj)=o. Si i.Sn1 entonces -
j>n2 por lo que SZCj)=O y entonces 51C1352Cj)=o. Por lo tanto -
(s s OdCN>= E s,0is,Cd>=0 ¥V Non +n, y per lo tanto:

i+ j=N
5182 e Kix]. -

NOTA: g quiere decir que la demostracién ha terminado.

PROPOSICION. (KIixl,+,*) es un dominio entero con 1.
Es facil probar que es un anillo conmutativo con 1, por lo que se

demostrara aqui soclamente que no tiene diviscores de cero.

Demostracidn. Sean s,»S, € Klxl tales que sixo, 52#0 entonces exis
ten n,m € N o> tales que 51Cn)¢o Y 31CND=0 vV Non ¥y SZCmD#o con -

SZCN)=0 ¥ N>m, entonces



(s s dCntmd= § s Cids (P
172 . 1 2
L+3=n+tm

pero si i<{n entonces jj>m, de donde 31CL)SZCj)=o y si i>n  entonces
51CtDSZCj)=o y si i=n entonces j=m vy 51CnDSZCmD#o per lo tanto

(s, s d(ntm=s (nds _(md*o, por lo que s s _¥*o. g
12.; 1 2 i1 2

NOTACION. ‘Al dominioc entero Ckix]l,+,*) se le acostrumba llamar
Anillo de Polinomios en la indeterminada x con coeficientes en K Yy
se denota simplemente como K[ xl].

Definimos a continuacidén una funcién que va del Campo K en el Ani-

llo KIx].

DEFINICION. Sea ¢: K— Kixl tal que gad:N Udo>— K y tal que -
(¢Cad)Cod=a y (¢gLad)lnd=0 ¥V n € N.
Si al elemento s € KIx] tal que sCod=a y sCnd=o V¥ n#o lo denoctamos
como '

Ca,0,0,0,...)=0
Podemos ver que ¢ es un monomerfismo de anillos ya que:
#la+bd=Ca+b,0,0,...3=C2,0,0,...J+(b,0,0,...d=¢Cad +aCbd
y ademas
glabl)=Cab,0,0,...2=Ca,0,0,...0Cb,0,0,...J)=¢pCadalbd
y ademis si
¢(a)=5=(o,o,...) entonces a=o. g
Este nos permite identificar a K como un subcampo del Anillo k{xl.
Asi, las sucesiones de la forma |
Ca,0,0,...D

las identificamos con a.
Se dara a continuacidén una definicidn que nos permitira, por un la
do aclarar el significado de la frase " la indeterminada x ", y -
por otro lado nos permitird recuperar la forma que generalmente se
les dé a los polinomios. _

DEFINICION. Al elemento Co0,1,0,0,...) € KIlx] se le llama x, es
decir: '

o,1,0,0,...)=x.

Se puede probar por induccidén que si n>o ¥y



1 para j=n
s(pP=

o para j¥n

entonces s=x" y en consecuencia se puede probar que todo elemento
de KIx] se puede escribir como
f(xD=a +a x+...+a x"
o 1 n
con a. € K, para i=1,2,...,n.
A los elementos de KIx] les llamaremos como es usual, polinomios
en la indeterminada %, y a los que estan en la imagen de K bajo ¢

les llamaremos polinomios constantes.

DEFINICION. Supongamos que foD=a°+a1x+...+anx" con an#o enton
ces el grado de f(x) es n y lo denotamos como grd(f(x0)=n, grdlod=
—0 y definimos n+C(-o=C-o)+n=C~o +C(-od =nC—=C-own=-w Yy -okn ——

YVnelN WKoy o (-
Las siguientes proposiociones son consecuencia de lo visto ante-—-—

riormente.

PROPOSICIONES.
grdCf+gd<maxCgrdCfd,grdCgd)d
grdCfgd=grdCfd+grdCgd
- grdCf™=n grd(fd. ¥ n e N.

DEFINICION. Se llaman unidades de un anillo a todos aquellos -

elementos del anillo que tienen inverso multiplicativo.
COROLARIO. Las unidades de KIx] son los elementos de K'=K-<o).

Demostracidén. Como el grd(id=o se tiene que si f(x) es unidad en--
tonces existe g{xD € KIx] tal que fdxDglxD=1 entonces el grd(fixd>D
+grd(glxdd>=0 por lorque el grd(f(x2)=o y por lo tanto flxO=ctexo ¥
si flxD=axo entonces existe 1.,a tal que a+*1-2a=1 y 1-a € KIx] por -

lo que a es unidad. g



ALGORITMO DE LA DIVISION.

Sean f(x0, glxd) € KIix] con g(xD#0 entonces existen unicos
qglx>, rcxo € K{x1] tales que £Cx =gl gl +rlx0 con
grdCr>x>2<grdCgixdD.

Demostraciédn.Se probara la existencia por induccidn sobre
grdCf{x>D.

Si grd¢fd=-mw entonces f(xXD=0 y o=g(xJ0 + o ¥y -0 grdCgCx2), supongé
moslo cierto para k<n=grdC(f(x)> con nZo, como el grd(f{(xdJ=nZo en-
tonces f(x)#o. Supongamos gque

f(xD=a +a x+...+a x"

o 1 n :
con an#o. Si n<grd(g(xd) entonces f{xD=g{xJo+f(xd y el grdCfdx >«
grdCgCx>>. Si n=grd(g(x>>=m, sea ngD=b0+b1x+...fbmxm con'bm#o en-—
tonces f1CxD=foD-ngD[%"x"'m] es tal que grdCCf1CxDD<grdCfoD) y

por hipétesis de induccidn f1CxD=ngDq1Cx)+er) con
grddr(x3><grdCglCx=xd> entonces fo)=ngD[q1Cx)+%Fx"‘m]+erD y

grddrx>><grdCglx=d>
Para probar la unicidad supdngase que
fo)=ng)q1CxD+r1CxD=gCx)qu)+er) con grdCr{x>2<{grdigix>> y
grdCr1CxDD<grngCx)) entonces ngD[qu)—q1CxD]=r1CxD—er) esto im-
plica que grngCx))+grquCx)—q1Cx))=grd[ngDCqu)—q1CxDD]=
grdCr1Cx)—erD)SmangrdCr1CxD,grdCer))(grngCx)) esto implica gue
grquCxD—q1CxD)=—w por lo que quD=q1CxD Y er)=r1Cx). =

Y se tiene gque KIx] es un Anillo Euclidiano.

OBSERVACION. Dadeo f(x) & KIix] sus asociados son de la forma

af(xd con a®o.

DEFINICION. Un polinomio f(x)#0 es ménico si es de la forma -
f(xD=a +a xX+...+a x™ T T +xT,
o 1 n-1"
PROPOSICION. Dado un f(x)#o, existe un Unico polinomico ménico
asociado &1.

Demeostracidn. Si fo)=ao+a1x+...+a x

con a #o entonces 1/a £Cx0O
™ ™ ial

6



es un ménico asociado a f(x) y la unicidad se sigue de la --

observacidén anterior.

DEFINICION. Un polinomioc f(x0 € KIx] se llama polinomio primo
si no puede ser factorizado en polinomios de grado menor que €l en
K[ x] Safvo asoci ados.

A los polinomios primos les llamamos también irreducibles.

Por ser KIx] anillo euclidiano es anillo de factorizacidédn unica,
entonces se tiene que si f(x)#*0 entonces f(x) se puede expresar co
mo una unidad por el producto de ménicos irreducibles y esta

descomposiciédn es dUnica salvo por el orden.
PROPOSICION. Todo polinomio de grado 1 es irreducible.

Demostractédn. Sea f(x)=ax+b con a*o entonces si f(xXO=glx0glx) se
tiene que 1=grd(f(x0J=grd(gl(xd>d+grd(glix>> entonces si grd(gl(x2>=1
entonces el grdCqglxd)=o entonces gqlx) es unidad por lo que gi(x> -
es asociado, © bien,si grdCg(xd)>=o entonces glxd=cte. g

Como dos m.c.d. de f{(x) y glxD son asociados entonces denotamos -
(fCx),glx>) al m.c.d. mbnico de flxd) y gl{xd si alguno es distinto
de cero, y Co,0)=0, y cuando hablemos del m.c.d. de f(xD y glxd -

nos referimos a éste.

LEMA. Sean f(xD,gl(x) € KIixl] con glxO#o y supdngase Jgue

F{x0=glx0qlx)+r(xD entonces (fCxD,glx0>=Cglxd,rl{x1D. .
Demostracién.Si h|f y h|g entonces h|f-gqg esto implica que h|r, ¥

si h|g y h|r entonces h|gg+r de donde h|f y el lema se sigue. g

ALGORITMO DE EUCLIDES. sean f(x),gl(x) &€ KIix] con glxO#0 supdn-

gase que _
fo)=ng)q1CxD+r1Cx) con —aKgrdCr1Cx))<grngCxDD
ng)=r1Cx)q2Cx)+r2Cx) con —aKgrdC:ZCxD)<grdCr1CxD)

r Cxd=r CxDg (xXD+4r (XD con -w{grdlr (x>2<grd(r CxD3
2 n—-1 n n n n-1

r =r (xOqg >0
i) n—-1

-4



Entonces el ménico asociado a ranD es el m.c.d. de f(xD y glxD.

Demostracidn. Por el lema anterior se tiene que

Cf,g)=Cg,r1)=Cr1,r2)=...=Crn_1,rn)=Crn,oD.
Es claro que dados f,g € KI[x] con g{xD#o entonces se puede repetir
iteradamente el algoritmo de la divisién'a los residucos y este
proceso termina como se supuso en el agoritmo de  Euclides puesto
que grng)>grdCr1)>...>grdCrn). =

Sean K,E campos,y sea K un subcampo de E. Para cada a € E -
definiremos una funcidén ¢a del anillo Kix] en el campo E, que sera
un homomorfismo de anillos y que llamaremos homomeorfismo de evalua

cidén en a.

DEFINICION. sean K un subcampo de E vy a € E, sea ¢a:K[x]—+E
tal que ¢ (a +a x+...+a X"d=a +a a+...+a a”.
oo 1 n o "1 n
Obser vemos por ejemplo que ¢aCa°D=a° Yy que ¢aCxD=a.

La funcidn asi{ definida es un homomorfismo puesto que si flxo=
a +a xX+...+a X", g{xX>=b +b x+...+b x™, ¥ h(xD=f{x3+glxD=c +c X+
o] 1 n ¢ ] i m o] 1

.+crx' entonces ¢aCthDD=co+cia+...+cra' mientras que ¢aCfo)D+
@ (glx)d=Ca +a a+...+a a™>+Cb _+b a+...+b o™ como por definicidén -
s [¢] 1 n o] i m

de suma Ctzat+bt tenemos gue ¢aCfoD+ngDD=¢aCfoD)+¢anCxDD.
Por otro lado si fCx0gCxd=d_+d x+. ..+daxs entonces ¢ (£COglx0d=

d +d a+...+d o mientras que ¢ (fCxDD¢ C(glxdI)=Ca +a a+...+a a"dC(b

o 1 s o o o 1 n o

+b1a+...+bmam), como por definicién de multiplicacidn dk= p atbj
i+ 3=k

vemos que ¢deCngCxDD=¢aCfoDD¢anCxDD y‘asi ¢a es un homorfismo

de anillos, que se llama el homomorfismo de evaluacidn en a.

NOTACION. A ¢aCfoDD la denctaremos como fCad, es decir
@ CfCxOI=fCaxd=a +a o+...+a a”.
al o 1 n
DEFINICION. Si K es un subcampo de E y oo € E entonces decimos

que a es una raiz o cero de f(x) si ¢aCfoDD=fCaD=o.

TEOREMA DEL FACTOR. Un elemento o € K es una raiz de
f{xD &« Kixl]

si y sdélo si x—a es factor de (.



Deniostracién_._ Supongamos que o € K y que fCcd=o. Por el algoritmo
de la divisién existen polinomios dnicos g0 , rcx> € KIixl tales
que FCx)=Cx-a0qlx0+r(x> donde grdCr(x><1 y por lo tanto r(x>=r € K
de modo que fCx0=C(x-c0qlxD+r. Aplicando el homomorfismo de evalua-
cién ¢a:K[x]—+K vemos que fCoO=Ca-c0qleO+r=r de modo que r=o y en
tonces FCx=Cx-00qlx) es decir x-a es factor de (0.

Reciprocamente si X-a es factor de f(x) € KIx] donde a € K enton——
ces, aplicando nuevamente el homomorfismo de evaluacidn a f(xO=
(x~a0glx> tenemos que fCO=Ca~-c0gled =0 es decir a es una raiz de -

£C3HO.

COROLARIO. Un polinomio distinto de cero fCxD) e KIx]l] de grado

n puede tener a lo mas n rajices en el campo K.

Demostractédn. De acuerdo al teorema anterior, una raiz a, € K de
fCx) resultard en 1la factorizacidn fo)=Cx—a1)q1CxD donde
grqu1Cx))=n—1. Una raiz o, € K de q1Cx)‘ resultarad en la
factorizacidn fo)=Cx—a1)Cx—a2)q2Cx) donde claramente grquZCx)D=
n-2z. Continuando este proceso, por induccidén, llegamos a que fCxO=
Cx—a1)Cx—azD...Cx—ar)quxD, donde quxD no tiene ma&s rafces en K,
obviamente r<n, ademés, si f?:tot,L para i=1,2,...,r ¥ 3 € K entonces
fCBD=Cﬁ—a1)Cﬁ—az)...Cﬁ—ar)quﬁ)¢o. Puesto que K no tiene diviscres
de cero y por construccidn ninguno de los f?—a_L o quﬁD son Ccero.
De aqui que las o, para 1=4,2,...,r=n son todas las raices de

fCx0 e KIxJ.
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CARACTERISTICA DE CAMPOS.
DEFINICION. Sea K un campo, entonces, en particular es un

anillo. Si 1 es el idéntico de K, decimos, para n € N

ne4=,d4+4+...... +1,

n—\‘l’e_c es
C-nd)1=-Cn+*1d) y oO°*1=0.

La funcidén ¢: Z2—K dada por #{nd=n+1 es un homomorfismo de anillos
pues: A
¢(m+n)=Cm+n)'1=Cm'1)+Cn'1D=¢(uD+¢(n)
Yy
¢Cm°n)=Cm°n)°1=Cm‘1DCn'1)=¢(m)¢(n).
“El nucleo de ¢ es un ideal de 2 y todos los ideales de Z son de la
forma mZ para algan m en 2, luego entonces consideremos los
siguientes doé casos.

1.- Si m=o entonces Ker¢=o0Z={o> y por lo tanto ¢ es un
monomor fismo, identificamos a Z con su imagen bajo ¢ que es PC 2>,
es decir K>2Z. Como K2, Ko® que es el campo de cocientes de 2.
Cuando esto es asi, decimos que la caracteristica del campo K es -
cero.

2. - Si m#o entonces Ker¢p=mZ y por el teorema fundamental de homo
morfismos ¢<2>>2/Kerp=2/mZ>Zm 1uego entonces Ko>Zm, es decir Zm no
tiene divisores de cero, © sea gue, m €S primo, y escribimos: m=p
y K=2Zp.

Cuando esto es asi, decimos que la caracteristica de K es p.

DEFINICION. Si n e N y a € K entonces n-a=,a+a+...... +a .
T\—JQC s

TEOREMA. Para n € N, n+a=o ¥ a € K si ¥ sélo si n+*i=o.

Demostracidén. Si n+a=o ¥V a € K, en particular n+*i=o.

Reciprocamente. Supdngase que n € N tal que nei=o entonces ¥ a K

10
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Nea=s a+a+...... +a,=aC (1+1+......+1 2=aln*1)=a°070. g
n—cecee n-\‘/'ecea R
En consecuencia si la caracteristica de K es p entonces p<a=o -=

vV a € K.

EXTENSION DE CAMPOS.

DEFINICION. Si K y E son campos y K es un subcampo de E enton-

ces decimos que E es una extensién de K.

PROPOSICION. Si E es una extensién de K entonces E es un espa-
cio vectorial sobre K con la operacién ¢:KXE—E tal que

Ca,bd—ab.

DEFINICION. Sea E una extensién de K entonces el grado de la
extensién de E sobre K es la dimensién de E como espacio vectorial
sobre K y lo denotamos por [E:K].

Para nosotros es de particular interés el caso en que [E:K] es fi,
nito. Esta situacién se describe diciendo que E es una extensidén

finita de K.

TEOREMA. Si E es una’ extensién finita de K y K es una
extensién finita de F entonces E es una extensiénfinita de F y -

ademas [E:F]=[E:K][K:F].

Demostracidn. Supongamos que [E:K] =m y que [K:F]=n. sea VsV

v _ una base de E sobre K y W e Was oW una base de K sobre F.

Sea t un elemento cualquiera de E, como todo elemento de E es una

combinacién lineal de V1,v2,...,v con coeficientes en K, el ele—-—
m

mento t debe ser en particular de esa forma. Luego

t=k v +k v +...+k v , donde los elementos k_ ,...,k estan todos en
1 1 2 2 m m 1 m

K. Pero todo elemento de K es una combinacién lineal de wi,...,wn

con coeficientes en F. Luego k =f w +...+f W ,...,k. =f w +. ..+

1 11 1 in n 1 11 1

W ...,k =f w+...+f w , donde todas 1las . . estan en F.
TN n m mi 4 mn n v

Sustituyendo por estas expresiones a k1""’k en t=k1v1+k2v2+...+

m
k v obtenemos t=Cf w +...+f w Ov +...+(f w +...+f  w Ov .
m m i1 1 in n 1 mi 1 mn N m

Efectuando las operaciones indicadas, llegamos finalmente a -
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t=f vw+...+ vw .+ vV w +...+f v w . Como los f . estan
14 41 4 in 4 n [ T mn m N L)

en F, hemos expresado t como combinacién lineal scbre F de los ele

merntos v.w.. Por tanto, los elementos v .w. generan ciertamente a E

vo) v

sobre F y por tanto, satisfacen la primera propiedad que se

requiere para una base.

Debemos probar que los elementos V. W son linealmente

1

independientes sobre F.

Supongamos que f v w +...4f v wH+. ..+ v w . ..+ VvV W FO donde

: 114 41 4 . 4idn 14 n L T mn m N

los fij € F. Reagrupando la expresidn anterior se tiene que:

Cf w +...+ w Dv +,..4+Cf w ..+ W DV +...+4Cf w .. .4 WD
11 1 in n v1 14 in n mi 41 mn N
v_=0 com las W estan en K y como KoF, todos los elementos k. =
f w+...+#f w_ estan en K. Y tenemos que k Vv +...+k v =0 con k ,
1 1 Tn n 1 1 n m 1
,k € K. Pero por hipotesis VooV forman una base de E sobre
K, luego, en particular, deben ser linealmente independientes so-
bre K. Por lo tanto k1=k2=...=km=o. Usando los valores explicitos
de k tenemos que f. w +...+f w o para i< i,2,...,m.
v r1 4 TN N
Pero si.-recordamos el hecho de que las w. son linealmente indepen-—
dientes sobre F, llegamos a la conclusidn de que todas las fij -=
han de ser nulas.
Hemos probado que las Vtwj cson linealmente independientes sobre f
y de esta forma satisfacen la otra propiedad requerida por una
base.
Hemos logrado probar que los mn element os viwj forman una base de
E sobre F. Luego [E:F] =mn, como m=[E:K] y n=[K:F], hemos obtenido

el resul tado buscado que es [E:F]=[E:K][K:F]. g

Supongamos que E,K,F son tres campos en la relacién E>K>o>F y supon-—

gamos que [E:F] es finitoe. Es c¢laro que cualesquiera elementos so-

bre E linealmente independientes sobre K son también linealmente

independientes sobre F. Luego, l1a hipotesis de que [E:F] es finito

fuerza la conclucidén de que [E:K] es también firnito. Ademas, como

I ez un subespacio de E, [K:F] es finito. Por el teorema [E:F]-=

[E:K]J[K:F], de donde [K:F] |[[E: F]. Hemos probado el siguiente
COROLARIO. Si E es una extensién finita de F y K es un subcam-
po de E que contiene a F entonces [K:F]|[E:F]. Asi, por ejemplo, -

si [E: F] es un mumeroc primo, no puede haber ningun campo
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propiamente entre F y E.

DEFINICION. Sea una extensién de K, un elemento a € E se dice
que es algebriico sobre K si existe un polinomio f(x> e Kixl]
distinto del polinomio cero, tal que fCcO=o.

En caso contrario se dice que a es trascendente sobre K, es decir,

que si fCod=o0 para algun f(x) e KI{x] entonces f{x=o.
DEFINICION. Una extencién E sobre un campo K se llama

algebraica si todos los elementos de E son algebraicos sobre K.

En caso contrario se dice que la extensidédn es trascendente.

TEOREMA DE KRONECKER. Sea K un campo y f(x) € KIlx] con f(xD>*o

entonces existe un campo E extensién de K en el que f{xO tiene una

raiz o.

Demostracién. El polinomio f(x) se puede factorizar en Kix]l en
polinomios que son irreducibles sobre K. Sea pCxY un polinomio
irreducible en dicha factorizacién, asi{, el ideal <p(xD> de KIlx]
generado por p(x) es maximal y por lo tanto KIx1/<{p(x0> es un
campo. El campo K puede ser identificado c¢on un subcampo de
KIx1/<pCxD> dg manera natural mediante la transformacidén
w: K—k %1 /<plx0>

dada por wad=a+{p(xD> para a € K. Esta transformacién es inyecti-
va, pues sl a+{pl(:O>=b+{plx>> para algunos a,b € K eﬁtonces a-b e
<p(x>, y esto puede suceder sdélo a cuenta de que a-b=o, es decir,
gque a=b. Ademas, si sumamos y multiplicamos escogiendo cualesquie-
ra representantes, como por ejemplo, a € Catp(x0>>, vemos que ¥y -
es un monomorfismo de K en KIx]1/<p(x)>. Hacemos la identificacién
de K con {a+<p(x>>/a € K} mediante dicho monomorfismo, de este mo-
do podemos considerar a kix]/<p(x>> como una extensidn de K.

Ahora hagamos a a=x+<{plx0> de modo que a € E con E=K{x]/<plxD>. -

Consideremos a la vez el homomorfismo de evaluacidn usual

¢a:K[x]—+E. Si pr)=ao+a1x+...+anx" es un elemento de klxl, enton-

ces ¢ CpxDD=pCad=a +a o+...+a a"=a +a [x+<plxD>]+...+a [x+<{plx>>]1"
ol o 1 n o 1 n
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de donde pCa)=Ca°+£1x+...+anx“ ) +<pC x> =pCx +<{p(xD>=Kp(xD>=0 en -~
KIx1/<pCxD>. ’ '
Hemos encontrado asi{, un elemento o € E =K[x1/<{p(x0> de manera que

pCcd=0o y por lo tanto fCoO=o. g4

COROLARIO. Sea K un campo y f(x) € Klixl, entonces existe un

campo E extensién de K en el que (30 tiene todas sus raifces.

Demostracién. De acuerdo al teorema enterior, existe una extensidn
Eo de K en el que f(xD tiene una raiz o, asi{i, en Eotx], f(xD) se —-
factoriza como fCx=Cx-c0glx), donde q(x) es de grado n-—i, conti-—--
nuando este proceso, vemos, por induccidén, que existe una
extensién E de Eo en el que g(x) tiene n-i rafces. Como ‘cualquier
raiz de fC(x) es o o una raiz de g(x), obtenemos asi{, en E, todas

las raices de (0. -

PROPOSICION. Sean K y E campos con E extensién de K, sea a € E
Y ¢a:K[x]—+E el homomorfismo de evaluacién usual. Consideremos los
siguientes dos casos.
1.~ a algebraico sobre K.
Entonces el nucleo de ¢a es ideal maximal <fCx0> de K{x] don

de o es la raiz del polinomio f(x) irreducible sobre K. Esto
implica que K[x]/<f(xD> es un campo isomorfo a la ima-

gen de ¢aCkaD) en E, este campo ¢aCkCXD) subcampo de E, es
claramente elmenor subcampo de E que contiene a K y a o
Denotamos este campo como KCod.
2. - o trascendente scbre K.
Entonces ¢a es un monomorfismo que transforma Kixl] en E,
pero en este caso, ¢aCK[x]D no es un campo, sino un dominio
entero que denotamos por Klal. por ser Klal dominio entero E
contiene al campo de cocientes de Klal, el cual es, el menor
subcampo de E que contiene a K y a a. Comoc en el caso 1,

denotamos a este campo por KCoO.

DEFINICION. Un campo E extensién de un campo K se llama
extensién simple de K si E=KCeO para algun a € E.

14



TEOREMA. Sea E=KCo® con « algebraico sobre K, y f(xd>=irr(K,co
el polinomio ménico de grado n e irreducible sobre K del cual o es
raiz, entonces todo elemento 3 € K(c® puede expresarse de manera
tnica en la forma ﬂ=bo+b1a+...+bn_1a"" donde toda b.L e K.
Demostracidn. Para el homomorfismo de evaluacidn ¢a todo elemento
de ¢aCK[xJ)=KCa) es de la forma ¢anCx))=gCaD es decir, tiene la
forma de un polinomio formal en « con coeficientes en K.
Supongamos que foD=a°+a1x+...+a x""+x"=irrck,a) entonces por -

n-1

hipétesis fCad=0 de modo que a"=—an_1a""—...—a0. Esta evaluacidn

que esta en KCa) se puede usar para expresar cualquier monomio a™

para m2n en términos de potencias de a que son menores que n, por
ejemplo a”*'=aa"=-a "-a a”"'-...-a a=-a C-a a”n " '—-. . .-a >-
n-4 n-2 ’ [o] n-4 n-—41 o]
a za""—...—aoa. As{ pues, si 3 € K(oD entonces f3=gCad para algun
S
glxD e KIxl, de donde ﬁ=c°+c1a+...+c a™. Y como todas las
m

potencias de o mayores que n-—i se pueden expresar en términos de

potencias de o mencores que n, se tiene que ﬁ=b°+bia+...+bn_1a""
Ahora bien si b +b a+...+b a"":b’+b’a+._-+b» an-l con
e ] 1 n-41 o] 1 n—-1
b ,b’ € K, entonces (b -b '>+(b -b’dx+...+(b -b* Ox""'=glx> -
L " o [o] 1 1 n—41 n—-1

con g(x) € KIx], gled=0 y grd(g(x>3<n, debemos tener que gl(xD=o Yy
por lo tanto bt—b:=o es decir bi=b;. Lo que demuestra la unicidad.
En esta forma no sélo demostramos que 3 € K(ad puede expresarse de
manera dUnica en 1la forma ﬁ=b°+b1a+...+bn_1a"" sino que
ciertamente, probamos el resultado mads precisoc y que constituye
realmente el corazdédn del teorema, que es: [ KCoO :K]=h, y ademéas
una base de K(o® sobre K es:

{1,0,...,0™"} . @

TEOREMA. Si E es una extensidén finita del campo K entonces E -

es algebraico sobre K.

Demostraciédn. Supongamos que o € E y que E es una extensidn finita
de K de grado m , [E:K]=m, entonces todos los elementos 1,0,...,07"
estan en E, ¥y son m+i1. Estos elementos son linealmente
dependientes sobre K, por tanto, hay elementos 2 2@, .08 € K, -

no todos cero, tales que a01+a1a+...+a a™=0. Luegoc entonces, a es
m
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algebraico sobre K. g

TEOREMA.

Si a,b € E y son algebraicos sobre el campo K, enton-

ces, a*b,ab,arb (si b®0o) son algebraicos sobre K.

Demos tracién. Supongamos que a,b son algebraicos sobre K de grado

m y n respectivamente. Por el tecrema anterior tenemos que KCad es

un subcampo
cunto mas n
[E: K]} €mn, E

tenemos que

de E de grado m y a fortiori b es algebraico de grado
sobre KCad=F. Como [E:K] =[E:F][F:K] tenemos que
es por tanto una extensién finita de K. Como a,b € E,

a*b,ab,asb (si b®o) estan en E, y como la extensién es

finita, estos elementos son algebriicos sobre K. En otras palabras

si E es extensién de K entonces {a € E/a es algebrédico sobre K} es

un subcampo

de E que contiene a K. g

DEFINICION. Sea f(x> € KIx]. Una extensidén finita E del campo

K se dice que es un campo de descomposicidén de f(x) sobre K si

f(x) puede ser descompuesto en un producto de factores lineales

scbre E pero no en ningiun subcampo propio de E.

I SOMORFISMO DE CAMPOS.

DEFINICION. Un isomorfismo entre campos es un homomorfismo bi-

yectlivo entre dichos campos.

Si K y K' son dos campos y T es un isomerfismo de K sobre K’,

denotamos tCo0=a’ si a € K. Para un polinomio arbitrario

fCxd=a +a x+...
o 1

Krit].

LEMA. T~

+anxn e KIix]l, definimos T'Cfo))=aé+a;t+...+a’t" en
n

define un iscmorfismo de Klxl sobre K°[t] con la pro-

piedad de que 7°'Cc0=a" ¥ a € K.

Si fCx) € KIx] escribimos 77CfCxD) como £°CiD. Las consecuencias

inmediatas de este lema son que las factorizaciones de f(x> € Klxl

van a dar a factorizaciones anidlogas de f’'C(td € K'[t] y viceversa,

en particular f(x) es irreducible en KIx] si y sélo si £’Ctd es -

irreducible en K’[t].
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LEMA. Hay un isomorfismo " de KIx]/<£fCxD> sobre
K*'[t1/<f'CtD> con la propiedad de que VaeK, 777CO=a’.

TEOREMA. Si pCx) es irreducible en KIixl y si v es una raiz de
p(x0 entonces K(vD es isomorfo a K’Cw), donde w es una raiz de
p’'Ctd. Demas , este isomorfismo o puede escogerse de modo_ que

olvd=w y oCcO=a’ ¥V a € K.

Demostracidn. Sea v una raiz del polinomio p(x) con v € E y E una
extensién de K. Sea M={f(x) e KI[x1/f(vd=o}. M es un ideal de Kix1,
M=K[x], como pC(xD) € M y es irreducible, tenemos que M=(pCxD>.
Transformemos K[x] en K(VO)<E <c¢con la aplicacidén y definida por -—-
wglxd)=qlvd) para toda qlx> e KI[x]. El nucleo de y es'precisamente
M, luego debe ser <(plxD>. Segun el teorema fundamental de
homomor fismos de anillos, hay un isomomor fismo y" de KI[x]/<plxD> -
sobre KC(Vv) que deja todos los elementos de K fijos y con 1la
propiedad de que v=y [ x+<{p(x>>]. Como pCx) es irreducible en KIxJ],
p’Ctd es irreducible en K’[t] y por tanto hay un ismorfismo e~ de
K’'[t1/<p’Ctd> sobre K{wd, donde w es una raiz de p’Ctd tal que o
deja fijos todos los elementos de K’ vy tal que o [Lt+Kp’CLI>] =w.
De acuerdo con el lema anterior hay un isomorfismo " de ——=
KIx1/<p(x0> sobre K'[t1/<p’Ctd> que coincide con Tt sobre K ¥y que
lleva x+{p(xD>> sobre t+<{p’Ctd>. Consideremos la aplicaéién

o= [T " TCy¥ D]
definida por

- - 1 - -
Koy ¥ T ksl JKpCO> —F s KPIt1/<p Ctd> 2 K'CWD

de KC(vD sobre K’dwd.
Es un isomorfismo de Kdwv) sobre K’Cwd ya que todas las
aplicaciones y*,7"" y o~ son isomorfismos. Ademas como
w=yp [ x+<p(x>>] entonces
0CV)=9.T*'[CW')"CV)]=o‘[T"CX+<pCX)>)]=o‘[t+<p;tt)>]=w.
Ademas para o € K ‘
C ) =e T " [Cy ™) 'CaD] = [T "CD] s " Ca’d=c’.

que es lo que queriamos demostrar. g
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COROLARIO. si p(x) € KIx] es irreducible y a,b son dos raices
de p(x) entonces KCad, k(b)) son isomorfos, con un isomorfismoe que

lleva a en b y que deja fijos todos los elementos de K.

TEOREMA. Cualesquiera dos campos de descomposicién Ey E’ de —--
los polinomios fdx) e KIx] y f°Ctd € K’[t] respectivos, son isomor

fos, con un isomerfisme ¢ con la propiedad de que ¢gCoD=a’ V a € K.

Demostractédn. Si [E: K] =1 entonces E=K, de donde f{(x) se descompone
en un producto de factores lineales sobre el mismo K. £'Ctd tam-—-
bién se descompone sobre K’ en un producto de factores lineales, -
de donde E’=K’. Pero entonces ¢=t nos proporciocna el isomorfismo —
de E sobre E’ que coincide con 7 sobre K.
Supongamos ahora que el resultado es cierto para cualquier campo -
K0 y cualquier polinomio flxd < Kotx] con tal de que el grado de -
algun campo de descomposicidn Eo de f(xD) sea menor que n sobre Ko,
es decir, [EO:K0]<n. Supongamos que [E:K]=n>1, donde E es un cam-—
po de descomposicidén de f(xD sobre K. Como n>1, fC{xD) tiene un
factor irreducible pC(x) de grado r>1. Sea p'C(td) el correspondiente
factor irreducible de f'Ctd. Como E descompone a f(x2. Un juego -—
compieto de raices de f(x>_ y por tanto, de raices de p(xd, estan
en E. De esta manera, hay un v € E tal que plvd=c y entonces
[ KCvD:K] =r. |
Andlogamente hay una w € E* tal que p’(w)=0o y entonces hay un iso-
morfismo o de KC(v) sobre K’Cwd con la propiedad de que oCoO=a’ -
¥V o € K. Como [KC(vD:K]=r>1, [E:KCVvD]=[E:K] /[ KC(VD:K] =n-r<n.
Afirmamos que E es un campo de descomposicidén de f{xD0 considerado
como un polinomio de K0=KCVD, pues ningun subcampo de E contenien-
do a Ko y por tanto a K puede descomponer a f(x) ya que E se supo-
ne es un campo de descomposicidn de f(xD sobre K.
Anidlogamente E’ es un campo de descomposicidn de f’°Ctd sobre -
K;=K’Cw3. Por nuestra hipétesis de induccidn géy un isomorfismo ¢
de E sobre E' tal que ¢Cad=cCad ¥V a € Ko. Pero para cada o € K, -
ol =a’,de donde a € K < Ko,¢CaD=oCaD=a’,esto prueba el tecrema. g
Para ver la parte "en particular...", sea K=K’ y sea 7 la aplica--

cidn idéntica 7Cad=a ¥ a € K. Supongamos que E1 Y E2 son dos cam—-
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pos de descomposicién de f(xd € Kix] considerando E1=E>K y E2=E’3K
y- aplicando el tecrema que acabamos de probar tenemos que E1 y Ez
son isomorfos con un isomorfismo que deja fijos todos los elemen—-
tos de K. g

Un campo puede tener un isomorfismo no trivial sobre si mismo, di-

chas transformaciones serin de la mayor importancia en lo que sige.

AUTOMORFISMO DE CAMPOS.

En la seccdn precedente se examiné el concepto de isomorfismo
de un campo en otro. El caso especial en el que el isomorfismo --

transforma un campo dado en si mismo se examina en esta parte.

DEFINICION. Un isomorfismo ¢ de un campo K sobre si mismo se -

llama automorfismo de campos.

DEFINICION.
- 8i o es un automorfismo de un campo K entonces un -
elemento a € K queda fijo bajo o si oCad=a.
—~ Un automorfismo ¢ de K deja fijo un subcampo F de K
si cada a € F queda fija bajo o.
- U?a coleccidn S=kn/t e I} de automorfismos de K
deja fijo a un subcampo F de K si cada a € F gueda

fija bajo toda o € s.

TEOREMA. Si S={0L/t € I} es una coleccién de automorfismos de
un campo K entonces el conjunto F de todos los elementos a € K que

quedan fijos bajo toda o € S forman un subcampo de K.
Demostracitdn. Si atCa)=a y o (bd=b ¥ i € I entonces o Catbd=o (ad%
- 1 1 v
oiCb)=aib, otCab)=aiCa)ath)=ab Yy a,Ca/b)=0iCa)/aiCb)=a/bv si b#o.
. - L
Como todas las o, son automorfismos, tenemos que aiC0)=o y o, Ci3=1
1

vV icl. O sea que 0,1 € F y por lo tanto F es un subcampo de K . =

DEFINICION. El campo F del teorema anterior se llama el campo
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fijo de la coleccidn de automorfismos o, de K.
con un solo autamorfismo o, diremos que F es el campo fijo del au-

tomorfismo ¢ dé K3

TEOREMA. El conjunto S=kn/uﬂ} de todos los automorfismos de

un campo K es un grupo bajo la composicién de funciones.

Demostracidén. Siendo la composicién de funciones el producto de --
automorfismos, sabemos que dicho producto es asociativo. El auto—-
morfismo identiodad Ik:K——aK tal que IkCa)=a ¥ a € K es obviamente
un automorfismo de K. Si o es automorfismo entonces o' también lo

es. De esta forma demostramos lo afirmado en el teorema. =

TEOREMA. Si K es un campe y F es un subcampo de K entonces el
conjunto G(K/F) de aquellos automorfismos de K que dejan fijo a F

es un subgrupoc del grupo de todos los automorfismos de K.

Demostracidén. Para oo, € G(K/F) y ¥ a € F tenemos que Cozoai)Ca)
=02(01Ca))=02Ca)=a, de manera que o, 0, € G(K/F). Es claro que el
automorfismo identidad Ik e G(K/F). Ademas, si ofad=a ¥ a € F en--
tonces a=e¢-~ 'Cad, es decir, si ¢ € G(K/F) entonces o' € G(K/F), -
asi, vemos que G(K/F) es un subgrupo del grupo de todos los auto--

morfismos de K. n

DEFINICION. El grupce &K/F) se llama el grupec de automorfismos
de K que dejan fijo a F. ’

AUTOMORFISMO DE FROBENIUS. Si K es un campo finito de caracte

ristica p entonces la transformacién o :K—K tal que o cad=a¥ --
P P

¥V a2 € K es un automorfismo . Se le llama el automorfismo de Frobe-

nius. Ademas el campo fijo de este automorfismo es isomorfo a Zp.

Demostracidédn. Sean a,b € K entonces a+b € K y opCa+b)=Ca+b)p pero

p-1 _

Ca+bdP=aP+pF+ ¥ (1’1)&“1:p " si 1£n<p-1, el coeficiente binomial --
n=1

(i) es divisible por p y todos los términos de la sumatoria son ce

ro, por lo tanto Ca+bdP=aP+pP ¥y en consecuencia opCa+b)=opCa)+opCb)
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asi mismo opCab)=opCa)opCb). Luego entonces op es un homomorfismo,
ademas si apCaD=o entonces afP=o0, y en consecuencia a=o de tal
forma, el Kerap={o} y por lo tanto ap es un monomorfismo. Como K
es finito, ap es suprayectiva, es decir op es un epimorfismo, y es
por tanto un isomorfismo y en consecuencia un automorfismo.

Por otro lado Zp esta contenida en K puesto que K es de caracteris
tica p. Por el teorema de Fermat, para a € Zp, tenemos que opca>=
P

aP=a, por lo tanto a € K de esta manera, el polinomioc x —-x _

{o }’

p
tiene p raices en K, a saber, los elementos de £Z . Como un polino-
p

mio de grado n sobre un campo K tiene a lo mads n ralces en ese cam
po, ¥ como los elementos fijos bajo ¢ son precisamente las raices
p

en K de xF-x, vemos que Z =K - =
p

{o }
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CAPITULO IIL

CAMPOS FINITOS

DEFINICION. E! orden de un campo K es el nimeroc de elementos -

de K.

TEOREMA. Sea K un campo de orden p y E un campo finito exten-—-
sién de K entonces E es extensidén de K de grado n y el orden de E

n

es p" para algun n € N.

Demostraciédn. E es un espacio vectorial sobre K, como E es finito,
es ciertamente de dimensién finita como espacio vectorial sobre K.
Supongamos que [ E: K] =n entonces E tiene una base de n elementos so
bre K, sea V, 2V, -V _Una base de E sobre K, entonces todo
elemento de E tiene una representaciédn dnica en la forma.
| a1v1+a2v2+... +o&hvh

donde A HC,...,0  Son todos elementos de K, asi pues, el numero -
de elementos de E es el numero de combinaciones lineales que se —-
forman cuando las QO ,s. .., Van tomandg valores sobre K. Comoc -
cada coeficiente puede tomar p valores, E debe tener p" elementos.

De esta manera nos damos cuenta que no existen campos coﬁ; por
ejemplo, ¢,10,12,14,15,18,20,etc. elementos.

Nétese aqui el contraste con la teoria de grupos en donde exis
ten grupos de cualquier orden, también existen grupos que son del

mismo orden pero no son isomorfos. Esto tltimo no puede suceder en

los campos finitos como se verd a continuacién.

TEOREMA. Sea K un campo de orden p” entonces V a € K af =a.

Demostracidn. Si a=o la afirmacidén es clara. Si axo, los elementos

distintos de cero de K forman un grupo bajo la multiplicacidén, el
orden de este grupo es p"-1 y por consiguiente af "'=1 ¥V a € K con
axo. Multiplicando esta expresién por a obtenemos aP =a. m

DEFINICION. « es una raiz de multiplicidad m de f{x> si
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Cx=cd™|FCD y (x—ed™4F .

DEFINICION. Si fo)=ao+a1x+...+anx" e K[ %1 | entonces
f‘Cx)=a1+za2x+...+nanx"“ es la derivada de (0.

Las siguientes igualdades son consecuencia inmediata de 1la
definicidédn anterior: (£f+g) ' (xO=f"CxD+g’(x0, Crgd*(xO=f-Cx0glxO+

£C30g ), y CEM'CO=n(f"" ') CxD.

TEOREMA. Un polinomio f(x) € KI{x] tiene una raiz multiple si y

s&lo si fCx) y £'Cx) tienen un factor comin de grado positivo.

Demostracitbdn. =) supongamos que las ralces de f(x) se encuentran -
todas en K. Si f(x) tiene wuna raiz multiple o entonces
FCx)=C x—a0"qCx) donde m>1, y asi, £ =Cx-c0mg (> +mix-c0™ " 'qxO =
Cx-o0[Cx—e0™ " 'q’ (D +mCx~o0 ™~ ?qlx) ] =(x~c0r(>0, ya que m>1. Pero es-
to nos dice que f(x) y £’Cx) tienen a (x—-o0 como factor comun.

& si fCx) es ménico y no tiene ninguna raiz multiple, lo podemos

expresar como foD=Cx—aiD...Cx—anD, donde las &, son todas distin-
tas. Pero entonces f’CxD=.§ Cx—aiD...f§:E:5...Cx—anD donde: —,
indica el término que se ggisuprimido. Afirmamos que niguna raiz
de f(x) es raiz de £205 ya que f'<ai>=.2.Cai—ajD#o ya que las -
rafces son todas distintas. Por otro laéotsi £ y £'(x> tubieran

un factor comdn no triwvial, tendrian una raiz comun, a saber,
cualquiera'de las raices de este factor comidn, cosa que no puede -
suceder y por lo tanto f(xD y £’Cx) no tienen factores comunes no

triviales. g

TEOREMA. si fCx) es irreducible sobre K entonces
1.- Si la caracteristica de K es cero entonces f(xD no
tiene raices multiples.

2.~ Si la caracteristica de K es p entonces f(x) tiene

una raiz multiple sélo si es de la forma fo)=ngp).

Demostracidn. Como f(x) es irreducible, sus uUnicos factores en

Klxl son 1 y f(x). Si f(x) tiene una raiz multiple entonces f(x0 vy
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£°Cx) tienen un factor comun no trivial, de donde f(xO/f'Cx0, pero
como el grado de f'(x) es menor que el de fCxD, la tnica forma de
que esto suceda es que f’C(x)=o, en caracteristica cero, esto
implica que f(x) es constante, y por tanto que no tiene ninguna -

raiz. En caracteristica p esto obliga a que fo)=ngP). -

TEOREMA. Si K es un campo de caracteristica »p entonces el

n

polinomio %P —-x tiene p" raices distintas.

[al n

P —x es p"xp

feg=—y ya que K es de
P

Demostracién; La derivada de X

caracteristica p. Por lo tanto el polinomio x° -x Yy su derivada

son primos relativos, esto implica que xF -x no tiene raices

multiples. g

TEOREMA. Sea K un campo con p” elementos entonces el polinomio

[al

P - e KIix] se factoriza en Kix]l como:

P —x = 1 (x-e0.
oekK

[al

P

[al

Demostracidn. %X -x tiene cuanto mas »p rajices, las p" raices -

n n

de g? -x son todas elementos de K. Y por lo tanto xP —x= 1 (x-c0. g
aeK

TEOREMA. Sea K un campo con p” elementos entonces K es el

n

campo de descomposicién del polinomio <P -x.

Demostracidn. xpn-x se descompone en K, pero no puede descomponer
sSe en un campo mas pequefic porque ese campo tendria que tener to--
das las rajices de este polinomio y por tanto tendria que tener p"
clementos. De esta manera K es el campo de descomposicidn del po

n

linomio »P —x . -

COROLARIO. Dos campos finitos de igual orden son isomorfos.

TEOREMA. Para todo ntmero primo p y todo entero positiveo n —-

existe un Unico campp de orden p”.
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n

Demostracién._ Consideremos el polinomio %P -x € Z [x]. Sea K el -
campo de descomposicién de este polinomioc y sea F ={a € K/a "=a}.

Los elementos de F son las rafces de xp -x, que son todas
distintas, lo QUe implica que F tiene p” elementos. F es un
campo, pues si a,b € F entonces a=apn. b=bpn Y apnbpn=ab € F. Ade-—
mas, como la caracteristica del campo es p Catb)pn=atb e F y -
Ca/b)p"=a/b Csi b#od). Por tanto F es un subcampo de K y por lo tan

to F=K. Este campo es unico, (salvo isomorfismosd. g

DEFINICION. Sea G un grupo y a € G. Al menor entero positivo n
con la propiedad de que a"=1 se le conoce como el orden de a. Si -
no existe dicho enteroc positivo n, decimos que a es de orden

infinito.

DEFINICION. El exponente e(G) de un grupo finito G es el
minimo comiun multiplo de los érdenes de los elementos de G.
Se puede observar que e(&D divide al orden de G. En general, G no
necesita tener un lemento de orden e(G), por ejemplo, si G=S3 en——
tonces (G =6, pero S3 no tiene ningun elementos de orden s.
Los grupos abelianos se comportan mejor a este respecto como vere-—

mos a continuacidén.

TEOREMA. Todo grupo abelianc G contiene un elemento de orden -
eCG).

. a, o e .
Demostracidn. Sea e=el(Gd= pilpzz...p " donde las p. son primos disg
- n 1

tintos y ai21. Por la definicién de eC(B), G debe poseer elementos
g, cuyos ordenes sean divisibles por p?i, entonces una potencia

. o .
apropiada a, de g, tiene orden p_ i. Def i namos g=a1a2...a » Y supon
1 1 1 - k]
gamos que gT=1,donde mZ1i, entonces am™=a""a""™...a’ma’™ ...a", ¥y -
1 1 2 1-1 v+1 n
o, O, o o o ma .
asi g= P, P, ...pttzip i;i...p n, ¥ entonces am %=1, pero q es primo
- n 1

con respecto al orden de a asi que p?t divide a m, luego, e=e(G&d
divide a m, pero claramente ge=1, entonces g tiene orden e=e(Gd, -

que es lo que deseabamos. g

TEOREMA. Si G es un subgrupo finito del grupo multiplicative
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de un campo K entonces G es ciclico.

Demostractién. Puesto que la multiplicacién en K es conmutativa, G
es un grupo abeliano. ‘
Sea e=e(BG), entonces V¥ x € G tenemos que x€=4. De tal modo que X
es una raiz del polinomio %®-4 sobre el campo K. Hay a lo mas e -~
raices de este polinomio, por lo que of B <e. Pero e<o(G), por tan-

to e=e(G)=0(G), y por el tecrema anterior G es ciclico. g

COROLARIO. El grupoe multiplicativo de un campo finito es

ciclico.

DEFINICION. Sea E una extensién de un campo K. Un elemento -
a € E que es algebriico scbre K se dice que es separable éobre K -
si es una raiz simple de irrcCK,oD.
La extensién E se dice que es separable sobre K si es algebraica -
sobre K y si cada uno de sus elementos es separable sobre K. Tam--
bién decimos que E/K es separable.
Si E/K es algebraica pero no separable decimos que E es una exten—

sién inseparable de K.

DEFINICION. Un campo K se 1llama perfecto si no tiene
extensiones insebarables.

Sea Kp={ap/a e K}. Notemos que si K es finito de
caracteristica p, a € K entonces a tiene a lo mas una railz
p—ésima. A ‘

Tenemos que a € K° =i y sé¢lo si a tiene una raiz p—~ésima en K.

TEOREMA. Un campo dado K es perfecto si ¥y sélo si la caracte——
ristica de K es cerc o la caracteristica de K es p ¥ KP=K.
Demostracion.. Sd%ongamos que la caracteristica de K es cero. Sea E
una extensién algebriica de K, a € E ¥y pCx>=irrCK,ad entonces -
p’(xD#o, p’(xD es de grado menor que pCx), de modo que p(xD no pug
de dividir a p’CxY, por lo tanto p’ca:#o. Lo que indica que a es -

separable sobre K y por lo tanto E/K es separable.
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Ahora supongamos que la caracteristica de K es p, Y Sean E,a,p(x0
como se dijo arriba. Supdngase que KP=K y que a no es separable
sobre K. Como p’¢aj)=o y como el grde'CxDD<grdeCx)) se sigue que

p’(x>=o. Y por el cuarto tecrema de esta seccidn se tiene que
r

™
p(x>= % arxp

r=o
como KP=K, cada a tiene una dnica raiz p—-¢ésima en K. Sea bf:=ar
r
n r n . P
para r=o0,1,...,n. Entonces p(x>= % b':xp =( T brx , lo que con——
r=0 r=0

tradice el hecho de que plx> es irreducible en KIx]. Entonces E/K
debe ser separable y se sigue que K es perfecto.

Reciprocamente. Supoongamos gque 1a caracteristica de K es p y dque
K es perfecto. Sea a € K y consideremos el polinomio «xP-a e KF.

Si este polinomio tiene una raiz b en K entonces a=b? e K*.
Supongamos Jue no tiene raiz en K, y sea p(xd uno de sus factores
no constantes ménico e irreducible en KIix]. Consideremos la exten-—
cién KCb) donde pi¢br=o. En KC(bdIx] tenemos que «P—a=xP-pP=Cx-bdF.
Y como pCx) divide a este polinomioc tenemos que prD=Cx—me para -
algun m. Si m=1 entonces (x-b) € KIx] y asit b € K, lo cual no
cierto, entonces m>i1. Luego b no e€s una raiz simple de ﬁCx), Yy
como pCxd=irrcK,bd, KCb) no es separable sobre K. Esto contradice
el hecho de que K es perfecto, por 1o tanto debemos tener dJque -~

a € KP.¥V € K, esto es: KP=K. -
" COROLARIO. Todo campo finito es perfecto.
Demostracidn. Consideremos ahora un campo finito K de caracteristi

ca p, el automorfismo de Frobenius dado por ap(a)=ap implica que -

K=KP".
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