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CAPITULO |

LAs ECUACIONES DIFERENCIALES CON RETARDO, EJEMPLOS Y METODO DE
PASOS

1.1 INTRODUCCION.

La mayor parte de las ocasiones en que se desea obtener
informacién acerca de un fenémeno o problema de la realidad
cotidiana, tomando como referencia la observacién de dicho
fenémeno; es necesario, para poder explicarlo, recurrir a una
modelacién matematica del mismo. En funcién de éste modelo se puede
verificar si la solucién del mismo, satisface o no, las
observaciones realizadas, validarlo y predecir, con la mejor

exactitud posible, el comportamiento a futuro del fenémeno.

Una gran parte de éste tipo de modelos, son las llamadas
ECUACIONES DIFERENCIALES, que en principio son ecuaciones que
contienen la(s) derivadal(s) de alguna(s) funcién(es)

desconocida(s). Uno de los ejemplos mas tipicos es:
y'(O=£(t,y(t)) (1.1)

dénde y’(t) es la primera derivada de una funcién desconocida con
respecto al tiempo y f es una funcién, por ejemplo, continuamente

diferenciable dada.

El problema consiste en calcular la funcién y(t) o al menos

obteper informacién util acerca de ella.

Este tipo de expresiones cuya caracteristica es que la funcién
desconocida y su derivada estan evaluadas en el mismo instante t,

es el motivo fundamental de estudio de las Ecuaciones Diferenciales

Ordinarias.



Ahora bien; un tipo mas general de problemas en los cuales se
puede considerar que la funcién desconocida y las derivadas de
menor orden de dicha funcién (si existen) aparecen evaluadas en
diferentes valores de la variable independiente; da origen a las
Ecuaciones Diferenciales con Retardo o Ecuaciones Diferenciales con

Argumentos Desviados; por ejemplo:
x'(t)=-2x(t-1)
x'(t)=—cx(t-DI1+x(t)]
x’(t)=ax(t)+bx(t-1)
x"(t)==x"(t)-x’(t-1)-3 Sen x(t)

x(t)=x(t)-x(t-2)+x’'(t-1)
X (D)=x(t)x(t-D+t>x(t-2)

Las expresiones mostradas aqui, son ejemplos clasicos de lo que

se denominan Ecuaciones Diferenciales con Retardo,

Los conceptos conocidos de orden y linealidad, de las
Ecuaciones Diferenciales Ordinarias son tran®T8dados, sin el mayor

tramite, tal cual, a las Ecuaciones Diferenciales con Retardo.

1.2 EJEMPLOS.

Se presentara a continuacién, cémo se obtienen algunas ecuaciones

diferenciales con retardo:



Ejemplo 1.- Mezcla de substancias.

En un tanque de gran capacidad, se encuentra una solucién de
agua con sal perfectamente bien disuelta, de manera que la
concentracién de la misma, es uniforme y se conocen los volumenes
en el instante t=0. En éste instante, se introduce agua pura €n el

tanque, con una rapidez de vllts./seg.y simultaneamente, por el

fondo del tanque se extrae, con la misma rapidez, la mezcla de
salmuera, la cual, por algin medio mecanico, por ejemplo agitacion,

se encuentra siempre con una concentracién uniforme.

Sabiendo que en el instante t=0, Q(O)=Qo representa el volumen

de sal en el tanque; se desea calcular que cantidad habra de ésta

en el tanque, al cabo del tiempo t = 0.

Si llamamos Q(t) a la cantidad de sal presente en el tanque
para todo tiempo t = 0, entonces Q’(t) sera la variaci6bn que
sufrira dicha cantidad en el tiempo t. Y como esta variacién sélo

depende de la cantidad de sal que abandone el tanque, entonces:

Q(t)

\4

Q’(t) = - v,

dénde; es la concentracién instantanea de la mezcla en el

Q(t)
v
momento en que abandona el tanque Yy v, es la rapidez con la que

\4

sale la mezcla del tanque. Si reemplazamos =k ysi Q(O)=Qo

(constante) es el volimen inicial de sal en el tanque, entonces:

Q(t) = -k Q(t); Qo) = Qo (1.1)

es el problema de valor inicial que modela esta mezcla.



Sin embargo, tratando de ser m&s realistas en nuestro modelo,
considérese que al entrar el agua al tanque y mezclarse con la
solucion que hay en el interior del mismo, la incorporacién de la
sal no se da en forma instantanea sino que se emplea un intervalo
de tiempo; lldmese r; en lograr que la mezcla tenga una
concentracién uniforme en todas partes, por tanto, la variacién
calculada en (1.1) se vera afectada por el valor r y la ecuacién

quedara asi:

Q'(t) = - kQ(t-r) r>0 (1.2)

dénde r es el retardo o tiempo de atraso.

Observacién; en este primer ejemplo, nétese que la variacién de
la cantidad de sal presente en el tanque, depende de la cantidad de

sal que habia en el mismo, r unidades de tiempo antes del instante

actual.
Ejemplo 2.- Modelo logistico de poblacién.

Sea P(t) la cantidad presente de individuos de wuna cierta

poblacién en el instante t = to. Si suponemos que la tasa de

crecimiento de la poblacién es proporcional al tamafio de la misma,
entonces se tiene:
d

aF P(t) = kP(t)

donde P( to)=Po y k > 0 son constantes.

Se sabe que en ésta ecuacién, la solucién P(t) crece
exponencialmente, y si bien es cierto que en los primeros
intervalos de tiempo proporciona resultados bastante aceptables,

sin embargo, cuando t - L los resultados difieren de las

observaciones enormemente.



Se han realizado experimentos con ciertas colonias de seres
vivos en las que se ha observado que aun cuando exista suficiente
cantidad de nutrientes, el crecimiento de la poblaciéon no se da
ilimitadamente, sino que interactian de diferentes maneras, en su
medio o con otras especies y la tasa de crecimiento de la poblacién

no se mantiene constante sino que en general depende del tamafio de

la misma, esto es:

d -
gF P(V) = R(P(t) (1.3)

dénde R(P(t)) es una funcién que depende de la poblacion.

Un modelo muy simple propuesto por Verhulst (matematico y
bidlogo Holandés, quien en 1837 propuso el modelo logistico de

poblacién),_es:
R(P(t)) = [a-b P(t)]P(t)

dénde a y b son constantes positivas. Por lo tanto la ecuacién

(1.3) se transforma en:

g? P(t) = b P(tXa/b - P(t)) » (1.4)

(Modelo logistico de poblacién) dénde a es la tasa de crecimiento
sin influencia del medio y b el efecto del incremento en la

densidad de poblacién.

Con la intencién de tener una mejor aproximacién, supéngase que
el efecto en el término del incremento en la densidad de poblacién,
se da con un retardo r, pues los nuevos elementos de la poblacién,

no estan preparados inmediatamente para reproducirse sino hasta



pasado un tiempo r, por lo tanto, el modelo se escribe asi:

% P(t) = b P(O[% - P(t-r)] (1.5)

En las ecuaciones diferenciales de éste tipo, resulta bastante

cémodo realizar las operaciones cuando el retardo es igual a uno.

Veamos que pasa cuando en la ecuacién (L.5) se hace la

transformacioén siguiente:

Sea t = rs, entonces:

P(t) = P(rs) = % + y(s)

derivando con respecto a s:

d_ P(rs) = y( s)

de doénde:

P'(t)= % y'(s)

(1.6)
P(t-r) = P(rs=r) = PIr(s=D] = £ + y(s-1) (1.7)
substituyendo (1.6) y (1.7) en (1.5) se tiene:
19 ys)=v 12+ y)IE - & - y(s-1]
r ds y y yts
4 y(s) = -r b y(s-DIZ + y(s)] (1.8)
gs Y(s) = r b y(s-DIg + y(s )

que es una ecuaciéon diferencial con retardo r=I1



Si s=t, la ecuacién (1.8) no sufre modificaciones por lo que

queda asi:

d _ 12
af y(t) = -r b y(t 1)[5 + y(t)] (1.9)

Observacién; aqui se tiene otro ejemplo de una ecuacién
diferencial con retardo, ademas, nétese que la transformacién
t=rs, hace posible que el retardo se transforme en un valor igual a

la unidad.

Ejemplo 3.- Modelo de competicion de especies o modelo

presa - depredador.

. Sean x(t), y(t) los tamafios de la poblacién de dos especies de
seres vivos, presa y depredador respectivamente, que se encuentran
en la naturaleza y que compiten entre ellas por su supervivencia.
Suponiendo que la cantidad de alimento de la presa es limitada y
que se reproducen de acuerdo con el modelo logistico de poblacién y
que la especie presa se ve disminuida proporcionalmente al ndmero
de encuentros con el depredador; entonces la variacién de la

especie presa se puede escribir asi:
x’(t) = x(t)a-b x(t)] - ¢ x(t) y(t)

donde a, b y ¢, son constantes positivas.

Ahora, suponiendo que la tasa de crecimiento actual de los
depredadores depende de la cantidad de presas con la cual tuvieron
comtacto r unidades de tiempo atras, entonces su variacién en el

tiempo se puede escribir asi:

y’(t) = -h y(t) + k x(t-r) y(t-r)



dénde el término -h y(t) es la tasa de disminucién que sufrirfa en
su poblacién, la especie depredadora, si no encuentra alimento y k

es una constante positiva. Por lo tanto el sistema que modela éste

fenémeno, quedara planteado por:

x’(t) = [a-b x(t)] x(t)-c x(t) y(t)

1.10
y’(t) = -h y(t) + k x(t-r) y(t-r) ( )

que se denomina sistema de Lotka-Volterra con retardo.

Para simplificar un poco el sistema, se haradn las siguentes

sustituciones:

TP 1 2 2

entonces el sistema se transforma en:

x'(t) = a [1 - -’-‘%] x(t) = b x(t) y(t)
(1.11)

y(t) = -a, y(t) + b2 x(t-r) y(t-r)

Observacion. aqui se tiene un ejemplo de un sistema de
ecuaciones diferenciales con retardo; en donde la segunda ecuacién

del sistema tiene a las variables del mismo en funcién de un

retardo r.
Ejemplo 4.- .Mecanismos de control.

Sea x(t) el é&ngulo de inclinacién, en .el instante t, de la
posicién vertical de un barco que se desplaza sobre las olas. Se
tiene un mecanismo compuesto por bombas hidraulicas en cada lado
del barco y asi, introducir o sacar agua de los tanques de balasto:
para poder controlar el equilibrio del barco. Entonces, de acuerdo

con Minorsky, la ecuacién diferencial para x(t) estd dada por:



mx’’(t) + b x’(t) + q x(t) + k x(t) =0

dénde gx’(t) es el término que controla el mecanismo disefiado para
bombear agua a los tanques de balasto. Sin embargo, se intuye que
este mecanismo, no responde instantaneamente, sino que toma un
‘tiempo en actuar. Sea r el tiempo que tarda en responder a la
velocidad que habia en el instante t-r. Por tanto para ayudar a
restablecer el equilibrio, se introduce la fuerza gx’(t-r) en lugar

de gx’(t) y se da origen a la ecuacién:
m x’’(t) + b x’(t) + q x’(t-r) + k x(t) =0 (1.12)
Este modelo se conoce con el npmbre de modelo de Minorsky.

Observacién, aqui se tiene un ejemplo de una ecuacién
diferencial de segundo orden, en donde el retardo aparece en el
térnino que contiene a la primera derivada de la variable del

problema.

1.3 METODO DE PASOS.

La técnica denominada método de pasos, es una manera muy simple
de resolver una ecuacién diferencial con retardo. Consiste

esencialmente en emplear una funcién 9:[to—r,t°] - R que se supone

conocida y reemplazarla por el término que contiene el retardo,

i.e.
y(t-r) = e(t-r)

en la ecuacién diferencial con retardo para que, de esta manera, se
transforme el problema. en una ecuacién dif erencial ordinaria con
valores iniciales y asi poder, en principio, avanzar »distancias de
r en r incrementando la variable t todo lo que se quiéra. Para

aclarar esto, véanse los siguientes ejemplos:



Ejemplo 1.- En esta ecuacion, se aplicar4 el método de pasos a la

expresion:
Q(t) = - kQ(t-r) r>o0 (i)

se empieza por especificar lo que se denominara como funcion

inicial, en el intervalo [to-r , t0] y con ella se hara una

extensién hacia el futuro, para calcular la funcién Q(t) que

satisfaga la ecuacién con retardo en [to,to+ r], donde Q° evaluada

en t0 es la derivada derecha de Q en to'

Dicha funcién inicial se designara como Q(t) = 6(t),

t e [to-r,tol.
Por ejemplo ,en dicha ecuacién, témese 6( t)=90= constante.

Con esto, se tiene conocida la historia de la cantidad de sal

en el tanque y entonces se puede escribir:

Q(t-r) = o(t-r) = 90; to—r <t = to

sustituyendo este valor en la ecuacién (i), queda:

O’(t)=—k90 t =t=t+r

la que resulta ser una ecuaciéon diferencial ordinaria de primer

orden y de variables separables.

Como 90 es constante, integrando los dos términos de esta

ecuacion resulta:

Qt) - to) = -k 60( t-to)

10



y como:

/¢ t0)= 6,

la cantidad de sal presente en el tanque en este instante, quedara

asi:

Q(t) = Go[l-k(t—to)]; t stst+r
ahora, con este valor calculado para Q(t) en el intervalo [ to,t0+ r]
se considerara como una nueva condicién inicial en el mismo

intervalo y substituyendolo de nueva cuenta en la ecuacién (i) para

obtener una nueva solucién, ahora en el intervalo [to+r,to+ arl, se

tendra:
Q(t) = 8(t) = @ [1-k(t-t )]; t =t =t +r
Q(t-r) = 6(t-r) =6 [1-k(t-r-t )]
sustituyendo en la ecuacién (i) queda:

27 4 — - 2 - - .
Q'(t) = keo+ k eo(t r to), t0+r <t = t0+2r

con condicién inicial:

0(t0+r) = Go(l-kr)

que resulta ser, de nueva cuenta una ecuacién diferencial
ordimaria de primer orden, de variables separables y con condicién

inicial dada.

11



Integrando esta expresién y sustituyendo la condicién inicial

se tiene:

k’ @

0 2
=@ - - _ 2 (t-r- : stst+2
Q(t) 60 Kk eo(t to) + 5 (t-r to) ; to+r t oter

Si se procede de manera analoga, c¢hora se tiene para el

intervalo [ to+2r, t°+3r], lo siguiente:

¢’ 5o 2 c® 5 3
Q(t) = 6,k eo(t—to) t— (t-r-to) - (t-2r—to)

Si se considera ahora este ultimo valor, como nueva condicién

inicial, en el intervalo [t°+2r, to+3r] y se substituye de nuevo en

la ecuacién (i). Resolviendo se tiene:

2 3 4
c6, 2 © %, s € 6, 4
o t}=90-k90( t—t0)+——2——( t-r—to) T g ( t-2r-to) + 54 ( t-3r-to)

expresion que es valida en el intervalo [to+3r, to+4r]. Asi

sucesivamente se podrd extender, mediante intervalos que se van
incrementando de r en r, hacia la derecha de to’ tanto como
se guiera; alin cuando se puede ver, sin mucho esfuerzo, que las
operaciones necesarias para un nuevo calculo del valor de Q, aunque

sencillas, se vuelven cada vez mas laboriosas.

Ejemplo 2.- Para clarificar el proceso conocido con el nombre de

método de pasos para resolver una ecuacién diferencial con retardo;

se guiere resolver:

x’(t)=a x(t) + b x(t~1)
en el intervalo para t € [0,2], suponiendo la funcién inicial:

12



x(t) = 6(t) = 1+t
definida en [-1,0], siendo a y b constantes arbitrarias, con b # 0.
Solucién: si
x(t) = 6(t) = 1+t
en [-1,0] entonces:

x(t-1) = 6(t-1) = IH(t-1) = t

0(0) = x(0) = 1.

por lo tanto:
x’(t) = a x(t) + bt

que resulta ser una ecuacion diferencial lineal, de primer orden,

con condicién inicial x(0)=1 cuya solucién se obtiene resolviendo:

~at

d -at, _
af [x(t) e "] =bt e

expresion que integrada en el intervalo [0,1] y ordenada queda de

la siguiente manera:

xt)=-2 @ L)y &) et t e [0,1] (ii)
a a a2

rapidamente se puede ver que si en esta ecuacién se hace t=0, la

condicion inicial dada se satisface.

13



Se calculard ahora la solucién en [1,2], para lo cual se
considerara, el valor calculado en (ii) para x(t), como la nueva

condicién inicial, esto es:
x(t) = o(t)

sujeto a la condicién:

_ b 1 a b
x(1) = 2 (1+ 2 )te (1+ az)

Calculando el valor del argumento retardado para substituirld> en

la ecuacion (ii) queda:

- . _b 1 b alt-1)
x(t-1) = 6(t-1) = ;(t1+;)+(1+a2)e

la sustitucién en la ecuacién diferencial queda entonces de la

siguiente manera:

2 2 2
t)ax(t)= -2 + 2 28 i ba e by e et
a2 a a a2

sujeta a:

x() = -2 1+ el )
a a aZ

esta dltima ecuacién, es de nueva cuenta, una ecuacién lineal de
primer orden y con condicién inicial; por lo tanto, aun cuando las
operaciones resultan un poco laboriosas se pueden efectuar sin

grandes dificultades, y después de un poco de trabajo algebraico

se tiene como solucién, en el intervalo [1,2] la siguiente

expresion:

14



Si se hace en ella t=1 se puede ver que de nueva cuenta, se

obtiene la expresién calculada para x(1).

En principio estas operaciones se podrian continuar, en
intervalos de longitud 1, que es el valor del retardo, todo lo que
se quiera, pero las operaciones se vuelven cada vez mas y mas

laboriosas, por lo que se tendrd que buscar alguna informacién mas

util de la solucién, sin necesidad de hacer tantas operaciones.
Ejemplo 3.- Se verd ahora el modelo logistico de poblacién.
y'(t) = -ar y(t-1) - rb y(t) y(t-1)

haciendo en esta ecuacién rb=c y ar=k, la expresién se

transforma en:
y'(t) + c y(t) y(t-1) = -k y(t-1)

suponiendo que la condicién inicial O6(t) es una funcidén continua en

el intervalo [-1,0], entonces se puede escribir:
e(t-1) = y(t-1)
Si ademas:

6(0) = 90= constante;
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estos valores transforman a la ecuaciébn con retardo en:
y'(t) + c e(t-1 y(t) = -k 6(t-1)

que es wuna ecuacion diferencial ordinaria, lineal, de primer

orden, con condicién inicial 6(0) = 90.

Utilizando el método clasico para resolver las ecuaciones
diferenciales lineales ordinarias de primer orden, se sabe que su

factor de integracién es:

t
c I 6(s-1)ds
u(t) = e o

asi que entonces, en el intervalo [0,1], la solucién de este

problema viene dada por:

t
c I 6(s-ds
y(t) = (80 + e Yo -1

En este ejemplo se puede apreciar, una vez mas, que el método
de pasos se puede prolongar todo lo que se quiera, sin embargo, las
expresiones que resultan de las operaciones de calculo se vuelven
rapidamente inmanejables, pues ya s6lo el valor de la nueva

condicion inicial, en el intervalo [0,1], es:

t
-c I 6(s-1)ds
o(t) = (BO + e 0 -1

sustituyendo este valor en la expresién anterior, la nueva

ecuacion diferencial que hay que resolver es:
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t-1 t-1

-I 0(s-1)ds —c‘[ 0(s-1ds

y’(t)+c [(6°+1)e 0 -1]y(t)=-c[(60+1)e 0 -1]

expresiéon para la cual, ain cuando es de nueva cuenta una ecuacién
diferencial ordinaria, lineal, de primer orden y con condicién
inicial, es sumamente laborioso obtener informacién en el siguiente
intervalo, pues las inf:égr‘ales como puede verse, complican

grandemente la solucién del problema.

Observacién. es evidente que este proceso (método de pasos)
puede continuarse avanzando \en cada paso una unidad hacia la
derecha, todo lo que se quiera; pero también es evidente que esta
Ultima solucién exacta, contiene integrales que cada vez mas se
vuelven muy complicadas de manipular motivo por el cual sera
realmente dificil de obtener conclusiones acerca de la solucion
mediante este procedimiento, por ejemplo, si la solucién es
acotada, si oscila o qué pasa con la solucién cuando t - m; etc.

Estas preguntas se responderan posteriormente.
Ejemplo 4.- Se ilustrard mediante el siguiente ejercicio cémo el
método de pasos aplicado a la ecuacién de Lotka-Volterra, facilita

la solucién de un sistema de ecuaciones diferenciales con retardo.

Resolver el sistema:

Cx(t)

x(t) _
al[1 ——p——] x(t) b1 x(t) y(t)

y’(t)

-a, y(t) + b2 x(t-r) y(t-r)

sujeto a las condiciones iniciales definidas en -r <t =< 0.

x(t) = el(t), y = 92(t)
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el, 92 son funciones continuas en el intervalo [-r,0].

Las expresiones que definen los argumentos retardados seran:

x(t-r) = 01( t-r), y(t-r) = 02( t-r)

y las condiciones iniciales vienen dadas por:

91(0) = em (constante), 92(0) = 020 (constante)

Al sustituir valores en la segunda ecuacién del sistema que se
quiere resolver queda:
y'(t) = -a, y(t) + b2 Gl(t-r) ez(t—r), y(0) = 920

que resulta ser una ecuacién diferencial ordinaria, lineal, de

primer orden con condicién inicial.

La solucién de ésta ecuacién diferencial lineal en el intervalo

[0,r}, desples de unas cuantas operaciones algebraicas, es:

—azt t az('n—t)
Y(t)=920e + b2 Jo e

91( n-r) 62( n-r)dn

Sustituyendo este valor en la primera ecuacién del sistema y

ordenando se tiene:

a
x'(t) + [b1 y(t) - al] x(t) = - I;l xz(t)

que es una ecuacién diferencial ordinaria de primer orden del tipo

de Bernoulli.
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Para resolver esta ecuaciéon se hace:

xt) = z2t); XX x(t) = -z'(t)
asi, sustituyendo en la expresién anterior, se tiene:

2&11
z'(t) + 2[al - t;wl y(t)] z(t) = 'y

ecuacion diferencial ordinaria de primer orden, cuya solucién

€s :
t t ¢ t :
—atJ. yis)ds a -a tJ.y(s)ds a ¢ - b J.y(s)ds
-1 1 1 1 1 1
z(t)=8__ e 0 + — e 0 e 0 dy
10 P
donde;
-1 _ 1 1
®0 =5~ %oy =~ =9

Se puede ver una vez mas que, aun cuando el método de pasos
parece ser bastante natural, sin embargo, las operaciones
rapidamente se vuelven muy complicadas. ;Que hacer entonces para

obtener una informacién mayor acerca de la solucién del problema

planteado?.

Ante las dificultades generadas por la aplicacién del método de
pasos, sera de gran interes determinar, por ejemplo, si la

soluciéon, en caso de existir, es acotada o no lo es, si oscila o

ne, ;que ocurre con la solucién cuando t 3 « ?, etc.

Ahora bien, no es del todo obvio que las condiciones iniciales

escagidas sean las mas adecuadas o razonables para una ecuacién
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diferencial con retardo. ¢Que hacer entonces para obtener
informacién amplia y util acerca de la solucién de un problema de

ecuaciones diferenciales con retardo?.

1.4 SEMEJANZAS Y DIFERENCIAS CON LAS ECUACIONES DIFERENCIALES
ORDINARIAS.

Antes de dar una respuesta a las preguntas planteadas en el
ultimo péarrafo de la seccion anterior, se hard una comparacién
entre las ecuaciones diferenciales ordinarias y las ecuaciones
diferenciales con retardo con la intencién de buscar algunos rasgos

comunes o distintivos entre ellas.
Ejemplo 1.- El siguiente problema es sumamente interesante:
Sea la ecuacidén diferencial con retardo:

L

x'(t) = =x(t -~ 5 )

\}

en esta ecuacién 5 €s el retardo y la ecuacién lineal ordinaria de

primer orden que se le parece es la ecuacién:
x'(t) = -x(t).

Se sabe, que para una ecuacién diferencial ordinaria de este

tipo, toda solucién es exponencial y decreciente.

Pero se ve que la ecuacion diferencial con retardo es

satisfecha por la funcion:

x(t) = cl cos t + c2 sen t
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donde ¢, y c,son constantes arbitrarias pues:

x'(t) = -c sen t + c,cos t

x(t-E)=csent-ccost
2 1 2

asi que entonces:

x(t) = c, cos t + c, sen t

satisface:

X'(t) = =x(t - 2 ).
2
Es muy interesante notar que, en ecuaciones diferenciales con
retardo, de primer orden, pueden aparecer soluciones de tipo
oscilatorio adn cuando los coeficientes de la ecuacién sean
comstantes, cosa que no puede darse en una ecuacién diferencial
lineal de primer orden que tenga coeficientes constantes. Otra cosa
muy interesante que se puede notar en este ejemplo es el que
aparecen dos constantes arbitrarias en la expresién, en este caso,

c¥ c, caracteristica particular que tienen las soluciones de las

ecuaciones diferenciales ordinarias de segundoc orden. Notese
ademas, que las funciones sen t y cos t son linealmente

independientes.
Ejemplo 2.- Compéarese ahora en terminos mdas generales, la ecuacién
diferencial lineal de primer orden con retardo, con su

correspondiente en las ecuaciones diferenciales ordinarias.

Ademds en este ejemplo, se obtendra informacién que permitira

ver que la condicién inicial para una ecuacién diferencial con
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retardo debe ser diferente a la que se emplea como condicién

inicial en una ecuacién diferencial ordinaria.

Sea entonces la ecuacién;
x'(t) - ax(t) = bx(t-1) (iit)

en donde se tiene un retardo r = 1 y se quiere comparar con la
ecuacion diferencial ordinaria que quedarifa, si se elimina el

retardo. i.e.
x’(t) - (a + b)x(t) =0

Se sabe que para ésta uGltima ecuacién toda solucion es de tipo
. At . .
exponencial de la forma e = para ciertos valores de A, y se quiere

. . At . ‘2
saber si alguna exponencial e puede ser, también solucién de la

ecuacion diferencial lineal de primer orden con retardo.

. At ., ‘s ) L
Si se desea que e sea solucién de la ecuacién con retardo,

debera satisfacerla, esto es:

x'(t) = AeM x(t-1) = e-)‘e)u

asi que sustituyendo en la ecuacién con retardo queda:

Aeht _ aeM - be_A eAt

dividiendo por eM # 0 queda:
A-a=be? (iv)

At . . . .
por tanto para que e  sea solucién de la ecuacién diferencial con

retardo (iii), se necesita que A satisfaga la ecuacién (iv).
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Observacién: la diferencia que se nota inmediatamente es que en
la ecuacién diferencial con retardo, la ecuacién caracteristica es
de tipo trascendente; en cambio, en la correspondiente ecuacién
diferencial ordinaria, el polinimio caracteristico, es una ecuacién

algebraica de primer grado.

A esta ecuacién a semejanza de lo que ocurre con las ecuaciones
diferenciales ordinarias, se le denomina la ecuacién

caracterfistica de la ecuacién diferencial con retardo.

Mediante las operaciones que se realizardn a continuacién, se
vera una gran diferencia entre el espacio de las soluciones de una

ecuaciébn con retardo y el correspondiente a las ecuaciones

diferenciales ordinarias. Asi que:

Se complementard el problema calculando los valores de los

coeficientes a y b de la ecuacién diferencial (iii) si se quiere

. At .y . .
que la exponencial e sea una solucién, simultineamente para los

valores A =0 y A = 1.

Haciendo unas cuantas operaciones algebraicas es facil
determinar que los coeficientes a y b deberan tener la forma

siguiente:

e
=S I v

asi que entonces para los valores preestablecidos de A queda que
tanto la funcién xl(t) = 1 como xz(t) = et, son soluciones de la
ecuacion diferencial (iii) para los valores de a y b calculados

. t . . - .
arriba. Noétese que 1 y e son funciones linealmente independientes
en R y que ademds, simultidneamente, satisfacen la ecuacién
diferencial planteada, cosa que no es posible en la ecuacién

diferencial ordinaria de primer orden, con la cual se esti
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comparando. Asi que entonces, el espacio de la soluciones de las

ecuaciones diferenciales lineales de primer orden con retardo es

al menos de dimensién dos.

Se recordara ahora el teorema de la superposicién de soluciones

para las ecuaciones diferenciales ordinarias y se aplicard a la

ecuacion diferencial con retardo (iii).

Es bastante facil ver mediante unas cuantas operaciones

sencillas que la funcién: \
x(t)=c +c e
3 1 2

es también solucién de la ecuacién con retardo, y se tratara de

calcular los valores de c,y c, mediante condiciones iniciales:

x(O) =x Y x’(0) = x(’)
Ya que:
x(t)=c +c_ e
3 1 2
sOlo tiene dos constantes de integracién, pareceria ser que con dos

condiciones iniciales dadas se puede calcular c1 y c, pero se vera

que no es suficiente con esto.

Como X, satisface x3(0) =Xy x3(0) =x quedara:

de aqui se sigue que:



y sustituyendo en el valor de xa( t) queda:

— t -
xs(t) =X, + cz(e D

ahora bien, como:

, _ t 1) = -1t
xs(t)—cze,xa(t 1) x°+c2(e e -1)

y sustituyendo los valores de a y b calculados antes quedara:
x’(t) - ax_(t) = bx_(t-1)
3 3 3

lo que se transforma en:

t -1t
x e c _ee ec ex ce ee ec
c et - o T2 .22 0,2 _ 2
2 e-1 e-1 e-1 l-e 1-e 1-e
simplificando queda asi:
t t
c c_ e
2 _ 2
1-e 1-e

que es una identidad para el valor de c, de manera que la condicién

x'(0) = x(’) puede ser reemplazada por cualquier otra condicién !.

Esto debe hacer reflexionar acerca de la unicidad de la
solucion de las ecuacidnes diferenciales ordinarias, con respecto a
las ecuacidnes con retardo. Es decir, en una ecuacién diferencial
lineal ordinaria de primer orden, es suficiente, para obtener

solucién Unica, como es el caso, que se de sélo una condicién
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inicial, como por ejemplo x(0) = X,» CoOsa que en una ecuacién

diferencial con retardo no es suficiente, pues como se ve, se
pueden encontrar muchas soluciones que satisfagan la misma

condicién inicial.

Otra notable diferencia entre las ecuaciones diferenciales
ordinarias y las ecuaciones diferenciales con retardo es que en las
primeras, la informacién que se obtiene de la solucién se puede
utilizar, tanto para valores hacia adelante del valor inicial dado,
como para valores hacia atras del mismo valor inicial. Véase lo que

pasa en la siguiente ecuacién diferencial con retardo.
Ejemplo 3.- Sabiendo que 6(t) = k # O y que satisface la ecuacion:
x’(t) = ax(t) + bx(t-1) a#-b y b=#o0

en el intervalo [-1,0], se quiere ver si alguna extensién continua

de esta funcién satisface también la ecuacién para el intervalo

[_21_1].

Como 6(t) = x(t) = k en el intervalo [-1,0] y ademas es
solucién; por tanto: x’(t) = 0, asi que sustituyendo en la ecuacién
diferencial con retardo, esta quedara de la siguiente manera:

0 = ak + bx(t-1)

de donde:

x(t-1) = - = k t € [-1,0]

ol

de aqui se puede obtener:

x(t) = - -k t e [-2,-1].

ol
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Haciendo t = -1, se obtiene:

x(-1) = - — k

ol

pero de la condicién inicial se sabe que:

x(t) = k en [-1,0]

por lo tanto x(-1) = k.

Esto quiere decir que la funcién que resolvia la ecuaciébn en
[-1,0], al extenderla hacia atrds, al intervalo [-2,-11, pierde la

continuidad en el punto t = -1, pues de acuerdo con las hipétesis

para a y b, se tiene que:
x(-D=k y x(-D= - gk

y como a # b, esto es una contradiccién; por lo tanto, la solucién

hacia atrds no es continua en t = -1.
Ejemplo 4.- Sea ahora el problema siguiente en el que se tratara de
ilustrar de manera mas clara lo que ocurre en una ecuacién
diferencial con retardo cuando su condicién inicial se quiere
emplear para calcular valores de la solucién en tiempos anteriores
al retardo (t = t0 o extensién hacia atras).

Sea la ecuacién diferencial con retardo:

x'(t) = b(t) x(t-1) Vitzo

donde el coeficiente b(t) esta dado por la siguiente funcién:
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0 t =0 )
b(t) = { 6t(t-1) 0<t=1
0 t > 1

nétese que la b(t) asi definida, es continua en R.

Ahora supdngase que x(t) = k (constante), es soluci6n de la
ecuacion diferencial con retardo para t = 0. Esto quiere decir que
la historia del fenémeno que se quiere modelar- por medio de la
ecuacién diferencial con retardo dada, es constante antes de t=0 y

con ella se quiere obtener la solucién para t = 0.
Como b(t) = 0 para t = 0, entonces:
e(t) = x(t) = k

satisface la ecuacién diferencial con retardo, pues, como 6(t-1)=k

se tiene, sustituyendo:
x'(t)=0=0%k =0
expresién valida para t = 0, pues en éste intervalo, b(t) = O.
Ahora calcilese la solucién en el intervalo (0,1], dénde:
b(t) = 6t(t-1), e(t) = x(t) = k, e(t-1) = k
entonces se tendra:

x’(t) = 6t(t-1) k t e (0,1

integrando esta expresién respecto a t y como el valor de x(0') = k

se tiene:
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(2]
[ M

t
= t __t

de donde:

(2]
[ M

x(t) = k + 6k [—;—-%]

Si se evalia esta expresién en x=1 queda que x(1) = 0, asi que,
la solucién en el intervalo (0,1], se comportard de acuerdo con la

ecuacién:

x(t) = k (1+ 2t - 3t%)
expresién que en t = ] es igual a cero.

Ahora para t > 1, como b(t) = 0 y x(1) = 0, se tendra la

ecuacién diferencial reducida a la forma:
x’(t) = 0, con condicién inicial x(1) =0

expresion que se sabe tiene como uUnica solucién, para todo t > 1,

la solucién trivial x(t) = 0.

Podemos concluir entonces que, dada la ecuacién diferencial con

retardo:
x'(t) = b(t) x(t-1)

con condicién inicial @6(t) = k (cte.) y con la b(t) expresada como
antes, el comportamiento de la solucién de la ecuacién en el -+
intervalo t = 0, es el de una constante k arbitraria, cualquiera

que sea ella. Al pasar al intervalo (0,1]J, la solucién de Ila

29



ecuacién adopta la forma de un polinomio de tercer grado en este
caso, que al llegar al valor t = 1, hace que la soluciéon se vaya al
cero y de aqui en adelante (t 2 1), la solucién se mantiene siempre

constante e igual a cero.

Como la funcién 6(t) = k, definida en [-1,0], no es unica, dado
que Kk es arbitraria, entonces cualquier constante se comportara de
manera analoga. Por tanto si @ es la extensién de la solucién hacia
(la izquierda) atrds, en general no es tnica, auin cuando se haya

especificado como condicién inicial 8 continua para t = 0.

Obsérvese que si se especifica x(t) = 6(t) # O en el intervalo
1,2}, el ejemplo muestra la no existencia de la solucién hacia

atras.

Se puede ver también de manera analoga, que si solo se

especifica x(1) = x, * 0, tampoco existe solucién para t = to'

Ejemplo 5.- De hecho, si una solucién de la ecuacién:
x'(t) = x(t-1)

existe en (-»,0]; ésta, en general, no es unica; aun cuando se

especifiquen los valores de x y todas sus derivadas en t=0.
Se mostrara esto con el siguiente ejemplo:
En la ecuacion diferencial con retardo:

x'(t) = x(t-D t =0

considérese como condicién inicial:
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e(t) = e—t'z—(m)‘2 -1<t<0 6:[-1,0] + R

calcilese la extensién hacia atrds de la soluciébn, en Ilos

intervalos [-1,0], [-2,-1], [-3,-2], etc.

Solucién:

Por sencillez en la notacién, se designa:

h(t) = -t 2 - (t+1)2

entonces:

(0] t = -1
e(t) = eh“) -1<t<oO
o t=20

Esta funcién es continua en el intervalo [-1,0], ademas como es
exponencial, es infinitamente diferenciable, pues h(t) lo es en
(-1,0); por lo tanto 6(t), que es la composiciéon de la exponencial
con h(t), es continua. Ademas, como en -1 y en O, 6, 6’, 8, etc.,
son todas <cero; 6 asi definida, es wuna funcién que, siendo
solucién, es infinitamente diferenciable y tiene todas sus

derivadas iguales a cero, tanto para los valores t=0 como t=-1.

Calculando x(t-1) (la extensiéon de la solucion hacia atras) a

partir de la ecuaciéon dada, en el intervalo [-1,0] se tiene que:

x(t-1) = x’'(t).
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Haciendo la sustitucién tl = t-1, se tiene:
x(tl) = x’(tl+1) = 9’(tl+1), tl € [-2,-1]

Calculando ahora algunas derivadas de @, que se necesitaran a

continuacién:

0 t = -1
0’(t) h(t) e ~1<t<o0
0 t=0

se puede ver que en (-10):
h(t)

e’(t) = h'(t) e

e”'(t) = "V [ h(t) + [R' (D] ] = o(t) [ h*(t) + [h'(t)]* ]

0 t) = e(t)[n“’(t) + 3n°(h’(L) + [h’(t)]3]

y asi sucesivamente ...

Ahora volviendo al problema, se tratard de graficar la funcién

0 en el intervalo [-1,0] y las demas soluciones hacia atras que

se irdan calculando.

Se puede ver que la funcién 6 tiene un méaximo en el valor de t

tal que 8’ es igual a cero, pero para ello se necesita que:
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h’(t)=g-3-+ 2 3=0
t (t+1)

Facilmente se ve que t = - % es una solucién, por lo tanto 8

tiene un maximo en t = - é . También se puede ver, mediante

operaciones sencillas, que @ sodlo tiene valores positivos en [-1,0]

y su grafica se muestra en la figura 1.

'

2(t)
| [\ y(t)
x(t)

Ahora se calculard la extensién de la solucién en el intervalo

[-2,-1] haciendo t = t+1.

x(t) = 8(t+1) h’(t+1)

como O es una exponencial, es positiva y

R(te) = 2 | 1 4 ! -
(t+1) (t+2)
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La grafica de la funciébn x(t) en éste intervalo resulta ser un
poco mas complicada, pues si se desea encontrar maximos o minimos
hay que calcular x’(t) y resolver la ecuacion que resultaria al
hacer éste valor igual a cero, lo cual dificulta mucho el problema.
Se tratara de obtener informaciéon cualitativa a partir de la

ecuacion diferencial.

Como:
x(t-1) = x’(t)
esto quiere decir que el valor de J]a solucibn en el punto t-],

depende de lo que valia la derivada en el instante t, que es una

, €l valor de la derivada,

D]

unidad mayor que t-1 y como en t = -~

x"(- % ) = 0, entonces la ordenada en - g; (x(- g)), también sera

igual a cero.

Ahora se calculara el valor de h’(t+l):

si t-» -1, lim h’(t+1) < O
to> -1

+

. 3
y exactamente lo mismo ocurre cuando t se acerca a 3 Por tanto,

en el intervalo (- g, -1) la grafica estd enteramente por debajo

de! eje t. En cambio, si t se acerca a —g, h’(t+1) cambia a

positivo y si t se acerca a -2"; R’(t+1) conserva el signo. Esto

quiere decir que en el intervalo abierto (-2,- '—g- ), la grafica se

encuentra por arriba del eje t (ver" grafica 1).

Analizando ahora el intervalo [-3,-2], el valor de la solucién,

que ahora se designarda y(t), dependera de la derivada de x(t) en el

intervalo [-2,-1]; esto es:
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y(t-1) = [e(t+1) h'(t+D]’

Haciendo t =t + 1 y ordenando la expresiéon queda:

y(t) = o(t+2) [h”(t+2) + [h'(t+2)]2] t e [-3,-2]

Como el analisis de esta ecuacién es sumamente laborioso, sera
mejor obtener de nuevo, aproximaciones cualitativas por medio del

comportamiento dado por la ecuacién x(t-1) = x’(t).

Ya que en el intervalo [-2,~1], existen dos valores en los que
x’(t)=0, entonces en [-3,-2] habrd dos puntos en los que y(t)
es igual a cero y si se recorre la grafica de x(t) hacia la
izquierda hasta encontrar el primer valor critico se ve que la
pendiente es positiva; por lo tanto al recorrer el intervalo desde
-2 hacia la izquierda, como y(t) = x’(t-1), entonces la ordenada

y(t), tiene el mismo signo que x’, es decir, y(t) es positiva.

Ahora, al pasar del primer valor critico hacia la izquierda
hasta encontrar el segundo valor critico se ve que la pendiente es
negativa; por lo tanto la grafica de y esta en la parte negativa

del eje x.

Asi se puede calcular la grafica aproximada de y(t) vy
posteriormente la de z(t), hacia la izquierda todo lo que se

quiera.

Nétese que la extensiéon hacia atras de la solucién, comienza a
oscilar cada vez mas, en intervalos de longuitud 1, pues se ve que
en el intervalo [-4,-3] habra ahora tres ceros de la funcién z(t)
pues y(t) tiene tres puntos criticos, por lo tanto la grafica de

zft} tendra un total de cuatro oscilaciones en [-4,-3].
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Lo mas notable es que la funcién 6 asi definida multiplicada
por cualquier constante, también es solucién y ademas satisface las

condiciones: x(0) = x’(0) = x’’(0) = ... = 0.

Recapitulando, se puede decir que cada una de las soluciones
que se han encontrado pueden extenderse, de manera natural hacia el
futuro por el método de pasos, asi que estas satisfaran la ecuacién

diferencial con retardo mas las condiciones iniciales.

Pero también cualquier constante multiplicada por dicha

soluciébn es a su vez nueva solucién, con la misma c ! por lo tanto,

la solucién no sera unica.

Como se vio en el ejemplo 4 de esta seccién, si solamente se

especifica x(to) = X, como condicién inicial y se quiere encontrar
la extension de la solucién hacia la izquierda de to’ se puede

llegar al caso extremo de que tal soluciéon ni siquiera exista. Tal
hecho, también puede darse en sistemas de cuaciones diferenciales

conretardo y con coeficientes constantes, lo que se mostrarda en el

siguiente:

Ejemplo 6.- Sea el sistema de ecuaciones diferenciales con retardo

‘debido a V.M.Popov:

x'(t) = 2x (t) (i)
1 2
x'(t) = = x (t) + x (t-1) (ii)
2 3 1
x:;(t) = 2x2(t-1) (iii)

y sea x(t) su solucién para todo t = tl.
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De la ecuacién (i) se tiene que para t 2 t1 + I
x’(t-1) = 2x (t-1)
1 2
sustituyendo en la ecuacién (iii) queda:
-x’(t) + x’(t-1) = 0.
3 1

integrando esta ecuacién con respecto a t se tiene:

-x (t) + x(t-1) = ¢ (iv)
3 1 1

donde c es arbitrario y sustituyendo en la ecuacién (ii) se tiene:

x'(t) = ¢
2 1
por tanto:
x(t)=c_ +c t tzt+ 1
2 2 1 1
reemplazando en (i) se tiene:
x’(t) = 2c_ + 2ct
1 2 1
de dénde:
x(t)=c +2c t+c t° tzt+1
1 3 2 1 1

asi que sustituyendo los valores en (iv) queda:

x (t)=—c +x (t-1)
3 11
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por lo tanto se tiene:
x(t)=c -2 +2(c. -c)t+c t° tet+2
3 3 2 2 1 1 1

De manera que la solucién del sistema planteado estd dada por

los valores asi calculados para X, X, ¥ X ahora bien, es facil

verificar por simple sustitucién, que:

xl(t) - 2x2(t) - xa(t) =0 tz tl+ 2

por tanto si uno especifica condiciones iniciales en t=t°, tales

que no se satisfaga esta ecuacién, entonces ; ni siquiera se podra

encontrar solucién al sistema planteado en [—oo,to] (N

Esto quiere decir que, ain en un sistema de ecuaciones
diferenciales con retardo, con coeficientes constantes, tan simple
como el ejemplo mostrado , ain cuando se especifiquen el mismo tipo
de condiciones iniciales que en las ecuaciones diferenciales
ordinarias, la solucién podria quizd, ni siquiera existir, lo que
motiva condiciones iniciales muy particulares para las ecuaciones

diferenciales con retardo.

Aun cuando en los ejemplos anteriores hemos observado algunas
diferencias notables en las ecuaciones diferenciales con retardo,
con respecto a lo que conocemos de ecuaciones diferenciales
ordinarias, el siguientre teorema nos permitird establecer una
amplia comparacién entre las ecuaciones diferenciales lineales con

retardo y con coeficientes constantes con una ecuacién lineal de

primer orden y ordinario.

Ejemplo 7.- Teorema; en la ecuacién diferencial con retardo:

x'(t) = ax(t) + bx(t-r) t>0
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donde a y b son constantes arbitrarias dadas y r es el retardo,
constante, con condicién inicial x(t) = ©(t), definida en [-r,0],

6(t), continua. Demostrar que:
a).- Existe solucion tdnica para t z 0.

b).A— Sia<O0y |b|l] = |al|, probar que la solucién es acotada

c)- Sia<0yO0C<bc< |lal, probar que toda solucién tiende a

cero exponencialmente, cuando t » « .

Prueba:

a).- Como x(t) = 6(t) es continua en [-r,0], entonces se tiene
que x(t-r) = 6(t-r) es continua en [O,r]. Sustituyendo en la

ecuacion diferencial se tiene:

x'(t) = ax(t) + be(t-r) t=z0 (1.7)

esto resulta ser una ecuaciéon diferencial ordinaria, lineal de
primer orden y se sabe, por el teorema de existencia y unicidad de
las soluciones de las ecuaciones diferenciales ordinarias, que la
soluciébn existe y es Unica para t = 0, por tanto, la ecuacién

diferencial con retardo tiene solucién Unica en el intervalo t = 0.

b).- Ahora bien para probar la segunda parte de este teorema se
define una nueva funcién v(t)R » [0, ) con la siguiente regla de

correspondencia:

t
v(t) = x(t) + |a] J x%(s) d(s) (1.8)

t-r
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siendo x(t) la solucién de la ecuacién diferencial planteada,

sujeta a la condicién inicial x(0) = 8,

Se puede ver facilmente, que la w(t) asi definida es no

negativa pues es la suma de dos cantidades no negativas.

Se probara ahora que v’(t) = 0, con lo cual podremos asegurar

que v(t) es no negativa y no creciente.

Derivando ambos miembros de la ecuacion (1.8) con respecto a t:

Vi(t) = 2x(t) x'(t) + lal (x%(t) - x°(t-r))

y sustituyendo en (1.7}):

V(L) = 2x(t)[-|a| x(t) + bx(t-r)] + lal x%t) - |a] x(t-r)

vi(t) = ~|al x? + 2b x(t) x(t-r) - |a| x?(t-r)
ahora bien, como |b| = Jal y |lal = -a, entonces:
Vvi(t) = -lal x(t) ¥ lal(2x(t) x(t-r)) - |al x*(t-r).
Haciendo operaciones se tiene:

Vi(t) = -lal| [x(t) + x(t-r)]2 <=0

por tanto v(t) es una funcién no negativa con derivada menor o
igual que cero, entonces v(t) es no creciente y por lo tanto tendra

su maximo en el punto donde la funcién inicia, esto es en t=0 de

manera que, como x(0) = 6(0), se tendra :
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0
v(0) = 8%0) + lal I 0%(s)ds

-r

y como xX(t) = v(t); entonces:

N -

0
|x(t)] = [92(0) + |al I

8%(s)ds ]
-r

jx(t) es acotada !.

¢).- Por ultimo si a < 0 y 0 < b < lal, se probara que

toda solucién se va a cero cuando t tiende a +w.

Para ello, se define la funcién A:C > C por medio de la

siguiente regla de correspondencia:

A=A - a - be ™ (1.9)

ésta es una funcién continua en dénde:

AO)=-a-b=Jlal ~b>0

Ma)=-a-a-be ™ =-be™ <0

entonces A{A) es una funcién continua, positiva en A=0 y negativa
en A=a; por tanto por la continuidad de 4, existe un numero ¥
contenido en (0,]al) tal que A(-y) = 0. Dicho numero satisface la
condicion:

-y -a-be=0

be?™ = ~(a+y) (1.10)
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Sea ahora z(t) = x(t) e’" siendo ¥y raiz de la ecuacién (1.10) y

x(t) solucién de la ecuacion (1.7). Entonces:

x(t) = z(t) e "

x'(t) = —yz(t) e Tt + 2(t) e O*

-¥(t-r) t

x(t-r) = z(t-r) e = z(t-r) e’

sustituyendo en la ecuacién (1.7) se tiene:

2(t) € ¥ gz(t) e = az(t) e + b e et 2(t-r)
haciendo algunas operaciones elementales se obtiene:
z'(t) = (a + ) z(t) - (a + 7) z(t-r); tz0
En la operaciones realizadas en b), se probé que en una

ecuacién de este tipo todas las soluciones son acotadas, de dénde

se sigue que:

z(t) = x(t) et

es acotada por lo que:

x(t) = z(t) et

funcién que se va a cero si t se va a +w .

El interés que este problema tiene es que se sabe como se
comporta la solucién de toda ecuacién diferencial lineal de primer
orden con un retardo y con coeficientes constantes. En otras

palabras, si en una ecuacion diferencial lineal de primer orden,
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existe un término con retardo y los coeficientes a y b satisfacen

los regisitos planteados en el enunciado,entonces toda solucione es

acotada y exponencialmente tiende

infinito; es decir, la influencia del

cero

cuando t tiende a

retardo despies de todo, no

arruinar4 la solucién del problema planteado con una ecuacion

diferencial con retardo.

Haciendo un resumen de los ejemplos

1 a 7 mostrados con

anterioridad, se podran notar, entre otras, las siguientes:

SEME JANZAS

1.- Los conceptos de orden y
linealidad que se tienen en
las ecuaciones diferenciales
ordinarias, se transladan sin
mayor tramite a las ecuaciones

diferenciales con retardo.

2.- El polinomio caracteristi-
co de una ecuaciodon diferencial
lineal ordinaria, tiene una
extensién, de manera natural,
a la ecuacidn caracteristica
en las ecuaciones diferencia-

les con retardo.

3.- Los teoremas de extension
de las soluciones de una
ecuacion diferencial ordinaria
tienen validéz en su aplica-
cién, para valores simétricos
com respecto al tiempo i.e.
son validos para calcular so-

luciones tanto a la derecha,
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D IFERENCIAS

1.- En ecuaciones diferencia-
les con retardo, lineales de
primer orden y con coeficien-
tes constantes pueden aparecer
soluciones de tipo oscilatorio

(véase ejemplo 1).

2.- La ecuacién caracteristica
de una ecuacién diferencial
lineal con retardo, es de tipo
trascendente y posiblemente
con un nimero infinito de rai-
ces enC; de ésta manera la
dimensién del espacio de
soluciones de la ecuacién con
retardo es, posiblemente, de
dimensién infinita (véanse

ejemplos 1 y 2).

3.- En ecuaciones diferencia-
les con retardo las extensio-
nes de la solucién hacia atras

si éstas existen, (lo que no



como a la izquierda de to.

4.- La unicidad de la solucién
de una ecuacién diferencial
ordinaria de primer orden se
garantiza (siendo el lado de-
recho una funcién continua vy
Lipschitz con respecto a la

variable espacial) con una

condicién inicial de la forma -

x(to) = to

5.~ Cuando la condici én
x(t) = G(t):[to-r.to] > R
se reemplaza por el término
que contiene al retardo, tal
ecuacién se transforma en una

ecuacién diferencial ordinaria

6.- Con ciertas condiciones
sobre los coeficientes de la
ecuacién lineal de primer
orden con retardo (véase e jem-
plo 7) todas las soluciones de
la ecuacién diferencial con
retardo son acotadas vy la
influencia que tiene el retar-
do sobre la solucién, a final
de cuentas no permite que la
solucién deje de’ existir o

tienda a infinito.
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siempre ocurre) en general no
son Unicas y pierden la conti-
nuidad (véanse ejemplos 3,4,5)
y pueden oscilar grandemente
para valores hacia la izquier-

da de t .
0

4.- En las ecuaciones diferen-
ciales con retardo, aun cuando
se especifique el valor de la
solucién y todas sus derivadas
en el punto to, no son sufi-
cientes para garantizar la
unic idad de la solucién, sino
que se necesita una condicién
de la forma:
x(t) = e(t):[to—r,to] > R



CAPITULC I

UNICIDAD DE LAS SOLUCIONES Y CONDICIONES DE LIPSCHITZ PARA EL
PROBLEMA BASICO INICIAL.

2.1 FEL PROBLEMA BASICO INICIAL Y DEFINICION DE SOLUCION.

Se han visto en el capitulo anterior, algunos ejemplos de
ecuaciones diferenciales con retardo, y se ha encontrado, por el
método de pasos, una solucién. Se ha especificado una condicién

inicial pero no se ha reparado en cuestiones tales como; ¢cuando

existe una solucién?, ¢es unica?, ¢cual es la mejor condicién

inicial? etc.

Primeramente, se dara respuesta al problema de la unicidad y
para ello a continuacién, se definird el problema basico inicial,
las condiciones de Lipschitz y se probaran algunos teoremas que se

utilizaran en las demostraciones que se dardn posteriormente.

Definicion: Dados J un intervalo en R de la forma [tO,B),

n . N m n .« N
D ¢ R un conjunto abierto, f:J x D > R wuna funcién continua, un

nimero y = to, 6 una funcién que mapea [Lto] > Dy g_:[tO,B) > R
j

funciones continuas con 7y = gj(t) <t para j=1, .., m
Se considera la expresion:

x’(t) = f(t.x(gl(t)), x(gz(t)), e s x(gm(t))) (2.1)

dénde x es una funcién con valores n-vectoriales, (gj(t) se le

llama un argumento retardado).
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Conjuntamente con:

x(t) = 6(t) para ysts to (2.2)

A las expresiones (2.1) y (2.2), se les define como el problema
basico inicial.
Si se define gJ(t) =t - rJ(t) 2 0 entonces a los

rj(t) =t - gj(t) z 0 se les llaman retardos. (2.1} y (2.2) definen

un sistema de n ecuaciones dieferenciales con m retardos.

Como a menudo se harad referencia a ellas es muy conveniente

abreviar la notacién; as{ que se simplificara de la siguiente

manera.
Dado:
t e [to,B)
y dada cualquier funcidn:
x:ly,t] > D

se define:

F(tx) = f(t, X (g (1), x (g,(), ... , x (g_(DD),

asi que entonces la ecuacién (2.1) se transforma en:

x(t) = F(t,xt) (2.3)

Por el momento (2.3) es una manera abreviada de escribir (2.1)
y en el siguiente capitulo se hablard, mas ampliamente de ésta

notacion.
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solucién de (2.3) es una funcion

Definicion. Dado B * to' Una
diferenciable:
x:[ 7,81) > D
para algun:
B, € (to,B)
tal que:
).~ x(t) = 6(t) para yst= to
ii)- x'(t) = F(t,xt) para t = t < B

(Nota: x'(to) es la derivada por la derecha en to).

(2.2) se dice que es unica si

estén‘ definidas en el
efinidas.

La solucién de (2.3) ¥y
mismo

dos soluciones que€

cualesquiera
tan lejos como ambas estén d

dominio, coinciden entre s{

Dado que:
£ gy g,

son funciones continuas, si x €s una funcién continua que mapea
['a’,ﬁl) 5 D para alguna Bl € (tO,B], entonces:

F(t,xt) = f(1, x(ggt)), v s x(gr(nt)))

continuas Yy Por lo tanto €S

sicion de funciones
n de las ecuaciones (2.2)

es una compo

cominua. De aqui que,
x satisface la expresion:

si x es una solucio

y (2.3) entonces
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1A

-
A
-

o) ! ° (2.4)

x(t)= .
eo+ j‘ F(s,xs)ds t0 =t < B1

t
0

es a menudo mas conveniente para

se empleard con mayor

ién dif erencial con

Esta ecuacion integral
trabajar que la expresion anterior Yy

frecuencia para escribir la solucion de la ecuac

retardo.

A fin de establecer unicidad, se definen:

22 CONDICIONES DE LIPSCHITZ.

CONDICION GLOBAL DE LIPSCHITZ.

Se dice que [ satisface una condicién de Lipschitz, en las

. . . m
variables espaciales, con constante k, en un con junto G < J x D,

si para todo:

W E(m)

(t, €

a7 )

se tiene:

I f(t‘gm’""E(m))_f(t’em’""g(m)) | =k max | &) €(j)“

j=1,2, ..,

también se dice queé f es Lipschitz en G.

son equivalentes asi que en lo

(Se sabe que las normas en R

n . .
norma de un vector €n R la siguiente:

sucesivo se usara como
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Hel= g1g,!)

Nota: si f satisface la condicién de Lipschitz  sobre

Gyte [to.B) x x : [¥,t] > D son tales que:

(t, x (gl(t)), X (gz(t)), v X (gm(t)))

(t, x (g,(t), X (8,(t)), v X (g_(t)))

estan contenidas en G, entonces se sigue que:

Jretx )-Ftx )| = k max ||x(gj(t))—7_¢ g ()| = k sup |lx(s)-2(s)]|

j=1,...,m 7S s St

Como la condicién global de Lipschitz, raras veces se satisface
para ecuaciones no lineales, se dard a continuacién, una condicién

mas débil llamada:

CONDICION LOCAL DE LIPSCHITZ.

e s _eas . m n . . ez
Definicién: se dice que f:J x D > R satisface una condicién

local de Lipschitz en las variables espaciales, si para cada punto

(t], a(”, ey oc( )) € J x D"existen numeros a > O y b > 0, tales
m

que:

AJ=(EEIR"|"E—a l=b} (=1 .,m

(j)l
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es un subconjunto de D y f es Lipschitz sobre el conjunto

(ltl, t1+ al nJ) x A: X A2 X .. X Am.

Nota: La condicién local de Lipschitz es una condicion menos
restrictiva que la diferenciabilidad pero mas restrictiva que la de

continuidad sobre J X D",

EJEMPLOS.
Ejemplo 1.- Sea:
f(x) = | x| x € R
se sabe que f es continua en R y que f no es derivable en x = 0.
Para todo x, y € R, se tiene:
7G> = 7] = x| = [yl] = |x - ¥l

por tanto f es Lipschitz, con k = 1.

Ejemplo 2.- Sea:

fix) =V x x € [0,0 ]
f es continua, sin embargo, f no es derivable en 0.

Témese:

L = x-o] 2

|fx) - FOO)| =V X -0=Vx =x*
vV X vV X

- +o , por lo tanto f no es Lipschitz.

ahora, lim+
x>0 vV x
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Ejemplo 3.- Sea:

f(x) = tan x X € (0,2 )

L§
f es continua, pero no es Lipschitz global en (O"é) ya que, a pesar

de ser diferenciable en (0,12—[), lim f(x) > «. Sin embargo f es

L
x> -

2

localmente Lipschitz en cualquier punto interior X,

Toémese, por ejemplo X, en el intervalo D = [g, 3 '—; 1. Entonces
para todo x, y € D:

|f(x) - f(y)| = |tan x - tan y| = k |x - y|

por tanto f es Lipschitz en D, es decir f es localmente Lipschitz.

2.3 LEMA DE GRONWALL.

Un lema que, como se vera mas adelante, es de gran utilidad en la

demostracién de unicidad de la soluciéon de una ecuacién diferencial
es el

EEMA DE GRONWAL.

Si u y v, son funciones de variable real -continuas, no
negativas con dominio {t|t =

= to} y existe una constante M = 0 tal
que para todo t = to;
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t
u(t) = M + J u(s) v(s) ds

t
(o]

entonces:

t
I v(s)ds
ut) =Me to

Demostracién: supéngase primero M > 0. Entonces se tiene que

para t = O:

u(t)

=]

1
M + J u(s) v(s) ds

t
(o]

Multiplicando por w(t) z O, se tiene:

u(t) v(t)

t
M+ J u(s) v(s) ds

t
0

= v(t)

integrando de t0 a t queda:

t t
ln[M+I u(s) v(s) ds 1] 5J v(s) ds

t t
0 0

tomando limites en el término izquierdo y aplicando la exponencial

queda:
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t

t I v(s) ds
M+[U($)V(S)dSSMe t

t
0

empleando la propiedad transitiva de las desigualdades, en

hipétesis y esta ultima expresién, queda:

t
t I v(s) ds
u(t) = M + J u(s) v(s)ds = M e t

t
0

por lo tanto:

t

J' W(s) ds
u(t) = Me t

ahora, tomando limites, haciendo que M > 0, se tiene:

0=ult) =0

por lo tanto:

\)
~

u(t) =0 para t

asi que entonces queda probado el lema.

2.4 UNICIDAD DE LA SOLUCION DEL PROBLEMA BASICO INICIAL.

la

Ahora se probard el mas elemental Teorema de Unicidad de la

soluciéon de la ecuacién diferencial con retardo (2.3).
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Teorema 1.- Sea:
fidt ,8) x D" > R"

continua y localmente Lipschitz. Témese:

gj(t):[to.B) > [y,t] J=1 ..,m

9:[7,t°] > D

continuas; entonces (2.3) y (2.2) tienen a lo mdas una solucion

en cualquier intervalo:

[v.8) donde t,<B =8B

Demostracion: (por contradiccién).

Supdéngase que existen dos soluciones x y x, diferentes entre

si, ¥ que mapean:['y,Bl) 5D (x # x)

€Como la condicién inicial:

x(t) = 6(t) en [’th]

es satisfecha por ambas soluciones, entonces se sigue que existe:

te(t.B) tal que x(t) # x(t).

Llamese:

t1=inf(te(to,Bl)l X # x }
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De aqui entonces que:

= <
tO tl Bl

y de la continuidad de x, )—c, se tiene:

x(t) = x(t) para 7

1A
~
1A
-~

Puesto que:

to = tl < Bl
y D es abierto y
x(gj(tl)) eD
entonces existen nimeros a > 0 y b > 0, tales que:
[t,t+ al c It Bl)

y AJ, como se defini6 en la condicion de Lipschitz, es un

subconjunto de D para j = 1, ..., m asi que entonces f es Lipschitz

en:

[t,t+alxA x..x A
1 1 1

m

Sea k su constante de Lipschitz. Ahora, para todo:
Bz € (tl, tl+ a)
las puntos:

x(gj(t)) y )_c(gj(t))
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permanecen en AJ, para:

st<
t1 t Bz

Jj=1 .., m

pues f es Lipschitz; asi que entonces: x y x satisfaran la ecuacién

(2.3) y se tiene:

t t
x(t)-x()| = | J' [F(s,x(s))-F(s,x(s))lds || = k J.sup | x(e)-x(e)ds
t

t ¥ =0=5
1 l7

si se define:

V(t) = sup || x(s) - x(s) ||

¥y Ss =t

entonces se tiene :

t
| x() - x(t) | =<k j V(s)ds, tst<p,
t

1

ahora bien, por el lema de Gronwall se sigue que:

| x® - x) || =0

es decir:

x(t) = x(t)
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para todo t que pertenece al intervalo “1'32) contradiciendo la

definicién que se di6 para tl, por tanto:

x(t) = x(t) para todo t e [yl,Bl) ]

Una manera muy rapida y facil de saber, si una funcion
satisface o no una condicién local de Lipschitz, viene dada por el

siguiente:

LEMA 2. Si:
filt B x D™ R"

tiene primeras derivadas parciales continuas con respecto a todos
sus argumentos, excepto posiblemente respecto al primero, entonces

J es localmente Lipschitz.

Demostracion. Sea:

m _ m
(tl,am, a(m)) eJxD = [to,B) x D

Témese a > O suficientemente pequefia de tal manera que:

tl+a<[3

y témese b > 0, suficientemente pequefio, de tal manera que siempre

que:

I &-a,l=0

()

para algian j = 0, 1, ..., m, entonces & € D.
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(Esto puede hacerse gracias a que D es abierto). De aquf

entonces se tiene que:

J=lt,t+alnlJ
1 1’
es un subintervalo de J, cerrado y acotado. También se tiene que:

AJ={§EIR":"§—OL | 0=b)cD

(9}
es cerrado y acotado, de aqui que:

J xA x.xA cJxbD"
1 1 m

es cerrado y acotado, y por el teorema de las funciones continuas

. n .
sobre un conjunto cerrado y acotado en R, se sigue que cada una de

las derivadas parciales de f, es acotada en:

J xA x.x A4
1 1

m

(Observacién: en la mayoria de los casos en los cuales se
encuentra esto, sera claro que esas derivadas parciales son

acotadas y facilmente se encontrar4 una cota sin recurrir al

teorema citado).

Sea B una cota comun para |Dll f_| para toda i =1, ..., ny
+ i
l =1 .. mn
El conjunto A1 X X Am es convexo, pues si (Em, , E(m))
y (£ , .., € ) son dos puntos cualesquiera de 4 x ... x 4,
(1) (m) : 1 m
O0=xs=1y
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"
-

- j vy, M
C(J)(s) £ (1-5s) EU)+ s E(J) para J

entonces:

s (s)—n(j)(s)" = ||(1—s)(Em-nU)) + s(EU)-nU))II s (1-s)b+sb=db

p

de dénde se sigue que:

m

(Cm(s), . C(n)(s)) € Al X .. x A

por tanto, por el teorema del valor medio para una funcién de n

variables, si:

(t, € e E(m)) y (t, Em, e gm)) € J1 X Al X . X A

(1 ( m

entonces para i = 1, ..., n se tiene:

m n

lfi(t’ Eu)""”g(m))-fx(t‘ Em""’g(m))' = Z ZBIg(J)k - E(j)kl

Jj=1 k=1

sumando sobre { = 1, ..., n y tomando k = nmB, se tiene:

m))—fi(t, gm,...,g )| = k max ||§(j)- £

j=1,.

|76 St (m) (J)" .

. ,m
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Ejemplo 4.- Considérese:

ren. L1+t x(t) x(t-1)]
con:
x(t) = 6(t) = cos t -1st=0

Si se designa al segundo miembro de la ecuacion por:

[1+ ta o« ]

(1) (2)
fit, e, ,a _, )=
3 o
(1)’ (2 (3 @
entonces:

ta 1+t «
or  _ t ) or  _ ) or - _ (1) ()
o« a da. « o« 2

2 (3 3 14
(1) (3 2) ) (3) (3)

todas estas derivadas parciales son continuas y estidn acotadas. Por

tante la ecuaciéon propuesta tiene a lo méas una solucién en

cualquier intervalo [—1,61).

Las ecuaciones de orden superior se trataran, transformandolas
en sistemas de primer orden, como en las ecuaciones diferenciales

ordizarias asi entonces se dara un corolario del teorema 1 y del

lema 2.

Corolario. Sea f:[ to,B)xle—)an continuamente diferenciable

ara algin conjunto abierto D ¢ R" y sean g (t) continuas con:
P J
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7S g}(t) <t en [to,B) para Jj=1, .., m

y considérese la ecuacion diferencial con retardo, de orden n:

=t xg (1)), x(g(t), ..., x" g ), ..,
(2.5)

x(g (1)), x’(g_(1)), ..., x™ (g (1))
en [to,B) con:
x(t)=6(t) en ['ar,tol (2.6)
dénde 8 y sus n-1 derivadas son continuas y
(n-1)

e(t), e’(t), ...0 (t)) e D t e [ar,tol

entonces hay a lo mds una solucién de (2.5) y (2.6) en cualquier

intervalo:

[v.8) dénde t<B =B

Una soluciébn es wuna funcién n-1 veces continuamente

diferenciable en:

[, Bl) > R tal que en [, to]

la ecuacién (2.6) es valida y en:

[t,B) (x(t), x’(t), .., x ") e D

se satisface la ecuacion (2.5).
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Demostracién: sean x Yy x soluciones de (2.4) con condiciones

iniciales 6 y 6 respectivamente.

Se define una funcién con valores n vectoriales por:
y(t) = col(x(t), x’(t), ., x" (1))  para  y=t<B

Entonces y(t) satisface el sistema de ecuaciones diferenciales,

de primer orden con retardo:

y;(t) = yz(t);
y;(t) = ys(t)
y;n_”(t) = yn(t)
yl’](t) = f(t,y(gl(t)), y(gm(t))) en [to,Bl) con

y(t) = col(a(t), °(t), ..., 8"ty en [nt]

la unicidad de y; y de aqui, la de x, se sigue del teorema 1.

2.5 UN RESULTADO DE DEPENDENCIA CONTINUA DE LAS SOLUCIONES
RESPECTO A CAMBIOS EN LA FUNCION INICIAL.

Se dard término a ésta seccién con un teorema elemental sobre
dependencia continua de las soluciones. Esto es una estimacién del
cambio en la solucién de un sistema de ecuaciones diferenciales con

retardo, debidos al cambio en la funcién inicial €6
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TEOREMA 2. Sea:
filt, B x D™ » R"
continua y globalmente Lipschitz con constante k.
Sean gj( t) y 6(t) continuas, con:
7 = gj(t) =t
en [to.B) y:

o : [7:t0] - D

continua. Sea:

6:ly, to] > D

continua; x y x soluciones de las ecuaciones (2.2) y (2.3) en

[w.Bl) con condiciones iniciales @ y © respectivamente. Entonces,

para:

t05t<[31:

_ _ k(t-t )
| x(t) - x(t) || = sup || 6(s) - 6(s) || e 0

< s =<t
v (1]
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Demostracién. Sean x y x soluciones que satisfacen:

6 (t) y=t=1t,
x(t) = t
e(to) + tF(s, xs)ds t, =t =8
0
con los valores 91= 6 y 92= 6 respectivamente.
Asi que para to =t < B, se tiene:
t
| ) - xt) || = | ect) - 6(to) + L[F(s. x ) - F(s, fcs)st I
0
t
= | e) -e) | +| L[F(s. x ) - F(s, ;cs)]ds I
0
t
= | G(to) - é(to) | +k J sup || x(c) - x(c) || ds
7 S0 =s
t
0
Pefiniendo:
v(t) = sup || x(s) - x(s) ||
¥y =s =1
entonces para:
to =t< Bl
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se tiene:

t
| x(t) - x(t) || = wt) + k J v(s)ds
to
puesto que:
| ect) - &ct) || = vt ) ysts
se sigue:
t
v(t)5v(t)+ka(s)ds t =t =
o ¢ o
o
con la ayuda del lema de Gronwall, queda:
_ k(t-t )
| x(t) - x(t) || = v(to)e
para:
to =t< B: .
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CAPITULO I

SiSTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES CON RETARDOS ACOTADOS.

3.1 INTRODUCCION.

Muchos problemas practicos dan origen a  ecuaciones
diferenciales con retardos constantes o al menos con retardos
acotados; asi entonces, cuando se considere un sistema de

ecuaciones diferenciales con retardo tal como:

x'(t) = f(1, x(gl(t)), ...,x(gm(t))) (3.1

si se supone que:

t—rjsgj(t)st, tzt, Jj=1.. m

para alguna constante rJ 2 0, entonces la condicién inicial tomara

la forma:

x(t) = 8(t) to- r st=t (3.2)

Nétese que si rJ = 0, (3.1) y (3.2) representan un sistema de

ecuaciones diferenciales ordinarias.

Se supondra que f esta definida en:
[tO,B) x D™ > R" para alguna B>t

y algin conjunto abierto D ¢ R".
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3.2 NOTACION.

En el capitulo anterior, se introdujo la expresion:

x'(t) = F(t,xt) (3.3)

para designar la ecuacién (3.1) y no se definié, ni a F ni a x

solamente la combinacién F(t,xt) que simplemente representé el lado

derecho de la ecuacién (3.1).

Ahora, se dara un significado a F y a X, para el caso especial

de retardos acotados.

La siguiente definicion introducida por Shimanov, es

ampliamente usada en la literatura sobre ecuaciones diferenciales

con retardo.

Definicién. Si x es wuna funcién definida al menos en
n . .z n
[t-r,t] > R, entonces se define una nueva funcién xt:[-r,0] > R,

con regla de correspondencia:

IA
9

1A
<o

xt(cr) = x(t+o) para -r

notese que X, se€ obtiene considerando x(s) parat - r =s sty

despuies transladando éste segmento de x al intervalo [-r,0].

Si x es continua en [-r,0]; X, también lo es.

Definicién. Se denctara por €, al conjunto de todas las

. . n .
funciones continuas que mapean [-r,0] > R . i.e.

€ = c([-r,0], R")
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Si A ¢ R", se designard a G"A = C([-r,0], A).

De esta manera, si x es continua en [t - r,t] - A, entonces,

x, € B’A.
Se designara con el simbolo J al intervalo [to.B).

Si la ecuacién (3.3) debe representar la ecuacién (3.1) con f
definida en J x D™, entonces se requiere que F(t,xt) tenga sentido

para cualquier t € J y X, € G’D, asi que se debe definir:
F:J x € - R"

En pocas palabras, para (t,y) € J x GD, F(t,y) debe ser un
punto bien definido en R".

Un mapeo tal como F, definido en un conjunto de funciones, se
le llama una funcional, en vez de funcién. La ecuacién (3.3) se
llama ecuacion diferencial funcional, no obstante, aqui se le
seguira llamando ecuacién diferencial con retardo, para enfatizar
el hecho de que solamente los valores pasados y presentes de Xx
estin comprometidos en el calculo de x’.

Ejemplo 1.- Se quiere ver que (3.3) y (3.1) son equivalentes.

Sea:

F(t,x) = f(t, x(g (L)1), ..., x(g_(t)-t))

como:

xt(gj( t)-t) = x(t + gj(t)—t) = x( gj( t)
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por lo tanto:

F(t,xt)=f(t,xt(gl(t)-t),...,xt(gm(t—t))=f(t,x(gl(t)),...,x(gm(t)))

asi que la ecuacién (3.1) toma la forma mas compacta:

x'(t) = F(t,xt)

En los siguientes dos ejemplos se transformara la ecuacién

dada empleando la forma (3.3).
Ejemplo 2.~ En la ecuacién:
xX'(t) = =cx(t-1DI1+x(t)]

setomar =1, J =R, D=Ry se define la funcional FR x € 5 R

por medio de:
F(t,x) = —cx(-DI1 + x(0)]

Ejemplo 3.- En el sistema de ecuaciones diferenciales con retardo

dado por:
x'(t) = a [1 - %“Jx(t) - b y(t)x(t)

y'(t) = -azy(t)-+ bzx(t—r)y(t—r)

se toma D = R y se define la funcional FR x € - R® por:

x. (0)

a1[1 - ]xx(O) - blxz(O)xl(O)

F(t,x) =
—azxz(O) + ble(-r)xz(-r)
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Cuando se emplea la notacién (3.3), se debe reescribir la

condicién inicial que ahora queda asi:

x(t) = 6(t) to- rsts to
entonces:
x(to+ )= 6(t°+ a) -r=soec=90
o simplemente:
x =0
t t
0 0
Si se hace ¢ = et , Se tiene:
0
x =¢ (3.4)

Debe reconocerse que (3.4) significa x(to+ o)=¢p(c¢), -y = o = 0,

asi que si se hace t = to+ o, entonces:

x(t) = go(t—to) to— rs<ts tO

En particular nétese que x(to) = ¢(0). Desde luego: ¢ € €D.

La notacién expresada en las ecuaciones (3.3) y (3.4), sera la
que se empleard con mas frecuencia, sobre todo, en los teoremas
sobre unicidad, existencia y dependencia continua con respecto a

las condiciones iniciales, de las soluciones de las ecuaciones

diferenciales con retardo.
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3.3 TEOREMAS DE UNICIDAD, EXISTENCIA Y DEPENDENCIA.

Debido a que las pruebas de estos teoremas requieren de un
amplio conocimiento de temas de anilisis matematico, se hara
sencillamente referencia de ellos, enuncidndolos y el lector podra

recurrir, si desea mayor informacién, por ejemplo a Driver, cap.

VI, sec. 25-26.
Definicién. Condiciéon de continuidad C:

Se dice que F(t,x‘) satisface una condicién de continuidad C,
si F(t,x‘) es continua con respecto a t en [to,B) para cada funcién

continua dada de la forma: x:[to- r,8) » D.
Observacién. El significado de ésta condicién es como sigue:

Si f:t B) x € - R" satisface la condicién de continuidad C,
entonces x, funcién continua que mapea [to- r,Bl) > D para alguna
Bl € (to,B], es una solucién de (3.3) y (3.4) si y sblo si

satisface:

A
o~
1A
~

w(t—to) t-r

x(t) =

1A
o~
1A
™

t
e(0) + J- F(s,x )ds t
t s

o
Teorema 1.- UNICIDAD.
Si:

n

F:t B) x & > R
(o] D
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satisface la condicion de continuidad C y es localmente Lipschitz,

entonces para toda ¢ € t?D, (3.3) y (3.4) tienen a lo mas una

solucién en [to-r,Bl), para cualquier Bl € (tO,B].

Observacion: Este teorema de unicidad es una generalizacion

del teorema mostrado en el capitulo anterior.

La demostraciéon del mismo requiere de algunos resultados de
célculo avanzado, fuera del alcance de éste trabajo, sin embargo el

lector interesado podra recurrir por ejemplo, a Driver o a Hale.
Teorema 2.- DEPENDENCIA CONTINUA.

Supéngase que:
n
F.[tO,B) x l’s"D >R

satisface la condiciéon de continuidad C y es globalmente Lipschitz

{con constante k). Sean:

respectivamente; validas en [to— r,Bl), entonces:

k(t-t )

| xt) =% || =|¢-¢]| e
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para:

st<
to<t Bn

(ol = sup  [l¢co)]])

-rs0=0

Observacion: Este teorema generaliza el teorema 2 del capitulo
anterior y simplemente asegura que las soluciones de la ecuacidn
diferencial dependen continuamente de la funcién inicial 8 y que
dichas soluciones no se separan de una manera explosiva sino que
ésta separacién depende de lo que se encuentren retiradas entre si
las diferentes condiciones iniciales, multiplicadas por una

exponencial con potencia igual a la constante de Lipschitz por t-—to.
Teorema 3.- EXISTENCIA LOCAL.
Si:
n
F.[to,B) x G’D >R

satisface la condicién de continuidad C y es localmente Lipschitz,

entonces para cada ¢ € C’D (3.3) y (3.4) tienen una unica solucién

en [to- r, to+ A) para alguna A > 0.

Observacion: Este teorema escencialmente supera al teorema 1
del capitulo anterior, su prueba es similar, excepto por unza
pegquefia complicaciébn al establecer una cota para F en algun

conjunto apropiado.

De hecho, en ejemplos practicos es usualmente facil encontrar

cotas explicitas para F.
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Definicién. La funcional:
n
F.'[to:B) X 80 - R

se dice que es cuasi-acotada, si F es acotada en cada conjunto de

la forma [to‘Bl] x G"A donde to < Bn < By A es un subconjunto

cerrado y acotado de D.

Definiciéon. Sean: x en [to— r,Bl), y en [to- r,Bz) soluciones
de (3.1) y (3.2). Si Bz > Bl se dice que y es una continuacién de x

o x puede ser continuada a [to- r,Bz).

Una solucién x de (3.1) y (3.2) es no continuable si no tiene

continuacioén.

Teorema 4.- EXISTENCIA EXTENDIDA.

Si:
n
F.[to,B) X @D > R

satisface la condicion de continuidad C; es localmente Lipschitz y

cuasi-acotada, entonces, por cada ¢ € G’D, la ecuacién (3.3}, con

condicién (3.4) tienen una udnica solucién no continuable:

x en [to— r, Bl) y si Bl <B

entances para cada conjunto cerrado y acotado A ¢ D, x(t) ¢ A para

alguna t € (to’Bl)’

Observacién: bajo las hipotesis de continuidad y locaimente
Lipschitz, en ecuaciones diferenciales ordinarias se sabe que si

una solucién x no puede continuarse mas alld de un cierto valor
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t = Bl es porque, la ecuacién no tiene sentido o la soluciéon tiende

a infinito. Sin embargo en ecuaciones con retardo ésto no es cierto.

El problema es que una funcional continua F a diferencia de

una funcién f no necesariamente es acotada en subconjuntos cerrados

y acotados de J x @D.

Este resultado requiere, para su mejor comprension,

conocimientos de Topologia.

Corolario.- EXISTENCIA GLOBAL.
Sea:
D=R" y F:lt ,B) x € - Rr"

que satisface la condicién de continuidad C y localmente Lipschitz.

Se supone ademas que:
| Flto) || = M) + NO) || o ||

en Ito,B) x € dénde M y N son funciones continuas positivas en
[to,B). Entonces existe una unica solucién de la ecuacion (3.3)

sujeta a la condiciéon (3.4), no continuable, en todo el intervalo

[to— r,B).

Con los resultados enunuciados en los parrafos anteriores,
se wera cémo algunas de las mas importantes propiedades de los
sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias, se conservan para

los sistemas de ecuaciones diferenciales con retardo.

Se aplicaran a sistemas lineales con un ndmero finito de
retardos constantes.

A\
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Sea entonces:

X'(t) = ) A (1) x(tr) + n(t) t e[t ,B) (3.5)
351

donde cada AJ es una matriz continua y h(t) una funcién vectorial

continua.

Se define:

Lt,x) = z A (Dg(-r )
para:

t e [to,B) y p €€

entonces (3.5) se puede reescribir de la manera siguiente:

x'(t) = L(t,xt) + h(t) (3.6)
donde L es un operador lineal, es decir, que satisface:

L(t,clqp + cqu) = clL(t,qp) + ch(t,qp )

i Jou

para todo c,c, € Ry o, q} € €.

Como es usual se quiere resolver la ecuacién (3.6) sujeta a la

condiciéon inicial:

X =g (3.7)

donde ¢ € € esta dada.
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Conjuntamente con (3.6), se considerara también el sistema

lineal homogéneo asociado a (3.6).

y'(t) = L(t,yt) (3.8)

Comentario: de la experiencia adquirida en Jla solucién de
sistemas lineales ordinarios, no homogéneos, se sabe que la
solucién general es la suma de la solucién del sistema homogéneo
asociado, mas una solucién particular cualquiera del sistema no
homogéneo. (La intencién es mostrar que) Esto mismo se hara para

resolver el sistema de ecuaciones diferenciales con retardo.

Teorema S.- PRINCIPIO DE SUPERPOSICION DE SOLUCIONES.

Sea:

h(t) = klh(l)(t) + ..t kph(p)(t)

donde k, ..., k son constantes y h (t), .. h (t) son
1 P (1) (p)

funciones vectoriales dadas, definidas sobre [to,B).
Sea x(q) en [to— r,B8) una solucién particular de:
x'(t) = L(t,xt) + h(q)(t) g=1 ....p

y sean: ¥y, ., .., ¥ en [to— r.3) soluciones de la ecuacién

n m

(3.8), entonces:

=kx + ..+ +
X *w Kk x cy

+ ...t cC
q (q) 17 (1) ly

(1

es una solucién de la ecuacién (3.6) para cualquier eleccién de las

constantes cl,..., cl € R.
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Prueba. Sea:

p 1
x(t) = qzl kqx(q)(t) + z csy(s)(t)

derivando con respecto a t queda:

p 1
x'(t) = q; kx; (1) + SZI cy: (B

ahora, como:

x(q)(t) = L(t,x(q)t(t)) + h(q)(t); y;s)(t) = L(t,y(sn(t))

la sustitucién en la ecuacién anterior da origen a:

P 1
x'(t) = q; k [Ltx () +h ()] +SZICSL(t,y(s)t(t))
0O sea
P 1 P
x(t) = q; k Litpx | (1) +SZICSL(t;_Y(s)t(t)) + qzl k h @)

y por la propiedad de linealidad de L, se tiene:

P

1
X = L, qzl kq (a1t * szlcs Yiant )+ h(t)
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o lo que es lo mismo:

x’'(t) = L(t,xt) + h(t)

lo que demuestra el teorema [ ]
Esto significa en particular que en un sistema de ecuaciones
diferenciales con retardos discretos, una solucién de la ecuacién

homogénea asociada, mas wuna solucién particular arbitraria de la

ecuacion no homogénea, es solucion de la ecuaciéon no homogénea.

3.4 EJUEMPLOS.

Ejemplo 1.- Considérese la ecuacién diferencial con retardo dada

por:
x(t) = - 3x(t) + x(t - g ) + sen t tzo0 (3.9)

con:

1A
-~
1A
(=

x(t) = ¢(t) -

ot =

donde ¢ es una funcién continua dada. Encuéntrese una solucién

particular de la ecuacion planteada.
Solucién. Siguiendo la idea utilizada en el método de
coeficientes indeterminados de las ecuaciones diferenciales

ordinarias, se buscara una solucién particular x(t).

La forma que tiene el término no homogéneo de la ecuacién que

se quiere resolver, sugiere una expresiéon de la siguiente forma:

x(t) = Acost+ B sent

donde A y B son constantes.

79



Se tendra:

i(t—g)=Acos(t-g)+Bsen(t-g)=Asent-Bcost

x'(t) =-Asent + Bcost
asi que sustituyendo estos valores en la ecuacién (3.9), queda:
-Asent + Bcost==3Acost-3Bsent+ Asent-Bcost+sent

igualando coeficientes del seno y del coseno, resulta:

]
L)

- 24 + 3B
2A + 2B

it
ful

sistema lineal con dos incégnitas, cuya solucién es:
_ 2 _ 3
4= 13° B=—3
por tanto, la solucién particular sera:

=2 3
x(t) = ﬁcost'*—ljsent

asi que ésta es la expresién buscada.

Ahora, si x es la unica solucién definida en [- §’°°) y

suponiendo que la solucién de la ecuacién homogénea asociada se

conoce (y), entonces;

80



pero como y satisface la ecuacion:

(3.10)

v
(&)

y'(t) = - 3y(t) + y(t - g ) t

con condicion inicial y(t) = ¢(t); entonces la solucién de (3.10)

vendra dada por:

AV
IA
~
A
Qo

y(t)=¢>(t)+—%cost—%sent -

asi que la unica solucién de la ecuacién no homogénea (3.9)

planteada sera:

v

oA

x(t) = y(t) + x(t) para todo t

como se vio en el ejemplo (7) del primer capitulo, y(t) » O cuando
t 5 @ en una ecuacién lineal con retardo del tipo planteado, si la

ecuacioén satisface ciertos requisitos y es el caso en este ejemplo:
-2<0 y |1l < |-2|

que son exactamente las condiciones requisitadas. Entonces

se podria ver a x como la solucién de estado estacionario y a y(t)

como la solucién de estado transitorio, que se muere cuando { -» +w.

Nétese ademas que sélo la parte transitoria depende de la

funcién inicial ¢.

Ejemplo 2.- Se desea encontrar una solucién particular X en [-r,«),

para la ecuacién:

x'(t)= -x(t- g) + sen t
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Solucién. Ya que el término no homogéneo, es del tipo sen t,

parece natural intentar una solucién particular de la forma:

x(t)=Acost+ B sent

sin  embargo,efectuando las operaciones se puede ver |la

imposibilidad de encontrar los valores A4 y B; asi que se intentara

resolver el problema con:

x(t)= At cos t + Bt sen t

Realizando las operaciones necesarias para sustituir en la

ecuacién, se plantea el siguiente sistema de ecuaciones lineales

para A y B:

n
E A+ B=20
n —
A 5 B =1
sistema, cuya solucién es:
4 = 24 ; B = - in
n+ 4 nm+ 4

asi que la solucién buscada queda finalmente como:

>_c(t)=—2—4—tcost—%—-———tsent
n+ 4 n+ 4
Ejemplo 3.-En la ecuacién x’(t) = -x(t) + x(t - 1) + t, se desea

obtener una solucién particular.
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SOLUCION. Se propone X(t) = At°+ Bt + €. Haciendo operaciones,

se plantea el sistema de ecuaciones:

-2A+B+1=B+24

B+C=A-B +C

de aqui se sigue:

[+ YO

se puede ver que el sistema tiene soluciéon independiente del
valor de C, asi que la solucién buscada quedara de la siguiente

manera:

2

).c(t)=%t + 1y

[« JICN

Como se ha visto en estos ejemplos el método de coeficientes
indeterminados de las ecuaciones diferenciales ordinarias no
homogéneas es una consecuencia del teorema de la superposicién

visto antes.
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CAPITULO IV

SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES CON RETARDOS
DiscRETOS Y CON COEFICIENTES CONSTANTES.

4.1 INTRODUCCION.

Como se recordarda, en el caso de un sistema de n ecuaciones
diferenciales lineales ordinarias con n variables, se tienen n
soluciones linealmente independientes y la solucién general es

expresable como la combinacién lineal de tales n soluciones.

En el caso de un sistema de n ecuaciones diferenciales con m
retardos, la situacién es un poco mas complicada, ples en general,
la solucién de este tipo de ecuaciones implicarda una ecuacién
caracteristica , cuyas soluciones estan en el campo de los numeros

complejos y en general tiene un numero infinito de soluciones

sy n
validas en R .

El interés principal se encaminara a tratar de encontrar las
relaciones fundamentales que deberan satisfacer los coeficientes de
un sistema con retardos para ver bajo que condiciones, las
soluciones son comparables con las soluciones de ecuaciones

diferenciales ordinarias asociadas.

4.2 LA ECUACION CARACTERISTICA.

Se consideraran sistemas de n ecuaciones diferenciales con m

retardos de la forma:

m
x'(t) = z A x(tr ) + h(t) (4.1)

J=1
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donde A es una matriz n x n con valores constantes y h(t) una

funcién vectorial continua en [to,B )y 0= rJ <r, j=1 ..m

Usualmente con la ecuacién (4.1) se considerara la condicién
inicial:

x(to) =x =¢ donde peb (4.2)
0

Al trabajar con sistemas de ecuaciones diferenciales con
retardos de la forma (4.1) y (4.2), también se trabajara

frecuentemente con la ecuacién homogénea asociada, la que se

designara por:

y'(t) = X A y(t-r) (4.3)

J=1

Si se buscan soluciones a la ecuacién (4.3) de forma

exponencial i.e. y(t) = eM € donde A = u + iw ; g, w constantes

reales y £ un vector constante, la sustitucién en (4.3), conduce a

la expresién:

m -Ar
(M-XAJe Yye=o (4.4)

j=1

Esta expresion tendra soluciones €& distintas de la trivial si

y sdlo si A satisface la ecuacidén caracteristica:

m

-Ar
det(?\I-XAJe Yy=o0 (4.5)

Jj=1
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Si se emplean los valores de A = p + iw que resuelven (4.5)

conjuntamente con £ = gm+ 15(2) como solucién de la ecuacién

(4.4), siendo E(n) y E(z) vectores reales, entonces:

Kt

y(t) = (€m+ ig(z)).

y de aqui se tiene soluciéon (posiblemente complé_ia) de (4.5).

Haciendo operaciones:

t

o Mttt . o Mt , ,
y(t) = e e (Em+ L&(z)) e (cos wt + i sen wt)(Em+ 15(2))

ordenando:

= “t - i
y(t) = e [(6“) cos wt €(z)sen wt)+1(€u)sen wt+€(2)cos wt)]

por tanto:

- Mt -
Re y(t) = e (Em cos wt §(z)sen wt)

= Mt
Im y(t) = e (€msen wt+§(2)cos wt)

son soluciones reales de (4.3). Por supuesto que cualquier
combinaciéon lineal de estas es también solucién, sin embargo, el
problema, estriba en que, por lo general la ecuacién (4.5) tiene un

nimero infinito de soluciones comple jas.

Sin embargo aun cuando éste numero de soluciones es infinito,

véase la informacién que proporcionan los siguientes teoremas:
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4.3 TEOREMAS FUNDAMENTALES.

Teorema 1.- Dado cualquier nimero real p;

m -Arj
det(AI—ZAJe )=0

=1
no tiene mas que un numero finito de raices A, tales que, Re A 2 p.

Demostraciéon. La ecuacién dada tiene la forma:

AP (e e TIATHaP (e e ™=0 (4.6)

. . 1
donde cada P o P0 es un polinomio en e yeeey€
n-

Ahora, si p es un numero real dado, y Re A = p; entonces:

asi que se puede escribir:

-Ar -Ar
P (e l, ey m, < B
k

para alguna constante Bk que depende de p y para k = 0,1,..., n-1.

Ahora témese R z 0, tan grande que:
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o lo que es lo mismo:

la ecuacién (4.6) no puede tener raices con Re A 2 p y | A |l zR

porque entonces se tendra:

[A]">B _ [A]"™ +B _|a]" " +.+8B
y como los
Ar Ar
B = | P(e Lowe ™|
entonces:
|A|">|Pn_l||A|“"+...+|PO|

lo que es una contradiccién con la ecuacién (4.6), por lo tanto

todas las raices de (4.6) con Re A z p, satisfacen | A | < r.

En teoria de variable compleja se prueba que una funcién
analitica, la cual no es idénticamente cero, no puede tener mas que
un numero finito de ceros en cualquier conjunto acotado en el plano
complejo, de aqui que (4.6) sbélo puede tener un numero finito de

raices A con Re A z p.

Un resultado relativo a la ecuacién:

88



suficientemente importante para ser incluido, pero cuya prueba se

omitira aqui, es el siguiente;

Teorema 2.- Si toda soluciéon A de la ecuacién caracteristica:

m
det ( Al - XAJe Y)=o0

J=1

satisface Re A < p, entonces existe una constante M > 0, tal que

para cada ¢ € G, la solucibn de la ecuacién diferencial (4.3), con

y, = ¢ satisface:

o
plt-t )
I y(tt ,p) | =M | ¢ "r e para todo tzt
La prueba, empleando analisis funcional, puede ser encontrada
en Hale.
De este teorema, se puede deducir sin grandes dificultades el
siguiente:

Corolario 1.- Si Re A < 0, para toda soluciéon de la ecuacion

(4.6), entonces existen constantes positivas M y y tales que:

~y(t-t )
| v || =M | ¢ ”r e 0 para tzt

v
~

donde y es solucion de (4.3) con y,=¢ € G. Ademas y(t) » O cuando
0

t >

En estos dos teoremas y el corolario enunciados, se muestra

que aun cuando la ecuacién caracteristica de un sistema de
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ecuaciones diferenciales con retardo tenga un numero infinito de
soluciones complejas, todas aquellas con parte real de A menor que
p, son acotadas y si p es menor que cero entonces las soluciones
correspondientes tienden a cero cuando t tiende a infinito y
aquellas con parte real de A mayor o igual que p no son mis que un

numero finito.

Por lo tanto el problema de conocer el comportamiento completo
de la solucién del sistema de ecuaciones diferenciales con

retardo,se puede reducir al caso de los sistemas de ecuaciones

lineales ordinarias.

En lugar de un sistema de n ecuaciones diferenciales lineales
de primer orden con retardo, se podria tener una ecuacién de orden

n, escalar, con m retardos, no homogénea, como la siguiente:

m n
(n) ) _
x () + Z Z a Xt =r)=ht) (4.7)

n
(n) (1) _
y™et) + Z Z a y'-ry=o0 (4.8)

donde r € [O,r] y cada a_ es una constante.
J ij

Teorema 3.- Si la ecuacién (4.8) se transforma de manera
natural, en un sistema de n ecuaciones diferenciales de primer
orden con retardo, entonces la ecuacién caracteristica para el

sistema, es exactamente la misma que la que se obtendria buscando

soluciones de la forma e)‘t en (4.8). Esto es:
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n
Za Ve J=o0 (4.9)

Asi por ejemplo si toda raiz de (4.9) tiene parte real
negativa; entonces toda soluciéon de (4.8) tiende a cero cuando t

tiende a +w.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad; supdéngase que r= 0.

témense constantes Cl, ..., C no cero y definase:
n

m 2 _ (n-1)
; y . y

De aqui la ecuacién (4.8) se transformara de manera natural,

en un sistema de n ecuaciones diferenciales lineales. i.e.:
yl(t) = = yz(t)
Cz
yz(t) = 6‘- ya(t)

C3
.ya(t) = Il .y4(t)

Cn—l
'yn-l(t) = C yn(t)

n

Q|Q
>

KON ) y ()

-

1

vt~ 8

k

j=1k

La matriz de coeficientes de éste sistema es:

91



92

Cl
- 0
0 C 0 0 0
2
Cz
. 0 0
0 0 C 0
3
Ca
0 0 0 ol 0 0
4
Cn—x
0 C
n
a C acC a cC a a
_ 0O n _ 1 n _ 2 n _ n-2 n -a
C C C C n-1
1 2 3 n-1 J
Por lo tanto la ecuacién caracteristica sera:
™ Ar
det(AI—z Ae j] =0
J
j=1
Cx
A - 0 0 0 0
2
Cz
0 A o 0 0 0
3
Cs
0 0 A T 0 0
4 =0
Cn—l
0 0 0 0 A -
n
a C a C a c a C a C
On+ln+2n+3n +n—2n A+a
C C C C C n-1
1 2 3 4 n-1
(4.10)



donde:

m
a = Za e ! (i=0, i, ..., n-1) (4.11)

se puede ver, si se calcula el desarrollc de este determinante, que

los coeficientes de la ecuaciéon (4.9) coinciden.

Debido a que las operaciones resultan sumamente laboriosas, no
como una prueba sino como un ejemplo, se vera que el desarrollo del

determinante planteadc, se cumple en un ejemplo particular, sea por

caso n = 5, m = 3; esto es una ecuacién de quinto orden con tres

retardos diferentes, de los cuales, se supone que r= 0.

Con estos datos, la ecuacién (4.8) es:

3 4
(5),,y_ W,
y (t)-z Z a, ytr) =0

J=1 i=0

desarrollando para i:

3
s, _ _ m,, 2 ,,_
y (t)—z [ alDJ y(t rj) + allJ y o(t rj) + azj y o(t rJ) +

+a y(a)(t—r.)+ a y(“(t-r,) =0
i 4] J

ahora desarrollando para j = 1, 2, 3, y recordando que r= 0

entonces la ecuaci6én diferencial queda asi:
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(5) (a) (4) (a) (3)
y (t)+ a,y (t) tay (t rz) ta,y (t r3) tay (t) +

(3) (2}

(3) : (2)
- - <+ - +
a.y (t rz) toay (t r3) ay (t) + a,y (t r2)

(2) (1) (1) (1)
a,.y (t ra) + ay (t) + a.y (t rz) +oa.y (t ra) +

a  y(t)+ aozy(t-rz) + aosy(t-rls) =0

la ecuacion caracteristica es:

5 . -Arz -Ar3 5 —Arz -Ara
A+A(a +a e +a e )+ A%(a_+ a_e + a_e
A a1 a2 43 31 32 33 )
) -Ar -Ara -Ar —Ara
+A(a_ +a e +a e )+A(al+ae +a13e )
-Ar -Ar
+ (a +a e +a e )=20
0 2 03
Ahora de la ecuacion (4.11):
3
-Arj
a = Za e t = 0,1,2,3,4
i 1
J=1
se tiene:
—Arz -Ar
a =a +a e +a e
0 01 02 03
-Arz -Ar
a =a +a e + a
1 1 a2 13
-Arz -Ar
a =a +a e + a
2 22 3
—Arz -Ar
a =a +a e + a
3 ar 73 3
-Ar -Ar
a =a +a e +a e
4 a1 “a 3
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Entonces la ecuacién caracteristica queda asi:
2+ aa*tar’s ar’rar+a=0 (4.12)
3 3 2 1 0

Ahora bien; la ecuacién caracteristica para un sistema de
cinco ecuaciones lineales con tres retardos de acuerdo con la

expresiéon dada por el determinante (4.10) es:

Cl
- ]
A c 0 0
2
C2 .
3
Ca
0 0 A - "C'—-—-' 0 =0
4
C4
0 0 0 A oo
5
a C a C a C a cC
5 5 25 3°5 A+ a
Cc C C C 3
1 2 3 3
donde ao, ceey a4 son los valores calculados arriba.

Se quiere hacer ver que ésta expresién es exactamente igual a

la ecuacién caracteristica (4.12).

Desarrollando el determinante, por los cofactores de la

primera columna, se tiene:
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- A c,
A o 0
3
Ca
0 A - C—
4
0 0 A
a C a C a C
1°5 25 3’s
C C C
2 3 4
1+5 aOCS Cl
+ (-1 C T 0
1 2
cz
A T,
3
0 A
0 0

De nueva cuenta desarrollando estos nuevos determinantes por

los cofactores de la primera linea, queda:

. 63 a
A A T 0 - A
4
C4
0 A - C—
5
a C5 a305
C c Ata,
3 4
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aOCS C2 ale
C en 0 0 - A C 0 0 0} =0
2 3 2
C3
A T 0 0 0 0O
4
C4

haciendo operaciones se tiene:
2 .2
AT[A" (A +a)+at+tAral+r+art+ta =0
4 2 3 1 ]
o equivalentemente:
5 4 3 2
A+ald+aArd+ar+ar+a=0
4 3 2 1 0
que es exactamente la misma ecuacién que se habia encontrado al

calcular solucjones en la ecuacién de quinto orden.

4.4 EJEMPLOS.

Ejemplo 1.- Considérese la ecuacién:
y’'(t) + by (t) + q y(t-r) + k y(t) = 0
donde b, g, k y r son numeros mayores que 0 y tales que b > q.
La ecuacién caracteristica de esta ecuaciéon diferencial es:

r

A2+bA+qu"A+k=0
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Se mostrard que toda raiz de esta ecuacién caracteristica

tiene parte real negativa.

Supéngase, por contradiccién, que A = p + iw es raiz de la

ecuacién caracteristica, con p = 0.

Si w=0, entonces A = p y p°+ bu + qu e "'+ k = 0. Asi que

w # 0.

Ahora, con w # 0 calculese:

A% bA + gr e k

Im = Im (0)
W

2uw + bw + g e M (w cos wr - 4 sen wr)

w

sen wr sen Wr

wr

0=2p+b+ge M (cos wr - pr ) > btge " (cos wr - pr )

Ahora, para que en esta \ultima expresiéon se realicen la

operacjones en las condiciones mas desfavorables, se necesitaria

. . . sen wr ,
que simultaneamente ocurriera que cos wr = - 1 y - 1, asi
entonces, quedaria de la siguiente manera:
_“r
0 > b-qe " (I+ur) > b-q > 0O
Contradiceién !!; por lo tanto A tiene " parte real negativa,

asi que toda solucién de la ecuacién dada, tiende a cero cuando t

tienda a infinito.
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Ejemplo 2.- En la ecuacién:
y'(t)==by(t-r)

dénde b > 0 y O = br < g, se quiere mostrar que toda solucidn

tiende a cero cuando t tiende a infinito.

Soluciéon. Sea A = p + iw una raiz cualquiera de la ecuacién

caracteristica:
A=-be ™
entonces:
priv = -be M (cos wr-isen wr)
de aqui:
pu=-be Mcos wr 'y w = beHsen wr
por tanto:
wr = bre Msen wr < -g— e Msen wr
o sea:

n
0 < < 5
wr < 5

esto implica que cos wr € [0,]1]] y como b >0 y eM¢ 1 se sigue

que:
p=-be Mcos wr < 0
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por tanto la parte real de A es negativa. De aqui que toda solucién

de la ecuacién:
y'(t)==by(t-r)

por tener parte real negativa tiende a cero cuando t tiende a

infinito.
Ejemplo 3.- En la ecuacidn:

y(t) + by’(t) + qy'(t-rl) + ky(t) + py(t-rz) =0

dénde, b, q, k, p, r.yr,son constantes no negativas con b>q+pr2

se quiere mostrar que toda solucién tiende a cero cuando t tiende a

infinito.
Soluciodn:

Sea A =pu +iw con pz 0 una raiz de la ecuacién caracte-

ristica:

) —Arl —Arz
AT+ bA + qAe + k +e =0

Se consideraran dos casos particulares, w =0 y w # 0.
Caso 1.- w =.0, entonces:
A=pz0
por tanto:

2 My mAr,
p+ by + gque + pe =0

no podra ser satisfecha por el valor propuesto para u.
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Caso 2.- w # 0. Se calcula:

, Ar Ar,
A%+ bA + gAe + K t e
Im = Im (0) = 0.
w
De aqui:
~Mr, sen wr, -fr_ sen wr
O=2u+brqe “(cos wr - ur—-——)-pr e —Q57— >b=q-pr,

wr
2

entonces se tendra:

0> b—(q+pr2) >0

Contradiccién !, por lo tanto u < 0.

Ejemplo 4.- Se quiere determinar la naturaleza de la solucién de la

ecuacion:

() = =2 x(t - & >
x'(t) = 2x(t 4)+sen2t tz=0
para valores grandes de t, dada X ¢ € €.

Solucién:

Se trata de una ecuacién no homogénea cuya solucién particular

se puede encontrar por el método de coeficientes indeterminados.

i.e.:
x(t)=A cos 2t + B sen 2t

x’'(t)=-24 sen 2t + 2B cos 2t
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x(t ~ -Z— )=A cos 2(t - —:— )+B sen 2(t - —z— )=A sen 2t - B cos 2t

sustituyendo en la ecuacién por resolver se obtiene:

A= -2, B=0

por lo tanto:

x(t) = ~2 cos 2t

Ahora para y(t) solucién de la ecuacién homogénea asociada:

'p)= =3 -r
y'(t)= 2y(t 4)

ésta ecuacién tiene exactamente la forma de la ecuacién del ejemplo

2 y aqui:
b=3>0; r=2
por tanto:
0_<.br‘<E de donde br=§n<E
2 8 2
asi que y(t) tiende a cero cuando t tiende a infinito, esto es,

solucién de la ecuacién planteada quedara asi:

x(t)=x(t)+y(t)

dénde y(t) - 0 cuando t » .
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Finalmente, se hara una revisién del

4.5 METODO DE VARIACION DE PARAMETROS

En la solucion de sistemas de ecuaciones diferenciales
ordinarias, lineales no homogéneas; una de las tecnicas de mayor
importancia para encontrar soluciones es el llamado método de
variacién de parametros, técnica que puede emplearse para resolver

sistemas de ecuaciones lineales no homogéneas, con retardo del tipo

siguiente:

y'(t) = z A, y(t-r) + h(t) (4.12)

J=1

donde h es una funcién vectorial continua con valores definidos en

J = [tO,B) y rj e {0,r] constantes.

Dado cualquier ¢ € €, los teoremas anteriormente citados

aseguran la existencia de una Unica funcién:
n
y:[to—r,B) >R

tal que satisface y.= ¢ y resuelve la ecuacién (4.12) en todo
0
[tﬂ,B).

Para enfatizar la dependencia del valor y de to Y ¢, es usual
denotar y(t) por medio de la expresién y(t;to,qo) y se Qquiere
expresar dicha y(t;to,q)) en términos de la solucién de la ecuaciéon

homogénea:
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m
x'(t) = z A x(t-r) (4.13)

3=1

Esto se muestra a través de la aplicacion del:
Teorema de la variaciéon de parametros:

Sean An’ vens Am y h continuas en [to,B) y O = rJ =< r para

J = 1,.., m. Entonces por cada ¢ € €, la unica solucién de (4.12)

que satisface y = ¢ esta dada por:
0

t

y(t) = x(t;to,qa) + J x(t;s,h(s)u)ds

t
0

1 -r = 1 < B

donde u:[-r,0] > R y bajo la regla de correspondencia:

0 para -r=¢0<20
u(o) =
1 para c=0

Observacién: se puede interpretar ésta expresién de la
siguiente manera. Para obtener la solucién de la ecuacién (4.12)

con condicién inicial y, = ¢ se empieza con la solucién de la
o v
ecuacion homogénea con la misma condicién inicial. A esto se agrega

una suma infinita (la integral) de las soluciones de la ecuacién

homogénea con valores iniciales h(s)u para todos los valores de s,

desde to hasta t.
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La prueba de este teorema se puede encontrar en Driver cap. 7.

Sin embargo aun cuando el teorema proporciona un método muy
general para resolver sistemas como el (4.12), las expresiones para
x(t;to,qp) y x(t;s,h(s)u) no se encuentran disponibles de forma
simple por lo que el teorema no se acostumbra emplear como férmula
para calcular soluciones explicitas, como se hace en ecuaciones
diferenciales ordinarias. Sin embargo en muchas ocasiones se puede
obtener informacién muy Otil acerca de las soluciones sin
conocerlas realmente y para ello, el siguiente teorema proporciona

la informacién deseada:

Teorema 4.- En particular si el sistema (4.12) tiene
coeficientes constantes y las raices de la ecuacién caracteristica,

todas tienen parte real negativa y h es acotada entonces, toda

solucién de:

y'(t) = X A y(t-r) + h(t)

j=1

es acotada.

Ejemplo.- Suponiendo que h(t) es continua y acotada se quiere

determinar la naturaleza de las soluciones de la ecuacién:

1A
<
A

x'(t) = =x(t-r) + h(t) 0

rolR

Solucién. Como se vio en el problema 2 de la seccién 4 de éste
capitulo (pag. 99) las raices de la ecuacién caracteristica, tienen
todas, parte real negativa y como h(t) es continua y acotada, se
satisface el teorema anterior y por lo tanto todas las soluciones

de:

x'(t) = -x(t-r) + h(t)

son acotadas.
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CAPITULO 5

EL METODO DE RUNGE - KUTTA - FEHLBERG, CON INTERPOLACION DE HERMITE
PARA LA SOLUCION DE ECUACIONES DIFERENCIALES CON RETARDOS

DISCRETOS.

5.1 INTRODUCCION.

Para finalizar este trabajo, se resolveran algunos ejemplos de
ecuaciones diferenciales con retardo por el método de
Runge-Kutta-Fehlberg de orden 4 y 5, (al cual se hara referencia,
de ahora en adelante, con el simbolo R.K.F.H.(4-5))con control
automatico del paso. Para aproximar el retardo, debidd a que el
método proporciona ademas el valor de la derivada en cada punto
calculado, se utilizard una interpolacién de Hermite para asi poder

avanzar, paso a paso, en la solucién de la ecuacién propuesta.

El problema consistird entonces en resolver la ecuacién

diferencial con retardo, de la forma:

*

y'(t) = f(ty(t),y(t-r)); t,=t<B
sujeta a la condicién inicial:

y(t) = o(t) t-rsts=t

5.2 DESCRIPCION DEL METODO NUMERICO.

Los métodos numéricos del tipo Runge-Kutta-Felhberg, son de

los llamados métodos de un paso con control automatico.
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Si y es el valor actual de la solucion en el punto tn y h es
n

el ancho del paso, entonces, para una ecuacién diferencial

ordinaria de primer orden, de la forma:
y'(t) = f(t,y(t))

y( to) =Y,

el valor de la solucién en t = t + h se obtiene por medio de:
n+ n
= , h
‘yn+l yn+ h f(tn' yn )

E! argumento retardado se designara por medio de:

e(t-r) O0=ts=r

z(t) =
Hq(t—r,(y‘),(y’x)) t>r

donde r es el retardo y H es el polinomio de Hermite de grado q,
q
que tiene como puntos de soporte a y, y’, valores de la solucién
1 1

y su derivada en los puntos { = 1, Z, .. que se encuentran en un

intervalo de ancho igual al valor del retardo.

De esta manera, el método R.K.F.H.(4-5) con interpolacién de
Hermite que se empleard para calcular la solucién de una ecuacion

con retardo en un intervalo de longuitud r, sera:

y =y +hf(t,y, z(t), h)
n n n

n+l

t =t+h
n

n+l

y: = £ Ly ot D)

+1 1 n+l
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Para calcular la solucién en el intervalo [to,to+r].

se aproxima la funcién y(t-r) por medio de 6(t-r) y entonces se

resuelve la ecuacion diferencial ordinaria:

y’(t) = f(t,y(t),e(t-r)) en [to,t0+r]

por el método R.K.F.H.(4-5).

A continuacién, para avanzar el siguiente intervalo de ancho
r, como sélo se tiene un conjunto de puntos generados por el método
numérico, asi como la derivada en cada uno de estos puntos, se
utiliza el método de interpolacion de Hermite para obtener la

funcién que aproximara a la expresiéon que tiene el retardo.

Una vez calculada la nueva expresiéon para el retardo, se
vuelve a aplicar el método R.K.F.H.(4-5) para obtener los puntos de

soluciébn de la ecuacién, pero ahora en [t0+r,t0+2r] y asf

sucesivamente, hasta el punto final en doénde se quiera calcular la

solucion.

Las formulas que se utilizardn en cada paso del problema

son las siguientes:

}\'.l = hf(tk,yk)

_ 1 1
kz.* hf(tk+ Z h’yk+ Z kl)

_ 3 3 9
ka.— hf(tk“‘ é h,yk+ 3—2 kl+ 'ﬁ kZ)

. 12 1932 7200 7296
k= hf(E+ 5 Ry * o755 K= 5705 K* 5797 k)
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_ 439 3680 . _ 845
k= hf(t + hy + >5¢ k- 8k * 553~ k= 7755 K,/

) 1.8 _ 3544 1859 . _ 11
k= hf(t+ 5 Ry - 55 k+ 2k - 500z k. + 7957 K.~ 30 &’

Con estos seis valores se calculan dos aproximaciones a la

soluciéon por medio de las siguientes expresiones:

25 1408

_ 2197 1
Y™ Yi* 276 X" 7565 Kot k

k

ka 4104 “a

Gl
[0

, 6656 28561 Kk 9 Kk 2 Kk

z=y+1_6_k —— k + —— - +- —
k+1 k 135 1 12825 "3 56430 4 50 s 50 e

E! error se calculara por medio de:

Izk+l_ ylﬁlI

El tamafio 6ptimo del paso, se calcula multiplicando el escalar

s dado en la, siguiente expresion:

LR

Tol * h

lekd-ykﬂ]

por el tamafio corriente del paso h.
Tol es la tolerancia permitida para la solucién.

Es importante aprender que un tamafio fijo de ancho de paso, no

siempre es la mejor estrategia para resolver el problema.

109



Ahora bien, sucede que para obtener la solucion de una
ecuacién diferencial con retardo en un intervalo cualquiera, mayor
que r, se requiere conocer valores de la expresién con retardo, en
puntos que no han sido calculados. Asi que, antes de proceder al
calculo de valores de la solucién en instantes corrientes de t, se
necesitara obtener primero, el polinomio de Hermite que pase por

los puntos calculados en el paso anterior.

Este calculo se obtiene por medio de diferencias divididas,
pues se tiene, ademas de los valores de solucién, con un pequefio
calculo adicional, el valor de la pendiente de la solucién en cada
punto calculado, ya que ésta es el segundo miembro de la ecuacién

diferencial con retardo que se esta resolviendo.

En éste paso, se puede tener una cantidad considerable de
puntos en un intervalo de ancho r, y asi, el polinomio de Hermite
tendria un grado muy alto, lo que implicara, un considerable

trabajo de céomputo para su calculo.
Esto puede salvarse gracias a la aplicacién del siguiente:

LEMA. Si p 2 1 es el orden de consistencia de un método
numérico, f y e son suficientemente diferenciables y
f(t,y(t),z(t),h) es Lipschitz con respecto a y y 2, entonces el
método R.K.F.H.(4-5) tiene como orden global de convergencia,
min{p,q}; donde q es el grado del polinomio de Hermite, debido a

los puntos de soporte (ti,yi,y',).
1

Este lema permite simplificar el calculo del polinomio de
Hermite, pues sera suficiente con seleccionar un minimo de puntos
en el intervalo en proceso de solucién para calcular el polinomio
correspondiente, dado que seria ocioso tener polinomios de alto

grado para la precisiéon del método numérico empleado en éste caso.
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5.3 PROGRAMA Y EJEMPLOS.

Para aclarar con mayor precision el método, se propondra a
continuacién un programa, en lenguaje Pascal, para resolver
ecuaciones diferenciales con retardo igual a 1 del tipo:

y'(t) = f(t,y(t),y(t-1)) tz0

y(t) = o(t) -1st=Q
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