Universidad Autonoma de Querétaro

Investigacion de

Operaciones ||

Apuntes
Profesor: ISC Armando Gonzalez Basaldua

Alumna: Gabriela Ugalde Brisefo
Expediente: 184005

2013




Contenido

(@Y o 1 0 OSSR 6
Introduccion a la Investigacion de Operaciones (I0) .......cooiveiieie e 6
1.1 Naturaleza de la Investigacion de OPEraCIONES...........ccccuiiiiiieirierieieee et 6
1.2 Impacto de la Investigacion de OPEIACIONES ...........ccuiiriiiiieiieisie ettt see s 7
RS Lol oToToo Jo [T o1 E] (o] 1 I- VA USSP 7
1.4 ¢ Qué es la Investigacion de OPEIraCIONES? .........ccoiiiirieiiriie ettt sb e see s 8
1.5 Una propuesta especialmente poderosa para la toma de decCiSIONES. .........ccccecveveivieieevesiieseennnns 9
1.6 La Propuesta de Valor de la Investigacion de OPEracCiONesS ...........cccvereeeirerieeneneiesese s 10
1.7 HISTOMAS T8 EXITO. ..i.vitiitiitieiiesieitesie sttt ettt b et b ettt et bbbt bt e bt e b e st e e e b et e benbenbe et e nneas 12
IR ST O o [od U1 [ ] o ISP 12
(@1 o 11 (V][0 T2 OSSO 13
(@d0] g [o1=] o] (o Jo (3N =T 1 (o] TSR P PP PO PP PTPT PR VRPRORON 13
0 B o (01T o) [0 T PSP PRPR 13
2.2 EITOreS POI tIUNCAIMIENTO . .. ..uitiitiiiieiiet ettt sttt s s e s et et e st s bt e be e s e e e et e b e abenbeebeene e 13
A Y (o] (I o To] g (=T (o] gTo [T o BT PSP P TP T PP 14
2.3 ClasifiCaCiON 0 10S EFTOIES. .....cuiiiiiiiiieiieii ettt bbbt ettt bt besne e 15
2.4 PrecCiSiON Y @XACHTIUT .......cviiiiiieiiiteieieie ettt sttt b e b et s et bt b et een et e 19
2.5 EJErCICIOS RESUEITOS .......ccuiiiiiiite ettt ettt et e et e e ae e s teeseesbaesbeestesseesteenseereesaeeneens 19
2.6 EJEICICIOS PIOPUEBSIOS ..ottt bbbkttt b bbbt b bt e bbb e bttt be s 21
(@ o 161 R OSSPSR 22
(0 0 1] 1o J SRRSO 22
I 0 I [ o1 o To [8 o (o ] ISR 22
3.2 MEJOras €N L.LBEAN. ...ttt bbbttt bbb 23
3.3 Modelos de ProNOSHICOS CAUSAIES..........ccuiiiiiiiciece ettt et ae e steene e e sneeeeas 26
G N VS (=N [T O [ Y= 1SS SSRRPPOSN 28
3.4.1 Ajuste rapido Y QPrOXIMEAAO. .....c.eiuiiiirieitiiiisieieiet ettt bbbt se et et et st sbesbeeneas 29
3.4.2 AJUSEE CaUSAl LINEAL........ei e 32
3.4.3 Ajuste CauSal CUAAIALICO .........coueiiiiirieiieii ittt bbbttt st sbe e ene s 35

3.5 Modelos de Prondsticos mediante Series de TIEMPO .......cccccveiieiieiieiie i 38
3.5.1 AJUSTE A CUINVAS ...tttk sttt b bbbt b et e e bbbt e bbbt e b e e b et st e sbenbenne s 39

3.6 Promedios MOViles: PrediCCiON d€ VENTAS. .......ccouviiiiieieiicecieeeee et 41
3.6.1 Promedio movil sSimple para N-PeriOOS. .........couiiiiiiiiieiieieiee e 42

3.7 Regresion Lineal y Regresion MUILIPIE .........coioiiiiiie ettt 44
3.7.1 ClaseS € REQGIESION .....cceeiiieie ittt e et re et eatees e sseesaeeseeaseesseeseesneesseesseaneesneenseas 44

3.8 ProNOSHCOS CUAITALIVOS .......veiviiiiiiieiieieieiie ettt b bbbt b et s e e e bbb et be s e 52



TS 700 AN 101 Tox o N0 [ =) o= (01 SRS 52

3.8.2 Panorama de 10S MEt0dOS CUAIIALIVOS. ........ccueieiiiiiiiiie e 53

3.9 EJErCICIOS RESUEITOS.......ccuiiitieieitieie ettt sttt e et e b et e e e e eseesbeentesneesteeaeeneenneeneeas 55
3.10 EJEICICIOS PrOPUEBSIOS ...ttt ettt b bbbtk b e bt et e bbbt b e 68
CAPITULO 4 ..ottt btk b st s bbb 4t b e e bRt e Rt e R e e b e b e b e e b e bt e bt e b e e st e st et e nb et e nbeebeebenreas 71
Modelos de redes de programacion lINEAI (PL) .......c.ccoioioioiiie it 71
ot I 1o £ Yo [1 o o1 [ ] o ISP 71
4.1.2 Caso TOYONSON MOTOIS, INC.....oiiiiiiiiiii ittt e s nabe e e nnnes 71
4.1.3 Analisis de [a TOYONSON MOTOIS INC. ....cvciiiiiiieiiie et sne e eneas 73

4.2 TerminOlogia 08 REUES ......ccueciiiieie ettt ettt e esae e teeneesbe e beanaesreesaeaneenneenneas 74
4.3 Andlisis de una Red de Distribucion de AUtOMOVIIES ...........ccociiiiiiiiiieee e 76
4.3.1 Planteamiento de Programacion Lin€al (PL).........ccccceiieiiiieiicie e 77

4.4 Problemas propuestos de Flujo de COStO MiNIMO. ........cccoiiiiiiiiiiincse e 79
4.5 WINQSB 2.0 ..ttt et b e et be bt b e Rt Rt e Rt et e b e R b e Rt Rt Rt R e Rt et et et nbenbenbenne e 83
4.6 El problema de la rULA MAS COMA ........ooiiiiiiiiieee ettt be e 84
4.6.1 Problemas propuestos de la RUta MAS COMa..........ccoeiieiiiiieiicie e 86

4.7 El Problema de FIUJO MAXIMO..........oooiiiiiiecie ittt ae et eae e e sraesaeenneaneenneas 88
4.7.1 Problemas propuestos de MAxXimo FIUJO. ... s 91

4.8 Algoritmo de Arbol de EXPanSion MINIMA ...........c.cceuivieeeeeieeeeeeeeeee s 93
B0 o1 1Y/ [ F= T L= 95

4.9 PERT/CPM/LPU/ROY/RAMPS ... .ttt ettt sttt ne st e et sttt nneane e 97
4.9.1 Problema de PERT/CPM ...ttt ettt aeaneesneenneeneeaneessaeneenneenns 98
4.10 MELOAOS CPM Y PERT ..ottt sttt st b ettt et e et e st be b neenes 100
4.10.1 RepresentacioOn €N A ..........ccoiiiiiiieieieieiee ettt sttt et besbe e eseebesbeseeneene e 101
o O B =T 0 0] o] (o TSRS 103
4.10.3 GlOSAriO A€ LEIMINOS .....eeieieieite sttt e st et e saesaeeseeseeseeneeseetensesseareeneeneens 104
4.10.4 Problemas propuestoS CPM/PERT ..o 105
(@Y o 161X 2 TSSO 107
ANalisis de procesos de lINEAS U8 ESPEIA.........ciiiiiiieieie ittt sb e sbe s 107
o0 A [ o1 (o To [F o [0 ] o ISP 107
5.2 CASO Guarantee Bank and Trust COmMpPany, INC. ..o s 108
5.3 Clasificacién de los sistemas de lineas de espera (COlas) .........ccovveveiieiieie e 110
5.4 NUmero de etapas y de Canales 0€ SEIVICIO ......ccuuiiiiiiiiiiiiiiieieie ettt 110
SR N [o] 7= Vi o g I e [N A= o - | OSSP 111
IO @1 = S oo 0 510 (] = Tox o] =TSSR 113
5.7 Analisis del Caso del Guarantee Bank And Trust COMPANY ........ccccceveieiieieniieiennienese e e 114
5.8 Comparacion de los sistemas actual Y PropUESTO.........cc.ecveiierieiieieeie e 114



5.9 Patrones de llegada Y A€ SEIVICIO ........c.ccveiiiiieiieie ettt te e steeneesneenes 115

5.10 Caracteristicas de las Lineas de ESpera M/M/L .........cccociiiiieieneienie s 116
5.10.1 LIEQgAdas @l@AtONIAS. .......ccueiuieieiiieieeie ettt sttt te e e e s teeae e e e s te e beeneenreenreenee e 116
5.10.2 TiempOS de SErVICIO @IEALOIIOS .......c..eiviiiiriieiieieieites ettt sb b 117
5.10.3 Comentarios sobre las distribuciones de probabilidad ..............cccoeiiviviiieiieicc e 118
5.10.4 Condiciones de eStad0 €StACIONANIO .........cceueieriirieriirie et se e 119
5.10.5 Recopilacion de datos y distribuciones de probabilidad............c.cocooiiiiiiiiinniiice, 120
5.10.6 Consideraciones para las lineas de espera M/M/L .........ccccocevveieiieiieeie s 121
5.10.7 Caracteristicas de operacion de las lineas de espera M/M/1..........ccccooevivininninieneinennnn. 122
5.10.8 EJEMPIO HUSTIALIVO .....ccuviiiieiiecie ettt sttt et s e s teeaeesaesba e beeneesneesneenee e 124
5.10.9 Comentarios sobre el caso del Guarantee Bank and TruSt...........ccocoviiiiinieieneneneseeen 127

5.11 Caracteristicas de las Lineas de Espera MIMIS. .........c.coooii i it 128
5.11.1 Caracteristicas de OPEIrACION ..........ccceiiiieieiie ettt bbb sbe b 128
5.11.2 EJEMPIO IUSTFALIVO .....ccuviiiiiiicc ettt et e te e teere e s be e beeneesreenreenee e 129
5.11.3 Comentarios sobre el caso del Guarantee Bank and Trust (continuacion)....................... 130
5.11.4 EJemMPIO ECONOMUCO ......couiiiviiieciie ettt ettt ettt sttt ettt e s esteeteesaesbeebeeneesneenreenee e 131
5.11.5 Solucion para el ejemplo del CasO M/M/L ..o 133
5.11.6 Solucion al ejemplo del caso para M/M/S..........ccine e 134

5.12 Otros Modelos de LiNeas d€ ESPEIa.........ccccciiiiiiiiiiieie ettt sae e 136
Lo I R = o= 1Yo I 1Y SR 136
5.12.2 Bl CASO MID/L ..ottt ettt bbbttt ne et e et et e et eneene e 138

L R B =TS 1 1= o TSRO PPRTRPP 139

TN I €1 (01T T 4 o RSP RR 140

5.15 EJErciCiOS SOIUCIONAUOS .........couiiiiiiieiiiiiesii ettt bbb s 142

5.16 Problemas propuestos Lineas de ESPEIa. ......ccccviveiieiiiiieieee ettt 145

(@ Y o I 1 I TSP 150
Programacion DINAMICA.........c.eiueiiiieiie ettt sttt e ettt e e s e st e b et e beebe e eseabeneeneereeeenes 150

(G I [ a1 (oo (U Todox o T o USSR ST STPRPRPRIN 150

6.2 CASO Fabrica de TOrtillas Mi TIEITA.......c.cciueiiee it esie et e e ste e e e steaneesneenes 151

6.3 Consideraciones y Terminologia de la Programacion DIinamica. ...........ccccccvevieveivieiiesecrie s 159

6.3.1 DESCOMPOSICION ...ttt sttt b bbbt b e s e e s e s b e b e b e nb e eb e e bt eb e e s e e ne e s e b e besbesbeebenre s 159
6.3.2 Etapas, variables de estado, rendimientos, decisiones y relaciones recurrentes................ 160

6.4 Aplicaciones de la Programacion DINAMICA. ........ccccoeiiiiriiiiinieieie ettt 162

6.4.1 Revision del problema de la ruta MAS COMa .........cccoeiiiiiiii i 162

6.5 Ejercicios de Programacion DINAMICA .........ccuuueiiriiieieiesiisesieeie ettt sbe e 166

6.6 Problemas propuestos con Programacion DINAMICA ..........ccccevereiiieieieiieeseeieie e 172

CAPITULOD 7 ettt bbbt b st b b bbbt e bt e st e b e b bt e b e e bt e bt e bt e st et et e et s bt et e bt en e e 173



Y10 4181 = Te (0] o TSR 173

4% N [ g1 (oo (U Todox o T o SRRSO 173
7.2 CoNCEPLOS Y LEIMINOIOGIA ...cveeieeiece ettt e e e te e e e e re e teaneeaneenns 174
7.2.1 Definicion de SIMUIACION. ......cuiiiiiiecece ettt ntesbeereereans 174
7.2.2 Proceso de planteamiento de modelos y SIMUIACION ...........cccocveveiieiiiie s 176
7.2.3 Manejo de una simulacion a través del IemMPO ... 178
7.2.4 MUESIIE0 MONEE CArlO......eeivieiiiiie ettt et ne e s re e beeneeeneenrs 179

7.3 CASO B & D Manufacturing, INC. ........ccooiuiiieiieiiiie sttt nte e e aneennas 181
N A @ 1 PR 183
VIS CoTo [olo [ P =T | F= e [ O = o = USSR 183
2] o] [ToTo = U = VOSSO 188



CAPITULO 1

Introduccion alaInvestigacion de Operaciones (10)

1.1 Naturaleza de la Investigacion de Operaciones

Como su nombre lo dice, la investigacion de operaciones (IO) significa "hacer investigacion sobre las
operaciones”. Entonces, la IO se aplica a problemas que se refieren a la conduccion y coordinacion

de operaciones o actividades dentro de una organizacion.

La parte de investigacion significa que en gran medida se usa el método cientifico. En particular, el
proceso comienza por la observacion cuidadosa y la formulacién del problema incluyendo la
recoleccion de los datos pertinentes. El siguiente paso es la construcciéon de un modelo cientifico -
por lo general matematico, que intenta abstraer la esencia del problema real. Se propone la hipotesis
de que el modelo es una representacion lo suficientemente precisa de las caracteristicas esenciales
de la situacién como para que las conclusiones o soluciones obtenidas sean validas también para el
problema real. Después, se llevan a cabo los experimentos adecuados para probar esta hipoétesis,
modificarla si es necesario y eventualmente verificarla. Entonces, en cierto modo, la IO incluye la
investigacion cientifica creativa de las propiedades fundamentales de las operaciones. Sin embargo,
existe mas que esto, en particular, la 10 se ocupa también de la administracién préactica de la
organizacién. Asi, para tener éxito, debera también proporcionar conclusiones claras que pueda usar

el tomador de decisiones cuando las necesite.

Otras caracteristicas de la 10 es su amplio punto de vista que intenta resolver los conflictos de
intereses entre las componentes de la organizacion de forma que el resultado sea el mejor para la
organizacién completa y adicionalmente lo que la 10 intenta es encontrar la mejor solucién, llamada
solucion optima. Se dice que se pretende obtener una mejor solucion y no la mejor solucion porque
pueden existir muchas soluciones que empaten como la mejor. Es importante la "busqueda de la

optimidad" ya que es un aspecto importante dentro de la 10.



1.2 Impacto de la Investigacion de Operaciones

La 10 ha hecho contribuciones significativas al incremento de la productividad dentro de la economia
de varios paises. Hay ahora mas de 30 paises que son miembros de la International Federation of
Operational Research Societies (IFORS), en la que muchos de estos paises cuentan al dia de hoy

con una sociedad de 10. Sin duda, el impacto de la 10 continuara aumentando.

1.3 Un poco de historia.

Las raices de la investigacion de operaciones se remontan a muchas décadas, cuando se hicieron
los primeros intentos para emplear el método cientifico en la administracion de una empresa. Sin
embargo, casi siempre se atribuye a los servicios militares prestados a principios de la segunda
guerra mundial el inicio de la actividad llamada |0. Debido a los esfuerzos bélicos, existia una
necesidad urgente de asignar recursos escasos a las distintas operaciones militares y a las
actividades dentro de cada operacion, en la forma mas efectiva. Por esto, las administraciones
militares americana e inglesa hicieron un llamado a un gran nimero de cientificos para que aplicaran
el método cientifico a éste y a otros problemas estratégicos y tacticos. De hecho, se les pidi6 que
hicieran investigacion sobre operaciones militares. Estos equipos de cientificos fueron los primeros
equipos en aplicar la 0. Con el desarrollo de métodos efectivos para el uso del nuevo radar, estos
equipos contribuyeron al triunfo del combate aéreo inglés. A través de sus investigaciones para
mejorar el manejo de las operaciones antisubmarinas y de proteccion, jugaron también un papel

importante en la victoria de la batalla del Atlantico Norte, entre otros.

Al terminar la guerra, el éxito de la 10 en las actividades bélicas generé un gran interés en sus
aplicaciones fuera del campo militar. Como la explosion industrial seguia su curso, los problemas
causados por el aumento en la complejidad y especializacién dentro de las organizaciones pasaron
de nuevo a primer plano. Comenzé a ser evidente para un gran niamero de personas, incluyendo a
los consultores industriales que habian trabajado con o para los equipos de 10 durante la guerra, que
estos problemas eran basicamente los mismos que los enfrentados por la milicia, pero en un
contexto diferente. Cuando comenzé la década de 1950, estos individuos habian introducido el uso
de la 10 en la industria, los negocios y el gobierno. Desde entonces, esta disciplina se ha

desarrollado con rapidez.



Se pueden identificar por lo menos otros dos factores que jugaron un papel importante en el
desarrollo de la 10 durante este periodo. Uno es el gran progreso que ya se habia hecho en el
mejoramiento de las técnicas disponibles en esta &rea. Después de la guerra, muchos cientificos que
habian participado en los equipos de 10 o que tenian informacion sobre este trabajo, se encontraban
motivados a buscar resultados sustanciales en este campo; de esto resultaron avances importantes.
Un ejemplo sobresaliente es el método simplex para resolver problemas de programacion lineal,
desarrollado en 1947 por George Dantzing. Muchas de las herramientas caracteristicas de la 10,
como programacion lineal, programaciéon dinamica, lineas de espera y teoria de inventarios, fueron

desarrolladas casi por completo antes del término de la década de 1950.

Un segundo factor que dio impetu al desarrollo de este campo fue el advenimiento de las
computadoras. Para manejar de una manera efectiva los complejos problemas inherentes a esta
disciplina, por lo general se requiere un gran numero de calculos. Llevarlos a cabo a mano puede
resultar casi imposible. Por lo tanto, el desarrollo de la computadora electronica digital, con su
capacidad para realizar calculos aritméticos, miles o tal vez millones de veces mas rapido que los
seres humanos, fue una gran ayuda para la 10. Un avance mas tuvo lugar en la década de 1980 con
el desarrollo de las computadoras personales cada vez mas rapidas, acompafado de buenos
paquetes de software para resolver problemas de 10, esto puso las técnicas al alcance de un gran
namero de personas. Hoy en dia, literalmente millones de individuos tienen acceso a estos paquetes.
En consecuencia, por rutina, se usa toda una gama de computadoras, desde las grandes hasta las

portétiles, para resolver problemas de 10.

1.4 ¢Qué es la Investigacion de Operaciones?

En pocas palabras, la investigaciéon de operaciones es la disciplina de la aplicacion de métodos

analiticos avanzados para ayudar a tomar mejores decisiones.
Mediante el uso de técnicas como el modelado matemético para analizar situaciones complejas, la
IO da a los ejecutivos la facultad de tomar decisiones mas eficaces y construir sistemas mas

productivos sobre la base de:

e Datos mas completos.



o Consideracion de todas las opciones disponibles.
¢ Predicciones meticulosas de resultados y estimaciones de riesgo y el

e Uso de herramientas y técnicas de decisién mas recientes

1.5 Una propuesta especialmente poderosa para la toma de
decisiones.

La 10 es Unica. Es lo mejor de su género, pues emplea métodos altamente desarrollados puestos en
practica por profesionales especialmente capacitados. Es poderosa, pues usa herramientas y
tecnologias avanzadas para proporcionar potencia analitica que ningun software u hoja de calculo
ordinarios pueden proporcionar. Y se hace a la medida del usuario, debido a que un profesional de
la 10 le ofrece la posibilidad de definir su problema especifico de manera que aproveche al maximo
sus datos y descubrir las opciones mas beneficiosas para usted. Para lograr estos resultados, los

profesionales de la IO aprovechan las ultimas tecnologias de andlisis, incluyendo:
e Simulacién. Da la habilidad de probar enfoques y poner a prueba las ideas para la mejora.

e Optimizacién. Se reducen las opciones que usted tiene hasta llegar a lo mejor de las
mejores cuando existen virtualmente innumerables opciones viables y su comparacién es
dificil.

e Probabilidad y Estadistica. Ayuda a medir el riesgo, hace mineria de datos para encontrar
conexiones e ideas valiosas, se ponen a prueba las conclusiones, y se hacen previsiones

fiables.

La IO ha mejorado organizaciones y experiencias por dondequiera que usted mire. Desde una mejor
programacién para las tripulaciones de las aerolineas hasta el disefio de lineas de espera en los
parques tematicos de Disney. Desde un nuevo negocio formado por dos personas hasta los 500
lideres empresariales que figuran en la revista Fortune®. Desde la decision de planear recursos
globales hasta la optimizacibn de cientos de rutas de entrega local. Todos se benefician

directamente de la 1O.



1.6 La Propuesta de Valor de la Investigacion de Operaciones

La Investigacion de Operaciones ofrece de manera consistente un valor — de estratégico a tactico, de
antes a después de los gastos - importante y significativo a las organizaciones y los ejecutivos que
la usan. En todo el mundo organizaciones de negocios, de la milicia, del cuidado de la salud y del

sector publico estan descubriendo los beneficios del gran alcance de la 10, incluyendo:

e Visién de Negocios. Proporciona una comprension profunda cuantitativa y de negocios de

problemas complejos.

e Rendimiento de Negocios. Mejora el rendimiento del negocio mediante la incorporacion de
modelos inteligentes en los sistemas de informacién organizacionales para mejorar la toma
de decisiones.

e Reduccion de costos. Encuentra nuevas oportunidades para disminuir costos o inversion.

e Toma de decisiones. Evalla los resultados probables de las alternativas de decision y el

descubrimiento de mejores alternativas.
e Prevision. Proporciona una mejor base para un pronéstico y planificacion mas precisos.
e Mejora de la programacion. Eficiente programacion de personal, equipos, eventos y mas.

e Planificacion. Se aplican técnicas cuantitativas para apoyar las operaciones, la planificacion

tactica y planificacion estratégica.

e Fijacion de precios. Determinacion dinamica de precios de productos y servicios.

e Productividad. Ayuda a las organizaciones a encontrar la manera de hacer que los procesos

y personas sean mas productivos.

e Utilidades. ElI aumento de las ganancias o el retorno de la inversion, incrementando la

participacion en el mercado.
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e Calidad. Mejora de la calidad, asi como la cuantificacién y el balance de las consideraciones

cualitativas.

e Recuperaciéon. Se obtiene un mayor control y se logra el turn-around (porcesamiento de

ordenes).

e Recursos. Se logra una mayor utilizacion de equipos, instalaciones, dinero y personal

limitados.

¢ Riesgo. Medicion cuantitativa de riesgos y el descubrimiento de los factores criticos para la

gestion y la reduccién del riesgo.

e Procesamiento. Se aumenta la velocidad o el procesamiento y se disminuyen los retrasos.

La 10 puede ayudar a los ejecutivos de hoy en dia con muchos de los retos especificos que

enfrentan, tales como:

e Decidir dénde invertir su capital para poder crecer.

e Descubrir la mejor manera de dirigir un centro de llamadas.

e Localizar un almacén o depdésito para entregar materiales en distancias mas cortas a un costo
reducido.

e Prever las ventas para un nuevo tipo de producto que nunca ha sido comercializado antes.

¢ Resolver problemas complejos de programacion.

e La planificacién en respuesta a un posible ataque terrorista.

e Decidir cuando aplicar un descuento, y de cuanto.

e Obtener mas ciclos a partir de equipos de manifactura.

¢ Optimizacion de una cartera de inversiones, ya sea que contenga valores financieros o un
inventario de productos farmacéuticos.

o Decidir el tamafio de un presupuesto que se dedica a las ventas por Internet en comparacion
con las ventas tradicionales.

e La plantacién de cultivos tomando en cuenta la incertidumbre por causa del clima y la

demanda de los consumidores.
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e Acelerar el tiempo de respuesta, ya sea para la venta de un producto o para dar respuesta a

una llamada de emergencia, como el 911 de Estados Unidos.

1.7 Historias de éxito.

Tenemos docenas de casos breves y relevantes que se pueden clasificar en industriales, area

funcional o en términos del beneficio aportado, he aqui algunos ejemplos del valor:

o Ford utilizé la 10 para optimizar la forma en que disefia y prueba los prototipos de vehiculos, el

ahorro fue de 250 millones de ddlares.

e UPS utilizé la 10 para redisefiar su red de entrega al dia siguiente, el ahorro fue de 87

millones dolares, mas un adicional de 189 millones de ddlares durante la década siguiente.

e El Ejército de EE.UU. uso la IO para el reclutamiento de un 17.5% mientras que el ahorro fue
del 20%.

e NBC utilizé la 10 para mejorar los planes de ventas de publicidad, el aumento de ingresos fue

de mas de 200 millones de dolares.

e La ciudad de New Haven utilizé la 10 para determinar de manera definitiva que su programa

de cambio de agujas estaba reduciendo las tasas de infeccién por el VIH.

1.8 Conclusioén

La IO es el procedimiento cientifico que esta auxiliado por modelos y técnicas matematicas, servible
para diseflar y operar a los problemas complejos de la direccion y administracion de grandes
sistemas que forman una organizacion compleja en las cuales las decisiones son muy importantes y
dificiles de elegir, ya que la eficacia de una decision sobre guardara la supervivencia y desarrollo de

ésta.
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Capitulo 2

Concepto de error

2.1 Concepto

Los errores numéricos se generan con el uso de aproximaciones para representar las operaciones y
cantidades mateméticas. Se describiran los errores por redondeo y por truncamiento
respectivamente. Adicionalmente se muestra la clasificacion general de los errores y la forma en que

se pueden calcular. Finalmente se muestra la diferencia entre los términos precision y exactitud.

2.2 Errores por truncamiento

Los errores por truncamiento resultan al representar aproximadamente un procedimiento matematico
exacto, por ejemplo: para evaluar e* se tiene una expresion matematica, dada por la sumatoria de
términos, que representa esta funcion. La expansion de series de Maclaurin [Spiegel, 1968] para

evaluar la expresion e* es la siguiente:
Coay 3 4
X 2 X .
e"=l+x+ *-5-;‘ + LJ"‘["‘"" + . 11

Esta expresion contiene un nimero infinito de términos que desde el punto de vista computacional,
resultaria imposible evaluar. Para efectos practicos sera necesario decidir cuantos términos de la
serie infinita deben utilizarse para alcanzar el valor de precision deseado. El proceso de eliminacién
de términos de la serie infinita se conoce con el nombre de truncamiento. En la tabla 2.1 se muestra

el valor de la expresion e* cuando x = 1, para diferente nUmero de términos de la serie infinita.

De los resultados de la tabla 2.1 puede observarse que conforme aumenta el nimero de términos

incluidos en la evaluacion, la diferencia entre los valores consecutivos tiende a cero.
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Numero de Numero de

términos términos
1 1.0000 6 2.7167
2 2.0000 7 2.7181
3 2.5000 8 2.7182
4 2.6667 9 2.7183
5 2.7083 10 2.7183

TABLA 2.1 Valores de e* de acuerdo al nUmero de términos incluidos en la ecuacion.

2.2 Errores por redondeo

Los errores por redondeo surgen de representar aproximadamente nimeros exactos. En una
calculadora o computadora digital este error es inevitable y se origina porque la aritmética realizada
en una maquina involucra numeros con sélo un namero finito de digitos (lo cual quiere decir que la

maquina no tiene una capacidad infinita para almacenar valores numéricos).

En la tabla 2.1 se mostraron los valores obtenidos al evaluar la expresién e* usando un entero y
cuatro decimales. La tabla 2.2 muestra la misma evaluacion pero cuando se usan un entero y ocho

decimales.

Nimero de términos

NUmero de términos

1 1.00000000 6 2.71666666
2 2.00000000 7 2.71805555
3 2.50000000 8 2.7182539
4 2.66666667 9 2.7182756
5 2.70833333 10 2.7182784

TABLA 2.2 Valores de e* de acuerdo al nUmero de términos incluidos en la ecuacion 1.1

Una comparacion de los términos de las tablas 2.1 y 2.2 muestran las diferencias generadas al
emplear cuatro y ocho valores decimales en los calculos. Al usar cuatro decimales no hay diferencia
entre los valores de e* cuando se usan 9 o 10 términos; mientras que cuando se usan ocho

decimales si existen diferencias entre ellos.
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2.3 Clasificacion de los Errores.

Para los dos tipos de errores mencionados en las secciones 2.1y 2.2, la relacion entre el valar

exacto o verdadero y el valor aproximado esta dado por la expresion:
valor verdadero = valor aproximado + error 1.2

en donde podemos observar que el error numérico es la diferencia entre los valores verdadero y

aproximado:
error = valor verdadero - valor aproximado 1.3

que se representa como:
E, =x-x 1.4

donde Ev se utiliza para denotar el valor verdadero (exacto) del error,

X representa el valor verdadero, y

x[J representa el valor aproximado.

Un problema que se tiene al utilizar esta definicion de error es que la magnitud no nos indica qué tan
representativa es esta cantidad. Por ejemplo, no es lo mismo cometer un error de medicién de 1 ml
en un tanque de almacenamiento de 40,000 litros que en la elaboracion de un medicamento de 10
ml. Para resolver esa posible deficiente interpretaciéon de error se recurre a la normalizacion del

mismo usando el valor verdadero como referente
error relativo fraccionario = error verdadero / valor verdadero 15

entonces:
E = (ﬂ) 1.6
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El error relativo también puede expresarse en forma porcentual al multiplicar por cien el error relativo

fraccionario.
£, () 100

A menudo el signo del error no tiene la relevancia de su magnitud, y para fines de poder comparar
los errores de un calculo contra los de otro, se prefiere utilizar sus correspondientes valores

absolutos, teniendo asi que:

Ey=|x— x| 1.8
E = |22 1.9

X
E, = x;f *100 1.10

Los errores anteriores tienen el inconveniente de que para poder ser evaluados se requiere del valor
verdadero, hecho que desafortunadamente no sucede en situaciones reales; asi que se recurre a
definiciones similares o paralelas para calcular errores aproximados, basados precisamente en
aproximaciones consecutivas. En los métodos numéricos se usan esquemas iterativos donde se
obtiene una aproximacién actual sobre la base de una aproximacion anterior. Este proceso se repite
sucesivamente para calcular mas y mejores aproximaciones a la solucién. Asi que el error se puede
estimar como la diferencia entre la aproximacion previa y la aproximacion actual, teniendo entonces,

como en los casos anteriores las siguientes definiciones de errores:
i) error aproximado

€a = Xi+1 - X 111
i) error relativo fraccionario aproximado

e = Xit1 — Xi 1.12

Xit+1

i) error relativo porcentual aproximado
16



e, = (xi+1 —xi) +100 1.13

Xi+1

La mayoria de las ocasiones no interesa el signo del error, sino mas bien su magnitud, por lo que

guedan entonces expresados los diferentes errores de la siguiente manera:

e = Xit+1 — X 1.15
Xi+1
e, = e, *100 = | 21| x 100 1.16
Xi+1

El coseno (x) puede representarse por medio de la serie de Maclaurin como:

2 4 6
cos()=1-=—+=-Z 4...
2! 4! 6!

Para esta serie se calculara el valor de los errores relativos porcentuales (Ep) y error relativo

porcentual aproximado (ep) para el coseno de (z/4).

El valor verdadero se tomarad del calculado directamente con la funcibn coseno de Excel,

considerando desde 1 hasta 5 términos de la serie y 8 decimales en los calculos.

Solucioén
X =0.78539816 cos(x)=0.70710678

Numerador Denominador‘Signo‘ Término Suma

1 0 1 1 1 1 1 41.421356

2 2 0.61685028 2 -1 -0.3084251 |0.6915749| 2.196545 |44.597506
3 4 0.38050426 24 1 0.0158543 |0.7074292|0.0455979| 2.241121
4 6 0.23471416 720 -1 -0.000326 |0.7071032|0.0005044|0.0461024
5 8 0.14478349 40320 1 3.59E-06 |0.7071068| 3.46E-06 |0.0005078

TABLA 2.3 Resultados del Ejemplo.
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Como se puede observar en la tabla 2.3, el error aproximado es mas conservador (mayor) que el
error real, lo cual es conveniente, ya que se asegura que se esta cometiendo un error menor al que

pudiera realmente existir.

También se observa que a medida que aumenta el numero de términos agregados a la serie, la
aproximacion al valor real es cada vez mejor, de tal forma que agregando un numero infinito de
términos obtendriamos la solucion real. Esto en principio es cierto, pero debido al numero de cifras
significativas limitado con que opera la computadora, los errores de redondeo crecen a medida que
aumenta el nimero de célculos, aunque los errores de truncamiento decrecen conforme aumenta el
namero de términos; por lo tanto, se debe considerar que: la estrategia de disminuir el error de

truncamiento agregando términos a la serie, lleva a un incremento en el error de redondeo.

El problema es identificar el punto donde se tiene el minimo error numeérico total, es decir, la minima
suma de los errores de truncamiento y redonded. En realidad, la estimacién de los errores en el
analisis numérico es un arte, que depende en gran parte de las soluciones de prueba y error,

ademas de la intuicién y experiencia del analista.

El coseno(x) puede representarse por medio de la serie de Maclaurin como:
2
cosX)=1l-—+———+ -

En este ejemplo se calculara el valor de los errores relativos porcentuales (E,) y error relativo
porcentual aproximado (ep) para el coseno de (z/4), usando aritmética de cuatro decimales.
Considerando como valor verdadero el calculado directamente con la funcion coseno de Excel. Se

usara desde 1 hasta 5 términos de la serie.
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Solucioén

x =0.7854 cos(x)=0.7071
No. Exponente X" ‘ n! ‘Signo Término Suma
1 0 1.0000 1 1 1.0000 |1.0000|41.4214
2 2 0.6169 2 -1 -0.3084 [0.6916( 2.1965 |44.5975
3 4 0.3805| 24 1 0.0159 [0.7074| 0.0456 | 2.2411
4 6 0.2347( 720 -1 -0.0003 |0.7071| 0.0005 | 0.0461
5 8 0.1448(40320 1 0.0000 [0.7071| 0.0000 | 0.0005

TABLA 2.4 Resultados del Ejemplo 1.2

2.4 Precision y exactitud

Muchas veces cuando conversamos usamos los términos precision y exactitud de manera indistinta.
Sin embargo, ambos términos tienen un significado diferente. El término precision esté relacionado
con el nivel de cifras significativas de una medicion y la reproducibilidad de las mismas. El término
exactitud nos indica la cercania de un valor con el valor verdadero o real. Si se compararan las
mediciones del didmetro de un lapiz usando un vernier y un micrometro, se pensaria de inmediato
que la lectura del micrémetro sera mas exacta; pero no seria asi, en el caso en que el micrémetro
estuviera desajustado. Con respecto a la precision, el vernier nos podria dar una lectura de hasta
milimetros mientras que el micrometro nos indicaria milésimas de milimetro; por lo tanto el micro-

metro es un aparato mas preciso que el vernier.

2.5 Ejercicios Resueltos

2.5.1 La serie infinita del In se define como sigue:
x2  x3  x*
In(X+1) =Xx——=+—=——=+ -
2! I 4l
es valida para el intervalo -1 < x < 1 y puede ser usada para el célculo de logaritmos naturales.
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25.2

253

a)

Determine el valor del logaritmo natural de 1.5 usando esta serie infinita y 20 términos de la
serie.

Calcule el error relativo porcentual usando el valor de logaritmo natural obtenido con la
funcion Excel.

Marque los encabezados de las columnas con letras de color rojo y fondo azul.

Use numeros con cinco decimales en su tabla para los valores de los logaritmos, dos

decimales para el error. Centre todos sus valores en cada columna.

La funcion seno puede ser calculada mediante la serie infinita:

3 5 7
sen(x):x-%+ %—%+ (ro <x <o)

Determine el valor de sen(3) usando 5 términos de la serie infinita.

Calcule el error relativo porcentual usando el valor de sen (3) dado por la funcién Excel.

Marque los encabezados de las columnas con letras de color rojo y fondo azul.

Use nameros con cinco decimales en su tabla para los valores de sen (3), dos decimales para

el error y centre los nimeros en cada columna.

_ _17\2 _\3
In(X) =x-— (x—l) 4= (x—l) ¥ (x—l) + .-+ valida para x > 0.5, puede ser usada para
x 2\ 2x 3\ 3x

el calculo de los logaritmos naturales.

Determine el valor del logaritmo de 1.5 usando esta serie infinita y 20 términos de la serie.

b) Calcule el error relativo porcentual usando como valor verdadero el valor de In (1.5) obtenido

c)

con la funciéon Excel.

Marque los encabezados de las columnas con letras de color rojo y fondo azul.

d) Use numeros con cinco decimales en su tabla para los valores de los logaritmos dos

decimales para el error y centre los nimeros en cada columna.
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2.6 Ejercicios Propuestos

2.6.1 Existen muchas formas para el calculo del valor aproximado de 1. Una de ellas, llamada del
producto de Wallis consiste en el producto infinito siguiente:

Calcule el valor del error relativo porcentual cuando se usan 10 términos de la serie infinita.

Use aritmética de 8 decimales.

2.6.2 Ellogaritmo natural de 2 puede evaluarse por medio de la serie infinita:
Evalle la funcién In( 2) en Excel y use ese resultado como valor verdadero, para calcular los
errores verdaderos, relativo fraccional, relativo fraccional porcentual y relativo fraccional
porcentual aproximado cuando se emplean 20 términos de la serie infinita. Haga una grafica

del error relativo fraccionario porcentual aproximado contra el nimero de términos usados.

-1t 1.1
|n(2)—1-2+3 s -

2.6.3 Repitase el problema de la tabla 2.1pero usando la serie infinita:

¢, Cudl serie converge mas rapido, la del problema la tabla 2.10 la del problema 2.3?
2.6.4 Repitase el problema de la tabla 2.1 pero usando la serie infinita:

n2_1+1+1+1+1+
6 12 22 32 42 52

¢,Cual serie converge mas rapido, la del problema 2.1, 2.3 0 2.4?
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CAPITULO 3

Prondstico

3.1 Introduccidén

La fecha es 15 de junio de 1941. Joachim von Ribbentrop, enviado especial de Hitler, est4 reunido
en Venecia con el conde Ciano, el ministro italiano de relaciones exteriores, y von Ribbentrop dice:
“‘Mi querido Ciano, no puedo decirle nada todavia, ya que todas las decisiones las tiene Fuhrer
encerradas en su impenetrable pecho. Sin embargo, una cosa es segura: si atacamos, la Rusia de
Stalin quedara borrada del mapa en ocho semanas" (véase Bullock). Nueve dias después, la
Alemania nazi iniciaba la operacion Barbarrosa y declaraba la guerra a Rusia. Con esta decision se
puso en marcha la cadena de eventos que llevé a la caida del Tercer Reich, y el curso de la historia

cambid de manera dramatica.

A pesar de que pocas decisiones tienen esta importancia, claramente se ve que muchas de las mas
importantes tomadas por individuos y organizaciones dependen de manera crucial de estimacion del
futuro. Por lo tanto se esperan de manera ferviente, y en algunos casos se persiguen con diligencia,
predicciones o prondsticos con una precision mayor a la lograda por el Estado Mayor Aleman.

Existen unos cuantos dichos "sabios" que ilustran las promesas y frustraciones de los prondsticos:

"Es dificil hacer un prondstico, especialmente si se trata del futuro.”
“Lo dificil no es hacer un prondstico, sino hacerlo de manera correcta."

"iLos numeros, si los torturas lo suficiente, confesaran cualquier cosa!"

El prondstico econdmico, considerado por si mismo, es una actividad importante. Las politicas
gubernamentales y las decisiones empresariales se basan en prondsticos del producto interno bruto
(PIB), del nivel de desempleo, de la demanda para refrigeradores, etc. En las mas grandes empresas
de seguros, es dificil encontrar un departamento de inversiones que no tenga un contrato celebrado
con algun experto o empresa que le prepare prondésticos econémicos de manera periédica. Miles de
millones de délares de inversion en hipotecas y bonos estan influenciados por estos prondsticos.
Mas de 2,000 personas acuden cada afio al Annual Forecast Luncheon, organizado por la

Universidad de Chicago, para escuchar las opiniones de tres economistas sobre el panorama
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econdmico. Los datos son apabullantes. Los prondsticos juegan un papel cada vez mas

trascendental en la empresa moderna.

No solo los prondsticos son cada vez mas importantes, sino que los modelos cuantitativos
desempeiian un papel cada vez mas crucial en la funcion de pronosticar. Claramente hay también un
crecimiento continuo en el uso de modelos de prondsticos cuantitativos en todos los niveles en la
industria y en el gobierno. Un ejemplo muy visible es el uso generalizado de programas de control de
inventarios que incluyen una subrutina de prondstico. Otro ejemplo es la dependencia de varias
industrias (aerolineas, hoteles, automoviles de renta, cruceros) del sector econémico de servicios en
los pronosticos precisos de la demanda, como entrada para sus complejos optimizadores
matematicos usados en la administracion de los ingresos (por ejemplo ¢qué tanto sobre boletaje?
¢,Cuantas unidades deben estar disponibles, para cada nivel diferente de descuento?). Para
entidades econdmicas como el PIB o los tipos de cambio de monedas, actualmente muchas
empresas dependen de modelos econométricos para sus prondésticos. Estos modelos, que consisten
en un sistema de ecuaciones estadisticamente estimadas, han tenido un considerable impacto en los

procesos de decisiones, tanto en la industria como en el gobierno.

Hay muchas maneras de clasificar los modelos de prondstico y la terminologia varia segun la
clasificacion. Por ejemplo, uno puede referirse a modelos a "largo plazo", de "plazo medio" y de
"corto plazo". Existen modelos de "regresion”, modelos de "extrapolacion” y modelos "condicionales"
0 "basados en precedentes", asi como modelos del "vecino mas proximo". La distincion principal que

emplearemos sera entre técnicas de prondostico cuantitativas y cualitativas.

3.2 Mejoras en L.LBean.

L. Bean es un minorista ampliamente conocido de productos y ropa de alta calidad para el campismo
y la caceria. La mayor parte de sus ventas se genera a través de pedidos telefénicos (via un servicio
800), que fue introducido en 1986. El 10% de los $870 millones de las ventas de 1993 provino de
transacciones en tienda y 18% fue pedido por correo, lo que deja la mayor parte (72%) a pedidos

recibidos en el centro donde se toman las llamadas de la empresa.

Las llamadas al centro telefonico de L. L. Bean se clasifican en dos grupos principales: telemercadeo

(TM) y preguntas por teléfono (PT), cada una con su propio numero 800. Las llamadas TM son
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principalmente para colocar los pedidos que genera la gran mayoria de las ventas de la empresa.
Los que llaman a PT son principalmente clientes que preguntan sobre el estado de sus pedidos,
informan de problemas sobre los pedidos, etc. Entre estas dos clases, el volumen de llamadas y su
duracion promedio son bastante diferentes. El volumen anual de llamadas TM es muchas veces
superior que el volumen de llamadas PT, pero su duracién promedio es mucho menor. Los agentes
PT son responsables de atender las preguntas de los clientes en una diversidad de areas y requieren
capacitacion especial. Por lo tanto, es importante pronosticar con precision por separado el volumen
de llamadas entrante tanto para PT como para TM, a fin de programar apropiadamente estos dos

grupos diferentes de servidores.

El verdadero objetivo de estos prondsticos es la tercera semana futura. Una vez que el prondstico
esta hecho, los programadores pueden elaborar un horario semanal para sus operarios y darselo con
dos semanas de anticipacion. Los prondsticos imprecisos resultan muy costosos para L.L.Bean,
debido a que provocan un desequilibrio entre la oferta y la demanda. Cuando hay menos operarios
TM que los necesarios se incrementan los costos de oportunidad, debido a la disminucion en
ingresos por pedidos perdidos (un porcentaje de los clientes que no se conectan de inmediato,
abandonan la llamada y no vuelven a llamar). Cuando estan presentes menos operarios PT que los
necesarios, disminuye la satisfaccion general de los clientes y se afecta su lealtad. En ambos casos,
la falta de personal lleva a tiempos de cola de espera excesivos, lo cual provoca que los cargos de
teléfono por conexion aumenten drasticamente. Por otro parte, si en cualquiera de los grupos sobra
personal, se incurre en una penalizacion obvia por costos de mano de obra excesivos debido al

namero de agentes en servicio que son subutilizados.

Las decisiones de programacion de personal serian bastante rutinarias si no fuera por la naturaleza
erratica y la extrema estacionalidad de los negocios de L.L.Bean. Por ejemplo, el periodo de tres
semanas antes de Navidad puede salvar o hundir el afio, ya que casi 20% de las llamadas anuales
se reciben durante este corto lapso. Por lo general, durante este periodo L.L.Bean duplica el nimero
de operarios y cuadruplica la cantidad de lineas telefénicas. Después de este lapso se presenta, por
supuesto, el problema completamente opuesto, un proceso declinante. Ademas, durante todo el afio
existe un patron muy fuerte en los dias de la semana en ambos tipos de llamadas, con un volumen
de llamadas mas alto los lunes que se reduce de manera mondétona hasta llegar al minimo los

domingos.
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Otro factor que el modelo de pronostico debe considerar es el efecto de los envios de catalogos.
Estos se hacen generalmente de forma que la mayor parte de los catalogos lleguen alrededor del
martes, lo que altera bastante el patron normal de las llamadas. Muchos clientes ansiosos haran un
pedido de inmediato, lo que crea una oleada de nuevas llamadas alrededor de la hora del "envio". El
nuevo modelo de prondstico que se desarrollé tenia mucha mayor precision que el método anterior
de L.L.Bean y fue capaz de producir un error porcentual medio absoluto de 7.4% para el grupo TM y
11.4% para el grupo PT en cinco afios de datos histéricos. Hasta ahora, en prondsticos para tres
semanas en el futuro, el nuevo modelo de prondstico ha tenido aproximadamente la misma precision
gue demostrd con datos historicos. Se estima que la mayor precision conseguida por estos modelos
se traducira en $300,000 en ahorros anuales para L.L.Bean gracias a una programacion mas

eficiente.

Los modelos de prondsticos cuantitativos poseen dos importantes y atractivas caracteristicas:

1. Estan expresados en flotacion matemética. Por lo tanto, establecen un registro, carente de toda
ambigledad, sobre cdmo se prepara el prondéstico. Esto es un excelente vehiculo para una
comunicacién clara sobre el prondstico entre aquellos a quienes concierne. Aln mas, proporcionan
la oportunidad de una modificacion y mejoria sistematicas de la técnica de pronéstico. En un modelo
cuantitativo se pueden modificar los coeficientes y/o agregar términos hasta que el modelo dé
buenos resultados. (Esto supone que la relacion expresada en el modelo sea fundamentalmente

sélida.)

2. Usando hojas de célculo y computadoras, los modelos cuantitativos pueden basarse en una
increible cantidad de datos. Por ejemplo, una importante empresa petrolera estaba considerando la
reorganizacion y expansiéon de sus instalaciones de comercializacion nacional (estaciones de
gasolina). Todos comprendian que se trataba de una decisién crucial para la empresa. Tan soélo el
monto propuesto de inversion de capital, sin mencionar la posible influencia en ingresos provenientes
de la venta de gasolina, indicaban que esta decision tenia que ser tomada por la junta directiva. A fin
de evaluar las estrategias alternativas de expansion, la junta necesité prondsticos de la demanda de
gasolina en cada una de las regiones comerciales (se incluyeron mas de 100 regiones) para cada
uno de los siguientes 15 afios. Cada una de estas 1,500 estimaciones estuvo basada en una
combinacion de varios factores, incluyendo poblacién y nivel de construcciones nuevas en cada

region. Sin computadoras y modelos cuantitativos, en general hubiera sido imposible realizar un
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estudio a ese nivel de detalle. De manera similar, sin modelos cuantitativos y computadoras no
podrian construirse sistemas de control de inventarios para literalmente miles de articulos que

requieren prondsticos que deben actualizarse cada mes.

La literatura técnica relacionada con los modelos de prondsticos cuantitativos es enorme, y en ciertas
areas es necesario un elevado nivel de conocimientos técnicos, principalmente estadisticos, para
comprender las complejidades de los modelos. Existe una distincion entre dos categorias con base
en el planteamiento subyacente. Estas son los modelos causales y los modelos de series de

tiempo.
3.3 Modelos de prondsticos causales

En un prondstico causal, el prondstico de la cantidad que nos interesa va “montada” sobre otra
cantidad o conjunto de cantidades. En otras palabras, nuestro conocimiento del valor de una variable
(o quizas de algunas variables) nos permite pronosticar el valor de otra variable. En términos mas
precisos, suponga que Yy indique el valor real de alguna variable de interés, y que y sea un valor

pronosticado de esa variable. Entonces, en un modelo causal,
J;:f(xly X2, .. 'an)

donde f es una regla de prondstico, o funcion, y x, X2, . . ., X, €S un conjunto de variables.
En esta representacion, las variables x a menudo se conocen como variables independientes, en
tanto y que es la variable dependiente o de respuesta. La idea es que conocemos las variables
independientes y las utilizamos en el modelo de pronéstico para predecir el valor de la variable
dependiente.
Piense en los siguientes ejemplos:

1. Si y es la demanda de alimentos para bebés, entonces x podria ser el nimero de nifios

entre siete y 24 meses de edad.
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2. Siy es la demanda de accesorios de plomeria, x; y X, podrian ser la cantidad de inicios de

construccion de casas y el nimero de casas existentes, respectivamente,

3. Siy es el volumen del transito en cierta autopista, x; y X, podrian ser el volumen de transito

en cada una de las dos autopistas cercanas.

4. Si y es el rendimiento de la materia prima utilizable por kilo de ingredientes en una planta
quimica especifica, entonces x podria ser la misma cantidad, producida por una planta

experimental a pequefa escala.

Para que un modelo causal resulte Gtil, hay que conocer de antemano cuales son las variables
independientes, o bien debe ser posible pronosticarlas con mayor facilidad que y, la variable
dependiente. Por ejemplo, saber cudl es la relacién funcional entre los kilos de col agria y la cantidad
de salchichas vendidas en Milwaukee durante un mismo afio podria interesar a los soci6logos, pero
a menos que el consumo de col agria sea facilmente predecible, la relacion es de escaso valor para
cualquiera en el negocio del prondstico de venta de salchichas. De manera mas general, al examinar
resultados anteriores las empresas a menudo encuentra que su venta mensual esta directamente
relacionada con el PIB de cada mes, y por lo tanto, piensan que se podria elaborar un buen
prondstico utilizando el valor del PIB del mes siguiente. El Unico problema es que esta cantidad no es
conocida, o puede que solo sea un prondstico, y por lo tanto no constituye una verdadera variable

independiente.

Para utilizar un modelo de pronéstico causal, entonces, se deben cumplir dos condiciones:

1. Debe haber una relacién entre los valores de las variables independiente y dependiente, de

forma que la primera proporcione informacion sobre la segunda.

2. Los valores de las variables independientes deben ser conocidos y estar disponibles para

quien hace el prondstico en el momento en que éste deba hacerse.

Antes de seguir adelante, volvamos a enfatizar o que significa el punto 1. S6lo porque exista una

relacion matematica, ello no es garantia de que realmente haya una causa y un efecto. Desde que el
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Super Tazén se instauré en 1967, casi siempre que gana un equipo de la NFC el indicador Standard
& Poor 500 en la bolsa de valores aumenta en ese afio. Cuando gana un equipo de la AFC, el
mercado usualmente baja. jDurante 30 afios esta regla ha funcionado 90% de las veces (27 de 30)!
Si usted realmente creyera que hay una relacién significativa entre estas dos variables (el equipo que
gana el Super Tazén y el desempefio en el mercado subsecuente de ese afio), entonces en 1997
usted hubiera invertido todos sus ahorros (0 quizas incluso pedido prestado) en el mercado, porque
al principio de ese afio los Empacadores de Green Bay (NFC) derrotaron a los Patriotas de Nueva
Inglaterra (AFC).

Un método comunmente utilizado para crear un modelo de prondstico causal se conoce como ajuste

de curvas.

3.4 Ajuste de Curvas

Un recurso que se usa por lo comun para construir un modelo de prediccion causal se llama ajuste

de la curva.

Las ideas fundamentales del ajuste de curvas se ilustran con facilidad mediante un problema en el
gue la variable independiente se usa para predecir el valor de la variable dependiente. Como ejemplo
especifico, considérese una compafiia petrolera que planea expandir su red de modernas estaciones
de gasolina de autoservicio. Piensan usar el flujo de transito (medido segun el nimero promedio de
carros por hora) para predecir las ventas (medidas segun el promedio por hora de ventas en

efectivo).

La empresa tiene cinco estaciones en operacion desde hace mas de un afio y ha usado los datos

anteriores para calcular los promedios que se muestran en la figura 3.1

ESTACION AUTOMOVILES POR HORA VENTAS POR HORA (8]

1 150 21
2 35 73
3 220 250
4 130 145
3 95 a0

Figura 3.1 Datos de ventas y transito
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En la figura 3.2 aparece una grafica de estos datos. Con frecuencia se llama a dicha figura diagrama
de dispersion. Ahora queremos usar esos datos para construir una funcion que nos permita predecir
las ventas de cualquier localidad propuesta al medir el flujo del transito en esa localidad y calcular su
valor mediante la funcidon que hemos construido. En particular, supéngase que el flujo de transito en
una localidad dada de Buffalo Grove es de 183 autos por hora. ¢, Como podriamos usar los datos de

la figura 3.2 para predecir las ventas de dicha localidad?

Ventas hora 5]
300 =
Estacién 5 -
L]
200 = '
]
100 =
-
1 |
] 100 200 Autos hosa

Figura 3.2. Ventas contra transito

3.4.1 Ajuste rapido y aproximado.

Un método que se usa por lo comun cuando hay una sola variable independiente y se necesita
producir un prondstico con rapidez, consiste en ajustar “a 0jo” un tipo particular de curva a los
datos. El objetivo consiste en encontrar una “curva” que pase suficientemente cerca de los puntos
del diagrama de dispersion para que cumpla con los requerimientos de la persona que necesita el
prondéstico. Notese que en este proceso no es necesario “tocar’ ninguno de los datos, pero la linea

podria pasar por algun punto si ello produce un buen ajuste.
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Prondstico de
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|
|
|
|
L

1200 Autos/hora
1
|
8

60 183

Trénsito en Buffalo Grove

Figura 3.3 Ajuste visual de una linea

El tipo de curva usado con mayor frecuencia es la linea recta. Este proceso se ilustra en la fig. 3.3
La linea que se muestra no tiene propiedades especiales, excepto que parece que pasa cerca de
los datos. Una vez que se ha dibujado la linea, se puede leer en la gréfica el prondstico de ventas
para cualquier flujo de transito en particular. La figura muestra que esta linea concreta produce un
prondstico de $202.50 para un flujo de transito de 183.

Una oficina mejor equipada no queda limitada a ajustar a 0jo una linea recta. Un curvigrafo permite
a quien toma las decisiones elegir la funcién que pase mas cerca de los datos. La figura 3.4 ilustra

este punto. Se muestra otra vez un pronaostico para un flujo de transito de 183.

Las lineas recta y curva elegidas en las figuras 3.3 y 3.4 producen aproximadamente el mismo
prondstico de la demanda (en ventas/hora) cuando el flujo de transito es de 183. Habria ocurrido
una diferencia mayor, tanto en términos absolutos como relativos, si se usaran estas figuras para
pronosticar la demanda en una localidad en la que el flujo de transito fuese de 60. La linea recta

produciria un prondstico de 133, en tanto que la curva darla 117. ¢ Cual modelo tiene razén?
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Ventas /hora ($)

300 [~

Prondstico de
ventas para
B.G. 250

207.5 ~ 200

NI———-
100

Autos/hora

Trénsito en B. G.

Figura 3.4. Ajuste visual de una curva

No hay respuesta afirmativa o negativa para esta pregunta, cuando la compafia decida si construye
0 no la estacion de Buffalo Grove. Los modelos de prediccion, como todos los demas, requieren el
paso final de la aprobacion administrativa. El administrador, basandose en el criterio, que puede
estar fuertemente influido por la experiencia directa obtenida con un modelo de pronésticos, debe
decidir si acepta un prondéstico concreto o dedica mas recursos para obtener un mejor pronéstico (o

sea una que le merezca mayor confianza).

El método rapido y aproximado recién descrito tiene dos deficiencias principales:

1. Es imposible extenderlo a problemas con mas de una variable independiente. Piense en
como tratar de usar este enfoque si se tienen los valores de las ventas anteriores, el flujo de
transito y el numero de estaciones competidoras en un radio de 3 millas. De inmediato resulta

claro que no proporcionaran gran ayuda la regla y el curvigrafo.

2. No hay una medida de lo que significa un “buen ajuste”. Una vez que un administrador ha
escogido una forma funcional especifica, no hay forma automatica de elegir una linea que sea
mejor que otras posibles. Claro esta que el administrador puede buscarlas y escoger la que le
guste. Sin embargo, si puede especificar una medida de la bondad, el proceso de ajuste de

curvas puede ser reducido a técnicas de operaciones estandarizadas y mas objetivas.
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3.4.2 Ajuste Causal Lineal

Ajuste de minimos cuadrados. El método de minimos cuadrados es un procedimiento formal
de ajuste de curvas que supera las dos deficiencias recién discutidas. Es un proceso de dos

etapas:
1. Se elige una forma funcional especifica (por ejemplo, una linea recta).

2. Dentro del conjunto de funciones especificadas en el paso 1, se escoge la funcion concreta
gue minimiza la suma de las desviaciones cuadraticas entre los puntos dados y los valores de

la funcion.

Considérese el ejemplo de ventas y densidad de transito. Supongase que en el paso 1 elegimos la
linea recta; es decir, nos limitaremos a funciones de la forma y = a + bx. El paso 2 se ilustra en la
figura 3.5. Aqui, se han escogido los valores de ay b, se ha dibujado la linea recta adecuada 'y =a +

bx y se indican las desviaciones entre los valores observados y la funcién. Por ejemplo,
dy =y1 - [a+ bxs] =220 - [a + 150b]
donde y; = ventas verdaderas (observadas)/hora, en la localidad 1 (o sea 220)
X1 = densidad de transito verdadero (observado) en la localidad 1 (o sea 150)
a = ordenada al origen (sobre el eje vertical) para la funcién de la figura 3.5

b = pendiente de la funcion de la figura 3.5

El valor d;* es una medida de cuan cerca del valor de la funcién [a + bx,] esté del valor observado y,

es decir, indica lo bien que se ajusta la funcién a este punto.
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Figura 3.5 Métodos de minimos cuadrados

Queremos gque la funcion se ajuste bien a todos los puntos. Una medida de la bondad del ajuste
total es la suma de las desviaciones cuadraticas, que es °i-; di?. Consideremos ahora un problema

general con n observaciones en lugar de 5. Entonces, dado que cada d; = y; - (a + bx;), la suma de
las desviaciones cuadraticas se puede escribir como

5

> =(yi-[a+bx]) 3.1

i=1

Usando el método de minimos cuadrados, elegimos a y b de modo que la suma que aparece en la
expresion 3.1 sea minima. Se puede usar la regla del calculo diferencial para determinar los valores
de a y b que minimizan esa suma. El procedimiento consiste en obtener la derivada parcial de la
suma en la expresion 3.1 con respecto a a e igualar a cero la expresion resultante. Esto produce la

primera ecuacion. Se deduce una segunda ecuacion siguiendo el mismo procedimiento con b. Las
ecuaciones que resultan de este procedimiento son

T -2n-[atbx)=0

M=

—2x(yi—[a+bx]) =0

-~
]
-
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Recuérdese que los valores de x; y yi, son observaciones y que nuestra meta es encontrar los

valores de a y b que satisfacen esas dos ecuaciones. Se puede demostrar que la solucién es

n 1 n n
2 Xi¥i — ,-IZ Xi Z Vi
b = i=1 i=1 !:12
n 2_1( n )
i; T i; *i 3.2

El siguiente paso consiste en determinar los valores de YXxi, Yx? Yyi, Y X Vi. Nétese que estas
cantidades dependen solo de los datos que hemos observado y que podemos encontrarlos

mediante simples operaciones aritméticas. La tabla de la figura 3.6 esta destinada a este propésito.

i X, (AUTOS/HORA) y; (VENTAS/HORA) X, X2

1 150 220 33,000 22,500
2 55 75 4,125 3,025
3 220 250 55,000 48,400
4 130 145 18,850 16,900
5 95 200 19,000 9,025
y 650 890 129,975 99,850

Figura 3.6 Calculos del minimo cuadrado: caso lineal

Asignando valores numéricos a las ecuaciones que aparecen en la expresiéon 3.2 y haciendo n = 5,

se obtiene

b=0.93
a=>571

La linea de minimos cuadrados resultante aparece en la figura 3.7 con trazo grueso. La linea rapida
y aproximada de la figura 3.3 se muestra con trazo punteado. Esta figura sugiere que al menos
algunos individuos no son buenos para elegir a ojo la linea que se ajusta bien a los datos

(mediante el criterio de los minimos cuadrados).
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250 |~
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aproximada

a, la ordenada al origen de la
recta de minimos cuadraticos, vale 57.1

1 | 1 |
50 100 150 200 Autos /hora

Figura 3.7 Recta de minimos cuadrados

3.4.3 Ajuste Causal Cuadratico

El ejemplo anterior muestra como hacer el ajuste lineal para el caso de una variable independiente.
Pero el método de minimos cuadrados se puede usar para cualquier numero de variables

independientes y con cualquier forma funcional. Como ilustracion, supéngase que queremos ajustar
una funcién cuadratica de la forma

Y = ag+ aX + ax’

A nuestros datos previos, con el método de minimos cuadrados. El objetivo, entonces, consiste en

elegir ag, a; y a; con el propdsito de minimizar la suma de las desviaciones cuadraticas, lo cual es
ahora

5

Z: (yi - [aO + aX + ainZ])Z 3.3
=1

Procedamos a igualar a cero las derivadas parciales con respecto a ap, ai, Y a,. Esto da las

ecuaciones
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Saq -+ (E x)a; + (z xfz)az = z Yi
(Z X)ag + (Z xi)a, + (Z x)a, = Z XY
(Z xiz)ao + (Z x?)al + (Z x?)az = Z xilyi

3.4

Encontrar los valores numeéricos de los coeficientes es un trabajo directo. Procedamos en la misma
forma tabular como en la figura 3.6. Necesitamos en realidad todos los valores ahi calculados. Para
ahorrar espacio, usamos la flotacion cientifica para expresar los nUmeros como potencias de 10. Por
ejemplo, escribimos el nimero 22,500 como 2.25 x 10*. Los célculos, con una precisién de dos

decimales, aparecen en la figura 3.8

j xi x 100y x 100 xy x 10* xox 10 o x 0% P x 100 K3y x 10
1 150 2.20 3.30 2.25 3.38 5.06 4.95
2 0.55 0.75 0.41 0.30 0.17 0.09 0.23
3 2.20 250 5.50 4.84 10.65 23.43 1210
4 1.30 1.45 1.89 1.69 2.20 2.86 2.45
5 0.95 2.00 1.90 0.90 0.86 0.81 1.80
) 6.50 8.90 13.00 9.98 17.26 32.25 21.53

Figura 3.8 Calculos para minimos cuadrados: el caso cuadrado

Los valores numéricos de la figura 3.8 pueden asignarse ahora a las ecuaciones presentadas en la

expresion 3.4 para producir

Sa, + 650a, + 99,8004, = 890 3.5
6.50a, + 998a, + 172,600a, = 1300 3.6
9.98a, + 1726a, + 322,500a, = 2153 Eht

Se han dividido ambos miembros de la ecuacién 3.6 entre 10°, asi como ambos miembros de la
ecuacion 3.7 entre 10* para obtener las expresiones que se muestran.
Ahora nos queda el trabajo directo basado en el método de Cramer para resolver tres ecuaciones

lineales con tres incognitas. Al concluir este ejercicio se obtiene:
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ap = -65.726
a; =3.015
a, =-0.0074

Para hacer la grafica de esta funcion, evaluémosla primero para cuatro valores de x como se

muestra en la figura 3.9

- 65.726 + 3.015x - 0.0074xx?

0 -65.726
50 66.46
100 161.52
200 240.22

Figura 3.9 Evaluacion de la funcion cuadratica

En la figura 3.10 se ha hecho la grafica de estos puntos y se ha trazado una curva a través de ellos.

También se muestra la recta de ajuste lineal de minimos cuadrados. Parece que la funcién

cuadratica se ajusta mejor a los datos, pero jcuidado! Hemos visto al usar métodos rapidos y

aproximados que el ojo no siempre es una guia confiable para lo que esta sucediendo.

Ventas /hora ($)

300

250

200

160 [~

100

50

0

(0, -18.8)

-50

Ajuste lineal de
minimos cuadrados — 4%

(200,240}

Ajuste cuadratico de
minimos cuadrados

| | | |
100 150 200

Autos /hora

Figura 3.10 Funcién Cuadratica
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3.5 Modelos de Pronodsticos mediante Series de Tiempo

Otra clase de técnicas de prondsticos cuantitativa comprende los llamados modelos de series de
tiempo. Estos modelos generan prondsticos, mediante la extrapolacion del comportamiento
anterior de los valores de una variable simple particular que interese. Por ejemplo, quiza
gueramos conocer las ventas de un articulo concreto, o en la fluctuacion de un precio particular del
mercado con respecto al tiempo. Los modelos de las series de tiempo usan cierta técnica para
extrapolar hacia futuro el comportamiento anterior. En sentido figurado, la serie es elevada hacia el

futuro "por su propia fuerza".

Para proporcionar varios ejemplos de estos métodos, vamos a suponer que tenemos a la mano los
precios de cierre diarios que en enero se obtuvo con un contrato de futuros para el frijol soya, por los
12 dias pasados, incluyendo hoy, y que a partir de esa corriente de datos queremos predecir el

precio de cierre para mafiana. Vienen a la mente varias posibilidades.

1. Se piensa que todos los valores anteriores tienen importancia y que todos ellos tienen igual
potencia predictiva, por lo que se puede tomar el promedio de los 12 valores pasados como
la mejor prediccion para mafiana.

2. Si se piensa que el valor de hoy (el décimo segundo) es el mas importante, este podria ser
nuestra mejor prediccion para mafana.

3. Puede pensarse que en el actual "mercado de rapida tendencia" los primeros seis valores son
demasiado anticuados, pero que los seis mas recientes son importantes y que tienen igual
fuerza predictiva. Entonces se podrian promediar estos Ultimos seis como la mejor prediccion
para mafana.

4. Se puede pensar que todos los valores pasados contienen informacion util, pero que la de
hoy (la 12a. informacion) es la mas importante de todas y, en sucesion, la 11a., 10a., 9a. etc.
observaciones tienen una importancia decreciente. En este caso, podemos tomar un
promedio ponderado de las 12 observaciones, asignando pesos en orden crecientes, desde
el 1 hasta el 12 de las observaciones, de modo que los doce pesos sumen 1.

5. Podemos hacer la verdadera grafica de los 12 valores como funcion del tiempo y dibujar
después una "linea de tendencia" recta, que pase cerca de todos los valores. Esta linea se
podra usar después para predecir el valor de mafiana.
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Supongamos ahora que se observa el verdadero precio de cierre de mafiana y se considera una
prediccion para pasado mafana, utilizando los 13 valores pasados disponibles. Los métodos 1y 2 se
pueden aplicar de una manera directa, Consideremos ahora el método 3. En este caso, podriamos
tomar el precio verdadero observado de mafana, junto con el de hoy y los cuatro precios anteriores,
para obtener un nuevo promedio de seis dias. Esta técnica se llama promedio movil simple de seis

dias.

Refinamos ahora al método 4. En este ejemplo, dado que se emplean todos los valores anteriores,
podemos usar los 13 en lugar de los 12 valores, asignandoles nuevos pesos. Una clase importante

de técnicas llamada modelos de suavizado exponencial operan en este sentido.

Se analizara con mas detalle la técnica mencionada en el inciso 5. Esto proporciona otra ilustracion

de prondsticos mediante el método para ajuste de curvas.

Mencionemos en este punto que siempre que se tengan valores de una variable particular que
interese (simple), con la que se pueda hacer una grafica contra el tiempo, a menudo esos valores se
llamaran series de tiempo y cualquier método que se use para analizar y extrapolar tales series en el
futuro caen dentro de la categoria general de anélisis de series del tiempo. En la actualidad, esta

es un area muy activa de investigacion en estadistica y ciencia de la administracion.

3.5.1 Ajuste de Curvas

Ya hemos considerado este tema durante el estudio de los modelos causales. Al usar ajuste de
curvas dentro del contexto de las series de tiempo, la principal diferencia sera que en esta situacion
la variable independiente sera el tiempo. Las observaciones pasadas de la variable dependiente
seran graficadas contra el tiempo y la curva se ajustara después de estos datos. La curva se
prolongara entonces hacia el futuro para producir predicciones. En este contexto, prolongar la curva
no significa mas que evaluar la funcion derivada para valores mayores de t, el tiempo. Este

procedimiento se ilustra mediante una linea recta en la figura 3.11
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Ajuste de una linea recta

Ventas Prondstico para
el periodo t+ 2

Datos pasados —————=

Pronéstico para
el pericdo t+1

t Tiempo

Figura 3.11 Ajuste de una linea recta

El uso del tiempo como variable independiente tiene muchas implicaciones serias mas que alterar
unas cuantas formulas, un administrador debe comprender la importante diferencia que hay entre un
modelo causal que usa el ajuste de curvas y el modelo de serie de tiempo que también lo usa. Las
técnicas matematicas de ajuste de curvas son idénticas, pero el razonamiento, o filosofia, que hay
detrds de los modelos es muy diferente en lo fundamental. Para entender esta diferencia, piénsese
en la variable que interesa, y que es producida por un proceso o sistema particular subyacente. El

modelo causal presupone que cuando el sistema subyacente cambia para producir diferentes valores
de Yy, también produce diferencias correspondientes en la variable independiente x, por lo tanto, al

conocer la variable independiente se puede deducir un buen pronostico de Y. El modelo de serie de
tiempos presupone que el sistema que produce a y es, en esencia, estacionario (o estable) y que
continuara actuando en el futuro como lo fue en el pasado. Las trayectorias futuras del movimiento
de y recordaran estrechamente las trayectorias pasadas. Esto significa que el tiempo es un sustituto
de muchos factores que pueden ser dificiles de medir, pero que parecen variar de una manera
consistente y sistemética con el tiempo. Si el sistema que produce a y cambia en forma significativa
(por ejemplo, debido a cambios ambientales, tecnolégicos o politicos) entonces el supuesto de un
proceso estacionario no es valido y en consecuencia, un pronostico basada en el tiempo como

variable independiente puede ser un grave error.

Tal como en los modelos causales, por supuesto es posible usar otras funciones que no sean
lineales, para extrapolar una serie de observaciones (i.e., para predecir el futuro). Como se puede
imaginar, una alternativa que a menudo se sugiere en la practica consiste en suponer que y es un

polinomio de orden superior en t, es decir,

y = bg+ byt + byt? +... + bt*.
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Como en los casos vistos antes, los valores adecuados de los parametros by b;,..,bx deben ser

deducidos de las observaciones previas en forma matemética.

Ejercicio para resolver

La demanda de un articulo en inventario durante los ultimos 10 meses se resume en la siguiente
tabla. Aplicar el modelo de Ajuste de Curvas cuadratica para pronosticar el onceavo mes y obtenga

la demanda para el mes (11) correspondiente.

Mes (x) 1] 23456780910
Demanda (y;) |25| 15 | 30 | 38 | 58 | 62 | 85 | 88 | 60 | 40

3.6 Promedios Moviles: Prediccidon de ventas

La suposicién que apoya los modelos de este tipo es que el funcionamiento promedio en el pasado
reciente es un buen prondstico del futuro. Es quiza sorprendente que estos modelos "ingenuos" sean
importantes en extremo en las aplicaciones. Casi todos los paquetes de control de inventarios
incluyen una subrutina de prondsticos, basada en un tipo particular de promedio mévil, llamado
promedios moviles exponencialmente ponderados. Sobre la base de un criterio como la "frecuencia
de uso", el método de promedios modviles es, con seguridad, un importante procedimiento de

prondsticos.

Una persona que tiene un profundo interés por el uso de modelos de prondsticos simples es Victor
Kowalski, el nuevo vicepresidente de operaciones de la Steco. Dado que es responsable del
inventario de miles de articulos, los modelos de prediccion simples (i.e, no costosos) son importantes
para él. Con el objeto de familiarizarse con los diversos modelos decidié "someter a prueba”
diferentes modelos con algunos datos anteriores. En particular, decidié usar los datos de las ventas
mensuales de puntales de acero inoxidable del afio pasado, para aprender lo relativo a diferentes
modelos y ver qué tan bien habrian funcionado si la Steco los hubiese usado el afio anterior. Se esta

realizando lo que se llama un estudio de validacion.

Los modelos para prondsticos se presentan, con notacion matematica. Por lo tanto se presenta la

siguiente notacién para el modelo:
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Yt.1 = ventas observadas de articulos durante el mes t-1

¥t = prediccion de las ventas de puntales en el periodo t

El interés es el prondstico de ventas con un mes de antelacion; es decir, se consideraran los

valores anteriores conocidos Vi, Y, ...,y+1 (demanda desde el mes 1 al t-1) y usa esta informacion para
producir y; la prediccion para y;. Dicho en otra forma, usara las ventas pasadas verdaderas, por

ejemplo, hasta mayo, y las usara para predecir las ventas de junio; después usaré las ventas hasta
junio para predecir las ventas de julio, etc. Este proceso producir4d una sucesion de valores de

.Comparando esos valores con los observados, y;, se obtendrd una indicacion de cémo habria

trabajado el modelo para prondésticos si efectivamente hubiera sido usado el afio pasado.

3.6.1 Promedio movil simple para n-periodos.

El modelo mas sencillo de la clase de promedio movil es el de promedio maovil simple n-
periodos. En este modelo, el promedio de un namero fijo (digamos n) de las observaciones mas

recientes se usa como estimacion del siguiente valor de y. Por ejemplo, si n es igual a 4, entonces,

después de haber observado el valor de Yy en el periodo 15, nuestra estimacion para el periodo 16

seria

Y16 = (Y15 + Yaa + Va3 + Y10 )/4

En general

Y1 = (Ve + Yea + oo + Yener )N
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La aplicacion del promedio mévil de tres o cuatro periodos en la Steco se muestra en la siguiente

figura.
PRONOSTICO MEDIANTE PRONOSTICO MEDIANTE ERROR
VENTAS PROMEDIO MOVIL SIMPLE DE 3 PROMEDIO MOVIL SIMPLE =~ CUADRATICO
MES (EN MILES) MESES DE 4 MESES MEDIO
Enero $20
Febrero 24
Marzo 27
Abril 31 (20+24+27)/3 = 23.67 53.78
Mayo 37 27.33 (20+24+27+31)/4 = 25.50 93.44| 132.25
Junio 47 31.67 29.75 235.11| 297.56
Julio 53 38.33 35.50 215.11 | 306.25
Agosto 62 45.67 42.00 266.78 | 400.00
Septiembre 54 54.00 49.75 0.00| 18.06
Octubre 36 56.33 54.00 413.44| 324.00
Noviembre 32 50.67 51.25 348.44 | 370.56
Diciembre 29 40.67 46.00 136.11 | 289.00
195.80 267.21

Se ve que el promedio mévil de tres meses pronostica para las ventas de abril el promedio de las

ventas de enero, febrero y marzo, (20 + 24 + 27)/3, o sea 23.67. Expost (i.e., después de la

prediccion), las ventas verdaderas de abril fueron 31. Entonces, el pronéstico de ventas difirié en

este caso de las ventas verdaderas, 31-23.67, o sea 7.33.

La inspeccién de los datos de la figura anterior sugiere que ninguno de los métodos de prediccion

parece preciso en lo particular. No obstante, es conveniente cambiar esta impresion cualitativa por

alguna medida cuantitativa de qué tan bien funcionan los dos métodos. Una medida de comparacion

gue se usa por lo regular es el promedio de errores cuadraticos, donde

error cuadratico medio =

2,

todas las predicciones

2
(ventas predichas - ventas verdaderas)

numero de predicciones
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3.7 Regresion Lineal y Regresion Multiple

Se puede comprender la relacion de dos o mas variables y relacionarlas mediante ecuaciones, una
variable en relacion de la otra variable se le llama Regresion Lineal y a una variable en relacion a

otras variables Regresion mdltiple.

Casi constantemente en la practica de la investigacion estadistica, econdémica y administrativa, se
encuentran variables que de alguna manera estan relacionados entre si, por lo que es posible que
una de las variables puedan relacionarse mateméticamente en funcién de otra u otras variables.

Se define como un procedimiento mediante el cual se trata de determinar si existe o no relacion de
dependencia entre dos o mas variables. Es decir, conociendo los valores de una variable

independiente, se trata de estimar los valores, de una o mas variables dependientes.

La regresion en forma gréfica, trata de lograr que una dispersion de las frecuencias sea ajustada a

una linea recta o curva.

El analisis de regresion determina la relacion entre una variable dependiente (por ejemplo, la
demanda de un articulo) y una variable independiente (por ejemplo, el tiempo). La formula general
de regresion entre la variable independiente x y la variable dependiente y es:

y = b+ bix + b+ ..+ bx"+ ¢

Las constantes by, by, ... , b, son parametros desconocidos que se deben determinar a partir de los

datos disponibles. El error aleatorio ¢ tiene media cero y desviacion estandar constante.

3.7.1 Clases de Regresion

La regresion puede ser lineal y curvilinea o no lineal, ambos tipos de regresion pueden ser a su vez:
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2.

3.7.1.1 Regresion Lineal Simple

Este tipo se presenta cuando una variable independiente ejerce influencia sobre otra variable
dependiente. Ejemplo: y = f(x)

Esta regresion se utiliza con mayor frecuencia en las ciencias econémicas y administrativas, y sus
disciplinas tecnologicas. Cualquier funcion no lineal, es ajustada a una linea para su estudio y

efectos practicos en las ciencias mencionadas, modelos no lineales y lineales a multi- ecuaciones.

Objetivo: Se utiliza la regresion lineal simple para:
Determinar la relacién de dependencia que tiene una variable respecto a otra.
Ajustar la distribucion de frecuencias de una linea, es decir, determinar la forma de la linea de
regresion.

Predecir un dato desconocido de una variable partiendo de los datos conocidos de otra variable.

Por ejemplo: Podria ser una regresion de tipo lineal:

En una empresa de servicio de Internet busca relacionar las ganancias que obtiene cada
computadora con el niumero de usuarios que ingresan a dicha cabina diariamente. En la tabla

representa Y (Ganancias en miles de $) y X (Numero de usuarios)

100 |98 |99 102 | 102 |111 |97 104 | 102 |96
116 |96 |[110 |105 |99 106 | 100 |109 |98 108

Coeficiente de Regresion

Indica el nimero de unidades en que se modifica la variable dependiente “Y” por efecto del cambio

de la variable independiente “X” o viceversa en una unidad de medida.
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Clases de coeficiente de Regresion:

El coeficiente de regresion puede ser: Positivo, Negativo y Nulo.

Es positivo cuando las variaciones de
proporcionales a las variaciones de la variable dependiente “Y”
Es negativo, cuando las variaciones de la variable independiente

proporcionales a las variaciones de las variables dependientes “Y”

la variable

independiente

“’x ”»

‘KX ”»

son directamente

son

inversamente

Es nulo o cero, cuando entre las variables dependientes “Y” e independientes “X” no existen

relaciéon alguna.

15 L 2K 4
®
10 YV 2
5 *
*
0
10 20
Positivo
0.6
0.5 s
0.4 *
03 4 oo
0.2 L 'S
0.1
0 ; ‘
2 4 6 8
Negativo
25
20 * *
X 4
15 . P'S
10 34 TS
®
5 ¢ * o
*

Nulo

20

25

Procedimiento para determinar el Coeficiente de Regresién

La forma mas sencilla de modelo de regresion supone que la variable dependiente varia en forma

lineal respecto a la variable independiente, esto es, que

y=a+ bx
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Las constantes a y b se calculan aplicando el criterio de los minimos cuadrados, que minimiza la
suma del cuadrado de las diferencias entre los valores observados y los estimados. Dado el i-ésimo
punto de dato (x; yi), i = 1,2,..., n, la suma de los cuadrados de las desviaciones entre los valores

observados y estimados se define como

i(}’s —a — bx)’

i=1
Los valores de a y b se calculan resolviendo las siguientes condiciones necesarias para minimizar S:

722(}) —a—bx)=0
—22(};1 —a— bx)x; =0

aa

ab

Con algo de manipuiauidn algebraica se obtiene la siguiente solucion:

n

X; — nyx
> ¥ y
b-— 1—1
Exl-z—-m_cz
i=1
a=y— bx

En donde

. 2;.: ) Eyi
T Hn V= H

Estas ecuaciones indican que primero se necesita calcular b, a partir del cual se puede calcular a.
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Se puede probar lo bien que se ajusta el estimador lineal y= a + bx a sus datos calculando el

coeficiente de correlacién, r, con la formula

n

Eixxi-nif
i=1

V(=) (8 -7)

=

Endonde -/ <r<]|1.

Sir 1, existe un ajuste lineal perfecto entre x y y. En general, mientras mas se acerque el valor de |
r | ail, el ajuste lineal es mejor. Si r =0, puede ser o puede no ser que sean independientes, ya

gue dos variables dependientes pueden dar como resultado

Para determinar el valor del coeficiente de regresiéon de una manera facil y exacta es utilizando el

método de los Minimos Cuadrados de dos maneras:

3.7.1.2 Regresion Lineal Multiple

Este tipo se presenta cuando dos o mas variables independientes influyen sobre una variable
dependiente. Ejemplo:y = f(x, w, z).

Por ejemplo: Podria ser una regresion de tipo multiple:
Una Empresa de desarrollo de software establece relacionar sus Ventas en funcién del nimero de
pedidos de los tipos de software que desarrolla (Sistemas, Educativos y Automatizaciones

Empresariales), para atender 10 proyectos en el presente afio.

En la Tabla representa Y (Ventas miles de $) e X (N° pedidos de sistemas), W (N° de pedidos de

Aplicaciones Educativas) y Z (N° de pedidos de Automatizaciones empresariales).

Y | 440 | 455 | 470 | 510 | 506 | 480 | 460 | 500 | 490 | 450
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X | 50 40 35 45 51 55 53 48 38 44
105 | 140 | 110 | 130 | 125 | 115 | 100 | 103 | 118 | 98
Z | 75 68 70 64 67 72 70 73 69 74

Aplicacién de regresion multiple

Mediante el siguiente problema podremos ilustrar la aplicacion de Regresion Multiple:

Para lo cual se escoge al azar una muestra de 15 alumnos y ellos registran notas promedios en las

asignaturas (materias cursadas) de PHP, Algoritmos, Base de Datos y Programacion como se

muestran en el siguiente cuadro.

Base de
Alumno PHP Algoritmos Datos Programacién
1 13 15 15 13
2 13 14 13 12
3 13 16 13 14
4 15 20 14 16
5 16 18 18 17
6 15 16 17 15
7 12 13 15 11
8 13 16 14 15
9 13 15 14 13
10 13 14 13 10
11 11 12 12 10
12 14 16 11 14
13 15 17 16 15
14 15 19 14 16
15 15 13 15 10

Lo que se busca es construir un modelo para determinar la dependencia que exista de aprendizaje

reflejada en las notas de la asignatura de PHP, conociendo las notas de las asignaturas Algoritmos,

Base de Datos y Programacion.

Se presentara la siguiente ecuacion a resolver:

Y=a+bx +bx,+b.x,
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Utilizando las férmulas de las ecuaciones normales a los datos obtendremos los coeficientes de

regresion o utilizando Regresion de Analisis de datos, en la Hoja de Calculo de Excel podemos

calcular también los coeficientes de regresion:

|’g 5 h Estadistica feferior Superior
/| Coeficientes | ‘Error tipico t p-valor 95% 95%
Intercepcic’unl."' 2.551 2.269 1.077 0.205 -2.663 7.766
Algaritmos | 0583 | 0267 2.186 0.051 -0.004 1.169
Base de || ||
Datos 0373 /| 014 2.539 0.025 0.056 0.691
Programacion, -0.242 ) / 0.270 -[1.853 0.391 -[1.837 1,354
hN e

Por lo tanto podemos construir la ecuacién de regresion que buscamos:

Y =2.551+0.583x, +0.373x, — 0.242 x,

e I

Estadisticas de la regresion, \
Coeficiente de carrelacidn mdltiple 0.53489314),
Coeficiente de determinacidn R#2 0.697 04655 | |
R*2 ajustado ! 0.5144223 | |
Error tipico I'. 085126471

Observaciones 15.-"':

3.7.1.3 Analisis de Regresion Mdltiple

Dispone de una ecuacién con dos variables independientes adicionales:

Y'=a'+bx +b,x,

Se puede ampliar para cualquier numero “m” de variables independientes:

YV'=a+bx +bx, +bx,+..... +b x
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Para poder resolver y obtener a,b, y b, en una ecuacion de regresion multiple el calculo se presenta

laborioso porque se tienen que atender tres ecuaciones que se generan por el método de minimo de
cuadrados:

Zyznﬂerlz.xl +522x2
ley: aZxIerlel?‘ +::t.'—'22x1x2
Sxy=a), x, +h > xx, +b> x

El error estandar de la regresion multiple (Sxy)

Es una medida de dispersion la estimacion se hace mas precisa conforme el grado de dispersion
alrededor del plano de regresion se hace mas pequefio.

Para medirla se utiliza la formula:

ey

n—m—1

S

¥

Y: Valores observados en la muestra.

A

Y : Valores estimados a partir a partir de la ecuacion de regresion.

n : Numero de datos.

m : Namero de variables independientes.
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3.8 Prondsticos Cualitativos

3.8.1 Juicio de expertos.

Muchos prondsticos importantes no se basan en modelos formales. Este punto parece evidente en el
ambito de los eventos mundiales (en cuestiones de guerra y de paz, por poner un ejemplo). Quiza lo
mas sorprendente, también en asuntos econdmicos con frecuencia sea la verdad. Por ejemplo,
durante el periodo de altas tasas de interés de 1980 y 1981, los pronosticadores mas influyentes de
tasas de interés no rivalizarian con los modelos econométricos accionados por equipos de
econometristas. En vez de ello, fueron con Henry Kaufman, de Salomon Brothers, y Albert
Wojnilower, del First Boston, los llamados Doctores Ruina y Tristeza en el mundo de las tasas de
interés. Estos caballeros combinaron factores relevantes, tales como la oferta de dinero y el
desempleo, asi como los resultados de modelos cuantitativos y su propio método intuitivo (sus
propios modelos “internos”) para producir pronésticos que tuvieron una credibilidad ampliamente

difundida e impactante en la comunidad financiera.

La moraleja para los administradores es que los prondsticos cualitativos puede ser una importante
fuente de informacion. Los administradores deben acudir a una extensa variedad de fuentes de
datos, antes de tomar una decision. La opinién del experto no debe ser ignorada. Una medida sobria
y util de todos los prondsticos (cuantitativos y cualitativos) son un registro de realizacion del pasado.
El buen funcionamiento en el pasado es un tipo sensible de prueba nula. Un excelente registro de los
datos no promete buenos resultados para el futuro. Sin embargo, un pobre registro dificilmente
despertara entusiasmo por grandes logros en el futuro. Por lo tanto, los administradores, deben

escuchar con cautela a los expertos y llevarlos a un funcionamiento estandar.

Existen dos maneras de abordar todos los modelos de decisiones. Uno es el analisis cuantitativo; el
otro el enfoque -cualitativo. Los prondsticos cuantitativos utilizan una variedad de modelos
matematicos que se apoyan en datos historicos o en variables causales para pronosticar la
demanda. Los prondsticos cualitativos o subjetivos incorporan aquellos factores como la intuicion, las
emociones, las experiencias personales y el sistema de valores de quien toma la decision para llegar
al pronéstico. Las empresas emplean uno u otro enfoque, pero en la practica, muchos de ellos

utilizan la combinacién de ambos con este enfoque es casi siempre efectivo el prondstico.
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3.8.2 Panorama de los métodos cualitativos.

A continuacion se presentan cuatro tecnicas de prondsticos cualitativos:

1. Jurado de opinién de ejecutivos. Con este método, las opiniones de un grupo de expertos o
administradores de alto nivel, a menudo en combinacion con los modelos estadisticos,
convergen para llegar a una estimaciéon grupal de la demanda. & Bristol-Myers Squibb
Company (compafiia farmacéutica) por ejemplo, emplea 220 cientificos destacados como
jurado de opinién de ejecutivos, con el fin de tener una idea de las tendencias futuras en el

mundo de la investigacion médica.

2. Metodo Delphi. Hay tres tipos de participantes del método Delphi: los que toman decisiones, el
personal y los entrevistados. Los primeros suelen ser un grupo de 5 a 10 expertos que iran
elaborando el pronéstico real. El personal ayuda a los que toman decisiones al preparar,
distribuir, recolectar y resumir la serie de cuestionarios y los resultados de las encuestas. Los
entrevistados forman un grupo de personas, a menudo localizadas en distintos sitios, cuyos
juicios se valoran. Este grupo proporciona informacion a quienes toman las decisiones antes

de hacer el prondstico.

El estado de Alaska, por ejemplo, ha empleado el método Delphi para desarrollar su
prondstico econdmico a largo plazo. Un sorprendente 90% del presupuesto estatal
deriva de los 1.5 millones de barriles de petréleo que alimentan al oleoducto en
Prudhoe Bay. El enorme panel de expertos de Delphi debe presentar a todos los grupos
de opinion en el estado y a todas a las areas geogréficas. Delphi fue la herramienta de
prondstico ideal porgue pudo evitarse el viaje de los panelistas. Tambien significo que
los ciudadanos lideres de opinidn pudieran participar sin que las reuniones y distancias

afectaran sus horarios.

3. Composicién de la fuerza de ventas. En este enfoque, cada vendedor estima cuales seran las
ventas de su regidén. Tras revisar las estimaciones para asegurar que sean realistas, se

combinan a nivel de distrito y nacional para llegar a un proposito global.

4. Encuesta en el mercado de consumo. Este método solicita informacién a los clientes sobre
sus planes de compra futuros. Ayuda no solo a preparar el prondstico, sino también a mejorar
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el disefio del producto y la planeacion de nuevos productos. En ocasiones, tanto la encuesta
en el mercado de consumo como la composicién de la fuerza de ventas son técnicas que
adolecen de un optimismo exagerado que surgen de la informacion de los clientes. La caida
de la industria de telecomunicaciones en 2001, fue resultado de la sobreexpansion que
pretendia satisfacer una “demanda explosiva de clientes”. ;De donde salié esta informacién?
& Oplink Communications, un proveedor de & Nortel Netwoks, dice que “durante los
tltimos afios los prondsticos de su compafiia se basaron principalmente en conversaciones
informales con sus clientes”.[RENDER, 2004]
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3.9 Ejercicios Resueltos
PRONOSTICOS

"Método Lineal"
y=a+bx

Chiken Palace ofrece periédicamente almuerzos que incluyen cinco piezas de pollo para llevar a casa, a precios especiales. Sea Y el nUmero de almuerzos vendidos
y X el precio. A partir de las observaciones histdricas y los calculos que presentamos en la siguiente tabla, determine usted la expresion lineal para obtener el
pronéstico deseado.

Error Relativo Error Iterativo

Error Absoluto

Valor Calculado €="Vt-Vc p=€/Vc (Ita)
Iteracion | Xi | Vi | XiYi \ X \ y € p | n ‘
1 270 760 2,052 7.29 705.00894881 54.99105119 0.0780005 _
2 350 510 1,785 12.25 482.90657439 27.09342561 0.0561049 -0.45992825
3 200 980 1,960  4.00 899.34852643 80.65147357 0.08967766 0.463048462
4 420 250 1,050 17.64 288.56699678 -38.56699678 -0.13365006 -2.11660216
5 310 320 992 961 593.95776160 -273.95776160 -0.46124115 0514162428
6 405 480 1,944 16.40 330.21119198 149.78880802 0.45361518 -0.79872087
Sumatoria: | 19.55 | 3,300 | 9,783 | 67.19 | 3,300.00000000 0.00000000 | 0.08250703 -2.39804039
X A2 = 382
100 ' 1A
Diagrama de dispersion
50 5 ik b b= Yy - (Un * Sxi * Yy)
s %0 e Yt - Un (3x0)
g 70
2 @ e == b= -969.50  =-277.62796802
5 < 3.49
$ 40 'S 40-9
g et az I (Sy) - (b * In * Yx)
> 30 309
E IR =
< 20
10 EE 4 a=  1454.604462
0
0 2 4 6 8 10 12
Precio (X;)




ol
—/ Inicio Insertar Disefio de pagina Farmulas Datos Revisar Vista

B Bk B DD g el ) @ A

Tabla Tabla Imagen Imagenes Formas SmartArt || Columna Linea Circular Barra Area Dispersion| Otros Hipervinculo | Cuadro Enc
dinamica ~ predisenadas - - - - - - graficos = de texto pie
Tablas Hustraciones Graficos s Vinculos
Q Advertencia de seguridad 5e ha deshabilitado |a actualizacion automatica de los vinculos Opcio Dispersién
Inserta un grafico de dispersion, también
| B9 - £ | i conocido como gréfico XY,
A B C D E Este tipo de grafico compara pares de valores,
1 PRONOIS.”C Utilicelo cuando los \rqlores que se estén
~———— representando no estén en el gje ¥ o cuando
2 "M| representen medidas separadas.
3 v=a+bx
4 | chiken Palace ofrece periédicamente almuerzos que incluyen cinco piezas de pollo para llevar a casa, a pr
X el precio. A partir de las observaciones histéricas y los célculos que presentamos en la siguiente tabl3
5 prondstico deseado.
6 Error
7 Absoluto
8 Valor Calculado € =Vt-Ve
9 Iteracién xi yi xiyi xi? v €
10 1 2.70 760 2,052 7.29 705.00894881 54.99105119
11 2 3.50 510 1,785 12.25 482.90657439 27.09342561
12 3 2.00 980 1,960 4.00 809.34852643 80.65147357
13 4 4.20 250 1,050 17.64 288.56699678 -38.56699678
14 5 3.10 320 992 9.61 503.95776160 HH#H#HEHEHIHE
15 6 4.05 480 1,944 16.40 330.21119198 HH##HFHHHHHE
16 |Sumatoria: 19.55 3,300 9,783 67.19 3,300.00000000| 0.00000000




Considere el siguiente conjunto de datos:

PRONOSTICOS

"Método Cuadratico"
y=ap + aXi + aX?

X y a) Construya el diagrama de dispersion de los datos.
1 2.0 b) Realice el ajuste causal cuadratico
2 1.5
3 4.5
4 4.0
5 5.5
6 4.5
7 6.0
Iteracion X Vi X x’i x4 XiYi X3 Vi

1 1 2.0 1 1 1 2.0 2.0
2 2 1.5 8 16 3.0 6.0
3 3 4.5 9 27 81 135 40.5
4 4 4.0 16 64 256 16.0 64.0
5 5 5.5 25 125 625 27.5 137.5
6 6 4.5 36 216 1,296 27.0 162.0
7 7 6.0 49 343 2,401 42.0 294.0

|sumatoria: | 28 28.0 140 784 4,676 131.0 706.0

5ag + (2 xi)ay + (X xi?)az = Yy
Bbag + 28a; + 140a, =28 *

Oxiao + (X xi?)as + (xid)az = Y xiyi
28ay9 + 140a; + 784a, = 131

Oxi®ao + (Xxid)ar + (Xxi9az = Y xiyi
140a0 + 784al + 4,676 = 706
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Regla del Sistema Cramer

X y Z Total
5 28 140 28
28 140 784 131
140 784 4,676 706
DS
5 28 140 5 28
28 140 784 28 140
140 784 4,676 140 784
2,744,000 3,073,280 3,665,984 3,273,200 3,073,280
(9,483,264 - ( 9,419,760 )
DX |
28 28 140 28 28
131 140 784 131 140
706 784 4,676 706 784
13,837,600 17,210,368 17,151,568 18,329,920 15,498,112
(48,199,536 . ( 48,206,592 )
DY |
5 28 140 5 28
28 131 784 28 131
140 706 4,676 140 706
2,567,600 2,767,520 3,665,984 3,062,780 3,073,280
(9,001,104 - ( 8,903,580 )
Dz |
5 28 28 5 28
28 140 131 28 140
140 784 706 140 784
548,800 513,520 553,504 494,200 513,520
(1,615,824 - ( 1,622,376 )

3,073,280

14,378,560

2,767,520

614,656

63,504

-7,056 +63,504=

97,524 +63,504=

-6,552 +63,504=

Ao
-0.11111111

a
1.53571429

a
-0.1031746
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Comprobacion:

5(-0.11111111)+ 28(1.53571429) + 140(-0.1031746) = 28

-0.555555556

28(-0.11111111) + 140(1.53571429) + 784(-0.1031746) = 131

-3.111111111

43 -14.44444444

215 -81

28 *

131

J=ao + aXi + a’

Valor Calculado

~

y

Iteracién Xi Vi X3 y
1 1 2.0 1 1.321428571
2 2 1.5 4 2.547619048
3 3 4.5 9 3.567460317
4 4 4.0 16 4.380952381
5 5 5.5 25 4.988095238
6 6 4.5 36 5.388388889
7 7 6.0 49 5.583333333
Sumatoria: 28 28 140 27.77777778
Promedio: 4.00 4.00 20.00 3.97
Diagrama de dispersion
7
6
c g 2
> 3
S = =
1
0 T T )
0 2 4 8
X

N o b WN R

1.32142857
2.54761905
3.56746032
4.38095238
4.98809524
5.38888889
5.58333333
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La Escuela Superior de Agronomia esta teniendo cada vez menor demanda de alumnos de nuevo ingreso, situacion que tiene muy preocupados a sus

PRONOSTICOS

"Series de Tiempo"
y=ap + aiX; + X3

directivos, su estadistica de los ultimos 10 afos en millares en la siguiente:

Afo 86 87 88 89 90 91 92 93 94 95
Alumnos 15.3 14.08 13.5 12.95 12.43 11.98 11.47 10.88 10.32 9.57
Al utilizar el sistema Cramer resulto:
ao a a ¢Cual sera el prondstico para los tres proximos afios?
-0.00023604 0.85191505| -0.00791001
Y=ay + aix + aXg
Valor Calculado
Iteraciéon Xi Vi X3 y Cuando x = 96:
1 86 15.30 7396 14.76204503 Y=a, + a,(96) + ay(96)? = 8.884982425
2 87 14.08 7569 14.24552884 Cuando x = 97: 8.210266085
3 88 13.50 7744 13.71319263 Cuando x = 98: 7.51972973
4 89 12.95 7921 13.1650364
5 90 12.43 8100 12.60106016
6 91 11.98 8281 12.02126391
7 92 11.47 8464 11.42564764
8 93 10.88 8649 10.81421136
9 94 10.32 8836 10.18695506
10 95 9.57 9025 9.543878751
Sumatoria: 905 122 81,985 122.4788198
Promedio: 90.50 12.25 8,198.50 12.25
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PRONOSTICOS

"Promedios Maviles"

yn=(Yi+...+yn)

n

“Abarrotes Fernandenses” tiene un registro de sus ventas de aztcar en los pasados 10 meses, los cuales son los siguientes.

Mes Venta toneladas ¢Cual sera el prondstico para el mes proximo?
1 44 Aplica promedios moviles utilizando los ultimos 5 meses.
2 42 Calcula el ECM
3 48
4 45
5 46.3
6 44.9
7 45.7
8 47.4
9 47.2
10 46.9
Prondstico mediante promedio Error Cuadratico
Xi Yi movil simple de 5 meses. Medio
1 44
2 42
3 48
4 45
5 46.3
6 44.9 45.06 2,030.40
7 45.7 45.24 2,046.66
8 47.4 45.98 2,114.16
9 47.2 45.86 2,103.14
10 46.9 46.30 2,143.69
11 46.42 2,154.82
Promedio 2,098.81
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PRONOSTICOS

"Regresion Lineal Simple"
r= 2Xiyi-ny X
V(X3 - X9 (L3 ny?)

Durante 10 semanas Giapetto ha observado el niimero de trenes producidos cada semana y el costo total de produccion de aquellos trenes. Esta informacion

se proporciona en la tabla.

Realiza la grafica de dispersidn y resuelve por el modelo
de regresion lineal simple.

Trenes
Semana fabricados Costo de produccion de los trenes
Diagrama de dispersion
1 10 $25740 $1,600.00
2 20 $601.60 £ $1,400.00 R*=0.9396
5 $1,200.00
3 30 $782.00 8 $1,000.00 L 3
4 40 $765.40 £ $800.00 %
S $600.00
=]
5 45 $895.50 2 aon00 = =
6 50 $1,133.00 S $200.00 *
7 60 $1,152.80 o 000 | | | |
o 0 20 40 60 80
8 55 $1,132.70
9 70 $1.459.20 Trenes fabricados
10 40 $970.10
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A

Iteracién Xi l Vi XiYi X3 Yy

1 10 $257.40 2,574.00 100 66,254.76
2 20 $601.60 12,032.00 400 361,922.56
3 30 $782.00 23,460.00 900 611,524.00
4 40 $765.40 30,616.00 1,600 585,837.16
5 45 $895.50 40,297.50 2,025 801,920.25
6 50 $1,133.00 56,650.00 2,500 1,283,689.00
7 60 $1,152.80 69,168.00 3,600 1,328,947.84
8 55 $1,132.70 62,298.50 3,025 1,283,009.29
9 70 $1,459.20 102,144.00 4,900 2,129,264.64
10 40 $970.10 38,804.00 1,600 941,094.01
Sumatoria: 420 9,150 438,044 20,650 9,393,464
Promedio: 42.00 914.97 43,804.40 2,065.00 | 939,346.35
1,764.00 837,170.10
r= Sxiyi - Ny X = 0.969334265011811
V(XX - nX?) (Xyi - ny7?)
Inicio Insertar Disefio de pagina Farmulas Revisar 'Q) - =
G5 Conexiones > {% Borrar = = = > E&" ) BIE ®LE HE #= Mostrar detalle | |Efg Analisis de datos
- T Propiedades %l E f -'f, Volver a aplicar 'jﬂ—l E" j J;' !:E? fi: ALJ ji_ detalle
le Desde Deotras | Conexiones || Actualizar _ . B il Ordenar Y Texto en Quitar  Validacion Consolidar Analisis | Agrupar Desagrupar Subtotal
texto fuentes existentes =2 Editar vinculos 7 Avanzadas columnas duplicados de datos ~ ¥si~ - -
Obtener datos externos Conexiones Ordenar y filtrar Herramientas de datos Esquema IFi Andlisis
Ad4 -
A 8 ¢ o e F 0 JJrJﬂmélisis de datos - - [ ? ﬂ\- L
10 40
Funciones para analisis Fy— 1
Covarianza - |
Estadistica descripti
|| s i :
Iteracién Xi Yi XiYi X2 Yit F‘rufelbfa F para \{arianzas de dos muestras -Ayl_Jda |
1 10 $257.40 2,574.00 100 66,254.76 ﬂ;ﬂgfadnf:w”er 3 ]
2 20 5601.60 12,032.00 400 361,922.56 Media mévil _ =
Generaddn de nimeros aleatorios
3 30 5782.00 23,460.00 900 611,524.00 Jerarauia v percent
R 2 $765.40 30,616.00 1,600 585,837.16 _
3 45 $895.50 40,237.50 2,025 801,520.25 —_—_—_——
5] 20 $1,133.00 56,050.00 2,500 1,283,685.00




Inicio Insertar Disefio de pagina Farmulas Datos Revisar Vista 'Q} - o
5] Conexiones | {% Borra = ar detalle | ||Elg Analisis de datos
% Propiedades . _ e “] — iy L=l L=l e e
r cUaudey o e - wd '
C esde ) _.l C F — L Te alidag Regresién l @ &
A eb texto fu =2 Edita JLr fvanzadas t
Obtener datos externos Conexiones Ordenar y filtrar Herramientas Entrada Analisis
- — Aceptar =
B22 - f | Rango Y de entrada: ECE27:80831
- L
A B C D E F H | | Rango X de entrada: &RE27:6RE71 I Q E
18 10 49 5970.10 ° - :Jb cadas = =
a5 Trenes fabrica [ Rétulos [7] Constante igual a cero =
20 [T mivel de confianza 95 % |
21| Iteracién Xi [ ¥i [ XiYi Xit Yir _ _
22 1 i 10 ! 5257.40 2,574.00 100 £6,254.76 Opciones de salida |
23 2 : 20 ' $601.60 12,032.00 400 261,322.56 {7 Rango de salida: 55 |
24 3 ! 30 \ 5782.00 23,460.00 500 £11,524.00 _ ) |
25 a4 ! 40 ! $765.40 30,616.00 1,600 585,337.16 1@/ En una hoja nueva: |
26 5 ! 45 ! 5885.50 40,297 .50 2,025 801,320.25 () En un libro nuevo |
ri i ] i 0 f [
27 & ' 50 : :1,133.3:) 56,650.00 2,500 1,283,689.00 Residuales |
28 7 ] &0 1,152.80 £9,168.00 3,600 1,328,547.84
23 8 | 55 ! 5113270 £2,298.50 3,025 1,283,009.28 EEESEUOS tind E Eraﬁcodde remdlf?les. tad |
20 3 ' 70 ' 51,45.20 102,144.00 4,900 2,129,264.64 ESI0UDS estandares Urya de regresion austada |
[ . 7 [ e [ [ [
31 1.3 ______ o y 5570.10 38,804.00 1,600 941,094.01 Probabilidad normal |
22 | Sumatoria: 420 3,150 438,044 20,650 9,393,464 D Grafico de probabilidad normal L
32  Promedio: 42,00 914,97 43,804.40 2,065.00 939,346.35 |
34 2 1,764.00 837,170.10
Resumen

Estadisticas de la regresion

Coeficiente de correlacion multiple
Coeficiente de determinacién R”2
RA2 ajustado

0.969334265
0.939608917
0.932060032

Error tipico 87.82464323
Observaciones 10
ANALISIS DE VARIANZA

Grados de Suma de

libertad cuadrados Promedio de los cuadrados F Valor critico de F

Regresion 1 960057.1573 960057.1573 124.4698887 3.72837E-06
Residuos 8 61705.34367 7713.167959
Total 9 1021762.501
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Coeficientes

Error tipico

Estadisticot Probabilidad

Inferior 95%

Superior 95%

Inferior Superior
95.0% 95.0%

Intercepcién
Variable X 1

164.877907
17.85933555

72.7433294  2.266570809 0.053174264

1.600785517

11.1566074

3.72837E-06

-2.868511283
14.16791753

332.6243252
21.55075357

2.868511283 332.6243252
14.16791753 21.55075357
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PRONOSTICOS
"Regresion Lineal Multiple"

Deseamos predecir el gasto por mantenimiento (Y), durante el afio actual, de un camion, a partir de las variables independientes X;= millas
recorridas (en miles) durante el presente afio, y X,= antigliedad del camidn (en afos) a principios del afio actual. Contamos con la informacion de la tabla.

y X1 X2
$832.00 6 8 Determine el resultado por medio del método de regresién lineal
$733.00 7 7 multiple.
$647.00 9 6
$553.00 11 5
$467.00 13 4
$373.00 15 3
$283.00 17 2
$189.00 18 1
$96.00 19 0
Resumen
Estadisticas de la regresion
Coeficiente de correlacion multiple 0.99997345
Coeficiente de determinacion R"2 0.99994691
RA2 ajustado 0.99992921
Error tipico 2.10615703
Observaciones 9

ANALISIS DE VARIANZA

Grados de Suma de Promedio de
libertad cuadrados los cuadrados Valor critico de F
Regresion 2 501267.385 250633.692 1.49665E-13
Residuos 6 26.6153846 4.43589744

Total 8 501294




Estadistico Superior Inferior Superior
Coeficientes Error tipico t Probabilidad Inferior 95% 95% 95.0% 95.0%
Intercepcion 17.7384615 31.0270968 0.57170871 0.588280636 -58.1821092 93.6590323 -58.1821092 93.6590323
Variable X 1 4.06153846 1.56741977 2.59122575 0.041144122 0.226200459 7.89687646 0.22620046 7.89687646
Variable X 2 98.5076923 2.75642815 35.7374425 3.20051E-08 91.76295562 105.252429 91.7629556 105.252429

Por lo tanto pronosticariamos un costo de mantenimiento anual para un camién a partir de:

y=17.74 + 4.06x: + 98.51x>

En el caso de un vehiculo de 5 afios de antigliedad que recorrié 10,000 millas durante un afo, pronosticariamos costos de mantenimiento anual de:
17.74 + 4.06 (10) + 98.51 (5) = $550.89
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3.10 Ejercicios Propuestos

1.- Considere el siguiente conjunto de datos:

X ‘100 70 30 40 80 60 50 20 10 90
y’57 40 35 33 56 46 45 26 26 53

a) Construya un diagrama de dispersion con esos datos.
b) Ajuste una linea recta a los datos usando en método de minimos cuadrados.

c¢) Use la funcion deducida en la parte b para pronosticar un valor de y cuando x=120

2.-Considere el siguiente conjunto de datos, considerando que x es la variable independiente

y yla dependiente.

x‘so 25 20 15 10 5
y‘65 60 50 30 25 10

a) Haga el diagrama de dispersioén de esos datos.

b) Ajuste una linea recta a los datos mediante el método de minimos cuadrados.
3.- Considere el siguiente conjunto de datos:

Tiempo ‘ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Demanda‘ 9% 78 40 65 92 60 50 70 100 84 46 78

a) Grafique esta serie de tiempo. Una los puntos mediante una linea recta.
b) Use el promedio movil simple de 4 periodos para la demanda del periodo 13.
c) ¢Le parece un buen recurso de prediccion a la vista de los datos?

d) Repita las indicaciones de los incisos anteriores con el siguiente conjunto de datos:

Tiempo‘l 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Demanda‘ 20 34 14 7 18 30 22 9 20 35 25 13




4.- La Escuela Normal Rio Verde tiene una estadistica de sus alumnos de nuevo ingreso

durante los pasados 10 afos, la cual es la siguiente:

Afio ‘ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Numero de
Alumnos 550 485 525 530 542 493 487 502 528 499

¢, Cual sera el pronéstico para el afio proximo?

Resuelva por promedios moviles utilizando los altimos 4 afios.

5.- “Bebidas Finas de la Zona Media” tiene su registro de ventas de los pasados 3 afnos. El

cual se presenta desglosado por meses en la siguiente tabla.

Mes y Afio | 1993 1994 1995
Enero 1500 1600 1610
Febrero 1750 1700 1720
Marzo 2500 2300 2400
Abril 2800 2850 2800
Mayo 3100 3150 3150
Junio 2950 3050 3000
Julio 2900 2850 2850

Agosto 2850 2830 2820
Septiembre| 2500 2620 2550
Octubre 2470 2510 2500

Noviembre 2100 2080 2100
Diciembre 1800 1790 1800
Total 29220 29330 29300

¢,Cual sera el pronéstico para cada mes del afio 967



6.-“Helados Ricosa” tiene registros de ventas en litro de helado por trimestre de los 3 afos

pasados, los que se incluyen en la siguiente tabla.

¢, Cual sera el prondstico para cada trimestre del afio entrante?

Ano
Periodo 1 2 3
Trimestre 1 | 1200 1250 1420
Trimestre 2 | 2400 2700 2860
Trimestre 3 | 2600 3100 3160
Trimestre 4 | 1700 1900 2060
Total 7900 8950 9500

7.- La empresa “Don Cacahuate” tiene sus ventas de los ultimos 10 afos, las cuales se

presentan en la siguiente tabla en millares de toneladas.

Aﬁo‘ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 ‘Total
Venta‘ 37 41 44 485 535 6 66 695 7.4 7.8 ‘57.15

¢, Cuanta venta se pronostica para los proximos 5 afios?

8.- Latienda SAM lleva un registro sobre su venta de switches de tipo M r de tipo N, la cual es

la siguiente expresada en miles.

Afo ‘ 89 90 91 92 93 94 95
TipoM [89.3 95.6 103.1 1094 116 123.1 129.6
TipoN |[145 153 162 171 179.7 187.3 195

¢,Cual sera el prondstico para los 3 afios préximos para cada tipo de switch?
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CAPITULO 4

Modelos de redes de programacion lineal (PL)

4.1 Introduccion

El tema de los modelos de redes es uno de los mas interesantes de los que estudian en la actualidad
los cientificos de la administracion. En este capitulo consideraremos a las redes en general y
mostraremos como se puede plantear como problemas de programacion lineal. Después se intentara

revisar las numerosas y variadas aplicaciones de estas redes de PL.

Se comenzard el andlisis con el estudio de un caso referido a un ejemplo clasico de red. Se
planteara este caso como problema de programacion lineal y se analizaran las caracteristicas de ese
planteamiento. Presentaremos definiciones y terminologia que se utilizan en el estudio de redes. En

este punto, se presentaran y se revisaran 6 modelos de redes que son bien conocidos.

El capitulo se orientarda mas que nada a los planteamiento, dado que estaremos interesados en
mostrar que diferentes problemas de redes tienen planteamientos similares que pueden resolverse a

través de la programacion lineal.

4.1.2 Caso Toyonson Motors, Inc.

El gerente de programacion de la Toyoson Motors Inc, de la regidn oriental de Estados Unidos, Sam
Jenkins, esté interesado en elaborar un plan semanal para el envié de automadviles de su puerto de
entrada a diversos distribuidores regionales. Para elaborar el plan, ha recopilado datos sobre costos
de transporte por automovil en todo el pais, necesidades mensuales de automoviles de cada
distribuidor y llegadas mensuales de automéviles a cada puerto de entrada. Los automoéviles se
pueden enviar en forma directa a cada distribuidor o puede enviarse un conjunto de ellos a un
distribuidor, descargar algunos, y enviar el resto a algun distribuidor. E el mapa de la figura 4.1 se
muestra las demandas de los distribuidores locales en los puertos de entrada de las respectivas

disponibilidades.
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En la tabla 4.1 se muestran, en ddlares por automavil, los costos del transporte entre los puertos de
entrada, las ciudades de transbordo y las ciudades que son destinos finales. En los casos en que no

existe relaciéon directa entre un par de ciudades no se muestran los costos.

Sam necesita determinar cuantos automoviles se deben enviar de Jacksonville y Nueva Orleans a
cada una de las otras ciudades, para que sean vendidos alli o transferidos a alguna otra ciudad. Se
da cuenta de que no es dificil encontrar un plan de envios que satisfaga las necesidades de todas
las ciudades pero, ¢sera el plan mas econdmico? Dado que Sam tiene una maestria en
administracion de empresas, sabe que existen modelos matematicos como la programacion lineal
gue pueden utilizarse para determinar una asignacion de costo minimo de algunos recursos, sujeta a
algun conjunto de restricciones. Pero no esta seguro de la forma en que se ajustaria un modelo de
estos a un problema como el que enfrenta. Le preocupan un par de cosas acerca del uso de la PL.
En primer lugar esta el supuesto de divisibilidad: ¢ una solucion de PL implicaria enviar una fraccion
de automovil a alguna ciudad? Es evidente que una solucion asi no seria utilizable. En segundo
lugar, aunque parece que el problema de la region oriental es un tanto reducido, si se considera a la
totalidad de Estados Unidos, la magnitud del problema de distribucién podria ser enorme. ¢ Podria la

programacion lineal manejar todas las combinaciones diferentes de ciudades que podrian existir?

Chicago
(se necesitan

50 automoviles) Nueva York

(se necesitan
70 automoviles)

Atlanta
(se necesitan

120 automoviles)
Dallas

(se necesitan

60 automoviles) Jack i
acksonville

(se importan
200 automoviles)

Nueva Orleans
(se importan
100 automoviles)

Figura 4.1 Red de distribucion de Toyonson
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A: ciudad
De: ciudad Atlanta Dallas Nueva York Chicago
Jacksonville $ 75.00 - $ 150.00 -
Nueva Orleans| $ 125.00 $ 100.00 - -
Atlanta - - $ 12500 $ 150.00
Dallas - - - $ 100.00

Tabla 4.1 Toyonson Motors, Inc; costos del transporte por automaévil

4.1.3 Analisis de la Toyonson Motors Inc.

El problema de Sam Jenkins consiste en determinar la forma de enviar los automoéviles de manera
gue se minimicen los costos y, al mismo tiempo, que se satisfagan las necesidades de todos los
distribuidores. Para ayudar a comprender el problema, se presenta en una forma distinta en la figura
4.2, en la cual los circulos representan a cada uno de los puertos de entrada y los distribuidores y las
flechas las relaciones entre ellos. También se utilizan flechas para mostrar las disponibilidades y las
de mandas en cada ciudad. Una flecha que llega a una ciudad indica automéviles que llegan a ésta
para su distribucion, y una flecha que sale de una ciudad representa su demanda. Por ejemplo,
Dallas tiene una demanda de 60 automoviles, los cuales deben obtenerse en Nueva Orleans, pero
también podria actuar como un punto de transbordo para automoviles que van Chicago. Se puede
observar que la demanda total de los distribuidores es igual a la disponibilidad u oferta en los puertos

de entrada. Aunque esto no es indispensable para formular el problema, simplifica las cosas.

Jacksonville Nueva York

Nueva Orleans Chicago

-->50

60

Figura 4.2 Red modificada de distribucion Toyonson
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4.2 Terminologia de Redes

Puede considerarse que cualquier red esta formada por 3 componentes: (1) nodos, (2) arcos y (3)
flujo de arcos. Observe la figura 4.3, que ilustra esto. Los circulos son los nodos, y estan unidos por
arcos. En esta figura se observan 2 tipos de arcos, dirigidos y no dirigidos. Un arco dirigido es aquel
sobre el cual puede moverse el flujo en una sola direccion, y uno no dirigido es aquel sobre el cual
puede moverse el flujo en cualquier sentido. El arco que une los nodos 1y 2 es un arco dirigido; elo

arco que une los nodos 1 y 3 es no dirigido.

Por lo general, los nodos se enumeran, tal como se ha mostrado en la figura 4.3, y los arcos se
denotan por los nodos que unen. Por ejemplo, el arco que une los nodos 1 y 2 se identificaria como
arco 12. El flujo que pasa de un nodo a otro a través de una arco es un factor desconocido en la red

y que se denota como Xx;; para el flujo entre los nodos i y j

El flujo de una red puede constar de muchos bienes o productos distintos. Unos cuantos ejemplos
serian: gas natural en un gasoducto; distribucién de articulos de mayoristas a detallistas o entre
fabricas y almacenes; y asignacion de produccion a periodos de tiempo. El costo unitario del flujo
para cada arco se denota como cj para los nodos i y j. En el caso de la Toyonson Motors, las
ciudades son los nodos y las rutas de transporte entre las ciudades son los arcos. El costo por
automovil para cada ruta es el costo de flujo. En algunos problemas pueden existir capacidades para

cada arco que limiten la cantidad de flujo.

Puede definirse una red como un conjunto de nodos, arcos y flujos que pasan de un nodo a otro a
través de los arcos. En una red, existiran ciertas combinaciones de nodos y arcos que tienen
propiedades especiales. Una cadena es una sucesion de nodos y arcos que conectan un nodo L a
un nodo K. En la figura 4.3, el conjunto de nodos 1, 2, 3, 4 y los correspondientes arcos forman una
cadena, tal como se muestra en la figura 4.4. Una cadena que conecta a un nodo consigo mismo es
un anillo. Por ejemplo en la figura 4.3, la cadena que conecta al nodo 1 consigo mismo, a traves de

los nodos 2 y 3, es un anillo. Esto se representa en la figura 4.5.

Se conoce como arbol abierto a un subconjunto de los arcos de la red original que conecta todos
los nodos pero que no pero que no contiene ningun circuito. Un ejemplo de un arbol abierto para
figura 4.3 se muestra en la figura 4.6. Observe que la cadena que se presenta en la figura 4.4 es

también un arbol abierto.
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Un arbol abierto de una red es especial porque corresponde a una solucion basica para las
restricciones de la programacion lineal que corresponden al problema de la red. Por ejemplo, la

solucién 6ptima para el problema de la Toyonson Motors es:

X15 = 70, X13 = 130, Xog = 100, Xs6 = 40, X3 = 10

Si trazamos una red incluyendo solo estos arcos, obtendremos la figura 4.7, que evidentemente es
un arbol abierto; también esto es basico en un problema de programacion lineal. En general, todos
los arboles abiertos corresponden a soluciones basicas, pero no siempre a soluciones factibles
bésicas. Esta correspondencia entre arboles abiertos y soluciones basicas de programacion lineal es
otra propiedad importante de las redes, que permite el uso de métodos especiales de programacion
lineal para resolver con rapidez redes que se plantean en forma de problemas de programacion

lineal.

Por ultimo un problema de flujo de costo minimo es un problema de redes en que se pretende
encontrar un flujo de costo minimo entre nodos y arcos que satisfaga todas las demandas utilizando

toda la oferta disponible.

FIGURA 4.3.Red
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FIGURA 4.5 Anillo i :

FIGURA 4.4 Cadena
1 @

FIGURA 4.7 Solucion basica

EIG URA 46
Arbol abierto

4.3 Analisis de una Red de Distribucidon de Automaoviles

Jacksonville Nueva York

I\\
/ (“\\

/ ” / A Atlanta

J Chicago /{ LN 4
(se necesitan O Z/TJ ~
50 automoviles) Yﬁ Nueva York
\ (se necesitan
8 70 automoviles)

Atlanta 4
(se necesitan

120 automoviles) /
Dallas ;/

{g/\‘v f’\ (se necesitan t
60 automoviles) )
= R: N =y \\ Jacksonville

L) Nueva Orleans \ (se importan
D (se importan ) 200 automéviles) I

100 automoviles) v

El problema consiste en determinar la forma de enviar los automoviles de manera que se minimicen
los costos y al mismo tiempo que se satisfagan las necesidades de todos los distribuidores, la figura
gue se presenta es un mapa de la distribucion de la red de ciudades, en la cual los circulos
representan a cada uno de los puertos de entrada y los distribuidores y las flechas las relaciones
entre ellos. También se utilizan flechas para mostrar las disponibilidades y las demandas de cada
ciudad. Una flecha que llega a una ciudad indica automoviles que llegan a esta para su distribucion y
una flecha que sale de una ciudad representa su demanda, por ejemplo, Dallas tiene una demanda
de 60 automoviles, los cuales deben obtenerse en Nueva Orleans, pero también podria actuar como
punto de transbordo para automéviles que van de Chicago. Se puede observar que la demanda total

de los distribuidores es igual a la disponibilidad u oferta en los puertos de entrada.
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4.3.1 Planteamiento de Programacion Lineal (PL)

Para definir las variables de este problema, hemos numerado las ciudades del 1 al 6. Entonces las
variables representaran el nimero de automoviles que se transportan de una ciudad a otra, es decir,

Xij = namero de automoviles que se envian de la ciudad i a la j

Por ejemplo, x;3 = numero de automoviles que se envian de Jacksonville a Atlanta, y X3 = numero de

automoviles que se envian de Atlanta a Chicago.

El objetivo es minimizar el costo total del transporte de automoviles. Si ¢ = costo de enviar un
automovil de la ciudad i a la ciudad a la j, entonces el costo total para esta ruta es cjj xjj. Por ejemplo,

75x%13. Entonces, la funcién objetivo es:

MINIMIZAR: 75X13 + 150X15 + 125X23 + 100X24 + 125X35 + 150X36 + 100X46

En Jacksonville (ciudad 1), se debe anotar una restriccibn que dé cuenta de todos los automoviles
gue llegan. En este puerto de entrada, se deben enviar los 200 automdviles que llegan cada mes ya
sea a Atlanta o a la ciudad de Nueva York. En términos matematicos, esta restriccion seria:

X3 + X15 = 200

Numero de automoviles que salen de Jacksonville = Nimero de automéviles que llegan a Jacksonville

De manera similar, desde nueva Orleans deben enviarse todos los automadviles que llegan a Atlanta

o a Dallas. En términos matematicos esto se representa como:

Xo3 +Xog = 100

Numero de automéviles que salen de Nueva Orleans = NUmero de automdviles que llegan a Nueva Orleans

En Atlanta se tienen automéviles que llegan, otros que salen y otros que se quedan ahi. Aqui es
importante recordar que la diferencia entre el nimero de automadviles que llegan y el numero de los
gue salen debe ser igual al niumero de automéviles que permanece en Atlanta. En términos
matematicos, esto se escribe como:

X13 + Xp3 — X35 —X36 = 120

Numero de automoviles que llegan a Atlanta — Nimero de automoviles que salen de Atlanta = Demanda en Atlanta
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Esta clase de relacion es aplicable también a Dallas, en donde la restriccion tendria la siguiente

forma:

X24 —X46 = 60

Numero de automoviles que llegan a Dallas —NUmero de automéviles que salen de Dallas = Demanda en Dallas

A la ciudad de Nueva York y a Chicago solo llegan automoviles para satisfacer su demanda. En este
caso, la suma de los automoviles que llegan debe ser igual a la demanda. En términos matematicos,

para la ciudad de Nueva York, la restriccion es:
Xi5 + X35 = 70

Numero de automdviles que llegan a Nueva York = Demanda en Nueva York

Por ultimo, la restriccion para Chicago seria:
X36 + Xa6 = 50

Numero de automdéviles que llegan a Chicago = Demanda en Chicago

En conjunto, el planteamiento de programacion lineal

MINIMIZAR:

75X13 + 150%15 + 125%,3 + 100x54 + 125%35 + 150X3¢ + 100xX46

X3+ X15 =200
Xo3 + X24 =100
120
60
70
50
X13, X15, X23, X24, X35, X36, X46 >0

X13+ Xo3 — X35 — X36

X24 — X486
X5 + X35

X3 + X6

Ahora podria resolverse este problema a través de programacion lineal utilizando los procedimientos

simplex comunes. Si esto se llevara a cabo, encontrariamos que la solucién 6ptima es:

x5 =70,  X13=130, X4 =100, Xu4=40, Xg=10

lo que da un costo total de $35,750.
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4.4 Problemas propuestos de Flujo de Costo Minimo.

Considerando las siguientes representaciones en forma de red de un problema de costo minimo que

aparecen en las siguientes figuras, desarrolle el planteamiento de programacion lineal considerando

gue se muestran los costos minimos para cada arco. Determine el menor costo para un problema de

transbordo (flujo de costo minimo) y la ruta mas corta.

F.O. 2Xa

+ 3Xpg

+ 4Xbe + 2XCf
+ Xpe
- Xed
+ Xcd
Xpe

Xef

+ 5Xgf

- Xdf
- Xgf

+ Xgf

+ 1Xed

+ Xed
- Xed

+ 6Xef

= Xef

+ Xef

100

50
=40
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3 Haciendo click aqui nos arroja el resultacio.

ST : ———
Wi i

File Edt Format Sobveand Analyze

BEEE IS

5.5 Flujo Costo Minimo: Minimization (Network Flow Problem)

Demand : Supply
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Node3 |
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Demand
Demanda
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File Format Results Utilities Window Help
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u b Solution for Flujo Costo Minimo: Minimization (Metwaork Flow Problem)

03-12-2013 From | To [ Flow Unit Cost Total Cost | Reduced Cost
1 Nodel & Mode3 25 2 50 0
2 Node? Node4 75 3 225 0
3 Node3 Nodet 15 2 30 0
4 Node5 Nodet 25 3 150 0
5 Node5 Node4 25 1 25 0
Total Objective Function Value = 480

b)

100

200

F.O. 5X13 + 3X14 + 4Xo4 + 2Xo5 + 4X35 + 3X36 ‘ + 1Xy5

X24 + Xog =200

X13 - X35 - X36 =
X14 + Xo4 -X45 =

X25 + X35 + X45 -Xss =150

X36 + Xsg =150




File Edit Format Solveand Analyze Utilities Window WinQSB Help

EEREH] EEE A EEEDE E] ] [=]2E]

=k NET Problem: Minimization (Metwork Flow Problem)
‘Demand - Supply ‘ |

From \ To Nodel | Mode2 | Hoded | Hoded Node5 Nodeb Supply

Model 5 3 00
Mode2 1 3 200
Mode3 A 3 o
Moded 1 o
Mode5 4 o
Modeb o
Demand 1] 0 0 0 il T —

File Format Results Utilities Window Help
| [ [ 2] 2]

| FlER hu[AE[EEDE] =

=k Solution for NET Problem: Minimization (Network Flow Problem)

03-12-2013 From | To [ Flow Unit Cost Total Cost | Reduced Cost
1 Nodel :Unused_Supply 100 0 1] 0
2 Node2 Nodeb 150 2 300 1)
‘ 3 Node2? Unused_Supply 50 0 1] 0
4 Nodeb Nodeb 150 4 600 1)
Total Objective Function Value = 00

Los siguientes problemas consisten en determinar la forma de minimizar los costos y, al mismo
tiempo, que se satisfagan las necesidades de todos los distribuidores/proveedores. Se puede
observar que la demanda total de los distribuidores/proveedores es igual a la disponibilidad u oferta
en los puertos de entrada. Realice un planteamiento de programacion lineal para los siguientes

modelos de redes.

100 A,/5>__—>150

c)

150

200

10
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d)
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f> o=

1000

900

1200

4.5 WinQSB 2.0

WinQSB 2.0 es un paquete de herramientas desarrolladas por el Dr. Yih-Long Chang para solucionar

y automatizar problemas de caracter complejo.

Concretamente, WIinQSB 2.0 incluye modulos para el andlisis de muestreos, programacion
dindmica, elaboracion de prondsticos, teoria y sistemas de inventarios, programacién de jornadas de
trabajo, procesos y cadenas de Markov, planificacion de recursos, modelado de redes, programacién
no lineal, PERT y CPM, programacion cuadrética, entre otras posibilidades.

En total, el paquete incluye un total de 19 modulos especializados. Cada mdédulo dispone de su

propio entorno, una serie de ejemplos, ayudas y las funciones necesarias para plantear, analizar y

solucionar los problemas.
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4.6 El problema de la ruta mas corta

Si se define una red de manera que los coeficientes de cada arco sean no negativos (tal como
medidas de distancia), entonces podriamos estar interesados en encontrar la ruta mas corta entre

dos nodos de la red. A este problema se le conoce como el problema de la ruta mas corta.

Considere el problema de viajar en automovil de Nuevo Orleans a Atlanta en el tiempo mas corto,

dentro de lo legal.

Las carreteras que enlazan estas dos ciudades forman la red que se muestra en la siguiente figura,

en donde las "distancias" son los tiempos de viaje en automévil dados en minutos.

Mobile Montgomery

Atlanta

Nueva
Orleans
180

Birmingham

Meridian

Ruta de manejo de Nueva Orleans a Atlanta

Observe que con el objeto de plantear este problema en forma de problema de costo minimo, puede
elegirse en cualquier nodo solo el camino a través de un arco. Esto implica que es necesario tener

los siguientes flujos en los arcos.

1 si se viaja a traves de la carretera entre la ciudad i y la ciudad j.
Xij =

0 de Otra manera.
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Si se recorre la ruta (i, j), esto significa que no puede utilizarse ninguna otra ruta que parta de la
ciudad i. Por ejemplo, si se viaja por la carretera de Nueva Orleans a Mobile, entonces el flujo entre

esas ciudades seraigual a 1y X13 sera cero.

Es posible satisfacer estas condiciones utilizando en la red un flujo imaginario de una unidad. Este
flujo parte del nodo de salida u origen y llega al nodo final o terminal. En otras palabras, existe un
suministro de una unidad en el origen y una demanda de una unidad en el nodo terminal. En
nuestro ejemplo, habria un suministro (u oferta) de una unidad en Nueva Orleans y una demanda por

esa misma unidad en Atlanta.

La ultima pregunta que permanece pendiente es: ¢ Qué costos deben utilizarse en este problema de
flujo minimo? Para responder esta pregunta, observe que si Xjj = 1, entonces sera necesario viajar
de los nodos i al j. Si se denotan estas distancias mediante djj y si se utiliza la ruta entre i vy j,
entonces el costo para esa ruta se convierte en djx;. Dado que x; es cero 0 uno, el costo para
cualquier ruta sera djj, o cero. Por esto, podemos utilizar las distancias, djj, como los costos para el

problema del flujo de costo minimo. Ahora, podemos plantear el problema de la siguiente manera:

Minimizar:
210Xy,  +210X13  +192Xo4

+315X,5 +210X3s +180X35 +192X45 +180Xsg
Sujeto a:

Nueva X12 +X13 =1
Orleans
Mobile X12 -X24 -X25 =

Meridian X13 X34 X35 =0
Montgomery X24 +X34 -X46 =0
Birmingham Xo5 +X35 -Xsg =0
Atlanta X46 +Xz6 =1
Xij = 0 para toda i y toda j

Para propositos de andlisis, se ha anotado con qué ciudad se relaciona cada restriccion. La
restriccion de Nueva Orleans establece que puede utilizarse la carretera que va a Mobile o la que va
a Meridian, pero no ambas. Se sabe que las soluciones de programacion lineal para problemas de
redes son enteras, por lo cual estamos seguros de que x;2 =10 0y que x;3 =10 0, al tiempo que la

restriccion impone que X2 =1 6 que X33 = 1, pero no ambas.

Las restricciones de Mobile, Meridian, Montgomery y Birmingham requieren todas que el flujo que

llega a esos nodos (ciudades) sea igual al flujo que sale, puesto que no existe demanda en ninguno
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de ellos. La restriccion para Atlanta exige llegar a esta ciudad ya sea de Birmingham o de

Montgomery, obligando a que la suma de los flujos sea igual a 1.

En un problema de la ruta mas corta puede haber arcos dirigidos y arcos no dirigidos. Para el caso
de arcos no dirigidos seria necesario tener una variable de i a j y otra de j a i y el planteamiento

exigiria manejar variables en ambas direcciones.

4.6.1 Problemas propuestos de la Ruta mas Corta

a) Obtener la Ruta Mas Corta de A a J.

b) La telefonia Tell-All da servicio a seis areas geogréficas. Las distancias (en millas) de satelites
entre seis areas se ven en la figura Tell-All debe determinar las rutas de mensaje mas eficientes que

se van a establecer entre cada par de areas en la red.
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c) Determine la ruta mas corta entre los siguientes pares de nodos:

e Dellal?
e Del7all
e Del6al?

Resolver los siguientes problemas de redes por medio del método de la ruta mas corta.
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d)

9800

f)

4.7 El Problema de Flujo Maximo

En los problemas anteriores estabamos interesados en los valores que se generan a través de
cierto flujo que pasa por una red. Este valor puede estar dado en términos de dinero, distancia,
tiempo o alguna otra medida. Existen problemas en los que el valor del flujo no es tan importante

como la cantidad de flujo que pasa a través de la red. Los gasoductos y las lineas de transmision de
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electricidad son ejemplos de esta situacion. Los problemas en los que interesa determinar el flujo

maximo que pasa a través de una red se denominan problemas de flujo maximo.

En estos problemas, es necesario suponer que existen restricciones de capacidad en los arcos. Si no
fuera asi, el flujo maximo que pasaria a través de la red seria infinito. Considere en siguiente caso
donde se desea enviar gas natural desde un campo de gas que se encuentra en Campeche hasta
Chiapas, a través de una red de gasoductos. La siguiente figura muestra la red. Los valores que se
encuentran encerrados en semicirculos en cada arco representan las restricciones de capacidad en

millones de pies cubicos de gas por hora.

Campo m

Gasero

Red de Campeche a Chiapas

Aqui se muestra también una cantidad de flujo desconocida, f, que entra en el gasoducto en el nodo
1(el campo de gas) y que sale del gasoducto en el nodo 5 (la Terminal de Chiapas). Utilizando este

flujo, f, puede plantearse el problema de la siguiente forma.

MAXIMIZAR: f
SUJETO A:

X125 10, X136, Xp3 <3, x20 <5,x34 <7,x35 < 8, x45<8.
Xjj = paratodaiyj

Este planteamiento no se ajusta a nuestra formulacion estandar de programacion lineal de flujo de

costo minimo, puesto que el flujo que se desconoce, f, aparece tanto como variable de la funciéon
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objetivo como en forma de valor del lado derecho de las restricciones. Si se plantea de esta manera

no es posible utilizar el método del flujo de costo minimo para resolverlo.

Para evitar esta dificultad, en primer lugar se elimina el flujo f y se introduce un arco artificial o ficticio
gue conecta los nodos 5 y 1. El objetivo se convierte entonces en maximizar el flujo que pasa por
este arco ficticio. Maximizar el flujo que regresa del nodo 5 al nodo 1, por un arco ficticio que no tiene
capacidad, daré la cantidad de flujo que va del nodo 1 al nodo 5 a lo largo de la red de capacidades.

La siguiente figura se muestra la red de gasoductos, incluyendo el arco de regreso.

Arco ficticio de regreso

Red modificada de los gasoductos

Ahora, utilizando esta nueva red de gasoductos, se tiene un planteamiento modificado, que puede

verse en esta figura, en el que el objetivo es maximizar Xs;:

MAXIMIZAR:
SUJETO A:

X12<10, x13 <6, X033, x4 <5, x34 < 7,x35 < &, x45 < 8.

Xij = paratodaiy j

Ahora queda planteado el problema de flujo maximo en forma estandar de programacion lineal de
redes, excepto que no existen ofertas y demandas. Los problemas de este tipo se nominan redes

circulares.
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Solucion:

NET PMF MFP Maximization  Matrix ~ Asymmetry
5 0 0
From/To Nodel Node2 Node3 Node4 Node5
Nodel 10 6
Node2 3 5
Node3 7 8
Node4 8
Node5 -1
0

Solution for Maximal Flow Problem PMF
03/10/2009 From To Net Flow From To Net Flow
1 NodelNode28 5 Node3Node4l
2 NodelNode36 6 Node3Node58
3 Node2Node33 7 Node4Node56
4 Node2Node45
Total Net Flow From Nodel To Node5 = 14

4.7.1 Problemas propuestos de Maximo Flujo.

Resolver las siguientes redes por el método del maximo flujo.

a)
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b)

d)

Ejidatarios

92



4.8 Algoritmo de Arbol de Expansién Minima

Es un problema clasico de optimizacion combinatoria, formulado en 1926 por Boruvka quien lo
plante6 para resolver el problema de hallar la forma mas econdémica de distribuir energia eléctrica en
el sur de Moravia. La formulacién de este problema ha sido Gtil para la realizacibn de muchas
investigaciones en varios campos como el transporte, electronica, telecomunicaciones e
investigacion de operaciones.

El modelo contempla un conjunto de arcos que conectan todos los nodos de la red sin crear un solo
ciclo o vuelta. El problema consiste en determinar el arbol que minimiza la distancia de conexion
total; se resuelve por el Algoritmo de Etiquetado

El algoritmo de Arbol de expansion minima enlaza los nodos de una red, en forma directa o indirecta,
con la minima longitud de ramas que se encuentran ligadas. Una aplicacion caracteristica es en la
construccion de carreteras pavimentadas que unen varias poblaciones. El camino entre dos
poblaciones puede pasar por uno o mas poblaciones adicionales. El disefio mas econdémico del
sistema de caminos indica que se minimice la distancia total de caminos pavimentados, resultado
gue se obtiene implementando el algoritmo de arbol de expansion minima.

Los pasos del procedimiento son los siguientes. Sea N = {1, 2,..., n} el conjunto de nodos de la red, y

se definen

Ck = Conjunto de nodos que se han conectado en forma permanente en la iteracién k

Cx = Conjunto de nodos que todavia se deben conectar en forma permanente.

Algoritmo

Paso 0. El conjunto Co=0 y Cy=N.

Paso 1. Comenzar con cualquier nodo en el conjunto €; no conectado (o“inconexo”), e igualar
C1={i}, con lo que C;= N —{i}. Igualar k=2.

Paso general k.  Seleccionar un nodo j* en el conjunto no conectado Ci.1 que produzca el arco
mas corto a un nodo, en el conjunto conectado Cy;. Enlazar a j* en forma permanente con Cy.; y
sacarlo de Ci.1, esto es Cy = Cyg + {j*}, Ck = Cis1 - {j*}

Si el conjunto €, de nodos no conectados es vacio, detenerse. En cualquier otro caso, igualar k = k +

1y repetir el paso.
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El algoritmo comienza en el nodo 1 (podria ser cualquier otro nodo), con lo que se obtiene

Ci={1}, C.={2,3, 4,56}

Las iteraciones del algoritmo se resumen en la figura 2. Los arcos con lineas delgadas son todos los
enlaces posibles entre C y C. Las ramas gruesas representan los enlaces permanentes entre los
nodos del conjunto conectado (o “conexo”) C, y la rama con linea interrumpida representa el nuevo
enlace (permanente) que se agrega a cada iteracion. Por ejemplo, en la iteracion 1, la rama (1,2) es
la mas corta (= 1 milla) entre todas las ramas posibles del nodo 1 a los nodos 2, 3, 4, y 5 del conjunto
no conectados C;. Por consiguiente, el enlace (1, 2) se vuelve permanente y j* = 2, con lo que se
obtiene
C.={1,2},C,={3,4,5,66}

La solucion se expresa con el arbol de expansion minima que se ve en la iteracion 6, la figura 2. La
cantidad minima de millas necesarias para proporcionar el servicio de cable que se desea resulta
ser 1+3+4+3+5 = 16 millas.

Itcracion 1 Iteracion 2
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4.8.1 Actividades

=

Estudiar el presente tema y realizar las correspondientes tarjetas del contenido

Iteracion 5

Iteraciones de la

solucién para

Iteracion 4 la Midwest TV
Cable Company

(2) 2 (3)
7 N
_— — Ramas

V8] e
:’Q ;}lc111as
D

»

/ \
| 6
7

il‘»' X
!

3
4

(4
Iteracién 6
(drbol de expansion minimo)

Figura 4.2 Algoritmo de &rbol de expansion minima.

Para el modelo de red de la figura 1, deberé Interpretar el modelo para obtener solucion en el

WINQSB (software).

Para el modelo de red de la figura 1 Resolver la red con el Algoritmo de Arbol de Expansion

Minima.

Determinar el arbol de minima expansién para las siguientes figuras:

a)
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b)
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4.9 PERT/CPM/LPU/ROY/RAMPS

Para solucionar los problemas planteados en el Grafico de Gantt se presentan los sistemas de
trayectoria critica, es decir, PERT, CPM, LPU, ROY y RAMPS.

A mediados de 1957, la E.l. Du Pont de Nemours de los Estados Unidos estaba interesada en
ampliar cerca de 300 fabricas, lo cual implicaba un gran nimero de actividades; pensemos que cada
ampliacion tuviera 100 actividades, esto implicaba 30,000 actividades, las cuales no podian ser
planeadas en Gréfica de Gantt. Morgan Walker de Du Pont y James E. Kelley de la Remington Rand
pensaron que la Unica posibilidad era utilizar la computadora e idearon un sistema que denominaron
CPM Critical Path Method (Método de la Ruta Critica).

A fines de 1957 la Oficina de Proyectos Especiales de la Armada de los Estados Unidos, fue
encargada de administrar el gran proyecto Polaris. Se trataba de fabricar, probar y dejar en posicion
de combate un cohete balistico llamado Polaris. Dicha Oficina contrato la asesoria de las firmas
Lockheed Aircraft y Booz, Allen y Hamilton para que propusiera métodos apropiados al control del
proyecto con tan especiales -caracteristicas de incertidumbre. Este grupo desarroll6 los
procedimientos que dieron origen al PERT Program Evaluation and Review Technique (Técnicas de

Evaluacion y Revision de Programas).

Existe un sistema llamado LPU Lines Points Union (Lineas y Puntos de Unidn) desarrollado en 1961
por John W. Fondahl profesor de la Universidad de Stanford. Este trabajo inicialmente se denomind
Sistema de Actividades en los Nodos; luego la IBM desarroll6 en base a él un programa llamado
Diagrama de Precedencias. La diferencia fundamental con el CPM / PERT es que este modelo (LPU)

esta orientado hacia el proceso manual y no hacia el computador.

En Europa un grupo constituido por ingenieros de los Chantiers de I'Atlantique, la SEMA, la
Compagnie des Machines BULL y el Matematico Francés B.Roy estudio el problema del equilibrado
de las curvas de carga de las diferentes especialidades que intervienen en las operaciones de
armamentos de buques; estos trabajos dieron origen al ROY o Método de los Potenciales. La

principal ventaja del ROY sobre el PERT es que no exige tareas ficticias.

En un afan por sincronizar el mecanismo de la accién empresarial, respondiendo a ese deseo de
mayor orden, mayor productividad y mayor gestion que imponen las nuevas formas de la economia

actual y que viene sintetizado en la llamada gestion integrada, ha surgido el método RAMPS
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(Resource Allocation and Multi Project Scheduling) que se preocupa en coordinar los medios

disponibles y las tareas de varios proyectos que se llevan a cabo a la vez.

Los modelos mas extendidos en cuanto a su aplicacion en nuestro medio y sus principales

diferencias son:

PERT CPM
1. Probabilistico. 1. Deterministico.
2. Se basa en eventos. 2. Se basa en actividades
3. Orientado a quien controla 3. Orientado a quien ejecuta
4. Se puede utilizar en proyectos de 4. Se puede utilizar para todo tipo
investigacion de proyecto

Es importante advertir las ventajas de los sistemas de trayectoria critica (PERT / CPM / LPU / ROY /
RAMPS) sobre el sistema tradicional de barras (Grafica de Gantt):
1. Se puede conocer exactamente la secuencia de las actividades.
2. Podemos analizar el efecto de cualquier atraso o adelanto de una actividad en relacién al
proyecto.
3. Se pueden estudiar rapidamente diferentes alternativas.
4. Podemos analizar todas las variables (tiempo, costos, recursos).
5. Se pueden conocer cuales son las actividades que sufriendo retrasos no modifican el
proyecto.
6. La efectividad del sistema es directamente proporcional al nUmero de actividades; cuantas
mas actividades existan mas detalles y mas conocimientos del proyecto tenemos.
7. Podemos visualizar todos los problemas y situaciones en el papel, antes que ellos ocurran

en la realidad.

4.9.1 Problema de PERT/CPM

En los modelos de PERT/CPM conocidos con anterioridad, se supuso que existia un proyecto en
proceso de planeacion y que el proyecto estaba formado por trabajos que debian llevarse a cabo. En
general, se supone que algunos trabajos preceden a otros. El objeto de estos modelos es encontrar
la secuencia de actividades o tareas que requiere del mayor tiempo para su terminacion. A esta

secuencia de trabajo se le denomina ruta critica, dado que no es posible concluir el proyecto total
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gue se considera si no se han terminado las actividades que se encuentran en esa ruta critica. Como

ejemplo de un andlisis de red de actividades, considérese la siguiente situacion:

La Facultad de Contaduria y Administraciéon de la Universidad Autonoma de Querétaro esta
planeando una conferencia para ejecutivos de negocios. En la siguiente tabla, se listan las
actividades que deben llevarse a cabo antes de la conferencia, y también se presentan los tiempos

estimados para terminar cada una de las labores.

Tiempo
o estimado Actividades

Actividad Descripcion (semanas) precedentes
A Elaborar el programa 3 _

B Recopilar la lista de asistentes 3 —

C Contactar a los oradores para que asistan 9 A

D Elaborar el folleto para el programa 2 B

E Hacer arreglos fisicos 4 A

F Enviar los folletos 4 D

G Preparar el programa de las conferencias 3 E

H Detalles de ultimo minuto 1 C,GF

Este problema de planeacion también se muestra en un formato de redes (Figura 4.3), y se ilustran
en forma directa en los arcos el tiempo estimado para terminar la actividad y los simbolos que

representan a las actividades y en él también se enumeraron los nodos.

Modelo de redes de programacion lineal (PL)

Figura 4.3. Red de planeacién de conferencias.

Lo que se pretende es descubrir cuél es la ruta critica mas larga en esta red, se plantea una
situacion opuesta al problema de la ruta mas corta. No obstante, este problema puede plantearse en
forma similar. En este caso, los tiempos estimados para cada arco se utilizan como “distancias”, que

van a maximizarse en vez de minimizarse. De nuevo, se incluye un suministro imaginario de una
99



unidad de flujo en el primer nodo y una demanda imaginaria de una unidad en el ultimo. El

planteamiento de programacion lineal de este problema se convierte entonces en:

MAXIMIZAR: 3X;2+ 5Xxi3+ Ax24 +  OXpg+  2X35+ Xy t+ A5+  1Xg7
SUJETO A:

X, >0 para toda i y toda |

El cual puede resolverse por medio de programacion lineal para cada una de las variables expuestas

en el planteamiento y deja a los estudiantes de 9° semestre, grupo 5 de LA su solucién.
4.10 Métodos CPMy PERT

Los métodos CPM (método de la ruta critica o del camino critico, critical path method y PERT
(técnica de evaluacion y revision de programa, program evaluation and review technique) se basan
en redes, y tienen por objeto auxiliar en la planeacion. programacion y control de proyectos. Se
define un proyecto como conjunto de actividades interrelacionadas, en la que cada actividad
consume tiempo y recursos. El objetivo del CPM y del PERT es contar con un método analitico para
programar las actividades. En la figura 4.4 se resumen los pasos de estas técnicas. Primero se

definen las actividades del proyecto, sus relaciones de precedencia y sus necesidades de tiempo.

Red Cronograma
————————— = _———— — — ——
[ _I | - | F————— | : " 4 |
I Actividades | . | “sle
Ac ades ~ Célculo de P |
ldel proyecto — J| la red > _ ___T — |
(Yt o Afutes | | | em—— | I L= = |

| - | | o Iu_n_'m.:.} N

Figura 4.4 Fases de la planeacién de un proyecto con CPM o PERT

A continuacion, el proyecto se traduce en una red que muestre las relaciones de precedencia entre
las actividades. El tercer paso implica calculos especificos de redes, que forman la base del

desarrollo del programa del proyecto en funcion del tiempo.
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Durante la ejecucion del proyecto, podria no cumplirse el programa que estaba planeado, causando
gue algunas de las actividades se adelanten o se atrasen. En este caso serd necesario actualizar el
programa para que refleje la realidad. Esta es la razon de incluir un bucle, lazo o ciclo de
retroalimentacion entre la fase de programay la fase de red, como se ve en la figura 4.4.

Las dos técnicas, CPM y PERT, que se desarrollaron en forma independiente, difieren en que en el
CPM se supone duraciones deterministicas de actividad, mientras que en PERT se suponen

duraciones probabilisticas.

4.10.1 Representacion en red

Cada actividad del proyecto se representa con un arco que apunta en la direccion de avance del
proyecto. Los nodos de la red establecen las relaciones de precedencia entre las diferentes

actividades del proyecto.

Para configurar la red se dispone de dos reglas:
Regla 1. Cada actividad se representa con un arco, y uno solo.

Regla 2. Cada actividad se debe identificar con dos nodos distintos.

La figura 4.5 muestra como se puede usar una actividad ficticia para representar dos actividades
concurrentes, A y B. Por definicidn, la actividad ficticia, que normalmente se representa con un arco
de linea interrumpida, no consume tiempo o recursos. La insercion de una actividad ficticia en una de
las cuatro formas que se ven en la figura 4.5, mantiene la concurrencia de A y B, y también

proporciona nodos finales Unicos para las dos actividades (para satisfacer la regla 2).

Regla 3. Para mantener las relaciones de precedencia correctas, se deben contestar las siguientes

preguntas cuando se agrega a la red cada actividad:

a) ¢ Qué actividades deben anteceder inmediatamente a la actividad actual?
b) ¢ Qué actividades deben seguir inmediatamente a la actividad actual?
e) ¢ Qué actividades deben efectuarse en forma concurrente o simultanea con la actividad

actual?
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Para contestar estas preguntas se podra necesitar el uso de actividades ficticias, para asegurar las
precedencias correctas entre las actividades. Por ejemplo, considere al siguiente segmento de un

proyecto:

Figura 4.5 Uso de una actividad ficticia para tener representacién Unica de las actividades concurrentes Ay B

1. La actividad C comienza de inmediato después de haber terminado A y B.

2. La actividad E se inicia después de que sélo terminé la actividad B.

La parte (a) de la figura 4.6 muestra la representacion incorrecta de esta relacion de precedencia,
porque pide que Ay B terminen antes de poder iniciar E. En la parte (b) se corrige la situacion con el

uso de la actividad ficticia.

(a) (b)

Figura 4.6 Uso de una actividad ficticia para asegurar una relacién de precedencia correcta.
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4.10.2 Ejemplo

Un editor tiene un contrato con un autor, para publicar su libro de texto. Las actividades
(simplificadas) relacionadas con la produccion del libro se ven a continuacién. Formular la red

asociada al proyecto.

Actividad Predecesor(es) Duracion
(semanas)

A: Lectura del manuscrito por el editor _ 3
B: Preparacion de paginas muestra por el tipégrafo _ 2
C: Disefio de la portada del libro _ 4
D: Preparacion de las figuras del libro _ 3
E: Aprobacién por el autor del manuscrito editado y AB 2
las paginas muestra

F: Tipografia del libro E 2
G: Revision por el autor de las paginas tipografiadas F 2
H: Revision de las figuras por el autor D 1
| : Produccion de las placas de impresion G,H 2
J: Produccién y encuadernacién del libro C,l 4

La figura 4.7 muestra la red que describe las relaciones de precedencia entre las diversas
actividades. Con la actividad ficticia (2, 3) se obtienen nodos finales Unicos para las actividades
concurrentes A y B. La numeracion de los nodos se hace en forma que indique el avance en el

proyecto.

Figura 4.7 Red del proyecto para el ejemplo
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4.10.3 Glosario de términos

Modelo Deterministico: En un modelo deterministico, las relaciones funcionales, es decir, los

parametros del modelo, se conocen con certidumbre. El siguiente modelo

Z = 12X;+10x,+8X%3

Este modelo puede emplearse para pronosticar las utilidades solo si se proporcionan ciertos valores

de X1, X2 Y Xa.

Modelo Probabilistico: Cualquier enfoque analitico de los problemas estadisticos supone la
evaluacion de la medida en que es posible que ciertos sucesos hayan ocurrido o vayan a ocurrir. Un
suceso o evento se define como un subconjunto de los resultados posibles en una situacion
de toma de decisiones bajo condiciones de incertidumbre. Por ejemplo, a un politico tal vez le
interese saber la confianza que puede tener en los resultados de una encuesta que indica que va a
ganar las préximas elecciones; o un inversionista puede desear saber qué riesgos corre su dinero si
compra si compra ciertas acciones poco seguras. Estos son ejemplos de casos en los que se trata

de averiguar la probabilidad de un suceso o de un conjunto de sucesos.
Una probabilidad es un nimero comprendido entre 0 y 1, que indica cuan posible es la ocurrencia de

un suceso. Si un suceso tiene un probabilidad de 0, entonces su ocurrencia es imposible; si tiene

probabilidad 1, entonces su ocurrencia es segura.
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4.10.4 Problemas propuestos CPM/PERT

a) Las actividades para suministrar un servicio de coro se ven en la lista de la siguiente tabla:

Actividad Predecesor(es) Duracién (dias)
A: Seleccionar la muasica _ 2
B: Aprender la musica A 14
C: Hacer copias y comprar libros A 14
D: Pruebas B,C 3
E: Ensayos D 70
F: Rentar local D 14
G: Decorar local F 1
H: Preparar los escenarios D 1
| : Pedir las togar para el coro D 7
J: Revisar el sistema de sonido D 7
K: Seleccionar las pistas musicales J 14
L: Preparar el sistema de sonido K 1
M: Ensayo general E,G,L 1
N: Fiesta del coro H,L,M 1
O: Programa final [,N 1

Construir la red para las actividades previas y resolver por medio de programacion lineal para

cada una de las variables expuestas en el planteamiento.

b) Formule la red del proyecto formada por las actividades A a L con las siguientes relaciones de

© N o o &~ WD

precedencia:

A, B, Y C son las primeras actividades del proyecto y se pueden ejecutar en forma

concurrente.

Ay B anteceden a D.

B antecede a E, Fy H.

Fy C anteceden a G.

E y H antecedenalyJ.

C, D, F, y Janteceden a K.
K anteceden a L.

I, G, y L son las actividades finales del proyecto.
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c) Formule la red del proyecto formado por las actividades A a P con las siguientes relaciones de

precedencia:

1. A, By C son las primeras actividades del proyecto y se pueden ejecutar en forma concurrente.

© © N o g &~ w D

10.K, Ny P son las actividades finales del proyecto.

D, E, y F siguen de A.

| y G siguen tanto a B como a D.
H sigue tanto a C como a G.

Ky L siguen al

J sigue tanto a E como a H.

OsigueaMyal.
P sigueaJ,LyO.

My N siguen a F, pero no pueden comenzar sino hasta que se hayan terminado E y H.

d) Las actividades de la tabla siguiente describen la construccion de una casa nueva. Formule la red

asociada para el proyecto.

Actividad

Predecesor(es)

Duracién (dias)

A: Desmontar el sitio _ 1
B: Levar servicios al sitio . 2
C: Excavar A 1
D: Colar los cimientos C 2
E: Plomeria exterior B, C 6
F: Cimbrar la casa D 10
G: Instalacién electrica F 3
H: Tender el piso G 1
| : Colar el techo F 1
J: Plomeria interior E,H 5
K: Tejado I 2
L: Recubrimiento aislante exterior F,J 1
M: Instalar ventanas y puertas F 2
exteriores

N: Poner ladrillo L, M 4
O: Aislar paredes y techo G,J 2
P: Aplanado de paredes y techo @] 2
Q: Aislar techo I, P 1
R: Acabados interiores P 7
S: Acabados exteriores [, N 7
T: Acondicionar terreno S 3
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CAPITULO 5

Analisis de procesos de lineas de espera

5.1 Introduccién

En diferentes ocasiones en la vida, la mayoria de las personas que viven en la sociedad moderna

han esperado en una fila para recibir algun tipo de servicio. Esperar podria incluir situaciones como:

o Esperar en fila para pagar las compras en la caja de una tienda de abarrotes

o Esperar en fila en una estacion de gasolina para adquirir combustible

o Esperar ser atendido cuando uno llama por teléfono a la compafiia de electricidad para hacer
aclaraciones con respecto a la factura

o Esperar que el cajero de un banco lleve a cabo alguna transaccion financiera

o Esperar en fila para comprar boletos para algun evento importante, deportivo o de

entretenimiento.

Esta lista podria ampliarse en forma indefinida y, ain asi no agotar todas las posibles situaciones en
las que las personas esperan en una fila, o “cola”, para ser atendidas. Pero las lineas de espera
implican algo mas que personas. Aungque es probable que no hayamos considerado esas colas,
cuando una maquina se descompone y requiere mantenimiento, también debe esperar en una cola
para que la atienda el personal de servicio. Por ello, puede decirse que una linea de espera, o cola,
se forma cuando alguna unidad (persona, maquina, etc.) requiere servicio y éste no se proporciona

en forma instantanea.

Dado que las lineas de espera son tan frecuentes en la sociedad moderna, no resulta sorprendente
gue se haya desarrollado un campo del conocimiento a partir de su estudio, dicho campo, que
comunmente se denomina teoria de lineas de espera lo inicié un ingeniero danés de teléfonos, A. K.
Erlang, quien en 1910 realizé los primeros trabajos sobre problemas de filas. Erlang estaba

interesado en los problemas que tenian las personas que llamaban a un conmutador telefonico.

Al hablar con frecuencia de un sistema de lineas de espera. Con esto, se hace referencia a todos los

componentes que conforman un arreglo de lineas de espera: unidades que solicitan servicio, la linea
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de espera propiamente dicha, las instalaciones de servicio y las unidades que se retiran después de

recibir servicio.

A diferencia de un modelo simple como el de la programacion lineal, la teoria de lineas de espera (o
de colas) abarca un grupo muy grande de modelos, en donde cada uno se refiere a un tipo diferente
de situacion de linea de espera. Sin embargo, todos estos modelos tienen algunas cosas en comun.
En primer lugar, no pretenden “resolver’ problemas de lineas de espera; mas bien, describen el
sistema de lineas de espera al calcular las caracteristicas de operacion de la linea. Estas
incluyen elementos como el nimero promedio de unidades que esperan el servicio y el tiempo
promedio que una unidad espera para ser atendida. Para calcular las caracteristicas operativas, el
usuario debe especificar ciertos parametros del sistema de lineas de espera, tales como la forma en
gue las unidades llegan para ser atendidos y la forma en que se maneja el servicio real. El objetivo
de los modelos de lineas de espera es mas de descripcion que de optimizacion, y cualquier
optimizacién que tenga lugar debe llevarla a cabo el usuario variando los parametros del sistema
para obtener diferentes conjuntos de caracteristicas de operacion. El conjunto de caracteristicas de
operacion que se ajusta en forma mas estrecha a las necesidades del usuario define la “mejor”
estructura del sistema. Por esta razén, es comun que los modelos de lineas de espera sean

descriptivos mas que normativos.

Dado que muchos de los parametros de los modelos de lineas de espera no se conocen con
certidumbre, estos modelos son mas bien estocasticos que deterministicos. Los parametros como
tasas de llegada y tasas de servicio se describen a través de distribuciones de probabilidad; por ello,
en el modelo se utilizan valores esperados o promedio. Al mismo tiempo, los modelos de lineas de
espera son estéticos y no lineales en vez de dindmicos y lineales, debido a que se supone que los
pardmetros no varian con el tiempo y que los cambios en las caracteristicas de operaciéon no son

proporcionales a los cambios en los parametros del modelo.

5.2 CASO Guarantee Bank and Trust Company, Inc.

El Sr. James T. Smith del Guarantee Bank and Trust Company es el nuevo vicepresidente auxiliar de
servicio a clientes en el banco. Su primera tarea es investigar un nuevo plan para reducir el tiempo
de espera de los clientes al ser atendidos en las cajas para automovilistas. Por lo general, al elegir
una caja para automovilistas el cliente selecciona la fila mas corta. Pero este procedimiento no

siempre funciona bien porque, debido a diferencias en los tiempos de las transacciones, algunas filas
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tienden a moverse con mayor rapidez que otras. Entonces, sucede con frecuencia que un cliente que
elige una linea corta debe esperar un periodo desproporcionado de tiempo si los clientes que estan

antes que él tienen transacciones prolongadas.

El sefior Smith ha investigado diversas formas en las que otros bancos manejan ese problema. Se
dio cuenta que un método popular implica hacer que todos los clientes que llegan en automovil
esperen en una sola fila. Después, cada cliente pasa al primer cajero que queda disponible cuando
su automovil llega al primer lugar de la fila. Al comparar el procedimiento actual con el que se
propone, el criterio para decidir si debe implantar la operacion con una sola fila sera el tiempo
promedio que un cliente espera en la fila. Si se encuentra que el nuevo método de fila Unica produce
un tiempo promedio de espera menor, entonces se adoptara sin investigar ninguno de los otros

procedimientos. Ambos procedimientos se ilustran en la figura 5.1

Cajeros de atencion
a automovilistas

0o doOdOoOdo

Cajeros de atencién
a automovilistas

OoQdoOo0Oo

0 0 0 0O 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

Clientes que se encuentran
en sus automoviles
esperando ser atendidos

Clientes que se encuentran
en sus automoviles
esperando ser atendidos

(a) plan actual (b) plan propuesto

FIGURA 5.1 Planes actual y propuesto

En la figura la, se observa que los clientes automovilistas esperan ser atendidos en cuatro filas
individuales, en tanto que en la figura 5.1b, los clientes esperan en una sola fila para que quede

disponible alguno de los cuatro cajeros.

Un estudio previo de este problema, realizado por el sefior Smith, muestra que los clientes llegan a
una tasa promedio de 16 por hora y que cada cajero maneja transacciones a una tasa promedio de 8

por hora.

Para analizar el caso, es necesario determinar las caracteristicas de operacién de cada uno de los

sistemas de lineas de espera. Dado que se ha llevado a cabo una gran cantidad de investigaciones
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sobre los modelos de lineas de espera, un punto razonable de inicio para el analisis seria determinar
si cualquiera de los planes se ajusta a alguno de los modelos disponibles. Si es asi entonces
simplemente podria aplicarse el modelo conocido a la situaciébn que se enfrenta y calcular las
caracteristicas operativas que se desean para el sistema.

5.3 Clasificacion de los sistemas de lineas de espera (colas)

Con el objeto de verificar si una situacion determinada del sistema de lineas de espera se ajusta 0 no
a un modelo conocido, se requiere un método para clasificar las lineas de espera. Esa clasificacion

debe responder preguntas como las siguientes:

1. ¢El sistema de lineas de espera tiene un solo punto de servicio 0 existen multiples puntos
de servicio en secuencia?

2. ¢Existe s6lo una instalacién de servicio o son multiples las instalaciones de servicio que
pueden atender a una unidad?

3. ¢Las unidades que requieren servicio llegan siguiendo algun patron o llegan en forma
aleatoria?

4. ¢E1 tiempo que se requiere para el servicio se da en algun patrén o asume duraciones

aleatorias de tiempo?

5.4 NUmero de etapas y de canales de servicio

Para responder las preguntas 1 y 2, en primer lugar, debe decidirse si una unidad ha de pasar a
través de un solo punto de servicio 0 a través de varios. Si se trata del primer caso, entonces se
tiene solo una entrada al punto de servicio y una salida del punto de servicio. Esto se denomina
sistema de etapa Unica. Si la salida del primer punto de servicio se convierte en la entrada a un
segundo punto de servicio, y asi sucesivamente, se tiene un sistema de lineas de espera de etapas
multiples, que es mucho mas complejo y dificil de analizar que los sistemas de etapa unica, Por esta

razon, consideraremos solo los sistemas de este ultimo tipo.

En la figura 5.2 se muestran en un diagrama ambas estructuras de sistema de lineas de espera.
Observe que en el sistema de etapas multiples la salida de la primera etapa es la entrada para la
segunda, y asi sucesivamente para todas las etapas.
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Sistema de etapa unica:

entrada  fee——gp | Servicio ol BECULCE!

Sisterma de etapas multiples:

entrada e [ SEMVICIO 1 [y | SEIVICIO 2 |y | SAlida

FIGURA 2. Sistemas de etapa unica y de etapas multiples

Figura 5.2 Sistemas de etapa Unica y de etapas multiples

Si nos restringimos a los sistemas de etapa Unica, entonces nos ocuparemos en forma exclusiva del
namero y disposicion de las lineas de espera en una sola etapa. En la 5.3 se muestran tres casos
importantes de este tipo de sistemas. El primer caso (a) es una instalacién de servicio Unico, o canal,
como con frecuencia se denomina, con una sola linea de espera. El segundo caso (b) tiene
instalaciones de servicio o canales multiples y también lineas de espera multiples. Estas son en
esencia las simples en paralelo y pueden analizarse como tales. Este es el sistema que se presenta
en el banco. El tercer caso (c) es una sola linea de espera atendida por instalaciones de servicio
multiple. Esta es la disposicion que se propone para el banco. En ambos casos (b y c¢), se supone en

general que todas las instalaciones de servicio tienen una eficiencia equivalente.

5. 5 Notacién de Kendall

Por lo general, las tasas de llegada y de servicio no se conocen con certidumbre sino que son de
naturaleza estocéstica o probabilistica. Es decir, los tiempos de llegada y de servicio deben
describirse a través de distribuciones de probabilidad, y las distribuciones de probabilidad que se

elijan deben describir la forma en que se comportan los tiempos de llegada o de servicio.

En teoria de lineas de espera o de colas se utilizan tres distribuciones de probabilidad bastante

comunes:

1. de Markov
2. deterministica

3. general
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entrada servicio salida
(a) 0000 w—pp | |—b 00
entrada servicio salida
(b) 000 | f—p 0 0
000 . | |——> 00
000 e | P 0 0
entrada servicio salida
0 0 0 0w O e
0 e N0

Figura 5.3 Ejemplos de sistemas de etapa Unica

Una distribucion de Markov (en honor de A. A. Markov, matematico que identificd los eventos “sin
memoria”) se utiliza para describir ocurrencias aleatorias, es decir, aquellas de las que puede decirse
carecen de memoria acerca de eventos pasados. Una distribucién deterministica es aquella en la
gue los sucesos ocurren en forma constante y sin cambios. Por ultimo, una distribucién general seria
cualquier otra distribucién de probabilidad. Es posible describir el patron de llegadas por medio de

una distribucion de probabilidad y el patron de servicio a través de otra.

Para permitir a los investigadores y estudiantes de la teoria de lineas de espera comunicarse entre si
con facilidad acerca de diversos sistemas de lineas de espera, Kendall, matematico britanico,
elaboré una notacion abreviada para describir en forma sucinta los pardmetros de un sistema de este

tipo. En la notacion de Kendall un sistema de lineas de espera se designa como

A/B/C
en donde

A se sustituye por una letra que denote la distribucion de llegada
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B se sustituye por una letra que denote la distribucion de servicio

C se sustituye por un entero positivo que denote el nimero de canales de servicio.

La notacion de Kendall utiliza también

M = Markoviano
D = deterministica y

G = general.

Por ejemplo, un sistema de lineas de espera con llegadas aleatorias, servicio deterministico y 3

canales de servicio se identificaria en notacién Kendall como

M/D/3

En todos los casos, se supone que existe sélo una linea de entrada.

5.6 Otras consideraciones

Es evidente que existen otros atributos aparte de los que se analizaron antes y que deben tomarse

en consideracion cuando se analiza un sistema de lineas de espera. Estos incluyen

o EI tamafio de la poblacion de la que provienen los elementos que ingresan al sistema de
lineas de espera (la “poblacion que llega”)

o La forma en que las unidades llegan para ingresar al sistema de lineas de espera; por
ejemplo, una por una o en grupos

o La disciplina de la linea de espera, o el orden en que se atienden las unidades (ase atienden
las unidades en el orden en que llegan, es decir, el primero en llegar es el primero que se

atiende, o existe algun otro sistema de prioridad para el servicio?)

o Si las unidades rechazan o no debido a la longitud de la linea de espera y no ingresan al
sistema

o Si las unidades se arrepienten y abandonan el sistema después de haber aguardado un
tiempo en la fila

o Siexiste 0 no espacio suficiente para que todas las unidades que llegan aguarden en la fila

113



Las diversas respuestas a preguntas de este tipo, junto con las diferentes disposiciones de
probabilidad y los diferentes nimeros de canales de servicio, sirven para generar una gran variedad
de tipos de sistemas de lineas de espera que deben analizarse. En este analisis introductorio de las

lineas de espera, nos restringiremos a los casos mas simples; en particular supondremos:

o Una poblacién infinita que llega

o Las llegadas son en forma individual

o Las unidades que llegan se atienden en el orden en que llegan

o Las llegadas no se rechazan ni abandonan por la longitud de la linea de espera siempre hay

suficiente espacio para que se forme la linea de espera.

5.7 Analisis del Caso del Guarantee Bank And Trust Company

Volviendo al problema del Guarantee Bank, es necesario clasificar el sistema actual de lineas de
espera y el que se propone, para determinar si es posible describirlos a través de algunos de los
modelos conocidos. Si existe un modelo, entonces pueden calcularse las caracteristicas de
operacion de cada uno de los sistemas y compararlas con el criterio del sefior Smith, el tiempo

promedio de espera por cliente, para determinar cual es el mejor sistema.

5.8 Comparacion de los sistemas actual y propuesto

Los dos sistemas son similares en varios sentidos. En primer lugar, en definitiva se trata de sistemas
de una sola etapa. En segundo lugar, comparten la misma poblaciéon que llega y el patrén de
llegadas es el mismo para ambos. Por ultimo, el patron de servicios sera también el mismo, es decir,

los cajeros atienden a todos los clientes de la misma manera.

También es necesario considerar los otros aspectos, es decir, el tamafio de la poblacién, la llegada
de las personas, el patron de servicio y las personas que rechazan o abandonan el sistema. Para la
situacion de los cajeros para automovilistas del Guarantee Bank and Trust Company, puede
suponerse que la poblacion de clientes es tan grande que para todo propésito practico puede
considerarse infinita. Dado que los clientes llegan en automdviles, por lo general lo hacen de manera
individual. También, y dado que los clientes se encuentran en automoviles, se les atiende sobre la

base de que al primero que llega se le atiende primero y no pueden abandonar la fila una vez que se
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encuentran formados. Aunque podrian arrepentirse, lo que provocaria rechazo, este no es el caso
comun, puesto que la mayoria de las personas necesitan realizar sus transacciones y por lo general

esperan para hacerlo.

La principal diferencia entre los dos sistemas radica en la disposicion de las instalaciones de servicio.
Consultando la 5. 3, el sistema actual esta constituido por cuatro filas en paralelo (fig. 5.3b) en tanto
que el sistema que se propone estd formado por una sola linea de espera con cuatro centros de
servicio (fig. 5.3c). El sistema actual puede clasificarse como si fueran cuatro sistemas de filas de
canal unico, separados, pero idénticos, y el sistema propuesto puede considerarse como un solo
sistema con centros multiples de servicio. El sistema actual funciona como cuatro filas paralelas
puesto que una vez que un automévil ha ingresado a la linea de espera no es facil que se cambie a

otra.

5.9 Patrones de llegada y de servicio

Examinemos ahora los patrones de llegada y de servicio. Parece l6gico suponer que la llegada de
los clientes sera aleatoria puesto que la mayoria de los que llegan a realizar sus transacciones por lo
general no tienen ninguna relacion con los otros clientes que desean hacer lo mismo. También,
podria suponerse que los tiempos de servicio son aleatorios puesto que la mayor parte de las
transacciones no tendra relacion con las otras. Algunas de ellas requerirdn un tiempo breve, en tanto
gue otras pueden ser un tanto prolongadas, pero la distribucién general de los tiempos de servicio
sera aleatoria. En estos momentos existen cuatro lineas diferentes de entrada, cada una de las
cuales tiene las mismas unidades. Es decir, los clientes que llegan, en promedio, se distribuiran
equitativamente entre las cuatro filas. Con respecto al servicio, son cuatro las personas que atienden
y cada una de ellas tiene una tasa de servicio igual a las demas. En este caso, existen cuatro filas
gue podrian clasificarse en la notacién de Kendall como M/M/I: esto es, entrada aleatoria, tiempo de

servicio aleatorio y un solo canal de servicio.

Para el sistema propuesto, es posible seguir suponiendo que las llegadas son aleatorias al igual que
los tiempos de servicio, pero con cuatro canales de servicio. Por ello, en notacion de Kendall, esta

situacion se describiria como M/M/4.

En este capitulo se consideran primordialmente los canales M/M/ 1 y M/M/S (en donde S es un

entero mayor que uno, que indica el nimero de canales de servicio). Se hace hincapié en estos tipos
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de lineas de espera por dos razones principales. En primer lugar, la ocurrencia de tasas de llegadas
y tiempos de servicio aleatorios es muy comun en situaciones cotidianas. En segundo lugar, resulta
facil calcular las caracteristicas de operacion de ese tipo de sistemas de lineas de espera. También

examinamos en forma breve otros sistemas.

5.10 Caracteristicas de las Lineas de Espera M/M/1

5.10.1 Llegadas aleatorias

En las situaciones cotidianas es facil encontrar ejemplos de llegadas aleatorias, puesto que las
llegadas seran aleatorias en cualquier caso en el que una de ellas no afecte a las otras. Un ejemplo
clasico de llegadas aleatorias son las llamadas que arriban a un conmutador telefénico o un servicio

de emergencia.

Se ha determinado que las ocurrencias aleatorias de un tipo especial pueden describirse a través de
una distribucién discreta de probabilidad bien conocida, la distribucién de Poisson. Este tipo especial

de llegadas aleatorias supone dos caracteristicas acerca de la corriente de entrada.

o En primer lugar, se supone que las llegadas son por completo
independientes entre si y con respecto al estado del sistema.

o En segundo lugar, la probabilidad de una llegada durante un periodo especifico no depende
de cuando ocurre el periodo, sino mas bien, depende sélo de La longitud del intervalo.

Se dice que estas ocurrencias carecen de ‘memoria”. Si conocemos el nimero promedio de
ocurrencias por periodo, podemos calcular las probabilidades acerca del nUmero de eventos que
ocurriran en un periodo determinado, utilizando las propiedades conocidas de la distribuciéon de

Poisson.

En particular, si existe un promedio de A llegadas en un periodo, T, la probabilidad de n llegadas en

el mismo periodo esta dada por:

. , e M(AT)"
P [n llegadas en el tiempo T'] = ' 5.1
n!
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en donde

e=2.71828
n!=(n)(n-1)(n -2)... (2)2)

Por ejemplo, si existe un promedio de 6 llegadas aleatorias por hora, la probabilidad de que haya

so6lo 3 llegadas durante una hora esta dada por

P [3 llegadas en una hora] = e°(6)*/3! = 0.0892

5.10.2 Tiempos de servicio aleatorios

Al igual que con las llegadas aleatorias, la ocurrencia de tiempos de servicio aleatorios, carentes de
memoria, es un suceso bastante comun en las situaciones cotidianas de lineas de espera. Y, al igual
gue con las llegadas aleatorias, los tiempos de servicio carentes de memoria se describen a traves
de una distribucion a probabilidad. La diferencia entre las llegadas aleatorias y los tiempos de
servicio aleatorios es que éstos se describen a través de una distribucién continua en tanto que las
llegadas se describen a través de la distribucion de Poisson, que es discreta. Si la duracion de los
tiempos de servicio es aleatoria, la distribucién exponencial negativa describe ese tipo de tiempo
de servicio. Si u es la tasa promedio de servicio, es decir, el inverso del tiempo promedio de servicio,

entonces la distribucion esta dada por:
f(t) = pe™ 5.2

Es posible emplear esta formula para calcular la probabilidad de que el servicio sea mas prolongado

gue alguna duracion especificada de tiempo T. Es decir,

P(el servicio se tardamas que T) =P(t>T)

en donde t = tiempo de servicio. Utilizando la distribucion exponencial negativa, encontramos que:
Pt<T)=1-¢*" 5.3

lo cual muestra que:

Pt>T)=e*’
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dado que:

Pt>T)=1- P(t<T) 5.4

5.10.3 Comentarios sobre las distribuciones de probabilidad

Las distribuciones exponencial negativa y de Poisson que se analizaron antes pueden considerarse
como distribuciones duales. Es decir, si ocurren llegadas de acuerdo con la distribucién de Poisson,
entonces el tiempo entre llegadas (tiempo que transcurre entre una llegada y otra) sera de acuerdo

con la distribucidn exponencial negativa. Esto quiere decir que si:

AT 0
e ""(AT
P(0Ollegadas en el tiempo T) = —0'—) -e M 55
en donde 0! =1
entonces, esto equivale a:
P(la primera llegada es después del tiempo T) = e*" 5.6

Por ello, cuando la distribucién del tiempo de servicio sigue una distribucion exponencial negativa, el
namero de servicios sigue una distribucion de Poisson. Asi, las ocurrencias aleatorias y los tiempos
aleatorios entre ocurrencias son equivalentes. En La 5.4 se observan ejemplos tanto de la

distribucion exponencial negativa como de la de Poisson.
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Figura 5.4 Patrones de distribucion.

Una propiedad importante de la aleatoriedad es que las ocurrencias tienden a agruparse. Contrario a
lo que intuitivamente se pensaria, las ocurrencias no se presentan en forma separada, sino en
grupos. Quien quiera que haya trabajado en una situacion en la que llegan clientes en forma
aleatoria puede atestiguarlo. ElI hecho de que estamos trabajando con tasas promedio no garantiza
gue cada uno de los eventos ocurrira a este ritmo durante cualquier periodo determinado; pero, en

promedio, esta tasa se presenta a largo plazo.

5.10.4 Condiciones de estado estacionario

En muchas situaciones de sistemas de lineas de espera, existe un periodo inicial, que es cuando
comienza el periodo que se estudia. Este periodo inicial tiene muchas caracteristicas transitorias que
no son similares a los valores promedio a largo plazo que se encuentran cuando se estabiliza el

sistema de lineas de espera. Un ejemplo de periodo transitorio es la entrada inicial y apresurada de

119



clientes en un banco cuando se abren sus puertas. No nos interesa este periodo. Deseamos
investigar las caracteristicas promedio a largo plazo que se presentan cuando el sistema ha
alcanzado el estado estacionario o estable. Estas son las denominadas condiciones de estado
estacionario que se calcularan para las lineas de espera M/M/1 y M/M/S. Se analizan estos valores
de estado estacionario porque no dependen de la duracion del tiempo que el sistema ha estado
operando. Aunque es cierto que algunos sistemas no alcanzan nunca el estado estacionario, muchos
de ellos se aproximan lo suficiente para que las caracteristicas de este estado estacionario resulten
Gtiles para describir el sistema.

5.10.5 Recopilacion de datos y distribuciones de probabilidad

Con objeto de emplear un modelo determinado de lineas de espera, en primer lugar se debe validar
el modelo; es decir, se debe probar que la situacion real de linea de espera “se ajusta” a ese modelo.
En este caso, y para utilizar el modelo M/M/1, interesa probar que las llegadas son aleatorias y que
los tiempos de servicio tienen duracion aleatoria. Para hacerlo, se necesita probar que la tasa real de
llegadas se ajusta a la distribucion de Poisson y que la tasa real de servicio se ajusta a la distribucién
exponencial negativa. En primer lugar, se debe recopilar datos sobre los tiempos de llegada y de
servicio. Después, puede utilizarse una técnica estadistica bien conocida que se denomina prueba
de bondad de ajuste ji cuadrada (x?) para determinar si los datos se ajustan en realidad a las

distribuciones mencionadas.

Para ajustar un modelo particular, por ejemplo el M/M/I, se necesita recopilar datos sobre la tasa
promedio de llegadas, A, y el tiempo promedio de servicio, 1/u. Para encontrar la tasa promedio de
llegadas se mantiene un registro del numero de llegadas por unidad de tiempo: hora, dia, o el que
sea. Después, resulta bastante sencillo calcular el promedio para todos los periodos para los que se
recopilaron, datos. Por supuesto, se debe tener cuidado de asegurarse que la tasa de llegadas no

fluctia tanto, que haga que el uso de un solo valor de A resulte poco realista.

Medir los tiempos de servicio es un poco mas dificil puesto que no es posible contar simplemente el
namero de casos de servicio que ocurrieron durante un periodo. Es evidente que a largo plazo este
namero siempre sera igual a la tasa de llegadas y por ello no seria una medida valida del tiempo
promedio de servicio. Es necesario medir en forma individual los tiempos de los servicios. Después,

pueden utilizarse estos tiempos para calcular un tiempo promedio de servicio, 1/u.
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5.10.6 Consideraciones para las lineas de espera M/M/1

Con el objeto de utilizar las lineas de espera M/M/1, se tiene que suponer llegadas con distribucion
de Poisson y distribucion de servicio exponencial negativa. Para obtener las caracteristicas de este
tipo de lineas de espera, se deben hacer otras consideraciones. En primer lugar, debe haber un solo
canal de servicio al cual ingresan las unidades que entran una por una. En segundo lugar, se
considera que existe una poblacién infinita de entre la cual se originan las llegadas. También se
supone que existe un espacio infinito para dar cabida a las llegadas que esperan en la fila. Por
ultimo, se supone que las unidades que llegan se atienden sobre la base de “primero que llega,
primero que se atiende” (Qque también se conoce como PEPS, “primero que entra, primero que sale”).

La siguiente lista incluye todas las consideraciones para las lineas de espera M/M/ 1:

e Llegadas aleatorias Unicas (distribucion de Poisson)

e Tiempos de servicio aleatorios (distribucién exponencial negativa)
e Existe una situacion de estado estacionario

e Un solo canal de servicio

e Poblacion que llega infinita

e Espacio de espera infinito

¢ Disciplina de servicio de primero que llega primero que se atiende
e No hay rechazo

¢ No hay abandono

Ya se han analizado con detalle las tres primeras consideraciones. La cuarta de ellas, la de un solo
canal de servicio, se explica por si misma. Las dos consideraciones siguientes, poblacion que llega
infinita y espacio de espera infinito, simplemente significan que siempre estaran llegando clientes y
gue existe espacio adecuado para que esas unidades que llegan esperen. Estas consideraciones
aseguran que la situacion de linea de espera no se complique porque exista dependencia entre las
llegadas o porque éstas abandonen el sistema por falta de espacio para esperar. La consideracion
de que el primero que llega es el primero que se atiende asegura que las unidades que llegan

posteriormente no son atendidas antes que las que llegaron con anterioridad.
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5.10.7 Caracteristicas de operacion de las lineas de espera M/M/1

Para calcular las caracteristicas de operacion de una cola M/M/|, primero debemos observar que si
A = tasa promedio de llegadas y g = tasa promedio de servicio, entonces A debe ser menor que u Si
no fuera asi, el promedio de llegadas seria superior al numero promedio de unidades que se
atienden, y el nimero de unidades que estdn esperando se volveria infinitamente grande. Si
hacemos que p = AMu puede denominarse a p factor de utilizacién. Este valor, p = N, es la
fraccion promedio de tiempo que el sistema esta ocupado (ocupado se define como una o mas
unidades esperando y/o siendo atendidas). Observe que también puede considerarse que p es el
namero promedio de unidades que estan siendo atendidas en cualquier momento. En términos de
probabilidad:

P, = probabilidad de que el sistema esté ocupado

A 57
Py=—=p
U

Entonces, la probabilidad de que el sistema no esté trabajando, o esté vacio, Py, puede obtenerse
por medio de:

Po=1—Py=1=ANu=1-p 5.8

A partir de esto podemos obtener la probabilidad de que haya n unidades en el sistema, P,

mediante:

P, = (Po)(A/u)" = Pyp’ >-9

en donde n es cualquier entero no negativo. Este importante resultado nos permite calcular las

caracteristicas de operacion de las lineas de espera.

La primera caracteristica de operacion que se calculara es el nimero promedio de unidades que se
encuentran en el sistema, ya sea esperando o siendo atendidas. Denominaremos a este numero
promedio de unidades, L. Recuérdese que el valor promedio o valor esperado para una distribucion

discreta de probabilidad esta dado por:
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E(X) = iXP(X)

X=0

Por ello, el nimero esperado de unidades en el sistema esta dado por

L = nimero esperado de unidades en el sistema

- i nP, = i nP,p"

n=0 n=0 5.10

Ahora se puede utilizar L, nimero esperado de unidades en el sistema, para calcular todas las otras
caracteristicas que se desean. En primer lugar, se desea conocer el numero promedio de unidades
que esperan ser atendidas o Ly. Dado que L es el numero promedio de unidades que estan
esperando o estan siendo atendidas, y p es el numero promedio de unidades que estan siendo

atendidas en algin momento dado, entonces L = L4 + p. A partir de esto es facil observar que:

L,=L—p
511
392 . A?

- =
" 1—p plu-N)

Examinando ahora el tiempo de espera. Se utilizara W para representar el tiempo promedio o
esperado que una unidad se encuentra en el sistema. Para encontrar W, se observa que si L es el
namero esperado de unidades en el sistema y A es el nimero promedio de unidades que llegan para
ser atendidas por periodo, entonces el tiempo promedio que cualquier unidad que llega debe estar

en el sistema esta dado por:

W = tiempo esperado de una unidad en el sistema
L 1 5.12

A ou—A

De manera similar, el tiempo esperado o promedio que una unidad tiene que esperar antes de ser

atendida, Wy, esta dado por:
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L A
W i s
LD W (TR § 5.13

Obsérvese que W = Wy + 1/u. Esto indica que el total de tiempo invertido en el sistema, W, es igual

al tiempo de espera (W) mas el tiempo de servicio (1/u).

5.10.8 Ejemplo ilustrativo

Antes de prestar atencion al caso del Guarantee Bank and Trust, observemos un ejemplo simple de
la M/M/I. Sea A = 20 unidades por hora y g = 30 unidades por hora, de manera que p = 2/3 < 1.
Ahora podemos calcular las caracteristicas de este sistema de lineas de espera utilizando las

ecuaciones (5.7) — (5.13). En primer lugar:

P,, = probabilidad de que el sistema esté ocupado

-p=2/3
entonces
P, = probabilidad de que el sistema no esté ocupado
=]1-p=1/3
ademas

P, = probabilidad de que haya n unidades en el sistema

= Py(p)"
- (1/3)(2/3)"

En la figura 5, se grafico la distribucion de probabilidad para valores de n =0, 1, 2,... es decir, P -(1/3)
(2/3)". Obsérvese que la probabilidad de que haya 0 unidades en el sistema, Py, siempre es mayor
gue P, para cualquier n > 0. También se ha marcado el nimero promedio de unidades en el sistema

L. Este valor se encuentra de la siguiente manera:
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L = nimero esperado de unidades en el sistema

213
— 1_421/3 = 2 unidades

Por ello, habra un promedio de 2 unidades en el sistema.

Utilizando la ecuacion (5.11) es posible calcular L

Lq = numero esperado de unidades que esperan ser atendidas

o

-7
g

20k = p

Entonces, en promedio habra 4/3 unidades esperando ser atendidas y 2/3 de unidad siendo
atendida.

Puede calcularse el tiempo promedio que se esta en el sistema utilizando la ecuacién (5.12).

W = tiempo esperado que una unidad permanece en el sistema

L 2 unidades l
I T : = — de hora
A 20unidades por hora 10
= 6 minutos
1/3
2/9
L
1/9 |
|
|
I n
0 1 2 3 4 5

Figura 5.5 Distribucion de P,
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De manera similar, el tiempo promedio que una unidad espera para ser atendida esta dado por la

ecuacion (5.13):

Wq = tiempo esperado que una unidad permanece esperando ser atendida

L; 4/3 unidades 1
— = : = — de hora
20 unidades por hora 15

A
= 4 minutos

Observe que dada la tasa de g = 30 unidades/hora, entonces el tiempo de servicio es |/ u, 0 1/30 (=2

minutos). Utilizando esto, puede verse que:

W

W, + 1/u
= 4 minutos + 2 minutos

= 6 minutos

En este punto resulta Gtil observar el efecto que tiene cambiar la tasa de servicio. En los calculos
anteriores encontramos que para A = 20 por hora 'y g = 30 por hora, Po= 1-2/3 = 1/3. Esto sefala que
el sistema no esta siendo utilizado 1/3 del tiempo. Podria llegarse a la conclusion de que existe algo
de holgura en el sistema, la que podria eliminarse reduciendo la tasa de servicio, por ejemplo a
través de una reduccion del numero de trabajadores que atienden la instalacion de servicio. Para

investigar este efecto, se construye la tabla 5.1 para diversos valores de u, la tasa de servicio.

En esta tabla puede observarse que cuando el tiempo muerto se reduce de 1/3 a 1/11, la longitud
promedio de la linea de espera aumenta en un factor de 5; de 2 a 10 unidades. También se observa
gue el tiempo que una unidad invierte en el sistema aumenta en un factor de 5, de 6 minutos a 30.
Esto ilustra una caracteristica clave de los sistemas de lineas de espera: el tiempo muerto es

necesario para que cualquier sistema de lineas de espera opere de manera eficiente.

M p L Lq wW Wq
(unidades/horas) O (unidades) (unidades) (minutos) (minutos)

30 1/3 2 113 6 4

28 207 2 12 111/14 7 12 5 5/14

o5 15 4 315 12 93/5

22 1/11 10 9111 30 27 3/11

TABLA 5.1. Caracteristicas de las lineas de espera con A = 20
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El tiempo muerto no seria necesario si las tasas de llegada y de servicio fueran constantes, pero en
el sistema M/M/1, las llegadas ocurren al azar y por ello es necesario tener holgura en el sistema que
permita manejar los periodos en los que la tasa de llegada es mayor que la tasa promedio. Si no
fuera asi, el sistema se sobrecargaria con rapidez ya que habria un flujo de unidades solicitando
servicio superior al promedio. En los modelos de lineas de espera resulta comin encontrar que un

cambio en los parametros produce un cambio no lineal en las caracteristicas de operacion.

5.10.9 Comentarios sobre el caso del Guarantee Bank and Trust

En el caso del Guarantee Bank and Trust, los clientes automovilistas llegan al azar a razén de 16 por
hora. Cada cajero para automovilistas puede manejar transacciones a una tasa de 8 por hora. El
servicio se da sobre la base de que se atiende al primero que llega y existe espacio suficiente en el
estacionamiento del banco para dar cabida a cuantos automdviles sea necesario. Dado que en la
actualidad existen cuatro lineas en paralelo que funcionan de manera independiente entre si, es
posible dividir la tasa de llegadas en forma equitativa entre las filas. Si se hace esto, se tienen cuatro

filas, cada unade ellasconA =4y u=8.

Ahora puede analizarse cada uno de los cuatro cajeros en forma individual y combinar los

resultados, En este caso, p =4/8 =1/2y Py =1-1/2 = 1/2. Por tanto,

1
£ o W2
)

= un promedio de 1 automovil en el sistema

L,=1—1/2 = un promedio de 1/2 de automdvil en la linea de espera
W = 1/4 de hora = un promedio de 15 minutos en el sistema

1/2

TR O BB un promedio de 7 1/2 minutos en la linea de espera para cada
1T 4 / 3= cajero de atenci6n a automovilistas

El criterio del sefior Smith para tomar una decision es el tiempo promedio que un cliente invierte
esperando en la fila. Con la disposicién actual, el tiempo promedio que un cliente espera para

obtener servicio es 7 1/2 minutos.
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5.11 Caracteristicas de las Lineas de Espera M/M/S.

El modelo que supone llegadas y tiempos de servicio aleatorios para canales de servicios multiples
tiene las mismas consideraciones que el modelo de canal uUnico de servicio (M/M/1), excepto que
ahora existe una sola fila de entrada que alimenta los canales multiples de servicio con iguales tasas
de servicio. El calculo de las caracteristicas de la linea de espera para el modelo M/M/S es algo mas
complicado que los céalculos para el caso de canal unico, y dado que primordialmente nos interesan
las implicaciones de estas caracteristicas mas que las férmulas necesarias para calcularlos, nos

apoyaremos en el uso de tablas elaboradas a partir de estas férmulas para hacer los célculos.

5.11.1 Caracteristicas de operacion

En el modelo M/M/S, si u es la tasa promedio de servicio para cada uno de los S canales de servicio,
entonces ya no se requiere que g > A, pero Sy debe ser mayor que A para evitar una acumulacion
infinita de lineas de espera. En el caso de M/M/S, la caracteristica clave que se utilizara para hacer
los demas calculos es la probabilidad de que el sistema esté ocupado. En otras palabras, la
probabilidad es de que haya S o mas unidades en el sistema. En este caso, todos los canales de

servicio se estaran utilizando y por ello se dice que el sistema esta ocupado. Esto se escribe como:

P(sistema ocupado) = P(n >S) 5.14
y puede calcularse utilizando la férmula:

) Sv
P ( sistema ocupado) = Eﬁ(;%k—z—)\—)— X Py 5.15

n=S-1 1 /A" 1 (A\S Su
en donde P0]+[ ZOF(;) +5_;(;) (S#—A)

Encontrar P(sistema ocupado) utilizando la ecuacion (5.15) no es dificil si se tiene el valor de Py, pero

5.16

el célculo de Pg utilizando la ecuacién (5.16) es tedioso. En vez de tener que llevar a cabo la
laboriosa tarea de calcular Py cada vez que se le necesita, es posible elaborar una tabla que

proporcione el valor de Py para diversos valores de p (i.e., A/y)y S.
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Ahora puede utilizarse esta peculiaridad del sistema para calcular sus demas caracteristicas. En el

modelo M/M/S, al igual que en el M/M/l, se tiene que L = Lq+ p, pero aqui usamos el valor de P
(sistema ocupado) para calcular Lg:

5.17
L, = P(sistema ocupado) x

=P

Y después se calcula L: 5.18

L = P(sistema ocupado) X +p

p
S-»p

En el caso M/M/S, al igual que en el M/M/l, W =L/A y Wq =L4/A, por ello, se tiene:

W = X P (sistema ocupado) X 5 i P +p 5.19
w, - L[ p(sist o) £
-— sistema ocupado
DY S—p 5.20

Todo lo que se necesita hacer es utilizar los parametros que definen la situacion especifica, py S,

para encontrar un valor de Py. Después se emplea este valor para calcular P (sistema ocupado) y
todas las demas caracteristicas de operacion.

5.11.2 Ejemplo ilustrativo

Para ejemplificar el modelo M/M/S, suponga que existen cinco canales de servicio con tasas

promedio de servicio g = 6 Yy una tasa de llegadas A de 24 unidades por hora. Esto implica que S =5
y

Encontramos que parauna S =5y p =4, P, = 0.0130. Después, haciendo uso de la ecuacion (5.15),
P(sistema ocupado) = 0.5547. Utilizando este valor, tenemos:
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p

L, = P(sistema ocupado) x

4
= (0.5547) (5——5) = 2.2188 unidades

L =22188 + 4 = 6.2188 unidades

Empleando las ecuaciones 5.19 y 5.20,

L 6.2188 unidades

W=—-= - = 0.2591 de hora
A 24 unidades por hora
L, 22188

Wq — 'f = ——24— - 00925 de hora

5.11.3 Comentarios sobre el caso del Guarantee Bank and Trust
(continuacion)

Para continuar la comparaciéon de los servidores unicos o simples multiples (situacion actual) con el
plan que se propone de canales de servicio multiple en el Guarantee Bank and Trust, necesitamos
calcular primero las caracteristicas de la linea de espera para este Ultimo caso utilizando los
resultados del modelo M/M/S.

El sistema que se propone consta de cuatro canales de servicio, todos ellos con tasas de servicio de
8 por hora. La tasa de entrada es de 16 clientes por hora. Por ello, los parametros son  p = 16/8 =
2y S = 4. Para estos valores, se localiza Py = 0.1304 y se calcula P(sistema ocupado) = 0.1739
usando la ecuacion (5.15). Utilizando este valor de P(sistema ocupado), pueden calcularse las
caracteristicas de la linea de espera como sigue:

L, = P(sistema ocupado) x
—f

2
=(0.1739) (n) = un promedio de 0.1739 de automdvil en la linea de espera
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p
- P

L, = P(sistema ocupado) x

2
=(0.1739) (ﬁ) = un promedio de 0.1739 de automdvil en la linea de espera

L =L, + p = un promedio de 2.1739 automdviles en el sistema

L 21739
= X = T = un tiempo promedio en el sistema de 0.1359 de hora u 8.154 minutos
L; 01739 ’
W, = —>‘- Ry un tiempo promedio en la linea de espera de 0.0109 de hora 0 0.654 de minuto

Si se compara el Wy de 7 1/2 minutos para 4 filas individuales (el sistema actual de la Guarantee) con

un Wy de 0.654 minutos para una sola fila, se tiene un mejoramiento drastico en el servicio.

5.11.4 Ejemplo Economico

En el caso del Guarantee Bank and Trust Company, nos ocupamos del tiempo que los clientes
esperaban antes de ser atendidos, en vez del tiempo total que un cliente invierte en el sistema,
puesto que es probable que el cliente promedio no considere el tiempo que se invierte en atenderlo
como parte del tiempo que invierte en esperar. Por otra lado, existen ejemplos muy definidos en los
gue el tiempo que se invierte en el sistema es la clave determinante del servicio. Por ejemplo,

considere la Wheat-n-Corn Shipping Company.

La Wheat-n-Corn Shipping Company envia trigo, maiz, avena y otras semillas al extranjero en barcos
cargueros. La compafiia no es propietaria de los barcos de carga sino que simplemente le vende los
granos al propietario de los barcos en los casos en que llega un carguero para ser atendido. No hay
un programa fijo de llegadas de barcos porque dependen del clima, del precio de los granos, de las
condiciones internacionales, etc., y por ello puede suponerse que las naves llegan al azar, lo que
sucede a una tasa promedio de una diaria. Debido a las diversas capacidades de los barcos y
distintas configuraciones de la carga, la compafia no puede conocer con exactitud cuanto tiempo
llevara cargar uno. En el momento actual, existe espacio para cargar un solo barco a la vez.
También, debido a diversos acuerdos sindicales, toda la labor de carga deben llevarla a cabo
empleados de la Wheat-n-Corn Company y no la tripulacion del carguero. Esta restriccion significa
gue mientras el barco espera ser cargado y mientras se esta cargando, la tripulacion del navio
permanece desocupada. Dado que la utilidad del propietario de los barcos depende de un tiempo

breve (entre el momento en que los barcos llegan a ser cargados y el momento en que se termina
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esta labor), y puesto que la Wheat-n-Corn Company atiende un mercado de compradores debido al
superavit de produccién de granos en los Estados Unidos, la Wheat-n-Corn Company ha acordado
pagarles a los propietarios de los buques $1,000 por dia completo que el barco invierte en ser
cargado o en esperar que se le cargue. Este pago es para compensar al propietario de los barcos

por las utilidades que pierde mientras el buque se carga en el muelle de la Wheat-n-Corn.

De acuerdo con los registros de la compafiia, un equipo de tres estibadores puede cargar los barcos
a una tasa promedio de 1/4 de barco por dia. Los equipos pueden trabajar juntos sin interferencia

entre ellos, por lo que la tasa resultante de carga esta dada por

Barcos que se cargan por dia = (nUmero de equipos) (1/4 barco por dia por equipo)

Por ejemplo, 3 equipos podrian cargar 3/4 de barco por dia de trabajo. En el momento actual los
equipos trabajan turnos de 8 horas, 7 dias a la semana, y los trabajadores de cada equipo reciben de

la compariia $10 por hora.

Es necesario determinar cuantos equipos deben tenerse disponibles para cargar los buques. Nos
gustaria minimizar los costos totales, es decir, la cantidad de la cuota diaria que se paga a los barcos

gue se encuentran en el sistema de carga y el costo de los equipos para cargarlos.

El problema que enfrenta la Wheat-n-Corn es de intercambios. Si se utiliza un solo equipo, se
obtiene un costo de mano de obra reducido (costo por cargar), pero se incurre en una cuota de
muelle considerable (costo de espera). Si se utiliza un nimero grande de equipos se obtiene como
resultado una cuota menor de muelle, pero también se elevan los costos de mano de obra. El

intercambio o equilibrio de los costos de cargar y los costos de espera se muestran en la figura 5.6

Dado que los modelos de linea de espera son descriptivos mas que normativos, no es posible
determinar el ndmero Optimo de equipos usando un algoritmo. Tendremos que calcular las
caracteristicas de la linea de espera y los costos para diversos niumeros de equipos y elegir después
la situacién que produzca el menor costo. Como auxiliar en este analisis, puede utilizarse un método
tabular en el cual se listan los nimeros de equipos, las caracteristicas de sus lineas de espera y sus

costos asociados.
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Costo ($)

4000

Costos totales
3000
Costos de empleados

(némina)
2000

1000

Costos de espera

4 5 6 7 8 9 10 Equipos de carga

Figura 5.6 Comparacion de costos totales, de empleados (nébmina) y de espera

5.11.5 Solucion para el ejemplo del caso M/M/1

En primer lugar, observe que la llegada de los barcos y los tiempos de carga son aleatorios y que
so6lo existe una instalacion de servicio; por ello, se presenta una situacion de filas tipo M/M/1. En este
caso, A = 1 por diay g = (m)(1/4) en donde m = numero de equipos. Es evidente que m deber ser
mayor que 4 con el objeto de que u > A. Observe también que cada equipo cuesta $ 240 por dia ($10
por hora x 8 horas x 3 personas). Recuerde también que la compafiia paga $1,000 por dia y por

barco que se encuentra en el sistema. Por ello, el costo diario total, TC, esta dado por:

costos de los empleados (n6mina) + cuotas de los barcos

es decir,

TC =240m + 1000L 5.21

Utilizando esta relacion determinaremos ahora los valores de TC para diversos numeros de equipos.
Para hacer esto, necesitamos calcular las caracteristicas de las lineas de espera. Los resultados se

muestran en la tabla 5.2

Se observa que la Wheat-n-Corn Company minimizaria sus costos si utilizara 8 equipos para cargar
los barcos que llegan. El costo minimo es $2,920 por dia. En promedio, los barcos estaran en el

sistema un solo dia e invertiran la mitad de ese dia esperando para ser cargados.
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5.11.6 Solucion al ejemplo del caso para M/M/S

Supongamos ahora que la Wheat-n-Corn Company tiene la oportunidad de rentar en $500 diarios

una instalacién adicional para cargar.

Nimero de equipos (m)

5 6 7 8 9 10

A 1 1 1 1 1 1
m 5/4 6/4 1/4 8/4 9/4 10/4
p 4/5 4/6 4/7 4/8 4/9 4/10
P, 1/5 1/3 3/7 1/2 5/9 6/10
L 4 2 4/3 1 4/5 2/3
L, 16/5 4/3 16/21 1/2 16/45 4/15
W 4 2 4/3 1 4/5 2/3

w, 16/5 4/3 16/21 1/2 16/45 4/15
Costo de los empleados

(n6émina) $1200 $1440 $1680 $1920 $2160 $2400
Costo de

espera $4000 $2000 $1333.3 $1000 $800 $666.7
Costo total $5200 $3440 $3013.3 $2920 $2960 $3066.7

Tabla 5.2 Costos para una sola instalacion de carga

La instalacion disponible es muy similar a la que se utiliza en la actualidad y los equipos de

empleados que laboran en la instalacion actual pueden trabajar con la misma eficiencia en la

instalacion rentada. La compafiia desea determinar si le resultaria mas econémico rentar la segunda

instalacién o quedarse con su plan actual.

El caso de las dos instalaciones es un ejemplo de una situacién de colas M/M/S en la que

S=2.

Para examinar el caso supondremos que se asignaran nuameros iguales de equipos a cada una de

las instalaciones. En este caso, A =1y u = (m)(1/4), en donde

instalacion. En esta situacion, deberemos tener:

A<pS

0 hien

dado que A =1, entonces m > 2 en cada instalacion.

1< (m)(I/4) (2)

m = numero de equipos en cada
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En primer lugar, necesitamos calcular:

P (sistema ocupado) =

p*uS y
S uS - A)

para diversos valores de m > 2. Después, necesitamos encontrar las caracteristicas de las lineas de

espera y los costos para esos valores de m. Si el costo minimo para el plan con dos instalaciones es

inferior que los costos para una instalacion, recomendariamos que la Wheat-n-Corn Company

rentara la instalacion extra.

Para el caso de dos instalaciones el costo diario total esta dado por:

costo de los empleados (nébmina) + cuotas de los barcos + costo de rentas

0 hien:

TC = (2)(m)(240) + (L)(1000) + 500

Niimero de equipos por instalacion (m)

3 4 5 6

A 1 1 | 1

U 3/4 1 5/4 6/4

p 4/3 1 4/5 2/3
Py 0.1993 0.3333 0.4286 0.5050
P(sistema ocupado)  (.5315 0.3333 0.2286 0.1683
L, 1.0630 0.3333 0.1524 0.0842
L 2.3963 1.3333 0.9524 0.7509
W, 1.0630 0.3333 0.1524 0.0842
w 2.3963 1.3333 0.9524 0.7509
Costo de los empleados

(n6mina) $1440 $1920 $2400 $2880
Cuota de los barcos 2396 1333 952 751
Cuota de rentas 500 500 500 500
Costo total $4336 $3753 $3852 $4131

Tabla 5.3 Costos para dos instalaciones

5.22

Observe que se ha duplicado el costo de los empleados (ndbmina) porque se utilizan m equipos en

cada instalacion. Los célculos necesarios para evaluar el plan de costo minimo se presentan en la

tabla 5.3
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En esta tabla puede observarse que la configuracion de menor costo para el caso de las dos
instalaciones tiene un costo de $3,753 y emplea cuatro equipos por instalacion (m = 4). Este
costo es mas elevado que la configuracion mas econémica utilizando una sola instalacion de carga, y
por ello no seria aconsejable que la Wheat-n-Corn Company rentara y asignara personal a la

instalacion adicional.

5.12 Otros Modelos de Lineas de Espera

Tal como se analiz6, existen muchos tipos de modelos de lineas de espera, aparte de los modelos
M/M/l'y MIMIS que se han analizado hasta este punto.

5.12.1 El caso M/G/1

El primer caso que se considera es la situacion en la que las llegadas se distribuyen de acuerdo con
la distribucién de Poisson, al igual que en los casos anteriores, pero los tiempos de servicio no
necesariamente se distribuyen de acuerdo con la distribucion exponencial negativa. Si consideramos
el caso en el que existe un solo canal, estamos considerando el caso M/G/1, es decir, llegadas tipo
Markov, tiempo de servicio general y un canal de servicio. Obsérvese gue este caso incluye también
el caso M/D/1.

La razén por la que podemos considerar el caso M/G/l es que las formulas que se utilizan para
calcular sus caracteristicas de operacion son bastante simples. Al igual que con el caso M/M/S, no
es posible calcular en forma directa L, nimero esperado de unidades en el sistema. Mas bien, debe
calcularse Ly, nimero de unidades que esperan ser atendidas, y utilizar el resultado de que L =L4 +
p para encontrar el valor de L. Para calcular Ly, debemos conocer el valor de la desviacion estandar
de la distribucion que describe los tiempos de servicio, o. Si no se conoce la distribucion de los
tiempos de servicio no es posible determinar las caracteristicas de operacién. Sin embargo, si
conocemos la desviacion estandar y la media de la distribucion de los tiempos de servicio, puede

obtenerse la férmula para el valor de Ly, a partir de la ecuacion 5.23:

Mo + (M/u)? 222

T 2(1 = A
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Utilizando L4, podemos ahora determinar el valor de L a través de 5.24:

L=L,+p 5.24

Al igual que con las caracteristicas de operacion de los casos M/M/1 y M/M/S, podemos determinar
W, tiempo esperado en el sistema de lineas de espera, y Wy, tiempo de espera que se invierte antes

de ser atendido, dividiendo L y L4 entre el valor de A, es decir,

W=L/ 4 5.25

Wq=L¢/ 2 5.26

Por ejemplo, suponga que se ha encontrado que en el caso del Guarantee Bank and Trust los
tiempos de servicio para los cajeros que atienden automovilistas siguen una distribucién normal con
media 1/y 0 1/8 de hora y desviacion estandar de 1/12 de hora. Utilizando estos valores, junto con

una tasa de llegadas, A, de 4 por hora en las ecuaciones (5.23)-(5.26), obtenemos:

_4(1/12)° + (4/8)
T 2(1 - 4/8)

= un promedio de 0.36 personas en la linea de espera

L =0.36 + 0.5 = un promedio de 0.86 personas en el sistema
W, =0.36/4 = 0.090 de hora o 5.4 minutos en la linea de espera

W = 0.86/4 = 0.2150 de hora o 12.9 minutos en la linea de espera

Si comparamos estos valores con los que se obtuvieron para el caso M/M/1, encontramos que los
valores de este modelo son mayores. Esto es asi porque la desviacion estandar de la distribucion
exponencial negativa es igual a su media, es decir, 1/8, lo que es mayor que la desviacion estandar
de la distribucién de nuestro ejemplo modificado, 1/12. Este valor mayor de la desviacién estandar da
como resultado un valor Ly de 0.5 personas en la fila, que es mayor en el caso de la distribucion

exponencial negativa que para el caso de la distribucion normal.
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5.12.2 El caso M/D/1

El caso en el que los tiempos de servicio son deterministicos es el M/D/1, que es un caso especial de
la situacion M/G/I que se analizé antes y en el que la desviacion estandar es igual a cero. En este

caso, se obtiene el valor de L a través de la siguiente formula:

U\/#)z 5.27

L= sa v

y todas las demas caracteristicas de operacion pueden determinarse a partir de este valor.

Por ejemplo, suponga que el Guarantee Bank and Trust ha decidido instalar un cajero automatizado
de atencién a automovilistas, para las personas que desean hacer un solo retiro o depdésito. El banco
ha entablado platicas con respecto a esta unidad automatizada con un fabricante y se le ha
informado que en estos casos el tiempo de servicio es constante con 7 1/2 minutos (8 por hora). Para
determinar las caracteristicas de operacion de este nuevo sistema, es necesario utilizar la ecuacion
(5.27) para obtener el valor de L4 con una desviacion estandar de cero, puesto que no existe

varianza en los tiempos de servicio:

4/8? . ,
¢ = —— - = 0.25 personas en la linea de espera
2(1 — 4/8)
A partir de esto obtenemos:

L = 0.25 + 0.5 = 0.75 personas en el sistema
W = 0.25/4 = 0.0625 de hora o 3.75 minutos

W, = 0.75/4 = 0.1875 de hora o 11.25 minutos

Observe que estos tiempos son aun menores que los que se obtuvieron para el caso general. De

nuevo, esto es resultado de la menor desviacién estandar (en este caso de cero).
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5.13 Resumen

En este capitulo hemos considerado el amplio campo de estudio conocido como teoria de lineas de
espera y su aplicacion a problemas en areas como servicio a clientes y economia. Estas son sélo

dos de las muchas aplicaciones de la teoria de lineas de espera.

Hicimos notar que los modelos de lineas de espera son descriptivos y estocasticos. También vimos
gue los diversos modelos de lineas de espera se diferencian mediante las consideraciones en que se
basa cada uno, y que cada modelo se distingue por parametros tales como la tasa de llegadas y
numero de canales de servicio. Utilizando estos parametros, es posible calcular las caracteristicas de
operacion para cada modelo. Puesto que los modelos son descriptivos, la Unica manera de
optimizarlos es cambiando los parametros del modelo y volviendo a calcular las caracteristicas de
operacion hasta encontrar el conjunto de paradmetros que mejor se ajuste a las necesidades del

usuario.

Este proceso se aplic6 a dos modelos bastante conocidos de lineas de espera. En la notacion de
Kendall, fueron los modelos M/M/ 1 y M/M/S. En ambos casos, se supone que las llegadas y los
servicios ocurren al azar. En el primero existe sélo un canal de servicio en tanto que en el segundo
existen 8 canales de servicio. En ambos casos, se vieron las caracteristicas de operacion como
funciones de la tasa de llegadas, A, y la tasa de servicio, y. Después, se aplicaron estos modelos a
un problema de servicio a clientes ya un problema econémico para determinar el mejor plan para las

instalaciones y/o los trabajadores.

Ademas de los modelos M/M/ 1 y M/M/8, comentamos también los modelos M/G/ 1 y M/D/I. Las
caracteristicas de operacién para los sistemas de lineas de espera que tienen llegadas tipo Markov y
tiempos de servicio generales o deterministicos pueden calcularse utilizando las férmulas que se
presentaron para estos modelos. En el caso del modelo M/G/I, es necesario conocer la desviacion

estandar de la distribucion del tiempo de servicio.

Los lectores no deben pensar que M/M/1, M/M/S, M/G/1 y M/D/1 son los Unicos modelos de lineas

de espera que pudieran encontrarse. Por el contrario, en casi cualquier edicion de las revistas
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Operations Research o Management Science, aparecen nuevos trabajos sobre modelos mas
complejos de lineas de espera. Algunos ejemplos recientes incluyen trabajos sobre sistemas de
lineas de espera de servidores y sistemas de lineas de espera bajo condiciones transitorias mas que

estacionarias.

5.14 Glosario

e Canal: instalacion de servicio.

e Caracteristicas de operacion: valores promedio que describen la forma en que se comporta
el sistema de lineas de espera. Por ejemplo, el tiempo promedio de espera.

e Condicién estacionaria: condicibn de un sistema de lineas de espera en la que las
condiciones iniciales no afectan el calculo de las caracteristicas de operacion.

e Distribucion exponencial negativa: distribucion de probabilidad que describe el tiempo que
transcurre entre ocurrencias aleatorias.

e Distribucién de Poisson: distribucion probabilistica que describe el nUmero de ocurrencias
aleatorias en un periodo determinado.

e Factor de utilizacién: razén entre la tasa de llegada promedio (A) y la tasa promedio de
servicio (u). Esta es la fraccién de tiempo que el sistema se encuentra ocupado.
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TABLA (A) Valores de £

RY
p 1 2 3 4 5 6 7
0.100 0.9000 0.9048 0.9048 0.9048 0.9048 0.9048 0.9048
0200 0.8000 0.8182 0.8187 0.8187 0.8187 0.8187 0.8187
0.300 0.7000 0.7391 0.7407 07408 0.7408 0.7408 0.7408
0.400 0.6000 0.6667 0.6701 0.6703 0.6703 0.6703 0.6703
0500 0.5000 0.6000 0.6061 0.6065 0.6065 0.6065 0.6065
0.600 0.4000 0.5385 0.5479 0.5487 0.5488 0.5488 0.5488
0.700 0.3000 0.4815 0.4952 0.4965 0.4966 0.4966 0.4966
0800 0.2000 0.4286 0.4472 0.4491 0.4493 0.4493 0.4493
0900 0.1000 0.3793 0.4035 0.4062 0.4065 0.4066 0.4066
1.000 0.3333 0.3636 0.3673 0.3678 0.3679 0.3679
1.100 0.2903 0.3273 0.3321 0.3328 0.3329 0.3329
1.200 0.2500 0.2941 0.3002 03011 0.3012 0.3012
1.300 02121 02638 02712 0.2723 0.2725 0.2725
1,400 0.1765 0.2360 0.2449 0.2463 0.2466 0.2466
1.500 0.1429 0.2105 02210 0.2228 0.2231 0.2231
1.600 0.1111 01872 0.1993 0.2014 0.2018 0.2019
1.700 OO0R11 0.1657 0.1796 0.1821 0.1826 0.1827
1.800 0.0526 0.1460 0.1616 0.1646 0.1652 0.1653
1.900 0.0256 0.127% 0.1453 0.1487 0.1494 0.1495
2 000 0.1111 0.1304 0.1343 0.1351 0.1353
2.100 C.0957 01169 0.1213 0.1222 0.1224
2.200 00815 0.1046 0.1094 0.1105 0.1107
2.300 0.0683 0.0933 0.0987 0.0999 0.1002
2 400 5.0562 00831 0.0880 0.0903 0.0906
2.500 0.0449 0.0737 0.0801 0.0816 0.0820
2.600 0.0345 0.0651 0.0721 0.0737 0.0742
2.700 0.0249 0.0573 0.0648 0.0666 0.0671
2 %00 0.0160 0.0502 0.0581 0.0601 0.0606
2.900) 0.0077 0.0437 0.0521 0.0543 0.0548
3.000 0.0377 0.0466 0.0490 0.0496
3.100 0.0323 0.0417 0.0441 0.0448
3.200 0.0273 0.0372 0.0398 0.0405
3.300 0.0227 0.0330 0.0358 0.0366
3.400 0.0186 0.0293 (.0322 0.0331
3.500 0.0148 0.0259 0.0290 0.0298
3.600 0.0113 0.0228 0.0260 0.0269
3.700 0.0081 0.0200 0.0233 0.0243
3.800 0.0051 0.0174 0.0209 0.0219
3.900 0.0025 0.015F1 0.0187 0.0198
4.000 0.0130 0.0167 0.0178
4.100 00111 0.0149 0.0160
4.200 0.0093 (.0132 0.0144
4.300 0.0077 0.0117 0.0130
4.400 0.0063 0.0104 0.0117
4.500 0.0050 0.0091 0.0105
4.600 0.0038 0.0080 0.0094
4.700 0.0027 0.0070 0.0084
4.800 0.0017 0.0061 0.0075
4.900 0.0008 0.0053 0.0067
5.000

0.0045 0.0060

141



5.15 Ejercicios Solucionados

1.-Utilizando la notacion de Kendall, describa cada una de las siguientes situaciones de lineas de
espera:
a. Estudiantes que llegan al azar para utilizar una maquina copiadora y cada estudiante hace
una sola copia.
R: M/M/1
b. Botellas que salen de una linea de ensamble a una tasa constante para inspeccion. El tiempo
de inspeccién es de duracion aleatoria y hay 4 inspectores.
R: D/M/4

HimN

c. Estudiantes que llegan al azar a una oficina de registro previo para el trimestre de otofio. El
tiempo de registro es de duracion aleatoria y existe un asesor disponible para el registro.
R: M/M/1

2.- El autocinema Oconce tiene tres taquillas, cada una de las cuales atiende una fila de clientes. Los
automoviles llegan al autocinema a una tasa total de 90 automdviles por hora y cada taquilla puede
atender 40 automdviles por hora. Tanto las llegadas como los servicios son por completo aleatorios
son por completo aleatorios. Con base en esta informacion responda las siguientes preguntas:

a. ¢Qué tipo de situacién de lineas de espera es esta? (Sea preciso)

R: A=90/3 =30 M=40, A<y M/M/1 en Paralelo.

b. ¢Cudl es la probabilidad de que, si consideramos una sola de las taquillas, se encuentre
desocupada? ¢ Cudl es la probabilidad de que este atendiendo a tres automéviles o haya tres
automoviles esperando en la fila?

R: p = Ny = 30/40 = % = 0.75 Sistema Ocupado
No Ocupado =1-p=1-0.75=0.25
Pn = PO(p)n => P3 = P0(p)3= (1/4)(3/4)3=27/256 = 0.10546875

c. ¢Cual es el numero promedio de automoviles en el sistema de lineas de espera de cada una
de las taquillas (esperando y siendo atendidos)?
R: L = p/(1- p) = 0.75/(1-0.75) = 0.75/0.25 = 3

d. ¢Cual es el tiempo promedio que un automévil espera antes de llegar a la taquilla?
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R: Wy = p?/ A (1- p) = (0.75)?/30[1-0.75] =3/40 =0.0075(60) = 4.5 mins

e. Si el autocinema decide utilizar una sola fila para la venta de todos los boletos en las tres
taquillas, ¢ Qué caracteristica de operacion esperaria usted que cambiara mas? ¢ Por qué?
R:Lqy Wq

3.- En un estudio de un expendio local de venta de hamburguesas conocido como Sally Jo's, los
estudiantes de la North Avenue School hicieron las siguientes observaciones: parecen que los
clientes llegan al azar; todos los clientes se colocan en una sola fila para hacer y recibir sus pedidos;
debido a diferencias en el volumen y la complejidad en los pedidos; la duracion del tiempo para
atender a cada cliente es aleatoria.

Después los estudiantes recopilaron datos sobre tiempos de llegada y de servicio. Se observaron las
llegadas para periodos de una hora y se anotaron los nimeros de llegadas durante cada periodo de
10 minutos durante la hora. Los resultados de este conteo son:

Intervalo Llegadas

0-10 min 14
10-20 min 5
20-30 min 10
30-40 min 8
40-50 min 12
50-60 min 7

Para muestreo aleatorio de las llegadas anteriores, los tiempos de servicio (en segundos) fueron:

25 20 45
25 13 52
35 25 25
45 25 38
42 55 45
15 70 20
28 30 55
32 58 65
10 85 50
13 10 30
45 15 30

Suponiendo que estos tiempos de llegadas y de servicio se ajustan de verdad las distribuciones de
probabilidad de Poisson y exponencial negativa:

a. Calcule la tasa de promedio de llegadas y la tasa de servicio.
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14

5

10

8

12

7

56/6

9.3333
A=9.334 c/10 mins

Tiempo servicio: 1176/33 = 1/u = 35.6363
p = 1/35.6363 = 0.0280612244 seg

p = 0.0280612244(60) = 1.6863 mins

M = 16.863 ¢/10 mins

OOk WN R

b. Determine las siguientes caracteristicas de operacion: Py, L, Lg, Wy Wq

R: ¢/10 mins
Mu  p= 0.554343434
Po= 0.445656566

L= 1.243880326
Lg= 0.689536892

W= 0.133272892

Wq= 0.073878953

4.- El jefe de la oficina de admision de una escuela de negocios bien conocida, maneja solicitudes de
ingreso a la maestria de administracion de empresas sobre la base de que el primero que llega es el
primero que se atiende. Estas solicitudes llegan aleatoriamente a razén de 5 por dia. La distribucién
de probabilidad en los tiempos de servicio es tal que la desviacion estandar es 1/10 de dia y al
media es 1/9 de dia. ¢Cual es el tiempo promedio que una solicitud espera para ser procesada? En

promedio, ¢ Cuantas solicitudes estan en espera de ser procesadas en cualquier momento?

A= 5 x dia
o= 0.1 x dia
M= 9 x dia
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p= 0.55555556
Lg= 0.62847222

Wq=Lg/A= 0.12569444

5.16 Problemas propuestos Lineas de Espera.

1.- Comente si cada una de las siguientes situaciones de lineas de espera ajusta a las

consideraciones de modelo M/M/1 o M/M/S.

a.

Un restaurante de comida instantdnea con multiples posiciones de servicio. Las posiciones se
abren conforme es necesario.

Un restaurante de comida instantanea con una sola fila de servicio, por la cual deben de pasar
todos los clientes para hacer y recibir sus pedidos (de diferente volumen y complejidad).

En un banco la ventanilla para automovilistas.

Una instalacion para lavado de automdviles con una sola fila que conduce a instalaciones
multiples de lavado.

Una tienda de abarrotes grande en un poblado universitario y que tiene multiples cajas de
salida.

2.- En el mostrador de libros de la principal biblioteca de la Universidad de Hard Knocks llegan

estudiantes al azar (los colores de la escuela son negro y azul). En el mostrador de salida deben

abrir cualesquier bolsas, portafolios, etc; que traigan para que el dependiente verifique si no hay robo

de libros, revistas o documentos. El tiempo que se requiere para hacer estd verificacion es de

duracion aleatoria debido al diferente numero de libros y bolsas que los estudiantes llevan. Se ha

determinado que la tasa promedio de llegadas es 20 estudiantes por hora y que el tiempo promedio

para realizar la revision de las bolsas es de un minuto.

a.

b
C.
d

¢ Qué valores tiene A y y para este problema?

. ¢ Cudl es el factor de utilizacién?

¢, Qué tiempo le llevara a un estudiante promedio pasar por la revisién de bolsas?

. En promedio, ¢Cuantos estudiantes se encuentran esperando en la fila en cualquier

momento?
¢,Durante que fraccion de tiempo estara libre el empleado que revisa las bolsas para poder

dedicarse a estudiar?

3.- El centro de reparacion de computadoras TV Shak de McLeod, Montana, maneja la reparacion de

las microcomputadoras que vende TV Shak. Un problema comun de reparacion es la alineacion de
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unidades de disco. Al llegar las microcomputadoras al centro de reparaciéon se asigna en forma

rotatoria a uno de los tres técnicos para que haga la alineacion. Por razones de control de calidad,

una vez que se asigna una microcomputadora a un técnico, no se asigna a otro. Suponiendo que las

tasa de llegada y de servicio son aleatorias y de 30 por mes y 2 por dia por cada técnico (20 dias

habiles por mes), responda las siguientes preguntas:

a.
b.

¢, Cual sera el tiempo promedio de una microcomputadora permanece en el centro de servicio?
En promedio, en cualquier momento, ¢ Cuantas micros estaran esperando a cada técnico para
que les dé servicio?

¢, Como responderia usted las preguntas anteriores si una microcomputadora que llega pasara
al primer técnico disponible para que le diera servicio, en vez de que se asignara en forma

rotatoria?

4.- Para usar una maguina cajera automatica de un banco, llegan clientes al azar a una tasa de 5 por

hora.

a.

¢, Cudl es la probabilidad de que lleguen mas de tres clientes a solicitar servicio durante un
periodo de una hora?

¢,Cual es la probabilidad de que ningun cliente solicite servicio durante un periodo de una
hora?

¢,Cudl es la probabilidad de dos clientes exactamente en una hora? ¢ Tres clientes?

5.- Suponga que para la maquina cajera automatica de los dos problemas anteriores, los clientes

llegan al azar y el tiempo necesario para dar servicio aun cliente es también aleatorio. Suponga

demas que la tasa de llegadas es de 5 por hora y la tasa de servicio es de 10 por hora.

Responda las siguientes preguntas:

a.

¢,Cual es la probabilidad de que a un cliente se le atienda de inmediato, a su llegada, en la
cajera automatica.

¢,Cudl es el promedio de tiempo que un cliente invierte con la cajera automatica (tanto en
espera del servicio como recibiéndolo)?

Trace la gréafica de P, con respecto a n, donde n = niumero de clientes en el sistema. Marque
en la gréfica el valor esperado de n.

En promedio, ¢Cuantos clientes se encuentran esperando en la linea para que la cajera

automatica los atienda?

6.- Comente si cada una de las siguientes situaciones de lineas de espera se ajusta a las

consideraciones del modelo M/M/1 o M/M/S.
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a. Un restaurante de comida instantdnea con multiples posiciones de servicio. Las posiciones se
abren conforme es necesario.

b. Un restaurante de comida instantdnea con una sola fila de servicio, por la cual deben pasar
todos los clientes para hacer y recibir sus pedidos (de diferente volumen y complejidad).
En un banco, ventanilla para automovilistas.

d. Una instalacion para lavado de automoviles con una sola fila que conduce a instalaciones
multiples de lavado.

e. Una tienda de abarrotes grande en un poblado universitario y que tiene multiples cajas de

salida.

7.- La linea réapida del K-Roger Supermarker atiende solo clientes con 12 articulos o menos, y como
resultado, es mucho mas veloz para estos clientes que las filas normales. El gerente Wayne
Edwuards, ha estudiado esta fila y ha determinado que los clientes llegan a una tasa aleatoria de 30
por hora y que, en promedio el tiempo de servicio para un cliente es de un minuto. Suponiendo que
la tasa de servicio también es aleatoria, responda las siguientes preguntas:

a. ¢Cuales son uy A para la caja rapida?

b. En promedio, ¢A cuantos clientes se esté atendiendo o estan esperando?

c. En promedio, ¢Cuanto debe esperar un cliente antes de poder retirarse?

8.- La compafiia arrendadora de automéviles U-Drive-‘em opera su propia instalacion de lavado y
limpieza de automdviles para prepararlos para su renta. Los automdviles llegan a la instalacion de
limpieza en forma aleatoria a una tasa de 5 por dia. La compafia arrendadora ha determinado que
los automdviles pueden limpiarse a un ritmo de 2n por dia, en donde n es el nimero de personas
gue trabajan en un automovil. Por ejemplo, si se encuentran 4 personas trabajando la tasa de lavado
es de 8 automoviles por dia. Se ha determinado que este procedimiento de lavado se ajusta a la
distribucion exponencial negativa. La compariia les paga a sus trabajadores $30.- por dia y ha
determinado que el costo por un automoévil gue no esté disponible para rentarlo es de $25.-

a. Calcule el numero de empleados que deben contratarse en la instalacion de lavado, para que

produzca el menor costo.
b. Calcule las caracteristicas de operacion L, Lg, W, Wq para el nimero de empleados que

eligio.

9.- La Ozella Fish Company utiliza sus propios botes camaroneros para pescar camarén y después
lo empaca para enviarlo a otras partes. Cuando estos botes llegan durante la temporada, hay que
descargarlos tan rapido como sea posible para que puedan volver al mar. El gerente de produccion
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de la Ozella Fish Company estima que el costo de que un bote camaronero permanezca detenido es
de $50.- por hora (esto incluye los salarios al igual que el tiempo perdido de pesca). Los trabajadores
que descargan los botes ganan $8.- por hora ya sea que estén trabajando o no. Si el patréon de
llegadas para los botes camaroneros es aleatorios y el tiempo de descarga también lo es, ¢Cual es
numero de trabajadores que la Ozella debe utilizar para descargar los botes y que produzca el
menos costo total? Los botes camaroneros llegan a una tasa promediode uno por hora y cada

trabajador puede descargar medio bote por hora.

10.- El padre Mulcahy utiliza en la actualidad dos confesionarios con dos filas separadas para
atender las necesidades de sus feligreses. Se ha observados que sus llegadas son aleatorias, aun
ritmo promedio de 30 personas por hora y el tiempo de servicio tiende a ser aleatorio también,
puesto que las cantidad de pecados por persona puede diferir en gran medida. Se ha determinado
gue el tiempo promedio en que se permanece en el confesionario es de 3 minutos. Se ha obtenido
también que las llegadas se distribuyen en forma equitativa entre las dos lineas. El padre Mulcahy
esta considerando cambiar a un sistema en el que se utilice una sola fila que alimente ambos
confesionarios. El padre desea saber que sistema (el actual o el propuesto), conducira al tiempo
promedio mas breve en el sistema para sus feligreses.

a. Bajo estas nuevas condiciones, determinese si la compafia U-Drive-'em debe afadir la

instalacion adicional o no.
b. Calcule las caracteristicas de operacion para el plan que determine usted que tiene el menor

costo.

11.- Proposiciones Falso/Verdadero:
Los modelos de lineas de espera son mismo tiempo descriptivo y deterministicos.

b. Las caracteristicas de operacion para los modelos de lineas de espera son valores promedio
a largo plazo, y no valores que pueden ocurrir en realidad.

c. En un sistema de lineas de espera de etapas multiples, en el que la primera etapa es M/M/1,
el patrén de llegadas a la segunda etapa seria deterministico.

d. Un sistema de lineas de espera con filas paralelas, en el que los clientes pueden cambiarse
de linea (denominado “maniobrar”) pueden de cualquier manera plantarse como un sistema
multiple M/M/1.

e. Una caracteristica de la distribucién de Poisson es el “agrupamiento” de los eventos.

f. Para calcular el tiempo promedio de servicio, solo es necesario contar el niumero de
ocurrencias por hora y tomar el reciproco de este nimero.
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g. El nimero promedio de unidades que se encuentra en el sistema debe ser siempre mayor que
el nimero promedio de unidades que esperan en la fila.

h. Es posible eliminar la “holgura” de un sistema de lineas de espera aumentando la tasa de
servicio sin afectaren forma adversa el tiempo de espera de los clientes.

i. El modelo M/M/S, no se considera que el sistema esté “ocupado” a menos que todos los
canales de servicio estén llenos.

J. La Formula de la Llamada Perdida de Erlang solo funciona cuando las llegadas son Poissony

los tiempos de servicio son exponenciales negativos.

12.- El First Nacional Bank esta planeando instalar una variedad especial de cajeros automaticos en
la libreria de la universidad local. Este cajero automatico sera especial porque permitira sélo hacer
retiros (necesidad comun en la universidad). Puesto que el cajero solo permitira retiros, tendra un
tiempo deterministico de servicio de 60 segundos. Si las llegadas son aleatorias y a razén de 30 por
hora, ¢ Cudl sera el tiempo promedio que un estudiante pasara en la fila y haciendo su retiro? En

promedio, ¢ Cuantos estudiantes estaran en espera de hacer retiros?

13.- Un hospital local esta planeando ofrecer un servicio a la poblacion en general. Este servicio
consistira en dar informacién médica sobre diversos temas a las personas que marquen el nimero
de informacion en el hospital, que es publico. El hospital pronostica que habra aproximadamente 10
llamadas por hora y que seran de duracion aleatoria. Una operadora contestara a las personas que
llamen e intentard responder sus preguntas. La experiencia ha mostrado que la llamada promedio
dura 5 minutos. El hospital desea reducir la probabilidad de que las personas que llamen encuentren
ocupada la linea, a menos de 0.05 aumentando las lineas telefénicas. Habra solo una linea
telefonica por operador. Utilice la Férmula de la Llamada Perdida de Erlang para calcular el nUmero

de lineas telefonicas necesarias para alcanzar el nivel deseado de probabilidad del hospital.
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CAPITULO 6
Programacion Dinamica

6.1 Introduccidén

Los modelos estaticos son aquellos en los que los parametros permanecen iguales durante el
periodo que se considera. Por ejemplo, al utilizar la programacion lineal se supone que todas las
utilidades (o costos), las ofertas (y/o demandas) y las tasas fisicas de su sustitucion permanecen
iguales durante el periodo completo. Aun cuando consideramos algunos modelos de periodos
multiples en los capitulos de programacion lineal y programacion de metas, eran modelos estaticos
dado que se supuso que todos los parametros permanecian constantes. Esto permitio resolver un
problema para todos los periodos. En este capitulo examinaremos un modelo dinAmico que puede
dar cabida a cambios de los parametros en el tiempo. A este modelo se le denomina programacion

dindmica.

La programacion dinamica (PD) es un método de optimizacidn que puede aplicarse a numerosos
problemas. En general, la PD intenta encontrar una solucién de un problema de optimizacion en
forma secuencial. A diferencia de la programacion lineal, la PD no es un algoritmo de solucién Unica
sino, mas bien, un método para resolver un problema grande y Unico resolviendo una secuencia de
problemas mas pequefios. Este método permite resolver un problema que depende del tiempo en
forma de una secuencia de problemas de un solo periodo, en los que los parametros de cada
periodo dependen del periodo que se considera. De hecho, es posible que no se conozcan los
parametros de cada periodo sino hasta que éste llega, La programacién dindmica se formaliz6 por

primera vez en Un libro de Richard Bellman, a quien se considera su iniciador. [BELLMAN, 1957]
Los parametros que intervienen en la programacion dinamica pueden ser deterministicos o

estocasticos, pero en este capitulo nos restringiremos a los casos mas simples de la PD, los que

implican la resolucion de problemas con parametros deterministicos.
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6.2 CASO Fabrica de Tortillas Mi Tierra

La Fabrica de Tortillas Mi Tierra es una pequefia compafia ubicada en San Antonio, Texas. En ella
se fabrican diversos productos de maiz y de harina de trigo para el creciente mercado de los
alimentos mexicanos. Los principales productos que se elaboran son tortillas de harina y de maiz (en
general, cuando se habla tortillas de harina, se trata de tortillas de harina de trigo). Las tortillas de
maiz se utilizan para enchiladas, tacos y tostadas, por lo general, las tortillas de harina se utilizan

para elaborar “burritos”. El gerente y principal propietario de Mi tierra es Juan Valdez.

Juan ha trabajado mucho para obtener un contrato con una de las nuevas compafiias de alimentos
instantaneos que se especializan en comida mexicana. Esta misma semana, se enteré de que la
Burrito Bell Company ha decidido adquirir tortillas de harina de Mi tierra. La Burrito Bell desea
adquirir 200 cajas de tortillas de harina en cada uno de los proximos siete meses (cada caja

contiene 1,000 tortillas) a un precio bajo.

De inmediato Juan comenzo a calcular las cifras de utilidades para Mi Tierra y lleg6 a la conclusion
de que la compafiia obtendria $1,000 mensuales si Mi Tierra produjera exactamente la cantidad que
se requiere para ese mes. Después de pensarlo un momento, Juan calculdé también las utilidades
gue se obtendrian al fabricar mas cajas de las necesarias para un solo mes. Lo hizo porque es
posible fabricar las tortillas de harina y congelarlas hasta por cuatro meses. Mi Tierra podria fabricar
mas tortillas en cualquier mes trabajando tiempo extra y contratando ayuda adicional. Esto no

afectaria la elaboracién de otros productos, que continuaria todos los meses.

En la tabla 6.1 se muestran los célculos que hizo Juan para las utilidades de produccién de diversas

cantidades de tortillas o, tal como se les llama, tamarfio de lote.

Tamafo de lote | Utilidad
200 cajas $1,000
400 cajas $2,500
600 cajas $3,750
800 cajas $4,750

Tabla 6.1 Utilidades de varios tamarios de lote.

Debido a una combinacion de factores economicos y de almacenamiento, se logran ahorros al

fabricar lotes grandes, pero también se incurren en gastos por el congelamiento de las tortillas y
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otros que son resultado del deterioro de algunas de ellas. Después de un periodo de dos meses, el

deterioro ocasionado por el congelamiento se incrementa en forma notable.

Puesto que Juan deseaba obtener las mayores utilidades del contrato con la Burrito Bell quisiera
fabricar tamafos de lote que condujeran a la utilidad total mas elevada. Juan se daba cuenta de que
podria resolver su pequefio problema listando todas las combinaciones posibles, pero no podria

hacer esto si la Burrito Bell decidiera asignarle a Mi Tierra un contrato mas prolongado en el futuro.

Juan acababa de asistir a una conferencia para propietarios de negocios pequefios acerca de la
aplicaciéon de modelos financieros y cuantitativos a problemas de negocios de tamafio reducido.
Rapidamente se dio cuenta de que su problema implicaba buscar la optimizacion de una funcién
de utilidades. En ese sentido, se asemejaba algo a los modelos de programacion lineal que habia
comentado la profesora Sandra Toney en la conferencia. Sin embargo, también parecia que existian
algunas diferencias cruciales. Por un lado, la PL considera respuestas fraccionarias, pero su
problema implicaba lotes de tamafio preciso. También la PL por lo general no implica decisiones en
el tiempo, mientras que el problema de produccion de tortillas podria dividirse en una secuencia de
decisiones. Dado que necesitaba resolver su problema para determinar el tamafio del lote que
proporcionara las mayores utilidades. Juan decidio pedirle a la profesora Toney que le ayudara a

resolver su problema.

Cuando llegé Sandra, lo primero que hizo fue pedirle a Juan que le explicara el proceso de
produccion de las tortillas. Después examiné la tabla de utilidades y tamafio de lote (tabla 1). Se dio
cuenta de que el problema de Juan implicaba una secuencia de decisiones que debian tomarse
con el tiempo, y que se suponia que los pardmetros (utilidades, demandas, etc.) se conocian con
certeza. Decidié que la principal cuestion que enfrentaba Juan era determinar cuanto debia
fabricar cada mes para maximizar las utilidades totales para el periodo de planeacidon
completo (siete meses). Por ultimo, observo que existia la restriccion de fabricar cuando mas la
demanda de cuatro meses en una sola ocasion debido a la descomposicion del producto después de

ese tiempo.

Tal como Sandra le explicé a Juan, este problema de tamafio de lote puede plantearse en forma de

programacion matematica, considerando lo siguiente:
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W1 = numero de veces que se fabrica la demanda de un mes (200 cajas)

W> = numero de veces que se fabrica la demanda de dos meses (400 cajas)
w3 = numero de veces que se fabrica la demanda de tres meses (600 cajas)
w4 = numero de veces que se fabrica la demanda de cuatro meses (800 cajas)

Utilizando estas definiciones de variables, Sandra elaboré entonces el siguiente planteamiento para

el problema del lote:

MAXIMIZAR:
1000w, + 2500w, + 3750w; + 4750w, 1
SUJETA A:
Wi+ 2Wo+ 3wst+ 4w, = 7 2
w; = 0,1,2,3,..., para cada i 3

Juan observo el planteamiento y dijo: “esto se parece a los problemas de programacion lineal que

revisamos en la conferencia para negocios pequenos. Puede resolverse como problema de PL?”

“‘No, no podemos utilizar métodos de PL para este problema debido al requerimiento de que las
variables w; asuman valores discretos. Podriamos utilizar métodos de programacion en enteros, pero
dado que este es un problema secuencial en el tiempo, yo sugeriria utilizar otro método que se

denomina programacién dinamica, o PD.

“La PD aborda un problema en forma de una secuencia de decisiones y lo que hace es tomar la serie
de decisiones que conducen a la mas alta utilidad, sujetas a cualesquiera restricciones que existan

para el problema.”

“iParece que eso es lo que tenemos que hacer!”, exclamé Juan. ; Como funciona?

“La PD requiere que modifiquemos nuestra perspectiva. Debemos dejar de tomar una sola decision y
contemplar esto como una serie de decisiones. La forma usual para hacer esto es comenzar al final
del periodo de planeacion y trabajar hacia atras hasta el comienzo del periodo de planeacion. En

cada caso, nos aseguramos de que la secuencia de decisiones es Optima desde esa primera
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decision hasta la ultima. En su caso, comenzariamos en el séptimo mes y tomariamos una decision

respecto a cuanto debe fabricarse.”

“El contrato termina en el séptimo mes, y por ello no deseamos fabricar mas de 200 cajas para este

mes, si solo consideramos este séptimo mes”, observé Juan.

“Correcto”, contesté Sandra, “y la utilidad que obtendria con esa decisiéon seria de $1,000 con 200

cajas’.

“En realidad no hubo ninguna decision aqui, ¢ pero qué hay acerca del sexto mes?”, pregunté Juan.

“Para el sexto mes, tenemos dos alternativas.

En primer lugar, podriamos fabricar 200 cajas en el sexto mes, y después 200 cajas adicionales en
el mes 7 para obtener utilidades de $1,000 mas $1,000, que darian un total de $2,000. O podriamos
fabricar el total de la demanda para los dos meses, 400 cajas, en el sexto mes, y no fabricar nada en
el séptimo. En este caso, la utilidad es de $2,500, de acuerdo con su tabla de tamafios de lote y
utilidades. Usando estas alternativas, puede observarse que el tamafio del lote para el sexto mes

debe ser fabricar 400 cajas para atender el total de demanda de los dos meses.”

“Hasta este punto, lo Unico que parece gque esta usted haciendo es listar todas las alternativas, ¢Es

eso todo lo que hace la PD?”, preguntd Juan.

Sandra sonrid y dijo: “No, la PD es mas eficiente que eso. Creo que le resultara clara la diferencia al

tomar la tercera decision con respecto al quinto mes.
En este mes, se tienen tres alternativas, fabricar 200, 400 o 600 cajas. Si fabricamos 200 cajas para
satisfacer la demanda del quinto mes, obtenemos utilidades inmediatas de $1,000 pero entonces

tenemos que tomar otra decision con respecto a los meses seis y siete.

“Pero ya antes descubrimos que la mejor politica para el sexto mes era fabricar toda la demanda

restante en ese mes”, observo Juan.
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“iYa esta usted entendiendo! La utilidad para la mejor decision que se obtiene de la decision del
quinto mes se suma a la utilidad inmediata para ese mes. Por ello, si fabricamos 200 cajas en el mes
5 y obtenemos utilidades de $1,000 la mejor politica para las 400 cajas restantes es fabricarlas
todas en el mes 6 para alcanzar utilidades de $2,500. El total de estas dos cifras es $3,500 de
utilidades. La segunda alternativa era fabricar 400 cajas en el mes 5 para obtener una utilidad
inmediata de $2,500. Esto hace que sdélo se requieran 200 cajas, y ya habiamos visto que este
namero deberia fabricarse en el mes 7 y que arrojaria utilidades por $1,000. Sumando estas dos
cantidades, obtenemos utilidades totales de $3,500. Por ultimo, si fabricamos el total de la demanda
de 600 cajas en el quinto mes, obtenemos utilidades de $3,750. Dado que esta es la cantidad mas
alta de las tres, elegiriamos esta politica en todos los casos en los que el nimero de cajas restantes

por fabricar fueran 600.”

“Ya veo”, dijo Juan. “Para una decision determinada, sumamos las utilidades para un nivel
determinado de produccion y la utilidad més alta para la cantidad restante que es necesario fabricar

para alcanzar los requerimientos de la produccion total.

¢ Siempre resultard que Mi Tierra debe fabricar la mayor cantidad posible?

“No lo creo, pero revisémoslo. Calcularemos la unidad mas alta para cada mes, comenzando con el
séptimo. En cada caso, se mostrara cual es la demanda mas alta posible para ese mes, las diversas
alternativas de produccion, la utilidad para cada alternativa, la cantidad restante que debe fabricarse
con base en esa alternativa, la utilidad mas alta para la demanda restante y la utilidad total para cada

alternativa. Se marcara la utilidad mas alta con un asterisco (*).”

“¢ Qué sucede en caso de que la demanda de algin mes sea inferior al maximo, debido a un nivel

previo de produccion? ;No tenemos que considerar este caso?”, pregunté Juan.

“No. Si tenemos una demanda menor que la total posible, esto significa que quedd algun inventario

de un periodo previo de produccion y que en este periodo no se requiere fabricar nada.”

Después, Sandra elaboro¢ siete tablas, una para cada mes (tablas 2 a 8).
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“iEspere un minuto!”, interrumpié Juan, “Entendi las primeras tres tablas pero me perdi en el cuarto

mes. ¢ Podria explicarme esta tabla?”

“De acuerdo. En el cuarto mes debemos satisfacer la demanda en ese mes, Por ello, la demanda
total es 4 x 200 = 800 cajas. Tenemos cuatro alternativas de produccion o tamafos de lote. Cada
alternativa proviene de fabricar la demanda de uno, dos, tres o cuatro meses en el cuarto mes.
Encontramos el valor inmediato de las utilidades de la tabla de utilidades y tamafios de lote (tabla
6.1). Encontramos la demanda restante para cada alternativa de produccion restando el tamafio del
lote de la demanda total. Los valores de la ‘mejor utilidad sobre la demanda restante’ se obtienen
determinando una tabla cuyo total de demanda sea igual a la demanda restante. Después, se utiliza
la mas alta utilidad de esta tabla como la ‘mejor utilidad para la demanda restante’. Por ejemplo, en
la tabla para el cuarto mes, si se decide fabricar 400 cajas, entonces la demanda restante es 800 -
400 = 400 cajas. Después pasamos a la tabla que tiene una demanda total de 400 cajas y
encontramos que la mayor utilidad es $2,500. Sumamos la utilidad inmediata y la utilidad méas alta

para la demanda restante y encontramos una utilidad total para esta alternativa de produccién.”

Alternativas

Utilidad Demanda Mayor utilidad para la Utilidad
Mes | Demanda de L, inmediata restante demanda restante total
produccién
7 200 200 $1,000 0 0 $1,000*
TABLA 6.2. Tabla de decisi6n del séptimo mes
AR Utilidad Demanda Mayor utilidad para la Utilidad
zs | emame ez inmediata restante demanda restante total
produccién
6 400 200 $1,000 200 $1,000 $2,000
400 $2,500 0 0 $2,500%
TABLA 6.3. Tabla de decision del sexto mes
Mayor utilidad
Alternativas Utilidad Demanda para la demanda Utilidad
Mes Demanda de produccion inmediata restante restante total
S 600 200 $1000 400 $2500 $3500
400 $2500 200 $1000 $3500
600 $3750 0 0 $3750*
TABLA 6.4. Tabla de decision del quinto mes
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Mayor utilidad

Alternativas Utilidad Demanda para la demanda Utilidad
Mes Demanda de produccion inmediata restante restante total
4 800 200 $1000 600 $3750 $4750
400 $2500 400 $2500 $5000*
600 $3750 200 $1000 $4750
800 $4750 0 0 $4750

TABLA 6.5 Tabla de decisién del cuarto mes

Mayor utilidad

Alternativas Utilidad Demanda para la demanda Utilidad
Mes Demanda de produccion inmediata restante restante total
3 1000 200 $1000 800 $5000 $6000
400 $2500 600 $3750 $6250*
600 $3750 400 $2500 $6250*
800 $4750 200 $1000 $5750

TABLA 6.6. Tabla de decisién del tercer mes

Mayor utilidad

Alternativas Utilidad Demanda para la demanda Utilidad
Mes Demanda de produccion inmediata restante restante total
2 1200 200 $1000 1000 $6250 $7250
400 $2500 800 $5000 $7500*
600 $3750 600 $3750 $7500*
800 $4750 400 $2500 $7250

TABLA 6.7 Tabla de decision del segundo mes

Mayor utilidad

Alternativas Utilidad Demanda para la demanda Utilidad
Mes Demanda de produccion inmediata restante restante total
| 1400 200 $1000 1200 $7500 $8500
400 $2500 1000 $6250 $8750*
600 $3750 800 $5000 $8750*
800 $4750 600 $3750 $8500

TABLA 6.8 Tabla de decision del primer mes

Después de que Juan movié la cabeza en sefial de que habia comprendido, Sandra continu6 con las
tablas restantes. Cuando terminé las tablas, le pregunté a Juan: “;comprendes qué es lo que dice

esta ultima tabla?”

Juan pensé por un momento y después dijo, “creo que si. Parece que en el mes 1, al principio del
contrato, tendré una demanda total de 1,400 cajas que deberé fabricar. Puedo fabricar 200, 400, 600
u 800 en ese mes. Si fabrico 200 cajas en el mes 1 obtendré utilidades inmediatas de $1,000 y me
restaria fabricar 1,200 cajas. Si se sigue la mejor politica para estas 1,200 cajas, entonces la utilidad
sobre ellas seria de $7,500. Entonces, la mas alta utilidad total al fabricar 200 cajas en el mes 1 es la
suma de $1,000 y $7.500, u $8,500. Y veamos, la utilidad total de fabricar 400 o 600 cajas en el mes
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1 es $8.570. Esto es lo mas alto, y por ello fabricaria 400 o 600 cajas. ¢ Pero, como podré saber qué

debo hacer después de producir, digamos, 400 cajas?”

“‘Bueno, si fabrica usted 400 cajas, su demanda restante seria de 1,000 cajas. Para ello, consulte la
tabla que tiene una demanda total de 1,000 cajas y encuentre la siguiente alternativa de produccion.
En este caso, encontramos que es la tabla del tercer mes (tabla 6.6) y la alternativa de produccion
gue arroja la mayor utilidad es fabricar 400 o 600 cajas. Si de nuevo fabricamos 400 cajas, la
demanda restante es 600 cajas. Ahora pasamos a la tabla que tiene una demanda total de 600 cajas
para determinar la siguiente alternativa de produccion. Encontramos una demanda total de 600 cajas
en la tabla del quinto mes (tabla 6.4) con una alternativa de produccion de 600 cajas para obtener la
mayor utilidad. Puesto que la demanda restante es cero, hemos terminado. Permitame ahora

diagramar su programa de produccion.”

En este momento, Sandra traz6 un diagrama del programa de produccién de mas alta utilidad, que

se muestra en la figura 6.1

Fabricar Fabricar Fabricar |

400 cajas [==——p»| 400 cajas =P | 600 cajas —p |

($2,500) ($2,500) ($3,750) |
mes 1 2 3 4 5 6 7

Figura 6.1 Programa de produccion de mayores utilidades.

“Se ve muy bien”, dijo Juan al observar el programa de produccion y los valores para las utilidades.
“Son $1,750 por encima de lo que hubiera obtenido fabricando la demanda de Burrito Bell mes tras

mes. ¢ Puede utilizarse este procedimiento para contratos mayores?”

“Por supuesto”, contestdé Sandra. “La unica diferencia sera el numero de tablas que se requeriran,

pero una computadora no tendria ningln problema en manejar algo asi.
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6.3 Consideraciones y Terminologia de la Programacion Dinamica.

En el caso anterior se ha intentado explicar el proceso que se utiliza para resolver problemas a
través de la programacion dinamica, Como se ilustrg, la PD resuelve un problema grande al resolver
numerosos problemas pequefios. Antes de pasar a otras aplicaciones de la PD, resulta util

contemplar las consideraciones y la terminologia de esta técnica.

Al igual que cualquier otro método para resolver problemas, la programacién dinamica tiene su
propio conjunto de consideraciones y terminologia. En primer lugar, se revisara las consideraciones y
a continuacion, la terminologia para después relacionar ambas con el caso de Mi Tierra.

6.3.1 Descomposicion

La principal consideracién de la PD es que un problema grande y Unico puede descomponerse o
segmentarse en una secuencia de subproblemas mas pequefios y faciles de resolver; los problemas
gue implican adiciobn o multiplicacion son ejemplos clasicos de problemas que es posible
descomponer. Se encuentran implicitos en la consideracion de la descomposicion los supuestos de

que:
(a) el problema grande puede resolverse a través de una secuencia de decisiones y
(b) los problemas menores pueden resolverse “con mayor facilidad”.

También se encuentra implicito en el uso de la descomposicién en la programacion dinamica el

concepto conocido como Principio de Optimidad de Bellman:

Un conjunto optimo de decisiones (una politica) tiene la propiedad de que, si
una decision determinada es Optima, entonces todas las decisiones
subsecuentes que dependen de esa decisién especifica también deben ser

optimas.

Este principio, junto con la descomposicion de un problema grande en una secuencia de problemas
pequefios, sugiere el método retrospectivo que se utilizd en el caso de Mi Tierra. En esencia, se

comienza al final del proceso y se trabaja hacia atras, usando siempre la decision Gptima proveniente

159



de una decision anterior. Al hacer esto, nos aseguramos de encontrar el conjunto 6ptimo de

decisiones.

6.3.2 Etapas, variables de estado, rendimientos, decisiones y relaciones
recurrentes

Al analizar la PD, los términos clave son etapas, variables de estado, rendimientos, decisiones y la

relacion recurrente. Resultard conveniente para el andlisis revisar la figura 6.2

%

}

X, —— n-ésima etapa ey X[y _ 1

}

"n

Figura 6.2 Una sola etapa

En la figura 6.2 se muestran las entradas y las salidas en cualquier punto de la secuencia de
solucion que se utiliza en la programacioén dindmica. Esta es la n-ésima etapa del problema y
existen dos entradas. Estas son la variable de estado x, y la decision d,. La variable de estado
relaciona la etapa actual con la anterior. Esta variable de estado nos permite calcular la cantidad
restante del recurso escaso o demanda; también se utiliza junto con la decision para determinar el
resultado de la etapa. Los resultados de esta etapa son el rendimiento en la etapa n, que se denota
r, y la variable de estado (x,.1) para la etapa (n - 1). El rendimiento en cualquier etapa es la
contribucion a las utilidades (o el aumento en los costos) que ocurre en esa etapa debido a la
decision y a la variable de estado x,,. En cualquier etapa, la decisién es cuanto asignar a cada una de
las demandas que compiten, y por lo general se hace resolviendo un problema simple en cada una
de las etapas. Las variables de estado de etapas sucesivas, X, Y Xn.1, S€ enlazan a traves de la
relacion recurrente que calcula el valor de xn.1, utilizando el valor de x, y la decision en esa etapa,
dn.
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Refiriendonos de nuevo al caso de Mi Tierra, cada etapa es un mes y la variable de estado en
cada etapa representa el total de la demanda no satisfecha en una etapa previa, es decir, en un
mes posterior. La decision en el caso de Mi Tierra es cuanto producir en el mes (etapa) que se
considera, y el rendimiento es la utilidad asociada con cada decision y cada variable de estado.
La principal diferencia que existe entre esta notacion de X, Xn.1, dn Y rh y €l caso de Mi Tierra es el
sistema de numeracion. En PD hacemos que la etapa 1 sea la ultima decision y que la etapa n sea la
primera. Por ello, en el caso de Mi Tierra, la etapa 1 es el mes 7, la etapa 2 es el mes 6 y asi
sucesivamente, hasta la etapa 7 que es el mes 1 del horizonte de planeacion. Se hace esto para
simplificar el aspecto retroactivo del enfoque de programacion dinamica para encontrar las

soluciones.

En términos de variables de estado, etapas, decisiones y rendimientos, la etapa 1 del problema de
Mi Tierra corresponde al mes 7. En esta etapa, las entradas son la variable de estado de xi, y la
decision d;. Los resultados o salidas para la etapa 1 son las utilidades que se obtienen de los valores
de x; y d; (es decir, r1) y la variable de estado siguiente, xo. ES evidente que no se desea ningun
resultado después del periodo del contrato, y por ello xo = 0. Se encuentra el valor de x, también a
través de la relacién xo = x; - d1, la cual sefiala que la demanda resultante después de la etapa 1
debe ser igual a la demanda restante antes, menos la cantidad que se fabrico en la etapa 1. Dado
qgue Xp =0, entonces x; =d; y en la etapa 1 siempre se fabricard una cantidad igual a la demanda
restante. La utilidad de este mes es igual a la que se obtiene fabricando la cantidad d;, puesto que

ésta es la primera etapa.

Si retrocedemos a la etapa 2, las entradas son x, y d», al tiempo que las salidas son x; y r.. La
demanda restante antes de la etapa 2, x,, menos la cantidad fabricada en la etapa 2, d,, es igual a la
demanda no satisfecha en la etapa 1 (Xx; = X, - dy). La utilidad en la etapa 2 para una decision
particular sera la utilidad asociada con d,; mas la mayor utilidad asociada con x; = X; - d3, que es la

demanda restante después de fabricar d,.

Se continda el retroceso en este sentido hasta que se alcanza la etapa n. En cada etapa, se
encuentra la decision 6ptima para cada valor de la variable de estado y se utiliza esa decision y su

utilidad cuando se les necesita en etapas posteriores.

Volviendo a la primera tabla del analisis del caso, la tabla 6.2, la Unica demanda que debe
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considerarse cuando solo resta un mes es 200 cajas. Por ello, x; = 200, lo cual implica que d; = 200.
La mayor utilidad para d; = 200 es $1,000. Para la etapa 2, la 6.3 muestra que el Unico valor que
debe considerarse para x; es 400. Si x; es inferior a 400, esto implica que quedoé inventario de un
periodo previo y d, debe ser igual a cero, puesto que no se requiere nueva produccién. Entonces, los
valores de d;, pueden ser 200 o 400. El valor de d, no puede ser inferior a 200 porque no podria
satisfacerse la demanda de los meses restantes. Para cada decision en la que d, = 200 o 400,
calculamos la suma de las utilidades para el valor de la decision y la utilidad optima para x; - d».
Después, se maximizan estas decisiones para encontrar cual es la mejor decision para cada uno de
los valores de la variable de estado. Dado que no interesa maximizar las utilidades para cualquier
periodo que no sea el que comienza en el mes 1, esperamos hasta alcanzar la etapa 7 para

determinar la solucion 6ptima para el periodo completo.

En la figura 6.3 se presenta un diagrama de este proceso. En cada etapa Xn.1 = Xn-dn y rn =
utilidad de dn, mas la utilidad 6ptima de x,_;.

d3 = Produccion d2 a,
l del mes 5 l 1
x3=x4—d4 )(2=x3—d3 )<.|=x2—d2 X~=x,—d

0" 1
— | Etapa 3 p— (E1APE 2 f—— | E12D2 1 [r—

Lo

r, = utilidades r r
3 de d; Y X3 2 1

mes 5 mes 6 mes 7

Figura 6.3 Presentacién diagramética de la programacién dindmica.

Se utilizara esta terminologia y notacién para analizar problemas adicionales en los que se utiliza la

programacion dinamica.

6.4 Aplicaciones de la Programacion Dinamica.

6.4.1 Revision del problema de la ruta mas corta

El problema de la ruta mas corta y se plante6 como un problema de red. Ademas, se dijo que se

podria resolver ese planteamiento de red a través de una version especializada del método simplex,
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pero que también existian otros procedimientos para resolver problemas de ruta mas corta. Uno de

esos procedimientos es una aplicacion directa de la programacion dinamica.

Para ilustrar la forma en que puede utilizarse la PD para resolver problemas de ruta méas corta,

hemos vuelto a trazar en el figura 6.4 el problema de viajar de Nueva Orleans a Atlanta (las

distancias estan en minutos).

Meridian Birmingham

Nueva Orleans Atlanta

Mobile Montgomery

Figura 6.4 Ruta por carretera de Nueva Orleans a Atlanta

Para aplicar la PD necesitamos dividir el problema en etapas y decidir con respecto a las variables
de estado. En la figura 6.5 se ilustra de nuevo el problema y se le divide en tres etapas. Estas etapas
son similares a los tres puntos del viaje en los que es necesario tomar decisiones. Observe que las
etapas comienzan con la numero 1 en Montgomery y Birmingham, dado que vamos a utilizar el

enfoque retroactivo para resolver este problema.

Meridian

Birmingham

Nueva Orleans Atlanta

Mobile

l I
| |
: Montgomery |
' I
I

|
|
- |

Etapa 3 Etapa 2 Etapa 1

Figura 6.5 Etapas para el viaje entre Nueva Orleans y Atlanta.

Las variables de estado son las ciudades en las que se encuentra el viajero cuando es necesario
tomar una decision. Por ejemplo, en la etapa 1, la variable de estado x; es Birmingham o

Montgomery. La decisién en cada etapa es cual ciudad visitar. Por ejemplo, en la etapa 1, la decision
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es simple puesto que se debe ir a Atlanta sin importar en qué lugar nos encontremos. La
recompensa o rendimiento asociado con cada variable de estado y con cada decisién en una etapa
especifica es el tiempo del viaje en minutos. Por ejemplo, en la etapa 1 en la que x; = Birmingham y
la decisién es ir a Atlanta (la Unica decisiéon posible), el rendimiento es 180. Recuerde que en

este problema lo que queremos es minimizar y no maximizar.

Para la primera etapa, suponemos que ya hemos llegado a Atlanta. La pregunta se convierte
entonces en: ¢como llegamos ahi en el tiempo méas breve? Es evidente que veniamos de

Birmingham o Montgomery. Este razonamiento se presenta en la tabla 6.9

Variable Decision Rendimiento
de estado (x)) Decision optima daptimo

4 pasar a 6 pasar a 6 192

5 pasar a 6 nasar a 6 180

Tabla 6.9 Tabla de decisién de la etapa 1

Ahora utilizamos estas decisiones Optimas en la siguiente etapa, en la que X, =
Meridian o Mobile. Hacemos esto porque el Principio de Optimidad de Bellman, aplicado a los
problemas de redes, puede plantearse de la siguiente manera:

Si la ruta 6ptima incluye un nodo, entonces la ruta mas corta de ese nodo al final es una parte de la

ruta 6ptima.

Para la etapa 2, la tabla que se utiliza para tomar la decision es similar a la 6.9, excepto que ahora
hay mas de una ciudad por visitar. Las ciudades que es posible visitar después (a las que con
frecuencia se les denomina variables de decision) se listan como encabezados de columna. El
rendimiento asociado con cada decision es la suma de la distancia que va de la variable de estado a

la variable de decisién, mas la distancia 6ptima que va de la variable de decisién al final.

Decisiones
Variable Decision Rendimiento
de estado (x,) 4 ) optima optimo
2 192 + 192 315 + 180 pasar a 4 384
3 210 + 192 180 + 180 pasar a 5 360

Tabla 6.10 Tabla de decisién de la etapa 2

164



Por ejemplo, en la tabla 6.10, si nos encontramos en Mobile (2), la decision 6ptima es ir a
Montgomery (4), con un tiempo total de 384 minutos. Y si hos encontramos en Meridian (3), la

decision 6ptima es ir a Birmingham (5), con un tiempo total de 360 minutos.

Continuamos ahora retrocediendo hacia Nueva Orleans (1) y se toma la decision con respecto a cual

es la siguiente ciudad que debe visitarse. Esto se observa en la tabla 6.11

Decisiones
Variable Decision Rendimiento
de estado (x3) 4 3 dptima aptimo
1 210 + 384 210 + 360 pasar a 3 570

Tabla 6.11 Tabla de decision de la etapa 3

Aqui, al igual que en las decisiones de la etapa 2, el rendimiento para una decisién particular es el
tiempo que va de la variable de estado a la variable de decision, mas el tiempo Optimo que va de la
variable de decision al final. Por ejemplo, para una decision de ir a Mobile (2), el tiempo mas corto es
la suma del tiempo mas corto para ir a Mobile méas el tiempo mas corto para ir de Mobile a Atlanta.
Este segundo valor se encuentra observando la tabla de decision de la etapa anterior (tabla 6.10) en

la que Mobile (2) era una variable de estado para encontrar que el rendimiento 6ptimo es 570.

Se observa ahora que el tiempo mas breve para ir en automovil de Nueva Orledns a Atlanta es 570
minutos, pero ¢cOmo encontramos la ruta que tiene este tiempo de viaje? Para determinar la ruta
Optima, hacemos un recorrido hacia adelante las tablas de decision de Nueva Orledns a Atlanta. Si
nos encontramos en Nueva Orleans (1), la decisién éptima a partir de la tabla 6.11 es ir a Meridian
(3). Por ello, la primera parte del viaje es ir a Meridian. Para determinar a donde debemos ir al salir
de Meridian, consideramos esta ciudad como la variable de estado y observamos la tabla de decision
de la etapa 2 (tabla 6.10). Al hacer esto, se encuentra que la decisién 6ptima es ir a Birmingham (5).
Una vez que estamos en Birmingham, revisamos la tabla de decisién de la etapa 1 para determinar a

donde debemos continuar. En este caso, la decision es pasar a Atlanta (6).

El resultado de este recorrido hacia adelante por las tablas de decision es la ruta mas corta entre

Nueva Orleans y Atlanta, la que es:

Nueva Orleans — Meridian — Birmingham — Atlanta
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6.5 Ejercicios de Programacion Dinamica

Una red que ilustra el problema de PERT que implica la organizaciéon de una conferencia. Se muestra en la siguiente
figura. Calcule la ruta mas larga por medio de programacién dinamica.

E(4)

A(3) C(9) G(3)

D)

B(5) F(4)

B(5) :

| D(2
O e d Of
Etapa 4 | |

Etapa 31 Etapa 2

Etapa 1

e Variables de Estado — Son las Actividades (nodos): 1, 2,..., 7. En la Etapa 1 x; = 6.
¢ Decision en cada etapa cual es la actividad a realizar.
e Larecompensa o rendimiento asociado con cada variable de estado y con cada decisién en una

etapa es la ruta mas larga.
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Etapa 1

Variable de Decisién Decisién Rendimiento
Estado x; Optima
6 Pasar a 7 Pasar a 7 1
Etapa 2
Variable de Decision Decision Rendimiento
Estado Xx» 6 Optima
2 9+1 Pasar a 6 10
4 3+1 Pasar a 6 4
6 4+1 Pasar a 6 5
No aplica por Principio de Optimidad
Variable de Decision Decision Rendimiento
Estado x4 2 Optima
1 10+ 3 Pasar a 2 13

(1] - [2]-[6]-[7]=[13]
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George P. Burdell recién graduado de una reconocida escuela de ingenieria del este, de Estados
Unidos esta planeando realizar un viaje a la costa oeste antes de comenzar a trabajar.

No esta interesado en visitar los puntos intermedios de su ruta al oeste, sino que solo le interesa
llegar a Los Angeles en el menor tiempo posible conduciendo su automovil.

Utilizando un atlas, dibujo que aparece en la figura 4.8, en el que las distancias estan dadas en horas

de tiempo de manejo.

En calidad de amigo de George, sugiera cual es la ruta mas rapida que debe utilizar para llegar de
Atlanta a Los Angeles.

| |
Pueblo, Wichita, Cairo,

|

|

|

| |

EVORNTIN fan Wi 1
|

I

I

|

|

Atlanta,
GA

Phoenix, Roswell, |
AZ NM | TX MS
Etapa 1 Etapa 2 Etapa3 | Etapa4 Etapa 5
Figura 4.8 Tiempos de viaje en el automévil ente ciudades.
Etapa 1
Variable Decision Decisién =
de Estado 11 12 Optima BEOENE)
X1
13 11+ 345 - Pasar a 11 45.5
- 75+36 Pasaral2 435*
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Etapa 2

Variable Decision Decisién
X2
11 13+28 6.5+285 10+ 245 Pasar a 10 345*
12 - - 11.5+ 245 Pasar a 10 36
Etapa 3
Variable Decision Decision
de E(S;ado 5 5 7 Optima Recompensa
8 8.5 +19.5 - - Pasar a b 28
9 125+195 11+175 - Pasar a 6 28.5
10 - 10+145 Pasara? 245 *
Etapa 4
Decision L
) Decision
Variable de > 3 4 Optima Recompensa
Estado x4
5 11 +8.5 - - Pasar a 2 19.5
6 - 95+8 115+75 Pasar a 3 17.5
7 - - 7+75 Pasar a 4 145*
Etapa 5
Variable L
C ., Decision
de Decision Obtima Recompensa
Estado x5 P
2 Pasaal Pasaal 8.5
3 Pasaal Pasaal 8
4 Pasaal Pasaal 75*

Resultado (Ruta): 13-11-10-7-4-1
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Sugiera cual es la ruta mas corta nuevamente en el problema de viajar de Nueva Orleans a Atlanta
(las distancias estan en minutos).

Meridian Birmingham

|
|
|
l
‘\ Atlanta
|

Nueva
Orleans

Montgomery

Mobile

|
|

|

|

|

|

|

|

|

|

l

Etapa 2 |

|
| |
| |
I |
| |
| |
I I
| |
I I
| |

Etapa 3 Etapa 1

Rutas por carretera de Nueva Orleans a Atlanta (Etapas para el viaje).

Etapa 1
Variable
de . Decision
Estado Decision Optima Recompensa
X1
4 Pasaa6 Pasaab6 192
5 Pasaa6 Pasaab6 180*
Etapa 2
Variable Decision
de Decision Recompensa
Estado 4 5 Optima
X2
5 192 +
192 315+180 Pasara4 384
3 210 +
192 180+180 Pasarab 360 *
Etapa 3
Variable Decisidon
de Decision Recompensa
Estado 2 3 Optima
X3
1 210+384 210+360 Pasara3 570
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Resultado (Ruta): 1-3-5-6

Determine la ruta mas corta para ir del punto A al punto G utilizando la programacion dinamica.

|
|
|
|
|
|

|
I
|
20 {
\
|
\

\
|
|
I
|
\
|
|
|
|
|
\
|
I
|

Etapa 3 Etapa 2 Etapa 1
Etapa 1
Variable
de L Decision
Estado Decision Optima Recompensa
X1
E Pasaa G PasaaG 12
F Pasaa G PasaaG 5*
Etapa 2
Decision .
) Decision
Variable de . Recompensa
Estado x2 E F G SR
B 20+12 - - Pasar a E 32
C 17+12 20+5 26 PasaraF 25*
D - 30+5 - Pasar a F 35
Etapa 3
Variable de Decision [z)ect'iﬂ?an Recompensa
Estado x2 B C D P
A 10430 15+25 13435 Pasara C 40*

Resultado (Ruta): A-C-F-G
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6.6 Problemas propuestos con Programacion Dinamica

Para la red de la siguiente figura, determine la ruta mas corta para ir del punto A al punto G utilizando

programaciéon dinamica.

2 20
E
A 15 C G
13 20 5
D F
30
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CAPITULO 7

Simulacion

7.1 Introduccidén

La simulacion es una de las herramientas que mas se utilizan en el campo de la ciencia de la

administracion. La simulacion se ha aplicado a:

e Produccién

e Control de inventarios

e Sistemas de transporte

e Analisis de estrategias de mercado

e Patrones de crecimiento urbano e industrial
e Control del medio ambiente

e Y muchas otras areas.

Sin embargo, la simulacion difiere en forma considerable de otros modelos y técnicas. Los problemas
gue se examinaron en los capitulos anteriores se modelaron y resolvieron en forma analitica

(matematica)

En simulaciéon no se requieren muchas de las consideraciones que son necesarias para plantear
modelos de problemas para resolverlos en forma analitica; por ello es posible estudiar sistemas mas
grandes y complejos. En muchas situaciones la simulacion es el unico medio viable para el analisis.
Por ejemplo, es posible aproximar las caracteristicas de operacién de sistemas complejos de lineas
de espera utilizando simulacion, pero no es posible resolver esos mismos modelos a través de

métodos analiticos.

El enfoque sera en la estructura y uso de los modelos de simulacion. En forma especifica,
1. Se dara una definicion amplia de la simulacion,
2. Se identificara una estructura de simulacién y modelos,

3. Se identificara y definira la terminologia que es comun en la simulacion,
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4. Se identificaran y describiran aplicaciones de la simulacion,

5. Se dara un panorama breve de algunos de los lenguajes de simulacion mas
comunes,

6. Y se identificaran algunos de los problemas operativos que pueden ocurrir al elaborar

e implantar un modelo de simulacion.

7.2 Conceptos y terminologia

7.2.1 Definicion de simulacion.
Se definird simulacién como:

El proceso de desarrollar un modelo de un problema y estimar medidas de su

comportamiento llevando a cabo experimentos muestrales sobre el modelo.

Para comprender mejor esta definicion puede examinarse la relacion que existe entre la simulacion y
los modelos que se utilizaron anteriormente. La simulacion difiere en forma considerable de la
estructura de solucion de estos modelos. En los modelos previos se puso énfasis en el
planteamiento y la construccién de modelos matematicos y su solucién analitica o matematica. En la
mayoria de los casos las soluciones analiticas tenian forma de algoritmos que producian soluciones
“Optimas”. La simulacidon no hace hincapié en ninguno de estos factores; es un proceso descriptivo
de planteamiento de modelos en contraste con un proceso normativo. El proceso de modelado
asociado con la simulacion por lo general implica recopilar datos para describir factores de entrada y
factores operativos y para definir las interrelaciones que existen entre los factores (variables),
entradas y otros componentes del problema que se estudia. La salida de un modelo de simulacion
tiene la forma de descripciones del comportamiento. Al ensayar el modelo es posible explorar las
caracteristicas del problema. En la figura 7.1 se ilustra el proceso de planteamiento de modelos y

simulacion.
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Enfoque analltic:/L PROBLEMA J\E:fmue de simulacion

Construir el Recopilar datos descriptivos
modelo Definir los componentes y las
matematico interrelaciones del problema
\ Identificar submodelos
\\ l
\
Elaborar el algoritmo \\ Elaborar el modelo de
de solucién \ simulacién
\
\
! ik
\
- \
Generar la solucién <J| Llevar a cabo
usando el algoritmo la simulacién
Optimizacion de Resultados
resultados <}~ — — — - descriptivos
2

Figura 7.1 Comparacion de los métodos de simulacion y analitico en el proceso solucion de
modelos.

Es posible utilizar la simulacion para generar soluciones a modelos que resulta poco practico
resolver en forma analitica. (Esto se muestra como la linea punteada que tiene el numero 1 en la
figura 7.1) También debe sefalarse que aunque las salidas de la simulacion son siempre de
naturaleza descriptiva, puede incluirse una “rutina de busqueda” en el modelo de simulaciéon para
obtener una solucién éptima, o cercana a la éptima. (Esto se representa como la linea punteada con
el nimero 2.) Se utiliza el término casi 6ptima debido a que la solucion puede ser dptima en términos
del modelo que se define, pero esto no garantiza que la solucion sea un 6ptimo global. Por ello, la
optimidad en simulacién puede ser una aproximacion de la optimidad que ocurre en la programacion

matemaética.
La linea oscura que conecta el rectangulo de “generar la solucién utilizando el algoritmo” con el

rectangulo de “resultados descriptivos” en la figura 7.1, refleja el hecho de que no todos los modelos

analiticos necesariamente dan como resultado una solucién optima.
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7.2.2 Proceso de planteamiento de modelos y simulaciéon

La figura 7.2 es una representacion mas detallada del proceso de planteamiento de modelos y
simulacion que se muestra del lado derecho de la figura 7.1

Identificar el problema:
recopilar los datos descriptivos,
definir los componentes e
interrelaciones del problema;
identificar submodelos

:

Planteamiento del modelo:
construir un modelo del sistema;
hacer el disefio experimental

!

Validacién del modelo

¥

Experimentacién: generar
entradas para el sistema -

|

Llevar a cabo la simulacion

!

Resultados: recopilar estadisticas

de operacion referentes al
I comportamiento del sistema

v

.Se ha Hacer cambios:
ensayado ) Resultado reglas de
el modelo lo sl de la simulacion: \_ NO [ decision,
suficiente para el ¢Se han estudiado todas parametros del
conjunto definido o modelo,
de condi- estructura del
ciones? sistema

Inferencia: extraer
conclusiones con base en
los datos de la simulacién

Figura 7.2 Proceso de modelos de simulacion

Como se mencionaba antes, la primera etapa, identificacion del problema, implica la recopilacion de
datos que describen las diferentes variables de entrada, la identificacion de los limites o cotas del

sistema, definicion de los componentes del problema y sus interrelaciones, etcétera.

La segunda etapa del proceso de simulacion, el planteamiento del modelo, se refiere a construir el

modelo de simulacién y a definir los procedimientos estadisticos (disefio experimental) que se
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utilizaran para aplicar el modelo. Dado que la simulacion implica llevar a cabo experimentos
muestrales en un modelo del sistema del mundo real, los resultados que se obtienen son
observaciones muestrales o estadisticas muestrales. El objetivo del analisis estadistico es asegurar
que el problema se aborda en forma adecuada desde el punto de vista estadistico, es decir, que el
numero de condiciones y casos del modelo que se examina sea suficiente para obtener inferencias

estadisticas validas a partir de los resultados.

La validacion, es decir la tercera etapa, se refiere a asegurar que las entradas al modelo de
simulacién sean adecuadas y que el modelo responda a esas entradas de manera similar al
problema real. En la validacion se utilizan diversas pruebas y procedimientos estadisticos. Si un
modelo determinado no simula en forma adecuada la respuesta del sistema real, entonces resulta
necesario volver a examinar las dos primeras etapas (identificacion del problema y planteamiento del

modelo) con el objeto de identificar los factores o relaciones que no se hayan considerado.

Es posible comenzar con el proceso de simulacion propiamente dicho (analisis), una vez que se ha
validado el modelo. Esta actividad implica (1) generar entradas al sistema, (2) aplicar el modelo y (3)
recopilar los datos provenientes de la simulacién. En el proceso de simulacién deben considerarse

dos aspectos.

o En primer lugar, para un conjunto dado de condiciones del modelo, es necesario asegurarse que
se lleve a cabo un numero adecuado de experimentos muestrales (repeticiones de la simulacién).
Cada iteracion de la simulacion es similar a una observacion simple o Unica; por tanto, llevar a
cabo n iteraciones es analogo a extraer una muestra de tamafio n. En terminologia estadistica, la
media de la muestra de n observaciones seria X, media muestral. Si van a hacerse inferencias
acerca de la media de la poblaciéon (u) para el problema del mundo real, entonces resulta
necesario utilizar una muestra de tamafo adecuado. El que la media muestral se aproxime 0 no a
la media de la poblacion depende de las condiciones iniciales de la simulacion y del numero de
iteraciones que se llevan a cabo. El lado izquierdo de la 7. 2, que contiene el circuito de

retroalimentacion, ilustra el proceso de muestreo.

o El segundo aspecto que debe abordarse en el proceso de simulacion es que si van a hacerse
inferencias con respecto al funcionamiento del problema en el mundo real, es necesario analizar

diferentes condiciones y parametros del modelo. Las condiciones, reglas de decision y
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estructuras del sistema que se examinan se identifican como parte del disefio experimental
(segunda etapa). El circuito de retroalimentacion del lado derecho de la figura 7.2 ilustra el

proceso de simulacion asociado con diferentes configuraciones de disefio.

7.2.3 Manejo de una simulacién a través del tiempo

Es necesario estar conscientes de los diferentes problemas de muestreo que se enfrentan al llevar a
cabo simulaciones, pero también debe tenerse presente la necesidad de llevar un registro de los
tiempos de todos los eventos (llegadas, salidas, fallas, pedidos de los clientes, envios, etc.) que
ocurren con el paso del tiempo. Por ejemplo, en el caso de una compafiia de reparacion de
maguinaria industrial, debe llevarse un registro de los momentos en que ocurren descomposturas o
cuando una persona de servicio inicia la actividad de reparacion y del momento cuando la reparacion
se termina y la maquina esta de nueva cuenta disponible para dar servicio. Existen dos métodos
basicos para llevar los registros de los eventos en una simulacién: incremento fijo de tiempo (que
con frecuencia se denomina “secciones de tiempo”) e incremento variable de tiempo (que por lo

general se denomina “secuenciacion de eventos”).

En una simulacion con incremento fijo de tiempo, el reloj del sistema avanza con un incremento fijo
de tiempo (Af). En cada punto sucesivo del tiempo simulado se examina el modelo para determinar si
han ocurrido cualesquier eventos en el incremento del tiempo. Cuando se encuentra que ha ocurrido
un evento se actualiza el modelo; si no ocurren eventos se vuelve a incrementar el reloj del sistema.
La principal ventaja del método de incremento fijo es que no resulta necesario registrar la secuencia
real de los eventos, puesto que la ocurrencia de cada uno de los posibles eventos se verifica en cada
uno de los incrementos en el tiempo. La desventaja del método es que los incrementos de tiempo
deben ser breves en comparacion con el tiempo promedio de los eventos; por ello, se lleva a cabo

una revision innecesaria puesto que durante algunos de los incrementos de tiempo no sucede nada.

En la simulacién con incrementos variables de tiempo, el reloj del sistema se adelanta hasta el
momento del siguiente evento, sin importar si se trata de un dia o meses del tiempo simulado. Al
utilizar el método del incremento variable debe llevarse un calendario de tiempos para cada evento,

pero es mas eficiente desde el punto de vista de los célculos.
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La mayoria de las simulaciones utilizan el método del incremento variable del tiempo, y la mayor

parte de los lenguajes de simulacion se han construido con base en este concepto.

7.2.4 Muestreo Monte Carlo

El origen de los métodos modernos de simulacién proviene de lo que se conoce como muestreo
Monte Carlo, técnica que fue utilizada en primer lugar por J. von Neumann y otros diversos
investigadores, junto con equipos militares de investigacion durante la Segunda Guerra Mundial. A
partir de mediados de la década de 1940, el procedimiento se ha aplicado con éxito a diversas areas
tales como planeacién financiera probabilistica, valuacién de seguros y modelos de inventarios, por

mencionar sélo unas cuantas.

El término Monte Carlo se refiere a un proceso que se utiliza en forma aleatoria para elegir valores
muestrales a partir de una distribucion probabilistica. Después, esos valores muestrales se utilizan
como entradas o valores operativos para un modelo de simulacién. Por ello, el muestreo Monte
Carlo no es simulacién sino que es, mas bien, un procedimiento o método que se utiliza con

modelos probabilisticos de simulacion.

Para ilustrar el proceso, suponga que la distribucion probabilistica que se presenta en la tabla 7.1
representa las toneladas de basura que cada dia recoge el departamento de salubridad de una
ciudad. El objetivo es simular las toneladas de basura que se recogen en un dia especifico. Para
comenzar el proceso, es necesario elaborar una distribucién probabilistica acumulada. Es decir,
necesitamos conocer la probabilidad de que las toneladas de basura recogidas en un dia
determinado sean menos que, o igual a, un valor determinado. Esto puede lograrse sumando las
probabilidades comenzando con la recoleccién de 10 toneladas por dia. En la tabla 7.2 se presentan

la distribucién probabilistica original y su distribucion acumulada asociada.

Dado que para cualquier distribucion probabilistica acumulada las probabilidades caen en el intervalo
de 0 a 1, es posible generar una ocurrencia aleatoria correspondiente a una distribucion
probabilistica especifica, seleccionando un nimero al azar entre 0 y 1, encontrando el intervalo de la
distribucion acumulada dentro del cual cae el nimero aleatorio e identificando el valor asociado. Para

ilustrar la forma en que esto se realiza, es posible elaborar una curva de distribucion acumulada para

179



los datos que se presentan en la 7.2. La figura 7.3 es dicha curva. Observe que la longitud de la linea
vertical en cada uno de los escalones corresponde al valor de la probabilidad para cada nivel de
recoleccion. Si se genera al azar un numero entre 0 y 1 (éste puede leerse de una tabla o bien
obtenerse en forma matemética), entonces al determinar la ubicacion del numero generado
aleatoriamente en el eje vertical, se obtiene un valor muestral asociado para ese nivel de
recoleccion. Por ejemplo, suponga que generamos el numero aleatorio 0.4764; el nivel de
recoleccion asociado seria 30. Si generamos el numero aleatorio 0.8416, el nivel asociado de
recoleccion seria de 50 toneladas de basura. Para el nUmero aleatorio 0.9434, el nivel asociado de
recoleccion es 60. Si repitiéramos este proceso de muestreo un gran namero de veces (iteraciones),
esperariamos obtener un valor de 30 toneladas para el nivel de recoleccion el 25% de las veces, un
valor de recoleccién de 50 toneladas el 12% de las veces, un valor de recoleccion de 60 toneladas el
7% de las veces, y asi sucesivamente. Por ello, los valores simulados para un nimero grande de

iteraciones corresponderian a la distribucion original de la recoleccién de basura.

Probabilidad
acumulada
1.00 1.00
0.96
0.90
0.89
0.80
0.77
0.70
0.60
0.57
0.50
777777 >
0.40
0.30 0.321
|
0.20 |
|
|
0.10 0.10 |
0 v
10 20 30 40 50 60 70 80
Nam. aleatorio Toneladas
Tabla (0-1) recolectadas de basura

Figura 7.3 Curva de distribucion acumulada de recoleccién diaria de toneladas de basura.

El muestreo a partir de una distribucion probabilistica utilizando el método de Monte Carlo es
bastante simple una vez que se ha elaborado la curva (distribucion) probabilistica acumulada. Sin
embargo, para suponer que el proceso es correcto desde el punto de vista estadistico, debemos
asegurarnos que los niumeros aleatorios tengan en realidad una distribucion aleatoria uniforme entre

Oy 1. Para llevar a cabo una simulacién manual puede utilizarse una tabla de nimeros aleatorios.
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Un aspecto que debe sefialarse con relacion a generar numeros aleatorios en el intervalo de 0 a 1 es
gue los numeros estan en realidad entre 0 y 0.9999, excluyendo el 1. El efecto de esto es minimo.
Para el ejemplo anterior, simplemente significa que Los niUmeros aleatorios que se encuentran entre
0 y 0.0999 estarian asociados con un nivel de recoleccion de 10 toneladas, que los numeros
aleatorios que se encuentran entre 0.1000 y 0.3199 estarian asociados con un nivel de recoleccion

de 20 toneladas, y asi sucesivamente.

Toneladas de basura recolectadas por dia (d) Probabilidad p(d)

10 0.10
20 0.22
30 0.25
40 0.20
50 0.12
60 0.07
70 0.04

TABLA 7.1 Distribucion probabilistica de toneladas de basura recolectadas por dia

Probabilidad acumulada

Toneladas de basura recolectadas por dia(d) Probabilidad p(d) P(d) = prob (recoleccién < d)

10 0.10 0.10
20 0.22 0.32
30 0.25 0.57
40 0.20 0.77
50 0.12 0.89
60 0.07 0.96
70 0.04 1.00

TABLA 7.2 Distribucion probabilistica acumulada de recoleccién de toneladas de basura por dia

7.3 CASO B & D Manufacturing, Inc.

Los administradores de laS & D Manufacturing, Inc., han observado que el tiempo muerto de la
maguinaria en el area de produccion ocasiona considerables pérdidas de produccion, aumenta los
pedidos atrasados que no se han surtido y hace que se pierdan oportunidades de ventas. Los
administradores opinan que es posible reducir en forma significativa el problema utilizando un
namero adecuado de personal de mantenimiento. El salario por hora (incluyendo prestaciones) para
el personal de mantenimiento es $8. Los administradores consideran que se pierden $30 por hora
cuando una maquina no esta en operacion; este costo incluye las utilidades que se pierden, asi
como también el costo del tiempo muerto de los operadores. La B & D necesita determinar el nimero
optimo del personal de mantenimiento. Es decir, la compafiia necesita saber en qué punto el costo
del personal de mantenimiento equivale a los costos esperados por el tiempo muerto de los
operadores y las utilidades que se pierden.
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El gerente de produccion de la B & D ha recopilado datos con respecto al tiempo que transcurre
entre descomposturas. Estos datos se presentan en la tabla 7.3. No se recopilaron datos con
respecto al tiempo que el personal de mantenimiento invierte en reparar una maquina; sin embargo,
el gerente proporcioné una estimacion aproximada de los tiempos de servicio y de las probabilidades

asociadas, y estos datos aparecen en la tabla 7.4

Procederemos con la solucién del problema de la B & D después de analizar algunos conceptos y

metodologia sobre simulacion.

Tiempo entre Frecuencia de
descomposturas (minutos) ocurrencia

15 7

16 14

17 15

18 28

19 36

20 27

21 15

22 8
Total 150

TABLA 7.3. Tiempo entre descomposturas de las maquinas

Tiempo de servicio

(Minutos) Probabilidad
5—15 0.05
15—25 0.25
25—35 0.40
35—45 0.25
45—55 0.05

TABLA 7.4. Estimaciones de los tiempos de servicio para la reparacién de maquinaria modelo
de simulacion
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ANEXOS

Método de la Regla de Cramer

Definicion:

Se dice que un sistema de ecuaciones lineales es un sistema de Cramer si tiene el mismo nimero de

ecuaciones que de incégnitas y el determinante de la matriz de los coeficientes es no nulo.
Los sistemas de Cramer son siempre compatibles y determinados.

"Dado un sistema lineal no homogéneo (un sistema es homogéneo cuando todos los términos
independientes de las ecuaciones que lo componen son cero) de igual n°® de ecuaciones que de
incognitas, el valor de cada incégnita se obtiene dividiendo el determinante de la incognita por el

determinante del sistema".

Asi la resolucién de un sistema de ecuaciones lineales puede efectuarse mediante la llamada regla de

Cramer que afirma:

"En un sistema de Cramer, cada incognita puede obtenerse mediante el cociente de dos
determinantes. El primero es el determinante de la matriz de los coeficientes en el que
se ha sustituido la columna correspondiente a la incognita a despejar por la columna de
los términos independientes y el segundo es el determinante de la matriz de los

coeficientes".

Sea el sistema de Cramer, de n ecuaciones con n incognitas:

X *tapX, +.va X, =h
QuXy ¥ 8pX, *..+a,. X, =b,

Escrito en forma matricial quedaria:
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r
v
Il

v

Donde:
@1 Ay A X b,
A = 321 322 aZR X = XZ B = hZ
am anZ ann Xn 'bn

Los pasos a seguir para calcular los sistemas de ecuaciones segun la regla de Cramer son los

siguientes:

1. Hallar la matriz ampliada (A ‘b) asociada al sistema de ecuaciones, esto es: que la
primera columna esté formada por las entradas de los coeficientes de la primera
incégnita de las ecuaciones; que la segunda columna la formen las de la segunda
incognita, y asi hasta llegar a la ultima columna, que estara constituida por las
entradas de los términos independientes de las ecuaciones.

2. Calcular el determinante de A.

3. Aplicar la regla de Cramer, que consiste en:

a) ir sustituyendo la primera columna del det (A) por los términos independientes;

b) dividir el resultado de este determinante entre el det (A) para hallar el valor de la
primera incognita;

c¢) continuar sustituyendo los términos independientes en las distintas columnas

para hallar el resto de las incognitas.

Dado el sistema
U X+viy = b,

UpX+Voy = b,
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tl 1 uy by
n; v v uy b : . :
SiD=| ' Y=z0, x= : 2 y= : 2 El sistema es compatible determinade
gy Vg D
hy v uy by . . . . _
¥ =0 o # 0, El sistema es incompatible, sin selucion
/’ ha vy zbs
uy; v
sip=| " =0
Uz Vg
N by v u, h
i P'l-0 v | ! 1 =0,El sistema es compatible indeterminado
by ¥s 2 bz
Es decir,
by v uy by
) u; v b2 va ug by : : .
SiD=| ! = 0, x= y= El sisterna es compatible determinado
Lt LA | ) ¥y
L) L)
»i alguna de las dos fracciones anteriores vale too, el sistema es incompatible
51 las dos fracciones anteriores resul tan E el sistema es compatible indeterminado
Ejemplo:

Sea el sistema de ecuaciones lineales formado por dos ecuaciones con dos incognitas:

Ix -2 =1
x+hy=73

Encontrar el valor de x e y mediante la regla de Cramer.

Empezaremos con el primer paso, que consiste en hallar la matriz ampliada A b asociada al

sistema de ecuaciones lineales:
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El segundo paso es calcular el determinante de A. Asi pues:

N/

det (4) ‘ :

1 5 ‘=15+2=1?.

() ()

Y el tercero y ultimo paso consiste en calcular las incognitas:

1 -2 3 1
_B 5] _5+6_11 _t3_9-1 8
T 17 17 ar 17 ~ 17 17

Por tanto los valores de las incognitas xyy son:

x= 11/17 y=8/17

Asi como este analisis y ejemplo se hizo para un sistema de 2 incégnitas es el mismo que se
realiza para ecuaciones de grado n. Por tanto es facil demostrar la regla de Cramer para

sistemas de n ecuaciones con n incognitas. Su uso se muestra en el siguiente ejemplo:
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Resolver para X, Y,z

3X+y+2=6
X+y—z=0
X—y+2z=5
3 1 1
Solucién: Tenemos que D=1 1 —-1=-2 Entonces
1 -1 2
6 1 1 36 1 3 1 6
o 1 - 1 0 — 1 1 O
5 -1 2 15 2 1 -1 5
X = , Y= , 2=

O
O
O

Asi las soluciones son(2,-11)
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