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RESUMEN

Esta investigacion, aborda uno de los problemas trascendentales en la educacion
respecto a la ensefianza-aprendizaje de la derivada, que frecuentemente esta
enfocada a la mecanizacion de las reglas de derivacién generando que los
estudiantes no construyan un significado adecuado del concepto de derivada,
particularmente de la raz6n de cambio, afectando asi su desempefio en los cursos

de Célculo.

El estudio pretende identificar como los estudiantes construyen el significado de
razon de cambio de la derivada, cuando interactian con tareas o actividades
especificas en torno a la idea de variacién y cambio que implican el tratamiento y
articulacion de diferentes registros de representacion semiética usando la Teoria
Antropologica de la Didactica (TAD) y la Teoria de Registros de Representacion
Semiética (TRRS).

Para lograr lo anterior, se llevo a cabo un.disefio experimental que consiste en un
conjunto de actividades cuya finalidad es que el estudiante evidencie la
interpretacion que tiene de la derivada al realizar actividades en torno a la
variacion y cambio que implican el tratamiento y conversion de distintos registros

de representacion semidtica, y que justifique sus procedimientos.



ABSTRACT

This research, addresses one of the transcendental problems in education
regarding the teaching-learning of the derivative, which is frequently focused on the
mechanization of the derivation rules, causing students not to construct an
adequate meaning of the derivative concept, particularly of derivative. the rate of

change, thus affecting their performance in Calculus courses.

The study aims to identify how students construct the meaning of the rate of
change of the derivative, when they interact with specific tasks or activities around
the idea of variation and change that imply the treatment and articulation of
different records of semiotic representation using Anthropological Theory of
Didactics (TAD) and the Theory of Records of Semiotic Representation (TRRS).

To achieve the above, an experimental design was carried out that consists of a
set of activities whose purpose is for the student to show his interpretation of the
derivative when carrying out activities around the variation and change that imply
the treatment and conversion of different records of semiotic representation, and

justifying their procedures.



INTRODUCCION

Investigaciones sobre la ensefianza y el aprendizaje de la derivada han permitido
comprobar la dificultad que presentan los estudiantes en la comprension de la
nocion de razén de cambio y cdémo la ensefianza del céalculo diferencial tiende a
centrarse en la parte algoritmica y algebraica, sin que esto signifigue que los
estudiantes han alcanzado una comprension satisfactoria de los conceptos vy
métodos de pensamiento matematicos. (Cardona, 2012; Vrancken y Engler, 2014,
Sandoval, 2014; Oviedo et al., 2011; Pineda, 2013; Sanchez-Matamoros et al.,
2008; Hitt, 2003).

De igual manera, Artigue (1995) menciona que la ensefianza de la derivada
enfocada a la mecanizacion genera que los estudiantes no construyan un
significado adecuado del concepto de derivada, la cual genera dificultades en su

desemperio en los cursos de célculo.

En razon de lo anterior, y toda vez que actualmente estos meétodos y
procedimientos estan presentes en los programas de estudio a nivel medio
superior, en donde se ha observado que los estudiantes presentan dificultades en
la apropiacion y manipulacion del concepto de la derivada, particularmente de
indole cognitivo surge la presente investigacion bajo el interés analizar el
significado de la nocién de razon de cambio de la derivada que tienen los
estudiantes al interactuar con distintos tipos de tareas o actividades en torno a la
idea de variacion y cambio, a través de diferentes técnicas, tecnologias y teorias
que favorezcan el tratamiento y articulacion de diversos registros de

representacion semiotica.

De esta manera, se plantea un disefio experimental que consiste en un conjunto
de cuatro problemas que implican el tratamiento, articulaciéon y conversion de
diferentes registros de representacion semiotica, con tareas o0 actividades
especificas, en donde el estudiante usa ciertas técnicas o procedimientos para

resolverlas, y evidencia a través su proceso algoritmico o de manera escrita la



justificacion de cada uno de sus procedimientos obteniendo asi el conocimiento
matematico, que de acuerdo a Raymond Duval creador de la Teoria de
Representaciones Semidticas, “no se puede aprender un concepto matematico sin
pasar por el necesario tratamiento y conversién de diferentes registros de

representacion semiodtica”. (Citado en Camargo, 2013).

Hitt (2003), sugiere utilizar diferentes representaciones que permitan abordar los
problemas en forma més eficiente y no restringir la ensefianza del célculo a
aspectos algebraicos, y sefiala que es importante promover la visualizacion
matematica y que el desarrollo de habilidades ligadas a ésta impulsara a los

estudiantes a un nivel mas profundo de los conceptos propios del calculo.

A continuacion se describen los capitulos que constituyen este trabajo, con la

finalidad de ofrecer un panorama de su contenido:

En el primer capitulo de la tesis, se muestra una revision exhaustiva de los
antecedentes en: investigaciones sobre las dificultades en la comprension del
concepto de derivada como razdn de cambio; investigaciones sobre el
conocimiento didactico-matematico del profesor, asi como investigaciones sobre el

significado holistico de la derivada.

En el segundo capitulo se presenta la descripcién del problema, los objetivos, la

hipotesis y la justificacion sobre la que se fundamenta el trabajo.

En el tercer capitulo se hace una descripcion detallada de la Teoria de Registros
de Representacion Semidtica (TRRS) de Duval y la Teoria Antropolégica de lo
Didactico (TAD) de Chevallard, teorias sobre las que se sustenta la presente

investigacion.

En el cuarto capitulo se presenta la metodologia de la investigacion, que

comprende el ambito de estudio, enfoque metodolégico, la poblacion y muestra asi
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como el disefio de la actividad que contiene cuatro ejercicios en torno a la
variacion y cambio que implican el tratamiento y articulacion de distintos registros
de representacion semibtica, la cual se aplicé a 24 estudiantes de la asignatura de
Algebra Lineal de la Facultad de Ingenieria de la Universidad Autbnoma de

Querétaro del semestre 2020-2.

En el quinto capitulo se describen los resultados obtenidos de acuerdo al analisis
realizado a las respuestas de los estudiantes de cada uno de los problemas
propuestos en la actividad, dicho andlisis se fundamenté en la Teoria de Registros

de Representacion Semidtica y la Teoria Antropoldgica de lo Didactico.

En el sexto capitulo se presentan las conclusiones de la investigacion, en primer
lugar se plantean las que provienen del analisis' de los resultados de cada
problema planteado en la actividad, y en segundo-lugar las que surgieron durante
el desarrollo del estudio ademas se plantean recomendaciones para los docentes

de matematicas y para estudios posteriores.
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CAPITULO 1. ANTECEDENTES

1.1 INVESTIGACIONES SOBRE LAS DIFICULTADES EN LA COMPRENSION
DEL CONCEPTO DE DERIVADA COMO RAZON DE CAMBIO

La historia y epistemologia del concepto de derivada como objeto del célculo
diferencial dan cuenta de su complejidad y de los aportes que han hecho durante
siglos cientificos y mateméaticos dedicados al estudio del célculo, interesados en
resolver los problemas que dieron origen a las ideas y métodos del calculo, como
son: a) hallar la ecuacién de la tangente a una curva dada en un punto,
b)problemas para encontrar maximos y minimos, c) la velocidad de cuerpos en

movimiento, entre otros. (Avila & Parra, 2013)

Los primeros matematicos que abordaron estos problemas fueron Pierre de
Fermat (1601-1665), Descartes (1596-1650) e Isaac Barrow (1630-1677) quienes
desarrollaron métodos para hallar rectas tangentes, y que tuvieron que ver con la
formulacion final del célculo a la que llegaron Isaac Newton (1642-1727) y el
matematico aleman Gottfried * Leibniz (1646-1716) que desarrollaron

procedimientos para abordar los problemas enunciados.

Actualmente, estos métodos y procedimientos estan presentes en los programas
de estudio a nivel medio superior, en donde se ha observado que los estudiantes
presentan dificultades en la apropiaciéon y manipulacién del concepto de la

derivada, particularmente de indole cognitivo.

La relevancia de este trabajo tiene evidencia en las investigaciones realizadas en
didactica de la matematica, que aportan las diferentes formas de mirar el
desarrollo de la comprension de la razén de cambio de la derivada por parte de los
estudiantes; por ejemplo, Cardona (2012) plantea una propuesta para la
ensefianza de la derivada como razon de cambio en estudiantes de universidad,

desde el punto de vista histérico, epistemoldgico, disciplinar y didactico, y realiza

12



cinco actividades utilizando el método de laboratorio de aprendizaje activo, que en
este caso es el aula de clase, en donde el estudiante realiza mediciones, procesos
y algoritmos, para luego verificar si sus predicciones fueron ciertas o falsas, dando
lugar a la correccion y apropiacion de los conceptos, y concluye que el estudio de
la derivada como razén de cambio desde un analisis historico epistemoldgico
permite una mejor comprension de los conceptos de cOmo se venian

desarrollando anteriormente.

Vrancken & Engler (2014) consideran un primer acercamiento visual e intuitivo de
la derivada, atendiendo tres aspectos basicos: cambio, razén media de cambio y
razon instantanea de cambio, utilizando como base tedrica la del Pensamiento y
Lenguaje Variacional. En el contexto de Ingenieria. Didactica disefian una
secuencia de actividades en las que los alumnos analizan diversos escenarios de
variacion, caracterizan las variaciones entre magnitudes a través del calculo de
razones de cambio, y exploran como la pendiente de una curva se relaciona con la
razén de cambio, concluyendo de esta manera que la incorporacién de elementos
variacionales favorece la construccion de la derivada, el tratamiento y articulacién

con los distintos sistemas de representacion.

Sandoval (2014) presenta una propuesta didactica sobre el aprendizaje de la
derivada a fin de atender las dificultades que presentan los estudiantes como son:
la comprensién del concepto de derivada, la relacidbn entre razéon de cambio
promedio y' razon de cambio instantaneo, la concepcién de la derivada como
funcion y el andlisis y obtencion de informacién importante de situaciones graficas;
tomando como marco teorico la Teoria de Registros Semidticos de Duval (1998,
2004) y la metodologia de Design Experiment Cobb, Confrey, DiSessa, Lehrer,
Schauble y Hodge (2003). Los instrumentos que utilizaron para el registro de los
datos del experimento fueron fichas de observacion, fichas de actividades
relacionadas con la comprension de la derivada donde analizan el uso de diversos
registros de representacion, grabaciones de audio y video en donde los

estudiantes exponen sus ideas y pensamientos en forma voluntaria, se comentan
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los aciertos y errores y el docente interviene para cerrar el laboratorio formalizando
el concepto de estudio. Los resultados mostraron que los estudiantes lograron una

mejor comprension del concepto de derivada.

Oviedo et al. (2011), presentan un analisis sobre el rol que juegan los distintos
registros semiodticos de representacion en la ensefianza-aprendizaje de las
mateméticas, la importancia del dominio de los mismos, y exhorta al docente a
hacer hincapié en los diferentes registros y sus representaciones, en el tratamiento
de los mismos y en la conversion de un registro a otro de tal manera que el

estudiante pueda comprender mejor los temas matematicos de estudio.

Salazar et al. (2009) presentan un estudio de caso que describe los niveles de
comprension del concepto de derivada de seis estudiantes, el marco teorico
utilizado es la Teoria APOE de Dubinsky, se concentran en el desarrollo del
esquema de la derivada a través de tres niveles: Intra, Inter y Trans (Piaget &
Garcia 1983, 1989), y deducen el nivel de comprension alcanzado por los
estudiantes a partir del andlisis de las respuestas que dieron a diferentes
problemas planteados en tres cuestionarios, encontrando una tendencia en
algunos estudiantes a interpretar la derivada en términos algoritmicos
evidenciando de esta manera la dificultad para transitar de la grafica de la funcién
hacia la gréafica de la funcién derivada.

Sanchez-Matamoros et al. (2008) realizan un analisis de las dificultades que los
estudiantes de bachillerato y primeros afios de la universidad presentan en la
comprension de la nocién de derivada a través de la revision de las
investigaciones hechas en Matemética Educativa. Derivado del analisis detectaron
tres Ambitos en que se desarrolla la comprension de la nocion de derivada: El
primero ocurre en la relacion entre los conceptos basicos de razén de cambio y
cociente incremental que dan forma a la derivada de una funcion en un punto; el
segundo en los sistemas de representacion, cuya integracion origina una

dimensién necesaria para el desarrollo de la comprension; el tercero en la relacién
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entre la derivada de una funcién en un punto y la funcién derivada y el operador
derivada. Sugieren que la investigacion realizada se pueda completar y ampliar
con los estudios que aborden nuevas lineas de investigacibn sobre como los

estudiantes adoptan un significado y usan el concepto de derivada.

Si bien es cierto, uno de los grandes logros intelectuales de la civilizacion ha sido
el desarrollo del Célculo, como una herramienta muy importante para la
investigacion de problemas cientificos; también lo es, que su ensefianza-
aprendizaje se identifica por ser una fuente de serios problemas, principalmente
en lo referente a la comprension de sus ideas fundamentales, Hitt (2003), sugiere
utilizar diferentes representaciones que permitan abordar los problemas en forma
mas eficiente y no restringir la ensefianza del célculo a aspectos algebraicos, y
sefiala que es importante promover la visualizacion matematica y que el desarrollo
de habilidades ligadas a ésta impulsara a los estudiantes a un nivel mas profundo

de los conceptos propios del célculo.

1.2 INVESTIGACIONES SOBRE. EL CONOCIMIENTO DIDACTICO-
MATEMATICO DEL PROFESOR

El desarrollo del pensamiento y de las competencias matematicas de los alumnos
depende de manera esencial de la formacion de sus profesores, determinar los
conocimientos que unprofesor debe tener para desarrollar eficazmente su practica
y facilitar el aprendizaje de los estudiantes constituye un campo de investigacion

en Matematica Educativa.

En este sentido, Godino (2009), Pino-Fan (2010), Pino-Fan et al. (2010), Pino-Fan
et al. (2011), Pino-Fan (2011) proponen en sus diversos trabajos un modelo de
“conocimiento didactico-matematico” que permite categorizar y analizar los
conocimientos del profesor, mediante la aplicacion del enfoque ontosemidtico del
conocimiento y la instruccion matemética tomando en cuenta seis facetas o

dimensiones del conocimiento didactico-matematico:

15



e Epistémica

e Ecolbgica
e Cognitiva
e Afectiva

e Interaccional

e Mediacional.

Ademas de estas facetas proponen una serie de niveles y pautas para la
formulacion de consignas que permita evaluar dicho conocimiento didactico-

matematico en los profesores.

La primera propuesta es que la faceta epistémica incluya y refine el conocimiento
del contenido; es decir, el conocimiento comun, especializado, y ampliado a
través de los siguientes items de evaluacion:
e Resuelve la tarea como parte de la faceta epistémica conocimiento comun
e Elabora la configuracion de objetos y procesos en las soluciones aceptables
de la tarea:

% Tipos de problemas: Identifica las variables de la tarea;

L)

generaliza o particulariza el enunciado.

X/
£ %4

Lenguajes: Resuelve las tareas wusando diferentes
representaciones.
< Procedimientos: Resuelve las tareas usando diferentes

procedimientos ya sean intuitivos o formales.

X/
£ %4

Conceptos/propiedades:  Identifica los  conceptos vy
propiedades en las soluciones.
s Argumentos: Explica y justifica las soluciones.
e |dentifica posibles generalizaciones y conexiones de la tarea con otros
temas mas avanzados como parte de la faceta epistémica conocimiento

ampliado.
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La segunda propuesta es la unién de la faceta cognitiva y afectiva que refina el
conocimiento del contenido en relacion con los estudiantes a través de los
siguientes items de evaluacion.

e Describe las estrategias, representaciones, enunciados y argumentaciones
gue los estudiantes han desarrollado al resolver la tarea propuesta como
parte de la faceta cognitiva.

e Describe los principales tipos de errores y dificultades en la resolucién de la
tarea por los alumnos.

e Formula cuestiones que permitan explicitar los significados personales de
los alumnos al resolver ese tipo de tareas como parte de la faceta de
evaluacion de los aprendizajes.

e Describe estrategias que se pueden implementar para promover que los
alumnos se involucren en la solucion de las tareas planteadas como parte

de la faceta afectiva a través de actitudes, emociones, creencias, valores.

La tercera propuesta es la union de la faceta interaccional y mediacional que refina
el conocimiento del contenido en_relacion con la ensefianza a través de los
siguientes items de evaluacion.

e Describe la configuracion didactica que implementard usando la tarea
matematica dada; es decir, el rol del profesor y del alumno en relacion con
la tarea, el modo de interaccién entre el profesor y el alumno, los recursos
materiales y el tiempo asignado.

e Describe otra tarea relacionada con la tarea dada y el modo de gestionar la

secuencia de configuraciones didacticas.

Finalmente, la faceta ecoldgica refina y se vincula con el conocimiento del
curriculo y las conexiones intra e interdisciplinares.

e |dentifica los elementos del curriculo que son abordados mediante la

realizacion de la tarea propuesta como parte de las orientaciones

curriculares en la faceta ecolégica.
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e Explica las conexiones que se pueden establecer con otros temas del
programa de estudio mediante la realizacion de la tarea o de variantes de
ésta como parte de las conexiones intradisciplinares en la faceta ecologica.

e Explica las conexiones que se pueden establecer con otra materia del
programa de estudio mediante la realizacion de la tarea o de variantes de
ésta como parte de las conexiones interdisciplinares en la faceta ecoldgica.

e Identifica factores de indole social o material que condicionan la realizacion
de la tarea o el desarrollo del proyecto educativo implementado como parte

de otros factores condicionantes en la faceta ecolégica.

Poco a poco este modelo de conocimiento matematico fue avanzando en la
caracterizacion de los conocimientos de los profesores de matematicas
atendiendo a la necesidad de concretar los conocimientos en temas matematicos
especificos, considerando para ello aspectos tedricos y empiricos que les
permitieron replantear el conocimiento especializado de la derivada en dos niveles
los cuales estan vinculados con otras facetas del conocimiento de los profesores.
El primer nivel, de aplicacion, relacionado con la faceta interaccional y mediacional
en donde los profesores deben hacer uso de diversas representaciones,
conceptos, proposiciones, procedimientos y argumentos, asi como usar diversos
significados parciales de un objeto matematico, para resolver tareas sobre
derivadas para un desempefio idéneo de su practica de ensefianza. El segundo
nivel, de identificacion, relacionado con las facetas cognitiva y afectiva, se refiere a
la competencia de los profesores para identificar de manera previa, durante y
posterior-a la implementaciéon de una actividad de ensefianza, conocimientos y
significados de los objetos matematicos, asi como los conflictos y errores que

pueden presentar sus alumnos.

Lo anterior, evidencia que las practicas matematicas, objetos y procesos de
significacion son una herramienta potente para la identificacién y caracterizaciéon
de los conocimientos especializado y ampliado ya que proporciona pautas y

criterios para analizar los conocimientos de los profesores.
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1.3 INVESTIGACIONES SOBRE EL SIGNIFICADO HOLISTICO DE LA
DERIVADA

El significado global de la derivada también denominado significado holistico,
puede tener varias configuraciones epistémicas compuestas de los objetos que
intervienen y surgen de los sistemas de practicas matematicas en diferentes
contextos de uso, las cuales a su vez llevan asociadas un significado. parcial

distinto para dicho objeto matematico (Font & Godino, 2006).

Estas practicas matematicas se componen de acciones y comunicaciones tanto
personales, que hacen referencia a los significados construidos-por el estudiante,
como institucionales que hacen referencia a los significados desarrollados y
compartidos en una instituciébn las cuales .permiten abordar situaciones
matematicas en las que interviene el objeto matematico, que de acuerdo al
Enfoque Ontosemidtico del Conocimiento Matematico (ESO) los objetos
matematicos son situaciones problema como tareas, aplicaciones, ejemplos que
se trabajan haciendo uso de lenguaje ya sea verbal-escrito, simbdlico, gréfico,
tabular, numérico que involucra conceptos, definiciones, proposiciones,
propiedades, teoremas y argumentos que permiten justificar las propiedades. Al
articularse estos objetos matematicos en las configuraciones ontosemidticas,
éstos pueden ser configuraciones epistémicas al hacer referencia a los
significados y practicas de la matematica o bien a configuraciones cognitivas
cuando hacen referencia a los significados de los estudiantes (Font & Godino,
2006).

De esta forma, el objeto derivada, a lo largo de su evolucion historica ha adoptado
nueve significados distintos, Pino-Fan et al. (2011), plantean la reconstruccion del
significado global de la derivada a partir de estos significados parciales
identificados y sus respectivas configuraciones epistémicas organizados de
acuerdo a tres problematicas generales: problemas sobre las tangentes,

problemas sobre maximos y minimos y problemas sobre velocidades.
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Estas nueve configuraciones asociadas al sistema de practicas son:
1) La tangente en la matematica griega (CE,).
2) Variacion en la edad media (CE,).
3) Métodos algebraicos para hallar las tangentes (CEj3).
4) Concepciones cinematicas para el trazado de tangentes (CE,).
5) Ideas intuitivas de limite para el célculo de maximos y minimos (CEs).
6) Métodos infinitesimales en el calculo de tangentes (CEg).
7) Célculo de fluxiones (CE>).
8) Célculo de diferencias (CEg).
9) La derivada como limite (CEy).
Las cuales debido a similitudes que tienen algunas de ellas, se agrupan en tres
tipos de configuraciones epistémicas:
e “tangentes” CE;j, CEjs, CEg CEg,
e ‘“variacion, velocidades”: CE,, CE4, CE; Y,
e  “‘maximos y minimos”:CEs  CEg
La consideracion conjunta de ellas y sus relaciones es lo que conforma,

primordialmente, el significado epistémico global de la derivada.
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CAPITULO 2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

2.1 DESCRIPCION DEL PROBLEMA

Historicamente el concepto de derivada ha estado ligado al estudio de problemas
de variacion, lo cual implica cuantificarla en un intervalo y en un instante,

establecer diferencias en intervalos y conjeturar sobre las variaciones.

Caballero & Cantoral (2013), consideran importante entender qué es, en qué
consiste y como se desarrolla el pensamiento variacional, ya que éste se
caracteriza por estudiar situaciones o fendbmenos propios de la matematica, de las
ciencias naturales, sociales y humanas que involucren un cambio, en donde sea
necesario cuantificar y analizar ese cambio para predecir estados futuros,
privilegiando los conocimientos matematicos propios del calculo mas alla de la

sola manipulacion algebraica.

Segun, Artigue (1995) la ensefianza de la derivada enfocada a la mecanizacion
genera que los estudiantes de bachillerato no construyan un significado adecuado
del concepto de derivada; ésta construccion parcial del concepto puede generarles
dificultades en su desempefo en los cursos de célculo, siendo éste uno de los
problemas mas trascendentales en la educacion. Con base en esto surge la
presente investigacion con la finalidad de indagar las nociones relacionadas con la
razon de cambio de la derivada, que construyen los estudiantes cuando
interactian con distintos tipos de tareas o actividades especificas en torno a la
idea de variacién y cambio, a través de diferentes técnicas, tecnologias y teorias
que favorezcan el tratamiento y articulacibn de diversos registros de
representacion semiotica. Entonces, para desarrollar la presente investigacion nos

preguntamos.
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¢, Como construyen los estudiantes el significado de razon de cambio de la
derivada, cuando interactian con tareas o actividades especificas en torno a la
idea de variacion y cambio que implican el tratamiento y articulacion de diferentes

registros de representacién semiodtica?

Los elementos teb6ricos nos permitirdn dar respuesta a la pregunta de

investigacion.

2.2 OBJETIVOS DE LA INVESTIGACION

2.2.1 OBJETIVO GENERAL

Identificar como los estudiantes construyen el significado de razén de cambio de la
derivada, cuando interactian con tareas o_actividades especificas en torno a la
idea de variacion y cambio que implican el tratamiento y articulacion de diferentes

registros de representacion semiotica.

2.2.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS

. Disefiar e implementar actividades que les permitan a los estudiantes
construir el significado de razon de cambio de la derivada a través de la
representacién semiodtica de funciones.

. Analizar las interpretaciones que tienen los estudiantes al realizar las
actividades de razén de cambio a través de la representacion semidtica de
funciones.

. Clasificar las interpretaciones de los estudiantes utilizando para ello la
Teoria Antropologica de la Didactica (TAD) y la Teoria de Registros de

Representacion Semiotica (TRRS).
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2.3 HIPOTESIS

El tratamiento de tareas y actividades en torno a la variacion y cambio, y la
articulacion de sus diferentes registros de representacion semiotica, favorecen la

construccion del significado de la raz6n de cambio de la derivada.

2.4 JUSTIFICACION

Investigaciones en did4ctica de la matematica sobre la ensefianza y el aprendizaje
de la derivada, evidencian las dificultades que presentan los estudiantes en la
comprension de la nocion de razén de cambio y como la ensefianza del calculo
tiende a centrarse en la parte algoritmica y algebraica, sin que esto signifique que
los estudiantes han alcanzado una comprensién satisfactoria de los conceptos y
métodos de pensamiento matematicos (Cardona, 2012; Vrancken & Engler, 2014;
Sandoval, 2014; Oviedo et al., 2011; Pineda, 2013; Sanchez-Matamoros et al.,
2008; Hitt, 2003).

La investigacion de Sanchez-Matamoros et al. (2008) sobre la ensefianza vy el
aprendizaje del lenguaje variacional y el calculo permite comprobar la dificultad de
aprender tales conceptos; esta dificultad se debe principalmente a que los
estudiantes no han construido un significado adecuado del concepto de derivada;
es decir, a pesar de que los estudiantes sean capaces de resolver los ejercicios
gue se les proponen con la aplicacion correcta de las reglas de derivacion; tienen
dificultades cuando necesitan manejar el significado de nocién de derivada, ya sea
a través de su expresion analitica, como limite de cociente incremental o en su
interpretacion geométrica como pendiente de la recta tangente, por lo que la
construccion de un significado parcial del concepto de derivada puede generarles
dificultades en su desempefio en los cursos de calculo.

Por tal motivo, es necesario comprender los procesos a través de los cuales los
estudiantes construyen la nocién de razén de cambio de la derivada a través de

representaciones semidticas de funciones.
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CAPITULO 3. MARCO TEORICO

3.1 TEORIA DE REGISTROS DE REPRESENTACION SEMIOTICA (TRRS)

El estudio de signos-sintomas, conocido como semidtica, reconocida como
disciplina cientifica hasta el siglo XIX, nace a raiz de la dificultad sobre la
comprension y la necesidad de recurrir a otro tipo de representaciones que

conforman el lenguaje de las matematicas.

Sierpinska (1990, citada en Godino), considera que existe una fuerte relacion entre
“significado” y “comprension”, “Comprender el concepto sera entonces concebido
como el acto de captar su significado”. Estos significados particulares tienen que
ser captados en actos de comprension. La metodologia de los actos de
comprension se preocupa principalmente por el proceso de construir el significado

de los conceptos”

Como hemos visto, el término 'significado’ esta fuertemente ligado con el término
“‘comprension”. Se considera esencial que los estudiantes conozcan el significado
de los términos, expresiones, representaciones, 0 sea, a qué hace referencia el

lenguaje mateméatico en sus diferentes registros.

La complejidad del problema semantico del lenguaje matematico se incrementa
por la variedad de registros semidticos utilizados en la actividad matematica (uso
del lenguaje ordinario, oral y escrito, simbolos especificos, representaciones
gréficas, objetos materiales, etc.). Ademas, no sélo nos interesa analizar el
"significado” de los objetos linglisticos matematicos, sino también los diversos
"objetos matematicos" (situaciones problemas, técnicas, conceptos, proposiciones,

argumentaciones, teorias, etc.).

En términos generales hay dos escuelas de pensamiento en la linguistica que

abordan la cuestion del significado desde puntos de vista diferentes: la tendencia

24



"analitica” o ‘"referencial”, que intenta apresar la esencia del significado
resolviéndolo en sus componentes principales, y la tendencia "operacional”, que
estudia las palabras en accion y se interesa menos por qué es el significado por

cdmo opera.

El anadlisis del significado de los objetos matematicos estd estrechamente
relacionado con el problema de las representaciones externas e internas de dichos

objetos.

La preocupacion por el significado de los términos y conceptos matematicos lleva
directamente a la indagacion sobre la naturaleza de los objetos -matematicos, a la
reflexion ontolégica y epistemoldgica sobre la génesis personal y cultural del

conocimiento matematico y su mutua interdependencia.

Raymond Duval creador de la Teoria de Representaciones Semidticas plantea que
para tener acceso al conocimiento matematico es necesario que los objetos sean
representados de diferentes formas; tales como, registro verbal, registro tabular,
registro grafico, registro algebraico, registro simbdlico y registro formal y considera
gue “no se puede aprender un concepto matematico sin pasar por el necesario
tratamiento y conversion de diferentes registros de representacién semiética”
(Citado en Camargo, 2013).

Duval (1998) define las representaciones semidticas como producciones humanas
constituidas. por el empleo de signos y que pertenecen a un sistema de
representacion, y la utilizacion de varios sistemas de representacion como un
enunciado en lengua natural, una figura geométrica, una expresion algebraica son
esenciales para el ejercicio y el desarrollo de las actividades cognitivas

fundamentales.

Para que un sistema semibtico pueda ser un registro de representacion, debe

permitir tres actividades cognitivas fundamentales:
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1) La formacién de una representacion identificable dentro de un registro
semiotico dado, por ejemplo, el enunciado de una frase, la elaboracion de
un dibujo o esquema, de una grafica, la escritura de una expresion
algebraica, etc.

2) El tratamiento de una representacién, que es la transformacion de esta
representacion en el registro mismo donde ha sido formada.

3) La conversion de una representacion; es decir, la transformacion de esta
representacion en una representacion dentro de otro registro, por ejemplo,
la transformacion de una expresion algebraica en una gréfica, o viceversa.
Estas dos ultimas estan relacionadas con las transformaciones posibles

entre las representaciones

Asimismo, Duval (1998) considera que el problema central del aprendizaje en
matematicas esta asociado a la transformaciéon de conversion, ya que implica el
reconocimiento de representaciones totalmente diferentes, producidas desde
registros diferentes, como representaciones de un mismo objeto; razén por la cual
es importante que los estudiantes se apropien de una variedad de sistemas
semioticos de representacion; en especial, de la posibilidad de transformar una

representacion semiodtica en otra.

Si bien es cierto, esta coordinacion de registros de representacion no es una
actividad simple, si-es esencial para la actividad matematica. Rojas (2013)
considera fundamental reconocer la importancia de las representaciones
semibdticas, de su diversidad y de las mdultiples posibilidades de dichas
representaciones, no solo contar con diversos registros de representacién, sino
también escoger cudl de ellos permite representar mejor el rasgo que se quiere
destacar, teniendo en cuenta a quién se quiere comunicar; por lo tanto, la elecciéon
depende de la comunidad en la cual se desarrolla la comunicacion y de la

intencionalidad.
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Segun Rojas (2013), para Duval (1998) los objetos de conocimiento en
matematicas y sus aprendizajes se basan en la toma de conciencia de tales
objetos, la cual surge cuando se ha tomado conciencia de que dos presentaciones
diferentes (imagenes, ideas, etc.) son presentaciones de un mismo objeto, y que el
paso de una a la otra da acceso indirecto a un invariante que no debe ser

confundido con ninguna de sus presentaciones.

Duval llama semiosis a cualquier actividad, conducta o proceso que- involucre
signos, que se desarrolla en la mente del individuo, se inicia con la percepcion del
signo vy finaliza con la presencia en su mente del objeto del signo y noesis a los
actos cognitivos como la aprehension conceptual de un objeto. Afirma que no hay
noesis sin semiosis; es decir, no hay acceso al objeto -matematico sino a través de

Sus representaciones semioticas.

Segun Oviedo et al. (2011), la Teoria de Registros de Representacion Semidtica
de Duval, considera que el aprendizaje de las matematicas constituye un campo
de estudio para el andlisis de actividades cognitivas fundamentales como la
conceptualizacién, el razonamiento, la resolucion de problemas y la comprensién
de textos. Bajo el mismo orden de ideas, Reséndiz et al. (2013), disefiaron y
desarrollaron un objeto de aprendizaje para facilitar el dominio de los contenidos
de aprendizaje de Geometria, especificamente sobre el calculo de perimetros y
areas de las principales figuras y cuerpos geométricos y a través de un disefio
pretest y postest midieron el impacto de la utilizacion del objeto de aprendizaje en
el aprendizaje-de Geometria. Finalmente, concluyeron que el poder grafico de las
herramientas tecnoldgicas posibilita el acceso a modelos visuales que contribuyen
al desarrollo de los procesos de visualizacion y razonamiento necesarios en la
solucion de problemas geométricos. Estas actividades cognitivas, en el proceso de
ensefianza-aprendizaje de las matematicas, requieren ademas del lenguaje
natural o de las imagenes, la utilizacibn de registros de representacién y de
expresion. Debido a que los objetos matematicos no son directamente accesibles

a la percepcion como los objetos “reales” o “fisicos”, ya que éstos son abstractos,
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es necesario utilizar las diversas representaciones semioticas de un objeto como
el medio del cual dispone un individuo para exteriorizar sus representaciones
mentales, es decir, para hacerlas visibles o accesibles a los otros. La distincion
entre un objeto matematico (nUmeros, funciones, rectas, tridngulos, etc.) y su
representaciéon (escritura decimal o fraccionaria, graficas, trazado de figuras, etc.)
es indispensable para la comprension de las matematicas.

Segun Hernandez et al. (2017), las ventajas de trabajar con representaciones
semidticas en el proceso de ensefianza-aprendizaje de los objetos matematicos,
son:

. La conversion y coordinacion de diferentes tipos de registros semidticos
producen una comprension efectiva que permite la transferencia de los
conocimientos aprendidos.

. La transformacion de una representacion.a otra, permite obtener nueva
informacion y propiedades generando nuevo conocimiento

. La obtencibn de un concepto global, ya que cada registro resalta
caracteristicas y propiedades especificas del objeto matematico.

. La presentacion de objetos matematicos a través de diversas
representaciones, permite atender las singularidades de cada alumno, en funcion

de sus estilos cognitivos.

Por lo tanto, la coordinacion de varios registros de representacion semidtica
(figuras, graficas, escritura simbdlica, lengua natural, etc.) es fundamental para
una aprehension conceptual de los objetos; estas conversiones entre registros de
representacién semiotica es una condicion necesaria para que no se confunda a
los objetos mateméaticos con sus representaciones y para que también se les

pueda reconocer en cada una de ellas.

En este mismo contexto se sitla el estudio realizado por Guzman (1998), que
considera como referente tedrico el enfoque cognitivo basado en los registros de
representacién semiética para evidenciar el rol que juega el registro grafico,

algebraico y lenguaje natural en el aprendizaje de nociones relativas a funciones
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reales y el sentido que éstas cobran para los estudiantes, al analizar las
respuestas de los estudiantes concluye que éstas se quedaban en el registro en el
gue estaba planteada la pregunta, o recurrian con frecuencia al registro
algebraico, privilegiado en las clases; evidenciando deficiencias conceptuales y
falta de coordinacién entre los registros algebraico, gréfico y lenguaje natural; asi
como dificultades en la conversién del registro en lenguaje natural a otro registro, y
del registro gréfico al algebraico. Finalmente, menciona que para favorecer los
aprendizajes y favorecer el desarrollo del pensamiento conceptual es fundamental
gue los estudiantes puedan articular diferentes representaciones semiéticas por lo
gue es importante enfrentarlos a problemas de traslado entre las distintas

representaciones semidticas del objeto matematico en estudio.

Por su parte Ospina (2012) muestra una investigacion sobre el aprendizaje del
concepto de funcion lineal, bajo el marco teorico de la teoria de registros de
representacion semidtica a fin de comprender como se da la conceptualizacién de
los objetos mateméaticos y de qué manera intervienen las actividades cognitivas de
formacion, tratamiento y conversion entre representaciones semidticas de la
nocién de funcion lineal, como son: el registro verbal, tabular, grafico, algebraico,
simbolico de los conjuntos y figural, para lo cual utilizé dos cuestionarios como
instrumentos para recoger la informacién, el primero con la finalidad de
caracterizar las conversiones que realizaban los estudiantes antes de tener
contacto formal con el concepto, y el segundo con situaciones contextualizadas
para ser modeladas con una funcion lineal, proporcionada en registro verbal para
motivar al estudiante a realizar conversiones en distintos registros. Después de
realizar el andlisis de las respuestas de los estudiantes concluye que los
estudiantes muestran dificultades en la conversion al registro algebraico desde
otro registro que no sea el gréafico; evidenciando la falta de congruencia entre las
representaciones semioticas del concepto, y confirma la teoria de Duval, que
plantea que entre mas representaciones semibticas se involucren en el
aprendizaje de un concepto matematico y se faciliten condiciones de congruencia

se alcanzara una mejor comprension, logrando que el estudiante establezca la
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diferencia entre representacion semiotica del concepto matematico y el objeto

matematico representado lo que permite la aprehension del concepto matematico.

3.2 TEORIA ANTROPOLOGICA DE LO DIDACTICO (TAD)

De acuerdo con Rojas (2013), desde el punto de vista del enfoque antropologico,
histéricamente los objetos matematicos son generados en el curso de la actividad
matematica de los individuos y son considerados como “patrones fijos” integrados
en un ambiente cambiante de la actividad reflexiva, en donde el concepto de
pensamiento exige prestar atencidbn a los medios semidticos de objetivacion
utilizados por los estudiantes; es decir, la objetivacion hace que las formas de
pensamiento de los estudiantes se modifiquen, que-sea objetiva no solo en el
objeto matematico, sino también en la forma de pensarlo tanto para la elaboracién

de significados como para la toma de conciencia de los objetos conceptuales.

Segun Morales (2013), la Teoria Antropoldgica de la Didactica (TAD), sitla a la
actividad matematica en el conjunto de actividades humanas y de instituciones
sociales, y admite que “toda actividad humana regularmente realizada puede
describirse con un modelo Unico, que se denomina con la palabra de praxeologia”
(praxis+logos). Esta nocidn constituye una herramienta fundamental para la
ensefianza-aprendizaje de la actividad matemética en las instituciones, en la cual

se distinguen dos niveles (Bosch et al. 2006):

El nivel de la praxis o del “saber hacer”, que abarca los tipos de problemas o
tareas que se estudian, y las técnicas que se construyen para resolverlos.

La nocion de tarea, o del tipo de tareas (t), supone un objeto relativamente
preciso; por ejemplo calcular el valor de una funciéon en un punto fijo, es un tipo de
tareas; pero calcular, simplemente, es lo que se llama género de tareas (T), el cual
existird inicamente bajo la forma de diferentes tipos de tareas cuyo contenido esta

especificado, por lo tanto podemos decir que teT.
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Dado entonces un tipo de tarea, se requiere de una manera de realizarlas, a esta
determinada manera de hacerlas, 6, se le conoce como técnica (del griego tekhné,
saber hacer); por lo tanto, una praxeologia relativa al tipo de tareas T contiene una
técnica 0, es decir, contiene un bloque denominado practico-técnico designado por
[T/6]. Es importante considerar que las técnicas no necesariamente son
algoritmicas y que la eleccion de éstas depende en ocasiones de la o las técnicas

institucionalmente reconocidas Chevallard (1999).

El segundo nivel, del logos o del “saber”, incluye las descripciones y explicaciones
gue permiten entender las técnicas, esto es, el discurso tecnolégico y la teoria que

da sentido a los problemas planteados.

La tecnologia 6 permite justificar la técnica; es decir, asegurar que la técnica da lo
pretendido, explicar la técnica; es decir, exponer-por qué es correcto y producir

nuevas técnicas en funcion de tecnologias potenciales.

La Teoria ®, en el origen, significaba la idea de contemplacion de un espectaculo
—el thebros era el espectador que miraba la accion sin participar-, por eso los
enunciados tedricos aparecen frecuentemente como “abstractos”. Esta abstraccion
esta relacionada con la generatividad de los enunciados tedricos, su capacidad

para justificar, para explicar y para producir.

Por lo tanto, alrededor de un tipo de tareas T, se encuentra una tripleta formada
por una técnica (al menos), 6, por una tecnologia 6 y por una teoria ®; dicho
conjunto [T,0, 8, ®] constituyen una praxeologia formada por un bloque practico-
técnico y por un bloque tecnoldgico-tedrico. Se llamara praxeologia puntual,

cuando se trate de un unico tipo de tareas Chevallard (1999).

Segun Parra & Otero (2009), la TAD asume que el saber matematico se construye
como respuesta a situaciones problematicas y surge como el producto de un

proceso de estudio, el cual se sitla en un espacio determinado por seis momentos
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didacticos, los cuales no son lineales, pueden repetirse tantas veces como sea
necesario a lo largo del proceso de estudio e incluso pueden aparecer

simultdneamente:

1) ElI momento del primer encuentro con un determinado tipo de tareas

Lo que se encuentra en un primer encuentro con una organizacion matematica es
la cuestion de la identidad del objeto que nace ante los ojos el estudiante, como
aquello que permite fabricar una respuesta a una serie de cuestiones
determinadas, proponiendo una “definiciéon” del objeto encontrado que, en muchos
casos, aparece a priori mostrando la compatibilidad con-las definiciones
conocidas, en la medida en que, al menos, esta “definicién en situacion” no esté

ya integrada en los planos epistemoldgico y cognitivo.

Si bien es cierto, el primer encuentro no determina enteramente la relacion al
objeto -el cual se construye y se modifica alo largo del proceso de estudio-, si

juega un papel importante en el aprendizaje.

2) El momento exploratorio del tipo de tareas T

Este momento relaciona un determinado tipo de tareas T con la construccion de
una técnica 6 adecuada para abordarlos. El estudio y la resolucion de una tarea o
problema de un tipo determinado va siempre a la par con la constitucion de al
menos una técnica cada vez mas desarrollada que podra eventualmente emerger,
en donde-el problema de estudio aparecera no como un fin en si mismo, sino
como un medio que permite crear y poner en marcha una técnica relativa a los
problemas o tareas del mismo tipo, para la constitucion de una técnica de
resolucion que sera el medio para resolver de manera casi rutinaria los problemas

de este tipo.

32



3) El momento de construccién de un entorno tecnolédgico-tedrico [0, ®], que

explique y justifique las técnicas 6 y que permita la construccion de nuevas

Este momento esta relacionado con cada uno de los otros momentos, ya que
desde el primer encuentro con un tipo de tareas existe una relacion con un entorno
tecnoldgico-tedrico [0, @] anteriormente elaborado, o con un entorno por crear, que
se precisara con el surgimiento de una nueva técnica. El estudio de estos tipos de
tareas o0 problemas se presenta entonces, como una serie de aplicaciones

tecnoldgico-tedricos puestos en marcha.

4) ElI momento de trabajo de la técnica, que provoca la evolucion de las

técnicas existentes y la construccion de nuevas-técnica.

El cuarto momento es el del trabajo de la téchica, que debe a la vez mejorar la
técnica volviéndola mas eficaz y mas fiable, lo que exige retocar la tecnologia
elaborada hasta ese momento. Este momento de puesta a prueba de la técnica se
refiere entonces al dominio, puesta. a punto y nueva creacidon de técnicas

matematicas.

5) EI momento de la institucionalizacién, que delimita y precisa aquellos

elementos constituyentes de la organizacibn matematica construida.

Tiene por objeto precisar la organizacion matematica elaborada, distinguiendo los
elementos que no le hayan sido integrados y los elementos que entraran de

manera definitiva en la organizacion matematica considerada.

El'momento de la institucionalizacion es pues, un movimiento que compromete el
porvenir, lo “matematicamente necesario’, que sera conservado, y lo
“‘matematicamente contingente” que, pronto, sera olvidado; sin embargo es
necesario determinar completamente el devenir institucional de la praxeologia

matematica oficializada.
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6) El momento de la evaluacion de la praxeologia construida.

El sexto momento es el de la evaluacién, que se articula con el momento de la
institucionalizacién, este momento de verificacion permite hacer una reflexién y un
balance sobre lo que el estudiante ha aprendido, independientemente del criterio y
juez que lo haga. Esta evaluacion se considera formadora, no de una persona,

sino de una praxeologia ya que participa de la institucionalizacion.

Por lo tanto, el modelo de los momentos del estudio constituye una rejilla para el
analisis de los procesos didacticos y permite plantear claramente el problema de
la realizacion de los diferentes momentos del estudio creando las situaciones

didacticas adecuadas.

“Todo proceso de estudio, puede ser modelado mediante una praxeologia, que
sera denominada praxeologia didactica y estard compuesta por un conjunto de
tareas didacticas problematicas, técnicas didacticas para abordarlas y tecnologias
y teorias” Bosh et al. (2006).

34



CAPITULO 4. METODOLOGIA

4.1 AMBITO DE ESTUDIO

En la presente investigacion participaron estudiantes de la asignatura de Algebra
Lineal de la Facultad de Ingenieria de la Universidad Autbnoma de Querétaro del

semestre 2020-2.

4.2 ENFOQUE METODOLOGICO

Creswell (2016) considera que la investigacion cualitativa es un proceso
interpretativo de indagacion basado en distintas tradiciones metodolégicas como
son la biografia, la fenomenologia, la teoria fundamentada en los datos, la

etnografia y el estudio de casos que examina unproblema humano o social.

En este trabajo, se utiliz6 como herramienta de investigacion el método cualitativo
en particular el estudio de casos, ya que a través de este se puede medir y
registrar la manera en la que los estudiantes comprenden e interpretan el tema de
estudio, por lo que se tomd como base la propuesta de “el protocolo de estudio de
caso” planteado por Yin. (1989, citado en Martinez 2006) para asegurar la
objetividad del mismo.tanto en funcién de su fiabilidad como de su validez. Por lo
tanto, se protocolizaron las tareas, instrumentos y procedimientos utilizados, de tal
manera que el protocolo de estudio de caso se convierta en el documento que

garantice la calidad de la investigacion.
4.3 POBLACION, MUESTRA
Segun Cegarra (2004), “La poblacion es el conjunto de individuos que comparten

por lo menos una caracteristica, sea una ciudadania comun, la calidad de ser

miembros de una comunidad, asociacion voluntaria o de una raza”.
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La poblacién estuvo compuesta por alumnos que ingresaron a la carrera de
Ingenieria Civil, Ingenieria en Automatizacion e Ingenieria Industrial y de
Manufactura de la Facultad de Ingenieria de la Universidad Autonoma de

Querétaro en el semestre 2020-2.

La muestra se define como parte de la poblacion en la que se mide las cualidades,
caracteristicas de un individuo, elemento u objeto de estudio; el nUmero de objeto

de estudio es el tamafio de la muestra (Bernal, 2006).

En el presente trabajo la muestra estuvo conformada por 24 estudiantes que
cursaban la materia de Algebra lineal de la Facultad de Ingenieria de la
Universidad Autébnoma de Querétaro en el semestre 2020-2, de los cuales
Gnicamente 15 entregaron las respuestas de la actividad.

4.4 INSTRUMENTO DE RECOLECCION DE DATOS

Las circunstancias actuales a nivel mundial por la pandemia debido al virus
COVID-19, ocasionaron que la actividad propuesta se llevara a cabo a través de
la plataforma zoom, en donde por medio del chat de la plataforma se les
proporciond a los estudiantes el enlace al documento que contenia la actividad a
resolver, se les informd que a partir de ese momento la duracion de la prueba era
de 1 hora 30 minutos, en todo momento los estudiantes mantuvieron encendida su
camara; al finalizar la prueba Unicamente 15 de los 24 estudiantes enviaron las
respuestas de-la actividad por correo electronico, siendo ésta la muestra sobre la

que se realizé el analisis de la investigacion.

El instrumento de recoleccion de datos aplicado se disefié bajo la perspectiva de
la Teoria Antropolégica de la Didactica (TAD) con diferentes registros de
representaciéon semiética; con el objetivo de identificar y describir cémo los

estudiantes interpretan la razén de cambio de la derivada al realizar una secuencia
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de actividades disefiadas en torno a la variacion y cambio que implican el
tratamiento y articulacion de diferentes registros de representacion semibtica.

Posteriormente, se analizaron bajo la TAD los procedimientos realizados por los
estudiantes al resolver las actividades para finalmente presentar las conclusiones

correspondientes.

Cabe hacer mencion que antes de empezar la actividad, se envi6 a los estudiantes
carta de consentimiento informado en la cual se expone la importancia del
presente estudio en los procesos de ensefianza- aprendizaje del Calculo
Diferencial, misma que enviaron debidamente firmada a través de correo

electronico.

4.5 DISENO DE LA ACTIVIDAD

La actividad consistié en cuatro ejercicios en donde se pide al estudiante:

a) Determinar la derivada de una funcion 'y seleccionar la gréfica que la
representa.

b) Realizar el bosquejo de la grafica de una funcion dada y determinar la
pendiente y ecuacion de la recta tangente en el punto dado.

c) Interpretar un problema de la vida cotidiana y determinar las razones de cambio
promedio y finalmente,

d) Interpretar un problema de la vida cotidiana y obtener la hora en la que circulan

los vehiculos con mayor velocidad de acuerdo a una funcién dada.

De esta manera se relacion6 un tipo de tarea con la constitucion de al menos una
técnica de resolucion y con una tecnologia cuando el estudiante da una
explicacion de los procedimientos realizados de acuerdo a la instruccion dada en

cada ejercicio.
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A continuacion se detalla cada ejercicio que conforma la actividad con sus

respectivos incisos, asi como los resultados esperados por los estudiantes.

EJERCICIO 1
Dada la funcién f(x) = x3 —4x? + 6x — 1

a) Selecciona de las graficas proporcionadas la que represente la derivada de la
funcion dada:

b) ¢ Qué elementos consideraste para elegir la grafica de la derivada?

c) ¢ Qué significan los cruces de la grafica con el eje x?
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La finalidad del ejercicio 1 es que el estudiante logre la conversion de un registro
algebraico a un registro grafico, por lo que se espera que el estudiante obtenga en
el inciso a) la derivada de la funcion y que haga uso de sus conocimientos previos
para identificar ya sea puntos de corte con los ejes, el vértice de la parabola o en
Su caso que pueda utilizar un registro tabular para ubicar ciertas coordenadas de
la grafica que le permitan seleccionar aquella que representa la derivada de la
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funcioén y, que explique vy justifiqgue los elementos considerados para tal eleccion

en el inciso b).

Respecto al inciso c), éste hace referencia al caso genérico de la derivada, ya que
tiene como finalidad que el estudiante interprete y argumente el significado que

tiene la gréafica cuando f (x) = 0.

EJERCICIO 2

a) Realiza un bosquejo de la gréfica de la funcién f(x) = —3x? + 16x + 12.
¥ ik

= kW s

v

b) Encuentra la pendiente de la recta tangente en x = 2.
c) Determina la ecuacion de la recta tangente en x = 2.

d) En la misma grafica realiza también el bosquejo de la recta tangente y explica

brevemente qué significado tiene.

La finalidad del ejercicio 2 es que el estudiante logre la conversién del registro
algebraico al registro grafico, se espera que el estudiante haga uso de sus
conocimientos previos para identificar ya sea puntos de corte con los ejes, el
vértice de la parabola o en su caso que pueda utilizar un registro tabular para
ubicar ciertas coordenadas de la gréfica que le permitan realizar un bosquejo de la
gréfica del inciso a) y de la recta tangente del inciso d), y que evidencie en el
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inciso b) la comprension del significado de la derivada como la pendiente de la

recta tangente.

Finalmente, en el inciso c) se espera que el estudiante haga uso de sus
conocimientos previos para determinar la ecuacion de la recta tangente y que

explique en el inciso d) brevemente el significado de la misma.

EJERCICIO 3

Se realiz6 una investigaciébn para observar que cantidad de desperdicios en
toneladas se tira al mar en las playas de Acapulco, para un periodo vacacional de

una semana se anotaron los siguientes datos:

Lunes Martes Miércoles Jueves Viernes Séabado Domingo
(x)
Dias 1 2 3 4 5 6 7
V)
Desperdicio 0.3 1.2 2.7 4.8 7.5 10.8 14.7
(Toneladas)

a) Elabora el bosquejo de la grafica de los puntos.

b) Determina la razén de cambio promedio de desperdicio que se arroja entre
martes y jueves, y explica como llegaste a ese resultado.

c) Determina la razon de cambio promedio de desperdicio que se arroja entre
viernes y domingo, y explica como llegaste a ese resultado.

d) Explica brevemente el significado de las razones de cambio promedio obtenidas

de acuerdo al contexto del problema.

La finalidad del ejercicio 3 es que el estudiante logre la conversion del registro del
lenguaje natural y tabular al registro grafico y numérico, se espera que el
estudiante bosqueje la grafica en el inciso a), a partir de la informacion
proporcionada en la tabla y que evidencie la comprension del significado de la
razon de cambio promedio en el inciso b) y c) al obtener y explicar de manera

numeérica y verbal la manera en la que llego al resultado.

Finalmente, se espera en el inciso d) que el estudiante interprete el significado de
las razones de cambio obtenidas de acuerdo al contexto del problema.
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EJERCICIO 4

Se ha observado que, en la autopista México-Querétaro, la velocidad de los

vehiculos entre las 2:00 y 6:00 pm esta dada por la expresion:
v(t) =t3—12t?> +36t+8

a) ¢A qué hora circulan los vehiculos con mayor velocidad?

b) Describe el proceso por el cual llegas al resultado.

La finalidad del ejercicio 4 es que el estudiante logre la conversion del registro de
lenguaje natural al registro numérico, se espera que el estudiante interprete el
problema y construya una técnica para abordarlo, ya sea a través de la sustituciéon
de los valores proporcionados en la funcién o haciendo uso del registro tabular
para evaluar posible valores entre las 2:00 y 6:00 p.m. que le permitan determinar
la hora en que circulan los vehiculos con mayor velocidad, atendiendo asi el inciso

a), y que justifique el proceso realizado en el inciso b).
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CAPITULO 5. ANALISIS DE RESULTADOS

En este capitulo se presenta el andlisis de las técnicas y los registros de
representacion semibtica utilizados por los estudiantes al resolver cada una de las
tareas planteadas, asi como las tecnologias sobre las que se sustenta cada
técnica utilizada.

Para llevar a cabo dicho andlisis se establecieron cuatro criterios, los cuales

denotaremos como @4,¢,, Y3, Py

@, . Si la respuesta es correcta, parcialmente correcta, incorrecta 0 no se

emitio respuesta alguna.

@, La técnica utilizada al resolver la tarea

3. Los registros de representacion semidtica: a) formacion de una
representacién identificable dentro de un registro dado, b) tratamiento y

c) conversion de una representacion

¢,: Latecnologia sobre la que sustenta la técnica utilizada.

De acuerdo con la clasificacion de las respuestas, se considera parcialmente
correcta aquella que si bien el estudiante logra la conversién de un registro a otro
no muestra evidencia que justifique el procedimiento realizado; por ejemplo, en los
casos en donde el estudiante debe bosquejar la grafica de una funcion dada o la
recta tangente, al hacer uso de sus conocimientos previos e identificar ya sea
puntos de corte con los ejes, el vértice de la parabola o en su caso utilizar un
registro tabular para ubicar ciertas coordenadas de la grafica est4 evidenciando la
tecnologia, en cuanto a la praxeologia matematica se refiere; es decir, esta
justificando la manera en la que realizé el bosquejo de la grafica y de la recta

tangente.
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5.1 ANALISIS DEL PROBLEMA 1:
CONVERSION DE REGISTRO ALGEBRAICO A REGISTRO GRAFICO

La finalidad del ejercicio 1 es evidenciar la manera en la que el estudiante logra la
conversion del registro algebraico al registro grafico haciendo uso de sus
conocimientos previos al obtener la derivada de la funcion y hacer uso de sus
conocimientos previos para identificar ya sea puntos de corte con los ejes, el
vértice de la parabola o en su caso que pueda utilizar un registro tabular para
ubicar ciertas coordenadas de la gréfica que le permitan seleccionar aquella que
representa la derivada de la funcién. La tarea incluye tanto la conversion de un

registro a otro (inciso a), como su justificacion (inciso b).
En la Tabla 5.1ab se muestra que 7 de 15 estudiantes resolvieron correctamente
el inciso a); es decir, seleccionaron la grafica adecuada que representa la derivada

de la funcion y 8 contestaron de manera incorrecta.

Analisis del problema 1

Tarea 1.1:
a) Selecciona de las graficas proporcionadas la que represente la
derivada de la funcion f(x) = x3 —4x* + 6x — 1

b) ¢Qué elementos consideraste para elegir la grafica de la derivada?

Correcta Parcialmente Incorrecta Sin respuesta
correcta
Frecuencia 7 8
Técnica Algebraica Argumentativa
Registro Conversion

Tabla 5.1 ab Criterios del analisis

La técnica utilizada por 6 de los 7 estudiantes que contestaron correctamente fue
la siguiente (figura 5.1.1): como primer paso obtuvieron la derivada de la funcion y

posteriormente hicieron uso de sus conocimientos previos al evaluar la derivada
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en x = 0, obteniendo asi el valor de y; es decir, el punto de corte con el eje de las

ordenadas logrando transitar del registro algebraico al registro grafico.

Figura 5.1.1 Resolucion del estudiante E6

En la figura 5.1.2 se muestra la resolucion del estudiante E3, en la cual se observa
gue obtiene la derivada de la funcién como primer paso y utiliza un registro tabular
asignando diversos valores a la variable x que le permite elegir la grafica que

representaba la derivada de la funcion.

Figura 5.1.2 Resolucién del estudiante E3
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Los estudiantes que contestaron de manera incorrecta, no evidenciaron
procedimiento alguno para obtener la derivada de la funcién (figura 5.1.3); la
técnica utilizada para elegir su respuesta estuvo basada principalmente en que se

trataba de una funcién cuadratica y su grafica es una parabola.

Figura 5.1.3 Resolucion del estudiante E1

Andlisis del problema 1

Tarea 1.2:
c) ¢Qué significan los cruces de la grafica con el eje x?
Correcta Parcialmente Incorrecta Sin respuesta
correcta
Frecuencia 12 3
Técnica Algebraica
Registro Gréfico

Tabla 5.1 c Criterios del analisis

La tarea del inciso c¢) hace referencia al caso genérico de la derivada, el objetivo
es que el estudiante interprete y argumente el significado que tiene la gréfica
cuando f(x) = 0, sin embargo las respuestas de 12 de los estudiantes mostraron
gue en su interpretacion consideraron a la funcion original y no a la derivada
(figura 5.1.4), al argumentar que en los puntos donde intersecta la gréafica al eje x,

la ordenada es cero; y finalmente 3 estudiantes no contestaron la pregunta.

Figura 5.1.4 Resolucion del estudiante E13
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5.2 ANALISIS DEL PROBLEMA 2:
CONVERSION DE REGISTRO ALGEBRAICO A REGISTRO GRAFICO

La finalidad del ejercicio 2 es evidenciar como el estudiante logra la conversién del
registro algebraico al registro gréfico haciendo uso de sus conocimientos previos
para identificar ya sea puntos de corte con los ejes, el vértice de la parabola o en
Su caso que pueda utilizar un registro tabular para ubicar ciertas coordenadas de
la gréfica que le permitan realizar un bosquejo de la grafica del incisoa) y de la
recta tangente del inciso d), y que haga uso del registro algebraico para obtener la

ecuacion de la recta tangente en el inciso c).

Respecto al inciso b), el objetivo es evidenciar la comprension que el estudiante

tiene del significado de la derivada como pendiente de la recta tangente.

Analisis del problema 2

Tarea 2.1:
a) Realiza un bosquejo de la grafica dela funcién
f(x) = —3x*+16x + 12

Correcta Parcialmente Incorrecta Sin respuesta
correcta
Frecuencia 5 9 1
Técnica Algebraica Algebraica
Registro Conversion Tratamiento

Tabla 5.2.a Criterios del analisis

En la Tabla 5.2.a se muestra que 5 de los 15 estudiantes realizaron un bosquejo
adecuado de la gréfica, ajustaron la escala del plano cartesiano y utilizaron como
técnica la representacion tabular que les permitio ubicar adecuadamente las

coordenadas para trazar la grafica de manera mas exacta (figura 5.2.1).
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Figura 5.2.1 Resolucién del estudiante E13

Por otro lado, 9 estudiantes mostraron un bosquejo de la gréfica parcialmente
correcto al dibujar una parabola hacia abajo sin mostrar evidencia de algun
procedimiento (figura 5.2.2); es decir, un registro tabular que le permitiera obtener
un mejor bosquejo; la técnica utilizada estd basada en sus conocimientos previos
al considerar el signo negativo que tiene el término cuadratico.

Figura 5.2.2 Resolucion del estudiante E4
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En la figura 5.2.3, se muestra la resolucion del estudiante E2, que resolvié de
manera incorrecta la tarea asignada, debido a que no ubic6 adecuadamente los
ejes del plano cartesiano al confundir el eje x y el eje y; a pesar de haber utilizado

un tabulador, su bosquejo fue incorrecto.

Figura 5.2.3 Resolucion del estudiante E2

Andlisis del problema 2

Tarea 2.2:

b) Encuentrala pendiente de la recta tangente en x = 2

Correcta Parcialmente Incorrecta Sin respuesta
correcta
Frecuencia 15
Técnica Algebraica
Registro Tratamiento

Tabla 5.2.b Criterios del anélisis
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En la Tabla 5.2.b se muestra que 15 estudiantes evidenciaron una comprension

adecuada del significado de la derivada como la pendiente de la recta tangente al

realizar correctamente la actividad, utilizando como técnica la derivada de la

funcion y evaluarla en el punto dado (figura 5.2.4)

Figura 5.2.4 Resolucién del estudiante E8

Andlisis del problema 2

Tarea 2.3:

c) Determinala ecuacién delarectatangenteen x =2

Correcta Parcialmente Incorrecta Sin respuesta
correcta
Frecuencia 13 2
Técnica Algebraica Algebraica
Registro Tratamiento Error en

tratamiento

Tabla 5.2.c Criterios del andlisis

En la Tabla 5.2.c, se muestra que 13 de los 15 estudiantes contestaron

correctamente al obtener la ecuacion de la recta tangente en el punto dado (figura

5.2.5), para ello hicieron uso de sus conocimientos previos al evaluar el punto

dado en la funcién para obtener las coordenadas del punto y utilizar como técnica
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la formula de ecuacién punto-pendiente, por lo que sustituyeron la pendiente de la
recta tangente y las coordenadas del punto en x = 2, para obtener asi la ecuacién

de la recta tangente en el punto dado.

Figura 5.2.5 Resolucion del estudiante E1

Finalmente, la respuesta de 2 de los 15 estudiantes fue parcialmente correcta
(figura 5.2.6), debido a que hubo un error aritmético al evaluar el punto dado en la
funcion obteniendo entonces la coordenada incorrecta, sin embargo; hicieron uso
de sus conocimientos previos de manera correcta al utilizar la féormula de punto-
pendiente para obtener la ecuacion pero el resultado fue incorrecto debido al error
inicial al obtener la coordenada en el punto dado.

Figura 5.2.6 Resolucién del estudiante E8
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Andlisis del problema 2

Tarea 2.4:

d) En la misma gréfica realiza también el bosquejo de la recta tangente y

explica brevemente qué significado tiene.

Correcta Parcialmente Incorrecta Sin respuesta
correcta
Frecuencia 2 7 6
Técnica Algebraica Algebraica
Registro Conversion Tratamiento

Tabla 5.2.d Criterios del analisis

En la Tabla 5.2.d, se muestra que 2 de los 15 estudiantes realizaron un bosquejo

adecuado de la recta tangente (figura 5.2.7), utilizaron como técnica la

representacion tabular que les permitio ubicar adecuadamente las coordenadas

para trazar la recta tangente correctamente.

Figura 5.2.7 Resolucion del estudiante E3
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Por otra parte, 7 estudiantes mostraron un bosquejo parcialmente correcto al
esbozar la recta tangente correctamente pero sin mostrar evidencia de algun
procedimiento (figura 5.2.8); es decir, sin hacer uso de registro tabular que le
permitiera obtener un mejor bosquejo; la técnica utilizada esta basada en sus
conocimientos previos al considerar el signo de la pendiente de la recta.

Figura 5.2.8 Resolucién del estudiante E4

Finalmente, 6 estudiantes resolvieron de manera incorrecta la tarea asignada,
debido a que no ubicaron correctamente la recta como recta tangente y 2 de ellos

bosquejaron la recta como si la pendiente de la recta fuera negativa (figura 5.2.9).

Figura 5.2.9 Resolucion del estudiante E14
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5.3 ANALISIS DEL PROBLEMA 3:
CONVERSION DEL REGISTRO DE LENGUAJE NATURAL Y TABULAR
AL REGISTRO GRAFICO Y NUMERICO

La finalidad del ejercicio 3 es que el estudiante pueda lograr la conversion del
registro de lenguaje natural y tabular al registro grafico y numérico, se espera que
el estudiante bosqueje la gréafica en el inciso a), a partir de la informacién
proporcionada en la tabla y que evidencie la comprension del significado de la
razon de cambio promedio en el inciso b) y c) al obtener y explicar de manera
numeérica y verbal la manera en la que llego al resultado.

Finalmente, se espera en el inciso d) que el estudiante interprete el significado de
las razones de cambio obtenidas de acuerdo al contexto del problema.

Analisis del problema 3

Tarea 3.1: Se realizO una investigacion para observar que cantidad de
desperdicios en toneladas se tira al mar en las playas de Acapulco, para un

periodo vacacional de una semana se anotaron los siguientes datos:

Lunes Martes Miércoles Jueves Viernes Sabado Domingo
() 1 2 3 4 5 6 7
Dias
v)
Desperdicio 0.3 1.2 2.7 4.8 7.5 10.8 14.7
(Toneladas)

a) Elaborael bosquejo de la grafica de los puntos.

Correcta Parcialmente Incorrecta Sin respuesta
correcta
Frecuencia 13 2
Técnica Grafico Grafico
Registro Conversion Conversion

Tabla 5.3.a Criterios del andlisis
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En la Tabla 5.3.a se muestra que 13 de los 15 estudiantes realizaron un bosquejo
adecuado de la gréfica haciendo uso de sus conocimientos previos, trazaron el
plano cartesiano, ubicaron los puntos de la informacion proporcionada en la tabla y

finalmente unieron los puntos para esbozar la gréfica (figura 5.3.1)
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Figura 5.3.1 Resolucion del estudiante E1
Por otro lado, 2 estudiantes mostraron un bosquejo de la grafica parcialmente

correcto ya que si bien ubicaron adecuadamente los puntos en el plano cartesiano
no los unieron para dibujar la grafica (figura 5.3.2).
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Figura 5.3.2 Resolucion del estudiante E5

Andlisis del problema 3

Tarea 3.2:

b) Determinalarazén de cambio promedio de desperdicio que se arroja
entre martes y jueves, y explicacémo llegaste a ese resultado.

Correcta Parcialmente Incorrecta Sin respuesta
correcta
Frecuencia 12 3
Técnica Numérica Verbal y
numérica
Registro Tratamiento Error en el
tratamiento

Tabla 5.3.b Criterios del andlisis

El objetivo de la tarea 3.2 es evidenciar la comprension que tienen los estudiantes
del significado de la razén de cambio promedio al obtener la pendiente de la recta
y explicar de manera numérica y verbal la manera en la que llego al resultado. En
la tabla 5.3.b se muestra que 12 de los 15 estudiantes realizaron correctamente la

actividad al obtener la pendiente de la recta (figura 5.3.3).
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Figura 5.3.3 Resolucion del estudiante E2

Por otra parte, 3 estudiantes contestaron de manera incorrecta la actividad ya que
no obtuvieron la razén de cambio promedio, Unicamente se enfocaron en explicar
que la cantidad de desperdicio incrementaba conforme avanzaba la semana sin

determinar el cambio generado en los dias indicados.
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Figura 5.3.4 Resolucion del estudiante E3

Andlisis del problema 3

Tarea 3.3:

c) Determinalarazén de cambio promedio de desperdicio que se arroja
entre viernes y domingo, y explica como llegaste a ese resultado.

Correcta Parcialmente Incorrecta Sin respuesta
correcta
Frecuencia 10 2 3
Técnica Numérica Numérica Verbal y
numeérica
Registro Tratamiento Error en Error en
tratamiento tratamiento

Tabla 5.3.c Criterios del analisis
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El objetivo de la tarea 3.3 es evidenciar la comprension que tienen los estudiantes
del significado de la razén de cambio promedio al obtener la pendiente de la recta
y explicar de manera numérica y verbal la manera en la que llego al resultado. En
la tabla 5.3.c se muestra que 10 de los 15 estudiantes realizaron correctamente la

actividad al obtener la pendiente de la recta (figura 5.3.5).

Figur@solucién del estudiante E14
Por otra parte, 2 estudi @a pesar de haber mostrado evidencia de la

comprensién en el 'g@ado de la razon de cambio promedio al obtener la

pendiente de la re lograron obtener el resultado correcto debido a un error

aritmético (fi‘gu@&B).

*

Figura 5.3.6 Resolucion del estudiante E12
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Finalmente, 3 estudiantes contestaron de manera incorrecta la actividad ya que no
obtuvieron la razon de cambio promedio, Unicamente se enfocaron en explicar que
la cantidad de desperdicio incrementaba conforme avanzaba la semana sin

determinar el cambio generado en los dias indicados (figura 5.3.7).
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Figura 5.3.7 Resolucion del estudiante E3

Andlisis del problema'3

Tarea 3.4:

d) Explica brevemente el significado de las razones de cambio promedio
obtenidas de acuerdo al contexto del problema.

Correcta Parcialmente Incorrecta Sin respuesta
correcta
Frecuencia 13 2
Técnica Argumentativa
Registro Conversion

Tabla 5.3.d Criterios del analisis

El objetivo de la actividad 3.4 es que el estudiante interprete el significado de las
razones de cambio obtenidas previamente de acuerdo al contexto del problema.
En la tabla 5.3.d se muestra que 13 de los 15 estudiantes contestaron
correctamente al explicar que las razones de cambio obtenidas en la tarea 3.2 y
3.3 representan la variacién que se va dando en los dias indicados y conforme van
pasando los dias la cantidad de desperdicios crece de manera exponencial (figura

5.3.8); y 2 estudiantes no contestaron la actividad.
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Figura 5.3.8 Resolucion del estudiante E6

5.4 ANALISIS DEL PROBLEMA 4:
CONVERSION DEL REGISTRO DE LENGUAJE NATURAL AL REGISTRO
NUMERICO.

El objetivo es evidenciar que el estudiante logra la conversion del registro de
lenguaje natural al registro numeérico, se espera que interprete el problema y
construya una técnica para abordarlo, ya sea a través de la sustitucion de los
valores proporcionados en la funcién o haciendo uso del registro tabular para
evaluar posible valores entre las 2:00 y 6:00 p.m. que le permita determinar la hora
en que circulan los vehiculos con mayor velocidad, atendiendo asi la actividad 4.1
y4.2.
Analisis del problema 4

Tarea 4.1y 4.2:
Se ha observado que, en la autopista México-Querétaro, la velocidad de los
vehiculos entre las 2:00 y 6:00 pm esta dada por la expresion:

v(t) =t3—-12t* + 36t + 8

a) ¢A quéhoracirculan los vehiculos con mayor velocidad?
b) Describe el proceso por el cual llegas al resultado

Correcta Parcialmente Incorrecta Sin respuesta
correcta
Frecuencia 15
Técnica Algebraica
Reqistro Conversion

Tabla 5.4.ab Criterios del analisis
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En la Tabla 5.4.ab se muestra que 15 estudiantes realizaron correctamente las
actividades 4.1 y 4.2, lograron realizar la conversion del registro del lenguaje
natural al registro numeérico, la técnica utilizada por 7 estudiantes fue a través de
la sustitucion de los valores proporcionados (figura 5.4.1), y 8 estudiantes
utilizaron como técnica el registro tabular evaluando los posibles valores entre las
2:00 y 6:00 p.m. a fin de determinar la hora en que circulan los vehiculos con

mayor velocidad (figura 5.4.2).
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Figura 5.4.1 Resolucion del estudiante E8
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CAPITULO 6. CONCLUSIONES

En el presente trabajo se plantea un disefio experimental que consiste en un
conjunto de cuatro tareas en torno a la variacion y cambio que implican el

tratamiento y articulacion de diferentes registros de representacién semiotica.

De acuerdo con Duval (1998), para tener acceso al conocimiento matematico es
necesario que los objetos sean representados de diferentes formas; tales como,
registro verbal, registro tabular, registro gréafico, registro algebraico, registro
numeérico, registro simbdlico y registro formal, y menciona que para aprender un
concepto matematico es necesario pasar por el tratamiento y conversion de
diferentes registros de representacion semiotica, Jlos cuales define como
producciones humanas constituidas por el empleo. de signos y que pertenecen a
un sistema de representacion; la utilizacion de varios sistemas de representacion
como un enunciado en lengua natural, una figura geométrica, una expresion
algebraica son esenciales para el ejercicio y el desarrollo de las actividades

cognitivas fundamentales.

En razon de lo anterior, y derivado del analisis realizado a las respuestas de los
estudiantes de acuerdo a los criterios establecidos ¢4,¢,, @3, @, respecto a las
técnicas y los registros de representacion semiotica utilizados al resolver cada una
de las tareas planteadas, y de las tecnologias sobre las que se sustenta cada

técnica se obtuvieron las siguientes conclusiones:

Tarea 1:
Respecto a los criterios:
¢, . Si la respuesta es correcta, parcialmente correcta, incorrecta 0 no se
emitio respuesta alguna.
¢@5. Los registros de representacion semidtica: a) formacion de una
representacién identificable dentro de un registro dado, b) tratamiento y

c) conversion de una representacion.
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Los resultados obtenidos del analisis de la tarea 1 mostraron que el 46.6% de los
estudiantes contestaron correctamente al obtener la derivada de la funcion y
evaluar en x =0 o utilizar un registro tabular logrando asi la conversion del

registro algebraico al registro grafico.

En contraste a lo mencionado anteriormente, el 53.4% de los estudiantes
contestaron de manera incorrecta debido a que no obtuvieron la derivada, ni
evidenciaron procedimiento, Unicamente justificaron su respuesta en que se

trataba de una funcién cuadratica.

Respecto a los criterios:
@, La técnica utilizada al resolver la tarea

¢,: Latecnologia sobre la que sustenta la técnica utilizada.

Se observo que la técnica utilizada; es decir, los procedimientos realizados por los
estudiantes para resolver la actividad fueron: derivar directamente, evaluar la
derivada de la funcion en x = 0 para obtener interseccion con el eje y, o utilizar un

registro tabular para ubicar puntos importantes en la grafica.

Respecto a la tecnologia sobre la que se sustenta la técnica; es decir, la
justificacion de los procedimientos utilizados, los estudiantes utilizaron las reglas
de derivacion y las propiedades y caracteristicas de una funcién de segundo grado

representada por una parabola.

Tarea 2:
Respecto a los criterios:
¢, . Si la respuesta es correcta, parcialmente correcta, incorrecta 0 no se
emitio respuesta alguna.
¢@5. Los registros de representacion semidtica: a) formacion de una
representacion identificable dentro de un registro dado, b) tratamiento y

c) conversion de una representacion
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Los resultados obtenidos del analisis del item a) de la tarea 2 muestran que los
estudiantes lograron la conversion de manera correcta del registro algebraico al
registro grafico al hacer uso del registro tabular para obtener las coordenadas que
ayudaron a la construccion de la gréfica; si bien es cierto el 60% de los
estudiantes lograron bosquejar la grafica haciendo uso de sus conocimientos
previos como parte de la técnica de resolucion; ésta se considera parcialmente
correcta debido a que no muestran evidencia que justifique; es decir, que muestre
la tecnologia respecto a la praxeologia matematica, de las consideraciones para
su elaboracién. Ademas se observd que los estudiantes - contestaron
adecuadamente el item b) y ¢) que involucran tratamiento algebraico, haciendo
evidente con esto que la ensefianza en las instituciones esta fuertemente
enfocada a la parte algebraica, sin que esto implique-una comprension de los
conceptos, como se observa en la respuesta del item d) en la que Unicamente el
13.33% de los estudiantes logréo bosquejar e interpretar adecuadamente el

significado de la recta tangente.

Respecto a los criterios:
¢, La técnica utilizada al resolver la tarea

¢,: Latecnologia sobrela que sustenta la técnica utilizada.

Se observé que la técnica utilizada; es decir, los procedimientos realizados por los
estudiantes para resolver la actividad fueron: el registro tabular, bosquejar la
grafica considerando el signo negativo del término cuadratico, y derivar
directamente, -evaluar en x =2, y utilizar la férmula de la ecuacion punto-

pendiente para obtener la ecuacién de la recta tangente.

Respecto a la tecnologia sobre la que se sustenta la técnica; es decir, la
justificacion de los procedimientos utilizados, los estudiantes utilizaron las reglas
de derivacion, las propiedades y caracteristicas de una funcién de segundo grado

representada por una parabola y la ecuacion punto-pendiente.
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Tarea 3:
Respecto a los criterios:
¢, . Si la respuesta es correcta, parcialmente correcta, incorrecta 0 no se
emitio respuesta alguna.
5. Los registros de representacion semidtica: a) formacion de una
representacion identificable dentro de un registro dado, b) tratamiento 'y

c) conversion de una representacion

Los resultados obtenidos del analisis de la tarea 3, cuyo objetivo es lograr la
conversion del registro de lenguaje natural y tabular al registro grafico y numérico;
se observd que el 86.6% de los estudiantes contestaron correctamente al ubicar
las coordenadas para trazar la gréfica y el 66.6% logrd la conversion del registro

tabular al numérico al obtener adecuadamentela razén de cambio promedio.

Respecto a los criterios:
@, La técnica utilizada al resolver la tarea

¢,4: Latecnologia sobre la que sustenta la técnica utilizada.

Se observé que la técnica utilizada; es decir, los procedimientos realizados por los
estudiantes para resolver-la actividad fueron: Ubicar las coordenadas en el plano
cartesiano, bosquejar la gréfica y utilizar los puntos para obtener la razén de
cambio promedio, en donde los estudiantes utilizaron la formula de pendiente,

evidenciando de esta manera la comprension de la nocion de razén de cambio.
Respecto a la tecnologia sobre la que se sustenta la técnica; es decir, la

justificacion de los procedimientos utilizados, los estudiantes utilizaron la formula

de pendiente para obtener la razon de cambio, asi como el plano cartesiano.
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Tarea 4:
Respecto a los criterios:
¢, . Si la respuesta es correcta, parcialmente correcta, incorrecta 0 no se
emitio respuesta alguna.
@3. Los registros de representacion semidtica: a) formacion de una
representacion identificable dentro de un registro dado, b) tratamiento y

c) conversion de una representacion

Finalmente los resultados obtenidos del analisis de la tarea 4, evidencian que los
estudiantes lograron hacer la conversion correctamente; el 46.6% utilizd la
sustitucion de valores en la funcién, y el 53.4% utilizd. el registro tabular

considerando posibles valores entre las 2 p.m. y 6 p.m.

Respecto a los criterios:
¢, La técnica utilizada al resolver la tarea

¢,: Latecnologia sobre la que sustenta la técnica utilizada.

Se observo que la técnica utilizada; es decir, los procedimientos realizados por los
estudiantes para resolver la actividad fueron: usar el registro tabular y la

sustitucion de valores en la funcién dada.

Respecto a la tecnologia sobre la que se sustenta la técnica; es decir, la
justificacion’ de. los procedimientos utilizados, los estudiantes utilizaron la

sustitucion de valores.

El analisis realizado a las respuestas proporcionadas por los estudiantes permitio
evidenciar que la mayoria de ellos son buenos al aplicar reglas de derivacion y al
utilizar el registro numérico, ya que obtuvieron la derivada de manera correcta y
evaluaron en el punto dado para obtener puntos importantes sobre la grafica. En
este sentido, los alumnos dan cuenta de estar familiarizados con el registro

algebraico y numérico, al menos de forma mecanizada. Sin embargo, cuando se
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les solicité que reflexionaran sobre los significados de los resultados obtenidos en
las gréaficas, no fueron tan precisos, como con el calculo de las mismas. Por lo
anterior, se concluye que los estudiantes realizaron la conversion y tratamiento del
registro algebraico al registro grafico de una forma parcialmente correcta o
incorrecta, y en el caso en donde los estudiantes tenian que hacer la
interpretacion de un gréafico el 80% de ellos contestd de manera incorrecta tal

como se muestra en la siguiente tabla comparativa.

Tarea Técnica Registro Correcta | Parcialmente | Incorrecta Sin
correcta respuesta
1.1 | Algebraica | Conversion Gréfico 7 8
Tratamiento
1.2 Grafico Conversion Verbal 12 3
2.1 | Algebraica | Conversién Gréfico 5 9 1

Tratamiento

2.2 | Algebraica | Tratamiento | Algebraico 15

2.3 | Algebraica | Tratamiento | Algebraico 13 2
2.4 | Algebraica | Conversion Gréfico 2 7 6
Tratamiento

3.1 Numérico | Conversién Grafico 13 2

3.2 Numérico | Tratamiento | Numérico 12 3

33 Numérico | Tratamiento | Numérico 10 2 3

3.4 Numérico | Conversion Verbal 13 2
41y Verbal Conversion | Numeérico 15

4.2

Respecto a las tecnologias de las técnicas de solucion, éstas no fueron constantes
en el desarrollo de las tareas, debido a que la mayoria de los estudiantes no

justificaron sus procedimientos.

Por lo anterior, se considera importante generar escenarios didacticos que
permitan la manipulacion de diferentes registros de representacion para poder
adquirir el conocimiento, en donde el profesor sea capaz de disefiar actividades o
tareas que involucre no solo el tratamiento de registros, sino la conversion de en al

menos dos registros de representacion semiética (Duval, 1998).
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Si bien es cierto, esta coordinacion de registros de representacion no es una
actividad simple, si es esencial para la actividad matematica. Rojas (2013)
considera fundamental reconocer la importancia de las representaciones
semioticas, de su diversidad y de las mdltiples posibilidades de dichas
representaciones, escoger cual de ellos permite representar mejor el rasgo que se

guiere destacar considerando la poblacion a la que va dirigido y la intencionalidad.

En este sentido, una de las aportaciones principales de este estudio es presentar
al estudiante una serie de tareas respecto a la nocién de derivada en torno a la
variacion y el cambio que permita el tratamiento, articulacion y conversion de los
registros de representacion y la validacion de sus procedimientos a través de
tecnologias; es decir, a través de las justificaciones.de sus procedimientos, de

manera que se favorezca la comprension de la razon de cambio de la derivada.

6.1 CONCLUSIONES RESPECTO A LA HIPOTESIS

La hipotesis planteada en este trabajo es la siguiente:

El tratamiento de tareas y actividades en torno a la variacion y cambio, y la
articulacion de sus diferentes registros de representacién semiodtica, favorecen la

construccion del significado de la razon de cambio de la derivada.

De acuerdo al analisis realizado se concluye que la hipotesis no se cumple, debido
a que los estudiantes mostraron dificultades en la conversién de algunos registros
de representacion y las tecnologias; es decir, las justificaciones de sus

procedimientos no fueron evidenciadas por la mayoria de los estudiantes.
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6.2 CONCLUSIONES RESPECTO A LOS OBJETIVOS

A continuacion se detallan nuevamente el objetivo general y los objetivos

especificos del presente trabajo:

OBJETIVO GENERAL

Identificar como los estudiantes construyen el significado de razén de cambio de la
derivada, cuando interactian con tareas o actividades especificas en torno a la
idea de variacion y cambio que implican el tratamiento y articulacion de diferentes

registros de representacion semiotica

Para el logro de este objetivo general se plantearon los siguientes objetivos

especificos:

OBJETIVOS ESPECIFICOS

« Disefiar e implementar actividades que les permitan a los estudiantes
construir el significado de razon de cambio de la derivada a través de la

representacién semiotica de funciones.

Para alcanzar este objetivo se disefid una serie de tareas en torno a la variacion y
cambio que implicaban el tratamiento y articulacion de distintos registros de
representacion semiotica. La aplicacion de la actividad implicé al siguiente objetivo

especifico:
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. Analizar las interpretaciones que tienen los estudiantes al realizar las
actividades de razon de cambio a través de la representacion semiética de

funciones.

Para cumplir con este objetivo especifico se analizaron las respuestas que dieron
los estudiantes a cada una de las tareas tomando en cuenta los diferentes
registros de representacion utilizados, las técnicas, las tecnologias y sobre todo la
coordinacion de los registros y la conversion de ellos. El andlisis de estos datos

conllevo al ultimo objetivo especifico:

. Clasificar las interpretaciones de los estudiantes utilizando para ello la
Teoria Antropolégica de la Didactica (TAD) y la Teoria de Registros de

Representacion Semiodtica (TRRS).

Para conseguir este objetivo se tomd en cuenta los resultados del analisis de las
respuestas proporcionadas por los estudiantes. Se concluyé que la mayoria de los
estudiantes no lograron construir un significado global de la derivada, debido a que
les resulté complejo lograr la conversién entre algunos registros de representacion

y ademas, obviaron justificar sus procedimientos.

De acuerdo a lo anterior, se infiere que el objetivo general de este estudio no se
llevé a cabo en toda su totalidad, debido a que el tercer objetivo no se alcanzé

totalmente.

6.3 PUBLICACIONES DERIVADAS DEL ESTUDIO

Hernandez, Ramirez & Aguilar (aceptado). Analisis de las praxeologias de razon
de cambio de la derivada en libros de texto de Calculo. PadiuUAQ Revista de

Proyectos y Textos Académicos en Didactica de las Ciencias y la

Ingenieria.
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