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Resumen

En este trabajo de tesis se presenta la construccién de un Ansatz para el vértice fermién-
fotén no perturbativo en d-dimensiones en el espacio Euclidiano. Este Ansatz debe cum-
plir los fundamentos bésicos de la electrodindmica cudntica y ser covariante de norma. Para
poder realizar este trabajo se necesita hacer uso delas ecuaciones de Schwinger-Dyson que
son las ecuaciones de movimiento de una teoria cudntica de campos. Gracias al trabajo de
Ball-Chiu se sabe que el vértice fermién-fotén puede ser dividido en su parte longitudinal
y transversa. Ball y Chiu presentan un vértice longitudinal libre de singularidades cinema-
ticas y con sus factores de forma bien definidos mediante las Identidades de Ward-Fradkin-
Green-Takahashi, sin embargo, dejan la parte transversa completamente indeterminada.
En este trabajo se aplican las Identidades Transversas de Takahashi, las cuales incorporan
las llamadas funciones Y;(k, p), para lograr construir la parte transversa del vértice en d-
dimensiones, ya que estudios recientes han mostrado que estas identidades proporcionan
informacién relevante sobre sus factores de forma. Finalmente, se estudia la ecuacién del
gap en el limite no masivo con la aproximacion gQED para obtener informacion de las fun-
ciones Y;(k, p) y garantizar la renormalizabilidad multiplicativa.
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Capitulo 1

Introduccién

“Miré a la avenida de Alvaro Obregén y me dijet Vdy a guardar intacto el re-
cuerdo de este instante porque todo lo que existe ahora mismo nunca volverd a
ser igual.”

-Las batallas en'el desierto, José Emilio Pachecho-

Durante afios el ser humano ha explorado la naturaleza para saber de donde viene y ha-
cia donde va, utilizando como herramienta principal la fisica.

Uno de los interrogantes fundamentales que se hicieron fisicos y fil6sofos fue: ;Por qué
si la naturaleza estd en continuo cambio sigue existiendo y no acaba?. El pionero de esta
pregunta fue el filosofo Demdcrito de Alba (ca. 460 a.C. - ca. 370 a.C.), quien propone un
modelo atémico para responder esta pregunta: La materia estd hecha de d&tomos indivisi-
bles e indestructibles cuyas combinaciones explican sus cambios y a la vez su permanencia.
Esta era la primera vez que se hablaba del &tomo, una unidad minima en una sustancia, que
es lamisma definicion del &tomo de nuestros dias.

Durante muchos afios prevalecid esta respuesta filoséfica, sin embargo, en el siglo XIX
con el avance de resultados empiricos que arrojabala quimica, John Dalton propuso un mo-
delo atémico con el principio de que los 4&tomos no pueden crearse, dividirse ni destruirse.

A finales del siglo XIX se identificé el electrén, gracias al electromagnetismo, rompiendo
la idea de Dalton de que los 4tomos son indivisibles, y en el siglo XX se descubri6 la radiac-
tividad que vuelve a ser un punto en contra del modelo de Dalton, ya que comprobé que los
adtomos se pueden desintegrar de manera espontdnea emitiendo radiaciones.

Con esta idea de la radiacion, la comunidad cientifica comenz6 a experimentar, espe-
cialmente con la radiacion electromagnética (y ), abriendo las puertas para estudiar los dto-
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mos en escalas antes inimaginables, surgiendo con esto la mecdanica cudntica y finalmente
la comprension de la estructura fundamental del &tomo.

En este punto se introduce un nuevo nimero cudntico llamado espin, que divide a las
particulas en dos grandes bloques: bosones (espin n, donde n es un entero), y fermiones
(espin semientero n + %, donde n =0,1,2,...). Los fermiones son los constituyentes de la
materia y obedecen el principio de exclusién de Pauli, el cual prohibe que dos particulas
coexistan en el mismo estado cudntico de energia. Por otro lado, los bosones no tienen esta
limitante, perfectamente pueden coexistir en el mismo estado de energia, son las particulas
asociadas con las interacciones.

Uno de los grandes logros que surgi6 con la mecanica cuéntica fue la famosa ecuacion
de Schridinger, la cual parte de la naturaleza ondulatoria de las particulas para describir su
movimiento mediante una ecuacién de onda. Esta ecuacion de Schrédinger va incorporan-
do nuevos componentes conforme la teoria va avanzando, por ejemplo, se agrega el espin
cuando se tiene a la particula en presencia de un campo magnético; pero llega un punto en
que esta ecuacion deja de ser viable: a altas velocidades, cuando la velocidad de la particula
tiende a la velocidad de la luz. Es en este punto donde vale la pena recalcar la importancia
que tienen los rangos de velocidad y escala para definir cada teoria, ya que cada una tiene
sus limites y no por esto implica que la teoria estd mal, simplemente que al movernos en
estos parametros, de velocidad y escala, cada teoria llega a su limite. El siguiente recuadro
muestra perfectamente la ubicacioén de cada teoria dependiendo dela velocidad y el tamafio
del objeto de estudio. Es importante mencionar que la mecdnica cudntica ! estd disefiada
para una particula, a diferencia de una Teoria Cudntica de Campos (QFT por sus siglas en
ingles), la cual estd disefiada para manejar procesos en los que el nimero de particulas no
es constante. En esta tesis se trabajan particulas fundamentales de velocidades altas, por lo
tanto, se trabajard en el rango/de la QFT.

Poqueflo =——

2l
o Mecanica Mecanica
gﬁ Clasica Cuantica
o Teoria
l Mecanica <ntica d
. cuantica de
Relativista
campos

Figura 1.1: Rangos de velocidad y escala donde se desarrolla cada teoria

Una de las QFT mads precisas experimentalmente es la Electrodindmica Cudntica (QED),
que es justamente la QFT con la que se trabajar4 esta tesis debido a que es la teoria que sol-
venta la interacciéon fermién-fotén, es decir, el vértice fermién-fotén. El estudio de este
vértice sigue siendo un problema importante en QED [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7].

1Al agregar la relatividad a esta teoria permite la conversién de masa en energia




La identidad de Ward Fradkin Green Takahashi (WFGT]I) [8, 9] es una herramienta muy
util que permite dividir el vértice en dos partes, la parte longitudinal y la parte transversa. La
parte longitudinal estd completamente determinada por la WFGTI, obteniendo una expre-
sion de tres funciones escalares [5]. Sin embargo, no existe un camino claro para desarrollar
una expresion equivalente de la parte transversa y se requiere un trabajo mas arduo.

Gracias a técnicas no perturbativas se ha logrado proponer Ansatz de los factores de
forma! del vértice transverso para 2 y 3 dimensiones espaciales, pero resulta imprescindi-
ble preguntarse qué pasaria en d-dimensiones? no perturbartiva que a su vezincluya todos
los casos anteriores como situaciones particulares. En principio, para la construccién del
vértice no perturbativo pueden emplearse las Identidades Transversas de Takahashi, pe-
ro durante muchos afios no han recibido atencién debido a su complejidad, sin embargo,
estudios recientes [1] han encontrado nuevos métodos que hacen su aplicacién mads ase-
quible.

Al estudiar el vértice completo en d-dimensiones obtenemos expresiones gracias a las
cuales se pueden analizar de manera mas claralos principios de renormalizacién del vér-
tice; asi mismo, se pueden estudiar con mayor claridad las propiedades con dependencia
de norma que resultan del truncamiento de las ecuaciones de Schwinger Dyson. La idea de
realizar la construccién del vértice en d-dimensiones es para tener una teoria mas completa
y examinar sus aplicaciones en bajas dimensiones, tanto en QED comin, a altas tempera-
turas, en presencia de campos magnéticos y en fisica de materiales. Actualmente el vértice
no perturbativo d-dimensional es un tema de estudio con lineas abiertas en el drea de fisica
de altas energias y en materia condensada.

La tesis estd organizada de la siguiente manera:

En el capitulo 2 se presenta a grandes rasgos un acercamiento ala teoria de la QED, la primer
QFT, la cual se desarrolla con aproximaciones perturbativas, sin embargo, en el régimen
no perturbativo ocurren fenémenos que la teoria de perturbaciones no logra explicar. Para
estudiar la teorfa en régimenes no perturbativos es necesario utilizar otro mecanismo, en
este caso.se utilizan las Ecuaciones de Schwinger Dyson; en el capitulo 3 se detallan estas
ecuaciones. En el capitulo 4 se muestran los calculos para construir un Ansatz para el vértice
fermion-fotén no perturbativo. Posteriormente, en el capitulo 5, se estudia la ecuacién de
Schwinger-Dyson para el fermién y finalmente en su limite no masivo para garantizar la
renormalizacién multiplicativa, lo cual se detalla en el capitulo 6.

1Son funciénes que encapsulan las propiedades de una determinada interaccién de particulas mediante la

dependencia del momento de los elementos de matriz.
2La QED como tal no es renormalizable para d > 4.




Capitulo 2

Electrodinamica Cuantica

“...y él siempre estaba alli, contemplando el frio brillo de las estrellas, ad-
mirando el increible enjambre nebuloso de un racimo de estrellas, como una
conglomeracién gigante de luciérnagas sorprendidas«en/pleno vuelo y deteni-
das para siempre.”

-Fuindacion, Isaac Asimov-

La QED, ademads de ser un pilar fundamental para la fisica de altas energias, tiene apli-
caciones tecnologicas novedosas, en particular cuando se trata de sistemas de dos dimen-
siones espaciales. Tiene aplicaciones en el drea de materia condensada para el desarrollo de
materiales superconductores de altas temperaturas, materiales antiferromagnéticos y en el
grafeno. Pero, antes de adentrarnos en el intrigante y novedoso mundo de QED, es necesario
comprender las bases que lo fundamentan.

2.1. Preliminares

2.1.1. Tensores Covariantes y Contravariantes

Los tensores covariantes y contravariantes son conceptos que permiten representar los
vectores y tensores de manera que se pueda seguir cierto proceso matematico, tales como
encontrar la magnitud de un vector en un espacio curvo o el tiempo propio de una particu-
la en relatividad especial [10]. Es necesario recalcar que este procedimiento se realiza en el
espacio de Minkowski, un espacio plano con tres dimensiones espaciales y una temporal.

Para familiarizarse con la terminologia empecemos por definir la longitud de un vector
en un sistema cartesiano de 3 dimensiones




2.1 Preliminares

(D2 = (X)) + (X2)? + (X3)% = X; X; 2.1

donde los indices i indican una suma, contraccién hecha gracias a la notacioén de Eins-
tein, que hace implicita la suma sobre los indices que se repiten. La ecuacién (2.1) puede
expresarse como una multiplicacién matricial, de tal manera que

X, 10 0][X
(l)z = [Xl Xy Xg] Xo| = [Xl X5 Xg] 010 Xy (2.2)
X3 0 0 1 X3

la matriz identidad que se agreg6 no afecta el resultado, no obstante representa un papel
importante, siendo la delta de Kronecker, definida como

1 Lo
5ij:{ Sl. l ] (2.3)
0 si i#]

con esto se concluye que la ecuacion (2.1) puede expresarse como

(D% = X;0;X; (2.4)

Ahora pasemos esta idea al espacio-tiempo de la teoria de la relatividad especial. En
este caso en lugar de tener una "longitud"se va a tener el tiempo propio 7, el cual es el
tiempo medio en que un objeto pasa por nosotros, es decir, desde el marco de referencia
del observador [11]. La coordenada cero va a ser una coordenada temporal.

(cT)? = (ct)? - (X1)* - (X2)* - (X3)* (2.5)

Notemos que ahora la métrica es diferente a la expresada en la ecuacién (2.1) que solo
tomaba en cuenta un sistema cartesiano de 3 dimensiones. La ecuacién (2.5) también se
puede expresar de manera matricial

ct

-X

2 1
ct)=|ct X7 X X (2.6)

(cn)” =] 1 X2 X3 _X,

-X;

el problema aqui es que no podemos usar la notacién de Einstein porque no se tiene
una suma, en lugar de eso se van a renombrar los términos, de manera que
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ct x° ct Xo
X3 x! -Xi X1
M — = . = =
X X 2 ; Xy _X, X (2.7)
X3 x3 —X3 X3

y de esta manera la ecuacion (2.5), el tiempo propio, se puede reducir a

(c1)? = xX°xp + x xy + X2 + 13 x5 = xtx, (2.8)

ala componente x* se le conoce como el componente contravariante mientras que a x,
componente covariante del mismo vector, teniendo en cuenta que la parte covariante lleva
un signo negativo en sus coordenadas espaciales y por el contrario la parte contravariante
tiene positiva su parte espacial.

La gran importancia de estos componentes covariantes y contravariantes radica en que
nos ayuda a encontrar la longitud de las cantidades fisicas que se componen de cuatro com-
ponentes espacio-temporales, normalmente llamadas 4-vectores, algunos ejemplos son la
4-velocidad u", 4-momento p*, 4-fuerza f*, etc.

Las derivadas parciales con esta notacidn, es decir, con respecto a la componente con-
travariante x* o ala componente covariante X, se expresan como

o =g
o=y

las cuales se calculan

T T T
pCL (2 0) (8 )T (0 o)
0xy 0xg 0x; ot 0X; ot 2.9)
- 1)1(3 0 )T_(g V)T |
F7oxk  \ox0 oxi) \ot'ox;) \ot

2.1.1.1. - La Métrica

Notemos que si agregamos una matriz a la defincién de la componente covariante es
posible subir el indice, es decir

ct 1 0 0 0][et 1 0 0 o]][x°
-X; 0 -1 0 0f[xg 0 -1 0 o0f[x v
= = = = 2.10
W= x0T lo 0 -1 ollx!Tlo o -1 ofl|x|T8wr (10
-X3 0 0 0 -1||x3 0 0 0 -1]]x8
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a esta matriz se le conoce como la métrica gy, 0 métrica covariante. La inversa de esta
matriz tiene la misma forma y normalmente se le llama métrica contravariante g*¥

1 0 0 0
0O -1 0 0
= #VZ
gv=8"=1y o _1 o @.11)
0 O 0 -1

La métrica contravariante es usada para cambiar el indice del componente contrava-
riante

x° 1 0 0 0]/[x
1
X 0 -1 0 0 X1
U _ — oMV 2.12
T2 T o o0 -1 o |x) T8 (2.12)
x3 0 0 0 -1]|1{xs

Teniendo esto en cuenta, es posible reescribirla ecuacion (2.8) a la forma

(c1)? = xtxy = guvat x¥ = gt xyx, (2.13)

que es una expresion andloga a la. que se muestra en la ecuacion (2.4), con la diferencia
de que en la ecuacion (2.4) se observa claramente que en un espacio Cartesiano la métrica
es la matriz identidad [10]. Por lo tanto, se puede concluir que la métrica aporta bastante
informacioén sobre el espacio de coordenadas en que se este trabajando.

Con esta informaci6n en mente, el producto escalar se puede definir como

x-y=xuy" =g" xupy (2.14)

Debemos tener en cuenta que al trabajar en espacio Euclidiano la métrica toma la forma
de la matriz identidad

1 000
gm0 100 219
0 0 01
y con esto, el producto punto
XY =XuYu (2.16)

en el espacio Euclidiano no se distingue entre componente covariante o contravarian-
te; es necesario tomar este punto en cuenta ya que este trabajo esta basado en el espacio
Euclidiano.
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2.1.2. Covariancia e Invariancia de Lorentz

La invariancia de Lorentz se refiere a que un escalar mantiene su magnitud al cambiar
a un sistema de referencia primado. Por otro lado, la covariancia de Lorentz ocurre cuando
la longitud de un vector en el espacio-tiempo permanece igual al cambiar de sistema coor-
denado.

En el caso de una QFT, las ecuaciones de onda relativista se escriben usando notacion
covariante y contravariante. Al cambiar a un nuevo sistema de referencia la ecuacién de on-
da tiene la misma forma', con lo que se dice que es invariante de Lorentz. Esta carateristica
nos asegura que las mismas leyes de la naturaleza gobiernan sobre este nuevo sistema de
referencia; por lo cual, para que una QFT sea vdlida debe obedecer la invariancia de Lorentz.

Como lo menciona el autor Robert D. Klauber, [10], en la literatura normalmente la ter-
minologia covariancia e invariancia de Lorentz son intercambiables, ya que la forma de la
ecuacidn es invariante y los vectores en la ecuacién son covariantes.

2.2, Teoria Cudntica de Campos

Antes de la QFT estd la Mecédnica Cudntica (QM), que basa su estudio en el tratamiento
de particulas individuales inmersas en un potencial o en el vacio, tal es el caso del oscilador
armonico y la particula en la caja, por mencionar algunos. Una caracteristica de esta teo-
ria es que las particulas no sufren transmutaciones a lo largo de la interaccién, es decir, un
electrén seguiré siendo un electrén todo el tiempo. Sin embargo, experimentalmente se ha
probado que las transmutaciones de particulas son posibles, ademds de que pueden deca-
ér en particulas elementales. La QM no puede resolver estos problemas; es en este punto
cuando llega la QFT que muestra el camino para resolver los problemas de aniquilacién,
transmutacion y decaimiento de particulas, teniendo la ventaja de ser una teoria relativista.

Es necesario aclarar que la QFT no es la Mecédnica Cudntica Relativista (RQM). Para lle-
gar a este punto partamos de la Mecénica Clasica (CM). En la CM se utilizan los paréntesis
de Poisson para describir la evolucién de un sistema cuyo estado cambia en el tiempo, és-
to a partir de dos variables dindmicas: la posicién (x;) y el momento (py,), simbdlicamente
representados como {x;, py,}. La manera de llegar a la QM es convertir estas variables din4-
micas en operadores, sin embargo, posteriormente se dieron cuenta que existia otra manera
de cuantizar, partiendo de los paréntesis de Poisson y conviertiéndolos en conmutadores,
de esta manera las variables dindmicas se convierten en operadores.

1Al cambiar a otro sistema de referencia se van a tener diferentes valores numéricos en las componentes
del vector, sin embargo, las relaciones entre los componentes del vector serdn iguales, a esto se le dice que tiene

la misma forma [10].
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MECANICA
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CUANTICA (QM)
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TIVISTA (RQM) CAMPOS (QFT)

VISTA (NRQFT)

Figura 2.1: Diagrama que representa las caracteristicas de cada teoria.

En la CM es posible trabajar tanto con particulas como con campos, y para cada caso
se tiene una teoria relativista y no relativista. Al hablar de particulas me refiero a objetos
puntuales localizables en el espacio, mientras que al hablar de campos se entienden co-
mo entidades distribuidas en el tiempo. Traspasando esta idea a la QM también es posible
trabajar con particulas y campos, cada teoria de manera relativista y no relativista, es aqui
dondesurge la QFT, una teoria cudntica relativista aplicada en campos. El término primera
cuantizacién surge cuando una teoria de particulas se pasa del régimen clésico al cudntico,
mientras que la segunda cuantizacion se refiere a pasar una teoria de campos del régimen
clasico al cudntico. En el diagrama de la figura 2.1 se puede seguir graficamente esta idea.

Esta cuantizacién se le conoce como cuantizacion canodnica, ya que se parte de variables
candbnicas, pero se debe tener en cuenta que existe otra manera de llegar a la QFT, mediante
aproximaciones por integrales de camino, a esto se le llama cuantizacion funcional.

Al estar en una teoria de campos todas sus variables dindmicas dejan de ser valores tota-
les y pasan a ser densidades que varian de un punto al otro, la masa pasa a ser una densidad
de masa, el momento a una densidad de momento, el Lagrangiano a una densidad Lagran-
giana, etc. El tiempo t, por otro lado, deja de ser una variable independiente a tener la forma
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2

=0 x1, %%, 3 =1, &

con esto, la posicién de la particula pasaria de ser x’(¢)) a ¢p(x*), donde ¢ es un campo.
Al sintetizar esta informacion se llega a la tabla 2.1.

Teoria de Particulas Teoria de Campos
Lagrangiano Densidad Lagrangiana
Hamiltoniano Densidad Hamiltoniana
t xH
(1) Pxt)

Tabla 2.1: Cambio de notacién de teoria de particulas a teoria de campos

Una de las caracteristicas por la cual se utiliza la teoria cudntica de campos relativista'y
no la no relativista es que el comportamiento de las particulas es relativista, no obstante, la
NRQFT tiene algunas dreas de trabajo donde no se requiere tomar en cuenta la relatividad,
tal es el caso de la fisica de la materia condensada.

Las teorias de RQM y QFT son muy similares entre si ya que ambas incluyen la relativi-
dad especial en sus fundamentos, la gran diferencia, como ya se vi6, es que en una se tra-
bajan con particulas mientras que enla otra con campos, ademads que la interpretacion de
sus soluciones es muy diferente. Las soluciones de la funcién de onda en RQM son estados
(particulas o kets) y por el otro‘lado, las soluciones en la QFT se interpretan como opera-
dores que crean y destruyen estados. Esta interpretacién es muy importante pues permite
la transmutacion de particulas de un tipo a otro. Otra gran diferencia entre las dos teorias
es que en RQM se trabajan con estados de una sola particula, a diferecia de QFT, donde tra-
baja con estados de muiltiples particualas; esta observacién es de suma importancia porque
gracias a esto se concluye que la QFT envuelve a la teoria RQM.

La QFT y RQM necesitan una ecuaciéon de Shrédinger relativista, esta ecuacién varia de
acuerdo a cada espin pero es la misma en ambas teorias al igual que la forma de sus solucio-
nes. Las particulas con espin cero, como el bosén de Higgs, son conocidas como escalares
yla ecuacion de Shrodinger relativista que obedecen es la ecuacion de Klein-Gordon, des-
cubierta por los cientificos Oscar Klein y Walter Gordon. En el caso de las particulas que
tienen espin 1/2 se les conoce como espinores, el ejemplo mas conocido es el electrén, y se
rigen por una ecuacion de Shrédinger diferente, la ecuacién de Dirac descubierta por Paul
Dirac. Finalmente, las particulas con espin 1 son conocidas como vectores, la ecuacién de
Shrédinger relativista para estas particulas fue descubierta por Alexandru Proca, por lo cual
se nombré como la ecuacién de Proca, sin embargo, esta ecuacion es solo para particulas

10



2.2 Teoria Cuantica de Campos

masivas con espin 1, para particulas no masivas, como el caso de los fotones, se utilizan las
Ecuaciones de Maxwell. A continuacion, se estudiaran cada uno de estos casos.

2.2.1. Escalares: Campos de espin 0

El primer intento que la comunidad cientifica hizo para obtener una ecuacién de Sh-
rodinger relativista result6 en la ecuacién de Klein-Gordon. Para esto realizaron el mismo
proceso que se usa para obtener la ecuaciéon de Shrodinger no relativista

ih2 +h—2V2 +Vw=0 (2.17)
otV Top Y VTYYE '

pero en lugar de tomar la relacién de energia y momento clésica, tomaron la relacién
energia-momento relativista que se obtiene del vector 4 — momento, el cual, al ser cova-
riante de Lorentz, garantiza que su longitud en el espacio de 4 dimensiones sea invariante

P Dy = guup’pH =m*c?

E/c
[Eic pt p* pT|_ .| =m'c (2.18)
E2
S Y= - = e
con lo que la relacién energia momento queda
E? = p?c? + m*c* (2.19)

para cuantizar esta expresion es necesario hacer un cambio de las variables dindmicas
a operadores, que consiste en

0
E—ih— ; p—-ihV 2.20
Tor L (2.20)

a partir de este momento se va a trabajar con unidades naturales, es decir = ¢ =1, con
lo que (2.19) y (2.20) se reducen a

E* = p? + m? (2.21)
- Y (2.22)
ar P '

sustituyendo los operadores de energia y momento (2.22) en la ecuacién (2.21) vamos a
obtener
)

oS =V miy (2.23)

11
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a grandes rasgos la ecuacion (2.23) es la ecuacién de Klein-Gordon, sin embargo, es ne-
cesario representarla con la notacién 4-vector, para esto se construye el vector 4-Gradiente

Oy = (%, V) a partir del cual se expande su producto punto

1 0 0 0
B e 0 -1 0 of(2
0,0 =g"00u=(5 Vg o _1 o|l¥
: 5.9 o
0 =(f; 9 %)=5-v

0,0+ =0

donde a O se le conoce como el operador d“ Alembertiano. Con este cambio de notacién
la ecuacién (2.23) se transforma a

D*p+m?p=0 =  (O*+m?)p=0 (2.25)

es importante esta notacion porque al tener 4-vector se puede saber que la ecuacién
(2.25), la ecuacion de Klein-Gordon, es covariante de Lorentz.

La solucion de la ecuacion de Klein-Gordon en coordenadas naturales es

o0

¢ = ,,; 2VE,

(Ane"' Ent=pn@) 4 Bl o1 En f"’""”)) (2.26)
donde los coeficientes A, y B} sonconstantes.

2.2.1.1. Densidad de Probabilidad

Enla QM la densidad de probabilidad p de la ecuacién de Shrédinger expresa la proba-
bilidad de encontrar la particula

p=¢'¢ (2.27)

y su corriente de probabilidad en 3 dimensiones es

in
e PN | _ i
i=—5 (¢'Ve-¢voe') (2.28)
donde ¢ es la transpuesta del conjugado complejo, pero, como en este caso no se tiene
una matriz a la cual sacarle la transpuesta, solo se aplica el conjugado complejo. Con estas
definiciones, la densidad y corriente de probabilidad, se cumple la ecuacién de continuidad

para la ecuacién de Shrédinger

op

G = 2.2
at+V] 0 (2.29)

12
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Ahora, partiendo de la ecuacién de Klein-Gordon y del conjugado complejo ! de la ecua-
cion

62
Sa¢-(Vi-m)p=0 (2.30)
62
59 = (V2-m?)gl =0 (2:31)

se multiplica (2.30) por i¢" y (2.31) por i¢p y se restan

0? 92 92
Sz¢-(V° 2)</>) i~ (7& ~(V2-m?) ¢T) ip=i=z0¢' ~i(V*P)p' +im*G"

—z—¢*¢+z(v2¢>*)¢ —imP¢'p
A L A ()

en esta tltima ecuacion se identifican la densidad y corriente de probabilidad

0¢ 6¢*) 0 (6¢>T6¢*)
( o' -0 = =ilge 250 (2.32)
: 0 o'
:—i((vq))(p*—(V(p*)(p) = j’:—i(¢*i—¢i) (2.33)
0x! o0x?
y con esto se obtiene la ecuaciéon de continuidad
op
Piv.j=0 (2.34)

ot

La corriente de probabilidad se puede construir utilizando la notacién espacio-temporal
de 4 dimensiones y con esto surge el escalar 4-corriente de probabilidad

"
7= j) =) l((pau ¢0xu (2.35)
con esto la ecuacion de continuidad (2.34) se transforma a
ojt "
P 0uj*=0 (2.36)

esta ecuacion nos dice que la 4-divergencia de la 4-corriente de toda cantidad conser-
vada es cero [10].

11.a transversa del conjugado complejo (er también es llamada el conjugado Hermitiano. Para la ecuacién

de Klein-Gordon se aplica solo el conjugado complejo ya que se tiene un escalar [10].

13
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2.2.1.2. Problemas con la ecuacion de Klein-Gordon

Al estudiar la ecuacién de Klein-Gordon surgen dos problemas importantes: la proba-
bilidad y la energia. Al analizar la densidad de probabilidad p, ecuacién (2.32), notamos que
no esta definida positivamente como en el caso de la ecuacion de Schrédinger (2.27), p pue-
de tomar valores negativos porque en la ecuacién de Klein-Gordon se tienen derivadas de
segundo orden, esto conlleva a concluir que p no se puede interpretar como una densidad
de probabilidad [12].

Para el caso de la energia, notamos que al despejarla de la relaciéon energia-momento
relativista en unidades naturales se tiene

E=+1\/p?+m?

esto quiere decir que se van a tener términos con energia negativa al resolver la ecuacién
de Klein-Gordon y esto era un gran problema para aquella época, ya que no existia una
interpretacion fisica para energias negativas.

2.2.2. Espinores: Campos de espin %

Debido a que la ecuacién de Klein-Gordon involucraba soluciones con energias nega-
tivas, Dirac no estaba satisfecho con esta ecuacién como la ecuacion relativista de la ecua-
cién de Shrddinger, asi que decidid seguir intentando encontrar una teoria relativista para
el electrén, posteriormente descubri6 que esta teoria respondia a particulas con espin 1/2.
Lo primero que not6 fue que en la ecuacién de Klein-Gordon se obtenian soluciones con
energias negativas debido a que es unaecuacién de segundo orden en el tiempo, por lo cual
él intent6 crear una ecuacién lineal de primer orden a partir de la relacién relativista de
energia-momento de Einstein con unidades naturales

E=\/p*?+m?=ap+pm (2.37)

El problema era encontrar que valores debian tomar a y § para que se cumpliera esa
relacion, de'tal manera que al elevar al cuadrado la expresion (2.37) se obtenga lo mismo

2
(7] =
p?+m? =a’p’ + BPm’ +2aBmp
la inica manera de que esto sea posible es si

a’=1;, p*=1; 2aBf=0 (2.38)

14



2.2 Teoria Cuantica de Campos

pero es imposible que se cumplan las tres condiciones al mismo tiempo, pues @ y  no
pueden valer 1y al multiplicarse valer cero. Es aqui donde a Dirac se le ocurrié una brillante
idea, imponer otra condicién

ap # pa (2.39)

es decir, que a y f no conmuten, al decir eso se impone que el orden de los factores si
importe. Al volver a elevar al cuadrado la expresion (2.37) con esto en mente se llaga a

(W)z = (ap+pm)°

p*+m® = (ap+pm)(ap+pm)
p?+m? = a’p? + BEm? + afpm+ Pamp

p*+m? = a’p?® + fPm* + (aB +Pa) mp
ahora, las condiciones para que se cumpla deben ser
a’*=1;  f=1 (af+Ba)=0 (2.40)

ahora la pregunta es ;existen valores posibles para a y f que cumplan estas condicio-
nes?. Ciertamente no existen tales niimeros que las cumplan, pero Dirac, al ser aparte mate-
matico, sabia que lo tinico que podria cumplir con las condiciones dadas eran matrices jasi
que a 'y  debian ser matrices! pero no cualquier matriz, debian ser matrices de 4 dimensio-
nes a las que se les denominé Matrices de Dirac

Dirac encontr6 quelas matrices a y f debian tener la forma

(T 0}, o 0 o; .
,B—(O _1]), a—a,—(ai O) i=1,2,3 (2.41)

donde o son las Matrices de Pauli y 1 es una matriz identidad de 2 x 2

01 0 —i 1 0
01=(1 0); 02=(i Ol); 03=(0 _1) (2.42)

Con esta idea se construye la ecuacion de Dirac introduciendo un biespinor ¥ de 4 en-
tradas y pegandoselo a la energia definida en la ecuacion (2.37)

W
v, |
Y|’
Yy

Y= EY = (aip+pm)¥ (2.43)

y haciendo el cambio de las variables dindmicas a operadores definidos en (2.22) se ob-
tiene

15
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i%‘l’ =(pm—-ia;V)¥ (2.44)

esta notacion puede simplificarse si introducimos nuevas matrices y* que relacionen «
y B, estas matrices son muy conocidas, son las Matrices de Dirac

yi=Ba; y'=p (2.45)

teniendo ya las definiciones de a y § se pueden calcular las Matrices de Dirac

10 0 0 0 0 0 1
o |01 0 o0 Lo o0 10
Yoo -1 o Y7o -1 00
00 0 -1 1 0 0 0
(2.46)
0 00 —i 0 01 0
, o o0 i o s o 00 -1
Yo io o Y7|-1.00"0
i 00 O 0 1.0 0

existen en total 5 Matrices de Dirac, las 4 que se muestran arriba y una extra que re-

presenta el producto de las cuatro matrices gamma: y° = iy’y!y?y3. Para tomar en cuenta

la relacién dada en (2.45), lo primero que se hace es multiplicar la ecuacién (2.44) por S,
prestando atencién a las condiciones dadas en (2.40) que dicen que 2 = a® =1

0
i W = (BPm—iaBV)¥
) i
if= V- m¥+ iﬁ%V\P =0
0 )
iyoa\lf+ iY'V¥-m¥=0
i(yoa% +yiV)‘I’— m¥ =0

ahora seredefinen los términos para obtener una expresién dada en 4-vectores y asi se
vea explicitamente su covariancia de Lorentz

=) =00 YY)
o} d 0 o0 0
6 = _)V =\ 533 173 23 2
H (Gt ) (61‘ dx!’ 0x2’ 0x3
] .
Hou=y"—+y'V
YOou=y S+

con lo que la ecuacién se reduce a

16
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iyto, ¥ -m¥ =0

pero aun se puede reducir un poco mas utilizando la notacién de slash inventada por
Richard Feynman, la cual indica que si se tiene un vector covariante a multiplicado por una
matriz gamma se puede expresar con un slash sobre el vector a

d
Yay <

con esto se tiene la ecuacion de Dirac con la notacién mas conocida
(id—-m)¥ =0 (2.47)
La ecuacién de Dirac tiene soluciones de la forma
W) = |uge®) (2.48)

donde u, es un vector de 4 componentes y n corre de 1 a 4, esto debido a que se van a
tener 4 soluciones a la ecuacion de Dirac.

2.2.2.1. Densidad de Probabilidad

La ecuacién de Dirac es una ecuaciéon matricial, por lo tanto, contrario a los casos an-
teriores, se necesita considerar la transpuesta del conjugado complejo, pero ahora vamos
a incluir la adjunta de Dirac ¥ para obtener una expresién que relacione la corriente de
probabilidad con las matrices y*. La adjunta de Dirac esta definida como

Y =iyl (2.49)

y para obtener la ecuacién de Dirac adjunta vamos tomar la transpuesta del complejo
conjugado de la ecuacion (2.47)

¥ (=i, - m) =0 (2.50)
pero tenemos que el conjugado Herminitano de las matrices y* es igual a
" =yrty° (2.51)

al sustituir (2.51) en (2.50) nos queda

' (~iy’y*y%0,-m)=0 (2.52)
multiplicamos esta Gltima ecuacién por y° por la derecha y usamos que (y°)? = I, que
es la matriz identidad
_Z'\I/T,}/O,y,u,yo(a#,yo _ \I/T,}/Om =0
—iPy"9,-¥m=0
iYy*o,+¥m=0 (2.53)
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Ya tenemos la ecuacién de Dirac (2.47) y la ecuacién adjunta de Dirac (2.53), ahora mul-
tiplicamos (2.47) por ¥ y (2.53) por ¥

iPyHo, ¥ - mPY =0 (2.54)
i(0,9)Y"¥ + mP¥ =0 (2.55)

y sumamos estas dos expresiones
Wy 9, ¥ - mPW | + |10, Py + mPW| =0
iYyH0,¥ +i(0,V)y"¥ =0

.0 (%
s (¥rrw) =0 (2.56)
renombramos j* como el 4-corriente de probabilidad !
jt =yt (2.57)
con esto llegamos a la ecuacién de continuidad en'su forma covariante
i0,j" =0 (2.58)

Como ya se menciond, la razén de aplicar la adjunta de Dirac es para obtener la co-
rriente de probabilidad y su relaciéon con las matrices y*, pues esta definicién se ocupara
mas adelante, pero claro que también es posible obtener la densidad de probabilidad de la
ecuacién de Dirac con el conjugado Herminitano W' siguiendo el mismo proceso que en la
ecuacion de Klein-Gordon, conlo que se llega a

0 (it t+ _
= (¥h)+ v (¥taw) =0 (2.59)

y aqui surge la densidad y corriente de probabilidad
p=v'w;, j=viqy (2.60)

conlo que (2.59) se reduce a tener la ecuacién de continuidad

dp
+V-j=0 2.61
Y J (2.61)

Un punto importante a observar es que en este caso p es una variable definida positiva
y representa una densidad de probabilidad.

1Debemos tener cuidado en no confundir el 4-corriente j* planteado aqui con el escalar 4-corriente de la

ecuacion (2.35), pues su nombre lo dice, en la ecuacién (2.35) se tiene un escalar.
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2.2.2.2. Mar de Dirac

Dirac habia resuelto uno de los problemas que aparecian en la ecuacién de Klein-Gordon
al probar que la variable p representaba una densidad de probabilidad, sin embargo, el pro-
blema de tener soluciones con energias negativas seguia perdurando. Como ya se vio, la
ecuacion de Dirac arroja 4 soluciones, dos de ellas con energia positiva y dos con energia
negativa, fue en ese momento que Dirac present6 una interpretacion brillante para este fe-
némeno. Para empezar, not6 que las dos componentes con energia positiva representaban
el espin up y el espin down, es decir, las particulas que describia eran fermiones y por lo
tanto debian obedecer el principio de exclusién de Pauli, el cual pronuncia que dos particu-
las no pueden tener el mismo estado simultdneamente. Con esto en mente Dirac interpret6
la energia negativa como niveles de energia ya ocupados, asi que los fermiones con energia
positiva no podrian caer en estos estados ocupados, en otras palabras, el vacio esta lleno. A
este conjunto de estados ocupados, interpretados como energias negativas, se les llamo el
mar de Dirac.

En este punto Dirac ya habia solucionado el problema de las energias negativas, pero
quedaba otra cuestién pendiente ;que representaban las dos soluciones extras de su ecua-
cién?. El andlisis que hizo Dirac fue el siguiente, pensé que si el vacio estaba lleno un fer-
mién no puede entrar a ocupar un estado en el mar de Dirac, pero un fermién que ya este
dentro si puede salir si se le aumenta su energia; al dejar el mar de Dirac deja un hueco en el
sitio donde estaba y este hueco tiene las mismas propiedades que el fermién que salté a un
nivel de energia mas alto, pero con carga opuesta jeste hueco es precisamente una particula
de antimateria! asi que las dos'soluciones extras que salian en la ecuacion de Dirac eran las
componentes del spin up y spin down que describen a la antimateria.

Estas ideas presentadas por Dirac fueron muy revolucionarias para la fisica ya que su
ecuacion contiene de manera explicita una propiedad intrinseca de la particula, el espin,
ademds de que arroja toda una nueva gama de particulas que constituyen la antimateria.
Esta teoria de la antimateria fue corroborada experimentalmente en 1932 por Carl David
Anderson quien descubri6 el positrdn, la antiparticula del electrén, al investigar la radiacién
coésmica.

2.2.2.3. En Teoria Cudntica de Campos

Sabemos que si una particula tiene un espin (n + %) obedece el principio de exclusién
de Pauli que impide que los fermiones ocupen el mismo estado, es decir, no se puede crear
un campo de fermiones macroscépico. Es importante hacer mencién de este hecho para
explicar que no es posible realizar la segunda cuantizacién a partir de una teoria de campos
clasica para fermiones porque no se puede tener un campo clasico de fermiones, en lugar
de eso se toma la ecuacién de Dirac en RQM, ecuacién (2.47), como la ecuacién de campos
cudnticos en QFT, con la diferencia que ahora ¥ es un campo y no un estado.

(id-mW¥Y=0 (2.62)

19



2. ELECTRODINAMICA CUANTICA

y de esta expresion se puede deducir la densidad lagrangiana para campos de espinores
libres
L =Y (iyto,—m)¥ (2.63)

2.2.2.4. Elpropagador de fermién

Los propagadores de Feynman representan a particulas virtuales que llevan energia y
momento de una particula real a otra, es el medidador de las fuerzas fundamentales. El
diagrama de Feynman que se usa para representar el propagador de fermién es

k
A > B

Figura 2.2: Propagador de fermién

El tiempo juega un papel muy importante en el entendimiento de los propagadores de
Feynman, veamos la siguiente imagen

R tiem;zo R

B B
a). ta<ip b) tp<ta

Figura 2.3: Dos posibilidades del propagador de fermion

en a) vemos que se crea una particula en el punto Ay se destruye en el punto B, por lo
tanto, el tiempo 4 es menor que z; como caso contrario, en b) tenemos que se crea una
antiparticula en el punto B y se destruye en el punto A, teniendo ¢ < f4. La importancia
de este andlisis es que el propagador tiene que mostrar estas dos posibilidades, para esto
se introduce el operador de ordenamiento temporal 7. Este operador 1" representa tanto
la creacién de una particula como una antiparticula virtual y su destruccién [10]. Renom-
brando A = x; y B = x», el operador de ordenamiento temporal se expresa en el caso de
fermiones:

T{Y (x)) ¥V (x2)} =¥ (1) ¥ (x2) para ty, <ty (2.64)
T{Y (x1) ¥ (x2)} = =¥ (x2) ¥ (x1) para ty, <ty (2.65)

Con esta idea en mente, matemdaticamente el propagador de fermién se expresa como
una amplitud de transicién, la cual es el valor de expectacién en el vacio! de T, esto nos
ayuda a encontrar la particula virtual en el vacio

110y es el estado de vacio.
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iS(x1—x2) = O] T{¥ (x1) ¥ (x2)} 0) (2.66)

donde @ es el campo de fermiones y S(k) es la notacién que usualmente se utiliza para
describir el propagador de fermidn. El cuadrado de este valor es la densidad de probabilidad
de que se observe la particula o antiparticula.

A partir de la ecuacion (2.66) se puede llegar al propagador de fermién en el espacio de
momentos

1
Solk) = —— (2.67)
k-m
La ecuacion (2.66) es una de las funciones de Green por su forma matemaética, en gene-
ral, los propagadores son matemdaticamente funciones de Green. Estas funciones se pueden
escribir como

O T{Y (x1) ¥ (x2)} 10} (2.68)
O] T{AH (x1) AY (x2)}10) (2.69)
O T{W (x1) A* (x2) W (x3) }|0) (2.70)
O T{¢p1 (x1): - by (x)} 10) 2.71)

Estas son las funciones de Green de n-puntos, donde en n campos ¢; (ec. 2.71) pue-
den ser tanto campos fermiénicos como foténicos [1]. Las funciones de Green de 2-puntos
(2.69, 2.70), representan al propagador de fermidn y fotén, respectivamente; mientras que
la ecuacién (2.70) es el vértice fermion-fotén y una funcién de Green de 3-puntos.

A los propagadores también se les conoce como funciones de correlacién por su carac-
teristica de correlacion implicita entre los eventos x y x, [10].

2.2.3.. Vectores: Campos de espin 1

Sabemos que las ecuaciones que gobiernan a las particulas masivas y no masivas con
espin 1 son las ecuaciones de Proca y las ecuaciones de Maxwell, respectivamente. En este
trabajo solo nos centraremos en el estudio del fotén, una particula no masiva con espin 1,
por lo cual desarrollaremos solamente las ecuaciones de Maxwell.

La forma diferencial de las ecuaciones de Maxwell es muy conocida, lo que vamos a
hacer ahora es mostrar su forma covariante de Lorentz expresada en 4-vectores, para esto
empezaremos con el electromagnetismo clésico. Las ecuaciones de Maxwell sin corrientes
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2. ELECTRODINAMICA CUANTICA

ni cargas eléctricas en el vacio y con unidades naturales se expresan

V-E=0

OE
VXB:@—

J 2.72)
V-B=0

0B

E=-——

VX o1

estas ecuaciones podemos reescribirlas si introducimos el potencial eléctrico ®(x,?) y
el magnético A(x, t). Los campos eléctrico (E) y magnético (B) en términos de los poten-
ciales se definen como

0A
E=—Vq)—a—t ; B:VXA (273)
de esta manera, al sustituir estos valores de los campos. (E).y (B) en las ecuaciones
(2.72) vamos a obtener solo 2 ecuaciones

0A 0
N=-VP-—| = - ZQ)—— CA) = 2.74
\% ( v Gt) 0 = v at(V )=0 (2.74)
9 9A PA L, 0
VX(VXA)—&(—V(D—E) = F—V A—_VE_V(VA) (275)

esto nos reduce la complejidad al resolverlas, pues pasamos de querer resolver 4 ecua-
ciones en (2.72) a solo dos ecuaciones para el campo eléctrico y magnético en (2.74, 2.75),
es decir, bastard con conocer ®(x, 1)y A(x, t) para calcular £y B por medio de (2.73).

En general, los campos no solo estan determinados por los potenciales (2.73), existen
diferentes potenciales que llegan a las mismas cantidades observables de E'y B, a esto se le
llama una teoria de norma, ala capacidad de transformar los potenciales, normas, y obtener
los mismos observables, en otras palabras, se tiene una transformacién de norma invarian-
te [10].

La pregunta es ;qué condiciones extras se les debe imponer a los potenciales para man-
tener la invariancia?. Supongamos dos conjuntos de potenciales, (@, A) y (@', A”), que de-
ben producir los mismos campos E y B y tienen la siguiente relaci6n

A'=A+o (2.76)
O =d+p (2.77)

dado que el potencial vectorial A y A’ deben producir el mismo campo magnético,
B = B’, su rotacional debe ser igual

B' =VxA'=Vx(A+0)=VxA+Vxoc=B+Vxo (2.78)

22



2.2 Teoria Cuantica de Campos

Vxo=0 2.79)
para que esto sea cierto, o se puede escribir como el gradiente de un escalar
o=Vf (2.80)

con esto ya conocemos el valor de o. Por otra parte, al igual que en el caso del campo
magnético, los potenciales deben arrojar el mismo campo eléctrico E = E’, entonces

A/
E'=-Vo'- aat =-V(®+6)-0;(A+0)
=-V0-Vp-0,A-0,0=-VO-0,A-(Vp+0,0)
=E-(Vp+0,0) (2.81)

VB+0d,0=0 (2.82)

pero ya conocemos el valor de o en (2.80), por lo que

VB+0,(Vf)=0 = V(B+0.f)=0
of
PE
con las definiciones de o y f que obtuvimos en (2.80) y (2.83) podemos reescribir (2.76)
y (2.77)

(2.83)

A =A+Vf = A=A'-Vf (2.84)
@’:@-g = q):q>’+g (2.85)
ot ot

esto nos dice que podemos adherir cualquier funcién f a los potenciales siempre y
cuando F y B no se modifiquen, cambiar la funcién f es cambiar la norma. A pesar de
que la funcién f puede tener una variedad de formas se va a tomar aquella que facilite re-
solver las ecuaciones (2.74) y (2.75), es decir, queremos un potencial (norma) adecuado, por
lo cual tomamos la norma de Coulomb

V-A=0 (2.86)
que al aplicarla en las ecuaciones (2.74) y (2.75) se reducen a

V2o =0 (2.87)
A _, 0D
S5~ ViA=-V— (2.88)

de la ecuacién (2.87) se puede ver que una solucién es ® = 0, y con esto la ecuacién
(2.88) se hace cero en el lado derecho

(O—Z—VZ)A—( r_ o A= o A=0,0tA=0°A=0 (2.89)
02 ~0x%9x0  oxioxi)T  oxtax,” M T - '
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2. ELECTRODINAMICA CUANTICA

esta ultima expresion es la ecuacién de onda. Podemos concluir que con la norma de
Coulomb se fija el potencial escalar a ser cero y con esto obtenemos la ecuacién de onda
en términos de A. Esta ecuacion de onda es la version simplificada de las ecuaciones de

Maxwell
O#O”A =0 (2.90)

a partir de aqui se pueden calcular £ y B con (2.73).

2.2.3.1. Notacion 4-vector

Anteriormente vimos que es posible combinar el espacio y el tiempo en un-solo objeto
x% = (ct, x"), ahora combinemos el potencial escalar (®) y vectorial (A) en un.solo potencial
4-vector A*. Se define en unidades naturales

O(x, 1)
Al(z, 1)
A (x, 1)
A(x, 1)

A, D) = (@, 1), A, )T 6 A, )= 2.91)

Si ya lo hicimos para los potenciales podemos hacerlo para los campos, pero ;cé6mo
combinamos los 6 componentes de los campos E'y B?. Sabemos que tiene que ser un ten-
sor antisimétrico para que tenga 6 componentes independientes y ceros en la diagonal

MY = V¢ (2.92)
este tensor F*¥ se puede definir en términos del potencial 4-vector
F*Y (x) = 0¥ A*(x) — oM AY (x) (2.93)

cada uno de los componentes de esta matriz se pueden calcular corriendo los indices
u,v=0,1,2,3, por ejemplo para calcular el componente cuando y=0yv=1

0 0 00 09A 0A\!
FOl(x):alAO—OOAI:a—)Cld)—a—xo 1:—@—E:(—v¢—a) (2.9
=E'=E,
al correr cada indice se tiene el tensor F*¥ en unidades naturales
0 E. E E
= | B 0 Be By (2.95)

~E, By, -By 0

es posible reescribir las ecuaciones de Maxwell en términos de este tensor F*¥, sin em-
bargo, vamos a expresarlas en términos del potencial 4-vector A* ya que, como vimos ante-
riormente, se obtiene una versién simplificada de las ecuaciones de Maxwell con la que es
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2.2 Teoria Cuantica de Campos

mas sencillo trabajar.

Tomando como referencia las ecuaciones (2.74, 2.75) es posible escribir las ecuaciones
de Maxwell [10] para A*

0%04 AH(z, 1) — M (0, A (x, 1)) =0 (2.96)

para comprobar que esto es cierto vamos a tomar y = 0y ver que sale

090, A%(x, 1) - 0° (0, AV (x, 1)) =0

0 . 0 ) o O (6A°+6A1+6A2+6A3 <
0x%xy 0xi0x; Oxo \0x0  0x0  0x0 . 4x0)
_ A" 0 0AT
dxioxi Ot ox
0
V- o (V-A)=0 (2.97)

nos damos cuenta que al hacer esto obtenemos la ecuacién (2.74), ahora tomamos p = i

0%, Al (z, 1) — 0" (0, AY (x, ) =0

0 s 0* ) 0 (6A°+6A1+6A2+6A3
0x%xy 0xidx;)  0x;\0x0  0x0  9x0  9x°
0?A -, oD
vipa-_v2®_ A 2.98
T Vo YV A (299

que es exdctamente igual a la ecuacion (2.75), por lo tanto, comprobamos que la expre-
sion (2.96) son las.ecuaciones de Maxwell en el espacio de 4 dimensiones.

Al igual que en el caso de los potenciales ® y A, A* también puede tomar diferentes
formas que resuelven las ecuaciones de Maxwell

At — AH = AF 4 oM f (2.99)

donde al variar f se cambia de norma pero se siguen dejando invariantes los campos E
y B.Anteriormente utilizamos la norma de Coulomb, en este caso usaremos la norma de
Lorenz

0yAY(x, 1) =0 (2.100)
y al aplicarla a la ecuacién (2.96) esta se reduce a

02 02
+ —
0x%xy 0xi0x;

2 02

0%0, AH (x, t) = —_——
A (@, 1) 0r>  0xiox!

)A”(:B, )= ( )A'“(:B, 1)=0 (2.101)

llegamos a la ecuacién de onda en términos del potencial 4-vector A*, es decir, con la
norma de Lorenz las ecuaciones de Maxwell toman la forma de la ecuaciéon de onda.
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2. ELECTRODINAMICA CUANTICA

Concluimos que la forma simplificada de las ecuaciones de Maxwell en 4 dimensiones
es

0“0y At (x, 1) =0 (2.102)

y con esto se pueden calcular los campos F y B mediante el tensor F*V de (2.93) y sus
componentes (2.95). La solucién de la ecuacion (2.102) es una onda plana A*(x, t).

2.2.3.2. En Mecanica Cudntica Relativista

Los fotones son particulas no masivas que obedecen la relatividad especial'y tienen su
momento y energia bien definidos. Al ser particulas con espin entero no cumplen el princi-
pio de exclusién de Pauli, por lo cual varios fotones pueden colapsarse en el mismo nivel de
energia y asi crear un campo cldsico macroscépico, un campo electromagnético. Esto quie-
re decir que si las ecuaciones de Maxwell describen un campo electromagnético también lo
hacen con cada fotén que compone el campo macroscépico.

Debido a que los foténes son relativistas no puede existir una teoria cldsica o cuantica no
relativista. Para obtener una teoria cuantica del electromagnetismo cldsico basta con tomar
A como un estado cudntico tinico e involucrar conmutadores. Por lo tanto, en RQM y en el
electromagnetismo clésico se tendré la misma ecuacién de onda.

0%, A" (@, 1) =0% 4 |A*)y =0 (2.103)

estado

2.2.3.3. En Teoria Cudntica de Campos
Para la segunda cuantizacion se va a tomar directamente la densidad lagrangiana de la
teoria electromagnética de campos cldsica, donde A*(x, f) es un campo real cldsico

L =—=(0vAu(x, D) (0” AF(x, 1)) (2.104)

1
2

y se calculanlas ecuaciones de movimiento aplicando las ecuaciones de Euler-Lagrange.
Con esto obtenemos la ecuacién de campo para QFT, que tiene la forma que ya conocemos,
con la diferencia de que ahora A* es un campo cudntico, no un estado cudntico como en
(2.103)-ni un campo cldsico como en (2.102).

0%0q AM(z, 1) = 0 (2.105)

2.2.3.4. Propagador de Fot6n

A continuaciodn, en la figura 2.4 se muestra el diagrama que representa al propagador de
foton
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2.3 Cuatro fuerzas interactuantes

q

A NVVVVVVVVVVVV B

Figura 2.4: Propagador de foton

Ya vimos que el propagador transmite energia y momento de un punto A a un punto
B. Al igual que en el caso del fermién, es necesario introducir el operador de ordenamien-
to temporal T' que nos indica las dos posibilidades que tiene un propagador, ya sea el de
crear una particula y luego destruirla o crear una antiparticula y posteriormente destruirla.
La diferencia en este caso es que el fotén es su propia antiparticula ya que no tiene masa
ni carga eléctrica. En la ecuacion (2.70) ya vimos que la funcién de Green que describe al
propagador del fot6n es

AV (x1 = x2) 0| T {A¥ (x1) A” (32)}10) (2.106)

esta ecuacion nos permite llegar al propagador de fotén expresado en el espacio de mo-
mentos

(2.107)

donde g = k — p. Sin embargo, si tomamos en cuenta que a partir de una transforma-
cién de norma en los potenciales las ecuaciones de Maxwell permanecen invariantes [13],
el propagador de fermi6n se puede escribir como
uv WV
A (q) =—g—2+(1—€)—q 4q (2.108)
q q

Esta tltima aportacion se aclarard mas adelante.

2.3. Cuatro fuerzas interactuantes

Con lallegada de la QFT fue posibre describir los diferentes tipos de interacciones en el
Modelo Estandar (SM), los cuales son la fuerza electromagnética, la fuerza debil y la fuerza
fuerte. Hasta la fisica que conocemos hoy en dia solo existen 4 fuerzas fundamentales, las
tres ya mencionadas mas la fuerza gravitacional. En el libro Introduction to elementary par-
ticle, D. Griffiths explica claramente estas 4 fuerzas mediante una tabla, la cual muestro a
continuacion
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2. ELECTRODINAMICA CUANTICA

Fuerza Teoria Mediador
Fuerte Cromodindmica cuantica (QCD) Gluén
Electromagnética Electrodindamica cuédntica (QED) Foton
Debil Dinamica cuantica de sabores (QFD) W, Z
Gravitacional Geometrodindmica Graviton

Tabla 2.2: Cuatro fuerzas fundamentales [14]

Como se observa en la tabla 2.2, la teoria que describe las interacciones fuertes es co-
nocida como la Cromodindmica Cuéntica (QCD), y la particula por la cual se dan estas in-
teracciones es el gludn. Esta teoria fue desarrollada a mediados de los 70 por David Politzer,
Frank Wilczek y David Gross, es responsable, entre otras cosas; de la union de tres quarks
para formar protones y neutrones [12].

La interaccion entre el electron y el foton la describe la teoria de la QED, teoria en la
que se basa todo este trabajo. La Dindmica Cudntica de Sabores (QFD) es la encargada del
estudio de la interaccion debil cuyos mediadores son los bosones Z y W*. El nombre de
esta teoria no es muy comun debido que en 1968 Sheldon Glashow, Abdus Salam y Steven
Weinberg formularon una teoria que trata las interacciones electromagnética y debil como
dos manifestaciones de una sola fuerza, la fuerza electrodebil [14], en este sentido las cua-
tro fuerzas fundamentales se reducen atres, a esta teoria le llamaron la Teoria Electrodebil.

La teoria cuantica de la gravedad es aun una interrogante en la fisica del SM, se especula
que su particula mediadora es el graviton, sin embargo, su interaccién es tan debil que hasta
la fecha no ha sido posible observar dicha particula (si es que existe) con los niveles de
energia que se han logrado alcanzar en los aceleradores de particulas.

2.3.1. Electrodinamica Cudntica

La QED es la primera QFT, desarrollada entre 1930 y 1950 por Tomonaga, Feynman y
Schwinger quienes recibieron el premio Nobel en 1965 por su trabajo. Esta teoria estudia la
interaccion entre la radiacién con el campo electromagnético, es decir, la interaccién entre
fotonesy electrones. Experimentalmente QED es la teoria mas exitosa, entre sus logros esta
el predecir el momento magnético anémalo del electrén con una exactitud de 6 decimales
[12].

Para construir esta teoria se necesitan dos cosas
» El campo cudntico del electrén mediante la ecuacién de Dirac

» El campo cudntico del fotén mediante las ecuaciones de Maxwell
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2.3 Cuatro fuerzas interactuantes

Anteriormente ya desarrollamos estos dos requerimientos pero para campos no inter-
actuantes, cuando sabemos que en el mundo real interactiian entre si. Es por esta razén que
necesitamos obtener tanto la ecuacién de Dirac como las ecuaciones de Maxwell teniendo
en cuenta cargas intectuantes.

En el electromagnetismo clésico las ecuaciones de Maxwell teniendo en cuenta una
densidad de carga pcqrgq y una densidad de corriente jcqrgq S€ €Xpresan

V'E:Pcarga
oFE .
VXB_E:Jcarga
(2.109)
V-B=0
VXE+§:0
ot

al igual que en caso no interactuante, vamos a escribir estas ecuaciones en términos de
los potenciales ya vistos en (2.73), con lo que (2.109) se reduce a
2 6
_V (D_E(V'A) :pcarga (2.].10)

0’A aP :
W—V2A+VE+V(V-A)=]“"5W (2.111)

y al reescribir (2.110) y (2.111)-usando el potencial 4-vector A se tiene
0%04 A¥ (x, 1) — oM (0, A" (x, 1)) = st (x, 1) (2.112)
donde s* es la carga eléctrica 4-corriente [10] definida como
st = _e]‘ll = (pcarga,jcarga) (2.113)
Para comprobar que (2.112) engloba las ecuaciones (2.110) y (2.111) vamos a hacer 1 =0

090, A%(x, 1) — 8° (0, AV (z, 1) = °(x, 1)
62 N 62 )AO b] (aAO+aA1+aA2+aA3 _
0x%xy 0xiox; 0x0 \0x0  9x0  ax0  ox0) Pcarga

0
-V - 5 (V- A) = pearga (2.114)

nos damos cuenta que se cumple que cuando p = 0 se llega a la ecuacién (2.110). Ahora,
haciendo p =i tenemos

090, Al (z, 1) - 0" (0, AY (, 1)) = 5" (x, 1)
02 0° ) 0 (aAO Al 04?2 0A3

—  t —+—— 4+ —|=3
0x9  9x0  9x0  o9x0 Jearga

9x%x,  oxiox;) ox:
A L) )
W_VzAJrVEJFV(V'A):J“”g“ (2.115)
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que es exdctamente la ecuacion (2.111).

Aligual que en el caso de fotones no interactuantes, aplicamos la norma de Lorenz
dvAY(x,1)=0 (2.116)
y con esto (2.112) se reduce a
0%0q A (x, 1) = sH(x, 1) (2.117)

con esto ya tenemos las ecuaciones de Maxwell interactuantes en términos del potencial
4-vector A*.
Por otra parte, vale la pena escribir el lagrangiano cldsico para el campo-electromagné-
tico
& = —% (0vAu(x, 1) (0¥ A (x, ) — sH Ay (, 1) (2.118)

sise sustituye £ en las ecuaciones de Euler-Lagrange para campos se llega a la ecuacién
(2.117). El primer término corresponde a la parte libre mientras que el segundo considera
las interacciones.

2.3.1.1. EnRQM

Cuando pasamos a RQM recordemos que A ahora representa el estado cuédntico del
fotén, ademads, se va a considerar que el Lagrangiano es igual al que tenemos en la teoria
cléasica expresado en (2.118) y por lo tanto las ecuaciones de Maxwell también tienen la mis-
ma forma que en (2.117), sin embargo, podemos hacer un anélisis a la estructura de la carga
eléctrica 4-corriente.

En el capitulo donde tratamos la ecuaciéon de Dirac sin interacciones llegamos a ver que
el 4-corriente de probabilidad lo podemos expresar como

j*=(p,J) = Py'w (2.119)

es posible afirmar que la densidad de probabilidad varia directamente con la densidad
de carga, entonces, es posible asumir que

sh=—ejt = —eWylw (2.120)

con lo que al sustituir s# en (2.117) vamos a llegar a la ecuacién de onda para fotones
tomando en cuenta las interacciones

0%, AF = —ePyHW (2.121)

las funciones ¥ y ¥ también representan estados en RQM. Por otro lado, sustituyendo
(2.120) en (2.118) vamos a tener

P = (0vA) (0" A¥) + €Ty HW A, (2.122)
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este lagrangiano toma en consideracion la parte del fotén libre en el primer término,

y en el segundo muestra la interaccién entre el electron (¥) y el fotén (A*), sin embargo

falta agregar la parte del electron libre. En la ecuacién (2.63) vimos que el lagrangiano del
electron libre es

L =Y (iy"o,-m)¥ (2.123)

asi que si se lo sumamos a (2.122) tendremos el lagrangiano completo para esta teoria
en RQM, esto nos da

1 _ _

&= -5 (0,A,) (0¥ AF) + W (iyH0, — m) Y + ePyH YA, (2.124)

Para obtener la ecuacién de Dirac que considere las interacciones basta con usar las
ecuaciones de Euler-Lagrange para campos, al hacerlo obtenemos

(iyFo,—m)¥ = —ey* P A, (2.125)

2.3.1.2. EnQFT

Para llegar a la teoria cudntica de campos QED tenemos dos caminos, uno es partiendo
de la teoria electromagnética de campos interactuantes cldsica y el otro partiendo de RQM.
En esta ocasién nos vamos a ir por el segundo camino ya que es el mds sencillo, esto de-
bido a que el lagrangiano completo en RQM es el mismo en QFT, solo se deben agregar las
relaciones de conmutacién y anticonmutaciéon para campos a la teorfa.

Por lo tanto, las ecuaciones electromagnéticas de campos interactuantes en QFT son
(2.121, 2.125)

0%0, AH = —eWyHY (2.126)
(iyH0,—m) ¥ = —eyt AP (2.127)

en este caso A%, ¥ y ¥ son campos. La densidad lagrangiana electromagnética interac-
tuante en QFT es

1 — . —
L= (0,A,) (0¥ AF) + W (iyH0, — m) ¥ + ePyH YA, (2.128)
que, como ya vimos, engloba el lagrangiano del fotdn libre, el del electrén libre y el que
indica la interaccién entre ambos.

De acuerdo ala teoria de norma, que nos dice que el Lagrangiano no cambia bajo trans-
formaciones locales !, es necesario introducir un término extra a nuestra densidad lagran-
giana de la ecuacidn (2.128) que deje el sistema invariante de norma, sin cambios; este tér-
mino tiene la forma

I Transformaciones globales: Se cambia la fase en el espacio y los sistemas son equivalentes.
Transformaciones locales: Dependen de cada punto del espacio, para recuperar la simetria de norma (también

conocida como gauge) se introducen campos adicionales.
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1
2¢
donde ¢ es una constante llamada el pardmetro de norma. Los valores de esta constante

¢ nos dicen la norma en la que estamos, normalmente se denomina, de acuerdo a [15],
como:

(0,44 (2.129)

¢ =0, Normade Landau
(2.130)

¢ =1, Normade Feynman

este pardmetro resulta muy importante al analizar la dependencia que tiene ¢ sobre
nuestros resultados. Al agregar el término (2.129) a (2.128) obtenemos la densidad lagran-
giana completa de QED

1 — — 1
ZLoep =~ (0vAu) (0" AM) + ¥ (iy#0, — m) ¥ + ¥y W A, < E(OMA”)Z (2.131)
al agregar este término que contiene el pardmetro de norma ¢ tenemos una densidad

lagrangiana con fijacién de norma. La simetria de norma nos da las interacciones funda-
mentales, es decir, los bosones de norma’.

2.3.1.3. Propagadores a n-lazos

Los propagadores vistos anteriormente son propagadores a nivel de drbol®. En teoria de
perturbaciones se modifican estos propagadores con correcciones a n-lazos [1]. Ahora, con
estas modificaciones, los propagadores toman la forma

k) = ) 2.132)
M) =-Mg) g - LL| ¢ L (2.133)

donde F(p?) es'la renormalizacién de la funcién de onda del fermién y M(p?) es una
funcién de masa. Las expresiones (2.132, 2.133) son la suma de todas las autointeracciones
posibles [16];por lo tanto, son los propagadores completos. Si se toman

1
Ao(q2)=?, Fph=1, M@p*=m (2.134)

sellega a los propagadores a nivel de drbol de las ecuaciones (2.67) y (2.108).

I Existen cuatro tipos de bosones de norma en el SM: foténes, gluones, bosones Wy Z

2propagadores a nivel de 4rbol: Propagadores descritos en la teoria libre, sin tomar en cuenta las interac-

ciones.
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Capitulo 3

Ecuaciones de Schwinger Dyson

“... te mostraria que el rebafio puede dejar de serlo, que las doctrinas nada
pueden contra la iniciativa del ser individual, la desobediencia del ser indivi-
dual, el coraje del ser individual; que cada uno/es alguien porque quiere serlo,
que la salvacion esté en el individuo quepromueve su propia revolucién inte-
rior.”

-Un Hombre, Orina Fallaci-

3.1. Régimen perturbativo vs no perturbativo

Una QFT normalmente estd desarrollada con aproximaciones perturbativas, en este con-
texto, las interaccionesson tratadas como pequeias perturbaciones de campos libres y los
observables se calculan usando series de potencias. Los datos experimentales nos han mos-
trado que esta teoria funciona muy bien en un amplio rango de energias obteniendo resul-
tados sorprendentemente acertados con los experimentos [17], sin embargo, existen varias
situaciones donde un andlisis perturbativo ya no es suficiente, lo que nos lleva a concluir
que QFT perturbativa no es la teoria final.

El estudio de una teoria no perturbativa comenz6 tan pronto como la comunidad cienti-
ficanot6 que mas alla del nivel &rbol cada término de la expansion diverge [18], porlo cual se
deben quitar esas divergencias renormalizando la teoria. Usualmente para renormalizarla
se utiliza un pardmetro de regularizacion para separar las partes finitas de las divergencias.
Posteriormente, se emplea algiin esquema de renormalizacién para quitar las divergencias.
Después del proceso de renormalizacion, la expansién perturbativa tenia un gran éxito en
QED.
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3. ECUACIONES DE SCHWINGER DYSON

Algunos de los problemas que QFT perturbativa no puede responder son el confina-
miento en la teoria de la QCD y el rompimiento dindmico de la simetrial quiral (DCSB).
En el caso del confinamiento, se ha visto que el pardmetro de acoplamiento a disminuye
cuando los quarks se encuentran a altas energias dejando que interactiien con poca intensi-
dad, es decir, tienen una libertad asintética que les permite moverse casi como si estuviesen
libres sin olvidar que siguen dentro de una sopa de quarks y gluones. Pero si nos movemos
a bajas energias, donde viven los hadrones, sucede algo curioso, el pardmetro de acopla-
miento a se hace mas intenso de tal manera que si intento separarlos aumenta su confina-
miento. Este fen6meno es invisible en una QFT perturbativa pero es posible estudiarlo en
el régimen no perturbativo [20].

Por otro lado, también a bajas energias, vemos que el quark adquiere masa entre 300 y
400 MeV mas de lo que se presenta fundamentalmente. Esto nos dice que existen dos me-
canismos que dotan de masa a las particulas: el Higgs y las interacciones fuertes, de hecho,
el 98 % de la masa total del protén proviene de las interacciones fuertes, por lo cual se dice
que se puede generar masa dindmicamente a través de las interacciones que van vistiendo
a las particulas. Este fendmeno es conocido como el DCSBy solo se puede estudiar no per-
turbativamente.

Para estudiar una QFT en régimenes no perturbativos se han desarrollado varias aproxi-
maciones, entre ellas se encuentra Lattice QCD ylas Ecuaciones de Schwinger Dyson (SDE).
En este trabajo abordaremos QED no perturbativa mediante las SDE.

3.1.1. Ecuacidnes de Schwinger Dyson del propagador fermiénico

Las SDE pueden ser consideradas como las ecuaciones de Euler-Lagrange de una QFT.
Son una torre infinita de ecuaciones integrales acopladas que estan compuestas por fun-
ciones de Green [21]. Resolver estas ecuaciones equivale a resolver la teoria, por lo cual, se
puede asegurar que una QFT esta resuelta cuando se conocen todas las funciones de Green.
Sin embargo, es imposible resolver estas SDE con las herramientas matematicas que tene-
mos hasta ahora, ésto debido a que son infinitas en nlimero y estdan acopladas entre si. La
Unica manera en que se pueden resolver es truncandolas.

La figura 3.1 muestra la expansion perturbativa [16] del propagador de fermién comple-
to ensu forma diagramatica

Ta energia era enorme al principio del universo, pero, al irse enfriando, se fueron perdiendo varias sime-
trias en un proceso que se le llama ruptura espontanea de la simetria. Por esta razon se cree que al principio del
universo existia una sola fuerza fundamental, y al romperse esta simetria surgieron las 4 fuerzas fundamentales

que hoy conocemos [19].
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3.1 Régimen perturbativo vs no perturbativo

O—C

Figura 3.1: Expansion perturbativa del propagador de fermién

si esto lo traducimos a notacién matematica tendremos
Sr(k) = S% (k) + [S% (O] [Z () [S% ()] + [S% (O] [Z (R [S% (O] [Z (R [Sk ] +---  (3.1)

donde la expresion X (k) es la autoenergia del fermion, la cual engloba todas las correc-
ciones radiativas que aparecen en el propagador de fermién'. Factorizamos SOF (k)Z (k) de
la ecuacién anterior

Sr(k) = S% (k) + S% (k) Z (k) (S% (k) + S% () Z (k) S () +-++) (3.2)

Notamos que la expresiéon que estd entre el paréntesis es la definicién de Sr(k) que se
daen (3.1), por lo cual
Sr(k) = 8% (k) +S% (k) = (k) Sp(k) (3.3)

Para llegar a una expresiéon mas amigable multiplicamos (3.3) por S;l (k)
1=8%(k) S5* (k) + S% (k) = (k) (3.4)
ahora, esta expresion la multiplicamos por SOF_l (k)
SO oy = S71 (k) + 2 (k) 3.5)
y despejando S;l (k) tenemos
Si =847 (-2 (k) (3.6)

En 4 dimensiones [1] X (k) esta definida como

4

d
(k) =ié fM (Zn?47”5p(p)r“ (k. p) Auv (4) 3.7)

donde g = k— p y M indica que esta descrita en el espacio de Minkowski. Por lo tanto, la
ecuacion de Schwinger Dyson para el fermién en 4 dimensiones es

_ -1 ) dp
Syt (k) = S% (k)—leszwy Se(PTH (k, p) Auv (q) (3.8)

y su expresion diagramaética

IExisten tres tipos de correcciones radiativas: 1. Del propagador de fermién, 2. del propagador de fotén, 3.

del vértice fermion-foton [16]
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3. ECUACIONES DE SCHWINGER DYSON

q

\_/ /S
k P

Figura 3.2: Ecuacion de Schwinger Dyson para el fermién 6 ecuacion del gap

Ala ecuacién (3.8) también se le conoce como la ecuacién del gap por su caracteristica
de contener tanto una solucion perturbativa como una no perturbativa.

Bajo la misma idea es posible obtener la SDE para el propagador del foton, para el vér-
tice fermi6én-fotén y toda la pila infinita de SDE. Para el caso del fot6n se tiene la siguiente
ecuacién de Schwinger Dyson en 4 dimensiones y su respectivo diagrama

< -1 o
ANEIWN = VWV - Ny %)
(S)

Figura 3.3: Ecuacion de Schwinger Dyson para el fotén

-1 _ A0 1 .5 d4p
Ayv (CI) _A/,w —le foMWvaF(P)Fu (k, p) Sr (k) (3.9

donde N res el niimero de sabores para los fermiones. Los términos SOF (k)y Afw (q) son
los que ya habiamos visto en (2.67 , 2.108), simplemente les afiladimos el superindice cero
para diferenciarlos de los propagadores completos

5% (k) = (3.10)

k— my
qudv
q2

A)y(q) = % gt (E-1) (3.11)

Anteriormente ya habiamos mencionado que para poder dar solucién a estas ecuacio-
nes es necesario truncarlas. En el régimen no perturbativo, este truncamiento, por las razo-
nes de simplificacion y conveniencia, se da en las primeras dos SDE, es decir, se desacoplan
los propagadores de fermi6n y fotén (3.8, 3.9). Sin embargo, como podemos notar, estas
ecuaciones también tienen dependencia del vértice fermion-foton I'; por lo cual, es nece-
sario construir un Ansatz para el vértice fermién-fotén. Este Ansatz no puede ser cualquier
Ansatz, debe cumplir con la invariancia de norma y en general con las caracteristicas fun-
damentales de la teoria [1].
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3.2 Identidades y Transformaciones

Para el caso de un espacio-tiempo en d-dimensiones los trabajos [2, 16] nos proporcio-
nan la ecuacién del gap en d dimensiones

d

S7' (p) =S4  (p) + iezf d kdy“sF(k)rV(k, P)A L (@) (3.12)
M (27)

Debemos notar que las ecuaciones en esta seccion estan descritas en el espacio de Min-
kowski, para pasarlo al espacio Euclidiano necesitamos implementar rotaciones de Wick.
En [1, 21] nos proporcionan una transcripcion directa de elementos en el espacio de Min-
kowski y su equivalente al espacio Euclidiano.

Minkowski Euclidiano

f dtqg — ifd4q
M E
au

o= vy
ab — =a-b
a — —ia (3.13)

donde E indica que se encuentran en el espacio Euclidiano.

3.2. Identidadesy Transformaciones

3.2.1. Identidad de Ward-Fradkin-Green-Takahashi

La WFGTI se puede expresar en el espacio de momentos como
(k= pu) T (k, p) = S5 (k) = S (p) (3.14)

la cual relaciona el propagador de fermién Sr con el vértice T'#. Para comprobar esta
identidad vamos a tomar el primer orden de S y T'*

-1 -1
(k= pu) T (k) = S5 o = 07! () 315
donde tenemos que el propagador y el vértice desnudos estan definidos

1

S k)= ———
r = e

; T (k,p) =y (3.16)
y al sustituir estas definiciones en (3.15)

(ku = pu) Tg (k. p) = Yk = m=y¥py + m
(ku = pp) Y = r"ku = 7" Py
(k= pu) v = (k= pp) ¥* (3.17)
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3. ECUACIONES DE SCHWINGER DYSON

con esto nos damos cuenta que la identidad se cumple y la ecuacién (3.14) es simple-
mente una generalizacion de las versiones completas del vértice y el propagador de fermion.
Si tomamos el limite cuando k — p la WFGTI se reduce a la Identidad de Ward [13]

P
S¢' (p) (3.18)

F“(P,P)ZM

La importancia de la WFGTI es que impone restricciones no perturbativas sobre el vér-
tice fermién-fotén [1], por lo tanto, se debe asegurar que el ansatz para el vértice satisfaga
las WEGTTI para que sea fisicamente aceptable.

3.2.2. Identidades Transversas de Takahashi

Las WFGTI proporcionan informacion de la parte longitudinal del vértice fermion-foton,
pero dejan indeterminada la parte transversa. Para encontrar restricciones que ayuden a de-
terminar esta parte indeterminada Takahashi derivé las llamadas relaciones transversales
que complementan a las WFGTI normales, con estas nuevas identidades se podria deter-
minar el vértice fermién-fotén completo en términos de las funciones del propagador de
fermion.

Durante mucho tiempo no se les dio utilidad a estas Identidades Transversas de Ta-
kahashi (TTI por sus siglas en inglés) debidoa su complejidad, pero estudios recientes han
demostrado que con el tratamiento correcto pueden ser de utilidad para obtener informa-
cion de la parte transversa del vértice fermién-fotén no perturbativo [3, 22]. Para que ésto
sea posible las TTI se deben contraer con ciertos tensores en especifico que ayudardn a la
manipulacién de las identidades.

La TTI vectorial para el vértice I, (k,p) en el espacio Euclidiano con dependencia expli-
cita sobre la masa del fermion tiene la forma:

qulv(k, p)= gLk, p) = S~ (P)opy + 0 uy ST (K) + 2imT (K, p)
+La€apvpl 5 (k, P) + Ay, (K, p) 3.19)

dondelos momentosson g =k—p,t=k+pyoyu, = % [Yu ¥v]. La ecuacion (3.19) con-
tiene un vértice axial Fg(k, p) y un vértice tensorial inhomogéneo Ty, (k, p), ademas de un

tensor no local Al‘fv(k, p) definidos como

@m)* IS (k, )iS(p)6W (g -k +p) = f d*x,d* xpdt yelka—ip=iqy (3.20)

x0T [¢()o iy My (x)P(x2)]10)

4

d
Ay, (k,p) = f (ZT;QZCMGAyvag(k; ) 3.21)
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3.2 Identidades y Transformaciones

el término T', (k, p; q) se expresa
@m)*iSUT) (k, p; 9)iS(p)dW (g —k+p) = f d*x1d* xpd* zet ¥ —ipR+ila-ky=(a-p)z 3 59)
x OIT [W(2)YpYs5Up (2, Y)w (1) y (x1) W (x2)]10)
en el cual la funcion U (z, y) se introduce para conservar la invariancia de norma
Up(z,y) = Pe'®Jy 40" 4a) 3.23)

Los propagadores de fermién y foton que aparecen en la ecuacion (3.19) se definen en
el espacio Euclidiano

F(p?
S = 3.24
() e M) (3.24)
Auv(@) = AGP) | By — % +£q‘;jv (3.25)

Por otro lado, la TTI axial para el vértice axial Fﬁ(k,p) en el espacio Euclidiano se expresa
Gl (k, p) = Ty (k, p) = SH(P)0y, — 05, S (k) + ta€ayupl plk, p) + Vi (k, p) - (3.26)

donde afwzyf;aw, Ouv = %[Y;M’v] y el tensor no local V;‘V(k, p) se expresa igual que
Axv(k, p) con la tinica diferencia de que no contiene vs.

Las TTI est4dn acopladas por los términos no locales A"y V4, los cuales son muy com-
plicados incluso a primer lazo en la teoria perturbativa, ademdés de que mezclan los vértices
axiales y vectoriales. Para desacoplar los vértices axial y vectorial se introducen los tensores:

1
Ty = S€apvpladp (3.27)

1
Tﬁv = Eea,uvﬁYa qs (3.28)

estos tensores solo se le van a aplicar a TTI axial. Para d-dimensiones se debe tener en
cuenta la contraccion de los tensores de Levi-Civita €y vo€quvp €n €l espacio Euclidiano.
La contraccién de dos tensores Levi-Civita se expresa como el determinante de deltas de
Kronecker

Sivji Oijy -+ Oy,
|Oui Onip v Dby

ei] lzlnej]]z]n - : : .. : (3-29)
Sini Oinjp + Oiyjy,
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3. ECUACIONES DE SCHWINGER DYSON

con lo que para contraer €,,vs€quvp S€ tiene el determinante:

6ap 50(/,1 5av 50(0
e € _ Oup Oup Opv Opo
WVBTPIVT TS Sy Suy Oy

Opp Opu Opv Opo

(3.30)

y usando FeynCalc [23, 24] y Mathematica [25] se reduce a la forma

€ouva€auvp = D2gapgﬁa - ngaagﬁp - 5Dgapgﬁ0
+ 5Dgaagﬁp + Ggapgﬁa — Ggaagﬁp
= g% ghP (-D* +5D-6) + g% gP? (D* —5D +6)

=(D-3)(D-2) gapgﬁo_gaagﬁp]

Aplicando el primer tensor a la TTI axial

Se aplica el tensor Tﬁv (3.27) ala TTI axial (3.26)

Tﬁv[qyfi‘(k, p)— a Ty (k, p)l = Erﬁv[S‘l(p)aftv —0,S™! (k)l

1 2
+ Tyl ta€ayupl gk, )1 + Ty [V (K, p)]

—~ —~

3 4

los términos 2 y 4 se quedan expresados tal cual, pero los términos 1 y 3 deben recibir
un tratamiento apropiado.

s Término 1
Por simetria este término se hace cero

1
Tl @ Uk p) = Ty (K, P)) = 2 [€apvptadpdul’y (K, p) = €apvptadpdvTy (k, p)]
Ty [quT3 (k, p) = G, Ty Uk, )] = 0

= Término 3
1
Tplw [ta€auvpl p(k, p)] = zeauvﬁ taqplta€auvpl p(k, p)]
se cambian los indices repetidos

1
Tﬁy[taea,uvﬁrﬁ(k, pl= Eep,uva o qa[tafea,uvﬁrﬁ(k; pl
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3.2 Identidades y Transformaciones

con lo que se tiene
1 1
Tuv [ta€auvpl plk, p)] = Eepyvoeayvﬁ tpqotal gk, p)
previamente se vié que la contraccién de Levi-Civita se expresa como
€apvp€ppve = (D =3) (D =2) [gapgﬁg - gwgﬁp]
y se hace la contraccién de términos

1
Tvlta€auvpTp(k, p)] = 5 ((D-3)(D-2) g g~ g*7 g ) 1,5 tal s K, p)
1
= z (D-3)(D-2) [5aﬁ5p¢x tpqo t(xrﬁ(k; p) _5aa5pﬁ tpqa tarﬁ(k» p)]

1
=5 (D=3)(D-2)[¢*q-T(k,p) - g1t -T(k,p)]

La contraccién completa queda:

3(D-3)(D-2)q-1t-T(k,p) = T}, [S (p)os, — 05,5 (p)]
+3(D=-3)(D-2)t*q-T(k,p) (3.31)

+ T Vi (k, p)

Aplicando el segundo tensor a la TTI axial

Ahora se aplica el tensor Tﬁv (3.28) a TTI axial (3.26)

Tayqul'y (k, p) = Tk, p)) = T, 1S™ (P)o gy - 0,57 ()]

1 2
+ T3, [ta€apvpl pk, ) + TGy [V (K, p)]

J

—~

3 4

Nuevamente el término 1 se hace cero por simetria y los términos 2 y 4 quedan expresa-
dos igual.

= Término 3
1
Tﬁv[taeauvﬁrﬁ(ky p)l= EepyVUYp Golta€apvpl p(k, p)]

1
= Eep,uvaea,uvﬁy,o qotal'p (k, p)
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3. ECUACIONES DE SCHWINGER DYSON

se hace la contraccion de tensores
1
Tﬁy[taeayvﬁrﬁ(k’ pl= > (D=3)(D=2)(645p6pa — 6aa6pﬁ)'}’p qo tarﬁ(k, p)
1
= > (D-3)(D-2) [5aﬁ5paYp 4o tarﬁ(k; p)— 6aa6pﬁ7/p do tarﬁ(k; P)]

1
=5 (D=3)(D=2)[y-1q-T(k,p)=q-ty Tk, p)]

y finalmente, se une el término completo

3(D=-3)(D-2)q-ty-T(k,p) = T5IS (P)a5, —05,S (k)]
3(D=3)(D-2)y-tq-T(k,p) (3.32)
+Thy Vi (k, p)

Los términos Tﬁv V;‘V y Tﬁv Vlﬁ, son desconocidos [26, 27], pero son escalares de Lorentz.
Para la configuracién cinemadtica del vértice se tienen 3 vectores de Lorentz linealmente in-

dependientes y 4 escalares de Lorentz asociados:

VECTORES: Yuw o kw  pu
ESCALARES: Ip,y-k,yp,y ky-p

Con lo que en el espacio Euclidiano los términos desconocidos se pueden expresar

iTh VA = IpYik, p) +i(r- @) Yalk, p) + iy Y30k, p) + [y~ 4,y 11Ya(k, p) (3.33)

inwva =ilpYs(k,p)+ (y- @) Ys(k, p) + (y- ) Y7(k, p) +ily-q,y - t]Ys(k, p) (3.34)

donde Y;(k, p) son funciones escalares desconocidas que més adelante van a permitir
introducir las-contribuciones no locales al vértice fermién-fotén completamente vestido.

3.3.  Renormalizacion Multiplicativa

Se sabe que las SDE contienen divergencias en términos con lazos, es decir, arrojan infi-
nitos. Para poder deshacernos de este problema y obtener predicciones fisicas necesitamos
remover todas las divergencias; a este proceso se le conoce como Renormalizacién de la teo-
ria. Existen varios métodos para llevar a cabo esta Renormalizacion; un método usualmente
utilizado en QED es la Renormalizacién Multiplicativa (MR). Este tipo de renormalizacién
se basa en suponer que las cantidades finitas y renormalizadas, tales como campos, las ma-
sas y el pardmetro de acoplamiento, estan relacionadas con sus contrapartes divergentes
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3.3 Renormalizaciéon Multiplicativa

con factores multiplicativos e infinitos que se llaman constantes de renormalizacién [28].

En QED no masiva, [1] nos muestra que el propagador ferminénico, foténico y la cons-
tante de acoplamiento renormalizados (es decir finitos); ¢r, Aﬁ y e, respectivamente, to-
man la forma

wr=2, "y (3.35)
Al =774, (3.36)
2,7)%e
ep=——"— (3.37)
2

donde el subindice R indica que la cantidad correspondiente es renormalizada, siendo
los factores multiplicativos, o constantes de renormalizacién Z;, los que absorben las diver-
gencias; u es la escala de renormalizacion y a = e?/(47).

Con la misma analogia, la funcién de onda del fermién Fp también se puede expresar
en MR, esta expresion requiere que F no renormalizada y Fr estén relacionadas mediante
el factor multiplicativo de renormalizacién Z,. En [4] indican que esta expresiéon puede ser
escrita de la siguiente manera

F(p* N?) = Z (%1 A°) Fr (p*, 1°) (3.38)
donde su solucién esta expresada como

Fr (kZ,/JZ) F(kz,Az) (k2 )Y

Fp (pz’ﬂz) F(pZ’Az) p2
La ventaja de este método de renormalizacién, [29], es que desde un inicio y de manera
no perturbativa se asegura la renormalizacidon de los campos al multiplicarlos con funcio-
nes de normalizacién que absorben las divergencias a todos los ordenes. Este proceso nos
ayuda a reescribir las funciones de Green como funciones de Green renormalizadas. Otra

ventaja es que la MR lleva a las ecuaciones de Grupos de Renormalizacién (R-GE), las cua-
les proporcionan fenémenos observables experimentalmente.

(3.39)

En el trabajo de Bashir y Delbourgo [2] se indica que la solucién para F en dimensiones
arbitrarias puede ser obtenida de la ecuacién

1 d%k F(k?) k-q
—:1+(4m2f k%, p*, q°
F(pz) (Zﬂ)d Yd ( p q ) F(pz) k2q4
la cual lleva a las correctas propiedades de covariancia en dimensiones arbitrarias. La
funcién y4(k?, p?, g®) esta definida como

(3.40)

ag
va(K*, 0%, q°) = P (k% p*,q°) (3.41)

La ecuacion (3.40) puede ser usada como un requerimiento no perturbativo para trucar
la ecuacién del gap en el limite no masivo, esto con el fin de garantizar la MR de la funcién
de onda del fermi6n F. Por lo tanto, se debe cumplir (3.40) en la ecuacion del gap y con esto
ya se asegura la MR.
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3.4. Regularizacién Dimensional

Al trabajar en dimensiones arbitrarias es natural tomar en cuenta la regularizacion di-
mensional cuando se requiere. Primero que todo es necesario marcar la diferencia entre re-
normalizacién y regularizacién. La regularizacion es simplemente la separacion de la parte
divergente de la parte que converge. Se usan trucos matematicos que para poder manejar
las integrales divergentes en una teoria. Aparte de la regularizacién dimensional, también se
puede emplear la regularizacién de corte ultravioleta y la regularizacién Pauli-Villars [30].
En contraste con esta definicién, la renormalizacién puede remover la divergencia pero ade-
mads puede tener una interpretacion fisica.

Laregularizacién dimensional tiene que manejar tres principales problemas [31]:

1. Esta caracteristica debe ser asegurada en regularizaciéon dimensional para
asi evitar tener dos definiciones que conlleven a tener dos resultados diferentes.

2. Garantizar la existencia va a evitar que aparezcan inconsistencias.

3. Es necesario tener en cuenta que las propiedades pueden modificarse
al cambiar de dimension.

En d dimensiones las integrales se toman con respecto al elemento de volumen en d
dimensiones [30], de tal manera que

fddszdkodkldkz,--- ,dkd! (3.42)

de acuerdo a M. D. Schwartz, [32], esta integral se puede manipular para obtener una
expresion que sea solamente funcién de la magnitud k

f d%k = f dQy, f Kl dk (3.43)

donde Q, es un dngulo sélido de una esfera unitaria de d dimensiones. El diferencial
dQ, se expresa
dQy =sin6,d0; sin®0,d05---sin? > 0,_3d0,_5d¢ (3.44)

donde
0<0;<m, O0<od<2m

Por otro lado, el dlgebra de Dirac también se ve modificado en d dimensiones. En el
Apéndice A se presentan estas modificaciones.
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Capitulo 4

Vértice fermion-foton no perturbativo

“En un arrebato de entusiasmo crey6 abrazar la belleza misma con esa mi-
rada, la forma como pensamiento divino, la perfeccién pura y tinica que vive
en el espiritu y de la cual, para ser adorada,sethabia‘erigido alli una copia, un
simbolo lleno de gracia y ligereza.”

-La muerte en Venecia, Thomas Mann-

En el régimen no perturbativo la pila infinita de SDE se trunca al introducir las funcio-
nes de Green de 3-puntos, las cuales describen la interaccién de fermiones con fotones, es
decir, el vértice fermion-fotén T, (k, p). Para que esto sea posible es necesario encontrar un
ansatz no perturbativo para el vértice fermién-fotén que satisfaga las constricciones de la
teoria fundamental, entre lo que se encuentra preservar la invariancia de norma. Como ya
se vio en secciones anteriores, las WGFTI y las TTI imponen restricciones a los factores de
forma del vértice para garantizar la invariancia de norma. El ansatz no perturbativo va a
cumplir la funcién de desacoplar las SDE para el propagador fermiénico y foténico de las
demés SDE.

El vértice fermion-fotén se puede representar con el siguiente diagrama

Figura 4.1: Diagrama de Feynman: Vértice Fermién Fotén
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4. VERTICE FERMION-FOTON NO PERTURBATIVO

la configuracién cinematica de la figura 4.1 se puede escribir en términos de los 3 vec-
tores de Lorentz linealmente independientes {y,, k,, p,} vy los 4 escalares de Lorentz aso-
ciados {Ip,y-k,y-p,y - ky- p}, de tal manera que el vértice fermién-fotén puede escribirse
como una combinacién lineal de 12 vectores base Vlf (k, p)

V;} (k.p)=7u > Vi (k.p) =k V;f (k. p) = pu

Vi (k,p)=ky, V. (k,p)=kk, V2 (k,p) = kpy wn

Vi (kp)=pru Vi (k,p) = pky Vi (k,p) = ppu

V0 (k, p) = kpyp, Vil (k, p) = kpky, V2 (k,p) = kppy
de tal manera que el vértice puede expresarse
12 )
Ty (k,p) = 2 vi(kp) Vy (k. p) (4.2)

i=1

donde las funciones escalares v; (k, p) son factores de forma y dependen solamente de las
variables k%, p? y k- p.

El vértice completo es finito en el limite k- pz. Sin embargo, expresado en la base Vi,
los factores de forma v; separadamente divergen en este mismo limite k> — p?, es decir,
contienen singularidades cinemaéticas. Es posible y conveniente removerlas de los factores
de forma individual, definiendo una base adecuada. En 1980 J.S. Ball y T.W. Chiu [5, 6] logra-
ron definir dicha base y proponer un vértice que asegura que cada factor de forma es libre
de singularidades de manera individual. Para lograr esto partieron de la WFGTI, que en el
espacio Euclidiano es

igulu(k,p)=S"k)-S"(p) (4.3)

donde q = k — p. En el limite cuando k — p esta reduce a la identidad de Ward:

0
I (p,p) = —s! p (4.4)
(Pp)=5,-5" ()
Por lo tanto, podemos dividir el vértice en dos componentes, una longitudinal y una trans-
versa

Ty (k p) =Ty (k p) + Ty (k. p) (4.5)

conla condicién
aulh (k,p) #£0 5 quTy; (k,p)=0 (4.6)

con esto nos damos cuenta que es posible encontrar los factores de forma del vértice lon-
gitudinal, llamado vértice de Ball-Chiu, libres de singularidades cinemaéticas, pero por otra
parte, dejala componente transversa totalmente indeterminada. A continuacién se presen-
ta la obtencion de cada una de las componentes del vértice I'y, (k, p), tanto la parte longitu-
dinal que satisface la WFGTI, como la parte transversa haciendo uso de las TTI.
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4.1 Vértice Longitudinal

4.1. Vértice Longitudinal

La componente longitudinal del vértice fermién-foton satisface la WFGTI de la ecua-
cién (4.3). Partiendo de la identidad (4.4), podemos obtener la expresién para el vértice
longitudinal de manera sistemadtica. Lo logramos utilizando la siguiente expresién para-el
propagador de fermién en el espacio Euclidiano:

S—l( ): i}f-p+M(p2)
F(p?)
Sustituimos esta expresion en la identidad (4.4) y simplificdndola, obtenemos el vértice
longitudinal Fﬁ (p,p)

4.7)

0 i*r-p+M(p2))

rt(p,p) =

u(P P) op, F(pz) ws
F(p?) " Top* LE(p?) op* | F(p?)

Para obtener el vértice longitudinal I' ﬁ (k, p) para k # p, simetrizamos la expresi6n an-
terior bajo el intercabio de k con p. Siguiendo estos pasos, Ball y Chiu [5, 6] propusieron
1 1 1 N 1 ]
F(p?) ~21F(k?) F(p*)I’

1 1
Pu= 5 (Pu+kﬂ):§t# )

y-p—»%y-(erk):%y-t ) (4.9)
0 1 1 1 1
o7 7|~ = | P
o |M(p?) 1 [ M) M(p)
ap? | F(p?) T2 p2 -

F(k?)  F(p?)
donde t = k + p. Haciendo estas sustituciones se obtiene el vértice longitudinal

1 .
L (k,p) =a(k® p*)y.+ Eb (k% p*) tyy - t—ic(k* p?) ty (4.10)

donde se definieron los factores de forma a (k?, p?), b(k?, p?) y ¢ (k?, p?)

2 2y _ 1 ! .

a(k,p)_i[p(kz)-i-F(pz)],
2 2 1 ! :

b P7) =z [p(kZ) _F(pz)]' o
2 o 1 M(k*)  M(p?®)

()= m e F(k?) _F(PZ)]
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4. VERTICE FERMION-FOTON NO PERTURBATIVO

dado que las funciones F y M son continuas y que cuando k?> — p?, by ¢ se convierten
en derivadas, el vértice longitudinal se encuentra libre de singularidades cineméticas .

4.2, Veértice Transverso

Para que el vértice completo reproduzca los resultados que se obtienen en teoria de
perturbaciones orden por orden es necesario obtener la componente transversa, y hasta
este punto la tinica informacién que tenemos de esta componente es que satisface

iqul; (k,p)=0 (4.12)
esta condicién nos proporciona dos implicaciones para el vértice transverso

1. En el limite cuando k — p la componente transversa esta perfectamente definida
T
Ty (p,p)=0 (4.13)

2. Se van a tener 8 estructuras que van a conformar el vértice transverso

8 .
T, (k,p) = ;ri(k, pIT,(k, p) (4.14)

Escogemos las 8 estructuras que satisfagan g, T[t = 0 individualmente. Ball y Chiu
[5, 6] propusieron una base que asegura que en norma de Feynman (¢ = 1) el vértice
transverso se encuentra libre de singularidades cinematicas. Sin embargo, A. Kiziler-
zii, M. Reenders y M. Pennington [7, 33] descubrieron que para el vértice a un lazo
en norma arbitraria la base propuesta por Ball y Chiu si presentaba singularidades ci-
nemdticas, asi que ellos proponen una nueva base con ligeras modificaciones a la ya
existente, esta nueva base se escribe

Ty (k,p) = ilpu(k-q) - ku(p- )]

Tk, p) = [pu (k- @)~ ku(p- @)yt
Ta(k, ) = G°Yu—dquy-q

Tk, p) = iq°Ty Y - t— tul + 2Gupykpovyp
T, (k. p) = 0 vy

T8 (k, p) = =yu(k* = p*) + tuy - q

(4.15)

i
th(k» p) = z(kz = POypy - 1=t + (upvkpop
Tﬁ(k, p)=—iyupvkoovp —puy-k+kyy-p

dondeoy = % [y”, yv] . El problema es que los factores de forma 7; (k, p) son descono-
cidos y la WFGTI no nos proporciona informacién sobre ellos. Es aqui donde entran
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4.2 Vértice Transverso

las TTI, pero antes de llegar a ello se pueden derivar algunas propiedades que debe
cumplir el vértice transverso partiendo de requerimientos bdsicos.

El vértice desnudo se expresa como

T (k,p) =7 (4:16)
que bajo una operacién de conjugacion de carga C se transforma a

CyuC'=-y, 4.17)

y debido a que el vértice desnudo y el vértice completamente vestido deben tener las
mismas propiedades de simetria, el vértice completamente vestido también debe satisfacer
la operacion de conjugacién de carga C, de tal manera que

Cry(k,p)C' =T (-p,—k) (4.18)

y al tener en cuenta esta simetria en la base (4.15) se va a tener

CcTi(kp)C' = -1} (-p,-F), i=1,2,3,57,8 .
! , a,
CTi(k,p)C = T} (=pi=k), i=4,6

lo cual implica que la simetria que deben cumplir los factores de forma 7;(k, p) es

i (prk) =1 (k p), i=1,2,3,578

- (4.20)
ti(pik) = -7 (k, p), i=4,6

4.2.1. Obtenci6n de las funciones 7; (k, p) aplicando las TTI

Como ya se vio, los factores de forma del vértice transverso quedan completamente
indeterminados por las WEGTI, pero es posible obtener informacién de estas funciones
T; (k, p) al introducir las TTI obtenidas en (3.31) y (3.32), que dependen explicitamente de
la contraccién de los tensores Tﬁv con el término no local Vlﬁ, definidas en (3.33) y (3.34).
Las ecuaciones (3.31) y (3.32) representan un sistema de 8 ecuaciones linealmente indepen-
dientes las cuales pueden proyectarse tomando las trazas de cada una y multiplicandola por
cada escalar de Lorentz.

ESCALARES: Ip, y-k, v-p, v-ky-p

por lo que se van a tener que sacar las siguientes trazas:

TrilpTTI,} Triy-kTTI; 2} Triy-pTTI,} Triy-ky-pTTI 2}
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4. VERTICE FERMION-FOTON NO PERTURBATIVO

donde TT1I; representa la ecuacion (3.31) y T T, la ecuacién (3.32). En el Apéndice A
se muestran las propiedades de las matrices y. A continuacién se presenta el cdlculo expli-
cito solo para las primeras 3 trazas para ejemplificar el procedimiento, el cual es el mismo
para el resto de las trazas. Las expresiones que se utilizan en este célculo estan dadas en las
ecuaciones (3.31, 3.32, 3.33, 3.34, 4.5, 4.7, 4.10, 4.14, 4.15), ademds, debemos recordar que

i
Ouv =Y50uv Ouv = E[Yy,}’v] 4.21)

4.2.1.1. Tr{lpTTI;}

La primera traza es la resultante de la multiplicacién de la T T1; y la matriz identidad:

TrilpTTh} = Tr{T,, [S™ (P)a, — 05, S~ ()]} + Tr{% (D*-5D +6) t%q - T(k, p)}

v

~

1 2

1
+Tr{T§vv;‘v(k, P =T (D2=5D+6) q-tt-T(k, p)}

J

3 4
Término 1

TrT, S (p)oy, — 03, ST (K = Ty, [Tr{S_l(p)afw} - Tr{owa_l(k)}]
iy.p+M(p?) iy.k+ M (k?)

Tr { W}Q}U’uv —-Tr YSO-'UVW

M(p?) i

D) 2 (Yurv=rvru)

M(k?) }]

—Tr {Y&s (Yuyv=7vYu) szlzc)} {7’5 (Yurv - YVY#)W

_ 7l
=T,

iy.p. i
Y—Z)YSE (Y/JYV —yv}/“)} +Tr {

=TT
Nv[ r{F(p

Tl
b, F( 2) [=Po (Tr{yoYsyuyv} = Triveysyvyu}) +iM (p®) (Tr {ysyuyv}
1
= Tr{ysyvYuhl + 5~ 2F(K2) (Ko (Tr{ysyuyvyel = Triysyvyuyo})
- iM(kz) (Tr {YSYMYV} —1Ir {YSYqu})]

=0

Término 2

Tr{% (D2 ~5D+6) t2q-T(k,p)} = % (D2—5D+6) tzquTr{Fﬁ(k, p) +rZ(k, p)}
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4.2 Vértice Transverso

Parte longitudinal

T {1k _ 2 2 b (k% p?) . (12 2
r{l“#(k,p)} = a (K, p) Triyu) + —— = tuty Triyy} = ic (K, p*) 4, TrlIp)

=0+0-4ic(k?* p*)t, = —-4ic(k* p*)t,

Parte transversal

0 0 0 0 0
Tf{FZ<k,P>}=Tf{nTﬁ+M3’+M§+T4T3+M§+Mﬁ’+rﬁﬁ+%‘i’}

=> Tr{t1T1}

Trinih =t TriT} =11 Triilpu(k- q) = ku(p- @)1}
=11 [ipulk- @) Trilpy=iku(p-q) Tr{lp}]
=4tilipuk- @ =iky(p-q)]

= TT{T4T4}

TritaTyt =14 Tr{Ts} =74 Tr{iq2 [Yuy -t —tul +2qupvkpov,p}
. . 4 0
=74 [zqzthr{yuyV}— iq*t, Trids +2q”pvkpw

=414(iq°tygu —iq°1,] =0
= TT{T7T7}
lo2 2
Trit;T7 =1, TriT;} =17 Tr{i(k =pI)lypy-t—tul+ tﬂpvkpavp}
i i 4 0
5”‘2 POt Triyuyv— 5<k2 — PVt TEHDY+ tupyk, ﬂw/pﬁ

=0

i
=471, E(kz - Pz) (tvg/w - t/l)

El vértice completo

Tr{Tu(k, p)} = —4ic(k* p*)t, +4T1[ipu(k- q) — iku(p-

El término queda

Tr{%(DZ —5D+6)t2q-T'(k,p)} = % (D*-5D +6) t*qul—4ic(k* p*)t,
+atlipuk-q) —iky(p- ]
=-2(D*-5D+6)it*[(q-t)c(k* p*) +T1[-(p- @) (k- q) + (p- ) (k- @)]]
=-2i(D*-5D+6)t*(q-t)c(k* p*)
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4. VERTICE FERMION-FOTON NO PERTURBATIVO

Término 3

TriT,, Vi (k, p)t = =i [N TrIp} +iqu Yo Triy b + it YsTriy y + YaTrily - g,y - 11}
=—i[AN+ Y4 Trily-@)(y- O~ (y - ) (y- @)}]

= —i [4Y1 + ValTrily-g)ty -0} - Trily-gxty-Dll| = —4iY1(k, p)
Término 4
Tr{%(DZ -5D+6)q-tt-T(k,p)} = %(D2 —-5D+6)q-tt, Tr{l,(k,p)}

1
= z(D2—5D+6)q- tty [—4ic(k* p*)ty+atilipuk-q) — iky(p- @]
=-2i(D*~-5D+6)(q-t) [t*c(k*, p*) +T1[-(p- ) (k- @) + (p- @) (k" D)]]

La traza completa queda

TrilpTTI} = -2i(D*-5D+6)t*(q-t) c(k* p*) —4iY1(k, p)
—2i(D*-5D+6)(q-t) [t*c (K, p*) +T1l=(p- (k- q) + (p- ) (k- D)]]

TrilpTTH}=2i(D-3)(D-2)T1(q-t) (B PEK" D) — (p-1)(k-q)] —4iV; (4.22)

4.2.1.2. Tr{lpTTI}

La segunda traza es la resultante de la multiplicacién de la T T I, y la matriz identidad:

1
TrilpTTIo} = Tr{Ty, IS~ (P)ay, — 05, S ()]} + Iriz (D-3)(D-2)y-tq- L'(k, p)}

N

=

1 2
1
+THT Vi (, p)) = Triz (D=3) (D =2)q -ty Tk, p)}
3 4
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4.2 Vértice Transverso

Término 1
B ~ 1 iy.p+M/(p?) iy.k+M(k?)
Tr{TfW[S l(p)afw - UEWS YR = Tr { Eepuw?’pﬁhf [—F ) Y50 v — YSUIJV—F(ICZ)
i 1 . . 2 0
= Zepuvaqo[m(:rr {yoiy-pysyuyvt=Tri{ypiy-pysyvyu}+M(p%) Tr WY}

0
-M (PZ)W— AN {rovsyuyviv -kt = Trdyoysyvyuiy -k}

0 0
+ M (k) Tr{ypysyird - M (K) Tr {rorsyirabl
,- . .

i
= 4 Cpuvo qo [ﬁ(_‘leuwa +4€yppa) = Tkaz)(_‘leuvap +4€vpap)

i ipa iky
= Zep,uvoﬁhf m(_geyvpa) - m(&’:pvap)

i [_ ipe __ika
"1 TFp?) TR

Pa kq

- 2o [F(pz) "EH)

=2(D-3)(D-2)(D-1)

86,uvpa€p,uv0

€uvpaouvo

Pq . k~q]
F(p?) F(k?)

Término 2
1 1
Tr{E (D-3)(D-2)y-tq-T(k,p)} = > (D=3)(D-2) tgquTriyslu(k, p)}
= tpqu Triy T, (k, p) +ypL ) (K, p)}

Parte longitudinal

2 2 b(k* p?) c (12 2
a(k®,p )Tr{yﬁyu}+Ttuthr{yﬁyv}—zc(k Pt Triy g}

tpquTriyply (k. p)t = tpqy
2 2

b(k2,
= tpau |a(k*,p*) 4gpu+ (Tp)tutﬂgﬁv -0

=4a(k* p°)(t-q) +2b (K, p°) (t-q) °
=2(t-q)[*b (K p?) +2a(K*, p®)]

Parte transversal

0 0 0 0
Tr{}/ﬁ(}13’1/'+T2T2+T3T3+M+}5/T5/'+T6T6+}7377/+T3T8)}]

tpquTriypl, (k, )} = tpqy

= Triygr2To}
tpquTT {’}/ﬁ‘[z Tz} = tﬁqﬂrz[pﬂ(k -q)— ku(P gty Tr{YﬁYV} = l‘ﬁqufz[l’#(k -q) - k}t(p -q)] tV4gﬁV
=42°7((p- @) (k- q) - (k- q)(p- @)1 =0
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4. VERTICE FERMION-FOTON NO PERTURBATIVO

= Triypgr3Ts}

tpuTr {ypTaTs} = tpautsla” Triypyd — duay Triypy v}l = 41pu7slq" 8pu — dudv8py)
=41314°(t- @)~ (£- ) g1 =0
= TriypreTe}
tpquTr{ypteTe} = tpqutel—(k* — p) Triypyul + tugy Triy gy }]

= taquTel—(k* — pP)Agpu + tugvAgpy) = AT6l— (kK> — p*) (t-q) + c(t- )]
= —416(t- Q) [k* - p* - (¢ 9)]

= TriyprsTs}

tpquTr{yprsTe} = tpqutsl—ipyko TriYpYuovel — Puky Triygyvt + kupy Triypyvil
. i
= tpautsl=ipvkos (TriypYuyv¥ph = TriypYuyoY, ) +48pv(kupy = puky)]

1
= tﬁquS[Ekap‘l(gﬁugvp — 8pv8up + 8pp8uv — 8pu8pv + 8pp8uv — 8pv8Eup)

—4pukp+4k,pp)
= 13quTs2pvkp (=2 = 8pv8up +28pp8uv) — 4Pukp + 4kupp]
=4tpqutel—ppky+ kgpu —4pukp +4kuppl =0

El vértice completo

Triypl ,(k, p)} = 212a (k*, p*) g + b (K*, p*) tutpl +4Ta[pu(k- @) — ku(p - @tp
+473(G°8pu — Gudpl +4161- (k> — p*)gpyu + uqp)

El término queda

1
5(D=3)(D-2) tpquTriypl ,(k, p)} = (D-3)(D-2)(t-q)[£°b (k% p?)
+2a(k? p?) - 216(k* — p* = (£- )]

Término 3
TriT,, Vi (k,p)t = —i | iYsTrilp} +W+W+MO
=4Ys5(k, p)
Término 4

1 1
Tr{E (D-3)(D-2)q-ty-T(k,p)} = 3 (D-3)(D-2)(q-1) TF{YH(Fﬁ(k, p)+ FZ(’C, p)}
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4.2 Vértice Transverso

Parte longitudinal

b (k% p?)

TriyLLk, p)} = Triyula (k2 p?) yu + —— - ic(k?,p®) el

b k2’ 2
=a(k® p*) Triyuyu + % tuty Triy yv}

b kZ’ 2
=a (kzy PZ) 4D) + % tIJ ty (4gﬂv)
= 4Da(k2,p2) +2b(k2,p2) 2

Parte transversal

0 0 0 0
Triy D' (k, p)t = Tr{yﬂ (m’ﬁ 12 1o+ 1313+ 14T4 + 15F5 +16T5 + 1777 + TsTs)}

= TT{’)’,,TZ 1>}

Triyut2To} = T2lpulk- @) — ky(p- Ity Triy ys} = 4t2l(p- 0)(k-q) — (k- D)(p- 9)]
= Triy,t3Ts}

TriyursTs} = 13(q° Triyuyud = Guav Triyuy v} = 1314DG* — 4G°) = 4139° (D - 1)
= Tri{yuteTs}

Tr{yuteTe} = 16l- (k" — pY Triyuy b + tugy Triy v}l = 416 [-D(K* = p*) = (q - )]
= Triy,tsTs}

Tr{yuteTs} = Tsl—ipvko Tr{yuYuovp} — Puky Triyuyv} + kupy Triyuyvil

=1g[—i pvkpé (Trivuyuyvyol = TrivuyuYey,}) + 48u (kupy — puky)]

1
= Tg[Epvkp(4ngp —4Dgpy) —4(p-k) +4(k-p)] =0

El vértice completo

Triyul, (k, p)t = 4721(p- (k- q) - (k- D) (p- @) +473G° (D —1) + 476 [-D(K* — p*) + (q - 1)]

El término queda

Tr{% (D-3)(D-2)q-ty-T(k,p)} = (D-3)(D-2)(q-)[2Da(k? p*) + b(k?, p?) *
+273[(p- (k- q) = (k- )(p- @1 +216(=D(k* = p*) + (q- D) +273¢° (D - 1)]
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4. VERTICE FERMION-FOTON NO PERTURBATIVO

La traza completa queda

_ | k-q q-p 2 2 2 2 2 2
TrilpTTIo} =—12i [F(kz) WD +2(t-q) (°b (K%, p°) +2a(k°, p°) - 276(k
—p* = (t- @) +4Ys(k, p) —2(q- D8a(k? p*) + b(k*, p?) £ +2120(p- O (k- q)

— (k- D)(p- ) +6139° — 216 [4k* —4p* - (q- D)]]

TrilpTTI,} = 2(D-3)(D-2)(D-1) [%— F’ETZ)] +2(D-3)(D-2)(t-§4)
x[-(D-1Da(k? p?) - (D—1)(16(p* — k*) + 13G%) + T2[(k- (P} 9)
—(p-O)(k-q@ll+4Ys5

(4.23)

4.2.1.3. Tri{y-kTTI}
La tercera traza es la resultante de la multiplicaciéon dela TT1; y (y - k):

2

Triy-kTTI} = Triy-kTy,[S™ (P)ay, —0,, S ()} # Triy- k% (D-3)(D-2)t*q-T(k,p)}

1
1
+Triy- kTﬁ,,va(k, p)—Triy- k5 (D-3)(D-2)q-tt-T'(k,p)}
- ,

3
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4.2 Vértice Transverso

Término 1

Triy- kT, (S (p)oy, — 00, ST U = kg T [TriysS™ (P)ouw} — Triypoy, S (k)]
iy.p+M(p*) i i iy.k+M(k?)
=kpT,, [T — Yl =T Py Yl
5Ty r{ |Cereey SYslrwy ]} T{YﬁZYS[YuY] 5
kﬁ J ( )(Tr{ywwsww} Tr{ypYaYsyvYuD

B F(kaZ) (TriypYsyuyvYal = Tr{ypysyvyuya})l

k
kT [P (e + A€ up0) — o (A€ v + A€y ap)]
F(p?) F(k?)

ke
=—2kp Tﬁv[%’;)(—euvﬁa ~€uvpal = F{i2) =2 "€uvap ~ Euvap)]

-2p 2kq
= —Zkﬁ Tﬁv[Tp;)eyvﬁa (kz) €,uvaﬁ]

- k
4kﬁ2€p,uvatpqa[ (Za) uvBa — (Z?‘) €uvpal
p k

(a ) (oc )]ep/,wae,uvﬁa

Pa ko
=2kgt, U[ + 1(D—3)(D-2)(gac a o
plodol G 02y T B ) (8a08pp ~ 8ap 8po)

=2 (D-330-2[k 0 (p-q) - (k-q)(t-p)]

F(p?)

Término 2

1
Tr{i (D*-5D+6)y-kt*q-T(k,p)}  =31(D*-5D+6)kgt?q,Triyslulk, p)}
= kg2 qy | TriyThtk, p)}+ Triyl Gk, p))

Parte longitudinal

b kZ, 2
kpt®quTriypT Lk, p)t = kpt* qula(k®, p*) Triygy + %ru ta Tr{YpYa)
—ic(k* p?) tuTriyp}]
b ]CZ, 2
a(k*, p*)4gp, + % luta48pa

b(k* p?)
2

=4t* | a (k% p?) (k- q) +

(t-q)(t-k]
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4. VERTICE FERMION-FOTON NO PERTURBATIVO

Parte transversal

0 0 0 0
M(Hﬂzﬂﬂs+MZ+%+TGT6+%+TBTB]}

Tr{yﬁl“g(k, pi=Tr {yﬁ

= Tr{’)’ﬂ‘l'g T2}

kpt* quTriypt2To} = kpt* qutalpulk- @) — ku(p- @Ity Triypyy}
=41, [(k-q)(p-@)(t- k) — (p- @) (k- q)(t- k)] =0

= Triypgr3Ts}

kpt®quTriyptsTst = kpt*qurslq” Triypyut — quay Triypyv}]
= kpt* qut3[q*4gpu — quavigpy] =43’ (G- k) - q*(q-B)] =0

= TriypteTs}

kpt*quTriypteTel = kpt* qurel—(k* — p*)Trikpyyd + tugy Triy sy}l
= kpt* qutel—(k* = p*)4gpu + tuqvagpy]
=4161* [-(K* = pA) (k- q) + (- q) (k- )]
=476t (k-q) [(t- q) — kK* + p?]

= Tr{yprsTs}
kpt*quTriypts Tl = kgt* Gursl—ipvkp Triy gy uovpl — puky Triy gy} + kupy Triy sy}l
= Kyt qursl=ipy kpé (Triypyuyvypl = TriypyuYpYvi) +48pv (= puky + kupy)l
= kpt*qute [gpvkp (~28pv8up +28pp8uv) — 4pukp +4kupp
= 4kpt* quts [~ kupp + pukp — pukp+kupp] =0

El vértice completo

Triypl,, (k, p)t =2 [2a (k% p*) gpu + b (K%, p?) tutp] +472lpu(k-q) — ku(p- )1
+4731G°8pu — quap) +4161—(K° — p*) gy + tuqp

El término queda

Triy-kt*q-T(k,p)} :% (D-3)(D-2)12¢* [2a (k% p?) (k- ) + b (K>, p?) (t- @) (¢t k)]
+atst? (k- @) [(t- @) - K* + p?]]
=(D-3)(D-2) [2(k- q) (a(k?, p?) + 216 [(t- q) - K* + p?])
+b (K>, p*) (- q)(t- k)]
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4.2 Vértice Transverso

Término 3

Triy-kTy, Vi (k, )y = kg Tri=i®y Ty, Vi, (k, p)} = =ik Triy i T,, Vi, (k, p)}
= —ikﬁ[ID i Tr{yﬁ} +igy Yo Tr{ymf,,} +it, Y3 Tr{)fmfv} +Y Tr{yﬁ ly-q,y -t}
—ikp [iqyY24gpy + ity Y34gey + Ya (Triys(y - q)(y- 0} = Triys(y - 0(y- q)})]

4[Ya(q- k) + Ya(t- k)]

Término 4
1
Triy-kq-tt-T(k, p)t = 5 (D =3)(D=2) ky(q- 016, TriypTp(k, p)}
1
=5 (D=3) (D= kp(q- D1yl [2a (k% p®) gpu + b (K%, p?) tutp] +472(pu k- q)
— ku(p- @1tp+473[9° gpu — Gudpl + 416 [—(K* = p)gpu + Ludpl]
= %(D—B) (D-2)(q-D12[2a(k* p?) k- 1) + b (K> p?) £2(¢- 6]

+41((t-p)k-q)(t-k)— (k- 1) (- k) (p-q) +4T3[6]2(t'k)—(61' 1)(q- k)]
+416[—(K* = pH) (k- ) + 12 (q- 0Nl

Triy-kTTh} = 5i5D-3)DR*[(p-@)k-0=(p- Dk @] +([D-3)(D-2)*[2(k-q)
x (a(k?, p?) £ 2%6 [(t- q) = k* + p?]) + b (K%, p?) (t- @) (¢- K] + 4[Ya(q - k)
+Y3(t- J g (D-3) (D-2)(q- D[2[2a(k? p?) (k- 1)+ b(k?, p?) (¢ - K)]
+Az () (k-q)(t-k) = (k- 1) (t-k)(p- @) +4713(g%(t- k) — (g - D)(g- k)]
+at6[—(k* — p?) (k- ) + 12 (q - k)]

(4.24)

4.2.1.4. - Desacople de las 8 ecuaciones

Al calcular las 8 trazas se van a tener 8 ecuaciones acopladas en términos de las funcio-
nes 7;(k, p), las cuales es necesario desacoplarlas

+— Factor de forma 7, (k, p)

_ 4iY1
"2 D-3D-2 (g ) [k-0(p-a)- (k- q) (p1)]
2Y1
" 0-3)(D-2)((k-p)-(k+p) [(k-(k+p) (- (k-p) = (k- (k-p)) (p- (k+ p))]
i Y
_ (4.25)

S 0-y -2 (- p)|(k-pP-k2pt]  D-ID-2(R=p)Vikip)

59



4. VERTICE FERMION-FOTON NO PERTURBATIVO

> Factor de forma 1, (k, p)

B Y;-DY;+ Y5
(D —-3)(D-2)*(k? - p?) V(k, p)

Ty =

> Factor de forma 15 (k, p)

T_(k2+p2+2k-p)(Y5—Y3)+(D—2)Y2(k2—p2)+ 1 [ 11 ]
5T 2(D-3)(D-2)%(k? - p2)V(k,p) 2(k2-p?) L F(k) F(p?
D-2)Y, (k? - p?) - (Y3 - Y5) 12
:lb(kz,p2)+ ( )Ys ( p*) — (Y3 - Ys)

2 2(D-3)(D-2)?(k?- p2)V(k,p)

+—> Factor de forma 1, (k, p)

_ V1 +2(D-DYa(p? - k) + Yo (p? — k) - Y7 (K% + p* + 2k - p)

T4 2(D -3) (D -2)2 (k2 — p2) Vi(k, p)

(k2= p?)2(D-1D)Yy++Yesl + V22—
2(D-3)(D-2)?(k?- p?)V(k,p)

> Factor de forma 75 (k, p)

1 Y 4Y4+2Y6] 1 Mk?) Mp?

ST D=3 (D-22| 2Vikp) K -p?
:—c(kz,pz) 2(2Y4+Y6) Y]

kK2—p? | F(®)  F(p?)

+—> Factor de forma t4(k, p)

_a(k%p?) (D=2 Yaq% + (p? - k) (Y3 - V)

C(D-3)(D-22(k*—p?) 2(D-3)(D-2?2V(k p)

Tg =

_(D=2)Y24° - (K* - p*) (Y3 - Y5)
~2(D-3)(D-2)% (k2 - p?)V(k, p)

> Factor de forma 17 (k, p)

_2(D-1 Ya(k* + p? =2k p) + Ys(k* + p* = 2k - p) + Y7 (k* — p?)

T (D-3)(D-2)%(k?- p?)V(k,p)

_qPR2(D-1) Yy + Vel + Y7 (k* - p?)
~ (D-3)(D-2)%(k2- p?) V(k, p)

1 1 1
k2=p2  2(D-3)(D-2)%(k2-p?)V(k,p) 2(k*-p?) [F(k2) F(p?) ]

(4.26)

(4.27)

(4.28)

(4.29)

(4.30)

(4.31)
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4.2 Vértice Transverso

+—> Factor de forma tg(k, p)

8%y |k2p2 - (k-p)’| - Vag? + (- kD) 5 )
s (D-3)(D-2)?(k? - p?)V(k,p) Nz - p? [(D—Z)F(kz) - F(pz)]
—8YsV(k,p) - Y2q* — Y3 (k* — p?)

1 2 1
(D-3)(D-22 (k> - p?)V(k,p)  K2—p> [ (D-2)F(k?) F(p?) ]

(4.32)

4.2.1.5. Aplicando criterios de simetria

Toda QFT local que presente covariancia de Lorentz y venga definido por un Hamilto-
niano hermitico, es invariante bajo una transformacién CPT. La simetria CPT es un princi-
pio fundamental de invariancia o simetria de las leyes fisicas'que establece que bajo trans-
formaciones simultaneas que involucren la inversién delos niimeros cudnticos como la
carga eléctrica, la paridad y el sentido del tiempo, es decir

 Conjugacion de Carga (C)
» Conjugacion de paridad (P)

¢ Inversion temporal (T)

las ecuaciones de evolucion temporal de un proceso fisico son invariantes y arrojan los
mismos resultados.

Para que se respete la simetria CPT es necesario hacer la separacién simétrica y anti-
simétrica tanto paralos factores de forma 7;(k, p) como para las funciones Y;(k, p). En el
caso de las funciones z;(k, p) ya se mostr6 anteriormente en (4.20) que bajo intercambio
k — p todas las funciones son simétricas a excepcion de 74 y 7. Por otro lado, las funciones
Y;i(k, p) se pueden descomponer en su componente simétrica y antisimétrica

Yi(k,p) = YAk, p) + Y (K, p) (4.33)

donde Sy A indican simetria y antisimetria respectivamente. Las propiedades de trans-
formacion del vértice bajo conjugacién de carga determinan las propiedades de simetria de
estas funciones

Yi(p. k) =Yi(k,p), i=2,65758S

(4.34)
Y; (p,k)=-Y;(k p), i=1,3,4,56"74 8%

los cédlculos referentes a la simetria se encuentran en el Apéndice B. Una vez hecho este
andlisis de la simetria a las ecuaciones (4.25)-(4.32) se llega a los factores de forma 7;(k, p)
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4. VERTICE FERMION-FOTON NO PERTURBATIVO

Y
T=—
T D=3 D=2 (k2 - p2) VK, p)
Ys-DY3+ Y35
T2

(D-3)(D-2)2(k? - p?)V(k, p)
(D-2)Y (k* ~ p*) ~ (Y3 - Y5) *
2(D-3)(D-2)2(k?-p?)V(k, p)
(K2 -p?)[2D-DYy+ Y|+ Y512
2(D-3)(D-2)?(k*- p?)V(k, p)

T3 :%b(kz,pz) +

_ (k2 2) 2(2Y4+Y6A) (4.35)
TP T D 3 D - 22 (k2 - p?)
 _D-2g* Y- (K- p?) (V3 - V)
°T2(D-3)(D-2)% (k2 - p?) V(k, p)

. G20 -DYa+ Y+ Y (kK - p?)
T (D-3)(D-2)2(k2- p?)V(k, p)
8Yy D
=- S b(K*, p*
T D-3)(D-22(k2-p?) " 2D-2) (% p7)
donde se define el determinante de Gram
vV (k, p) = k2p? - (k- p)°* (4.36)

Se observa de las ecuaciones (4:35).que las funciones Y, ' y ¥y’ no contribuyen a los
factores de forma. Gracias a los. criterios de simetria ya vistos que cumplen las funciones
Y;(k, p), se requiere que

(kz - Pz) Y1 (k, p)

Y6 (k p) (k, p)
v a*Yi(k,p)
Y? (k,p) - 4V (k P) (4 37)
s _ @ Ya(kp)+ (K -p*) Y3 (k p) '
Yy (k,p)—— 8V(k P)

+—(D 4)(D-3)(D-2)

1
F(k?) F(PZ)]

Invirtiendo las ecuaciones (4.35) para tener las funciones Y;(k, p) en términos de 7;(k, p)
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4.2 Vértice Transverso

Y, (k,p) == (D=3)(D-2)V (k, p) 71 (k. p)
/ 1
Y, (k,p) =7 (D=3)(D=2) (k* = p*) [b(k*, p*) - 273 (k, p)]
+ % (D-3)(D-2) t*16(k, p)

(k. p) == 3 (D=3 (D-2)14? [b(K, p?) - 23 (K, p)
— 4V (k, p) 72 (k, p) +2(k* = p*) 76 (k. p)}
Y, (k. p) =5 (D-3) (D=2 2L (k2 p?) + (k2 = p?) 4 (K, )
+15(k, p)1+ t*17 (k, p)} (4.38)
Ys (k, p) :% (D-3) (D—2){—% (D-1) ¢° [b(K?, p?) = 213 (k, p)]
+2V (k, p) 72 (k, p) + (D= 1)(k* ~ p*) 76 (K, P)}
Y, (k, p) :—%(D—B) (D-2)(D-1)[c(k, p?) + 75 (K, p)]
- i (D-3)(D-2)[2(k* - p?) 14 (k, p) + 217 (K, p)]
VS (kp) = 1 (D=3 -2 (2% (k. p) + (¥ = p*) 72 (K )]
Yy (k, p) = - 1—16(D—3) (D-2) [Db (k% p*)+2(D-2)18(k, )]
donde se define
Y; (k,p) = (K - p?) Y; (k. p) (4.39)

por lo tanto, conocer las funciones Y;(k, p) equivale a conocer las funciones 7i(k, p) y
con esto el vértice transverso.

En conclusioén, las TTI fijan la componente transversa del vértice y lo relacionan con las
funciones que definen al propagador fermiénico, F y M. Sin embargo, alin no se garanti-
za el cumplimiento de la renormalizacién multiplicativa. Procedemos con la regularizacion
dimensional que implica restricciones a las funciones Y;(k, p), lo cual se estudiard mas ade-
lante.
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Capitulo 5

Ecuacion del Gap

“Entonces vidse desde la otra orilla al verdugo levantar lentamente sus dos
brazos; un rayo de luna se reflej6é sobre la hoja de su espada, y.10os dos brazos
cayeron; oyose el silbido del acero y el grito de la victima; luego una masa sin
vida se hundié bajo el golpe.”

-Los Tres Mosqueteros, Alejandro Dumas-

La SDE para el fermidn, o ecuaciéon del gap, se representa diagramdaticamente como

k

Figura 5.1: Ecuacion del gap

y de acuerdo al trabajo de Bashir y Delbourgo [2] se puede obtener una expresién mate-
matica en el espacio Euclidiano que describa la figura 5.1

d
S‘l(k):Sal(k)+eZ[ d £
E (2m)

YuS(Pv(k, p)AL,(q) (5.1)

la cual es una ecuacién matricial de dos ecuaciones independientes donde €* = 47a.
Para desacoplarlas se multiplica (5.1) por 1y y- k y posteriormente se saca la traza de esas
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5.1 Ecuacién del gap multiplicada por 1

dos ecuaciones, es decir, de la ecuacion (5.1) y de

ddp
SNk = -kS‘l(k)+e2f
Y Y 0 E(Z?’[)d

Y- kyuS(PITy(k, )AL, () (5:2)

donde Iy (k, p) es el vértice completamente vestido que calculamos en el capitulo ante-
rior en las ecuaciones (4.5, 4.10, 4.11, 4.14, 4.15, 4.35, 4.36), y los propagadores estan defini-
dos en el espacio Euclidiano como

. . 2
‘th% ; Sylk) =iy-k+m
: (5.3)
g FPOIMP—iy-p) Quiv]  Equay

A continuacioén se presentan los célculos de cada una de las trazas, los cuales estan divi-
didos en dos secciones referentes a los célculos de la ecuacién (5.1) y (5.2)
5.1. Ecuacién del gap multiplicada por 1

El primer paso para calcular la traza de la-ecuacién (5.1) es sustituir el valor del propa-
gador de fotén A, dada en (5.3)

qudv
g _——_—_—_—
Hv qz

‘1(k)—s-1(k)+e2f d’p S(p)T,(k, p)A(G?)
=S, L amd SPTuk pAG

(5.4)
qu‘]v

+ée f de(p)F#(k p)

Al calcular la traza del término del lado izquierdo (LHS por sus siglas en ingles left-hand-
side) de esta ultima ecuacion se tiene

oM (k?) 4, M(k?)

}— ik Triyay™ F(kZ)W: F0D) (5.5)

iy-k+M(k?)

-1 _
TriS (k)}—Tr{ )

M)
F(k?)

con esto se puede llegar a la siguiente relacion, la cual nos indica que para despejar
necesitamos dividir las siguientes trazas entre 4
M) _ L rrs oy (5.6)
F(k?) 4 '
por otro lado, calculando el primer término del lado derecho (RHS por sus siglas en
ingles right-hand-side)

iTr{Sal(k)} = }LTr{iy-k+ m} = i(z‘kﬂwﬁmﬂgﬁﬁi m (5.7)
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5. ECUACION DEL GAP

Para el tercer término del RHS de la ecuacion (5.4) se utiliza la WFGTI en el espacio
Euclidiano

iqulu(k, p) =ilky— p)Tule, p) =S (k) - S~ (p) (5.8)
con lo que
1 Zf d%p quav, ¢ [ dp -1 -1 v
-T WSy k,p)——}t=—| —=Tr{y,S(p)IS (k)-8 —
2 rice E(Zﬂ)dy (PITu(k, p) q4} 21 Jp om)d riyvS(p)IS (k) (p)]q4}
_ [ A% av

Triy [S(p)S~ (k) - 11}

4 Je2em)? g

alp  F(p*) 1 1
) fE(Zn)d p?+ M? (p?) q4F(k2)[ (P°)k-q-M(k%)q-p] (5.9

con esto ya se tiene el resultado que involucra al pardmetro de norma ¢, solo falta cal-
cular la traza del segundo término del RHS de la ecuacién (5.4).

5.1.1. Segundo término del RHS de (5.4)

Calcular el resultado de este término requiere un proceso mas laborioso ya que involu-
cra las funciones Y;(k, p) a través de los factores de forma 7;(k, p)

1 dip quay
1 rie s (Zn)dYVS(p) y(k PIAGT) | 8uv _612

}

:1ezf d’p F(p*)A(q)

2 Jeem? g2 (M (p2)? + p?)

x (=M (p*)b(k* p*) (q- )° + 20D=D)q* M (p*) a(k*, p*) + 4>t M (p*) b (K*, p°)
+c(k5,p?)(2(p- @) (q-B) =2¢*(p- D) +17(g*(=(D - 2)k* + (D - 2) p* - 2(k - p)

x (p-1) —2Dk*q* 1M (p*)+ 2p*(k-t) + (q- )(2(k-p) - K>+ p*) (p- @)~ k-q  (5.10)
x 2p?) +2Dq 13M (p*)+ 2Dp? g*16 M (p?) — 2D g 14(p - ) —2DG*15(p - @) — 24° 72

x M (p®) (k- 0)(p- @) +2q°T2M (p?) (k- @) (p- 1) +2k° ¢°16M (p°) + 2p° ¢° 11k - @)
—2q°11(k: p)(p- @) - 24" 13M (p*) - 2p* P16 M (p*) + 44" 14(p- ) = 4*142(p- @)q - ¢
+24°15(p )

a partir de aqui se sustituye el valor de las funciones 7;(k, p) definidas en (4.35) y el
resultado se factoriza en dos términos para empezar a simplificar la traza

} = Ak, p) + B(k, p) (5.11)

1., dip ) [ quqv
-T ——1,S(PT,(k, p)A - —
1 r{e L(Zn)d')/v (P) /J( P) (q ) guv qz

donde A(k, p) es el término que contiene todas las funciones Y;(k, p) y B(k, p) es el tér-
mino libre de funciones Y;(k, p).
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5.1 Ecuacién del gap multiplicada por 1

5.1.1.1. Término A(k, p)

Al simplificar los términos que llevan funciones Y;(k, p) se llega a

d’p 1 9
Ak, :f E(k, p){————Y1(k, p) + —————— M(p*) Y5k,
g pY{ 2 s
D30 2P kNt gyt P k)
donde se defini6é ) )
Elk,p) = 2——P)__ A 513

p2 +M2(p2) k2_ pz

5.1.1.2. Término B(k, p)

Los términos que estdn libres de funciones Y;(k, p) contienen los factores de forma
a(k? p?), b(k? p?) y c(k? p?) definidos en (4.11), por lo cual es necesario sustituir estos
valores y posteriormente factorizar M( pz) yM k%), con lo que se obtiene

dip 1 1

Bp- [ L2 s L

) E (2m)® ( p)F(kZ)qZ
—(D-1) Bk + pPYk-p+2(D-2) (k- p)*1+ MK~ (D - 1) k* p?
+(D-1) (K +3p2k-p-2(D-2)(k-p)* - (D-1) p*}}

{MPHID - 1) k* + (D + 1) k2 p?

d? 1
=f P E(k, p) IM(PHID-DE*—(D-Dk-p

E 2m)4 F(k*)
+2v(:;p)] + M) [-(D-1)p*+(D-1) k~p—2V(§;p)]} (5.14)
donde ya se habia visto que
V(k,p) = k*p? - (k- p)* (5.15)

5.1.1.3. Segundo término del RHS de (5.4) completo

Una vez que se calcul6 por separado A(k, p) y B(k, p) es posible sumarlas para obtener
el segundo término del RHS de la ecuacién (5.4), de tal manera que
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5. ECUACION DEL GAP

1 2 d“p 2 udv |, _
JTrie fE o VS PITUE PAG) | gy = =" |1 = Ak p) + Bk, )
dp 1 2 )
= E(k, - Y, + M Y-
fE(zn)d CPE s 302" oo P
2 oA, 2 s, 1 2, (5.16)
D=3 0-27"% "oz w2 P T Eay M)
V(k, p)

x[(D-Dk*—(D-1Dk-p+2 ]+ M(k?)[-(D-1) p?

q2

V(k,
+(D-1k-p—2 (qu)n}

de esta tiltima ecuacién renombramos las funciones

- _2(g-p) YA mYS
Am(p, k) = (D—3)(D—2)[ Y1(k,p)—2(q-p)Yg (k, p)+2(0:. p) Y7 (k, p)] (5.17)

V(k,p)
qu (5.18)

utk,p)=D-1(k-p)-2

con lo que la ecuacién (5.16) se reduce a

d

1 a*p dudv
-T 2[— STk, p)A(g?
rie E(Zﬂ)dy (ML p(k, p)A(G7)

q2

8w~

dp
— 2 M 2
4 p=e fE @em)4 v)

1
Ys(k,p) + ——-Am(p, k) (5.19)
5(k, p) M) m(p, k)

F(pY) - A@D)

X
p? + M?(p?) k? - p? (D-3)(D-2)
M (k?)
M(p?)

+ (D= K*— uk,p) + }

1
F(k?)

(- (D=1 p*+ulk, p))]

pero esta ecuacion se puede reducir un poco mas si definimos la funcién

k> =.p? 2 Am(p, k)
#GM(IC,]?): —Y5(k',p)+ M pz
A(g9) (D-3)(D-2) M(p~) (5.20)
+ [(D-1)k* - ulk, p) + [u(k, p) — (D - 1) p?] M(kz)] ! |
P P PIMed | Fae)
y con esta simplificacién simplemente se tendra que

1 a
~Trie? f DYy ST, PYAGD) | gy — q“—f”]}
! £ (2m) 9 (5.21)

2 f d’p _F(p*)
E

2
omd P2+ ME(p?) M(p“)Gum(k, p)
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5.2 Ecuacio6n del gap multiplicada por y - k

5.1.2. Ecuacion del gap multiplicada por 1 completa

Finalmente podemos escribir la funcién de masa a partir de los resultados obtenidos en
las ecuaciones (5.6, 5.7, 5.9, 5.21)

M) o (A% F(pP) 1 1 ) 2
- — M k-g-M(k*) q-

Foa) Mote ¢  @md p2+ M2 (pP) 6/4F(k2)[ (p*) k-q—M(K*) q-p]
+ez[ d’p _ F(p)

E 2m4 p*+ M?(p?)

(5.22)
M(pH) Gk, p)

5.2. Ecuacién del gap multiplicada pory -k

De la misma manera que lo hicimos anteriormente, lo primero que tenemos que hacer
es sustituir el propagador del foton A, en la ecuacion (5.2)

d

d
Y'ks_l(k)=7~k561(k)+ezf Z%ka(p)ru(k,p)A(qz) G —
E (2m) q
o (5.23)
v
toe f )dY kyvS(p)T (K, p)”—
vamos a empezar calculando la traza del LHS de esta ecuacién
- iy-k+M(k2)}
Triy-kS™'(k)}=Triy k——m————
\7eks r{y FD)
liksTr +M(Hk2)w Aik” (5.24)

con esta ultima definicién se puede despejar ﬁ, la inversa de la renormalizacién de
la funcién de onda del fermién, y obtener la siguiente relaciéon

1 —i
——=—Triy kS~ (k 5.25
FD ~ 1k2 {y (k)} (5.25)
esta relacién implica que todas las trazas deben ser multiplicadas por un factor ;7.
Pasando al RHS de la ecuacién, al sacar la traza del primer término que involucra el
propagador del fermién desnudo vamos a tener

4k2Tr{)/ kS5 (k)} = k2 [zkﬁW+m£r/{y/ﬂ' 1 (5.26)

Calculando el tercer término de la ecuacién (5.23) nos damos cuenta que nuevamente
vamos a utilizar la WFGTI (5.8) para facilitar el célculo de la traza
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5. ECUACION DEL GAP

__i 2 dp ) quv
4k2Tr{<fe fE(Zn)dY kyyS(pT,(k, p) pr !
_625 ddp » . @
=02 Jp oma LTRSS T =S pIg)

—625 ddp Gy .
= e EW$TT{Y'ka[S(p)S (k)= 1]}

— _626\[ de i
e (2mP g4

pero el término resaltado en rojo no va a contribuir pues ante el intercambio g — —¢g
queda una integral completamente antisimétrica y por lo tanto daria cero, asi que la traza
del término tres del RHS se reduce a

F(p*) 1
pz +M2(p2) F(kZ)

k- k.
{P'LI‘FM(/CZ)M(PZ)IC—;]}— k—zq](5.27)

—i , [ d% quqv
iy Ky STk, p) 28
o Trice fE(zde TSItk )7

de 1 F(Pz) 1 k-q
—_p2 L ' 2 )
=—e ffE 2mP g* p2+ M2(p?) F(k2) {p q+MKIM(p )—k2 } (5.28)

Para el segundo término del RHS se va a necesitar nuevamente un tratamiento profundo
el cual se presenta a continuacién.

5.2.1. Segundo término del RHS de (5.23)

Al calcular la traza de este término se va a tener el siguiente resultado
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5.2 Ecuacio6n del gap multiplicada por y - k

quqv
g —_——_—
Hv 612

}:

i dip e [ d’p q*k*F(p*) A(4?)
—T 2[ “KYv Tu(k, p)A(q® _f
T2 T |, oma krvSPITuk, pAGE?) 2 Je @mP p?+ M2(p?) (k%)

% 323D+ 30 20 (k- p)? — 23D D3P g1 (k- ) + 2P 3P M (p?) k- g g2k - p

)7y = 323041 3D ghp 4 93DH DD ke | 393D+1 D2 20 k) gD

) Q3DHU2 20 ko) 393D 3D 2 20 by | 93DFL 3D 2 20y g 3D93DTL 2

x M (p?) k-trok-p+2°P P M (p?) k- qq - tt:k-p—n°Pk-qp- q2°P 18k - pg?

=23 30, (12 pA) k- tp- £+ 23P 1 130 a (k2 p?) 2k - qp- g+ (D-3)k-pg?) -

% 23D 1D e (k2 p2) M (p?) (k- 1% — k- Gq- £) — 2°PH 03P M (p?) K2 (- ) g1 — T2
23D+ 3D e 12 2 4 93DFUD 2 2y 4 93D 3D L a2 3D (5.29)
x 14k 1242 M (p?) ¢ + 2P DS M (p?) k- g 14+ P3P M (pP) k- ggPq - o

x 74— 22P3D M (p2) (k- ) grs + 2P DD M (p2) kg gPts — 2P 0P K2k - g

x p-qre+ 2302130k qpP(p - )16 — 23P 1 718D ke tp-qqPre — 28P %P k- gp - 1Pt
+230+253D 0y g - _23D+17_[3DM(p2) k- tqt7 +23D+17_[3DM(p2) x k- tp?
< ¢*17 +23D+1n3DM(p2) Kp-tqPts _23D+1n3DM(p2) K2p-qq-tts+23P* 1 Di2p?
x q*1emP + 2m)*P b (K%, p?) (q- (k- tp-q+k-qp-t—k-pq-t)+k-pg*t?) + 17
y M(pZ) (kz_pz) (Dk- tq>+k-qq- £)) 1+ 03D+153D k2 (45 270 4 93D+18D (. 2
x pPrg — 32301302 2 p2 0y
Sin embargo, esta no es la version mds simplificada que podemos obtener. El siguien-
te paso es sustituir el valor de los factores de forma 7;(k, p) en términos de las funciones

Yi(k, p) definidas anteriormente en (4.35) y a este resultado lo vamos a volver a factorizar
en dos términos como en el caso anterior

qudv

—i 2 d“p 2 [
—T . T'y(k,p)A -
o Trle fE oo ST A g = =

}=C(k,p)+D(k,p) (5.30)

donde C(k, p) contiene las funciones Y; (k, p) y D(k, p) contiene todos los términos libres
de funciones Y;(k, p) en esta ecuacion.

5.2.1.1. Término C(k, p)

Al simplificar los términos que llevan funciones Y;(k, p) se llega a

da 1 Yi(k,»)+2k-gY2(k,p)+2k-tYS(k, p)
C(k,p)=fE(2 )pE(k,P)p{—M(pz)[ LePTEE g% b il

7 (D-3)(D-2)
2 2 2 A (5'31)
(k"= pIYalk, p) + 17 Y3(k, p) — 2k - pYs5(k, p) + 8V (k, p) Yy (k,p)]}
(D-3)(D-2)
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5. ECUACION DEL GAP

ya habiamos visto el valor de la funcién E(k, p)

ey = TP A@)

¢ A (5.32)

5.2.1.2. Término D(k, p)

Como ya vimos anteriormente, los términos que estan libres de funciones Y;(k, p) con-
tienen los factores de forma a (k?, p?), b(k?, p?) y ¢ (k?, p?) definidos en (4.11), pero en este
caso solo se va a sustituir el valor de a(k?, p?), asi que al simplificar nos queda

d* k* V(k,
Dik,p) = [ £, )w{M(pZ)C(kz,pz)[—(D—l)k2+(D—1)k-p—2 ady
E 2m)®

o e L L L1 (F0?
(D= Dk pb(k=, p7) + 3 7> F(p?) k2 - {F(ch)

+k-p[2(D-Dk* + k- p[(12-5D)k* + 2(D — 4 k - p~ (D =4) p*] +6k2p2]}

{(D—8)k4p2+(D—4)/c2p4
(5.33)
+{—(D—4)k4p2— (D-8)k*p* —k-p|k-pl-(D-B,* +2(D-Dk-p

+(12-5D)p?1 +2(D - 1) p* +6k2p2]}}}

en esta ecuacion es posible reemplazar el valor de la funcién u(k, p) que definimos en
(5.18) de tal manera que

D(k,P)=f 4p 7 E(k, P)Q{M(P )uk, p) - (D - Dk*1c(k?, p°)
E (2m)? (5.34)

—(D-1k*p?b(K?, p*) + H(k, p)}

donde H(k, p) engloba los términos resaltados en verde de la ecuacién (5.33), que al

multiplicarl ) i
plicarlos por 1 = Fp?) S€ obtiene
H(k, p)= M { {(D 8)k*p? + (D-4)k*p* + k- p[2(D - DK* +6k*p?
22 k2— p? | F(k?)
1
+k-p[(12—5D)k2+2(D—4)k-p—(D—4)p2]]}+—2{_(D_4)k4p2
F(p?) (5.35)

—(D-8)k*p* —k-plk-pl-(D-DK*+2(D-4)k-p+(12-5D)p?]

+2(D—1)p4+6k2p2]}}

para simplificar esta tltima expresion se va a reescribir de la siguiente manera

1

1
H(k,p) = 5 —{F(kz)

——-R(k, p)} (5.36)

1
QP+ oz,
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donde he renombrado

Q(k, p) :%{(D—S)k“pz +(D-0k*p* +k-p[2(D- DK +6k*p?

+k'p[(12—5D)k2+2(D—4)k~p—(D—4)p2]]}
(5.37)
R(k, p) =%{ —(D-8)k*p* — (D-Dk*p* - k- p[2(D-1)p* +6k*p*

+k-pl12-5D)p* +2(D-4)k-p— (D- k)] }

= Tratamiento a R(k, p)

Por un lado, al simplificar el término R(k, p) vamos a tener
R :%{ —(D-8)k*p* — (D- k' p* - k- p[2(D= Dp*+6K*p*
+k-pl12-5D)p* +2(D-4)k-p= (D—4)k2]]}
=%{p2[—(D—8)k2p2 —2(D-1)(k:p)p* - (12-5D) (k- p)* - 6(k - p)k*

+2(D-1(k-p)k* —2D -k - p) k> +4(D - 1) (k- p)*> —4(D - 1) (k- p)?]
—(D-4k*p*-2D-4)(k-p)®+ (D -k (k- p)*}

Z%{Pz[—Z(D— 1)(k*p)g* - (D-8)k*p* - (8—2D)k* (k- p) — (8- D) (k- p)*
+4K” p? <Ak P’ + Ak p)? — 4k p)’] = (D - DIk p* + 20k p)* = kP (k- )]}

=%{—2P2[(D— 1) (k- p)g* -2V (k, p)] — (D -4 [K*p? (p* + k* - 2k - p)
—(k-p)P(p* + K> =2k-p)}

=%{—2P2[(D— 1) (k- p)g* -2V (k, p)]l — (D -4)q*(k*p* - (k- p)*)}

V(k, p)
q2

=-2p%u(k, p)— (D-4)V(k, p) (5.38)

=—2p*(D-1)(k-p) -2

1-(D-4)V(k,p)

» Tratamiento a Q(k, p)

Por otro lado, del término Q(k, p) se obtiene
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Q:%{(D—S)k4p2+(D—4)k2p4+k-p[2(D—1)k4+6k2p2
+k-pl12-5D)k* +2(D-4)k-p— (D—4)p2]]}
1
:?{kz[(D—S)kzpz +2(D-1)(k-p)k* + (12-5D) (k- p)* + 6(k - p) p*

+2(D-1)(k-p)p* -2(D-1)(k-p)p* +4(D-1) (k- p)*> —4(D-1)(k- p)*]
+(D-a)k*p*+2(D-4)(k-p) - (D -4 p*k-p)*

=%{k2[2(D— (k- p)g* + (D -8)k*p* + (8-2D)p*(k- p) + 8- D) (k- p)?
FAK2 p? — 4K2 P 4k p)? — 4k p)1+ (D - DK p* + 2k p)* = PP (k- p)21}
Z%{Zkz[(D— 1) (k-p)g* —2V(k, p)] + (D - 4) [k* p*(p? + k*— 2k - p)
— (k- p*(p* + k* =2k - )}
=%{2k2[(D ~1(k-p)g* -2V (k, p)] + (D - 4) ¢*(k* p*= (k- p)»)}

v(k,
=2k2[(D-1)(k-p) -2 (qu)] +(D-4V(k,p)
=2k u(k, p) + (D -4V (k, p) (5.39)

Ahora que ya tenemos R(k, p) y Q(k, p) simplificadas podemos sustituir sus valores en
H(k, p), es decir, sustituir las ecuaciones (5.38, 5.39) en la expresion (5.37)
1
F(p?
k> 2 (D-4) 1
Fok2) Ffpz) tp VPG
k? p? (D—4)
F(k?)  F(p?)
con esto ya podemos sustituir H(k, p) en la funcién D(k, p) libre de funciones Y;(k, p)
que describimos en la ecuacién (5.34)

1 1 1
H(k,p) :ZkZ—{ 2k2u(k,p)+(D—4)V(k,p)] -

S [2p2u(k,p)+(D—4)V(k,p)]}

! a7
- P k2_p2 _p2 F(k2) F(pz)

V(k, p)b(k?, p?) (5.40)

1
= u(k, p) g

dd k2— 2
D(k,p) = f 2. pte, o) P MpA ik, p) - (D - DI, p)
E (27) k

m) (5.41)
2 2,2 2 o2 o (D=4 2 2
~(D= DK bk, p*) + ulk, P, p*) + ==V (k, p)b(K*, p)}
donde hemos definido el término b(k?, p%) como
- 1 kz p2
b(k?, p*) = [ = ] 5.42
W= | 70w (5.42)
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5.2 Ecuacio6n del gap multiplicada por y - k

5.2.1.3. Segundo término del RHS de (5.23) completo

Ahora que contamos con una version simplificada de la funcién C(k, p) y D(k, p) (5.31,
5.41) podemos sumarlas tal como se muestra en la ecuacién (5.30) para obtener el segundo
término del RHS de la ecuacién (5.23)

qudv
g _——_—_—_—
mv qz

—i o [ d%p 2
Tr{e fE Y- kyvS(PITu(k, p)A(g7) }: C(k,p)+ D(k, p)

4k2 @m4
[ d% 1 o 1 Y1k, p) +2k- q Y (k, p) + 2kt Y3 (k, p)
_fE (zn)dE(k’p)ﬁ{_M(p )| (D-3)(D-2) |
| (k? = p*) Ya(k, p) + 12 Y3(k, p) = 2k - p¥5(k, p) +8V(k;p) Vy' (k. p) | (5.43)
(D-3)(D-2)
+ (62 = pH{MP?) [k, p) - (D - DI c(k?, p?) = (D = DK p* bk, pP)

ke, B, pP) + =V (k, pIb (R, pz)}}

para tener la expresion mas compacta es posible agrupar todas las funciones Y;(k, p) en
dos funciones A (k, p) y Ay (k, p)

o A Ay
AM(k’p)_(D—S)(D—Z)[Yl(k’p)+2(k QYs (k,p)+2(k-1)Y; (k, p) (5.44)
1
Anm(k, p) =—————=|(K* - p?) Ya(k, p) + t* Y3(k, p) - 2(k - p) Y5 (K, p)
NM\K, p (D—3)(D—2)[( p°) Yalk,p 3k, p p)Ys(k, p (5.45)

+ 8V (k, pI Y (k, p)]

esta distincién es importante porque nos permite ver cliramente que As(k, p) es una
funcién masiva mientras que A (k, p) es no masiva y con esto conjetar que las funciones
Y3, YGA y Y7S son funciones masivas mientras que Ys, Y3, Y5y YSA son funciones no masivas.
Podemos observar que bajo el intercambio de k — p la funcién A, (k, p) se va a transformar
en Ay (p, k), que es la misma expresién que obtuvimos en (5.17) para la funcién Gas(k, p).

Ahora con este renombramiento de las funciones Y;(k, p), la ecuacion (5.43) se reduce a

-2 4
E (Zn)d

{ - M(p*)Ap(k, p) — Anm(k, p)

qudv
g —_——_—
Ky 6]2

_—iTr{ezf dip , S(p)T . (k, p)A(G?)
e pmd b e

L FpY  AGY
2 p2 +M2(p2) k2 — p2
+ (6 = P {M(pD) [uk, p) - (D= DI c(k?, p*) - (D= DI p* bk, pP)

ke, DB, pP) + =V, pIbR?, pz)}}

(5.46)

para tener una expresién mas compacta definimos la funcién Gr(k, p) como
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k2 —p?
(A—f)Gp(k, P) = =Axn(k, p) — M) Ak, p) + (k2 = p){ = (D - D2 pPb(, p?)
(g°) (5.47)

+u(k, pb(k*, p*) + M(p®) [u(k, p) — (D~ DK?] c(k*, p*) + (Dz_ 29k, prb (2, P}

te

‘—iTr{ezf 4 kyvS(p)Tu(k, p)A(G?)

y con esto el segundo término del RHS de la ecuacién (5.23) nos va a quedar simplemen-
qudv

g —_——

pv qz

- d’p 1 __F(p)
E (Zﬂ)d k2 p2 + MZ(pZ)

(5.48)

Gr(k,p)

5.2.2. Ecuacién del gap multiplicada por y - k completa

Finalmente podemos escribir la ecuacién inversa de la renormalizacién de la funcién
de onda del fermion a partir de los resultados obtenidos en las ecuaciones (5.25, 5.26, 5.28,
5.48)

] - U Ll

F(k?) E 2m)® q* p?+ M?(p?) F(k?)
Y -

E (Zﬂ)d 2 p2 +M2(p2)

k-
{p-q+M(k2)M(p2)k—f}
(5.49)

Gr(k,p)

Con esto ya tenemos lasdos ecuaciones (5.22, 5.49) desacopladas de la ecuacién del gap
(5.1), sin embargo, atin es necesario derivar restricciones no perturbativas a las funciones
Y;(k, p) mediante la regularizacion dimensional, lo cual se presenta en el siguiente capitulo.
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Capitulo 6

Renormalizacion Multiplicativa

“{Hermoso era el mundo! Diversiforme era el mundo, extrafio, misterioso,
insondable, aqui azul y amarillo, verde mads alld. Las nubes se deslizaban en el
cielo y sobre la tierra corria el rio. Todo era bello;'enigmaético y encantador como
el bosque y como las montafias cuyas silu€tas se fecortaban en el horizonte. Y
en medio de ese mundo, él, Sidharta, despierto, alerta, en camino ya, hacia si
mismo.”

-Sidharta, Hermann Hesse-

En el capitulo anterior llegamos a dos expresiones que desacoplan la ecuacion del gap
(5.22, 5.49), para obtener constricciones no perturbativas hacia las funciones Y; (k, p) es ne-
cesario estudiar diferentes modelos que describan el propagador del fotén; en este trabajo
se va a tomar la definicién mds sencilla posible, reemplazar el propagador del fotén com-
pleto por el nivel de arbol, con lo que

M) = do(d?) = ©6.1)
q

a‘esta. aproximacion se le conoce como Quenched QED (qQED).

Las ecuaciones (5.22, 5.49) se van a estudiar en el limite quiral cuando my = 0 debido a
que este es un escenario importante para explicar como QED experimenta una transicién de
la fase perturbativa a la no perturbativa. El estudio de este escenario es de suma relevancia
en la teoria ya que cuando se incrementa el valor del acoplamiento electromagnético (a)
hasta su valor critico se desencadena el DCSB. Teniendo esto en consideraciéon se obtiene
una ecuacion para la funciéon de onda de F a través de (5.49)

{ANM(IC» p)

1, 2 f d’p 1 F(p*)q-p ezf d’p 1 F(p»)Ag?)
E E (ZH)D pZ kZ_ p2 (6_2)

F(k?) emP ' F(k?) p? K2
(D-4)

2

+(62 = pA) (D= DR p?b(K?, pP) — utk, p)b(k?, p?) - ———V (K, p)b(k%, p?) ||
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6. RENORMALIZACION MULTIPLICATIVA

Del trabajo de Bashir y Delbourgo [2] se puede llegar a una expresién no perturbativa
que garantice la covariancia correcta en dimensiones arbitrarias y que sirva c6mo un re-
querimiento de renormalizacién

ENiCe) a
F(kz) 4m) f de( )F(kz) ) (6.3)
donde y,4(k?, p?, g?) viene definida
Yatk? p*,4%) = €+Ad(k2 p?, 4% (6.4)

para garantizar (6.3) le sumamos un cero a (6.2) como se muestra a continuacion

1 2. [ d°p Fp?) q-p & [ d°p 1 F(p)AG)
n-l-e f D 2\ 1,2 4__2f 52 22 Mk, p)
F(k2) Eem)P F(k?) p*q* k> Je @m)P p* k*-
+ (= )| (D= D P2, p) = ulh, pYBUE, ) ~ S22 e, Lo, ) }
dPp  F(p? F(pz) p-q
4 2[ , f 6.5
MR Br=rtlyare ] B @) v ©5)

a partir de esta tltima expresion acomodamos los términos para conseguir la forma que
se presenta en (6.3)

(4m)?

Lo, d’p  F(p*) p-q._ & f d’p 1 F(p*)Ag?)
F(k2) s emP  YER) prgt K

A k,
P 2 -2 { num(k, p)

D—-4
( - )k, p)b(kz,pz)]}

+(k2_p2)[(D_1)k2p2b(k2’p2)_u(k,p)E(kzypz)_
d’p F(p*) 4:.p _ » 2
i - +(4
fE(Zn)D F(k2) o GLARCR )
B f PRl R _e_2f d®p 1 F(pAG)
(Zn)D “F2) pPgt 12 Je e p? k2 - p?

H( = p2)| (D= VP b, p?) - utk, B, p?) - (D2_4)

{ANM(IC, p)

V(k, p)b(K?, pz)] }

de F(pZ) q.p 9 ,
“, 2D FUB) prqil ¢ ¢ HAmad (4n°Aa) 6.6)

simplificando vamos a llegar a

d’p  F(p? p-q € [ dPp 1 F(p*)A(g?)
—_— — 2 _— e
F(kz) 1 (47T) E (zn)DYd F(kz) p2q4 k2 L (27‘[)D pz k2 Y {ANM(’C; p)

(D-4)
2

+ (k2 - p?) [(D— DE2p2b(k2, p) - u(k, p)b(k2, p?) — V(k, p)b(K2, pz)] } 6.7)

d’p . F(p» q-p
e emP T F(kD) p2qt

+ (4m)?
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Si queremos garantizar (6.3) esto requiere que el resto de los términos sean cero, es decir:

(4m)?

d’p . F(p*) q-p ¢ f d’p 1 F(p®) {ANM(k,p)
EemP R gt R penP PP 2 |- p? N
(D-4) 2

2

+(D-1)k*p*b(K?, p?) — ulk, p)b(k?, p*) - V(k, p)b(k?, pz)} =0

esta ultima expresion ya dada en qQED. La solucioén trivial requiere que lafuncion Ay (k, p)
tenga la forma

Anmk, p) = (p? = KA [ (D -1 K2 p? bk, p?) - ulk, p)b(k?, p?) -

D—4
( > )V(k,p)b(kz,pz)](GB)

y aqui finalmente se puede observar que esta expresion define un ansatz no perturbati-
vo para las funciones Y;(k, p) no masivas, es decir, para las funciones Ys, Y3, Y5 y Y8A en su
conjunto (5.45), sin embargo, no lo hace individualmente con cada funcion.
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Capitulo 7

Conclusiones

“Tarda en llegar, y al final, al final hay recompensa...”

-Zona de Promesas, Gustavo Cerati-

En el capitulo 4 se comprueba que es posible obtener un Ansatz no perturbativo para
el vértice fermion-fotén I’ (k, p) a partir de las WFGTI y las TTI. Este vértice se dividi6 en su
parte longitudinal y su parte transversa. El vértice longitudinal es el ya proporcionado por
Ball y Chiu [5, 6] el cual estd libre de singularidades cinemaéticas y garantiza la invariancia de
norma a través de las WFGTI. Para el vértice transverso se introdujeron las TTI para descri-
bir los factores de forma 7;(k, p) en términos de las llamadas funciones Y;(k, p), estas iden-
tidades aseguran la invariancia de norma para el vértice transverso FZ(k, p). Gracias a este
Ansatz refinado es posible desacoplar la torre infinita de SDE a nivel de los propagadores.
Un punto importante a resaltar es que-al fijar D = 4 se obtienen los resultados reportados
en [34].

En el capitulo 5 trabajamos con la SDE para el fermién, también conocida como ecua-
ci6én del gap. Esta ecuacién del gap es una ecuacién matricial de dos ecuaciones indepen-
dientes: la funcién demasa y la renormalizacién de la funcién de onda del fermién. En estas
dos ecuaciones logramos clasificar las funciones Y;(k, p) en funciones masivas y no masi-
vas. Al estudiarlas en el limite no masivo, con la aproximaciéon gQED, se logra asegurar la
MR de la SDE del fermion y se obtiene informacién de las funciones Y, Y3, Y5y YSA en con-
junto.

Al analizar los resultados obtenidos concluimos que el vértice fermioén-fotén que se
construye garantiza la invariancia de norma por medio de las WFGTI y las TTI, ademés,
asegura la renormalizabilidad multiplicativa de las SDE en que aparece, en este caso, la del
fermidn. Sin embargo, estos resultados son vélidos para todo D menos D=2 6 D=3, ya que
en estos casos la contraccién de los tensores Levi-Civita da cero y no aporta informacién
nueva, para futuros trabajos se podria analizar este punto. La importancia de este estudio
en el régimen no perturbativo es el analizar fenémenos que son invisibles en cdlculos per-
tubativos, por ejemplo el DCSB y Confinamiento de Color; en este trabajo son aspectos que
ya no se llegan a tratar, pero dan pie a futuros anlisis.
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Apéndice A

Algebra de Dirac en d Dimensiones

Para el célculo de las trazas es necesario conocer las siguientes operaciones permitidas
dentro del célculo [14], siendo Ay B matrices y @ cualquier niimero

Tr(A+B)=Tr(A)+Tr(B)
Tr(aA) =aTr(A)
Tr(AB) = Tr(BA)

esta ultima nos dice que las trazas son permutables ciclicamente. Por otra parte, se tiene
un &lgebra de Dirac que nos proporciona informacién de las matrices vy, la cual, para d
dimensiones se define a través de las habituales relaciones de conmutacion {y*,yv} = 2g"".
Se tiene

g#vg’“/ =D ; me” =D (A.1)

con lo que surgen las identidades [31]

Y"YaYu=2-D)ya , (A.2)
Y*YaYpYu=D-DYaYp+48ap » (A.3)
Y*YaYpYvYu = —2YvYpYa(D=DYaYpYv (A4)
YHoapyu=(D-40qp (A.5)
YHOpa=iD-Dya , (A.6)
U,ua?’u =i(1-D)yq . (A.7)

donde g™ = %[Y”,YV]-
Con esto en mente se tiene un conjunto de teoremas para calcular las trazas [31, 35, 36]
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A. ALGEBRA DE DIRAC EN D DIMENSIONES

Tr(h=4 ! (A.8)
Tr(y*)=0 , (A.9)
Tr(y*y*)=4D , (A.10)

Tr (Y'UYV) =4gw (A.11)

Tr (Y'UYVYaYﬁ) =4 (gm/gaﬁ _ g,uagvﬁ + gpﬁgva) _ (A.12)

ademds, la traza de cualquier producto de un niimero impar de y* es cero. Para el caso
de la y° existen varios métodos para manejar esta matriz en regularizacion dimensional, ya
que las relaciones

Yyt =0 (A.13)
Tr{y°y*y"yPy°} #0 (A.14)

no se pueden cumplir simultameamente [37, 38, 39]. Para tratar con ys se pueden seguir
los esquemas

1. Prescripcién de Kreimer
2. Prescripcién de Larin-Gorishny-Akyeampong-Delburgo [40]
3. Esquema Breitenlohner-Maison- t'Hooft Veltman (BMHYV) [41, 42]

El esquema BMHYV trabaja las matrices y° como objetos 4 dimensionales que no anti-
conmutan con las matrices de Dirac. En este trabajo se tomo la definicién de y° en 4 dimen-
siones

Y5 =74Y1Y2Y3 (A.15)

con lo que las trazas se calculan de la misma manera que en 4 dimensiones, es decir, la
traza de y° por el producto de un nimero impar de y* es ceroy

Tr {Y5YMYVYaYﬁ} = _46,uvaﬁ (A.16)

pero el tensor €, se toma como si fuera d dimensional, con lo que al tener una con-
traccion en el espacio Euclidiano de dos tensores Levi-Civita se tiene

€puvo€apvp = (D —3) (D —2) [gapg/ja - gaogﬁp] (A.17)

1Ya que se requiere que la traza de la matriz identidad sea el valor habitual en la dimensién fisica del

espacio-tiempo, es decir, 4.
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Apéndice B

Estudio de la simetria

Para comprobar el cumplimiento de la simetria CPT en las ecuaciones (4.25-4.32) se
pueden seguir dos caminos

1. Haciendo un anadlisis de la parte simétrica y antisimétrica
. . . k<
2. Haciendo el intercambio de k por p: 7(k, p) zp T(p, k)

En este trabajo utilizamos ambos caminos para ejemplificar su uso, las primeras 5 fun-
ciones 7;(k, p) por el primero y las dltimas 3 por el segundol.

En el primer camino se siguen las siguientes reglas:

SxS=8
AxA=S8
SxA=A

donde Sy A quiere decir simétrica y antisimétrica, respectivamente.
En el segundo método se separa la funcién 7;(k, p) en su parte simétrica y antisimétrica

1k, p) =75 (k, p) + 72 (k, p) (B.1)

donde
5 (k,p) = %[r,-(k, p)+7i(p, k)] (B.2)
i (k,p) = %[T,‘(k, p)—7i(p, k)] (B.3)

1Cabe resaltar que el segundo camino es el método mds confiable para garantizar el cumplimiento de la
simetria, sin embargo, es mds laborioso. El primer método es recomendable cuando se tiene la certeza de la

simetria de cada funcién en su forma individual, ademas de que su andlisis es mds corto.
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B. ESTUDIO DE LA SIMETRIA

Para ambos métodos es muy importante conocer la simetria de las funciones ti(k, p)

SIMETRICA  7;(p,k)=1(k,p), i=1,2,3,57,8 B.4)
ANTISIMETRICA 7;(p,k) =-7;(k, p), i=4,6 '
al igual que las simetrias de las funciones Y;(k, p)
SIMETRICA  Y;(p,k)=Y; (k,p), i=2,6%758" 25,
ANTISIMETRICA  Y; (p, k) =-Y;(k,p), i=1,3,4,56%7484 '

B.1. Primer método
A continuacién se presenta el andlisis de los primeros cinco factores de forma t;(k, p)
tomando en cuenta sus simetrias. Para este andlisis también debemos recordar que el de-

terminante de Gramm, V (k, p) (4.36), es simétrico y (k% — p?) es antisimétrica.

+—> Factor de forma (k, p)

Parto de la ecuacién obtenida en (4.25)

(D-3)(D—2)(k2-p?)V(k,p) AxS

T1 =

—é—S (B.6)
=== .

de acuerdo a (B.1) podemos-dividir 7; en su parte simétrica y antisimétrica
4}
(D-3)(D-2)(k? - p?)V(k,p)
o 11(k,p)=0 (B.8)

k)= 3.7

ademds, de acuerdo a las simetrias dadas en (B.4), 7, (k, p) es totalmente simétrica, por
lo que la funcién 7, (k, p) que cumple los criterios de simetria es

Y
T =— (B.9)
(D-3)(D-2)(k%-p?)V(k,p)
— Factor de format, (k, p)
En este caso tomamos la ecuacién que obtuvimos en (4.26)
Y5 -DY;+ Yy AxAxA A
Ty = = =—=3S (B.10)

(D-3)(D-22(k2-p?)V(k,p)  AxS A
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B.1 Primer método

nuevamente lo divido en la parte simétrica y antisimétrica

Y3 -DY3+Y:
e 13(kp)=- AR (B.11)
(D—-3)(D-2)*(k? - p?)V(k, p)
e 13(kp)=0 (B.12)
y sabemos que el factor de forma 7, es completamente simétrico, por lo cual
Y3 - DY3+Y:
To=— SR L (B.13)
(D-3)(D-2)%(k? - p?)V(k,p)
+— Factor de forma t3(k, p)
En la ecuacién (4.27) teniamos que
1 D-2)Y; (k? — p?) = (Y3 — Y5)1?
ra= b (i, p?) ¢ o2 p) S )
2(D-3)(D-2)*(k?—p?)V(k,p) (B.14)
SxA-(A=-A)S A=A
=S+ =S+ =S+S
AxS A
al hacer la separacién de la parte simétrica y antisimétrica
1 (D-2)Y, (k* - p*) — (Y3 - Y5)
o 5(kp)=-b(kp)+ dl P )2 - (B.15)
2 2(D-3)(D-2)%(k?- p?)V(k,p)
o 1(kp)=0 (B.16)
asi que la funcién 73 que cumple la simetria es
1 D-2)Y, (k* — p?) - (Y3 — Y5)1*
rg=tp(2, pr)+ 222 2( P )= (5= 1) (B.17)
2 2(D-3)(D-2)*(k? - p?)V(k, p)

+—> Factor de forma t4(k, p)

A partir de (4.28)

(k2= p?) [2(D - )Yy ++Ye] + Y7212 — )
Ta=- (B.18)
2(D-3)(D-2)*(k*~ p?) V(k, p)

pero la funcién Ys y Y7 se pueden descomponer en la suma de su parte simétrica y anti-
simétrica

(2 -p?)[2D-DYs+ (VS + YN+ (V2 + Y2 -1
2(D-3)(D-2)%(k? - p2)V(k,p)
A[A+(S+A)]+(S+A)S—A_ S+A+S+S+A-A
AxS T A
=—(A+S+A+A+S5-9) (B.19)

Tg=—
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B. ESTUDIO DE LA SIMETRIA

en esta ocasion ya se tiene tanto parte simétrica como parte antisimétrica, al dividirlo
tenemos

(K-p?)YS+Y -1
T 20-3)(D-22 (K- p?) V(K. p)
(K2 -p?)[2D-DYs+ Y|+ Y12
2(D-3)(D-22(k? - p?)V(k, p)

(B.20)

(B.21)

« 11 (kp)=

pero la simetria de las funciones 7;, (B.4), nos muestran que 74 es complétamente-anti-
simétrica, por lo tanto Ti =0y

(k2 - p?) [2(D - DYy + +YA] + V52

=— B.22
2(D~-3)(D-2)*(k* - p?)V(k, p) (©:22)
+—> Factor de forma t5(k, p)
En la ecuacion (4.29) tenemos
AL vyS
ro= e[k ) 2@V, + (Y + ) Y
(D-3)(D-2)*(k?-p?) 2(D=3)(D-2)*V(k,p)
A+A+S A
=S———— - —=85-(S+S+A)-A (B.23)
A S
al separar lo simétrico de lo antisimétrico vamos a tener
22V, + Y
S 2 2 6
o 12k, p)=—clk%p°)- B.24
5( p) ( p) (D—S)(D—Z)Z(kz—pz) ( )
AN Y,
« 15(kp)=- o - — (B.25)
(D-3)(D-2)*(k*—p?) 2(D-3)(D-2)*V(k,p)
pero el factor de forma 75 es completamente simétrico, por lo que T? =0
22V + YD
75 = —c (k% p?) - 6 B.26
s=—c(kp) (D-3) (D —-2)?(k? - p?) (526
B.2. Segundo método
r> Factor de forma t¢(k, p)
Partimos de la ecuacion (4.30)
D-2)Ys2(k, p)g* — (kK* - p*) (Ya(k, p) - Y5(k,
ro = P2 Yelkp)g (k% = p*) (Y3(k, p) - Y5(k, p)) B.27)

2(D-3)(D-2)%(k? - p2)V(k,p)

Ahora calculo su parte simétrica (Tg) y su parte antisimétrica (Tg‘)
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B.2 Segundo método

= SIMETRICA

15(k, p) :1{ (D =2)Ya(k, p)(k* + p* =2k - p) = (k* = p*)[Y3(k, p) = Y5 (k, p)]
2 2(D-3)(D-2)2(k? - p>)V(k, p)
L D=2Ys(p, k)(p* + K* —2p-K) =~ (p* — k) Y3 (p, k) = Vs (p, K)] }
2(D-3)(D-2)2(p? - k*)V(p, k)
1

= _ 2 2
_4(D_3)(D_2)2(k2—pz)V(k,p){(D 2)YolkspYg* — (K* — p*)
x[Yg(k,p)—Ys(k,p)]—(D_Z)W_(kz_pz)

x [~ Ya(k, p) + Y;,(k,p)]}

1
4(D-3)(D-2)2(k? - p?)V(k, p)

{— (k* - p)[¥3(k, p) - Y5 (k, p)]
+(k* - p*) [ Y3(k, p) - Y5 (k, p)]} =0 (B.28)

= ANTISIMETRICA
23t p) :1{ (D-2)Y,(k, p)(k* + p® - 2k - p) — (k* — p*)[Y3(k, p) = Y5 (k, )]
2 2(D-3)(D-2)2(k? —pz)V(k, p)
(D-2)Ya(p, k) (p?> +k*=2p - k) — (p* — kD) [Y3(p, k) — Y5(p, k)]
- 2(D=3)(D-2)2(p? - k)V(p, k) }

1
~4(D-3)(D=2)2(k? - p?)V(k, p)
x [Y3(k,p) = Ys(k, p)] + (D - 2)Ya(k, p)g* + (kK* — p*)

{(D—Z) Yz (k, p)g* — (k* = p?)

x [—Yg(/c,p)+Y5(k,p)]}

2(D-2)Ya(k, p)g* - 2(k* - p?)[Y3(k, p) — Y5(k, p)]
- 4(D-3)(D-2)?(k? - pY)V(k, p)

(B.29)

nos damos cuenta que al hacer el andlisis de simetria toda la funcién 74 es antisimétrica,
lo cual concuerda con lo estipulado en (B.4), por lo tanto, 7 es el término completo que ya
tenfamos

_ (D-2)Y24° = (K* - p*) (Y3 - Y5)

= B.30
T (D=3 (D-22(k2- p?) VK, p) (8.30
+— Factor de forma 1 (k, p)
Para el caso de 77 retomamos la ecuacién obtenida en (4.31)
. g? [2(D-1) Ya(k, p) + (Y (k, p) + YA (k, p)) | + (Y5 (k, p) + YA (K, p)) (K* - p?) 5.31)
7= .

(D-3)(D-2)?(k? - p?)V(k, p)

separando lo simétrico de lo antisimétrico obtenemos
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B. ESTUDIO DE LA SIMETRIA

= SIMETRICA

S 1(q*[2(D-DYalk, p) + Y (k, p) + Y (k, p)| + (k% — p?) [ Y5 (k, p) + Y3 (k, p)]
T7 (k’ p) :_{ 2(1-2 2
2 (D=3)(D—-2)%(k? - p>)V(k, p)
. G*[2(D-1)Ya(p, k) + Y (p, k) + Y (p, )] + (P2 = k2 [ Y5 (p, k) + YA (p, )] }
(D -3)(D-2)%(p? - kA)V(p, k)

_ 1 2 _ A S
“2(D-3)(D-2)2(k2 - pAV(k, p){" 2D =1)Ya(k, p) + ' (k, p) + Yg b P) |

+ (k% = p?) [ Y5 (k, p) + Y26k )] — g2[—2(D = 1) Ya(k, p) — V¢ (ky p) + X6k, 7))
+ (k2 = p)[ Y7 (k, p) — Y26k )]
_q*[2(D-1)Yu(k, p) + Y (k, p)] + Y5 (k, p) (K* - p?)
(D -3)(D-2)2(k? - p?)V(k, p)

(B.32)

= ANTISIMETRICA

M 1 q°[2(D=1)Yy(k, p) + Vg (k, p) + Y (K, p)| + (* = p?) [ Y (k, p) + Y (k, p)]
T7 (ky p) -5 2(1-2 2
2 (D =3)(D—2)%(k? - p?)V (K, p)
2D -DYa(p, ) + Y5 (pok) + Yo (p, K] + (p° = ) [ Y7 (p. k) + Y (p, )] }
(D=3)(D-2)%(p? - k%) V(p, k)

1

"2(D-3)(D- 222 pAV (k. p) {qz [2D=D¥itk p) + Xtk ) + Y5 (K, p)]

+ (k% = pA) [ Y2tk p) + Y7 (K, p)] + ¢° | -2(D = 1y¥5(le, p) - Ytk p) + Vg (k, p)]

- (K~ pA [ ) - Y (k, p)]
_GPYP (k, p) +.(K* - pA) Y (K, p)

(D—=3)(D-2)2(k2 - p2)V(Kk, p)

(B.33)

el factor de forma 77 es totalmente simétrico, por lo tanto, T§‘ =0, conlo que

2[2(D-1) Yy + YAl + Y3 (k% - p?
T7:q[( Ya+ Y]+ ¥y (K- ) (B.34)
(D—-3)(D-2)*(k? - p?)V(k, p)

~> Factor de forma tg(k, p)

Finalmente, para el tiltimo factor de forma tomamos la ecuacion (4.32)

B YOV ) - Veq’ ~ V(K -p?) 1 2 1
87 (D—3) (D -2)? (k2 - p2) V(k, p) k?—p* [(D-2)F(k?) F(p?

(B.35)

separando el término por simetrias obtenemos
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B.2 Segundo método

-

= SIMETRICA
TS__E{ 8Yy (k, p) +8Y, (K, p)) . 8Yy (p, k) +8Y (p, k) }
8 2l(D-3)(D-22%(k2-p?) (D-3)(D-2)%(p?-k?)

_1{ Yok pg® + Y3k p) (K = p?)  YVa(p.R)g”+ Va(p, ) (p° ~ K7)
2 (D-3)(D-2)?(k2-p?)V(k,p) (D-3)(D-2)?(p2-k?)V(k,p)

_1{1[2_1]+1[2_1]}
2 k2-p*L(D-2)F(k*) F(pHl p*-k*L(D-2)F(p?) Fk?

-4
(D—3)(D—-22(k2— p?) Yty + Yk, p) - Yot ) + v (o p)
1

" 2(D-3)(D-2)%(k2 - p?) V(k, p)
- YalkspIq® - Yalspy (k2 - p?) }

{Yatkrp1a® + Yathrp) (K2 - p?)

B 1 { 2 3 1 3 2 N 1 }
2(k?-p>) (D-2)F(k?) F(p?> (D-2)F(p?> F(k?)
B 8Yy(k, p) _1( 2 ) 1 [ 11 ]
(D-3)(D-22(k2-p?) 2\ D-2)k2-p2lF(k?) F(p?
8YA(k,
5 (5. P) b(k?, p?) (B.36)

 (D-3)(D-22(k2-p?) - 2(D-2)

= ANTISIMETRICA

A

T8:

1( 8Y (k,p)+8Y(k,p)  8Y (p k) +8Y(p k)
5{(D—3)(D—2)2(k2—p2)_(D—s)(D—z)Z(pZ—k?—)}

1( Ya(k,p)g?+ Ys(k,p) (k- p®)  Ya(p,K)g*+ Ys(p, k) (p* - k)
- 5{ (D=3)(D-2)%(k? = p2)V(k,p) (D —-3)(D-2)2(p?-k?)V(k,p)

~ 1{ 1 [ 2 B 1 ] B 1 [ 2 a 1 ]}
2| k2-p?L(D-2)F(k?) F(p? p?—k?L(D-2)F(p?) F(k?
—4

S A S A
(D—3)(D—2)2(k2—p2){y8 (k, p)+ Y36k P + Y3 (k, p) = Vi T |
1
2(D-3)(D-2)%(k2 - p?)V(k, p)
+Ya(k, p) g2 + Ys(k, p) (k2 - p?) }

3 1 { 2 B 1 N 2 B 1 }
2(k?-p?) (D-2)F(k?) F(p?) (D-2)F(p?) F(k?)
8Yy (k, p) Ya(k, p)q* + Ys(k, p) (K* — p?)

{Yatk, p)g? + Ya (ke p) (K2 - p?)

T (D-3)(D-22(K2-p?) (D-3)(D-2)2(k?- p?)V(k,p)

1 2 1 1 1
‘E(D—z _1)k2—p2 [F(kz) +F(pz)]

—8YSV(k, p) - Yaq? — Y3 (k% — p? -
S V(k,p)—Yaq° — Y3 ( P)+D4 1[1 1](3.37)

(D-3)(D-2)%(k2-p?)V(k,p)  2(D-2)k?—p?LF(k?) * F(p?)
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B. ESTUDIO DE LA SIMETRIA

pero de acuerdo a (B.4) Tg es complétamente simétrica, por lo cual Tg‘ =0, quedando
simplemente

8Yy"
(D-3)(D-2)?(k?-p?) 2(D-2)

Con esto se concluye el andlisis de simetrias de las ecuaciones (4.25-4.32), obteniendo
las expresiones referentes a los factores de forma mostrados en (4.35).

b(k* - p?) (B.38)

Tg =

B.3. Funciones Y, 'y Y

Es importante sefialar que las expresiones mostradas en (4.37) para los factores de forma
YGS, Y7A y YBS se obtienen a partir de resolver el sistema de ecuaciones

(- en _
2(D-3)(D-2)%(k?=p?)V(k,p)
2Y$ Vi

0 (B.39)

- - =0 B.40
(D-3)(D-2)?(k?-p?). 2(D=3)(D-2)?V(k,p) (540
2YS YA k2_ 2
q° Yy + Y7 (k° - p?) —0 (B.41)
(D—3)(D-2)?(k? - p?)V(k,p)
-8Y V(k, p) - Yoq* - Y3 (k? — p? p
S V(k,p) - Yaq® — Y3 ( P)+D4 1[1+1=0 (5.42)
(D-3)(D-2)?(k?-p?)V(k,p). . 2(D-2) k?>-p? | F(k?) F(p?

que son las ecuaciones (B.20, B.23, B.33, B.37), ya que de acuerdo a la simetria de las
funciones 7;(k, p) estas expresiones son cero como ya vimos anteriormente.
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