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Resumen

En este trabajo de tesis se propuso un método para resolver el problema de contacto no lineal
entre dos cuerpos, cuyo comportamiento se asumié como deformacion plana. Esta propuesta se
baso6 en la ecuacion integral de la frontera (BIE, por sus siglas en inglés) y en el método de analisis
isogeométrico. A diferencia de las investigaciones que dividen la frontera en elementos, en
este método se utilizé un “macroelemento”, reduciendo los grados de libertad requeridos para
resolver el problema. Asimismo, se utilizd el algoritmo de camulo de particulas para encontrar-la
deformacion entre los cuerpos. Los resultados obtenidos se compararon con métodos probados,

como el método de elementos finitos y el método analitico basado en el modelo de Hertz.

Summary

In this thesis work, a method is proposed to solve the.non-linear problem of contact between
two bodies, whose behavior is assumed as plane strain. This approach is based on the integral
boundary equation (BIE) and the isogeometric analysis method. Unlike research that divide the
boundary into elements, this method uses an “macro-element”; reducing the degrees of freedom
required to solve the problem. Also, the particle swarm optimization was used to find the deformation
between the bodies. The results were compared with proven methods, such as the finite element
method and the analytical method based on the Hertz model.
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Glosario

A: Matriz formada por los coeficientes de los kernels de traccion y de la matriz de salto C

Qcontacto- ANCho del area de contacto

b: Vector de con desplazamientos y tracciones prescritos

B: Vector de puntos de control para generar una curva con NURBS

BEM: Siglas en inglés del método numérico “Boundary element method”, en espafiol este método se conoce como “Elementos
Frontera”

B-Spline: Funcién de interpolacién definida a trozos por un polinomio, de manera recursiva, mediante un vector de nudos y
puntos de control, para generar curvas.

C: Matriz de salto

C,: Constante usada en el algoritmo de PSO

Cmax: Constante usada en el algoritmo de PSO

CAD: Siglas en inglés de software “Computer Aided Design” (“Disefio asistido por computadora).
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CAPITULO |

1. Introduccién

La mecanica del medio continuo es la encargada de estudiar esfuerzos, deformaciones y flujos
que ocurren en solidos, liquidos y gases. Como en la mayoria de las ramas de ingenieria, en
mecanica del medio continuo también se utilizan métodos numéricos para resolver problemas
practicos. Entre estos métodos, tenemos el de diferencias finitas (FD, por sus siglas en inglés), el de
elementos finitos (MEF), y el de elementos frontera (BEM, por sus siglas en inglés). Estas técnicas
consisten en dividir al cuerpo de estudio (medio continuo) en elementos discretos, los cuales se
analizan individualmente de acuerdo con las ecuaciones constitutivas del problema. Posteriormente,
se usan relaciones adicionales para ensamblar los elementos y de esta forma obtener el valor, por
ejemplo, de desplazamientos o deformaciones en el cuerpo.

Actualmente el método de elementos finitos constituye la base de la mayoria de los softwares
comerciales de ingenieria asistida por computadora (CAE), como ANSYS, COMSOL,
SOLIDWORKS, etc. Sin embargo, de acuerdo a un estudio reportado por Cottrell et al. [1], de todo
el tiempo requerido para obtener la simulacion de una pieza en software CAE, el 20% se consume
en la elaboracion del modelo en software CAD (Disefio Asistido por Computadora); el 60% del tiempo
se utiliza para generar la geometria adecuada en el andlisis se utiliza aproximadamente, y sélo el
20% se destina para el andlisis en si. Por tanto, se requieren de nuevos métodos para optimizar el
tiempo empleado en el analisis por CAE.

En 2004 Hughes et al. [2] propuso utilizar las curvas NURBS (Non-Uniform Rational B-Spline)
generadas en el modelo CAD como modelo de andlisis en lugar de usar el tipico método de
interpolacién, disminuyendo asi el tiempo empleado para el andlisis y el error derivado de la
aproximacién geométrica. Este concepto se llamé Andlisis Isogeométrico (IGA, por sus siglas en
inglés).

En esta tesis se presenta una metodologia basada en IGA para analizar el contacto entre dos
elementos mecanicos. En este primer capitulo se muestran los antecedentes, el planteamiento del
problema y los objetivos de la tesis. En el siguiente capitulo, se abordan temas claves como las
NURBS, el método de elementos frontera y los algoritmos de optimizacion. Posteriormente, en el
capitulo 11l se explica la metodologia propuesta. En el capitulo IV se muestran los resultados
obtenidos con esta metodologia y se comparan con los métodos de elementos finitos y elementos

frontera. Finalmente, en el capitulo V se concluye y se muestran las perspectivas del trabajo.

1.1 Antecedentes
Inicialmente, IGA se utilizé en conjunto con elementos finitos, [2]-[14], pero eventualmente se
combiné con los métodos de elementos frontera ([15]—[23]) y celdas finitas ([24]-[26]). El método de

elementos frontera resuelve los problemas de mecénica de medios continuos usando el teorema de
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Betti, las ecuaciones de Navier-Cauchy y el teorema de la divergencia. Este Gltimo teorema simplifica
la solucion de los problemas del medio continuo, modelandolos Unicamente en el contorno [27]. Este
modelado consiste en dividir el contorno del cuerpo bajo analisis en un conjunto discreto de
funciones, denominados elementos con nodos, y en describir los desplazamientos y tracciones con
funciones polinémicas. Dado que el BEM es una consecuencia del teorema Betti, existen dos
conjuntos de desplazamientos y tracciones. Un conjunto de ellos se conoce de antemano a través
de entidades llamadas kernels de traccion y desplazamiento, que son validos para cualquier
geometria en equilibrio. El otro conjunto pertenece al cuerpo bajo analisis, que es el problema a
resolver. Naturalmente, para obtener una solucién Unica, se deben aplicar condiciones de frontera
tales como tracciones y desplazamientos prescritos.

En 2012 Simpson et al. [28] establecieron las pautas para combinar el método de elementos
frontera con andlisis isogeométrico. Por ejemplo, los elementos se generaron. a partir del vector de
nudos de las NURBS obtenidas del CAD, y las funciones base de estas curvas reemplazaron las
funciones de forma polinomiales que se usan tipicamente en el método de elementos frontera.
Asimismo, aplicaron su metodologia para obtener las deformaciones de los siguientes cuerpos: una
placa en L, una placa infinita con un agujero dentro, un reactor nuclear y una llave ajustable con
mango.

Posteriormente, Scott et al. [29] refinaron el método IGA-BEM al usar T-Splines en lugar de
NURBS para resolver problemas elastoestaticos lineales, ellos demostraron la eficacia de su método
analizando una hélice y haciendo una prueba de parche. Luego, Lian et al. [16] continuaron esta
linea de investigacion usando T-Splines para optimizar el andlisis tridimensional de cuerpos
elasticos, y eligiendo los puntos de control como variables para modificar la geometria. Asimismo,
Takahashi y Matsumoto [30] utilizaron el IGA-BEM combinado con el método rapido multipolar (FMM,
por su siglas en inglés) para disminuir los puntos de control en las NURBS. Ellos mostraron que
dicha combinacién puede lograrla misma exactitud que el método tradicional BEM, pero con menos
grados de libertad.

Por otra parte, la combinacion IGA-BEM no s6lo se ha centrado en disminuir los grados de
libertad, cambiar las funciones base o resolver problemas lineales. También se ha implementado en
otros rubros interesantes. Por ejemplo, Heltai et al. [31] usaron IGA-BEM para analizar los flujos de
Stock 3D y Gong y Dong [32] desarrollaron un método para calcular las integrales singulares de un
problema de potencial 3D. Peng et al. [33] utilizaron un algoritmo geométrico para propagar fracturas
e IGA-BEM para analizarlas. Venas y Kvamsal [34] utilizaron IGA-BEM para resolver el problema de
dispersion acustica de un submarino.

Las aplicaciones de IGA-BEM en una amplia variedad de problemas han dado buenos
resultados. Sin embargo, la solucién depende de los kernels calculados en los puntos de
interpolacion que describen el contorno, restringiendo el dominio de la solucion al dominio de la

discretizacion geométrica. En este trabajo se propone una metodologia basada en IGA-BEM usando
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una sola funcién NURBS continua, por lo que la discretizacion de la geometria se hace independiente
de los puntos de evaluacidn, y se separa el célculo de los kernels de las funciones de interpolacion.
Estas propiedades permiten modificar el contorno para resolver problemas como el de contacto entre
dos cuerpos.

El contacto mecéanico se ha estudiado ampliamente. Johnson [35] describe los modelos de
contacto analiticos méas conocidos, tal como, el modelo de Hertz, el modelo KJR, el modelo Bradley,
entre otros. El modelo de Hertz relaciona el area de contacto con las propiedades del material, al
igual que el modelo JKR, pero este Ultimo agrega las fuerzas de interaccion interfacial. Finalmente,
el modelo Bradley considera las interacciones externas de Van der Waals que agregan carga al
contacto.

Entre los métodos numéricos usados en mecanica de medios continuos para analizar el
contacto, el algoritmo méas popular es el de maestro-esclavo. Este método consiste en proyectar los
nodos del cuerpo elastico (esclavo) en el cuerpo rigido (maestro) cuando se aplica una fuerza. Si los
nodos del cuerpo esclavo penetran el cuerpo del maestro, se utiliza una fuerza en el area de contacto
para regresar los nodos del esclavo al exterior del maestro (Figura 1-1). De esta manera, se
encuentra la deformacién entre dos cuerpos. Este algoritmo se ha utilizado en conjunto con MEF
([36]-[38]), y recientemente se ha combinado con IGA ([3]-[5], [39]-[42]). Sin embargo, la principal
desventaja de este método es que la fuerza de contacto aplicada no es una fuerza real.
Adicionalmente, cada vez que se emplea esta fuerza, se debe encontrar nuevamente la zona de
contacto y también se debe verificar que no haya penetracion. En caso de que haya, el proceso se
repite.

Cuando se utiliza BEM, el problema se resuelve de manera diferente. Los nodos que se
encuentran en la zona de contacto deben cumplir con dos condiciones generales: debe haber
continuidad entre sus desplazamientos (no superpuestos) y sus tracciones deben ser las mismas,
pero en la direccién opuesta..Como el drea de contacto no se conoce de antemano, el analisis
comienza con una primera zona de contacto, que se modifica hasta que los nodos satisfagan las
condiciones de contacto. Aunque el contacto se modela mas facilmente con BEM que con MEF, el
andlisis presenta las desventajas de BEM, como la sensibilidad a la seleccion de los puntos de

analisis que conduce a errores en el calculo numérico de las integrales.

\ Esclavo

‘,,‘/ Gap o
penetracion

.

Maestro ™.
Fuerza

Figura 1-1 Contacto maestro-esclavo.

También se tiene al método “meshless”, cuyas funciones base se definen por un conjunto de

nodos dispersos que no generan un enmallado como en el MEF convencional [43]-[49]. Sin
3



embargo, los resultados que se obtienen con este método son sensibles a la eleccion de los nodos
dispersos tal como sucede con MEF.
1.2 Planteamiento del Problema

Para analizar un elemento mecéanico por medio de un software de ingenieria asistido por
computadora, los disefios son trasladados a una geometria apropiada (enmallado). Este proceso
consume alrededor de un 80% del andlisis completo y los disefios cada vez son mas complejos [1].

Asimismo, el resultado obtenido al resolver un problema de contacto entre elementos
mecéanicos con software CAE, basado en elementos finitos, contiene errores en el calculo al
aproximar las areas de contacto con el método de maestro-esclavo. Para disminuir este error se
debe hacer un enmallado mas fino, aumentando los grados de libertad (GDL). Sin embargo, entre
mas grados de libertad se tengan, mas grande es el error. Por tanto, debe haber-un equilibrio entre
los grados de libertad y el tamarfio de la malla.

El problema de contacto también se resuelve con modelos analiticos, sin embargo, con estos
modelos no se obtiene el comportamiento local de la zona de contacto.
1.3 Justificacion

Dado que los disefios mecanicos se han vuelto cada vez mas complejos, se requiere de
andlisis mas eficientes (en tiempo) y exactos (en soluciones). Al utilizar el andlisis isogeométrico
como base para desarrollar una metodologia que resuelva el problema de contacto entre elementos
mecanicos, se podrian obtener modelos con menor cantidad de grados de libertad, sin perder la
capacidad de solucién, incluyendo los fenémenos locales.
1.4 Hipbtesis

Mediante el uso del analisis isogeométrico, definido a través de datos de las curvas NURBS,
se obtiene un andlisis mas exacto del fendmeno de contacto dindmico entre elementos mecéanicos
con menor nimero de grados de libertad que con los métodos existentes.
1.5 Objetivos
1.5.1 Obijetivo general

Desarrollar una metodologia basada en el andlisis isogeométrico que represente el fenomeno
de contacto dinamico entre elementos mecanicos con menor nimero de grados de libertad que con
los métodos existentes.

1.5.2° Objetivos particulares
1 Determinar la funcién de contacto dindmico entre dos elementos mecanicos simples para
integrarla al andlisis isogeomeétrico.
2 Programar el método propuesto para analizar la dindmica de dos elementos mecéanicos
simples en contacto.
3 Establecer la bondad de ajuste del método propuesto al comparar sus resultados con

métodos existentes.



CAPITULO Il

2. Fundamentacion tedrica

La metodologia de contacto entre elementos mecanicos que se propone en este trabajo esta
compuesta por tres partes principales: la modelacion geométrica mediante curvas NURBS, la teoria
de elementos frontera y la aplicacién de un algoritmo de optimizacion para encontrar el equilibrio.

Por tal motivo, este capitulo contiene un resumen de estas partes.

2.1 Modelacion geométrica mediante curvas NURBS

Un modelo geométrico generado con software CAD se hace mediante objetos graficos
llamados “primitivas” que el usuario manipula a fin de crear un dibujo 0 un elemento tridimensional.
Las primitivas mas importantes son los puntos, las lineas, los segmentos rectos; las coénicas, los
objetos compuestos, las curvas paramétricas, las superficies analiticas, las superficies paramétricas
y los sélidos [50]. De estos objetos, los mas transcendentales para fines de este trabajo son las
curvas paramétricas, dentro de las cuales se encuentran las curvas NURBS.

Las NURBS son un tipo de curva paramétrica capaz de representar con precision lineas,
curvas, solidos y superficies de manera recursiva y con menor cantidad de informacion que otras
aproximaciones (por ejemplo, los polinomios de Lagrange). Una NURBS también se considera como

una funcién polinomial por tramos de grado g (k — 1)..De [51], una NURBS se define como:

Neptl

Zizl B;w;N; ;. ($)
Z?::l w;i N ()

Donde B; simboliza a los puntos de control, w; a los pesos y N;,(¢) a las funciones base

) =

a<§<b 2<k<n,+1 (2.1)

B-Spline de orden k definidas por el parametro ¢.

2.1.1 Elementos de una curva NURBS

e Ordendelacurvak:Eselgrado de la curva mas uno. El orden maximo de una NURBS es igual
al numero de vértices-del poligono de control. Asimismo, cualquier tramo de la curva sera C*=2
continua. Porejemplo, si el orden de la curva es 3 y no se repite ningln nodo, entonces toda la
curva sera C! continua.

e Puntos de control B;: Estos n., + 1 puntos de control conforman lo que se denomina “poligono
de control” (o convex hull), que da forma a la curva. Los puntos generados con la ecuacion (2.1)
yacen dentro de este poligono de control. En la Figura 2-1 se muestra el efecto de mover un
punto de control en la forma de la curva. Si los puntos de control se repiten, la curva se atrae
hacia ese punto, y aunque se genere una esquina aguda (Figura 2-2), la diferenciabilidad se

mantiene y la curva es C*~2 continua.



|[=—CiranuRBS B Purvos de Control | o Curva NURBS B Punios de Control

1 /
|
(e} ‘ 6
1 5
|
<‘ 4
| 3
|
} 2
{ 1
{ 0
-1° t -1
-4 2 0 2 ¢ 4 2 g 2 4
— Curva NURBS [l Purtos de Coniral ] w—Curva NURBS B Punios de Control
8 ‘ 8
|
L m 6 n | |
4| s I
2 ‘ |
2t ‘ 2 7
of o ] 1‘ of ® [ |
-4 -2 0 2 4 -4 -2 Q H 4

Figura 2-1 Efecto de mover un punto de control en la-forma de la curva NURBS.
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Figura 2-2 Efecto de repetir un nodo de control. La curva de color negro representa una curva NURBS con
puntos de control sin repetir, y la curva azul representa una Curva NURBS con el segundo nodo repetido k — 1
veces:

e Parametro &: Como se muestra en la ecuacion (2.2), el pardmetro ¢ que genera la curva varia

“w_n

de un valor minimo “a” a un maximo “b”.
e Vector de nudos E: El valor de las funciones base N; ;depende del parametro ¢ y del vector de

nudos Z, o “knot vector”, ecuacion (2.2).

E= {a, Ky, K3 ...,Kncp,b} (2.2)



La influencia de este vector se aprecia en el valor obtenido de las funciones base (Figura 2-3).

Algunas caracteristicas de este vector son:

(@]

(@]

Cada elemento del vector debe cumplir con la relacion k; < ;4.

Se clasifican en vectores periddicos y abiertos, uniformes y no uniformes.

Un vector uniforme es aquél cuyos elementos estan espaciados linealmente.

Un vector abierto uniforme es aquél que tiene nudos interiores espaciados equitativamente
y tiene k multiplicidad en valores de los nudos de sus extremos (es decir, los valores del
nudo se repiten k veces en los extremos, Figura 2-3 c).

Los elementos de un vector no uniforme pueden estar espaciados desigualmente y pueden
ser multiples a los extremos o en el interior del vector (Figura 2-3 a, b).

Una curva generada con un vector periédico de nudos no cubre generalmente los extremos
de un poligono de control cerrado, sin embargo, si los puntos de control.asociados a estos

extremos se repiten k — 2 veces, se genera una curva cerrada.
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Figura 2-3(Influencia del vector de nudos en la generacion de funciones base racionales de segundo grado (o

tercer orden).

o «Las funciones base se calculan por cada rango de k.

o Si se repiten valores en el vector de nudos (multiplicidad m), se reduce la diferenciabilidad

de la funcién base a k —m — 1 en el nudo «;.

o La multiplicidad m del nudo debe obedecer la relacion m < k — 1.

o Eltamafio del vector de nudos sera de n., + 1 + k.



e Funciones base B-Spline N;,($): Estan definidas por las ecuaciones (2.3, ay b)

. _ 1 SiKZiSfS Kit (a)
Nix () = {O otro caso ' 2.3)
$—K; Kivk — ¢ '
Nik©) = = Niea () = N ©) (b)

Cuando la funcién base resulte en 0/0, se tomara simplemente como 0.

e Funciones baseracionales B-Spline: Una curva NURBS también se define como la proyeccion
de una curva no-racional polinomial B-Spline en un espacio coordenado homogéneo 4-D [1],
[52]. Al trasladar esta B-Spline a un espacio fisico 3-D, se le asocia un vector de pesos W. Por

tanto, las funciones base racionales asociadas a esta curva son:

wiNii (§)
Rix(§) = ncp+lll— (2.4)
Zizl w;N; ()
De tal manera que, una curva NURBS puede escribirse simplemente como:
Nep+1
M= ) BiRi(®) (25)

=1
e Pesos w;: Los pesos aumentan el control de la forma de la curva, la eleccién de estos pesos
puede producir secciones conicas si el orden de la curva es igual a 3. La Figura 2-4 muestra la
influencia de estos pesos en la forma de la curva. La Tabla 1 muestra el tipo de seccion resultante

de acuerdo a la eleccién del peso.

Tabla 1 Seccion de'curva resultante al variar el peso
Peso w, Seccion generada

w, =0 Linea recta

o0<w,<1 Segmento de curva eliptico

wy, =1 Segmento de curva parabdlico

wy, > 1 Segmento de curva hiperbdlico

2.1.2 Primera derivada de una curva NURBS
La primera.derivada de una curva NURBS se obtiene al derivar las ecuaciones (2.4) y (2.5)

[52]:
n+1
NE) = Z BiR'; (9 20
i=1
N :N; Z?_Cpﬂ iN';
R, (6) = ‘T/lVCpH,k(S() W : +I1 W _ ok 2.7)
Yici WilNik (Ziﬁ WiNi,k)
Donde N'; es:
N, = Nig-1(§) + (§ — k)N —1(§) 4 (Kivk = IN"i41k-1(8) = Nig1p-1(§) (2.8)

Kitk—1 —Ki Kitk — Kita1



Para mas informacién acerca de las curvas NURBS se recomienda la lectura del libro de David F.
Rogers [52] para teoria y del libro de Piegl y Tiller [51] para programar NURBS con algoritmos
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Figura 2-4 Efecto del vector de pesos en la curva NURBS

2.1.3

Circulo generado con NURBS
Un circulo puede crearse utilizando 9 puntos de control, que generaran un poligono de control
con cuatro segmentos de 90° (Figura 2-5). De la literatura disponible [52] se toma el orden de la

(2.9)

curva (k = 3), el vector de nudos (2.9).y el vector de pesos (2.10) para dibujar el circulo.
(2.10)

E=[0 00112 2 33 4 4 4]
w=[1 \/5/2 1 \/5/2 1 ﬁ/z 1 \/2/2 1 \/E/z 1]
Del vector de nudos, se establece que el rango del parametro es 0 < é < 4 y que la curva

estara compuesta de 4 tramos cuadraticos racionales, puesto que hay 4 intervalos de los valores del

vector de nudos. En el apéndice A, se muestra el cédigo para generar el circulo de la Figura 2-5. Los
(2.11)

puntos de control asociados a esta curva son:
B=1[00;30;33;36;06;—36;—3 3;—30;00]

2.2 ~Elementos frontera para problemas elastoestaticos
Existen varias formas de derivar las ecuaciones de elementos frontera para problemas

elastoestaticos, sin embargo, para fines de este trabajo se usé la formulacién “directa” de Becker
[53]. Para llegar a dichas ecuaciones, se utiliza el “teorema del Trabajo reciproco” o “teorema de

Betti”, el cual establece que el trabajo hecho por un sistema de esfuerzos (w) sobre los



desplazamientos del sistema (p) es igual al trabajo hecho por los esfuerzos del sistema (p) sobre

los desplazamientos del sistema (w), ecuacion (2.12).

= CuvaNURBS M Purtos d= Contral |

Figura 2-5 Circulo dibujado con NURBS

| ogetav=] opegav (212)
14 14
Si las deformaciones se escriben en funcién de los desplazamientos:

1 Oui auj

La expresion (2.12) se convierte en:

- ou’ ©
2.14
fv o 5 A= f Uax, av (2.14)

Expandiendo el primer término de la ecuacion (2.14):

@
fv oe ? dv = [— (0Fu?) - a‘;} ]dV (2.15)
Si en la ecuacién anterior se utilizan las fuerzas en equilibrio de un elemento diferencial de un
cuerpo:
%% 4 i = (2.16)
0x ¢

Entonces la expresién (2.15) se transforma en:

- U 0
[ arge av=] [

Para convertir las mtegrales de volumen en integrales de superficie, se aplica el teorema de

av + f fZul dv (2.17)
v

la divergencia:

J 9 = jﬁnds (2.18)
|4

ox;

Entonces la ecuacion (2.14) se transforma en (2.19):
10



ou;?
f off o dV = f (oFuf)n;ds + f fZuf dv (2.19)
14 ) r 14

La ecuacion anterior puede simplificarse si los esfuerzos se transforman en tracciones como
se muestra en la ecuacion (2.20). n; es un vector unitario que apunta al exterior del cuerpo.
t; = oyn; (2.20)
Si también se realiza este procedimiento con 0[; de (2.14), entonces, se llegara a la siguiente

forma del teorema de Betti:
f tfulds +f fEuldv =J- tPufds +J. ffufadv (2:21)
r 74 r 74

Donde t7 y tip representan las tracciones, uf® y uf los desplazamientos y £y fi” las cargas
del sistema (@) y (p), respectivamente. Para resolver la ecuacion (2.21), se toma al sistema (@)
como el conjunto a ser resuelto y al sistema (p) como un conjunto conocido. Este Ultimo sistema
corresponde a la solucion fundamental de Kelvin, la cual es valida para cualquier cuerpo en equilibrio.
Al aplicar esta solucién en la ecuacion (2.21), como se describe en [54], se llega a la identidad

Somigliana para desplazamientos:

w(p) = — fr T, (0, Quy(Q)dS + fr £(Q)U (p, Q)dS + f @)Uy, Q)dV (2.22)
Vv

T;; y U;; simbolizan los kernels de traccion y desplazamiento de la solucion de Kelvin, los
cuales proporcionan las tracciones y los desplazamientos de cualquier punto Q en la superficie
cuando una carga se aplica en el punto interior p (Figura 2-6). Las variables u;, t; y f; representan a
los desplazamientos, tracciones y fuerzas del sistema (@). Las ecuaciones (2.23) y (2.24) describen
los kernels de desplazamiento y traccion para un problema bidimensional elastoestatico. Estos
kernels dependen del coeficiente de Poisson v, del modulo de cizalladura u y de la distancia r[p, @],
ecuacion (2.25), entre el puntode carga (p) y el punto de campo (Q). Por cada punto de carga y de

campo, se calculan los kernels de desplazamiento y traccion.

Punto de campo )

Frontera I’ Vector unitarion

Area A

Figura 2-6 Solucion de Kelvin, dominio bidimensional
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U (9, Q) = S[e-mm(5)+ ]

1 or or

87ru(1

Uij Uy, Q) = Uyx(p, Q) = ma@ (2.23)
Uy (0. Q) = W[B (1) + & oy
-1 or or\2
T (p, Q) = m(an) [(1 —2v)+2 (ay) ]
T (,Q) = -1 [2 or or or +a Zv)(ar " )]
NS T an(1 —v)r“9xayon B 9y T 9
Tij 4 . ) ”(_lv)r 26’: ool o Y 0x (2.24)
(2, Q) = = o)r v)r[ axdyan a- U)(@nx —any)]
T _ -1 ar 1— 2 ) ar\?
w® Q)= 4n(1—v)r <%) [( maw (@) ]
p,Q) = [0t — %0)? + ¥, — ¥)? (2.25)

Las ecuaciones (2.22) a (2.25) tiene al punto de carga (p) en el interior del cuerpo y al punto
de campo (Q) en el contorno del cuerpo, por tanto, para conseguir el método de elementos frontera,
el punto de carga tiene que moverse al contorno. La ecuacion (2.26) representa la ecuacién
Somigliana con el punto de carga en la frontera y con ausencia de fuerzas de cuerpo. Al término
C(P) se le conoce como “término de salto”; este elemento mueve al punto de carga (p) del interior

al contorno; asi, el punto de carga ahora se escribe como (P).

CPYu(P) + f T, (P, Q)uy(Q)dS = f U, (P,Q)t:(Q)dS (2.26)
T r

Para resolver numéricamente la ecuacion anterior, el cuerpo bajo andlisis se divide en
“elementos” (Figura 2-7), que a su vez estan constituidos por “nodos”. La geometria de estos
elementos se describe mediante funciones de forma que pueden ser lineales, cuadraticas, cubicas
o de orden superior. Si se eligen funciones de forma cuadraticas, la geometria del elemento se
genera mediante:

x(Q) = Xy My (Dxy + Mp(Dxz + M3(0)x;
y(Q) = X My (Dys + My (Dy, + M3 ()ys
Donde ¢ simboliza la variable del sistema coordenado local del elemento que varia de -1 a 1.

(2.27)

x; Y y; representan las coordenadas de los nodos que definen a cada elemento: un nodo en medio y
otros.dos nodos en sus extremos (Figura 2-8). Finalmente, M; representa a las funciones cuadraticas
que deben cumplir con las siguientes condiciones:

M;({) =1 enelnodoi

(2.28)
M;(¢) = 0 en los otros nodos
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Las funciones que cumplen estas condiciones son;
M) =21-9)
M, =1+DA-9 (2.29)
My(Q) =5 +0)

Si estas funciones se utilizan para describir las variaciones de las variables desconocidas,
como desplazamientos (2.30) y tracciones (2.31), entonces se dice que el elemento es
isoparamétrico. Es importante mencionar que existe cierta discontinuidad entre los polinomios que
representan a los elementos cuando el problema se resuelve numéricamente. Si en algin elemento
se aplica traccion o se le asigna desplazamiento prescrito, los elementos vecinos no. se veran
afectados por esas cargas o desplazamientos, aun cuando compartan nodos.

w,(Q) = Xioq My (D) ()1 + Mp(9) (uy)z + M1 () ()3

u,({) = ) M; () (uy)1 + Mx() (uy), + M (9 (uy)s3
te(() = Xis M (D (t)1 + Mo () (t)2 + M1 (D) ()5 (2.31)
ty () = Xis M1 (D (ty)1 + Mo (D (ty)2 + M1 (D(ty)3

Para generar los kernels, cada nodo se toma como punto de carga (P), y cada punto de campo

(2.30)

(Q) se obtiene mediante las funciones de forma de la ecuacion (2.27), (Figura 2-9). Sin embargo, en
la diagonal de las matrices de kernels ocurre que el punto de carga (P) es igual al punto de campo
(@), 0 que el punto (P) esigual a cualquier nodo delelemento que define al punto de campo. Cuando
esto sucede, los valores de los kernels son singulares o muy cercanos a serlo. Para evitar estas

singularidades, se puede seguir el procedimiento detallado en [53].

Contorno r R :

'y \
' Elemento

i
|
|

Q (x¢,¥0)

P (xp,yp)

Figura 2-7 Nodos y elementos usados en el método de elementos frontera
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=1 (punto medio)

(extremo)
Figura 2-8 Elemento cuadratico, definido por tres nodos

Luego, para integrar los kernels calculados se utiliza el método de cuadratura Gaussiana.
Dado que el célculo de estos kernels se hace desde el sistema coordenado local ¢, entonces se
utilizara el Jacobiano, ecuacién (2.32), para transformar la ecuacion (2.26) del dominio T al dominio
de (. Las ecuaciones (2.33) y (2.34) representan las derivadas de las coordenadas x({) y y({) y de
las funciones de forma M;({) con respecto a {, que se utilizan en el calculo del Jacobiano. La
ecuacion (2.35) muestra las componentes del vector unitario que se utiliza en el'calculo de los kernels

de tracciones, y también para convertir los esfuerzos en tracciones, ecuacion (2.20).

Figura 2-9 Iterando el punto de carga P para calcular los kernels

J@Q) =— J ax@)) dy(O (2.32)
dx(@) . dMy() dMz({) dMs({)
dy(Q) _ dMy() sz (9) dM3({) '
T v+ v, + a3
dM1(O =7-
amx(@) _
T 20 (2.34)
dMs(0)
a =¢ +
dy({)
e = 1(5)[ (2.35)
n = dx(O '
Y 1(()
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Finalmente, la ecuacion (2.26) puede reescribirse como:
CPYW(P) + X, T2y [ 12, Ty (P, QOIM(OI (eS| u; =
202, 33 [ Uy (P.Q@)IMA(O) @l 1y

Donde ¢ es la variable local para describir la geometria con funciones de forma cuadraticas;

(2.36)

u; representa los desplazamientos y t; a las tracciones en el elemento e que forman parte del
problema a resolver. n, denota el nimero total de elementos, M simboliza las funciones de forma
cuadraticas, y ] representa la transformacién Jacobiana para convertir las coordenadas de la frontera
I' a coordenadas locales. El rango de integracién se establece en [-1,1] por el uso de la cuadratura
Gaussiana.

Para que el problema se resuelva, se formara un sistema algebraico de ecuaciones:

[A][u] = [U][t] (2.37)

Donde A simboliza a los coeficientes de los kernels de traccién y a los elementos de la matriz
de salto asociados a los puntos de carga P. La matriz U representa los kernels de desplazamientos
también en funcion de los puntos P. Los vectores u y t simbolizan las variables del problema a ser
resuelto. Para que el sistema tenga solucién Gnica, se aplicaran condiciones de frontera en cada
nodo, ya sean tracciones (t, Y t,) o desplazamientos (u, y u,) prescritos. Si el nodo no tiene algin
valor prescrito, se asumira que el nodo estara libre de esfuerzos; es decir, que las tracciones t, y t,,
seran igual a cero.

Antes de resolver el sistema de ecuaciones de (2.37), se tomara en cuenta que los kernels de
traccion son de magnitud mucho mayor que los kernels de desplazamiento, por lo que debe aplicarse
un factor de escala. Becker [53] calcula este factor dividiendo el médulo de elasticidad E entre la
distancia méaxima (d,,.,) que hay entre los nodos, ecuacion (2.38). Por otra parte, en el programa

propuesto por Scott et al. [29] utilizan como factor de escala a la traza de la matriz A/U de (2.37).

factor = (2.38)

max

2.3 Algoritmos'de optimizacién

Un algoritmo de optimizacion es un método para encontrar el maximo o el minimo de una
funcion llamada funcién objetivo o funcion de ajuste. Hay una amplia variedad de algoritmos de
optimizacion que podriamos clasificar en programacion matematica, técnicas de procesos
estocasticos y métodos estadisticos, Rao [55]. Dentro de la categoria de programacidon matematica
tenemos a las técnicas de optimizacion no tradicional o moderna, que se desarrollaron con el auge
de las computadoras y se implementan facilmente para resolver problemas complejos. Estas
técnicas no tradicionales se pueden catalogar en algoritmos basados en la naturaleza, algoritmos
basados en trayectorias y en algoritmos basados en poblacién o con un solo punto de busqueda
[56]. Dentro de la categoria de algoritmos basados en la naturaleza se encuentran los algoritmos

evolutivos y los algoritmos de inteligencia de manada.
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La premisa de los algoritmos evolutivos se basa en la supervivencia del mas fuerte; los
mejores “individuos” (soluciones candidatas para la funcién objetivo) se seleccionan para
reproducirlos, y mediante los operadores de combinacion y mutacion, se crea la siguiente
generacion; el ciclo se repetira hasta que se alcance un criterio de terminacion [57]. En esta
subclasificacion de algoritmos encontramos a los algoritmos genéticos [58], estrategias de evolucion
[59], [60], programacion evolutiva [61] y evolucidn diferencial [62].

Los algoritmos de inteligencia de manada se fundamentan en el comportamiento colectivo y
en las interacciones descentralizadas de cualquier conjunto de animales con la capacidad de
reaccionar a cambios ambientales y tomar decisiones. En esta categoria se encuentra el algoritmo
de cumulo de particulas [63], la optimizacion por colonia de hormigas [64] y el algoritmo del
murciélago [65], entre otros.

Dentro de la clase de algoritmos basados en trayectoria, las técnicas mas representativas son
recocido simulado [66] y busqueda tabu [67]. Estos algoritmos se caracterizan.por seguir una ruta, y
encontrar una mejor solucién explorando a sus alrededores; bajo ciertas condiciones permiten
peores soluciones para evitar minimos o maximos locales y asi, llegar a la mejor solucion global.
Respecto a la clasificacion de algoritmos basados en poblacién.o en un solo punto de busqueda,
podemos englobar a todos los algoritmos basados en la naturaleza en la primera categoria, y a los
algoritmos basados en la trayectoria en la segunda categoria.

Estas técnicas no tradicionales se han aplicado-en una amplia diversidad de problemas de
optimizacién: mejora de procesos [68], [69], disefio de construcciones [70], ahorro de consumo
energético [71], planeacién de rutas [72]-[79], disefio de elementos eléctricos y electronicos [80]—
[82], disefio de elementos mecanicos [83]-[85], entre muchas otras aplicaciones. Entre las técnicas
no tradicionales destacan los algoritmos genéticos, el algoritmo de cUmulo de particulas, y
recientemente, el algoritmo del-murciélago, por su facilidad de implementacion y convergencia. Para
elegir el método de optimizacion més eficaz, se realiz6 una comparacion entre estos métodos
sobresalientes; los resultados obtenidos y la metodologia usada para compararlos se reportan en

[86]. De este estudio, se determiné que el algoritmo mas eficiente es el de cimulo de particulas.

2.3.1 Cuamulo de particulas

El algoritmo de cumulo de particulas, o PSO por sus siglas en inglés (Particle Swarm
Optimization), fue propuesto en 1995 por Kennedy y Eberhart [87]. Este algoritmo esta inspirado en
el comportamiento de manadas de animales. El diagrama de flujo de este método se muestra en la
Figura 2-10. El primer paso para ejecutarlo es establecer el tamafio de la poblacion (Ngqrm), Cada
individuo de esta poblacién tiene un conjunto de variables de optimizacion, o variables de disefio,
gue representan su posicion (X;) en el espacio de soluciones. Estos individuos cambian su posicion
en el espacio ajustando sus velocidades V;. Como X; y V; dependen de los valores pasados de
velocidad y posicion, cada particula (o individuo) guarda su mejor posicién (L;). También se guarda

la mejor posicién de todas las particulas (Gy). Las posiciones y velocidades se actualizan con las
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ecuaciones (2.39) y (2.40). Del libro de Clerc [88], se obtienen valores de referencia para las
constantes C; y Cpqx- Asimismo, los valores de posicion deben de pertenecer al espacio de solucion

deseado, es decir, deben corresponder a un rango de valores que se establezca previamente.
Vier = GV + Craxrand(0,1)(L; — X;) + Cpraxrand(0,1)(Gy — X;) (2.39)
X=X +V (2.40)
Para obtener la mejor posicion local L; de cada individuo y la mejor posiciéon global (Gy), se
sustituyen en cada iteracion las variables de disefio de cada individuo en la funcién objetivo. Si los
nuevos valores son mejores que los anteriores, entonces se actualizan estas variables como se

describe en el parrafo anterior.

Inicio

l

Establecer: Nswarm, Ni,C1, Cmax i=1

AN

Obtener |as posiciones iniciales Xy velocidades V aleatorias
de las particulas

N

Calcular la mejor posicidnilocal L y la mejor posicion global G

v

Actualizar Xy V

-

| Evaluar X y actualizarLy G

{ i=i+1 +—No— i=Ni

Fin

Figura 2-10 Diagrama de flujo del algoritmo de cimulo de particulas
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CAPITULO Il

3. Metodologia

Para resolver el problema de contacto dinamico entre elementos mecanicos, se establecié la
ecuacion de contacto. Dado que la mayoria de las propuestas conocidas hasta ahora tratan de
resolver el problema desde la implementacion numérica, se optd por otro camino: replantear la
formulacién base.

Sin embargo, para replantear esta formulacién base se tenia que elegir entre continuar con
elemento finito, o tomar alguno de los otros métodos numéricos usados en mecénica del medio
continto. Después de haber hecho el estado del arte, fue claro que con elementos frontera se
disminuirian los nodos requeridos para efectuar el analisis.

En esta investigacion, se tomaron las mejores caracteristicas. de IGA para superar las
desventajas del BEM convencional. Los puntos de analisis de la geometria se separaron de los
cuerpos en contacto y se utilizé un algoritmo de optimizacion para encontrar el area de contacto. De
esta forma, los puntos de control de las NURBS se modificaron repetidamente hasta encontrar el
area correcta. Con el método propuesto, el dominio de la solucién es continuo al definir el contorno
con una sola NURBS y, con menos puntos de andlisis. Para validar la metodologia propuesta se
analiz6 un cilindro bajo una carga y el contacto entre dos cilindros después de aplicar una carga.
3.1 Método propuesto de elementos frontera isogeométrico

Las pautas para combinar el IGA-BEM se establecieron por Simpson et al. [53]; asi, la
ecuacion (2.36) en términos de curvas NURBS se transforma en (3.1). Como se observa, el
parametro ¢ sustituye al parametro ¢, y las funciones de forma cuadraticas se sustituyen por

funciones base racionales R..

Ne 'k 1
CPYP) + [ G Q(f))Rc(f)]e(f)df] uf

e=1c=1

Ne k 1
> [ f Uy (P, Q(f))Rc(s‘)Je(E)df] tf

e=1c=1

(3.1)

A diferencia del método planteado por Simpson, con el método propuesto el contorno del
cuerpo se genera con una sola NURBS, es decir, con un “macroelemento”. De tal manera que no
hay necesidad de integrar los elementos. Sin embargo, se requiere la integracién del Jacobiano
porque el macroelemento representa el contorno completo del cuerpo. El resultado de esta
integracion es el perimetro del cuerpo.

En adicién a las condiciones de frontera, en el método propuesto se tienen tres conjuntos que
definen el problema a analizar:

» Los valores del parametro ¢ para obtener los nodos P y @ en el contorno, que generaran los

kernels de desplazamiento.
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= Los puntos de control, B ,que definen la forma del cuerpo.
»= Los valores del parametro ¢ para calcular el Jacobiano del macroelemento.

La ecuacién integral de la frontera propuesta se muestra en la ecuacién (3.2), donde 7
representa los valores de ¢ para calcular el Jacobiano, los cuales son diferentes de los valores de ¢

para calcular los nodos P y Q.
CPENw(P() + Ty (P(E), Q(Nw(QE) [ J(dn =
Ui; (P($), QENQ) J. J(mdn

En el BEM convencional, el termino de salto C se calcula indirectamente al utilizar

(3.2)

consideraciones de cuerpo rigido [53]. Sin embargo, estas consideraciones no son validas debido a
la naturaleza de las NURBS [28], por tanto, el termino de salto se calcula explicitamente como en
[89]. No obstante, la matriz del término de salto se reduce a (3.3), debido a la forma geométrica
(circular) de los cuerpos bajo analisis. Esta matriz solo afecta a la diagonal de los kernels de traccion

cuando el punto de carga (P), coincide con el punto de (Q).
0
C(P) = (2) ) (3.3)
2

Puesto que la frontera T es funcion de ¢, el término que corresponde a la transformacion

Jacobiana J(n) se define como:

Ja) =) = Z—; = J (d,;(;))z + (dfl(;)f (3.4)

El diagrama de flujo del método.propuesto de elementos frontera isogeométrico se muestra

en la Figura 3-1. Como se observa, el primer paso consiste en leer las propiedades del material y los
datos de las NURBS que definen el cuerpo bajo analisis, es decir, obtener el modulo de Young (E),
el coeficiente de Poisson (v), los puntos de control (B), el vector de nudos (2), y el orden de la curva
(k). Luego, se elige una cantidad N,,,;s de puntos de carga/campo. Las coordenadas de estos
puntos se generan al reemplazar el valor de ¢ en la funcién NURBS.

El siguiente paso es calcular los kernels por cada combinacién de puntos de carga y de campo.
Cada kernel se guarda en una matriz global de desplazamientos (U) y tracciones (T) de tamafio
(Npoints * 2)x(Npoimes x 2). Cuando el punto de carga coincide con el punto de campo, el calculo del
kernel de traccion se salta y se reemplaza por el termino salto descrito en la ecuacion (3.3). En el
caso del kernel de desplazamiento, se agrega o se resta una tolerancia al punto de campo, con el
objetivo de evitar que el término (1/r) se vaya al infinito. Los kernels globales obtenidos se
multiplican por la integral del contorno del cuerpo, ecuacion (3.4); si se requiere un valor mas exacto
de esta integral, se deberan agregar mas valores del parametro n, que son diferentes de los valores

de ¢ que se usan para el calculo de los puntos de campo y de carga.
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Siguiendo el diagrama de flujo, el siguiente paso es aplicar las condiciones de frontera para
generar una solucién Unica del tipo Q¥ = b. Es decir, es necesario acomodar las variables
desconocidas de un lado, ya sean desplazamientos o tracciones y del otro lado, los valores
conocidos. Los kernels se guardaran en la matriz Q, y los valores prescritos de traccion y de
desplazamiento se colocaran en el vector b. Luego, se resuelve el sistema de ecuaciones para

encontrar las tracciones y desplazamientos desconocidos W. Las siguientes ecuaciones representan

.. p: . d d. .
algunos elementos adicionales para calcular los kernels. Los términos %f) y ) se obtienen de la

ag
ecuacion (2.7).

dar _ Xo(§)-Xp(§)

= TPOQD) (3.5)

Z_; - % (3.6)

M = % = %[di—(;)] (3.7)
My = % = ‘% d);(;) (3.8)
%:%% %% (3.9)

3.2 Algoritmo de contacto
El contacto se analiz6 siguiendo las ecuaciones unilaterales descritas en los problemas de Sognorini
(contacto entre un cuerpo elastico y uno rigido) y de Winkler-Westergaard (contacto entre dos
cuerpos elasticos). Una de estas ecuaciones, (3.10), establece que los desplazamientos normales
de un cuerpo con respecto a otro, son menores o iguales a cero; por lo tanto, no hay penetracion
entre ellos.
u(x) nlp<0 (3.10)

Entonces, si a dos cuerpos gue estan en contacto se les aplica una carga, se deformaran sin
penetrarse y alcanzardn el equilibrio. Si este contacto se analiza con el método propuesto de la
seccién 3.1, podemos plantear las siguientes ecuaciones:

CPENW(P()) +Ty; (P(D), Q(ENw QD) J. J(mdn +
Ty (P(§), QENw(Q [, Jmydn = Uy; (P(), QN Q) [ J(m)dn + (3.11)
Uiy (P(§),QENL(QE) [, Jmdn

AB

CPENUw(P(E) + Ty (P(§), QN (Q(EN) i, J(ndn +
Ty (P(£), QENw(QO) Jr, Jmdn = Uy (P(§), QN Q) J. J(m)dn + (3.12)
Uy (P(£), QN Q&) [, J(mdn

AB

Donde I y I, representan los contornos de los cuerpos 1y 2, respectivamente, que no estan
en contacto. I,z simboliza la regiébn en comun entre ambos cuerpos (Figura 3-2), es decir, la zona
de contacto. Como esta zona se desconoce después de aplicar la carga, entonces se usara un
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algoritmo de optimizacion para encontrarla. En la Figura 3-3 se muestra el diagrama de flujo de la
metodologia de contacto propuesta.

El primer paso del método de contacto propuesto consiste en ejecutar el algoritmo de la
Figura 3-1. Después, se encontrara la interseccién entre los dos cuerpos definida por los puntos A 'y
B. Si estos cuerpos tienen el mismo médulo de Young, y si la carga es lo suficientemente grande, la
naturaleza del método IGA-BEM podria generar penetracion entre los cuerpos. Sin embargo, los
cuerpos deberian deformarse sin penetrarse, tal como lo establece la ecuacién (3.10). Esta
deformacion depende de la fuerza aplicada y de las propiedades de los materiales. Para encontrar
la deformacion correcta, se maodificaran los puntos de control utilizando el algoritmo de cimulo de
particulas, y se dejara al area de contacto fija. Las nuevas geometrias deberan tener las mismas
areas que los cuerpos originales.

Para asegurar que el area de contacto sea correcta, se reaplicara la misma carga. Si la zona
de contacto no cambia, o el cambio es menor a una tolerancia, el algoritmo se detendra. De lo

contrario, seguira iterando hasta encontrar la zona de contacto correcta.

3.2.1 Optimizacion con cimulo de particulas para encontrar los cuerpos deformados
Para ejecutar el PSO descrito en la seccién 2.3.1, se establecié primeramente la funcion
objetivo, ecuacién (3.13), donde I corresponde al perimetro del cuerpo deformado e I, simboliza el
perimetro original del cuerpo (antes de aplicar la carga). Luego, se programé el algoritmo para que
variara los puntos de control que definen los cuerpos deformados, asumiendo que la zona de
contacto es una linea recta, Figura 3-4.
Iy —1=0 (3.13)
Por consiguiente, se eligieron como variables de disefio a los puntos de control (B) que estan
al exterior de la zona de contacto. Para optimizar estas variables, se utilizaron las ecuaciones de
velocidad y posicion del PSO, (2.39) y (2.40). Donde la variable X; representa los puntos de control
gue se estaran optimizando en cada iteracion. Estos datos se sustituyen en la funcion objetivo (3.13).
Si el perimetro calculado es mayor o menor que el perimetro original, se aplicar4 una penalizacién
sumando o restando una cantidad a ese perimetro obtenido, ecuaciones (3.14) y (3.15).
La variable p representa una cantidad proporcional a la diferencia entre los valores I e I,,.
Para actualizar la mejor posicién local de cada particula, L;, la I penalizada se comparara con el
mejor perimetro local guardado, si el nuevo valor es mejor que el guardado, entonces se actualizara
la-mejor posicidn local de la particula L;. Este mismo procedimiento se hace para actualizar la mejor
posicién global de las particulas.
Sil>1I, = 1=1+abs(ol) (3.14)
Sil<l,,=1=1- (o (3.15)
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Figura 3-1 Diagrama de flujo del método propuesto de elementos frontera isogeométrico
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Figura 3-3 Diagrama de flujo para analizar el contacto entre dos cuerpos con el método propuesto IGA-BEM.
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Figura 3-4 Puntos de control y zona de contacto.
3.3 Validacion de los algoritmos

3.3.1 Validacién del método propuesto del método propuesto de elementos frontera isogeométrico

Para validar la metodologia de la seccién 3.1, se hizo un programa en Matlab para resolver un
problema de deformacion plana. Los resultados obtenidos se compararon con el método de
elementos finitos (usando un software CAE) y con el método de elementos frontera convencional
(basado en el programa de Becker [53]). La Figura 3-5 muestra el problema a resolver: una carga se
aplica en la parte superior del cilindro, y en su lado opuesto se agrega una restriccion de
desplazamiento. Como se trata de un problema plano, no es necesario crear el modelo en 3D del
cilindro, solo se requiere analizar su seccion transversal. Las dimensiones del cilindro y las
propiedades de su material se especifican en Tabla 2, asi como el valor de la carga . Los resultados
de este problema se presentan en la siguiente seccion.

Tabla 2 Propiedades del cuerpo bajo andlisis y carga aplicada

Cargart Modulo de Young E  Coeficiente de Poisson v Diametro del circulo
—4500 N,
Componente Y

2x10t Pa 0.3 6 mm

Figura 3-5 Cilindro bajo una carga 7 y un punto fijo.

24



3.3.2 Validacién del método de contacto propuesto

Para validar al algoritmo de contacto se resolvio el problema de contacto entre dos cilindros
(Figura 3-6) y sus resultados se compararon con los obtenidos por el método de elementos finitos y
por el modelo analitico de Hertz; este problema también se analizé como deformacion plana. Las
especificaciones de los materiales se describen en la Tabla 2. Se asumié un comportamiento
simétrico en la deformacion para ambos elementos. Los resultados de esta validacion se describen
en la seccion 4.

Figura 3-6 Cilindros en contacto bajo una carga t y con un punto fijo.

3.4 Implementacion en software de las metodologias propuestas

La programacion de las metodologias del IGA-BEM propuesto y del algoritmo de contacto esta
basada en lo descrito en las secciones 3.1 y 3.2. Sin embargo, en este apartado se complementan
los lineamientos de dichas secciones, y se enlistan los programas generados en el software de

Matlab, cuyos cédigos se encuentran en la seccidon de Apéndices.

3.4.1 Implementacién del IGA-BEM propuesto

El algoritmo de implementacion se muestra en la Figura 3-7 y en la Figura 3-8; el programa
del apéndice que corresponde a este algoritmo es “Principal.m”. El primer paso del algoritmo es
definir el orden de la curva k, el vector de nudos Z, los puntos de control B y el vector de pesos W.
Las caracteristicas de la curva NURBS que genera la seccién transversal del cilindro (problema a
resolver), se definieron en la seccién 2.1.3. Luego, mediante la funcién “size” de Matlab se obtiene
el tamafio del vector de nudos (tam). El siguiente paso es calcular el nimero n de funciones base
mediante la siguiente ecuacion:

n=tam-—k (3.16)

Esta operacion se hace para implementar el algoritmo optimizado de NURBS de [51], el cual

solo calcula las funciones base que son diferentes de cero. Luego, se determina el nimero de puntos

de analisis N,,ns; para este problema se eligieron 24 puntos. Posteriormente, utilizando el rango del

vector de nudos, (0 < ¢ < 4), se obtienen N,,;,,.s — 2 valores de ¢ espaciados linealmente (funcion
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“linspace”). Para evitar que el primer y el ultimo nimero de ¢ generen la misma coordenada (NURBS
cerrada), se le resta 1/100 al extremo del rango antes de generar los valores de ¢ (4 —1/100).
Luego, se agregan dos valores de ¢ donde se aplicara la carga t. Es decir, la carga t estara
distribuida en dos puntos. Asi, los valores de ¢ para generar las coordenadas de los puntos de
andlisis son:

0.0,0.1995,0.3890,0.5786,0.7681,0.9576,
| 1.1471,1.3367,1.5262,1.7157,1.9052,1.9900%, |
2.01%,2.0948,2.2843,2.4738,2.6633, 2.8529, 3.0424,

(3.17)
[ 3.2319,3.4214,3.6110,3.8005,3.99 J

Después, utilizando el algoritmo optimizado para generar NURBS de [51], se obtendran las
coordenadas de los puntos de andlisis con base en los valores de (3.17). En el apéndice, la funcién
que genera los nodos se llama “DeriveNURBS_Point.m”, esta funcion también calcula las derivadas
de los puntos de andlisis, utilizando la ecuacion (2.6). La Tabla 3 muestralas coordenadas de los

puntos de analisis obtenidas a partir de los valores del parametro ¢ de (3.17).

Tabla 3 Coordenadas de los puntos de analisis

No. De punto de No. De punto de No. De punto de
X Y X Y X Y
analisis analisis analisis
1 0.0425489  0.00030175 9 2.0273152 5.21133288 17 -2.60878875  4.4812904
2 0.87930492 0.13175614 10 1.25531267  5.7247367 18 -2.9298933  3.64476761
3 1.69907715 0.52752415 11 041156306 5.97163521 19 -2.99448034 2.81810032
4 2.37841234 1.17157042 12* 0.0425489  5.99969825 20 -2.81986465 1.97610383
5 2.81986465 1.97610383 13* -0.0425489  5.99969825 21 -2.37841234 1.17157042
6 2.99448034 2.81810032 14 -0.41156306  5.97163521 22 -1.69907715  0.52752415
7 2.9298933  3.64476761 15 -1.25531267  5.7247367 23 -0.87930492 0.13175614
8 2.60878875  4.4812904 16 -2.0273152  5.21133288 24 -0.0425489  0.00030175

*Puntos donde se aplica la carga

Posteriormente, se determina el médulo de Young (E = 2x10'!) y el coeficiente de Poisson

(v = .3) y se calcula el médulo de corte u:
_ E
T 2x(1+v)

Luego, se leen los desplazamientos y tracciones prescritos del archivo “Prescritos.xIsx”,

U (3.18)

utilizando la funcion “xIsread”. Finalmente, se calculan los kernels. Se toma un punto de anlisis i
como-punto de carga, y los demas puntos de andlisis como puntos de campo (j). Cuando el punto
de carga i coincida con el punto de campo j, el calculo de kernels se salta.

Por ejemplo, para calcular el kernel;_; j—,, se toma como nodo de carga P a la coordenada
del punto de andlisis 1, y a las coordenadas del punto de analisis 2 como nodo de campo Q. Luego,

. . - .z . d
se calcula la distancia r entre los nodos utilizando la ecuacion (2.25) y se obtienen los valores de é

y Z—; con las ecuaciones (3.5) y (3.6). Posteriormente, se calcula el Jacobiano Z—; con (3.4), y se
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obtienen las normales n, y n,, con (3.7) y (3.8), para finalmente calcular % con (3.9). Estos valores

se sustituyen en las ecuaciones de los kernels (2.23) y (2.24), y se guardan los resultados en las
matrices de kernels global T y U. Este proceso se hace por cada punto de analisis, de tal manera
que el tamafo de cada matriz global sera de [Npoines * 2] X [Npoines * 2]-

El siguiente paso, es calcular las diagonales de las matrices globales de kernels. La diagonal
de la matriz de tracciones se calcula sustituyendo los valores de la matriz de salto, ecuacion (3.3).
Es decir:

=[5 osl o)

Para calcular la diagonal de la matriz de desplazamientos, por cada punto de analisis, se
toman sus coordenadas como puntos de carga, luego, al valor de & correspondiente a este punto de
andlisis se le incrementa una tolerancia de 274° (constante de Matlab llamada “eps”), multiplicada
por 1x10%? (= .9095). El valor de la tolerancia se obtuvo experimentalmente. Entonces, se generan
las coordenadas con este nuevo valor de é. Con r # 0, se procede al célculo de kernel de
desplazamiento con (2.23).

Posteriormente, se calcula la integral del contorno del macroelemento utilizando la ecuacion
3.4. Sin embargo, los valores de ¢ para este calculo (denotados ahora como 1) son diferentes de
los valores de ¢ que se utilizaron para generar las coordenadas de los puntos de carga/campo. Para
el problema a resolver, y con el objetivo de obtener unvalor mas preciso de la integral de contorno,
se utilizaron 50 puntos de 7. Nuevamente, utilizando la funcién “linspace”, se generaron 50 numeros
espaciados linealmente dentro del rango del vector de nudos =.

Luego, utilizando el programa “DeriveNURBS_point.m”, se obtuvieron las coordenadas vy las

derivadas correspondientes al parametro n . Las derivadas servirdn para calcular los respectivos

valores del Jacobiano Z—;. Luego, aplicando la regla de Simpson 1/3 compuesta se integraron los

valores del Jacobiano, obteniendo el perimetro del cuerpo bajo andlisis I; este resultado se verifica
facilmente, puesto que se trata de un circulo. El siguiente paso en el algoritmo general es multiplicar
los kernels por el valor de esta integral.

Posteriormente, se colocan las tracciones conocidas en el vector de tracciones t, y se
multiplican por las normales n, y —n,, correspondientes al nodo donde se aplica la traccion, siguiendo
parte del procedimiento establecido por [53]. Es importante mencionar que los signos de estas
normales impactan en los resultados obtenidos, de hecho, el BEM es muy sensible al célculo de
estos elementos.

Luego, se borran las columnas y renglones correspondientes a los desplazamientos
prescritos, y se resuelve para encontrar los desplazamientos desconocidos u:

u=(U/T) *t (3.20)

Después, se leen las coordenadas de los nodos internos para calcular los desplazamientos

internos. Luego, se toma cada nodo interno como el nodo de carga P;, y se toman las coordenadas
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de los puntos de analisis originales como nodos de campo Q;. Asi, se procede a calcular la distancia

. dr dar . dar .
r entre estos puntos, las derivadas ol et los Jacobianos e las normales asociadas, n, y n, y las

. d . .
derivadas é-. Posteriormente, se calculan los kernels asociados a estos puntos de carga y campo.

En este caso, no habra kernels indeterminados. Posteriormente, se leen las tracciones prescritas
en los puntos de campo t,. Entonces, para calcular los desplazamientos internos se usan las
ecuaciones (3.21) y (3.22), que se originan de la ecuacion (2.22), como se describe en [53]. Las
variables u, y u, representan los desplazamientos de los nodos de campo correspondientes.

Ui (D = Uy (O + [~ () T =ty () Ty + (1) - Uy + £,(0) - Uyy (3.21)

uy, (@) =uy, @)+ [-u () Tye—uy () - Tyy + tx(0) - Upy + £,(0) - Uy, (3.22)

Finalmente, se finaliza el programa al graficar la curva original y la curva deformada. La curva

deformada se obtiene al sumar los desplazamientos obtenidos por (3.20) a las coordenadas de los
puntos de analisis originales. Los resultados se muestran con graficas de contorno que se hicieron
con el software “Origin”.

3.4.2 Implementacion del algoritmo de contacto

La Figura 3-9 muestra el algoritmo de implementacién del método de contacto. Como se ve,
el primer paso es agregar puntos de control cercanos a la zona de contacto (Figura 3-4), sin alterar
la forma circular. Entonces, tomando las ventajas de la curva NURBS y como referencia la seccion

4.5 de [52], se determind lo siguiente:

e Las secciones conicas se determinan con tres puntos de control, los puntos de los extremos
quedan sobre la curva y el punto medio controla la abertura de la curva (esto también se puede
lograr moviendo los pesos, como se especificé en la Tabla 1).

e Por ejemplo, si conocemos el punto sobre la curva y; que esta alineado con el punto de control
central a, (Figura 3-10), se puede determinar este punto de control.

e Los pesos asociados a estos nuevos puntos de control se obtienen calculando el coseno del
angulo que hay entre los puntos del extremo de esta seccion conica.

e En el ejemplo que se quiere resolver, se conocen los puntos sobre la curva y;, y los puntos de

control ay, as,@s, a; Y ag que estan sobre la curva (Figura 3-10).
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Figura 3-7 Implementacion del algoritmo IGA-BEM propuesto (a)
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Figura 3-8 Implementacion del algoritmo IGA-BEM propuesto (b)
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Figura 3-9 Implementacion del algoritmo de contacto

En la Figura 3-10 no se distinguen todos los puntos y;, sin embargo, los que faltan (y, y vs3)
sSOn muy cercanos a a, Yy a4. Los puntos de control que no estdn numerados en la figura, no se
modificaron, ya que los puntos agregados solo afectan a la mitad inferior del circulo. Los puntos de

control conocidos se describen en la Tabla 4 y los puntos y; en la Tabla 5.
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Figura 3-10 Puntos de control agregados

Tabla 4 Coordenadas puntos de control agregados

No. de nodo en Figura 3-10 Coordenadax  Coordenaday

a -3 3
as 3-cos(260°) 3-sin(260°) + 3
as 0 0
ay 3-cos(280°) 3-sin(280°) + 3
g 3 3

Tabla 5 Coordenadas de los puntos y;

y; (Coordenadax Coordenaday

Y1 3+ cos(220°) 3:c0s(220°)+3
Y2 3-cos(265°)  3-sin(265°) + 3
Y3 3-cos(275°) 3-cos(275°) +3
Yo  3-cos(320°) 3-cos(320°) +3

Como se menciond, los pesos de los puntos de control desconocidos se obtienen al calcular
el coseno de los angulos entre los puntos de control sobre la curva:

Tabla 6 Pesos de los puntos de control agregados
Peso
Wa,  cos(40°)
Wa,  cos(5°)
Way  cos(5°)
Wag,  cos(40°)
Finalmente, para obtener los puntos de control desconocidos se utilizan las ecuaciones (3.23)-

(3.25). Donde s es un parametro que controla curvatura y g es el punto medio entre los puntos de
control a;_, ¥ @;,1, cOMoO se observa en la Figura 3-11. Los vectores con los huevos puntos de control,
nudos y pesos que generan al circulo de la Figura 3-10, se especifican en la Tabla 12. El programa

gue realiza los calculos de los puntos de control se llama “NURBSParameters.m”.
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a; = [yi— @ —s) - Bil/si (3.23)
S; = We,/(We; + 1) (3.24)
Bi = (@1 + ai41)/2 (3.25)

{;

@y gy
Figura 3-11 Arco generado con una NURBS

Siguiendo el diagrama de flujo de la Figura 3-9, el siguiente paso es ejecutar el programa del
IGA-BEM propuesto (“principal2.m”). Es importante mencionar, que, aunque se esté resolviendo el
contacto entre dos cilindros, al asumir que las deformaciones son simétricas en un problema de
deformacion plana, no es necesario resolver para ambos cuerpos. Entonces, se resuelve para un
cuerpo, y si su deformacion sobrepasa el limite de (0,0), entonces habra penetracion entre ambos
cuerpos. El paso consecutivo es encontrar la interseccion entre estos cuerpos. Para ello, se genera
la curva deformada con mas puntos (Npoimespraw), lUEQO, Se encuentra el primer punto a la izquierda
con y < 0y el primer punto a la derecha.con y < 0. Estos puntos generaran la linea de interseccion,
Figura 3-12.

Posteriormente, se modifica el vector de pesos y los puntos de control de acuerdo a las
coordenadas de los puntos de interseccion. Estas coordenadas sustituiran los valores de los puntos
de control a3 y a,. A los puntos a, Y a, pueden asignarseles cualquier valor, ya que sus respectivos
pesos wy, Y W, S€ haran cero para generar una zona de contacto con forma de linea recta (Figura
4-10). Esta asignacion de pesos se realiza en el programa “NewValues.m”.

El siguiente paso en el método propuesto es variar algunos puntos de control con el algoritmo
de optimizacion de cumulo de particulas. En la Figura 3-13 se muestra el algoritmo de
implementacion de este método, cuyo cédigo asociado es “PSO.m”. El primer movimiento en este
programa es determinar el nUmero de variables de optimizacion, es decir, el nimero de variables
que el algoritmo buscara optimizar. Como se ha descrito anteriormente, estas corresponden a las
coordenadas de algunos puntos de control: a,, as, ag Y @;. Los demds puntos de control a se dejaron
fijos para no generar formas abstractas.

Posteriormente, se establecieron los rangos de las variables a optimizar y se defini6 el tamafio
de la poblacioén, Ny,..-» = 25, €l nUmero de ciclos que se ejecutara el algoritmo (Gen), el nimero de

intervalos y los valores de las constantes c; y C,,..- LOS valores de estas constantes se tomaron de
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[88]. Después, se generaron valores aleatorios iniciales de las posiciones de las particulas y de sus
velocidades, mediante los programas “InitialPopulation.m” e “InitialVelocity.m”. Los valores de
posicién aleatorios que se generaron deben estar contenidos en el rango de valores de la
Tabla 7. Luego, se utilizé la funcién “InitialEvaluatingS_UptadatingP_g.m” para obtener los mejores
valores locales L; y el mejor valor global G.

La siguiente parte del programa consiste en actualizar los valores de las posiciones
(considerando los valores de la Tabla 7) y las velocidades utilizando el programa “UpdateVandX?, el
cual se bas6 en las ecuaciones (2.39) y (2.40). Luego, se evallan estos valores actualizados
sustituyéndolos en la funcion objetivo (3.13). Si el resultado de la evaluacion es diferente de cero,
entonces se penalizara a la funcién objetivo con las ecuaciones (3.14) y (3.15). Por consiguiente, se
determinara si estos valores penalizados son mejores que los mejores valores locales L; o que el
mejor valor global G; si se cumplen estas condiciones, entonces se actualizaran los mejores valores
locales y el mejor valor global, y se guardaran los valores asociados de las variables de disefio. Esta

parte del programa PSO se estara ejecutando hasta que se cumpla Gen numero de ciclos.

= Puntos diz conkol
Curva MURBS orairal
Curva defarmada

4 " =] 1 2 3

Figura 3-12 Linea de interseccion

Tabla 7 Rango de las variables a optimizar

ay s, U5, Qg e

X X a7

Rango Qay, y

ub (limite superior) 4 3 4 3 4 6 6
Ib (limite inferior) 0 0 3 2 3 3 3

Y

Para verificar que el algoritmo de optimizacién funciona, se graficaron los valores globales y

se reviso la convergencia del programa y la dispersion de las particulas, Figura 3-14 y Figura 3-15,
comparando el primer ciclo de optimizacion vs. el dltimo. En algunas ocasiones, la curva optimizada
resultard en extremo convexa, de tal manera que el algoritmo de optimizacion se debera ejecutar
mas de una vez. Cuando la forma generada sea factible, se ejecutara nuevamente el IGA-BEM
contacto propuesto con los puntos de control optimizados (“Principal2.m”). Si no hay diferencia
significativa entre las longitudes de las intersecciones, entonces el algoritmo general de contacto
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finalizara. Si no, se ejecutara nuevamente para encontrar nuevos puntos de control y se repetira el

proceso de validacién. Como trabajo futuro, se agregaran restricciones de forma para automatizar el
proceso de optimizacion.
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CAPITULO IV

4. RESULTADOS Y DISCUSION

4.1  Problemadel cilindro bajo una carga Ty un punto fijo

4.1.1 Resultados utilizando un software comercial basado en MEF

Se utilizo el software ANSYS para resolver el problema presentado en la Figura 3-5. Se aplico
una carga prescrita en la parte superior del circulo, y se distribuyé entre dos nodos vecinos. Luego,
se agregaron restricciones de desplazamientos en los nodos del lado opuesto. Se eligié una malla
fina, Figura 4-1 (a), que generd 2566 nodos y 827 elementos. El resultado del problema se muestra
en la Figura 4-1 (b).

0 Max
. -eoeie

3 L7525
o0y
oM

0.003811 M

(a) (b)
Figura 4-1 Cilindro bajo carga z/analizado con MEF. (a)Malla fina generada en el software (b) Cilindro
deformado, los-colores representan los desplazamientos en la direccion Y.

4.1.2 Resultados empleando el método convencional de elementos frontera

El método convencional BEM, que se us6 en este apartado, esta basado en el programa
propuesto por.[53]. Se eligieron 71 nodos y 36 elementos distribuidos en el contorno del cuerpo,
Figura 4-2 (a). También, se utilizaron 6 puntos de integracion para la Cuadratura Gaussiana y se
optoé por funciones de forma cuadraticas para describir las tracciones y desplazamientos. Ademas,
se tomaron las propiedades del material descrito en la Tabla 8. El resultado de esta implementacion
se muestra en la Figura 4-2(b). Se agregaron 13 puntos internos para generar los desplazamientos

internos.
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(a)

— Original body
* Load/Fleld points
* Element edges

(b)

Figura 4-2 Cilindro bajo una carga t, analizado con el BEM convencional. (a) Puntos de.analisis usados como

puntos de carga y limites de los elementos. (b) Cilindro deformado, los colores-representan los

4.1.3

desplazamientos en la direccion Y.

Resultados usando el método propuesto de elementos frontera isogeométrico

Para generar la seccion transversal del cilindro (circulo), se establecieron los puntos de

control, el vector de nudos, el vector de pesos y el orden de la curva. Estos valores se detallan en la

Tabla 8. Como se describié en la seccion 3.1, los puntos de carga/campo se generaron en el contorno

del cuerpo, Figura 4-3 (a), se eligieron 24 valores del parametro ¢ para obtener dichos puntos

mediante la ecuacion (2.1). La Tabla 9 especifica elementos adicionales para ejecutar el programa

del método propuesto. El resultado obtenido.con este método se muestra en la Figura 4-3 (b). Se

afiadieron puntos de carga internos para generar adecuadamente la grafica de contorno.

Tabla 8 Datos para generar la curva NURBS del problema de deformacion plana

Vector de nudos
Puntos de control

Vector de pesos

Orden de la curva

£=10,0,0,1,1,2,2,3,3,4,4,4]
B=1[00;30;3 3;36;06;—36;—3 3;—30;0 0]
V2 ) V2 ) V2 ) V2
2’ ) 2' ) 2' ) 2
k=3

w =11, , 1]

Tabla 9-Datos para analizar el problema de deformacion plana con el método propuesto

Numero de puntos de campo/carga 24
Numero de elementos 1
Numero de puntos de control (para la geometria NURBS) | 9
Numero de puntos Jacobianos (para calcular el perimetro) | 50
Numero de puntos de carga internos 13
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—NURBS curve % Conbolpants 0 LeadiField points |

(a) (b)
Figura 4-3 Cilindro bajo una carga 7, analizado con el método propuesto IGA-BEM. (a)Puntos de
carga/campo usados como puntos de analisis, y puntos de control para generar la curva NURBS. (b) Cilindro
deformado, los colores representan los desplazamientos en la direccion-Y.

4.2 Problema de deformacién plana de dos elementos en contacto
4.2.1 Problema de contacto resuelto con MEF

Este problema también se resolvio con el software de ANSYS. Los parametros usados en esta
simulacion se describen en Tabla 10 . Se eligié una malla fina para obtener resultados mas precisos,
Figura 4-4(a). Para controlar la penetracion entre los cuerpos se utilizd el método de maestro-
esclavo, que se explicé brevemente en la introduccion, en conjunto con el método de Lagrange
aumentado. La Figura 4-4(b) muestra los cuerpos deformados, el mapa de colores representa los
desplazamientos en Y. La méxima deformacion se localiza en el area de aplicacion de la carga. La

zona de contacto mide aproximadamente 0.65 mm (Figura 4-5).

Tabla 10 Pardmetros para resolver el problema con MEF

Orden del elemento Cuadratico

Tipo de contacto Sin friccion
Comportamiento Simétrico
Método para resolver el contacto | Lagrange aumentado
Método de deteccion Nodal-normal al objetivo
Numero de nodos 2184

Numero de elementos 696
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0 Max

- .0.025218

— -0.050435
-0.075633
-0.10087
-0.12609
-0151%

o -0.17652
-0.20174
-0.22696 Min

(a) (b)
Figura 4-4 Contacto entre dos cuerpos analizados con software basado en FEM. (a) Malla usada en el
software (b) Desplazamiento en Y de los cuerpos en contacto después de aplicar una carga t

Figura 4-5 Acercamiento al area de contacto entre dos cuerpos analizado con FEM

4.2.2 Problema de contacto resuelto con el modelo de Hertz
De acuerdo a [90], el ancho del area rectangular de contacto entre dos cilindros se determina

utilizando la'ecuacion (4.1), si estos elementos tienen el mismo médulo de elasticidad (E = E; = E,),
y el mismo coeficiente de Poisson (v = 0.3). En esta ecuacion, t, representa la carga por unidad de
longitud (t/Lyy), Kp €S la curvatura relativa (D1 ' DZ/D1 + Dz)’ Y Qeontacto SiMboliza al ancho del area
de contacto rectangular. Informacién méas detallada sobre el contacto de Hertz puede encontrarse

en [35]. La longitud del cilindro es de 100 mm.

7. Kp
Acontacto = 2.15 E (4.1)
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Si se sustituyen los valores de la Tabla 2 y los descritos en el parrafo anterior, el ancho del
area de contacto es aontacto = -056 mm. Siguiendo la teoria de Hertz, se pueden obtener datos
adicionales como la presidn de contacto, el esfuerzo cortante maximo y la profundidad donde ocurre.
Estos valores se describen en la Tabla 11.

Tabla 11 Resultados del problema de contacto obtenidos con la teoria de Hertz

Ancho del area de contacto 0.056 mm
Presion de contacto maxima Hertziana 1024.4 MPa
Esfuerzo cortante maximo 308 MPa
Profundidad del esfuerzo cortante maximo | 0.022 mm

4.2.3 Problema de contacto resuelto con el algoritmo de contacto propuesto

Para utilizar el algoritmo de la seccién 3.2, se agregaron algunos puntos de control cerca del
punto en comun (0,0). Los datos de las NURBS para crear el area transversal de los cilindros en
contacto se especifican en la Tabla 12. Como se observa, los pesos se cambiaron para mantener la
forma circular de los cilindros. La Tabla 13 especifica los datos para resolver el problema con el IGA-
BEM propuesto. Los puntos de carga se generaron con 24 valores de ¢ distribuidos entre el valor
maximo y minimo del vector de nudos. A diferencia de los parametros descritos en la seccién 4.1.3,
en este algoritmo se increment6 el nimero de puntos de control de 9 a 13 (Figura 4-6). Finalmente,
el nimero de puntos n para calcular el perimetro se dej6 en 50. Sin embargo, este valor se calcula
una sola vez. La Figura 4-7 muestra a los cilindros deformados después de aplicar la carga 1, y antes
de utilizar el algoritmo de optimizacion. La Figura4-8 es un acercamiento al &rea de contacto entre
los dos cuerpos, como se observa hay penetracion. En la Tabla 13 se especifican los parametros de
entrada del algoritmo de optimizacion; los valores de C1 y C2 se establecieron de acuerdo a las
recomendaciones hechas por [88]. La Figura 4-9 muestra los cilindros en contacto después de haber
aplicado el algoritmo de optimizacién para encontrar sus deformaciones. En la Figura 4-10 se ve un
acercamiento al area de contacto optimizada; como se ve, la zona de contacto es una linea recta y
no hay penetracién entre los cuerpos. La longitud de esta zona es de aproximadamente 62 mm.

Tabla 12 Datos para crear las curvas del problema de contacto

Vector de nudos £=10,0,01,1,2,2,3,3,4,4,55,6,6,6]

Puntos de control, B =[0 0;0.2625 0;0.5209 0.0456;3 0.04827;3 3;3 6;0 6;—3 6;—3 3;
cilindro superior —30.4827;—0.5209 0.0456; —0.2625 0;0 0]

Puntos de control, B =[0 0;0.2625 0;0.5209 — 0.0456;3 —0.04827;3 —3; 3 —6;0 —6;
cilindro interior -3 —6;-3 —3;—-3 —0.4827;-0.5209 — 0.0456; —0.2625 0;0 0]
Vector de pesos W =[1,0.9962,1,0.7660,1,0.7071,1,0.7071,1,0.7660, 1,0.9962, 1]
Orden de la curva k=3

Tabla 13 Datos para analizar el problema de contacto

Numeros de puntos de carga/campo 24
Numero de elementos 1

Numero de puntos de control (para la NURBS) | 13
Numero de puntos Jacobianos 50
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Tabla 14 Datos para ejecutar el algoritmo de PSO

Numero de generaciones 300
Tamaiio de la poblacion (Ngqrm) | 25
Cy 0.8
Cinax 1.62

T T
—— Cura NURES
#* Punios du control|

X L L L L L . N
A 2 A o 1 H 3

Figura 4-6 Puntos de control agregados a cada circulo cercanos al &rea de contacto

Sem~L-

Figura 4-7 Contacto entre dos cuerpos después de aplicar una carga con el IGA-BEM propuesto, antes de
aplicar el algoritmo de contacto

Figura 4-8 Acercamiento al area de contacto entre dos cuerpos analizados con el IGA-BEM propuesto
antes de optimizar
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Figura 4-9 Contacto entre dos cuerpos analizados con el método de contacto propuesto.

0.5 0 0.5

Figura 4-10 Acercamiento al area de contacto entre dos cuerpos analizados con el método de contacto
propuesto.

4.3 Discusion: Analisis de los resultados obtenidos

4.3.1 Deformacion plana‘de un cilindro

Como se observo en'la seccion 4.1, los tres métodos generaron cuerpos deformados similares.
Con una malla fina, el maximo desplazamiento que se obtuvo con MEF fue de —0.094 mm, mientras
que con el método convencional de elementos frontera fue de —0.023 mm, y con el método propuesto
de IGA-BEM fue de —0.073 mm. El maximo desplazamiento, en los tres casos, se obtuvo en la zona
donde se aplicé la carga P. Para resolver el problema, en el software MEF se utilizaron 2566 nodos,
con el método convencional BEM se usaron 71 nodos de andlisis y con el método propuesto IGA-
BEM se utilizaron 24 puntos de andlisis. Sin embargo, para obtener el comportamiento interno del
cuerpo, se agregaron puntos de campo internos con los métodos IGA-BEM propuesto y BEM

convencional. En contraste, dada la naturaleza de MEF, no se requirieron nodos adicionales.

4.3.2 Deformacion plana de dos cilindros en contacto
Respecto a este problema, en la Tabla 15 se muestra una comparacién entre el ancho de las

areas de contacto que se obtuvieron con el modelo de Hertz, el software MEF y el método de contacto
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propuesto. Tomando la solucién analitica como referencia, el error obtenido con MEF fue del 16%,
mientras que con el propuesto fue del 10%. En ambos casos, la interferencia entre los cuerpos se
eliminé después de aplicar la carga. Con MEF el problema se resolvié usando un total de 2184 nodos,
equivalente a 4368 grados de libertad (GDL). Con el método de contacto propuesto, el problema se
resolvio con 24 puntos de analisis (48 GDL), pero el nimero de puntos de control que definieron la

forma del circulo se increment6 de 9 a 13 puntos.

Tabla 15 Comparacién de los anchos de las areas de contacto

, Ancho del area de Variacion con respecto al GDL para resolver el
Método , fos
contacto (mm) método analitico problema
Analitico (Modelo Hertz) 0.56 0 -
MEF 0.65 16% 4368
Método de contacto 0.62 1% 48
propuesto
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CAPITULO V

5. Conclusiones y perspectivas

Como se describid en el capitulo 1, los métodos que se usan para analizar el contacto entre
elementos mecanicos conllevan a errores en los resultados al aproximar el area de contacto o al
propagar del error, como se menciona en [91]. Esta propagacion se relaciona con el tamafio de la
matriz: entre mas elementos tenga la matriz, mas grande sera el error. Para evitar estos errores, se
propuso utilizar analisis isogeométrico, puesto que el enmallado se hace en funcion de curvas
NURBS, que generan lineas coénicas y rectas con mas exactitud comparadas a las generadas con
polinomios de Lagrange que comidnmente son usados en los métodos numéricos de mecanica del
medio contindo.

Después de la revision del estado del arte, se determiné que la combinacién de analisis
isogeométrico y elementos frontera (IGA-BEM) llevaria a un andlisis mas exacto, al utilizar menos
grados de libertad en la resolucién de problemas de contacto entre elementos mecanicos. De esta
manera se replanted la ecuacion integral de la frontera para’ combinarla con IGA, y luego para
analizar el contacto entre dos cuerpos.

El método propuesto IGA-BEM obtuvo resultados consistentes al resolver el problema de
deformacion plana de un cilindro bajo carga comparandolos con los métodos probados de MEF y
BEM. Aunque los valores de los desplazamientos que se obtuvieron por los tres métodos fueron
diferentes, la deformacion generada fue similar. Sin embargo, se requirieron menos grados de
libertad en el IGA-BEM propuesto, debido a que se utilizé una sola NURBS para generar el contorno
de cuerpo completo. Ademas, los puntos de carga/campo se separaron de los puntos que
representan la geometria, a diferencia del BEM convencional. Asimismo, al utilizar un macroelemento
se garantizd la continuidad entre los polinomios que definen al cuerpo bajo analisis.

Respecto al problema de contacto no lineal entre elementos mecanicos, se compararon los
anchos de las zonas de contacto obtenidos por el método de elementos finitos y por el método de
contacto propuesto. Estos variaron 16% y 10%, respectivamente, comparados con el obtenido con
el modelo analitico de Hertz. Sin embargo, los GDL usados con MEF para resolver el problema
fueron 4368, mientras que con el método propuesto fueron solo 48 GDL.

Por tanto, el andlisis de los cilindros en contacto mediante el método de contacto propuesto
se hizo con menor niumero de grados de libertad comparado con MEF y se consiguié un resultado
aceptable al compararlo con el modelo analitico de Hertz. Disminuir los grados de libertad es muy
importante cuando se tienen problemas multifisicos, donde se requiere invertir matrices.

Los resultados son prometedores, sin embargo, se requiere trabajo futuro para probar que la
metodologia es valida en otras situaciones donde los desplazamientos no son simétricos o factores
adicionales, como la friccién, sean considerados. Asimismo, se podrian utilizar otras curvas

paramétricas para representar la geometria, como las T-Splines.
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Apéndice A.

Figura Apéndice 1. El programa “Principal” es la interfaz base, que manda a llamar a la funcion
“DeriveNURBS_Point” para generar los puntos de las curvas NURBS, y a la funcion “SaveNi” para
guardar los valores de las funciones base. Las condiciones de frontera se obtienen de un archivo
externo de Excel conocido como “Datos.xIsx”. En este mismo archivo se guardan los resultados.de

desplazamientos y tracciones. Las figuras mostradas en la seccién de resultados se generaron con

en el software de “Origin” y los resultados guardados en Excel.

Programas IGA-BEM propuesto y de contacto
El diagrama de interaccion del programa basado en el IGA-BEM propuesto se muestra en la

Cordiciones frantera
ooy

tracchonas

Pardenetioy NURRS

Portmetrca NUREE

Coardenada: NURES x

pesay

| Paramutron NURES

DeriveNURBS_Point %

Trames donge
funcicpesbose 40

“sgan”, “ndex” ¢
i nELroa NURES g
| Py ek
- "k Defivadas funciones

-
Conrderadas NUSES ¥ e
denvacas

Principal

Bipline

Parimetres NURES

>

Trames donde fanciones
s 0
e ——
Coce raarvn HURBS 7

s hase

Pardwstros NURSS
—Larbooetios UDBE_y,

valor funcones base 20

Programa basado en el algoritme propuesto /GA-BEM

_CurvePointNURBS_
Weight

FindSpan

FindSpan

BasisFunc

Figura Apéndice 1 Diagrama de interaccién entre los'subprogramas del algoritmo IGA-BEM propuesto.

Cédigo del programa IGA-BEM propuesto
Principal.m

%$%Programa principal para el andlisis de un cuerpo usando el método
%%isogeométrico-elementos frontera (IGA-BEM)

clearvars

clc

%%Definimos el cuerpo de andlisis$$

%0rden de la curva NURBS

p = 3;

%Vector de nudos

U=s[ 000112233 444];

%Puntos de control

P=[0 0;3 0;3 3;3 6;0 6;-3 6;=3 3;-3 0;0 0];
%Pesos

W=[1 sqrt(2)/2-1 sqrt(2)/2 1 sqrt(2)/2 1 sqrt(2)/2 11;
%Tamafio del vector de nudos (m)
[~,m]=size (U);
%No. de funciones base
n=m-p;
%No. de puntos de control
[Cpoints,~]=size (P(:,1));
%Puntos para dibujar la curva NURBS
Npeints=22+2;
£=1/100s
u_aux=linspace (f,U(end)-f,Npoints-2);
u=zeros (1,Npoints);
u(l,1:11)=u_aux(1,1:11);
u(l,12)=1.99; %$Este valor de nudo lo agregamos para que la fuerza quedé aplicada en
u(l,13)=2.01;
u(l,1l4:end)=u_aux(1l,12:end);
%Inicializamos matrices
C=zeros (Npoints, 2);
Cder=zeros (Npoints, 2);
Ni=zeros (Npoints,Cpoints) ;
%Obtenemos las coordenadas para dibujar la curva y sus derivadas, que mas
%adelante se volverdn puntos de carga
for i=1:Npoints
[C(i,:),Cder (i, :)]=DeriveNURBS_Point (n,p,u(i),P,U,W);
%Guardamos los valores de las funciones base para posteriormente

(0,6)




%encontrar los nuevos puntos de control
[~,Ni(i,:)]=SaveNi(n,p,u(i),P,U,Cpoints,W);

plot(C(:,1),C(:,2),"'c*")

Establecemos las caracteristicas del cuerpo
Médulo de Young

E=2ell;

SE=1;

%Coeficiente de Poisson

v=.3;

%Modulo de corte

miu=E/ (2% (1+v)) ;

o

e

%
Establecemos las condiciones fronteras, se tendrdn que modificar las
columnas de los xlsread para obtener adecuadamente los datos
%Desplazamientos (No. Nodo, Direccién (x=1,y=2),Cantidad)
DesPre=xlsread('Preescritos_D.xlsx', 'Desplazamientos','A2:C5");
%Tracciones
TracPre=xlsread('Preescritos_D.xlsx','Tracciones', 'A2:C5");

o

o

%Calculamos los rangos del pardmetro del vector de nudos y las normales a
%$%%los puntos que estamos analizando

Rango=[0 1;1 2;2 3;3 4];

Nor=zeros (Npoints, 2) ;

for i=1:Npoints

Jacobiano=sqrt (Cder (i, 1) "2+Cder (i,2)"2);

Nor (i, 1)=1*(Cder(i,2))/Jacobiano;

Nor (i,2)=-1*(Cder (i, 1)) /Jacobiano;

%$%Calculo de Kernels

DMAX=0;

T=zeros (Npoints*2,Npoints*2) ;
D=zeros (Npoints*2,Npoints*2) ;
Derivada=zeros (Npoints,Npoints) ;
for i=1:Npoints

XP=C(i,1);

YP=C(i,2);

IROW1=2*i-1;

IROW2=IROW1+1;

i==j
continue
else
X0=C(j,1);
Y0=C(j,2);
r=sqrt ((XP-XQ) "2+ (YP-YQ) "2) ;
if r>DMAX
DMAX=r;
end
drdx=(XQ-XP) /r;
drdy=(YQ-YP) /r;
%dx/dpsi=Cder (j,1) y dy/dpsi=Cder(j,2) (psi es la variable de
%la NURBS)
Jacobiano=sqrt (Cder (j, 1) “2+Cder (j,2)*2) ;
nx=1* (Cder (j,2))/Jacobiano;
ny=-1* (Cder(j, 1)) /Jacobianoc;
drdn=drdx*nx+drdy*ny;
%$Derivada (i, j)=drdn; %%
TCOL1=2%3-1;
ICOL2=ICOL1+1;
%Calculamos kernels de desplazamiento
%$Factor=1; %Lo hacemos uno para que no afecte las matrices, original
FactorA=1/ (8*pi*miu* (1-v));
$Uxx
D (IROWL,ICOL1)=FactorA* ((3-4*v)*log(1l/r)+ (drdx)"2);
SUxy
D (IROW1, ICOL2)=FactorA*drdx*drdy;
SUyx
D(IROW2,ICOLl)=FactorA*drdx*drdy;
sUyy
D(IROW2, ICOL2)=FactorA* ((3-4*v)*log(1l/r)+ (drdy) *2);
%Calculamos kernels de traccién
$Factor=-1/r;
Factor=-1/(4*pi* (1-v)*r);% Original

$Txx

T (IROW1, ICOLl)=Factor*drdn* ((1-2*v)+2* (drdx"2));

STy

T (IROW1, ICOL2)=Factor* (2*drdx*drdy*drdn+ (1-2*v) * (drdy*nx-drdx*ny) ) ;
$Tyx

T (IROW2, ICOL1) =Factor* (2*drdx*drdy*drdn- (1-2*v) * (drdy*nx-drdx*ny) ) ;
sTyy

T (IROW2, ICOL2) =Factor*drdn* ( (1-2*v)+2* (drdy"2)) ;

end
end
d

@ O
=}

Calculamos la diagonal de la matriz T->Tij+Ci con el término de salto como
en el articulo de Simpson (2012) y también calculamos la diagonal de la
matriz U, haciendo que Q se aleje de P cuando coincidan en una razén
$+teps*algo

o0 9o

o

1/ (8*pi*miu* (1-v))



Cij=[.5 0;0 .5]; %Matriz de salto, solo aplica para la seccidén transversal de un
for i=1:Npoints
IRow=2*i-1;
IRow2=IRow+1;
%$Diagonales, consideraciones cuerpo rigido

$Txx

T (IRow, IRow)=Cij (1,1); %T(IRow,IRow)-T(IRow,ICol);
STy

T (IRow, IRow2)=Cij (1,2) ; $T (IRow, IRow2) -T (IRow, ICol2) ;
$Tyx

T (IRow2, IRow)=Cij (2,1) ;%T (IRow, IRow2) ;
%T (IRow2, IRow) =T (IRow2, IRow) -T (IRow, ICol) ;<-No funciona para la
%$deformacién de un circulo
5Tyy
T (IRow2, IRow2)=Cij (2,2);
%Diagonales de la matriz U, con r indeterminado
XP=C(i,1);
YP=C(i,2);
xi=u(i)+eps*lel2; %Incrementamos el valor de Q
[Cxi,Derxi]=DeriveNURBS_Point (n,p,xi,P,U,W);
XQ=Cxi (1) ;
YQ=Cxi (2);
r=sqrt ( (XP-XQ) "2+ (YP-YQ) "2) ;
drdx= (XQ-XP) /r;
drdy=(YQ-YP) /r;
Jacobiano=sqrt (Derxi (1) ~2+Derxi (2) ~2) ;
nx=1* (Derxi (2))/Jacobiano;
ny=-1* (Derxi (1)) /Jacobiano;
drdn=drdx*nx+drdy*ny;
FactorA=1/(8*pi*miu* (1-v));
$Uxx
D (IRow, IRow)=FactorA* ((3-4*v)*log(l/r)+ (drdx)"2);
%Uxy
D (IRow, IRow2) =FactorA*drdx*drdy;
E10575'3
D (IRow2, IRow)=FactorA*drdx*drdy;
sUyy
D (IRow2, IRow2)=FactorA* ((3-4*v)*log(l/r)+ (drdy) *2);
%D (IRow: IRow2, IRow: IRow2)
d

ompuesta, el Jacobiano lo representamos con mds numero de puntos que con
1 célculo anterior para aproximar mejor la forma del circulo
%Puntos para dibujar la curva NURBS

NpointJ=50;

uJ=linspace (1/NpointJ,U(end),NpointJ) ;

CJ=zeros (Npointd, 2) ;

Cder_J=zeros (NpointJ,2);

Jacob=zeros (Npointd, 1) ;

%Obtenemos las coordenadas para dibujar la curva y sus derivadas
for i=1:NpointJ

[CJ(i,:),Cder_J(i,:)]=DeriveNURBS_Point (n,p,ud(i);P,U,W);
Jacob (i,1)=sqrt (Cder_J(i,1)"2+Cder_J(i,2)"2)%

90 90 90 00 @

n
Calculamos la integral de superficie, aplicando la regla de Simpson 1/3
c
e

end

plot(CJ(:,1),CJ(:,2),"'c");

npointJ=NpointJ-1;

b=U (end) ;

a=u(1);

h=(b-a) /npointJ;

%Integral del jacobiano de psi

I= h/3* (Jacob (1)+2*sum(Jacob (3:2:end=-2) )+4*sum(Jacob (2:2:end) ) +Jacob (end)) ;
%Multiplicamos por el perimetro y en el caso de la matriz D, por el factor
%de escalamiento (Ec. 4.62)

Aplicamos las condiciones fronteras a los Kernels para formar la matriz A*
%%Y B* (4.50 y 4.58 Libro Becker)
[N_dis,~]=size(DesPre) ;
[N_trac,~]=size(TracPre);
TTracPres=zeros(Npoints*2,1);
%Colocamos las tracciones conocidas en el vector tracciones
for i=1:N_trac
index=TracPre (i,1) *2-2+TracPre(i,2); %Ubicacién de la traccidén prescrita
Jacobiano=sqrt (Cder (i, 1) "2+Cder (i,2)"2);
nx=1* (Cder (i,2))/Jacobiano;
ny=-1%* (Cder (i, 1)) /Jacobiano;
%Las presiones prescritas las normalizamos con el factor SCALE
if TracPre(i,2)==
TTracPres (index, 1) =TracPre (i, 3) *nx;
else
TTracPres (index, 1) =TracPre (i, 3) *-ny;
end
end

%Borramos las columnas y renglones correspondientes a desplazamientos conocidos
AuxTrac=TTracPres;
for I = length(DesPre(:,1)):-1:1

GDL = DesPre(I,1)*2-2+DesPre(I,2);

T(GDL, :)=[1;

T(:,GDL)=[];

D(GDL, :)=[];

D(:,GDL)=[];

circulo



AuxTrac (GDL, :)=[1];
end

%Resolvemos el sistema de ecuaciones
KJ=D/T;
UU=KJ*AuxTrac;

%0rdenamos los desplazamientos
UUNew=zeros (Npoints*2,1);
a=1;
for i=1:Npoints*2
if a<=length (DesPre(:,1))
index=DesPre(a,l) *2-2+DesPre(a,2);
end
if i==index
UUNew (i,1)=DesPre(a, 3);

a=a+l;
else
UUNew (i,1)=U0U0(i-a+1);
end
end
29
5%
%Obteniendo el cuerpo deformado con NURBS

%a)Sumamos los desplazamientos a los puntos que usamos como puntos de carga
AUX=UUNew (1:2:end) ;

AUX2=UUNew (2:2:end) ;

scale=1;

Cnew=C+[scale*UUNew (1l:2:end) scale*UUNew (2:2:end)];

%plot (Cnew(:,1),Cnew(:,2),'k")

UUNewXY=[UUNew (1:2:end) UUNew (2:2:end)];

TracXY=[TTracPres(l:2:end) TTracPres(2:2:end)];

%b)Obtenemos la matriz inversa de Ni y lo multiplicamos por los nuevos
%datos de la curva deformada para obtener los puntos de control
Pnew=inv (Ni'*Ni) *Ni'*Cnew;

%c)Graficamos la curva deformada
NpointsDraw=40;
Cdef=zeros (NpointsDraw, 2) ;
$f=1/100;
u_new=linspace (U(1),U(end),NpointsDraw) ;
for i=1:NpointsDraw
Cdef (i, :) =CurvePointNURBS (n,p,u_new (i), Pnew,U, W) ;
end

plot (Cnew(:,1),Cnew(:,2),"'--k")
plot (Pnew(:,1),Pnew(:,2),"'*k")
hor=zeros (1,10);
xhor=linspace (-3,3,10);
plot (xhor, hor) ;
hold off
figure (2)
plot(C(:,1),C(:,2),'r",Cnew(:,1),Cnew(:,2),'b*");
%Empezamos a calcular los puntos internos
%Coordenadas de los puntos internos
XINT=xlsread('Preescritos_D.xlsx', 'PInternos',"A2:R14");
YINT=xlsread('Preescritos_D.xlsx', 'PInternos', 'B2:B14"');
%Obtenemos el nimero de puntos internos
[r,~]=size (XINT);
%Inicializamos las variables internas
UXINT=zeros (r,1);
UYINT=zeros (r,1);
for i=l:r
%Tomar cada nodo interno como el nodo de carga "NodeP"
XP=XINT (i) ;
YP=YINT (i) ;
for j=1:Npoints
%$Tomar los nodos del c&lculo original como el nodo de campo "NodeQ"
X0=C(j,1);
Y0=C(j,2);
r=sqrt ((XP-XQ) "2+ (YP-YQ) "2);
drdx= (XQ-XP)/r;
drdy=(YQ-YP) /r;
%dx/dpsi=Cder (j,1) y dy/dpsi=Cder(j,2) (psi es la variable de
%la NURBS)
Jacobiano=sqrt (Cder (j, 1) *2+Cder (j,2)"2);
nx=1* (Cder (j,2))/Jacobiano;
ny=-1* (Cder (j,1))/Jacobiano;
%Derivada (i, j)=drdn;%%
drdn=drdx*nx+drdy*ny;
%Desplazamientos ya conocidos
UX=UUNewXY (j,1);
UY=UUNewXY (j,2) ;
%$Tracciones ya conocidas
TR=TracXY (j,1);
TZ=TracXY (j,2);
%Calculamos kernels de desplazamiento

%Factor=1; %Lo hacemos uno para que no afecte las matrices, original 1/ (8*pi*miu*(1-v))

FactorA=1/(8*pi*miu* (1-v));

FUxx
UXX=FactorA* ((3-4*v) *log (1/r)+ (drdx) *2);
SUxy

UXY=FactorA*drdx*drdy;



$Uyx
UYX=FactorA*drdx*drdy;
sUyy
UYY=FactorA* ((3-4*v)*log(1/r)+(drdy) "2);
%Calculamos kernels de traccién
$Factor=-1/r;
Factor=-1/(4*pi* (1-v)*r);% Original
$Txx
TXX=Factor*drdn* ( (1-2*v)+2* (drdx"2)) ;
$Txy
TXY=Factor* (2*drdx*drdy*drdn+ (1-2*v) * (drdy*nx-drdx*ny) ) ;
$Tyx
TYX=Factor* (2*drdx*drdy*drdn- (1-2*v) * (drdy*nx-drdx*ny) ) ;
5Tyy
TYY=Factor*drdn* ((1-2*v)+2* (drdy"2));
%Caculamos los desplazamientos internos usando la ecuacién integral
%4.32 de Becker
UXINT (i,1)=UXINT (i,1)+ (-UX*TXX-UY*TXY+TR*UXX+TZ*UXY) ;
UYINT (i,1)=UYINT (i,1)+ (-UX*TYX-UY*TYY+TR*UYX+TZ*UYY) ;
%A diferencia del libro de Becker, no incluimos ningun factor en
%esta ecuacidén ("FACT")
end
d

)
=}

%Guardamos datos para graficar en origin

xlswrite ('Preescritos_D.xlsx',CJ, 'PlotXY','A2');%Guardamos coordenadas del circulo
xlswrite ('Preescritos_D.xlsx',UUNewXY(:,2),'Salida_UY', 'C2'); %Guardamos UY
xlswrite ('Preescritos_D.xlsx',Cnew, 'Salida_UY','A2"); %Guardamos coordenadas X y

xlswrite ('Preescritos_D.xlsx',XINT, 'Salida_UYint', 'A2'); %Guardamos coordenadas X punto interno
xlswrite ('Preescritos_D.xlsx',YINT, 'Salida_UYint', 'B2'); %Guardamos coordenadas Y punto interno
xlswrite ('Preescritos_D.xlsx',UYINT, 'Salida UYint','C2'); %Guardamos desplazamientos Y internos

DeriveNURBSpoint.m

function[C,Cder]=DeriveNURBS_Point (n,p,u,P,U, W)

%Este programa calcula la derivada de un punto de una curva NURB basado en
%la ecuacién 4.7 del libro "NURBS' Book"

%n=no. de funciones base = m-p (m es el numero de elementos del vector
%$nudos)

%p=orden de la curva (grado de la curvat+l)

%u=pardmetro a evaluar

%$U=vector de nudos

%P=vector con los puntos de control

$W=Pesos de la curva

%C=Punto de la curva de acuerdo al valor de u

WPoints=[P W'];
WPoints (:,1:2)=[WPoints(:,1).*WPoints(:,3) WPoints(:,2).*WPoints(:,3)];
span=FindSpan (n,p,u,U) ;
%Obtenemos el punto de la curva NURB
[C,Weight]=CurvePointNURBS_Weight (n,p,u,P,U,W);
Cl=[0 0 0];
for i=1l:p
index=span-p+i;
[D]=DeriveBSpline (span, index,p,u,U);
%Aqui obtenemos la derivada de A' (u)/y W' (u)
C1=Cl+D*WPoints (index, :);
end
%Obtenemos la derivada de un punto de uina curva NURB (Ec. 4.7):
Cder=(C1(1,1:2)-C1(1,3).*C)./Weight;

CurvePointNURBS_weight.m

function [C,Weight]=CurvePointNURBS Weight (n,p,u,P,U, W)
%Este programa calcula el valor de un punto de acuerdo al valor del
%paradmetro u
%n=no. de funciones base = m-p (m es el numero de elementos del vector
%nudos)
%p=orden de la curva (grado de la curvat+l)
%u=pardmetro a evaluar
%U=vector de nudos
%P=vector con los puntos de control
sw=Vector de pesos
%C=Punto de la curva de acuerdo al valor de u
WPoints=[P W'];
WPoints (:,1:2)=[WPoints(:,1) .*WPoints(:,3) WPoints(:,2).*WPoints(:,3)1]1;
span=FindSpan (n,p,u,U) ;
N=BasisFunc (span,u,p,U);
Cw=[0 0 0];
for i=l:p
Cw=Cw+N (1) *WPoints (span-p+i, :);
end
C=Cw(l,1:2)./Cw(1,3);
Weight=Cw (1, 3);



FindSpan.m

function[span]=FindSpan (n,p,u,U)
%$Programa para encontrar en que intervalo yace el valor de u
%$n=no. de funciones base = m-p (m es el numero de elementos del vector
%$nudos)
$p=orden de la curva (grado de la curva+l)
%u=pardmetro a evaluar
%$U=vector de nudos
if u==U(n+1)
span=n;
elseif u==U(p)
span=p;
lse
low=p
high=n+1
mid=round ( (low+high) /2)
for i=p+l:n+l
if u < U(1)
span=i-1;
break
elseif u==U(i)
f=find (U==u) ;
%Checamos si el valor de u se repite mas de una vez, y tomamos
%el indice del Gltimo valor repetido como el span
[~,cl=size(f);
if ¢ >= 2
span=£ (end) ;
break
else
%Si el valor no estd repetido el valor del span es i
span=i;
break
end

o0 o0 o0 M

DeriveBSpline.m

function[D]=DeriveBSpline (span, i, p,u,U)

%Programa para calcular la primer derivada de una B-Spline
%span=indice de acuerdo al valor del parametro u en el vector de nudos
$i=Indice de la funcién base a derivar, ejemplo: N'i,p

%p=orden de la curva (grado de la curva+l)

%u=parametro a evaluar

%$U=vector de nudos

%Siguiendo la ecuacién 2.7 del libro "NURBS' book":

%1)Obtenemos las funciones base diferentes de cero Nspan,p-1
FunBase=CallFuncBasis (span,p-1,u,U);
%2)Buscamos si el indice i y el indice i+l en las funciones base diferentes
%de cero, si no estdn, entonces la funcién Ni,p=0 o Ni+l,p=0
Indexl=find (FunBase (:,1)==1);
if isempty (Indexl)
Nip=0;
else
Nip=FunBase (Indexl, 2) ;
end
Index2=find (FunBase (:,1)==1i+1);
if isempty (Index2)
Ni_1p=0;
else
Ni_lp=FunBase (Index2;2) ;
end
%Escribimos la funcién tal como la ecuacidén 2.7, note que donde estd p se
%le quita uno, ya gue en matlab trabajamos con el orden y no con el grado
%de la curva
DenLeft=U (i+p-1)=U (i)
if DenLeft==
left=0;
else
left=((p-1) /DenLeft) *Nip;
end
DenRight=U (i+p) -U(i+1);
if DenRight==
right=0;
else
right=((p-1) /DenRight) *Ni_1p;
end
D=left-right;

Vi



SaveNi.m

function [C,Ni]=SaveNi (n,p,u,P,U,Cpoints,W)
%$Este programa calcula el valor de un punto de acuerdo al valor del

=no. de funciones base = m-p (m es el numero de elementos del vector

udos)

=orden de la curva (grado de la curva+l)

=parédmetro a evaluar

=vector de nudos

=vector con los puntos de control

sw=Vector de pesos

3C=Punto de la curva de acuerdo al valor de u

WPoints=[P W'];

WPoints (:,1:2)=[WPoints(:,1).*WPoints(:,3) WPoints(:,2).*WPoints(:,3)];

span=FindSpan (n,p,u,U);

N=BasisFunc (span,u,p,U);

Ni=zeros (1,Cpoints);

Cw=[0 0 0];

Weight=0;

for i=1:p
Cw=Cw+N (1) *WPoints (span-p+i, :);
Ni(1l,span-p+i)=N(i)*WPoints (span-p+i,3);
Weight=Weight+N (i) *WPoints (span-p+i, 3) ;

end

C=Cw(l,1:2)./Cw(1,3);

Ni(l,:)=Ni(1,:)./Weight;

BasisFunc.m

function [C,Ni]=SaveNi (n,p,u,P,U,Cpoints, W)

%Este programa calcula el valor de un punto de acuerdo al valor del
aradmetro u

=no. de funciones base = m-p (m es el numero de elementos del vector

=orden de la curva (grado de la curva+l)
=pardmetro a evaluar
=vector de nudos

%C=Punto de la curva de acuerdo al valor de u

WPoints=[P W'];

WPoints (:,1:2)=[WPoints(:,1) .*WPoints(:,3) WPoints(:,2).*WPoints(:,3)1];

span=FindSpan (n,p,u,U);

N=BasisFunc (span,u,p,U);

Ni=zeros (1l,Cpoints);

Cw=[0 0 0];

Weight=0;

for i=1l:p
Cw=Cw+N (1) *WPoints (span-p+i, :);
Ni(1,span-p+i)=N (i) *WPoints (span-p+i, 3);
Weight=Weight+N (i) *WPoints (span-p+i, 3);

end

C=Cw(1l,1:2)./Cw(1,3);

Ni(l,:)=Ni(1l,:)./Weight;

El diagrama mostrado en la Figura Apéndice 2 representa la interaccibn entre los
subprogramas que se implementaron para validar el algoritmo de contacto propuesto en Figura 3-3,
Figura 3-7 y Figura 3-8. El programa base es “Principall”, donde se implementa la mayor parte del
algoritmo de contacto propuesto. Sin embargo, esta interfaz interactia con elementos adicionales,
como el subprograma “NURBSParameters” y el subprograma “NewValues”. “NURBSParameters”
agrega puntos de control adicionales y calcula los pesos asociados a dichos puntos. “NewValues”
manda allamar al programa “PSO”, que obtiene los valores optimizados de los puntos de control. En
la Figura Apéndice 3 se muestra un diagrama de los subprogramas del algoritmo de optimizacion.
Informacién detallada de los programas se describe en el capitulo 3.

Finalmente, en la Figura Apéndice 4 se muestra el diagrama de interaccion de los
subprogramas para validar al algoritmo de contacto, se toman los puntos de control optimizados del
programa “Principal1.m”, y se guardan en el archivo “PlotOther.m”, luego se ejecuta el programa

“Principal2.m”. Si ya no hay cambios significativos en la linea de contacto, entonces se asume que

Vii



el problema de contacto se resolvié y se obtienen los desplazamientos internos para posteriormente

guardarse en el archivo “Datos.xIsx” y graficarse en Origin.
En caso de que la linea de contacto haya tenido cambios significativos, entonces, se vuelve

a ejecutar el algoritmo de optimizacion PSO y se generan nuevos puntos de control. Para validar la

nueva solucion, se sustituyen estos puntos de control en “PlotOther.m” y se ejecuta nuevamente el

programa de “Principal2.m”, repitiéndose el proceso hasta encontrar la zona de contacto correcta.
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Cdédigo del programa del algoritmo de contacto IGA-BEM propuesto

Principall.m

%$%Programa principal para el andlisis de un cuerpo usando el método
%%isogeométrico-elementos frontera (IGA-BEM)

clearvars

clc

%%Definimos el cuerpo de andlisis%%
%0rden de la curva NURBS

p = 3;
%Vector de nudos, Puntos de control y Pesos
[U,P,W] = NURBSParameters( );

%Tamafio del vector de nudos
[~,m]=size (U);

(m)

%$No. de funciones base
n=m-p;
%No. de puntos de control

[Cpoints,~]=size(P(:,1));

%Puntos para dibujar la curva NURBS

Npoints=22+2;

£=1/100;

u_aux=linspace(f,U(end)-f,Npoints-2);

u=zeros (1,Npoints) ;

u(l,1:11)=u_aux(1l,1:11);

u(l,12)=2.99;

u(l,13)=3.01;

u(l,1l4:end)=u_aux(1l,12:end);

Fu=u_aux;

%Inicializamos matrices

C=zeros (Npoints, 2) ;

Cder=zeros (Npoints, 2) ;

Ni=zeros (Npoints,Cpoints) ;

%Obtenemos las coordenadas para dibujar la curva y sus derivadas,

%adelante se volveran puntos de carga

for i=1:Npoints
[C(i,:),Cder (i, :)]=DeriveNURBS_Point (n,p,u(i),P,U,W);
%Guardamos los valores de las funciones base para posteriormente
%encontrar los nuevos puntos de control
[~,Ni(i,:)]=SaveNi(n,p,u(i),P,U,Cpoints,W);

end

plot(C(:,1),C(:,2),"r*")

hold on

%%

%%Establecemos las caracteristicas del cuerpo

%Modulo de Young

E=2ell;

%Este wvalor de nudo lo agregamos para que la fuerza quedé aplicada en

(0,6)

que mas



$E=1;

%Coeficiente de Poisson

v=.3;

%$Modulo de corte

miu=E/ (2% (1+v)) ;

%%

%Establecemos las condiciones frontera, se tendran que modificar las
%columnas de los xlsread para obtener adecuadamente los datos
%Desplazamientos (No. Nodo, Direccién (x=1,y=2),Cantidad)
DesPre=xlsread('Preescritos_E.xlsx', 'Desplazamientos','A2:C5");
%Tracciones
TracPre=xlsread('Preescritos_E.xlsx','Tracciones', 'A2:C5");

o
%

e

o0

%$%Calculamos los rangos del pardmetro del vector de nudos y las normales a
%$%los puntos que estamos analizando

Rango=[0 1;1 2;2 3;3 4];

Nor=zeros (Npoints, 2);

for i=1:Npoints

Jacobiano=sqrt (Cder (i,1)~2+Cder (i,2)"2);
Nor(i,1l)=1*(Cder (i, 2))/Jacobiano;

Nor (i,2)=-1*(Cder (i, 1)) /Jacobiano;

o0

T=zeros (Npoints*2,Npoints*2);
D=zeros (Npoints*2,Npoints*2) ;
Derivada=zeros (Npoints,Npoints) ;
for i=1:Npoints
XP=C(i,1);
YP=C(i,2);
IROW1=2*i-1;
IROW2=IROW1+1;
for j=1:Npoints
if i==j
continue
else
XQ=C(j,1);
Y0=C(j,2);
r=sqrt ( (XP-XQ) "2+ (YP-YQ) "2) ;
if r>DMAX
DMAX=r;
end
drdx= (XQ-XP) /r;
drdy=(YQ-YP) /r;
%dx/dpsi=Cder (j,1) y dy/dpsi=Cder(j,2) (psi es la variable de
%la NURBS)
Jacobiano=sqrt (Cder (j, 1) "2+Cder (j,2) "2) ;
nx=1* (Cder (j,2))/Jacobiano;
ny=-1* (Cder (j,1))/Jacobiano;
drdn=drdx*nx+drdy*ny;
%Derivada (i,j)=drdn;%%
TICOL1=2%3-1;
ICOL2=ICOL1+1;
%Calculamos kernels de desplazamiento
FactorA=1/ (8*pi*miu* (1-v));
%Uxx
D (IROW1,ICOL1)=FactorA* ((3-4*v)*log(l/r)+ (drdx)"2);
SUxy
D (IROW1l, ICOL2)=FactorA*drdx*drdy;
%Uyx
D (IROW2, ICOLl)=FactorA*drdx*drdy;
sUyy
D (IROW2, ICOL2) =FactorA* ((3-4*v) *log(1l/r)+(drdy) "2) ;
%Calculamos kernels de traccién
$Factor=-1/r;
Factor=-1/(4*pi* (1-v)*r);% Original

$Txx

T (IROW1,ICOL1l)=Factor*drdn* ((1-2*v)+2* (drdx"2));

STXY

T (IROWL, ICOL2) =Factor* (2*drdx*drdy*drdn+ (1-2*v) * (drdy*nx-drdx*ny) ) ;
STyx

T (IROW2,ICOLl)=Factor* (2*drdx*drdy*drdn- (1-2*v) * (drdy*nx-drdx*ny) ) ;
3Tyy

T (IROW2, ICOL2) =Factor*drdn* ( (1-2*v) +2* (drdy”"2)) ;

end

end
end
%%
%Calculamos la diagonal de la matriz T->Tij+Ci con el término de salto como
%en el articulo de Simpson (2012) y también calculamos la diagonal de la
$matriz U, haciendo que Q se aleje de P cuando coincidan en una razén
%+eps*algo
Cij=[.5 0;0 .5]; %Matriz de salto, solo aplica para la seccidén transversal de un
for i=1:Npoints

IRow=2*i-1;

IRow2=IRow+1;

%$Diagonales, consideraciones cuerpo rigido

$Txx
T (IRow, IRow)=Cij (1,1);
STy
T (IRow, IRow2)=Cij (1,2);
$Tyx

T (IRow2, IRow)=Cij (2,1);

circulo



%T (IRow2, IRow) =T (IRow2, IRow) -T (IRow, ICol) ;<-No funciona para la
$deformacién de un circulo
sTyy
T (IRow2, IRow2)=Cij (2,2);
%$Diagonales de la matriz U, con r indeterminado
XP=C (i, 1);
YP=C(i,2);
xi=u(i)+eps*1lel2; %$Incrementamos el valor de Q
[Cxi, Derxi]=DeriveNURBS_Point (n,p,xi,P,U,W);
XQ=Cxi (1) ;
YO=Cxi (2);
r=sqrt ( (XP-XQ) "2+ (YP-YQ) "2) ;
drdx= (XQ-XP) /r;
drdy= (YQ-YP) /r;
Jacobiano=sqrt (Derxi (1) "2+Derxi (2)*2) ;
nx=1* (Derxi (2))/Jacobiano;
ny=-1%* (Derxi (1)) /Jacobiano;
drdn=drdx*nx+drdy*ny;
FactorA=1/(8*pi*miu* (1-v));
$Uxx
D (IRow, IRow)=FactorA* ((3-4*v) *log (1/r)+ (drdx) *2) ;
SUxy
D (IRow, IRow2)=FactorA*drdx*drdy;
SUyx
D (IRow2, IRow) =FactorA*drdx*drdy;
sUyy
D (IRow2, IRow2) =FactorA* ((3-4*v) *log(1l/r)+(drdy) "2) ;
%D (IRow:IRow2, IRow: IRow2)
nd

Calculamos la integral de supeficie, aplicando la regla de Simpson 1/3
scompuesta, el Jacobiano lo representamos con mds numero de puntos que con
%el calculo anterior para aproximar mejor la forma del circulo
%Puntos para dibujar la curva NURBS
NpointJ=50;
uJ=linspace (1/NpointJ,U(end),NpointJ) ;
CJ=zeros (Npointd, 2) ;
Cder_J=zeros (NpointJ,2);
Jacob=zeros (Npointd, 1) ;
%Obtenemos las coordenadas para dibujar la curva y sus derivadas
for i=1:NpointJd
[CJ(i,:),Cder_J(i,:)]=DeriveNURBS_Point (n,p,uJ(i),P,U,W);
Jacob (i,1)=sqrt(Cder_J(i,1)"2+Cder_J(i,2)"2);
end
plot(CJ(:,1),CJd(:,2),'x");
npointJ=NpointJ-1;
b=U(end) ;
a=U(1);
h=(b-a) /npointJ;
%$Integral del jacobiano de psi
Integral= h/3* (Jacob (1) +2*sum(Jacob (3:2:end-2))+4*sum(Jacob (2:2:end) ) +Jacob (end)) ;
%Multiplicamos por el perimetro
D=D.*Integral;
T=T.*Integral;

50 00 o0 O

Aplicamos las condiciones frontera a los Kernels para formar la matriz A*
Y B* (4.50 y 4.58 Libro Becker)
[N_dis,~]=size (DesPre) ;
[N_trac,~]=size(TracPre);
TTracPres=zeros (Npoints*2,1);
%$Colocamos las tracciones conocidas en el vector tracciones
for i=1:N_trac
index=TracPre (i, 1) *2-2+TracPre(i,2); %Ubicacién de la traccién prescrita
Jacobiano=sqrt (Cder (i, 1) “2+Cder (i, 2)"2);
nx=1%* (Cder (i,2))/Jacobiano;
ny=-1* (Cder (i, 1)) /Jacobiano;
%Las presiones prescritas las normalizamos con el factor SCALE
if TracPre(i,2)==1
TTracPres (index, 1)=TracPre (i, 3) *nx; %/SCALEF;

else
TTracPres (index, 1) =TracPre (i, 3) *ny; %$/SCALEF;
end
end

%Borramos las columnas y renglones correspondientes a desplazamientos conocidos
AuxTrac=TTracPres;
for I = length(DesPre(:,1)):-1:1
GDL..= DesPre(I,1l)*2-2+DesPre(I,2);
T(GDL, :)=[1;
T(:,GDL)=[];
D(GDL, :)=[]7
D(:,GDL)=[];
AuxTrac (GDL, :)=[];
end

%Resolvemos el sistema de ecuaciones
KJ=D/T;
UU=KJ*AuxTrac;

%0rdenamos los desplazamientos
UUNew=zeros (Npoints*2,1);

a=1;

for i=1:Npoints*2



if a<=length (DesPre(:,1))
index=DesPre(a,l) *2-2+DesPre(a, 2) ;
end
if i==index
UUNew (i,1)=DesPre(a,3);

a=a+l;
else
UUNew (i,1)=UU(i-a+1);
end
end
29
5%
%Obteniendo el cuerpo deformado con NURBS

%a) Sumamos los desplazamientos a los puntos que usamos como puntos de carga
AUX=UUNew (1l:2:end) ;

AUX2=UUNew (2:2:end) ;

scale=1;

Cnew=C+[scale*UUNew (l:2:end) scale*UUNew(2:2:end)];

%plot (Cnew(:,1),Cnew(:,2),'k")

UUNewXY=[UUNew (1:2:end) UUNew(2:2:end)];

TracXY=[TTracPres (l:2:end) TTracPres(2:2:end)];

plot (Cnew(:,1),Cnew(:,2),'b-=-");

%b) Obtenemos la matriz inversa de Ni y lo multiplicamos por los nuevos
%datos de la curva deformada para obtener los puntos de control
Pnew=inv (Ni'*Ni) *Ni'*Cnew;

%c)Graficamos la curva deformada
NpointsDraw=40;
Cdef=zeros (NpointsDraw, 2) ;
$f=1/100;
u_new=linspace (U(1),U(end),NpointsDraw) ;
for i=1:NpointsDraw
Cdef (i, :) =CurvePointNURBS (n,p,u_new (i), Pnew,U, W) ;
end

e
o0

%Esta parte calcula la interseccién con la linea y=0
Inter=zeros(2,2);
flagder=0;
flagizg=0;
for i=1:NpointsDraw
%Encontramos el primer punto a la izquierda con y<O0
if Cdef(i,2)<0&&Cdef (i,1)<0&&flagizg==
Inter (1, :)=Cdef(i,:);
flagizg=1;
%Encontramos el primer punto a la derecha con y<O0
elseif Cdef(i,2)<0&&Cdef (i,1)>0
Inter (2, :)=Cdef(i,:);
end
end
longInter=norm(Inter(1l,2)-Inter(2,1)); %Calculamos la longitud de la interseccién
xlswrite ('Preescritos_D.xlsx',longInter, 'Interseceion’, 'A2') %Guardamos la longitud de la interseccién

°

% %En esta seccién encontramos los nuevos puntoes de control de la figura

% %deformada con algoritmo de optimizacidén

[Pnueva,Wnuevo,Best, Sol, SolF, lastPl]=NewValues (Inter,U,P,W,p, Integral);

%De las soluciones optimizadas por el PSO elegimos la mejor, y copiamos sus respectivos valores en el archivo "PlotOther",
%luego corremos el archivo "Principal2", si ya no hay cambios en la linea de contacto, entonces asumimos que el problema
de

%contacto se resolvié, puesto que se encontrd la deformacién de los

%cuerpos.

NURBSParameters.m

function [U,P,W] = NURBSParameters( )
$UNTITLED2 Summary of this function goes here
% Detailed explanation goes here
r=3;

k=3;

pl=[-3 3];

%$p2 lo desconocemos

p3=[r*cosd(260) r*sind(260)+k];
Sl=[r*cosd(220) r*sind(220)+k];
h2_1l=cosd (40);

sl=h2 A4/ (h2_1+1);

Ml=(p3+pl) /2;

p2=(S1-(1-s1)*M1)/sl;

%p4 lo desconocemos

p5=[0 01;

S2=[r*cosd(265) r*sind(265)+k];
h2_2=cosd(5);

s2=h2_2/(h2_2+1);

M2=(p3+p5) /2;
p4=(S2-(1-s2)*M2) /s2;

%p6 lo desconocemos
p7=[r*cosd(280) r*sind(280)+k];
S3=[r*cosd(275) r*sind(275)+k];
h2_3=cosd(5);

s3=h2_3/(h2_3+1);
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M3= (p5+p7) /2;
p6=(S3-(1-s3)*M3) /s3;

%p8 lo desconocemos

p9=[3 31;

S4=[r*cosd(320) r*sind(320)+k];
h2_4=cosd (40);
s4=h2_4/(h2_4+1);

M4= (p7+p9) /2;
p8=(S4-(1-s4)*M4) /s4;

%%Definimos el cuerpo de andlisis%%
%Vector de nudos

U=[0001122334455%666];
%Puntos de control

P=[0 0;p6(1) p6(2);p7(1) p7(2);p8(1) p8(2);3 3;3 6;0 6;-3 6;-3 3;p2(1) p2(2);p3(1l) p3(2);p4 (1) p4(2);0 0];

%Pesos
W=[1 h2_3 1 h2 4 1 sqrt(2)/2 1 sqrt(2)/2 1 h2_1 1 h2_2 1];

end

NewValues.m

function [Pnew,W,Best,Sol,SolF,lastPl]=NewValues (Inter,U,P,W,p,Ior)

%Actualizamos los puntos de control con las coordenadas de las intersecciones y generamos la linea recta

P(11,:)=Inter(l,:);
:)=Inter(2,:);
=(P(1,:)+P(11,:))/2;
)=(P(1,:)+P(3,:))/2;

W(2)=0;
[Pnew, Best, Sol, SolF, lastP1]=PSO(P,W, U, p, Ior);
DibujaSol (lastPl,U,W,p,P)

CurvePointNURBS.m

function [C]=CurvePointNURBS (n,p,u,P,U,W)
%Este programa calcula el valor de un punto de acuerdo al valor del
%parametro u
%n=no. de funciones base = m-p (m es el nimero de elementos del vector
%$nudos)
%p=orden de la curva (grado de la curvat+l)
%u=pardmetro a evaluar
%$U=vector de nudos
%P=vector con los puntos de control
$w=Vector de pesos
%C=Punto de la curva de acuerdo al valor de u
WPoints=[P W'];
WPoints (:,1:2)=[WPoints(:,1).*WPoints(:,3) WPoints(:,2).*WPoints(:,3)];
span=FindSpan (n,p,u,U);
N=BasisFunc (span,u,p,U);
Cw=[0 0 0];
for i=1:p
Cw=Cw+N (1) *WPoints (span-p+i, :);
end
C=Cw(1,1:2)./Cw(1,3);

Principal2.m

%$%Programa principal para el andlisis de un cuerpo usando el método
%%isogeométrico-elementos frontera (IGA-BEM)

clearvars

clc

%%Definimos el cuerpo de andlisis%%
%0rden de.la curva NURBS

p = 3;

%Vector de nudos, Puntos de control y Pesos optimizado
[P,W,U]=PlotOther();

$Tamafio del vector de nudos (m)
[~,m]=size (U);

%No. de funciones base

n=m-p;

%No. de puntos de control
[Cpoints,~]=size(P(:,1));

%$Puntos para dibujar la curva NURBS
Npoints=22+2;

£=1/100;

u_aux=linspace (f,U(end)-f,Npoints-2);
u=zeros (1,Npoints) ;
u(l,1:11)=u_aux(1l,1:11);

u(l,12)=2.99; %Este valor de nudo lo agregamos para que la fuerza quedé aplicada en (0,6

u(l,13)=3.01;
u(l,l4:end)=u_aux(1l,12:end);
%u=u_aux;

%Inicializamos matrices
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C=zeros (Npoints, 2) ;

Cder=zeros (Npoints, 2);

Ni=zeros (Npoints,Cpoints) ;

%Obtenemos las coordenadas para dibujar la curva y sus derivadas, que mas

%adelante se volveran puntos de carga

for i=1:Npoints
[C(i,:),Cder(i,:)]=DeriveNURBS_Point (n,p,u(i),P,U,W);
%Guardamos los valores de las funciones base para posteriormente
%encontrar los nuevos puntos de control
[~,Ni(i,:)]=SaveNi(n,p,u(i),P,U,Cpoints,W);

end

plot(C(:,1),C(:,2),"'c*")

hold on

%%Establecemos las caracteristicas del cuerpo

%Modulo de Young

E=2ell;

SE=1;

%Coeficiente de Poisson

v=.3;

%Modulo de corte

miu=E/ (2% (1+v));

%%

%Establecemos las condiciones frontera, se tendradn que modificar las
%columnas de los xlsread para obtener adecuadamente los datos
%Desplazamientos (No. Nodo, Direccién (x=1,y=2),Cantidad)
DesPre=xlsread('Preescritos_D.xlsx', 'Desplazamientos','A2:C5");
$Tracciones
TracPre=xlsread('Preescritos_D.xlsx','Tracciones', 'A2:C5");

%Leemos la longitud de la interseccién de la iteracién anterior
longInter=xlsread('Preescritos_D.xlsx', 'Interseccion','A2");

%Leemos la tolerancia para comparar las longitudes de las intersecciones
tol=xlsread('Preescritos_D.xlsx',6 'Tolerancia', 'A2'");

o
%

o0

o0

%%Calculamos los rangos del pardmetro del vector de nudos y las normales a
%%los puntos que estamos analizando

Rango=[0 1;1 2;2 3;3 4];

Nor=zeros (Npoints, 2) ;

for i=1:Npoints

Jacobiano=sqrt (Cder (i,1) "2+Cder (i,2)"2);

Nor (i,1)=1*(Cder (i,2))/Jacobiano;

Nor(i,2)=-1*(Cder(i,1))/Jacobiano;

o

%%Calculo de Kernels

DMAX=0;

T=zeros (Npoints*2,Npoints*2);
D=zeros (Npoints*2,Npoints*2) ;
Derivada=zeros (Npoints,Npoints) ;
for i=1:Npoints

XP=C(i,1);
YP=C(i,2);
IROW1=2*i-1;
IROW2=IROW1+1;
for j=1:Npoints
if i==j
continue
else
XQ=C(j,1);
YQ=C(j,2);
r=sqrt ( (XP-XQ) "2+ (YP-YQ) "2);
if r>DMAX
DMAX=r;
end

drdx= (XQ-XP) /r;

drdy=(YQ-YP) /r;

%dx/dpsi=Cder(j,1l) y dy/dpsi=Cder(j,2) (psi es la variable de
%la NURBS)

Jacobiano=sqrt (Cder (j, 1) "2+Cder (j,2)"2);

nx=1* (Cder(j,2))/Jacobiano;
ny=-1*(Cder(j,1))/Jacobiano;

drdn=drdx*nx+drdy*ny;

%Derivada (i,j)=drdn;%%

ICOL1=2*j-1;

ICOL2=ICOL1+1;

%Calculamos kernels de desplazamiento

FactorA=1/ (8*pi*miu* (1-v));

SUxx

D (IROW1, ICOL1)=FactorA* ((3-4*v)*log(1/r)+ (drdx)"2);
SUxy

D (IROW1, ICOL2)=FactorA*drdx*drdy;

SUyx

D (IROW2, ICOL1l)=FactorA*drdx*drdy;

5Uyy

D (IROW2, ICOL2) =FactorA* ((3-4*v)*log(l/r)+ (drdy)~2);
%Calculamos kernels de traccién

$Factor=-1/r;

Factor=-1/(4*pi* (1-v)*r);% Original

$Txx

T (IROW1, ICOLl)=Factor*drdn* ((1-2*v)+2* (drdx"2));

STy

T (IROW1, ICOL2)=Factor* (2*drdx*drdy*drdn+ (1-2*v) * (drdy*nx-drdx*ny) ) ;
$Tyx

T (IROW2, ICOL1l)=Factor* (2*drdx*drdy*drdn- (1-2*v) * (drdy*nx-drdx*ny) ) ;
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$Tyy
T (IROW2, ICOL2)=Factor*drdn* ((1-2*v)+2* (drdy"2));
end
end
d

n
%
Calculamos la diagonal de la matriz T->Tij+Ci con el término de salto como
en el articulo de Simpson (2012) y también calculamos la diagonal de la
$matriz U, haciendo que Q se aleje de P cuando coincidan en una razén
%$+eps*algo
Cij=[.5 0;0 .5]; %Matriz de salto, solo aplica para la seccidén transversal de un circulo
for i=1:Npoints
IRow=2*i-1;
IRow2=IRow+1l;

%$Diagonales, consideraciones cuerpo rigido

o0 90 o0 M

$Txx

T (IRow, IRow)=Cij (1,1); %T(IRow,IRow)-T (IRow,ICol);
STy

T (IRow, IRow2)=Cij (1,2) ; $T (IRow, IRow2) -T (IRow, ICol2) ;
STyx

T (IRow2, IRow)=Cij (2,1) ;%T (IRow, IRow2) ;
%T (IRow2, IRow) =T (IRow2, IRow) -T (IRow, ICol) ;<-No funciona para la
$deformacién de un circulo
sTyy
T (IRow2, IRow2)=Cij (2,2);
%Diagonales de la matriz U, con r indeterminado
XP=C(i,1);
YP=C(i,2);
xi=u(i)+eps*lel2; %Incrementamos el valor de Q
[Cxi,Derxi]=DeriveNURBS_Point (n,p,xi,P,U,W);
XQ=Cxi (1) ;
YQ=Cxi (2);
r=sqrt ( (XP-XQ) "2+ (YP-YQ) "2) ;
drdx= (XQ-XP) /r;
drdy=(YQ-YP) /r;
Jacobiano=sqrt (Derxi (1) "2+Derxi (2)"2);
nx=1* (Derxi (2))/Jacobiano;
ny=-1* (Derxi (1)) /Jacobiano;
drdn=drdx*nx+drdy*ny;
FactorA=1/(8*pi*miu* (1-v));
$Uxx
D (IRow, IRow) =FactorA* ((3-4*v) *log (1/r)+(drdx) "2) ;
%Uxy
D (IRow, IRow2) =FactorA*drdx*drdy;
%Uyx
D (IRow2, IRow)=FactorA*drdx*drdy;
sUyy
D (IRow2, IRow2) =FactorA* ((3-4*v) *log(1/r)+(drdy) 12) ;
%D (IRow: IRow2, IRow: IRow2)
end
%Definimos el factor de escalamiento, ec. 4.63 libro de Becker
SCALEF=E/DMAX;

a0

°

Calculamos la integral de supeficie, aplicando la regla de Simpson 1/3
compuesta, el Jacobiano lo representamos con mds numero de puntos que con
%el calculo anterior para aproximar mejor la/ forma del circulo

%Puntos para dibujar la curva NURBS

NpointJ=50;

uJ=linspace (1/NpointJ,U(end),NpointJ) ;

CJ=zeros (Npointd, 2) ;

Cder_J=zeros (NpointJ,2);

Jacob=zeros (Npointd, 1) ;

%Obtenemos las coordenadas para dibujar la curva y sus derivadas

for i=1:NpointJ

[CJ(i,:),Cder_J(i,:)]=DeriveNURBS_Point (n,p,uJd(i),P,U,W);

Jacob (i,1)=sqrt(Cder_J(i,1)"2+Cder_J(i,2)"2);

o0 9o

end

plot(CJ(:,1),CJd(:,2),"c");
npointJ=NpointJ-1;

b=U (end) ;

a=u(1);

h=(b-a) /npointd;

%Integral del jacobiano de psi
Integral= h/3* (Jacob (1) +2*sum(Jacob (3:2:end-2))+4*sum(Jacob (2:2:end) ) +Jacob (end)) ;
%$Multiplicamos por el perimetro
D=D.*Integral;

.#Integral;

Aplicamos las condiciones frontera a los Kernels para formar la matriz A*
%$%Y B* (4.50 y 4.58 Libro Becker)
[N_dis,~] ize (DesPre) ;
[N_trac,~]=size(TracPre);
TTracPres=zeros (Npoints*2,1);
%Colocamos las tracciones conocidas en el vector tracciones
for i=1:N_trac
index=TracPre (i, 1) *2-2+TracPre(i,2); %Ubicacién de la traccidén prescrita
Jacobiano=sqrt (Cder (i,1) “2+Cder (i,2)"2);
nx=1* (Cder (i, 2))/Jacobiano;
ny=-1* (Cder (i, 1)) /Jacobiano;
if TracPre(i,2)==
TTracPres (index, 1) =TracPre (i, 3) *nx;

else
TTracPres (index, 1) =TracPre (i, 3) *ny;
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end
end
%Borramos las columnas y renglones correspondientes a desplazamientos conocidos
AuxTrac=TTracPres;
for I = length(DesPre(:,1)):-1:1
GDL = DesPre(I,1)*2-2+DesPre(I,2);
T(GDL, :)=I[1;
T(:,GDL)=[];
D(GDL, :)=[];
D(:,GDL)=[];
AuxTrac (GDL, :)=[];
end
%Resolvemos el sistema de ecuaciones
KJ=D/T;
UU=KJ*AuxTrac;
%Ordenamos los desplazamientos
UUNew=zeros (Npoints*2,1);
a=1;
for i=1:Npoints*2
if a<=length(DesPre(:,1))
index=DesPre(a,l) *2-2+DesPre(a, 2) ;
end
if i==index
UUNew (i,1)=DesPre(a,3);

a=a+l;
else
UUNew (i,1)=U0U(i-a+1);
end
end
%%
%Obteniendo el cuerpo deformado con NURBS

%a)Sumamos los desplazamientos a los puntos que usamos como puntos de carga
AUX=UUNew (1:2:end) ;

AUX2=UUNew (2:2:end) ;

scale=1;

Cnew=C+[scale*UUNew (1l:2:end) scale*UUNew (2:2:end)];

%plot (Cnew(:,1),Cnew(:,2),'k")

UUNewXY=[UUNew (1:2:end) UUNew(2:2:end)];

TracXY=[TTracPres (l:2:end) TTracPres(2:2:end)];

plot (Cnew(:,1),Cnew(:,2), 'b=-=");

%b)Obtenemos la matriz inversa de Ni y lo multiplicamos por los nuevos
%datos de la curva deformada para obtener los puntos de control
Pnew=inv (Ni'*Ni) *Ni'*Cnew;

%c)Graficamos la curva deformada

NpointsDraw=40;

Cdef=zeros (NpointsDraw, 2) ;

$f=1/100;
u_new=linspace (U(1l),U(end),NpointsDraw) ;
for i=1:NpointsDraw

Cdef (i, :) =CurvePointNURBS (n,p,u_new (i), Pnew,U, W) ;
end

a0
S

%Esta parte calcula la interseccién con la linea’y=0
Inter=zeros(2,2);
flagder=0;
flagizg=0;
for i=1:NpointsDraw
%Encontramos el primer punto a la izquierda con y<0
if Cdef (i,2)<0&&Cdef (i,1)<0&&flagizg==0
Inter (1, :)=Cdef(i,:);
flagizg=1;
%Encontramos el primer punto a la derecha con y<0
elseif Cdef(i,2)<0&&Cdef(i,1)>0
Inter(2,:)=Cdef (i, :);
end
end
%%
%$Seccién A
NewlongInter=norm(Inter(1l,2)-Inter(2,1)); %$Calculamos la longitud de la interseccién (nueva)
diferencia=abs (NewlongInter-longInter);
if diferencia <= tol
fprintf ('La deformacién optima ha sido encontrada')
else
fprintf ('Correr el algoritmo de optimizacién nuevamente, la deformacién optima no se ha encontrado')
end
%->Si no hay cambios significativos (diferencia <= tol), entonces comente la
%$seccién B, y active la seccidén C, corra nuevamente el programa para
%encontrar los desplazamientos internos
%$->Si diferencia >= tol, entonces comente la seccién C, y active la seccién B
%para correr el PSO nuevamente, cargue los nuevos puntos optimizados en
%"PlotOther", y revise nuevamente los resultados de la seccién A. Repita
%este proceso hasta que no haya cambios significativos en la linea de

$interseccién

%%

% %Seccidén B

% %$En esta seccién encontramos los nuevos puntos de control de la figura
% %$deformada con algoritmo de optimizacién

o

[Pnueva, Wnuevo, Best, Sol, SolF, lastPl]=NewValues (Inter,U,P,W,p, Integral) ;

%De las soluciones optimizadas por el PSO elegimos la mejor, y copiamos sus respectivos valores en el archivo
PlotOther",
% %$luego corremos el archivo "Principal2", si ya no hay cambios en la linea de contacto, entonces asumimos que el problema
de

o0
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%contacto se resolvié, puesto que se encontrd la deformacidén de los

$cuerpos.

%Grafica la curva original (C), curva deformada (C+U) y curva deformada con nuevos
$puntos de control (Cnew)

plot (Cnew(:,1),Cnew(:,2),"'k")

plot (Pnew(:,1),Pnew(:,2),"*k")

90 d0 0 00 o0 o

o

Seccién C
Empezamos a calcular los puntos internos
%Coordenadas de los puntos internos
XINT=xlsread('Preescritos_D.xlsx', 'PInternos', 'A2:A14");
YINT=xlsread('Preescritos_D.xlsx', 'PInternos', 'B2:B14"');
%Obtenemos el nimero de puntos internos
[r,~]=size (XINT) ;
%Inicializamos las variables internas
UXINT=zeros (r,1);
UYINT=zeros (r,1);
for i=l:r
%Tomar cada nodo interno como el nodo de carga "NodeP"
XP=XINT (i) ;
YP=YINT (i) ;
for j=1:Npoints
$Tomar los nodos del cadlculo original como el nodo de campo "NodeQ"
X0=C(j,1);
YQ=C(J,2);
r=sqrt ( (XP-XQ) "2+ (YP-YQ) "2) ;
drdx= (XQ-XP) /r;
drdy=(YQ-YP) /r;
%dx/dpsi=Cder (j,1) y dy/dpsi=Cder(j,2) (psi es la variable de
%la NURBS)
Jacobiano=sqrt (Cder (j, 1) ~2+Cder (3,2)"2);
nx=1% (Cder (j,2))/Jacobiano;
ny=-1* (Cder(j,1))/Jacobiano;
$Derivada (i, j)=drdn; %%
drdn=drdx*nx+drdy*ny;
%Desplazamientos ya conocidos
UX=UUNewXY (j, 1) ;
UY=UUNewXY (3, 2) ;
%Tracciones ya conocidas
TR=TracXY(j,1);
TZ=TracXY (j,2);
%Calculamos kernels de desplazamiento
FactorA=1/(8*pi*miu* (1-v));
$Uxx
UXX=FactorA* ((3-4*v) *log (1/r)+ (drdx) "2);
%Uxy
UXY=FactorA*drdx*drdy;
%Uyx
UYX=FactorA*drdx*drdy;
sUyy
UYY=FactorA* ((3-4*v) *log (1/r)+(drdy) *2);
%Calculamos kernels de traccién
$Factor=-1/r;
Factor=-1/(4*pi* (1-v)*r);% Original
$Txx
TXX=Factor*drdn* ( (1-2*v) +2* (drdx"2)) ;
STXY
TXY=Factor* (2*drdx*drdy*drdn+ (1-2*v) * (drdy*nx-drdx*ny) ) ;
STyx
TYX=Factor* (2*drdx*drdy*drdn=(1-2%*v) * (drdy*nx-drdx*ny) ) ;
sTyy
TYY=Factor*drdn* ((1-2*v)+2* (drdy”2)) ;
%Caculamos los desplazamiento internos usando la ecuacidén integral
%4.32 de Becker
UXINT (i,1)=UXINT (i,1)+ (-UXATXX-UY*TXY+TR*UXX+TZ*UXY) ;
UYINT (i,1)=UYINT (i,1)+ (-UX*TYX-UY*TYY+TR*UYX+TZ*UYY) ;
%A diferencia del libro de Becker, no incluimos ningin factor en
%esta ecuacidén ("FACT")
end
end
%%

o0

%Guardamos datos para graficar en origin

xlswrite ('Preescritos_D.xlsx',CJ, 'PlotXY','A2');%Guardamos coordenadas del circulo

xlswrite ('Preescritos_D.xlsx',UUNewXY(:,2),'Salida_UY', 'C2'); %Guardamos UY
xlswrite('Preeseritos_D.xlsx',Cnew, 'Salida_UY','A2"); %Guardamos coordenadas X y
xlswrite('Preescritos_D.xlsx',XINT, 'Salida_UYint', 'A2'); %Guardamos coordenadas X punto interno
xlswrite('Preescritos_D.xlsx',YINT, 'Salida_UYint', 'B2'); %Guardamos coordenadas Y punto interno
xlswrite ('Preescritos_D.xlsx',UYINT, 'Salida_UYint', 'C2'); %Guardamos desplazamientos Y internos

PlotOther.m

function[Plast,W,U]=PlotOther ()

%W= Vector de pesos calculado

%U=Vector de nudos

%Best=Los puntos de control optimizados con PSO (los tomamos de acuerdo a

%la grafica que seleccionamos como forma optima)

%Inter=Coordenadas Y de la interseccién
W=[1,0.996194698091746,1,0.766044443118978,1,0.707106781186548,1,0.707106781186548,1,0.766044443118978,1,0.996194698091746
P11

U=[0 0011223344556 F6 6];

Best=[3.34455263535777 0.690862725723739 3.40833362918675 2.69542243668422 3 5.30222340782314 5.19308298600570];
Inter=[-0.320950494716956,-0.00548782422300218;0.320537579641164,-0.00559264811597138];
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Pnew=[0,0;0.262465990577772,-6.32645343114235e-16;0.520944533000791,0.0455767409633761;3,0.482701106468160;3,3;3,6;0,6;-
3,6;-3,3;-3,0.482701106468160;-0.520944533000791,0.0455767409633761;-0.262465990577772,-6.32645343114235e-16;0,0];

Pnew (11, :)=Inter(1l,:);
Pnew (3, nter(2,:);
Pnew (12 (Pnew (1, :)+Pnew(11,:))/2;
Pnew (2, (Pnew (1, :)+Pnew (3,:))/2;
W(12)=0;
W(2)=0;
Pnew(4,1)=Best (1,1); $X4
Pnew (4,2)=Best (1,2); $Y4
Pnew (5,1)=Best (1,3); $X5
Pnew (5,2)=Best (1,4); $Y5
Pnew (6,1)=Best (1,5); $X6
Pnew (6,2)=Best (1,6); 3Y6
Pnew (7,2)=Best (1,7); $Y7
Pnew (8,1)=-Best (1,5); $X8
Pnew (8,2)=Best (1,6); %Y8
Pnew (9,1)=-Best(1,3); $X9
Pnew (9,2)=Best (1,4); $Y9
(

Pnew (10,1)=-Best (1,1); $%X10
Pnew (10, 2)=Best (1,2); $Y10
Plast=Pnew;

PSO.m

function [Pnew,Best,Sol,SolF,lastP1]=PSO(P,W,U,p,Ior)
%Empieza el algoritmo de optimizacién
$%% X4 Y4 X5 Y5 X6 Y6 Y7)

ub=[4 3 4 3 4 6 6]; %Bordes superiores (X4,Y4,X5,Y5,X6,Y6,Y7)
lb=[0 0 3 2 3 3 3]; %Bordes inferiores

Nswarm=25; %Cantidad de particulas

Nvar=7;

%No. de variables

Gen=600; %No. de generaciones

N=4; %$No. de intervalos

cl1=0.8;

Cmax=1.62;

%Poblacién inicial

[x]=InitialPopulation (Nswarm,Nvar,ub, 1lb);

[v]=InitialVelocity (Nswarm,Nvar,ub,lb,N);

[plocal,g,sol,bestva, funfree]=InitialEvaluatingS UptadatingP g(p, x,Nswarm,Nvar,P,W,U, Ior);
%Inicializando matrices - -

Sol=zeros (1,Gen) ; %Mejores valores integrales por generacién con restricciones
SolF=zeros (1,Gen); %Mejores valores integrales por generacién sin restricciones
Best=zeros (Gen,Nvar) ; %Poblacién con los mejores valores integrales por generacidén

Sol(1,1)=sol;
SolF(1,1)=funfree;
Best (1, :)=bestva;
pl=plocal;
ggraph (1,1)=g(1,1);
tic
for i=1:Gen-1
%Actualizando v y x
[v,x]=UpdateVandX (cl,Cmax, v, x,qg,plocal,Nswarm,Nvar, ub, 1b) ;
%Evaluando S y actualizando plocal y g
[plocal, g, sol,bestva, funfree]=EvaluatingS_UptadatingP_g(plocal, x,Nswarm,p,P,W,U, Ior,q);
%$Mejores valores
ggraph (i+1,1)=g(1,1);
Sol(1l,i+1)=so0l;
SolF(1,i+1)=funfree;
Best (i+1, :)=bestva;
if i==Gen-1
lastPl=plocal;
end
end
toc
figure
subplot(1,2,1)
plot(pl(:,1),"'ka', 'LineWidth',2)
$ylim ([0 400])
xlabel ('Particle', "Coloxr','r'")
ylabel ('Integral Value','Color','r')
title('1® Generation')
subplot (1,2,2)
plot(plocal(:,1), 'bo', 'LineWidth', 2)
$ylim ([0 250])
xlabel ('Particle', 'Color','r")
ylabel ('Integral value','Color','r")
title('Last generation')
figure
subplot(1,2,1)
plot (Sol)
title ('Best values PSO'")
xlabel ('Generations')
ylabel ('"Integral Value')
subplot(1,2,2)
plot (ggraph)
title('Global Best values PSO'")
xlabel ('Generations')
ylabel ('Integral Value')
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InitialPopulation.m

function[pop]=InitialPopulation (Npop,Nvar, ub, 1lb)
%$Esta funcién genera la poblacién inicial
$Npop=Tamafio de la poblacién

$Nvar=Numero de variables

%ub=Limites superiores de las variables
$lb=Limites inferiores de las variables

pop=rand (Npop, Nvar) ; %Poblacién con numeros aleatorios
%%Unnormalized matrix
for i=1:Npop
for j=1:Nvar
pop(i,J)=(ub(j)-1b(j)) *pop(i,j)+1b(j); %Poblacién con numeros entre los limites lb y ub
end
end

InitialVelocity.m

function[v]=InitialVelocity (Nswarm,Nvar,ub, lb,N)
%$Esta funcién genera la velocidad inicial de las particulas
$Npop=Tamafio de la poblacién
$Nvar=Numero de variables
%ub=Limites superiores de las variables
%lb=Limites inferiores de las variables
$N=Constante asociada a la velocidad
%Normalized matrix
v=rand (Nswarm, Nvar) ; %Velocidad aleatoria de la poblacién entre uno y cero
%%Unnormalized matrix
for i=1:Nswarm
for j=1:Nvar
%Velocidad aleatoria de la poblacidén entre los limites establecidos
v(i,3)=((ub(3)-1b(3))/N)*v(i,]);
end
end

InitialEvaluatingS_UptadatingP_g.m

$p=orden de la curva

%pop=Poblacién de variables candidatas
$Npop=Numero de individuos en la poblacién
$Nvar=Numero de variables

%Pmod=Puntos de control original de la NURBS
$W=Pesos de la NURBS

%$U=vector de nudos

%Ior=Integral del contorno original

%Tamafio del vector de nudos (m)

%$Salida:

%plocal=mejor posicién del individuo
%g=mejor posicién global

%$sol=mejor posicién global (integral con restricciones)
[~,m]=size (U);

%No. de funciones base

n=m-p;
%Numero de puntos para dibujar la curva
NpDraw=40;

%Pardmetro para dibujar la curva

u_nueva=linspace (U(1),U(end) ,NpDraw) ;

%Inicializamos los puntos de la curva de prueba

Cder_J=zeros (NpDraw, 2) ;

Jacob=zeros (NpDraw, 1) ;

%Obtenemos las constantes para calcular el Jacobiano
npointJ=NpDraw-1;

b=U (end) ;

a=u(1);

h=(b-a) /npointJ;

%$Inicializamos vectores

Integral=zeros (Npop,1); %Valor de la integral con restricciones
fitpop=zeros(Npop,1l); %Valor de la integral sin restricciones
plocal=zeros (Npop,Nvar+l); $Mejor valor de la integral por individuo de la poblacién
for i=1:Npop

Pnew=P;

Pnew (4,1)=pop (i, 1); $X4
Pnew(4,2)=pop(i,2); %Y4
Pnew (5, 1) =pop (i, 3); %X5
Pnew (5,2)=pop (i,4); 3Y5
Pnew (6, 1)=pop (i,5); %X6
Pnew (6, 2)=pop (i, 6) ; %Y6
Pnew (7,2)=pop (i,7); Y7
Pnew (8,1)=-pop (i,5); %X8
Pnew (8, 2)=pop (i,6) ; %Y8
Pnew (9,1)=-pop (i, 3); $X9
Pnew (9, 2)=pop (i,4); %Y9

(

Pnew (10,1)=-pop(i,1); %X10
Pnew (10, 2)=pop(i,2); $Y10
%$Encontramos el Jacobiano para saber si su perimetro sigue siendo el
%mismo que el original
for k=1:NpDraw
[~,Cder_J(k, :)]=DeriveNURBS_Point (n,p,u_nueva(k),Pnew,U,W);
Jacob (k, 1) =sqrt (Cder_J(k,1) "2+Cder_J(k,2)"2);
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end
%Integral del jacobiano de psi
Integral (i)= h/3* (Jacob (1) +2*sum(Jacob (3:2:end-2))+4*sum(Jacob (2:2:end) ) +Jacob (end)) ;
%Restriccién sobre conservacién de area
if Integral(i)==Ior
kI=0;
else
kI=(Ior-Integral(i))/Ior;
end
fitpop(i)=Integral(i); %Valor de la integral obtenida sin restricciones
if Integral(i)>Ior
Integral (i)=Integral (i) +abs (kI*Integral(i)); %Integral obtenida con restricciones
elseif Integral (i)<Ior
Integral (i)=Integral (i) - (kI*Integral(i)); $Integral obtenida con restricciones

end
if Integral (i)<0
Integral (i)=50; %En caso que la penalizacién sea muy alta, y vuelva negativa el valor de la integral lo
hacemos muy grande
end
plocal (i, :)=[Integral (i) pop(i,:)];
end

%Obtenemos el mejor valor, ordenamos de acuerdo al absoluto de la resta entre valor original de la
%$integral y la integral penalizada, entre mads cercano sea a cero, mejor es
%el valor

[~,Index]=sort (abs (Ior-Integral), 'ascend');

%Mejor valor de la integral en la poblacién con restricciones
sol=Integral (Index (1)) ;

%Poblacién con el mejor valor de la integral

bestva=pop (Index (1), :);

%Mejor valor de la integral sin restricciones

funfree=fitpop (Index(1),1);

%Mejores valores globales

g=[sol bestval;

UpdateVandX.m

function[v, x]=UpdateVandX(cl,Cmax,Vv,x,g,plocal,Nswarm,Nvar, ub, 1b)

for i=1:Nswarm
for j=1:Nvar
v(i,j)=cl*v(i,J)+Cmax*rand* (plocal (i,j+1)-x(i,J))+Cmax*rand* (g (j+1)-x(i,3));

x(i,3)=x(i,3)+v(i,3);

if x(i,3)>ub(j)
v(i,3)=0;
x(i,3)=ub(3);

end

if x(i,3)<1lb(3)
v(i,3)=0;
x(i,3)=1b(j):

end

end
end

EvaluatingS_UptadatingP_g.m

function [plocal,g,sol,bestva, funfreel=EvaluatingS_UptadatingP_g(plocal,pop,Npop,p,P,W,U, Ior,q)
%%%Esta funcién selecciona a los individuos méds aptos de la poblacidén%%%
$p=orden de la curva

%pop=Poblacién de variables candidatas

%Npop=Numero de individuos en la poblacién

$Nvar=Numero de variables

%P=Puntos de control original de la NURBS

%W=Pesos de la NURBS

%U=vector de nudos

%Ior=Integral del ‘contorno original

%Tamafio del vector de nudos (m)

%$Salida:

%plocal=mejor posicién del individuo

%g=mejor posicién:global

%$sol=mejor.posicién global (integral con restricciones)

[~,m]=size (U);

%No. de funciones base

n=m-p;
$Numero de puntos para dibujar la curva
NpDraw=40;

%$Parametro para dibujar la curva

u_nueva=linspace (U(1l),U(end), NpDraw) ;

%$Inicializamos los puntos de la curva de prueba

Cder_J=zeros (NpDraw, 2) ;

Jacob=zeros (NpDraw, 1) ;

%Obtenemos las constantes para calcular el Jacobiano
npointJ=NpDraw-1;

b=U (end) ;

a=u(1);

h=(b-a) /npointJ;

%Inicializamos vectores

Integral=zeros (Npop,1l); %Valor de la integral con restricciones
fitpop=zeros (Npop,1); %Valor de la integral sin restricciones
%plocal=zeros (Npop,Nvar+l); %Mejor valor de la integral por individuo de la poblacién
for i=1:Npop



Pnew=P;

Pnew (4,1)=pop (i, 1); X4
Pnew (4,2)=pop (i,2); $Y4
Pnew (5,1)=pop (i, 3); $X5
Pnew (5,2)=pop (i,4); %Y5
Pnew (6,1)=pop (i,5); $X6
Pnew (6,2)=pop (i, 6) ; $Y6
Pnew (7,2)=pop (i,7); $Y7
Pnew (8,1)=-pop (i,5); $X8
Pnew (8, 2)=pop (i,6) ; $Y8
Pnew (9,1)=-pop (i, 3); $X9
Pnew (9, 2)=pop (i,4); $Y9
(

Pnew (10,1)=-pop(i,1); $X10
Pnew (10, 2)=pop (i,2); $Y10
%$Encontramos el Jacobiano para saber si su perimetro sigue siendo el
$mismo que el original
for k=1:NpDraw
[~,Cder_J(k, :)]=DeriveNURBS_Point (n,p,u_nueva (k),Pnew,U, W) ;
Jacob (k, 1) =sqrt (Cder_J(k,1) "2+Cder_J(k,2)"2);
end
%$Integral del jacobiano de psi
Integral (i)= h/3* (Jacob (1) +2*sum(Jacob (3:2:end-2))+4*sum(Jacob (2:2:end) ) +Jacob (end)) ;
%$Restriccidén sobre conservacién de area
if Integral(i)==Ior
kI=0;
else
kI=(Ior-Integral(i))/Ior;
end
fitpop (i)=Integral(i); %Valor de la integral obtenida sin restricciones
if Integral (i)>Ior
Integral (i) =Integral (i) +abs (kI*Integral(i)); %Integral obtenida con restricciones
elseif Integral (i)<Ior
Integral (i)=Integral (i) - (kI*Integral(i)); $Integral obtenida con restricciones
end
if Integral (i)<0
Integral (i) =50; $En caso que la penalizacién sea muy alta, y vuelva negativa el valor de la integral lo
hacemos muy grande
end
if abs(Ior-Integral(i))< abs(plocal(i,1)-Ior)
plocal (i, :)=[Integral (i) pop(i,:)];
end
end
%Obtenemos el mejor valor, ordenamos de acuerdo al absoluto de la resta entre valor original de la
%integral y la integral penalizada, entre mds cercano sea a cero, mejor es
%el valor
% Integral
% fitpop
[~,Index]=sort (abs (Ior-Integral), 'ascend');
%Mejor valor de la integral en la poblacién con restricciones
sol=Integral (Index (1)) ;
%Poblacién con el mejor valor de la integral
bestva=pop (Index (1), :);
%Mejor valor de la integral sin restricciones
funfree=fitpop (Index(1),1);
%Actualizamos el mejor valor global
if abs(Ior-sol)< abs(Ior-g(l,1)
g(l,:)=[sol bestval;
end
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Apéndice B. Programa para dibujar un circulo

%$%Programa para dibujar circulo%$%

%0rden de la curva NURBS

= 3;

Vector de nudos

U=[00012233445¢666];

=[000112233444];

Puntos de control

=[0 0;3 0;3 3;3 6;0 6;,-3 6;-3 3;-3 0;0 0];

Pesos

=[1 sqrt(2)/2 1 sqrt(2)/2 1 sqrt(2)/2 1 sqrt(2)/2 11;

Tamafio del vector de nudos (m)

~,m]=size (U);

%$No. de funciones base

n=m-p;

NpointJd=50;

uJ=linspace (U(1l),U(end),NpointJ) ;

CJ=zeros (Npointd, 2);

Cder_J=zeros (NpointJ,2);

%$Jacob=zeros (NpointJ, 1) ;

figure('Color', 'w')

%Curva 1

for i=1:NpointJ
[CJ(i,:),Cder_J(i,:)]=DeriveNURBS_Point (n,p,uJd(i),P,U,W);
%$Jacob (i,1)=sqrt (Cder_J(i,1)"2+Cder_J(i,2)"2);

end

$subplot (2,2,1)

plot(CJ(:,1),CJd(:,2),"'k"', 'LineWidth',2);

hold on

plot (P(:,1),P(:,2),"'s",...
'LineWidth',2, ...
'MarkerSize',10, ...
'MarkerEdgeColor', [0.5,0.5,0.5], ...
'MarkerFaceColor', [0.5,0.5,0.5])

axis([-4 4 -1 7])

— o0 = d° g d° C o° o0 'T

legend('Curva NURBS', 'Puntos de Control', 'Location', 'northoutside', 'Orientation','hoxrizontal")

El cédigo de la funcion “DeriveNURBS_Point.m” se describié en el apéndice A.
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Apéndice C. Programa BEM basado en el libro de Becker

El cédigo del programa BEM, usado para validar la metodologia de este trabajo de tesis, esta

basado en el capitulo 12 y apéndices del libro de Becker [53]. El diagrama de interaccion del

programa BEM principal con subprogramas (funciones) se muestra en Figura Apéndice 5.

Parametras BEM,

Coordenzdas nodes »
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IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII
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Interaccién del programa PrincipalBeacon

Figura Apéndice 5 Interaccion del programa PrincipalBeacon, basado en el cddigo de Becker

Cédigo del programa de elementos frontera convencional
PrincipalBeacon.m

Boundary Elements_in Continuum Mechanics BEACON%$%%
Program based on the book "The Boundary Element Method in Engineering,
A complete Course" by A.A. Becker. Programmed by Stephanie V. Camacho Gutierrez

MAXELE=100; %Maximum number of elements

MAXNOD=2*MAXELE; %$Maximum number of nodes

MAXINT=200; %$Maximum number of internal nodes

ZETA=[=1 0,1]; %Local intrinsic coordinate parameter

NGAUSS=4; %Integration points for The Gaussian Quadrature, 4 or 6
IGEOM=2; %1=Axisymetric,2=2D Plane Strain, 3=2D Plane Stress
E=200000; %Young's modulus

XNU=.3; %Poisson's ratio

NNODES=71; %Nodes number

NELEMS=36; %Elements number

NBCU=3; %Prescribed displacements number

NBCS=1; %$Prescribed stresses number

NINPTS=13; %Internal points number

A=zeros (2*NNODES, 2*NNODES+1) ;
U=zeros (2*NNODES, 1) ;
%%%READ INPUT DATA%%%
%Read Nodal Coordinates%
X=xlsread ('DataBEACON.x1sx', 'NodalCoor', 'B2:B72");
Y=xlsread('DataBEACON.xlsx', 'NodalCoor', 'C2:C72");
%Read Element Data
NODEl=xlsread ('DataBEACON.x1lsx', 'ElementData', 'B2:B37");
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NODE2=x1sread ('DataBEACON.x1lsx', 'ElementData', 'C2:C37");
NODE3=xlsread ('DataBEACON.xlsx', 'ElementData', 'D2:D37");
%Read Prescribed Displacements B.C.
ISTORU=x1lsread ('DataBEACON.xlsx', 'DispBC', 'A2:RA4");
IDIREC=xlsread ('DataBEACON.xlsx"', 'DispBC', 'B2:B4");
PRESU=xlsread ('DataBEACON.xlsx', 'DispBC"', 'C2:E4");
%Read Stresses B.C.
PRESSXX=zeros (NBCS, 3) ;
PRESSYY=zeros (NBCS, 3) ;
PRESSXY=zeros (NBCS, 3) ;
ISTORS=x1lsread('DataBEACON.xlsx', 'StressBC', 'B1:D1"');
ISTORS=unique (ISTORS) ';
auxl=xlsread('DataBEACON.x1lsx"', 'StressBC','B2:D2");
aux2=xlsread('DataBEACON.xlsx"', 'StressBC', 'B3:D3");
aux3=xlsread('DataBEACON.xlsx"', 'StressBC', 'B4:D4");
for i=1:NBCS

var=(i-1)*3+1;

PRESSXX (i, :)=auxl (1,var:var+2);

PRESSYY (i, :)=aux2 (l,var:var+2);

PRESSXY (i, :)=aux3(l,var:var+2);

end

%Read Internal Points

XINT=xlsread ('DataBEACON.xlsx', 'InternalPoints', 'B2:B14");
YINT=xlsread ('DataBEACON.xlsx', 'InternalPoints','C2:C14");
Finish READ DATA %%%

g~

o
%

o0

%Calculate the normal angles at each node

[ANGNOR] =ANGLES (NELEMS, NODE1, NODE2, NODE3, X, Y, ZETA) ;

%Calculate the numerical data for the gaussian integrations schemes and

%elliptic integrals

[AAl,BB1,CC1,DD1, XG,CG, XGL, CGL] =NUMDAT (NGAUSS) ;

%$Assemble the solution matrix

[A, XTRAC, YTRAC, SCALEF, NEQN]=ASSEMB (NNODES, IGEOM, E, XNU, NBCS, NODE1, NODE2, NODE3, X, Y, ZETA, PRESSXX, PRESSXY, PRESSYY, NELEMS, NGAUS
S,A,ISTORS,ARALl,BB1,CC1,DD1, XG,CG, XGL, CGL,NBCU, ISTORU, IDIREC, PRESU) ;

%Solve the system of linear equations

[U]=SOLVER (NEQN, A, U) ;

%$Arrange the computed variables in suitable arrays

[XTRAC, YTRAC, U] =ARRANG (NBCU, ISTORU, NODE1, NODE2, NODE3, X, Y, IDIREC, U, SCALEF, XTRAC, YTRAC, PRESU) ;
%Calculate the boundary stresses
[SIG11,S8IG12,S1G22,SIG33,SIGXX,SIGYY, SIGXY,SIGZZ, TTRAC, PTRAC, DISPT, DISPN]J=BSTRES (NNODES, NELEMS, NODE1, NODE2, NODE3, X, Y, XTRAC
,YTRAC,U,E, XNU, ZETA, IGEOM) ;

%Calculate the internal displacements

[UXINT, UYINT]=INTCAL (XINT, YINT, E, XNU, NODE1, NODE2, NODE3, X, Y, NELEMS, U, XTRAC, YTRAC, NGAUSS, CG, XG) ;
$plot (X,Y);

hold on

UX=U(l:2:end);

UY=U(2:2:end);

U_XY=[U(l:2:end) U(2:2:end)];

% plot (UX+X,UY+Y) ;

% Xmov=X+UX;

% Ymov=Y+UY;

plot (X,Y,'k");

©

$plot (Xmov, Ymov, 'b--") ;%X y desplazados después de aplicar la carga

plot (X,Y, 'ko', 'LineWidth',2, ...
'MarkerSize',2,...
'MarkerEdgeColor', 'k', ...
'MarkerFaceColor', [0,0,0])

ylim([-1 7])

xlim([-4 4]); %Para graficar los puntos de carga

XE1=[X (NODE1) ; X (NODE3) ] ;

YE1=[Y (NODE1) ; Y (NODE3) ] ;

plot (XE1l,YEl, "'kx"', 'LineWidth',2) %, ...

'MarkerSize',3,...

'MarkerEdgeColor', 'k', ...
'MarkerFaceColor', [0,0,0])

old off

o o

oo

ANGLES.m

function [ANGNOR]=ANGLES (NELEMS,NODE1l,NODE2,NODE3,X,Y, ZETA)
TOLER=1E-20;
ANGNOR=zeros (NELEMS, 3) ;
for IELEM=1:NELEMS
[CORDX, CORDY, NORDER]=ARRAY3 (IELEM, NODE1, NODE2,NODE3, X, Y) ;
for IC=1:3
NODE=NORDER (IC) ;
H=ZETA (IC);
[SHAPF, SHAPD] =SHAPE (H) ;
[FLAG, XNORM, YNORM, XJACOB]=JACOBI (SHAPD, CORDX, CORDY, NODE) ;
if FLAG==
break;
end
if abs (XNORM)< TOLER
XNORM=TOLER;
end
if abs (YNORM)< TOLER
YNORM=TOLER;
end
THETA=atan (abs (YNORM) /abs (XNORM) ) ;
if (XNORM<O) && (YNORM>0)
ANG=pi-THETA;
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elseif

ANG=2*pi-THETA;

elseif (XNORM<O0) && (YNORM<O)

ANG=pi+THETA;

else

ANG=THETA;

end

ANGNOR (IELEM, IC)=ANG;

NUMDAT.m

(XNORM>0) && (YNORM<O)

function [AAl,BB1,CC1,DD1,XG,CG,XGL,CGL]=NUMDAT (NGAUSS)

%Store the elliptic coefficient data for Axisymmetric cases or the

%Quadrature for 4 and 6 integration points
AA1(1)=0.096578619622;

AA1(2)=0.031559431627;
AAR1(3)=0.023761224857;
ARl (4)=0.025962888452;
AA1(5)=0.0066398011146;
BB1(1)=0.12499929597;
BB1(2)=0.070148757782;
BB1(3)=0.044983875539;
BB1(4)=0.018751660276;
BB1(5)=0.0018472341632;
CC1(1)=0.44315287472;
CC1(2)=0.057566998484;
CC1(3)=0.031761145524;
CC1(4)=0.030662347457;
CC1(5)=0.0076529606032;
DD1(1)=0.24999920273;
DD1(2)=0.093564907830;
DD1 (3)=0.054260524448;
DD1(4)=0.021836021169;
DD1(5)=0.0021247918284;
if NGAUSS==
XG(1)=-0.861136311594053;
XG(2)=-0.339981043584856;
CG(1)=0.347854845137454;
CG(2)=0.652145154862546;
XGL(1)=0.0414484801993832;
XGL(2)=0.245274914320602;
XGL(3)=0.556165453560276;
XGL(4)=0.848982394532985;
CGL(1)=0.383464068145135;
CGL(2)=0.386875317774762;
CGL(3)=0.190435126950142;
CGL(4)=0.0392254871299598;
else
XG(1)=-0.932469514203152;
XG(2)=-0.661209386466264;
XG(3)=-0.238619186083197;
CG(1)=0.171324492379170;
CG(2)=0.360761573048139;
CG(3)=0.467913934572691;
XGL(1)=0.0216340058441169;
XGL(2)=0.129583399154951;
XGL(3)=0.314020449914766;
XGL (4)=0.538657217351802;
XGL(5)=0.756915337377403;
XGL(6)=0.922668851372120;
CGL(1)=0.238763662578548;
CGL(2)=0.308286573273947;
CGL(3)=0.245317446563210;
CGL (4)=0.142008756566477;
CGL(5)=0.0554546223248863;
CGL(6)=0.0101689586929323;
end

%Arrange the symmetric part of the ordinary gaussian quadrature

N=1+(NGAUSS/2);
for I=N:NGAUSS

XG (I)=-XG(NGAUSS+1-I);

CG (I)=CG(NGAUSS+1-I);

end

ASSEMB.m

function

Gaussian

[A, XTRAC, YTRAC, SCALEF, NEQN]=ASSEMB (NNODES, IGEOM, E, XNU, NBCS, NODE1, NODE2, NODE3, X, Y, ZETA, PRESSXX, PRESSXY, PRESSYY, NELEMS, NGAUS

s,A,ISTORS,AAl,BB1,CC1,DD1, XG, CG, XGL, CGL, NBCU, ISTORU, IDIREC, PRESU)

%Assemble the A and B Matrices

NEQN=2*NNODES;

%$For plane stress cases,

if IGEOM==

use "effective material properties”,

E=E* (1+2*XNU) / (1+XNU) *2;

XNU=XNU/ (1+XNU) ;

end

eq.

4.
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%Shear modulus, eq. 4.6
XMU=E/ (2* (1+XNU) ) ;

$Transform the prescribed stresses into tractions, eq. 2.39
XTRAC=zeros (NELEMS, 3) ;
YTRAC=zeros (NELEMS, 3) ;
for IBC=1:NBCS %17
IELEM=ISTORS (IBC) ;
[CORDX, CORDY, NORDER] =ARRAY3 (IELEM, NODE1, NODE2, NODE3, X, Y) ;
for IC=1:3 %18
NODE=NORDER (IC) ;
H=ZETA (IC);
[~, SHAPD] =SHAPE (H) ;
[FLAG, XNORM, YNORM, ~]=JACOBI (SHAPD, CORDX, CORDY, NODE) ;
if FLAG==
error ('THE JACOBIAN IS ZERO');
end
XTRAC (IELEM, IC) =PRESSXX (IBC, IC) *XNORM+PRESSXY (IBC, IC) *YNORM;
YTRAC (IELEM, IC) =PRESSXY (IBC, IC) *XNORM+PRESSYY (IBC, IC) *YNORM;
end%18
end%17

%Calculate the maximum distance between any two points, to be used for
%$scaling purposes.
DMAX=0;
for II=1:NNODES %11
for JJ=1:NNODES %12
if JJ==II
continue
end
DIST=sqrt ((X(II)-X(JJ))" 2+ (Y(II)-Y(JJ))"2);
if DIST>DMAX
DMAX=DIST;
end
end %12
end %11

%Define a suitable scaling factor for interchanged elements of the A and B
%Matrices, eq. 4.63
SCALEF=E/DMAX;

%Initialize the matrices used to store the R.H.S.
RHS1=zeros (NNODES, 1) ;
RHS2=zeros (NNODES, 1) ;
BNl=zeros (NNODES, 1) ;
BN2=zeros (NNODES, 1) ;
%Initialize matrices NONSIN
GSHAPF=zeros (6,1);
GUXX=zeros (6,1);

GUXY=zeros (6,1);

GUYX=zeros (6,1);

GUYY=zeros (6,1);

GTXX=zeros (6,1);

GTXY=zeros (6,1);

GTYX=zeros (6,1);

GTYY=zeros (6,1);
GFACT=zeros (6,1);

$IMPORTANT SECTION: Take each node in turn as the load point "NODEP"
for NODEP=1:NNODES %2

XP=X (NODEP) ;

YP=Y (NODEP) ;

$NODEP

%Initialize the A and B matrices to start a new row

All=zeros (NNODES,1); %3

Al2=zeros (NNODES, 1) ;

A2l=zeros (NNODES, 1) ;

A22=zeros (NNODES, 1) ;

Fll=zeros (NNODESy1l) ;

Fl2=zeros (NNODES, 1) ;

F2l=zeros (NNODES, 1) ;

F22=zeros (NNODES, 1) ;

Bll=zeros (NELEMS, 3); %8

Bl2=zeros (NELEMS, 3); %9

B2l=zeros (NELEMS, 3) ;

B22=zeros (NELEMS, 3) ;

%Take each element in turn as the FIELD ELEMENT "IELEMQ"
for JELEMQ=1:NELEMS %4
$IELEMQ
[CORDX, CORDY, NORDER] =ARRAY3 (IELEMQ, NODE1, NODE2,NODE3, X, Y) ;
for IC=1:3 %5
NODEQ=NORDER (IC) ;
$For axisymmetric cases, check if "NODEP" is on Z-Axis
RELXP=XP/DMAX;
if IGEOM==1 && RELXP<1E-16

[(Al1,A12,A21,A22,B11,B12,B21,B22]=PZAXIS (NGAUSS, XG, NODEQ, CORDX, CORDY, Al1,A12,A21,A22,B11,B12,B21,B22, IELEMQ, IC) ;

continue
end
%$Perform the numerical integrations
ISELF=0;
if NODEP==NODEl (IELEMQ) || NODEP==NODE2 (IELEMQ) || NODEP==NODE3 (IELEMQ)

$fprintf ("Entro caso nodos iguales')
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ISELF=1;
end
if ISELF==
%Nonsingular integrations

[Al1,A12,A21,A22,B11,B12,B21,B22,GUXX, GUXY,GUYX, GUYY, GTXX, GTXY, GTYX, GTYY, GFACT] =NONSIN (NGAUSS, CORDX, CORDY, NODEQ, IC, IGEOM, X
MU, XNU, XP, YP, ISELF, AA1,BB1,CC1,DD1,CG,XG,All,A12,A21,A22,B11,B12,B21,B22, IELEMQ, GSHAPF, GUXX, GUXY, GUYX, GUYY, GTXX, GTXY, GTYX,
GTYY, GFACT) ;
else
%Singular integrations, non-logarithmic part

[Al1,A12,A21,A22,B11,B12,B21,B22]=SINGUL (NGAUSS, XG, NODEP, NODE1, NODE2, NODE3, IELEMQ, CORDX, CORDY, NODEQ, IGEOM, XMU, XNU, XP, YP, IS
ELF,AAl,BB1,CC1,DD1,CG,All,Al2,A21,A22,B11,B12,B21,B22,IC) ;
%$Singular integrations, logarithmic part

[A11,A12,A21,A22,B11,B12,B21,B22]=SINGU2 (NGAUSS, NODEP, IELEMQ, NODE1, NODE2, NODE3, XGL, CGL, CORDX, CORDY, NODEQ, IGEOM, XMU, XNU, XP,
YP, ISELF,AAl,BB1,CC1,DD1,A11,A12,A21,A22,B11,B12,B21,B22,1IC);
end
end %5
end %4
%$So far, all coefficients of A and B matrices have been calculated,
%except for the diagonal terms of A
if IGEOM==
[Al12,A22,A11,A21]=DIAGAX (NNODES,NODEP,Al12,A22,A11,A21,NELEMS, NODE1, NODE2,NODE3, X, Y, E, BN1, BN2) ;
else
[A11,A12,A21,A22]=DIAG2D (NNODES, NODEP,A11,A12,A21,A22);
end
%Apply the boundary conditions to the matrix

[A11,A21,A12,A22,RHS1, RHS2]=BCAPPL (NBCU, NBCS, ISTORU, ISTORS, IDIREC, NODE1, NODE2, NODE3, X, Y, F11,F21, F12,F22,B11,B21,B12,B22, SC
ALEF, NNODES, PRESU, NODEP,A11,A21,A12,A22, RHS1, RHS2, XTRAC, YTRAC) ;

%For axisymmetric cases, make sure that the coefficient of the A-matrix in
%the R-Direction is non-zero. If NODEP is on the Z axis. This may occur
%because of applying the B.C.
if IGEOM==1 && RELXP<1E-15
All (NODEP)=1E-2;
end
%Store All,Al2,A21,A22 in a two-dimensional array to indicate them
%positions in the overall solution matrix
IROW1=2*NODEP-1;
IROW2=IROW1+1;
for I=1:NNODES %7
ICOL1=2*I-1;
ICOL2=ICOL1+1;
A (IROW1,ICOL1)=A11l(
A (IROW1, ICOL2)=Al2(
A (IROW2, ICOL1)=A21(
A (IROW2, ICOL2)=A22(
end
%Store the R.H.S. of the equations as an extension of the A matrix, to
%be ready for the solver subprogram
JMAX=NEQN+1;
A (IROW1, JMAX)=RHS1 (NODEP) ;
A (IROW2, JMAX)=RHS2 (NODEP) ;
end%2

)
)i
)i
)

I
I
I
I

ARRAY3.m

function [CORDX,CORDY,NORDER]=ARRAY3 (IELEM, NODE1l,NODE2,NODE3,X,Y)
%$Arrange the nodes of element into the array "NORDER"
NORDER=[NODE1 (IELEM) NODE2 (IELEM) NODE3 (IELEM)];
%$Arrange the coordinates of the nodes into coordinates arrays of size 3
CORDX=zeros (1, 3);
CORDY=zeros (1, 3);
for IC=1:3
NODE=NORDER (IC);
CORDX (IC)=X (NODE) ;
CORDY (IC)=Y (NODE) ;

SHAPE.m

function [SHAPF, SHAPD]=SHAPE (H)
%Calculate shape functions and their derivatives, as functions of H
%Parameter

%Calculating quadratic shape functions, eq. 3.20
SHAPF (1)=0.5*H* (H-1) ;

SHAPF (2)=1-H"2;

SHAPF (3)=0.5*H* (H+1) ;

%Calculating derivatives of the shape functions, eq. 3.29
SHAPD (1)=H-0.5;

SHAPD (2)=-2.0*H;

SHAPD (3)=H+.5;
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JACOBI.m

function [FLAG, XNORM, YNORM, XJACOB]=JACOBI (SHAPD, CORDX, CORDY, NODE)
%Calculate the Jacobean and the unit normal components

%Calculate the derivatives of the X and Y coordinates, Ec. 4.47

for IC=1:3
DXDH=DXDH+SHAPD (IC) *CORDX (IC) ;
DYDH=DYDH+SHAPD (IC) *CORDY (IC) ;
end

%Calculate the Jacobian, Eq. 4.41
XJACOB=sqrt (DXDH"2+DYDH"2) ;

if XJACOB < 1E-10
disp ('THE JACOBIAN IS ZERO AT NODE %d',NODE);
FLAG=1;

else
FLAG=0;

end

%Calculate the unit normal components, eq. 4.46
XNORM=DYDH/XJACOB;
YNORM=-DXDH/XJACOB;

NONSIN.m

function([All,Al2,A21,A22,B11,B12,B21,B22,GUXX, GUXY, GUYX, GUYY, GTXX, GTXY, GTYX, GTYY;GFACT ]=NONSIN (NGAUSS, CORDX, CORDY, NODEQ, IC
, IGEOM, XMU, XNU, XP, YP, ISELF, AAl, BB1,CC1,DD1,CG, XG,All,A12,A21,A22,B11,B12,B21,B22, IELEMQ, GSHAPF, GUXX, GUXY, GUYX, GUYY, GTXX, GT
XY,GTYX,GTYY, GFACT)

%To integrate the non-singular kernels using ordinary gaussian quadrature

%formulae

%Make the variable "H" equal to the ordinary gaussian quadrature coordinate
for IG=1:NGAUSS
H=XG (IG);
[SHAPF, SHAPD] =SHAPE (H) ;
[FLAG, XNORM, YNORM, XJACOB] =JACOBT (SHAPD, CORDX, CORDY, NODEQ) ;
if FLAG==
break;
end
%In order to speed up execution time, the kernels are calculated only
%once for the first node of the element "IELEMQ" and then stored in new
%arrays beginning with the letter "G"
GSHAPF (IG)=SHAPF (IC) ;
FN1=3;
FN2=3;
ILOG=3;
if IC==1
if IGEOM==

[UXX, UXY, UYX, UYY, TXX, TXY, TYX, TYY, XQ] =KERAXI (SHAPF, CORDX, CORDY, XMU, XNU, XP, YP, ISELF, ILOG, AAl,BB1,CC1,DD1, FN1, FN2, XNORM, YNORM
)i
else
[UXX, UXY, UYX, UYY, TXX,TXY, TYX, TYY, XQ] =KER2D (SHAPF, CORDX, CORDY, XMU, XNU, XP, YP, XNORM, YNORM, ISELF, ILOG, FN1,FN2) ;
end
%Store the kernels in new.-arrays, to avoid calculating them for
%second and third nodes of the element
GUXX (IG) =UXX;
GUXY (IG) =UXY;
GUYX (IG) =UYX7?
GUYY (IG) =UYY;
GTXX (IG)=TXX;
GTXY (IG)=TXY;
GTYX(IG)=TYX;
GTYY (IG)=TYY;
if IGEOM==
GFACT (IG) =2*pi*XJACOB*CG (IG) *XQ;
else
GFACT (IG) =XJACOB*CG (IG) ;
end
end
%Form the sum-matrix associated with this particular node
FACT=GFACT (IG) *GSHAPF (IG) ;
All (NODEQ)=A11l (NODEQ) +FACT*GTXX (IG) ;
A12 (NODEQ) =A12 (NODEQ) +FACT*GTXY (IG) ;
A21 (NODEQ) =A21 (NODEQ) +FACT*GTYX (IG) ;
A22 (NODEQ) =A22 (NODEQ) +FACT*GTYY (IG) ;
B11 (IELEMQ, IC)=B11 (IELEMQ, IC)+FACT*GUXX (IG) ;
B12 (IELEMQ, IC)=B12 (IELEMQ, IC) +FACT*GUXY (IG) ;
B21 (IELEMQ, IC)=B21 (IELEMQ, IC) +FACT*GUYX (IG) ;
B22 (IELEMQ, IC)=B22 (IELEMQ, IC) +FACT*GUYY (IG) ;
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SINGU1.m

function[All,A12,A21,A22,B11,B12,B21,B22]=SINGUl (NGAUSS, XG, NODEP, NODE1, NODE2, NODE3, IELEMQ, CORDX, CORDY, NODEQ, IGEOM, XMU, XNU,

Xp,YP, ISELF, AAl,BB1,CC1,DD1,CG,Al1l,A12,A21,A22,B11,B12,B21,B22, IC)

%$Perform the singular integrations, when "NODEP" is inside the field element

$"IELEMQ". This sub-program deals with the non-logarithmic parts.

%Use ordinary gaussian quadrature, since the integrals are non-logarithmic

for IG=1:NGAUSS %1
H=XG (IG) ;
%$If P is the first node of the element
if NODEP==NODEl (IELEMQ)
$fprintf ('Entré caso NODEP==NODELl')
FN1=(H-2) *CORDX (1) +2* (1-H) *CORDX (2) +H*CORDX (3) ;
FN2=(H-2) *CORDY (1) +2* (1-H) *CORDY (2) +H*CORDY (3) ;
end
%$If P is the second node of the element
if NODEP==NODE2 (IELEMQ)
$fprintf ('"Entré caso NODEP==NODE2')
FN1=0.5% (H-1) *CORDX (1) ~H*CORDX (2) +0.5* (1+H) *CORDX (3) ;
FN2=0.5%* (H-1) *CORDY (1) ~H*CORDY (2) +0.5* (1+H) *CORDY (3) ;
end
if NODEP==NODE3 (IELEMQ)
%fprintf ('Entré caso NODEP==NODE3')
FN1=-H*CORDX (1) +2* (1+H) *CORDX (2) - (H+2) *CORDX (3) ;
FN2=-H*CORDY (1) +2* (1+H) *CORDY (2) - (H+2) *CORDY (3) ;
end
%Calculate the shape functions and the Jacobean
[SHAPF, SHAPD] =SHAPE (H) ;
[FLAG, XNORM, YNORM, XJACOB]=JACOBI (SHAPD, CORDX, CORDY, NODEQ) ;
%Calculate the non-logarithmic parts of the kernels
ILOG=0;
if IGEOM==

[UXX, UXY,UYX,UYY, TXX, TXY, TYX, TYY, XQ] =KERAXI (SHAPF, CORDX, CORDY, XMU, XNU, XP, YP, ISELF, ILOG, AAl,BB1,CC1,DD1, FN1, FN2, XNORM, YNORM

)i
else

[UXX, UXY, UYX, UYY, TXX, TXY, TYX, TYY, XQ] =KER2D (SHAPF, CORDX, CORDY , XMU, XNU, XP, YP, XNORM, YNORM, ISELF, ILOG, FN1, FN2) ;

end
if IGEOM==
FACT=2*pi*XJACOB*CG (IG) *SHAPF (IC) *XQ;
else
FACT=XJACOB*CG (IG) *SHAPF (IC) ;
end
%Form the sub-matrix associated with this particular node
All (NODEQ)=A1ll (NODEQ) +FACT*TXX;
A12 (NODEQ) =A12 (NODEQ) +FACT*TXY;
A21 (NODEQ) =A21 (NODEQ) +FACT*TYX;
A22 (NODEQ) =A22 (NODEQ) +FACT*TYY;
B11 (IELEMQ, IC)=B11 (IELEMQ, IC) +FACT*UXX;
B12 (IELEMQ, IC)=B12 (IELEMQ, IC) +FACT*UXY;
B21 (IELEMQ, IC)=B21 (IELEMQ, IC) +FACT*UYX;
B22 (IELEMQ, IC)=B22 (IELEMQ, IC) +FACT*UYY;

KER2D.m

function[UXX, UXY,UYX, UYY, TXX,TXY, T¥YX, TYY, XQ] =KER2D (SHAPF, CORDX, CORDY, XMU, XNU, XP, YP, XNORM, YNORM, ISELF, ILOG, FN1, FN2)

%Calculate 2D Kernels

%Calculate the coordinates of the element "IELEMQ", eq. 4.39
% CORDX

% CORDY

XQ=SHAPF (1) *CORDX (1) +SHAPF (2) *CORDX (2) +SHAPF (3) *CORDX (3) ;
YQ=SHAPF (1) *CORDY (1) +SHAPF (2) *CORDY (2) +SHAPF (3) *CORDY (3) ;

%Calculate the displacement kernels, eq. 4.23
XA=1.0/ (8*pi*XMU* (1-XNU) ) ;
RDIST=sqgrt ( (XP-XQ) "2+ (YP-YQ) "2) ;

XN1=3-4*XNU;

XN2=1-2*XNU;

DRDX=(XQ-XP) /RDIST;

DRDY= (YQ-YP) /RDIST;
DRDN=DRDX*XNORM+DRDY * YNORM;

%Disp. Kernels for
if ISELF ==

UXX=XA* (XN1*1log (1/RDIST)+DRDX*DRDX) ;

UXY=XA*DRDX*DRDY;

UYX=UXY;

UYY=XA* (XN1*1log (1/RDIST)+DRDY*DRDY) ;
end

not inside the element "IELEMQ"

%Dips. Kernels for
if ISELF==1 && ILOG:
51=-0.5*1og (FN1*FN1+FN2*FN2) ;
UXX=XA* (XN1*S1+DRDX*DRDX) ;
UXY=XA*DRDX*DRDY;
UYX=UXY;
UYY=XA* (XN1*S1+DRDY*DRDY) ;

inside "IELEMQ" (Non-logarithmic parts)
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end

inside "IELEMQ" (Logarithmic parts)

UXX=XA*XN1;

UXY=0.0;

UYX=UXY;

UYY=XA*XN1;
end

%Calculate the traction kernels, eq. 4.27
%Note that there is no logarithmic singularity in 2D traction Kernels
XB=-1/ (4*pi*RDIST* (1-XNU)) ;
TXX=XB*DRDN* (XN2+2*DRDX*DRDX) ;
TXY=XB* (DRDN*2*DRDX*DRDY-XN2* (DRDX*YNORM-DRDY *XNORM) ) ;
TYX=XB* (DRDN*2*DRDX*DRDY-XN2* (DRDY *XNORM-DRDX*YNORM) ) ;
TYY=XB*DRDN* (XN2+2*DRDY*DRDY) ;
if ISELF ==1 && ILOG==

TXX=0;

TXY=0;

TYX=0;

TYY=0;
End

SINGU2.m

function[All,A12,A21,A22,B11,B12,B21,B22]=SINGU2 (NGAUSS, NODEP, IELEMQ, NODE1, NODE2, NODE3, XGL, CGL, CORDX, CORDY, NODEQ, IGEOM, XMU
,XNU, XP, YP, ISELF, AAl,BB1,CC1,DD1,A11,A12,A21,A22,B11,B12,B21,B22, IC)

$PERFORM THE SINGULAR INTEGRATIONS, WHEN "NODEP" is INSIDE THE FIELD ELEMENT "IELEMQ".

$THIS SUBPROGRAM DEALS WITH THE LOGARITHMIC PARTS.

%Use the logarithmic gaussian quadrature coordinates
for IG=1:NGAUSS %1
$If P is the first node of the element
if NODEP==NODEl (IELEMQ)
H=2*XGL(IG)-1.0;
COEFF=2.0;
end
%$If P is the second node of the element (First sub-element)
if NODEP==NODE2 (IELEMQ)
ISUBEL=1;
H=XGL (IG) ;
COEFF=1.0;
end
%$If P is the third node of the element
if NODEP==NODE3 (IELEMQ)
H=1-2*XGL (IG) ;
COEFF=2.0;
end
%Calculate the shape functions and the Jacobian
[SHAPF, SHAPD] =SHAPE (H) ;
[FLAG, XNORM, YNORM, XJACOB]=JACOBI (SHAPD, CORDX, CORDY, NODEQ) ;
%Calculate the logarithmic part of the kernels
ILOG=1;
FN1=0;
FN2=0;
if IGEOM==

[UXX, UXY,UYX, UYY, TXX, TXY, TYX, TYY, XQ] =KERAXI (SHAPF, CORDX, CORDY, XMU, XNU, XP, YP, ISELF, TLOG, AA1,BB1,CC1,DD1, FN1, FN2, XNORM, YNORM
)i
else
[UXX, UXY,UYX, UYY, TXX,TXY, T¥YX, TYY, XQ] =KER2D (SHAPF, CORDX, CORDY, XMU, XNU, XP, YP, XNORM, YNORM, ISELF, ILOG, FN1,FN2) ;
end
if IGEOM==
FACTL=2*pi*COEFF*XJACOB*CGL (IG) *SHAPF (IC) *XQ;
else
FACTL=COEFF*XJACOB*CGL (IG) *SHAPF (IC) ;
end
%$Form the sub-matrix associated with this particular node
All (NODEQ)=A1l1l (NODEQ) +FACTL*TXX;
Al2 (NODEQ)=A12 (NODEQ) +FACTL*TXY;
A21 (NODEQ)=A21 (NODEQ) +FACTL*TYX;
A22 (NODEQ) =A22 (NODEQ) +FACTL*TYY;
B11 (IELEMQ, IC)=B11 (IELEMQ, IC) +FACTL*UXX;
B12 (IELEMQ, IC)=B12 (IELEMQ, IC) +FACTL*UXY;
B21(IELEMQ, IC)=B21 (IELEMQ, IC) +FACTL*UYX;
B22(IELEMQ, IC)=B22 (IELEMQ, IC) +FACTL*UYY;
%Repeat the calculations for the second sub-element (When P is the
%second node of the element)
if NODEP==NODE2 (IELEMQ)
ISUBEL=ISUBEL+1;

end

if NODEP==NODE2 (IELEMQ) && ISUBEL==
H=-XGL (IG) ;
COEFF=1.0;

[SHAPF, SHAPD] =SHAPE (H) ;
[FLAG, XNORM, YNORM, XJACOB] =JACOBI (SHAPD, CORDX, CORDY, NODEQ) ;
if IGEOM==

[UXX, UXY,UYX, UYY, TXX, TXY, TYX, TYY] =KERAXI (SHAPF, CORDX, CORDY, XMU, XNU, XP, YP, ISELF, ILOG, AA1l,BB1,CC1,DD1, FN1, FN2, XNORM, YNORM) ;
else
[UXX, UXY, UYX, UYY, TXX, TXY, TYX, TYY, XQ] =KER2D (SHAPF, CORDX, CORDY, XMU, XNU, XP, YP, XNORM, YNORM, ISELF, ILOG, FN1,FN2) ;
end
if IGEOM==
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FACTL=2*pi*COEFF*XJACOB*CGL (IG) *SHAPF (IC) *XQ;
else
FACTL=COEFF*XJACOB*CGL (IG) *SHAPF (IC) ;
end
$Form the sub-matrix associated with this particular node
All (NODEQ) =A1ll (NODEQ) +FACTL*TXX;
A12 (NODEQ) =A12 (NODEQ) +FACTL*TXY;
A21 (NODEQ) =A21 (NODEQ) +FACTL*TYX;
A22 (NODEQ) =A22 (NODEQ) +FACTL*TYY;
B11 (IELEMQ, IC)=B11 (IELEMQ, IC) +FACTL*UXX;
B12 (IELEMQ, IC)=B12 (IELEMQ, IC) +FACTL*UXY;
B21 (IELEMQ, IC)=B21 (IELEMQ, IC) +FACTL*UYX;
B22 (IELEMQ, IC)=B22 (IELEMQ, IC) +FACTL*UYY;
ISUBEL=0;

DIAG2D.m

function[A11,A12,A21,A22]=DIAG2D (NNODES,NODEP,A11,A12,A21,A22)
%Calculate the diagonal terms of the A-matrix in 2D Cases

%Using rigid displacements condition, eq. 4.57
ARR=0;
ARZ=0;
AZR=0;
AzZ=0;
for NODE=1:NNODES

if NODE == NODEP

continue;

end

ARR=ARR-Al1l (NODE) ;

ARZ=ARZ-A12 (NODE) ;

AZR=AZR-A21 (NODE) ;

AZZ=AZZ-A22 (NODE) ;
end
%Put the diagonal terms in their positions in the A-Matrix
All (NODEP) =ARR;
Al12 (NODEP) =ARZ;
A21 (NODEP) =AZR;
A22 (NODEP) =RAZZ;

BCAPPL.m

function[A11,A21,A12,A22,RHS1,RHS2]=BCAPPL (NBCU,NBCS, ISTORU, ISTORS, IDIREC, NODE1, NODE2,NODE3, X,Y,F11,F21,F12,F22,B11,B21,B1
2,B22,SCALEF, NNODES, PRESU, NODEP, A11,A21,A12,A22,RHS1, RHS2, XTRAC, YTRAC)

%Apply the B.C. to the matrices A and B, so that all the unknowns are on

%the L.H.S.

for IBC=1:NBCU %1
IELEM=ISTORU (IBC) ;
ID=IDIREC (IBC) ;
[CORDX, CORDY, NORDER]=ARRAY3 (IELEM, NODE1l, NODE2,NODE3, X, Y) ;
for IC=1:3 %2
NODE=NORDER (IC) ;
%Note that the relevant B-Coefficients must be multiplied by the
%scaling factor
if ID==
F11 (NODE)=F11 (NODE) -B11 (IELEM, IC) *SCALEF;
F21 (NODE)=F21 (NODE) -B21 (IELEM, IC) *SCALEF;
elseif ID==
F12 (NODE)=F12 (NODE) -B12 (IELEM, IC) *SCALEF;
F22 (NODE) =F22 (NODE) -B22 (IELEM, IC) *SCALEF;
end
end%2
end%1

%Initialize therarray NCHECK, which is used to make sure that common nodes
%between two elements are not treated twice.
NCHECK=zeros (NNODES, 1); %3

%Now, multiply the relevant A-coefficient by the prescribed disp. and move
%them to the R.H.S. (and reverse their sign)

for IBC=1:NBCU %4
IELEM=ISTORU (IBC) ;
ID=IDIREC (IBC) ;
[CORDX, CORDY, NORDER]=ARRAY3 (IELEM, NODE1, NODE2,NODE3, X, Y) ;
for IC=1:3 %5
NODE=NORDER (IC) ;
DISP=PRESU (IBC, IC) ;
if NCHECK (NODE)==IDIREC (IBC)
continue
end
if ID==
RHS1 (NODEP)=RHS1 (NODEP) -A11 (NODE) *DISP;
RHS2 (NODEP) =RHS2 (NODEP) -A21 (NODE) *DISP;
elseif ID==
RHS1 (NODEP)=RHS1 (NODEP) -A12 (NODE) *DISP;
RHS2 (NODEP) =RHS2 (NODEP) -A22 (NODE) *DISP;
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end
%Now, make the relevant B-Coefficient (now saved ub arrays
%occupied the positions of the relevant A-Coefficients.
if ID==
All (NODE)=F11 (NODE) ;
A21 (NODE)=F21 (NODE) ;
elseif ID==
A12 (NODE)=F12 (NODE) ;
A22 (NODE) =F22 (NODE) ;
end
NCHECK (NODE) =IDIREC (IBC) ;
end %5
end%4
%Consider the prescribed Stress B.C.
$Multiply the B-Coefficients by the prescribed traction and then add them
%to the R.H.S.
for IBC=1:NBCS %6
IELEM=ISTORS (IBC) ;
[CORDX, CORDY, NORDER] =ARRAY3 (IELEM, NODE1, NODE2, NODE3, X, Y) ;
for IC=1:3 %7
NODE=NORDER (IC) ;
RHS1 (NODEP)=RHS1 (NODEP) +B11 (IELEM, IC) *XTRAC (IELEM, IC) +B12 (IELEM, IC) *YTRAC (IELEM, IC) ;
RHS2 (NODEP) =RHS2 (NODEP) +B21 (IELEM, IC) *XTRAC (IELEM, IC) +B22 (IELEM, IC) *YTRAC (IELEM, IC) ;
end%7
end%6

SOLVER.m

function[U]=SOLVER (NEQN, A, U)

%To solve the simultaneous linear equations using gaussian elimination with
%partial pivoting. The right-hand side of the equations have been saved as
%an extension of [A]

%Calculate the mean value of the coefficients
AMEAN=0;
for IROW=1:NEQN
for ICOL=1:NEQN
AMEAN=AMEAN+abs (A (IROW, ICOL)) ;
end
end
AMEAN=AMEAN/ (NEQN*NEQN) ;

%Perform partial pivoting by searching the leading column of [A]
JMAX=NEQN+1;
for IEQN=1:NEQN-1 %3
IMIN=IEQN+1;
IMAX=IEQN;
for I=IMIN:NEQN %4
if abs(A(I,IEQN))>abs (A (IMAX, IEQN))
IMAX=I;
end
end %4
if IMAX ~= IEQN
for J=IEQN:JMAX %6
AA=A (IEQN,J);
A(IEQN,J)=A(IMAX,J);
A (IMAX, J)=RAA;
end %6
end
%Eliminate X(IEQN) from the remaining equations, avoiding division by
%zero (if the pivotal element is zero)
if abs (A(IEQN, IEQN) /AMEAN)<1E-8 %5
error ('Error, the solution matrix has a zero determinant')
else
for I=IMIN:NEQN %7
FACT=A(I, TEQN) /A(IEQN, IEQN) ;
for J=IMIN:JMAX %8
A(I,J)=A(I,J)-FACT*A(IEQN,J);

end %8
end %7
%fprintf ('Entrdé en caso B2,%d', IEQN)
end
end %3

%Use back substitution, avoiding division by zero
if abs (A(NEQN,NEQN) /AMEAN) <1E-8
error ('Error, the solution matrix has a zero determinant')
else
U (NEQN) =A (NEQN, JMAX) /A (NEQN, NEQN) ;
for L=2:NEQN %9
I=NEQN+1-L;
SUM=A (I, JMAX) ;
IP1=I+1;
for J=IP1:NEQN %10
SUM=SUM-A(I,J)*U(J);
end
U(I)=SUM/A(I,I);
end %9
end
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ARRANG.m

function [XTRAC, YTRAC, U] =ARRANG (NBCU, ISTORU, NODE1,NODE2,NODE3, X, Y, IDIREC, U, SCALEF, XTRAC, YTRAC, PRESU)

%$To arrange the computed variables (the unknowns) into displacements and
%tractions

$For elements with prescribed disp. B.C. the computed unknown is TRACTION
if NBCU==
error ('Missing prescribed displacements B.C.')
else
for IBC=1:NBCU %1
IELEM=ISTORU (IBC) ;
[CORDX, CORDY, NORDER] =ARRAY3 (IELEM, NODE1, NODE2, NODE3, X, Y) ;
for IC=1:3 %2
NODE=NORDER (IC) ;
IROW1=2*NODE-1;
IROW2=IROW1+1;
%Note that the computed disp must be re-scaled, eq. 4.62
if IDIREC(IBC)==
XTRAC (IELEM, IC)=U (IROW1l) *SCALEF;
else
YTRAC (IELEM, IC)=U (IROW2) *SCALEF;
end
end %2
end%1
%Now, insert the prescribed disp. into their relevant position in the
%array "U"
for IBC=1:NBCU %3
IELEM=ISTORU (IBC) ;
[CORDX, CORDY, NORDER]=ARRAY3 (IELEM, NODE1, NODE2, NODE3, X, Y) ;
for IC=1:3 %4
NODE=NORDER (IC) ;
IROW=2* (NODE-1) +IDIREC (IBC) ;
U (IROW) =PRESU (IBC, IC) ;
end %4
end%3

BSTRES.m

function[sSIG11,SIG12,5I1G22,SIG33,SIGXX,SIGYY,SIGXY,SIGZZ, TTRAC, PTRAC,DISPT, DISPN]=BSTRES (NNODES, NELEMS, NODE1,NODE2,NODE3, X

,Y,XTRAC,YTRAC, U, E, XNU, ZETA, IGEOM)
%Calculate the boundary stresses from the already computed values of
%displacements and tractions

%$Initialize the stress arrays
SIGll=zeros (NNODES,1); %4
SIGl2=zeros (NNODES, 1) ;
SIG22=zeros (NNODES, 1) ;
SI1G33=zeros (NNODES, 1) ;
SIGXX=zeros (NNODES, 1) ;
SIGYY=zeros (NNODES, 1) ;
SIGXY=zeros (NNODES, 1) ;
SIGZZ=zeros (NNODES, 1) ;
NCHECK=zeros (NNODES, 1) ; %4

TTRAC=zeros (NELEMS, 3) ;
PTRAC=zeros (NELEMS, 3) ;

DISPT=zeros (NNODES, 1) ;
DISPN=zeros (NNODES, 1) ;
%Start the loop for the elements
for IELEM=1:NELEMS %1
[CORDX, CORDY, NORDER ] =ARRAY3 (IELEM, NODE1, NODE2, NODE3, X, Y) ;
for IC=1:3 %2
NODE=NORDER (IC) ;
IROW1=2*NODE-1;
%Calculate the unit tangential vector components, eq. 4.44
H=ZETA (IC) ;
[SHAPF, SHAPD] =SHAPE (H) ;
[FLAG, XNORM, YNORM, XJACOB]=JACOBI (SHAPD, CORDX, CORDY, NODE) ;
TANG1=-YNORM;
TANG2=XNORM;
%Now, transform the tractions from global to local coordinates,
%using the unit normal components, eq. 4.67
TTRAC (IELEM, IC) =YTRAC (IELEM, IC) *XNORM-XTRAC (IELEM, IC) *YNORM;
PTRAC (IELEM, IC) =XTRAC (IELEM, IC) *XNORM+YTRAC (IELEM, IC) *YNORM;
%Similarly, transform the disp. from global to local
%coordinates
DISPT (NODE) =U (2*NODE) *XNORM-U (2*NODE-1) *YNORM;
DISPN (NODE) =U (2*NODE-1) *XNORM+U (2*NODE) *YNORM;
%Calculate the strains in the local directions, eq. 4.66
XX1=0;
XX2=0;
for IIC=1:3 %3
NN=NORDER (IIC) ;
KROW1=2*NN-1;
KROW2=KROW1+1;
XX1=XX1+SHAPD(IIC) *U (KROW1) ;
XX2=XX2+SHAPD (IIC) *U (KROW2) ;
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end %3
E11=(XX1*TANG1+XX2*TANG2) /XJACOB;
%$For axisymmetric cases, calculate the hoop strain "EE3". For
%2D geometries, "E33=0" ever for plane stress, since E and NU
%have already modified.
E33=0;
if IGEOM==1 && X (NODE)>1E-20

E33=U(IROW1l) /X (NODE) ;
end
%Using Hooke's law, calculate local stresses, eq. 4.68
FACT=XNU*E*E33/ (1-XNU"2) ;
S11=FACT+ (E*E11/ (1+XNU) +XNU*PTRAC (IELEM, IC)) / (1-XNU) ;
S12=TTRAC (IELEM, IC) ;
S22=PTRAC (IELEM, IC) ;
S33=E*E33+XNU* (S11+522) ;
%Using standard transformation matrix, calculate global
%stresses, eq. 4.70
SRR=S11*YNORM"2+S522*XNORM"2-2*S512*XNORM*YNORM;
SZZ=S11*XNORM"2+S22*YNORM"2+2*S12*XNORM*YNORM;
SRZ=(S22-5S11) *XNORM*YNORM+S12* (XNORM"2-YNORM"2) ;
if IGEOM==1 && X (NODE)<1E-20

S33=SRR;
end
if IGEOM==3

$33=0;
end
SHOOP=S33;
%To produce nodal stresses, average the stress values on the
%common nodes between two elements

%Note: This averaging of stress values can be avoided,
%resulting in discontinuous values of stress at corners

FACT=1;
if NCHECK (NODE) ==
FACT=2;
end
SIG11 (NODE)=(SIG11 (NODE)+S11)/FACT;
SIG22 (NODE) = (SIG22 (NODE) +S22) /FACT;
SIG12 (NODE)=(SIG12 (NODE)+S12) /FACT;
SIG33 (NODE)=(SIG33 (NODE)+S33) /FACT;
SIGXX (NODE) = (SIGXX (NODE) +SRR) /FACT;
SIGYY (NODE)=(SIGYY (NODE) +SZZ) /FACT;
SIGXY (NODE) = (SIGXY (NODE) +SRZ) /FACT;
SIGZZ (NODE) = (SIGZZ (NODE) +SHOOP) /FACT;
NCHECK (NODE) =1;
end
end
INTCAL.m

function [UXINT,UYINT]=INTCAL (XINT,YINT,E,XNU,NODEl,NODE2,NODE3,X,Y,NELEMS, U, XTRAC, YTRAC, NGAUSS, CG, XG)
%To calculate the internal displacement
[r,~]=size (XINT);
%$Initialize the arrays of the internal variables
UXINT=zeros (r,1);
UYINT=zeros (r,1);
%Shear modulus, eq. 4.6
XMU=E/ (2* (1+XNU) ) ;
for i=1l:r
%Take each internal point in turn as the load point "NodeP"
XP=XINT (i) ;
YP=YINT (i) ;
Toler=1e-20;
DIFF=0.5-XNU;
if DIFF<Toler
XNU=0.5-Toler;
end
%Take each.element on the boundary in turn as the field element "IELEMQ"
for IELEMQ=1:NELEMS
[CORDX;CORDY, NORDER] =ARRAY3 (IELEMQ, NODE1, NODE2, NODE3, X, Y) ;
for IC=1:3
NODEQ=NORDER (IC) ;
IROW1=2*NODEQ-1;
IROW2=IROW1+1;
UX=U (IROW1,1);
UY=U(IROW2,1) ;
TR=XTRAC (IELEMQ, IC) ;
TZ=YTRAC (IELEMQ, IC) ;
for IG=1:NGAUSS
H=XG (IG) ;
[SHAPF, SHAPD] =SHAPE (H) ;
[FLAG, XNORM, YNORM, XJACOB]=JACOBI (SHAPD, CORDX, CORDY, NODEQ) ;
if FLAG==
error ('THE JACOBIAN IS ZERO');
end
%Calculate the coordinates of the element "IELEMQ", eq. 4.39
XQ=SHAPF (1) *CORDX (1) +SHAPF (2) *CORDX (2) +SHAPF (3) *CORDX (3) ;
YQ=SHAPF (1) *CORDY (1) +SHAPF (2) *CORDY (2) +SHAPF (3) *CORDY (3) ;
%Calculate the displacement kernels, eq. 4.23
XA=1.0/ (8*pi*XMU* (1-XNU) ) ;
RDIST=sqrt ( (XP-XQ) "2+ (YP-YQ) *2) ;
XN1=3-4*XNU;
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XN2=1-2*XNU;

DRDX= (XQ-XP) /RDIST;

DRDY= (YQ-YP) /RDIST;
DRDN=DRDX*XNORM+DRDY * YNORM;
%$Displacement Kernels

UXX=XA* (XN1*1log (1/RDIST)+DRDX*DRDX) ;
UXY=XA*DRDX*DRDY;

UYX=UXY;

UYY=XA* (XN1*1log (1/RDIST)+DRDY*DRDY) ;
$Traction Kernels

XB=-1/ (4*pi*RDIST* (1-XNU)) ;
TXX=XB*DRDN* (XN2+2*DRDX*DRDX) ;

TXY=XB* (DRDN*2*DRDX*DRDY-XN2* (DRDX*YNORM-DRDY*XNORM) ) ;
TYX=XB* (DRDN*2*DRDX*DRDY-XN2* (DRDY*XNORM-DRDX*YNORM) ) ;

TYY=XB*DRDN* (XN2+2*DRDY*DRDY) ;
FACT=XJACOB*CG (IG) *SHAPF (IC) ;

%Calculate the internal displacements using the B.I.E.

%$EQ. 4.32

UXINT (i,1)=UXINT (i, 1)+FACT* (-UX*TXX-UY*TXY+TR*UXX+TZ*UXY) ;
UYINT (i,1)=UYINT (i, 1)+FACT* (-UX*TYX-UY*TYY+TR*UYX+TZ*UYY) ;
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