Universidad Autonoma de Querétaro
Facultad de Ingenieria
Maestria en Matematicas Aplicadas

Evolutoides de curvas convexas y la propiedad pedal de la elipse.

TESIS

Que como parte de los requisitos para obtener el grado de
Maestria en Matematicas Aplicadas

Presenta:
Ivan Gonzalez Garcia

Dirigido por:
Dr. Jesus Jerénimo Castro

AT——
Dr. Jesus Jerdonimo Castro

Presidente Firma

Dr. Francisco Gerardo Jiménez Lopez

Vocal irm

Secretario Firma
M.C. Victor Antonio Aguilar Arteaga Z@ v ,is
Fi
G E\\

Dr. Roberto Augusto Gémez Loenzo

Suplente <
\ W
Dr. Angelica Rosario Jiménez Sanchez A=

/7

P %& LA

Dra. en C. Ma. Guadalupe Flavia Loarca Pina
Director de Investigacion y Posgrado

Centro Universitario
Querétaro, Qro.
Qctubre 2017



UNIVERSIDAD AUTONOMA DE QUERETARQ

Universidad Autdénoma de Querétaro
Facultad de Ingenieria

Maestria en Matematicas Aplicadas

Evolutoides de curvas convexas y la propiedad pedal de la elipse.

TESIS

Que como parte de los requisitos para obtener el grado de
Maestria en Matematicas Aplicadas

Presenta:
Ivan Gonzéalez Garcia

Dirigido por:
Dr. Jesus Jerénimo Castro

Dr. Jesus Jerénimo Castro

Presidente Firma
Dr. Francisco Gerardo Jiménez Lopez
Secretario Firma
M.C. Victor Antonio Aguilar Arteaga
Vocal Firma
Dr. Roberto Augusto Gémez Loenzo
Suplente Firma
Dr. Angelica Rosario Jiménez Sanchez
Suplente Firma
Dr. Aurelio Dominguez Gonzalez Dra. en C. Ma. Guadalupe Flavia Loarca Pina
Director de la Facultad Director de Investigacién y Posgrado

Centro Universitario
Querétaro, Qro.
Octubre 2017



(©lIvan Gonzilez Garcia

All rights reserved.






Dedicado a mis padres, Rosa Maria y Bartolo.

111






Resumen

En esta tesis se continda el estudio de los evolutoides de las curvas convexas. Se ha probado que si un
evolutoide 7, de una curva v dada, es homotética a ella, entonces « es un circulo. Este resultado es
el andlogo, para el caso de los evolutoides, al caso planar del famoso problema homotético del cuerpo
flotante que afirma que si un cuerpo flotante es homoético al cuerpo entonces es un elipsoide.

También, probamos que si un cuerpo convexo en el espacio euclidiano tridimensional tiene la pro-
piedad pedal de la elipse, entonces es un elipsoide de la revolucién. Ademds damos una familia de
curvas en el plano con exactamente un punto que se comporta, en cierto sentido, como un foco en una
elipse. Finalmente nosotros estudiamos otra propiedad de la elipse, la cual denominamos propiedad
armonica y probamos que una curva convexa que tiene estd propiedad debe ser una elipse.

Conceptos importantes propiedad pedal, elipsoide de revolucién, media armonica, elipses, evolutoi-
des, series de Fourier.
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Abstract

In this thesis we continue the study of evolutoids of convex curves. It is proved that if a evolutoid v,
of a given curve ~ is homothetic to it, then -y is a circle. This result is the analogous, for the case of
evolutoids, to the planar case of the famous homothetic floating body problem which estates that if a
floating body is homothetic to the body itself then it is an ellipsoid.

Also, we prove that if a convex body in the three dimensional Euclidean space has the pedal property
of the ellipse, then it is an ellipsoid of revolution. We also give a family of curves in the plane with
exactly one point which behaves, in some sense, like a focus on an ellipse. Finally, we study another
property of the ellipse which we name the harmonic property and prove that a convex curve with this
property must be an ellipse.

Keywords and phrases: pedal property, ellipsoid of revolution, harmonic mean, ellipses, evolutoids,
Fourier series.
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Evolutoides de curvas convexas y la
propiedad pedal de la elipse

¢Coémo vas a buscar una cosa cuya naturaleza te es del todo desconocida? ;cudl de entre las cosas que
desconoces es la que pretendes buscar?, y si por azar dieras con ella, jcomo sabrias que es lo que buscabas,

siendo asi que la desconoces?

Platon

Ivan Gonzalez Garcia
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Capitulo 1

Introduccion

La geometria convexa se remonta a la antigiiedad. Resultados y sugerencias a los problemas que
son de interés incluso hoy en dia ya se pueden encontrar en los trabajos de Arquimedes, Euclides y
Zenodoro. Mencionamos por ejemplo los sélidos platénicos, el problema isoperimétrico, la rigidez de
las superficies convexa, politopos y el problema de el volumen de pirdmides. Las contribuciones a la
convexidad en los tiempos modernos comenzaron con el trabajo geométrico y analitico de Galileo, los
Bernoulli, Cauchy y Steiner sobre los problemas de la antigiiedad. Estos problemas se resolvieron s6lo
en el siglo XIX y principios del siglo XX por Cauchy, Schwarz y Dehn. Los resultados sin antecedentes
en la antigliedad incluyen la férmula de politopos de Euler y la desigualdad de Brunn. Gran parte de
la convexidad moderna nacié con Minkowski e importantes contribuyentes posteriores son las hechas
por Blaschke, Hadwiger, Alexandrov, Pogorelov, Klee, Groemer, Schneider, Max Mullen junto con
muchos matemadticos adicionales.

1.1. Antecedentes

Muchos son los problemas en matematicas, particularmente en geometria, que no tienen atin una res-
puesta precisa. Es indudable que tal lista siga creciendo debido a que dia a dia seguimos haciendo
nuevas conjeturas. Una de las tareas favoritas de los que gustan de las matemdticas es resolver proble-
mas. Durante la vida estudiantil resolvemos una gran cantidad de problemas, cada uno de ellos nos
producen una sensacion diferente al encontrar la solucién. Encontrar soluciones a problemas por pri-
mera vez es sin lugar a dudas una de las tareas mas divertidas y emocionantes con las que uno se puede
tropezar en la vida, personalmente siempre he tenido una debilidad por los problemas de geometria y
gracias a la orientacion del Dr. Jesis Jerénimo Castro, asesor de esta tesis, los temas que se abordan
en este trabajo son: Evolutoides de curvas convexas y la propiedad pedal de la elipse.

Las curvas convexas pueden ser caracterizadas bajo alguna propiedad. Muchas relaciones se pueden
hacer asociando curvas convexas con ciertas propiedades, en este trabajo estamos interesados en estu-
diar las relaciones entre la curva dada y su evolutoide: es decir, la curva obtenida como la envolvente
de lineas que forman un 4ngulo fijo con la linea normal en cada punto de la curva. Los resultados
precednetes a a este trabajo los encontramos en el articulo realizado por J. Jeréonimo en [16].

Recordemos la siguiente propiedad del circulo: si P es un punto en el plano y una linea a través de



P cruza un circulo dado v en los puntos Ay B, el valor de PA - PB, donde XY denota la longitud
del segmento XY, no depende de la eleccion de la linea. Otra forma de mencionar esta propiedad es
que P tiene potencia constante respecto a -y o que P es un punto equipotencial. Podemos pensar en la
pregunta inversa, es decir, si tenemos una curva convexa y cerrada «y en el plano con la propiedad de
que cada punto tiene una potencia constante respecto a vy, es -y un circulo? No es dificil demostrar que
la respuesta es si, el lector interesado puede intentar probarlo o puede leer una prueba de los articulos
por Kelly [43], Kelly y Straus [44], Yanagihara [47], o Rademacher y Toeplitz [45]. Sin embargo,
es posible reducir el nimero de puntos conocidos con la propiedad de potencia constante con el fin
de asegurar que ~y es un circulo, por ejemplo, JB Kelly [43] demostré que dos puntos interiores con
potencia constante son suficientes para probar que un cuerpo convexo KX C R? es un disco Euclideano.
Por otra parte, hay muchos ejemplos que muestran cuerpos convexos diferentes de discos con un punto
interior con potencia constante (por ejemplo, J. Rosenbaum [46], K. Yanagihara [47], L. Zuccheri
[48D).

En 1901 Adolfo Hurwitz probo la desigualdad isoperimétrica usando Series de Fourier para dominios
en el plano euclidiano, en un articulo posterior mostré cémo los esféricos arménicos puede ser utiliza-
dos para probar una desigualdad andloga de cuerpos convexos en el espacio. Pronto se hizo evidente
que este enfoque no era sélo una curiosidad, sino mds bien una idea fundamental con consecuencias y
aplicaciones de largo alcance en la geometria, el anélisis y la teoria de nimeros. Desde entonces han
aparecido muchos articulos que exploran las posibilidades de este tipo de métodos. El enfoque analiti-
co de Fourier a la geometria convexa estd muy bien descrito en un contexto histérico en el capitulo del
libro de Groemer. En el articulo On evolutoids of planar convex curves trabajo de J. Jer6nimo-Castro.
Los evolutoides son curvas que aparecen por primera vez en el siglo XVII con trabajos realizados
por Reaumur, a partir de entonces varios matematicos han resuelto diversas cuestiones referentes a
estas curvas tales como Lancret, Inzigner, Wunderlich, Heinrich,Ksyzypiec, Mozgawa, M. Hamman,
Groemer, Giblin, Warder, J. Jerénimo-Castro entre otros.

1.2. Justificacion

El estudio de curvas planas y en el espacio es un tema que se ha estudiado desde la antigiiedad por
su relacién al mundo real, un ejemplo de ello es la trayectoria de los planetas. Muchos han sido los
frutos de los resultados obtenidos, en un principio de manera tedrica, con ellos se ha podido analizar
la velocidad, aceleracion, posicidn, distancia, etc., de multiples cuerpos, teniendo aplicaciones de esto
a cualquier objeto en movimiento. Este estudio también ha tenido influencia en la construccién de
autos y aviones mas aerodinamicos, atendiendo a las curvas de minima energia. Como parte de las
energias alternativas, las propiedades de las cénicas han sugerido construccién de calentadores con tal
forma. Como se vera en un parte de este trabajo también se relaciona a los objetos sumergidos en algtin
liquido, conocidos como cuerpos de flotacién. El hecho es que encontrar propiedades alternativas de
ver un fendmeno siempre dara la oportunidad de realizar una tarea de una manera diferente, en algunas
ocasiones tales caracterizaciones pueden aplicarse a circunstancias especificas.



1.3. Distribucion del trabajo

El el capitulo dos presentamos la descripcién general del problema y los objetivos planteados para
este trabajo.

En el capitulo tres se presentan algunos conceptos basicos de convexidad y un par de férmulas que
serdn de gran utilidad durante el texto, tal es el caso de la formula de Cauchy para el perimetro y
la de Blaschke para el drea. También se presentan propiedades de reflexion de curvas convexas con
una propiedad en particular, la propiedad pedal constante de un punto. Este capitulo forma parte de un
articulo publicado en la revista International Journal of Geometry de titulo More on the pedal property
of the Ellipse.

Por tltimo continuacién al trabajo realizado sobre evolutoides surgen diversos resultados que se pre-
sentan en el capitulo, dicho trabajo es en conjunto con los matematicos R. Ayala-Figueroa, V. A.
Aguilar-Arteaga y J. Jerénimo-Castro, el cual esta publicado en la revista Aequationes Mathematicae
con titulo On evolutoids of planar convex curves II. Principalmente se relaciona el evolutoide con
otras curvas conocidas tal es el caso del cuerpo de flotacién y de iluminacién, la relacién de los puntos
de Steiner de la curva y su evolutoide y que sucede cuando se tiene coincidencia entre el evolutoide
izquierdo y derecho.

El lector de esta tesis que guste de la geometria encontrard aqui una serie de resultados muy intere-
santes, propiedades, caracterizaciones y algunos teoremas inéditos que son la parte medular de este
trabajo.






Capitulo 2

Objetivos

Las curvas convexas pueden ser caracterizadas bajo alguna propiedad en especifico. Muchas rela-
ciones se pueden hacer asociando curvas convexas con ciertas propiedades, en este trabajo estamos
interesados en estudiar las relaciones entre una curva dada y su evolutoide: es decir, la curva obtenida
como la envolvente de lineas que forman un dngulo fijo con la linea normal en cada punto de la curva.
También se pretende extender propiedades de la elipse a curvas mds generales en el plano y el espacio.

2.1. Descripcion del problema

Supongamos que estamos en un mundo plano y queremos pelar una papa convexa. El pelador de la
papa produce un corte que hace un dngulo constante « respecto a la linea tangente en el punto de
contacto. Si en cada punto de los limites de una papa convexa K estd actuando un pelador de papas,
al mismo tiempo con el mismo dngulo respecto a la tangente, se obtiene una papa pelada K. A tal
papa pelada K, que resulta ser la envolvente de todas las lineas tangentes le llamaremos evolutoide
de angulo a.

El evolutoide de 4ngulo « fue estudiado por primera vez por Réaumur en 1709 y por Lancret en 1811.
Los Evolutoides son importantes en el disefio de los engranajes como lo muestra el estudio hecho por
W. Wunderlich en su libro sobre Plane Kinematics; también hay algunas obras donde los evolutoides
estdn relacionados con el conjunto de centros de simetria (CSS) o conjunto de curvas de Minkowski,
que generalmente es una curva que contiene informacién acerca la simetria de la curva en estudio. Uno
de las obras mencionados anteriormente se debe a M. Hamann [12] para las curvas convexas y otra se
debe a Giblin y Warder [10] para curvas no convexas. Algunos estudios recientes sobre evolutoides
son los realizados por Braude [33] y Inzinger.

Ahora vamos a considerar una propiedad relacionada con la elipse, sabemos que el producto de la
distancias de los dos focos de una elipse a cualquier linea tangente es constante, y esta propiedad por
lo general se conoce como propiedad pedal de la elipse. Para el espacio 3-dimensional euclidiano es
posible probar la siguiente.

Teorema 2.1.1 Sea K un cuerpo convexo en R3 y Sea P,Q € int K dos puntos con potencia pedal



constante. Entonces K es un elipsoide de revolucion con eje de rotacion PQ).

Sin embargo, ;qué se puede decir de las curvas convexas y las superficies con exactamente un punto
con la propiedad de potencia pedal constante? por ejemplo, el centro de una bola euclidiana tiene la
propiedad de potencia pedal constante y es el tnico punto con esta propiedad. Se pretende probar la
existencia de curvas convexas en el plano, ademas del circulo euclidiano, con exactamente un punto
con la propiedad de potencia pedal constante. Esto se realiza mediante la construccién de una familia
de curvas con la propiedad deseada.

2.2. Hipétesis

Es posible demostrar matematicamente las conjeturas planteadas con las herramientas tedricas exis-
tentes. Como se ha sido descrito anteriormente, nuestro estudio se basa en las aportaciones realizadas
desde el afio 1703 y hasta la actualidad, durante estos afios diversos autores alrededor del mundo han
contribuido al desarrollo de estas propiedades, propiedades cuyas aplicaciones se han dado en diversas
areas de la ciencia.

2.3. Objetivo General

Durante mi trabajo de tesis, se pretende estudiar algunas relaciones entre una curva conocida como
evolutoide y algunas curvas cldsicas y otras recientemente introducidas en Geometria. El estudio de
dichas curvas al encontrarse en el plano y el espacio tiene relaciones importantes al mundo fisico lo
que nos da la posibilidad de la aplicacién de este conocimiento.

2.4. Objetivo Particular

Algunos de los resultados y las conjeturas que se pretenden demostrar son los siguientes:

Conjetura: Sea 7y una curva cerrada y estrictamente convexa en el plano y sea « € (0, 7/2). Entonces
Yo €8 homotética a ~y si y s6lo si es un circulo.

Conjetura: Sea + una curva cerrada convexa de clase C? en el plano y sea 3 € (0,7/2) un nimero
pequeiio y fijo. Si para cada o € (0, 3) se tiene que el evolutoide , es la frontera de un cuerpo de
flotacién de ~, entonces -y es un circulo.

Conjetura: Sea v € R? un conjunto convexo de clase C? y sea 3 € (0,7/2) un nimero pequefio y
fijo. Si para cada a € (0, 3) se tiene que el evolutoide ~, es la frontera de un cuerpo de flotacién de
~, entonces ~y es una bola euclidiana.

Nota: Falta saber si un tinico o implica que la curva es un circulo.

Conjetura: En R?, un solo o implica que el conjunto convexo es una bola euclidiana.



Conjetura Sea n > 5 un niimero entero fijo y sea y una curva convexa, cerrada y diferenciable, tal
que los puntos medios de los lados de cada n-dgono equiangular circunscrito pertenecen a . Entonces
~ es un circulo.

Respecto a esta conjetura es importante decir que no podemos reemplazar la hipdtesis de que los
puntos medios de los lados de cada n-dgono equiangular circunscrito pertenecen a -y por la hipétesis
de que cada n-dgono equiangular circunscrito es regular. De hecho, se sabe que por cada poligono
regular P existe una curva convexa ( diferente del circulo) que puede ser rotada dentro de P, de tal
manera que en cualquier momento la curva toca a cada lado de P . Una curva de este tipo es conocida
como un rotor para P. Por ejemplo, cada cuerpo convexo con ancho constante 1 es un rotor para el
cuadrado de lado 1.

Finalmente, tenemos el siguiente teorema debido a E. Gutkin y V. Cyr.
Teorema 2.4.1 Sea v una curva convexa, diferenciable, la cual posee una caiistica de dngulo cons-
tante . Si /T es racional, entonces vy es un circulo.

Respecto a esto conjeturamos lo siguiente:

Conjetura: Sea ' C R3 un conjunto convexo con frontera de clase C'2, el cual posee una catstica de
angulo constante. Entonces K es una bola euclidiana.






Capitulo 3

Fundamentacion Tedrica

3.1. Conjuntos convexos

Gran parte de los objetos con que trabajaremos en esta tesis son los conocidos como conjuntos conve-
xos. Estos se definen como sigue.

Definicion 3.1.1 Un conjunto K C R™ es convexo si dados x,y € K se cumple que [x,y] C K.
Donde por [x,y] denotamos al segmento de extremos x e vy, es decir, [x,y] = {z € R" : z =
Az + (1= Ny, VX € [0,1]}.

Figura 3.1: Conjuntos convexos y no convexos.

Dado un conjunto convexo y acotado en el plano, el cual posee interior no vacio, diremos que éste
es un cuerpo convexo 6 figura convexa. Por una curva convexa cerrada entenderemos a la curva que
sirve de frontera de algtin cuerpo convexo en el plano. Ahora introduciremos algunos de los conceptos
relacionados con los conjuntos convexos, los cuales serdn utilizados a lo largo de este trabajo.

Definicion 3.1.2 Una linea { es soporte de un conjunto convexo K si ésta intersecta a K, y K queda
contenido en uno de los semiplanos delimitados por (.

9



Figura 3.2: Linea soporte.

En otras palabras, una linea ¢ = {z € R? : (x,u) = p, conu € St,pe R}, es soporte de un conjunto
convexo K si p = max,cx (z,u). Notemos que en general a través de un punto en la frontera de un
conjunto convexo puede no existir la linea tangente, sin embargo, siempre existe al menos una linea
soporte. Por ejemplo, a través de los vértices de un poigono no existen lineas tangentes, sin embargo,

Figura 3.3: Lineas soporte a traves de un vértice.

El concepto de linea soporte es de gran importancia en la Geometrfa de los conjuntos convexos. De
hecho, existe un importante teorema debido a H. Minkowski el cual afirma que un conjunto compacto
en el plano es convexo si a través de todo punto en la frontera pasa al menos una linea soporte.

3.2. Funcion soporte

Sea K un conjunto compacto convexo en el plano y sea 0K su frontera. Para cada 0 € [0, 27| sea

£(9) 1a linea soporte de K con vector normal exterior u(f) = (cos €, sin ), y denotemos por p(6) a la
distancia con signo desde el origen 0 a £(9).



Figura 3.4: Funcién soporte de K.

La funcién p : [0,27] — R es conocida como funcién soporte de K. Ademds, dada una curva
convexa v, es decir, una curva que sirve de frontera de un conjunto convexo, ésta se puede parametrizar
como

parat € [0, 27].

Figura 3.5: Parametrizacion de una curva convexa ~.

Para ver esto notemos que la recta ¢(t) tiene ecuacién en forma normal
xcost + ysint = p(t) (3.1

y supongamos que 7y no contiene segmentos. Entonces, si el punto de contacto entre v y £(t) es
(x0,Y0), tenemos que

xgcost + ygsint = p(t) (3.2)

— xgsint + ypcost = p'(t). (3.3)



De estas dos ecuaciones se obtiene que

xo = p(t)cost — p/(t)sint (3.4)

yo = p(t)sint + p/(t) cost, (3.5)
es decir, 7(t) = (a(1), y(t)) = p(t)ult) + ¥ (' (1)

La parametrizacién de una curva convexa por medio de su funcién soporte, es bastante titil en muchos
de los principales teoremas sobre curvas convexas. Esto se vera con mas detalle en la siguiente seccién.

3.2.1. Figuras de ancho constante

De aqui en adelante la palabra figura serd utilizada para referirnos a un conjunto compacto (cerrado y
acotado) con interior no vacio en el plano.

Definicion 3.2.1 Dado un vector direccion u(t) = (cost,sint), para t € [0, 2], se define el ancho
de una figura convexa en direccion u(t), como la distancia entre las dos lineas soporte de la figura
las cuales son ortogonales a u(t).

En términos de la funcién soporte, el ancho, el cual denotamos por w(t), se obtiene como w(t) =
p(t) + p(t + ).

u(t) ls

b

Figura 3.6: Ancho en direcciéon u(t).

Notemos que el circulo Euclidiano tiene la propiedad que todos sus anchos son iguales. Es natural
entonces preguntarse: ;Existen figuras, ademds del circulo, para las cuales su ancho sea el mismo en
toda direccion?

La respuesta a esta pregunta es afirmativa, de hecho, tales figuras son conocidas como figuras de
ancho constante. Quiza la mas famosa de éstas es el tridngulo de Reuleaux, el cual consiste en tres
arcos de circunferencia las cuales tienen centro en los vértices de un tridngulo equildtero y como
radio la longitud del lado del tridngulo. Otro aspecto interesante del tridngulo de Reuleaux es que su
perimetro es igual al perimetro de un circulo cuyo didmetro sea igual al lado del tridngulo equildtero.
Mas sorprendente atin, es el hecho que todas las figuras de un cierto ancho constante fijo, tienen el
mismo perimetro. Esto se demostrard mas adelante.



Figura 3.7: Triangulo de Reuleaux.

3.2.2. Férmula de Cauchy para el perimetro

Teorema 3.2.1 Sea v una curva convexa cerrada, entonces su longitud se obtiene en términos de la
funcién soporte como

2T
szézmw. (3.6)

Demostracion 3.2.1 Por simplicidad, demostraremos el caso cuando -y es estrictamente convexa, es
decir, cuando no contiene segmentos. De este modo, tenemos que toda linea soporte de ~y la intersecta
en un solo punto. Sabemos que

2
/
L) = [ e
como
Y (t) = p'(H)u(t) + p(t)d'(t) + p" () () + ' ()" (t)

y ademds u" (t) = —u(t), tenemos que v'(t) = [p(t)+p" (t)]u/(t), de donde se obtiene que || (t)| =
Ip(t)+p" (t)|. Por otro lado, observemos que +' (t) es un vector paralelo a v’ (t) y con el mismo sentido,
entonces se sigue que p(t) + p’ (t) es siempre no negativo. Con esto tenemos que

21

27 2
uw=A WﬂﬂﬂmﬁzézMW+ﬂ®0,

ademds, como p'(t) es wuna funcion periédica con periodo 2w  tenemos que
p’(t)‘éW:O. Se sigue que L(v) = Ozwp(t)dt. O

Observacion 3.2.1 Notemos que dado que el ancho en una direccion u(t) se obtiene como w(t) =
p(t) + p(t + ) entonces ( 3.6) se puede expresar como

2T
L(v) = %/0 w(t)dt.

De esta observacion se obtiene facilmente el Teorema de Barbier:

Teorema 3.2.2 (Barbier.)
El perimetro de una figura K de ancho constante h es wh.



Demostracion 3.2.2 Por la observacion anterior tenemos que

1 [%" 1
LK) = 5/0 hdt = §h(27r) = rh.

3.2.3. Férmula de Blaschke para el area

Teorema 3.2.3 Sea K C R? una figura convexa y sea p su funcion soporte. Entonces el drea de K se
obtiene mediante

2
A(K) = /O (P () — (1))

Demostracion 3.2.3 Del teorema de Green para el cdlculo de drea de una curva cerrada simple
A(K) = 1 / T (A 3.7)
= — xr— — —_ .
2)y \Tat Y

De las ecuaciones 3.4y 3.5 se tiene

y'(t) = (p(t) +p"(t))cos(t).

Sustituyendo y simplificando se llega a

L 2” (% _ yz_f) a=y [ " o(0) + 1" (1) p(e)de

Resolviendo esta ultima integral por partes se tiene

1

2m
) = 5 [ 60 - P o) 38)

3.3. Algunas aplicaciones de las formulas de Cauchy y de Blaschke

En esta seccién se muestran algunos resultados donde las férmulas de Cauchy y de Blaschke son de
utilidad.



3.3.1. Desigualdad de Lutwak

Consideremos el siguiente problema debido a Leo Moser: ;puede toda curva cerrada de longitud 2w
ser acomodada en un rectdngulo de drea 4?

Si consideramos la envolvente convexa de una curva de longitud 27, tenemos que la frontera de dicha
envolvente convexa tiene longitud menor o igual que 27, de acuerdo a esta observacién podemos
entonces restringirnos a analizar el problema de Moser para el caso cuando la curva en cuestion es
convexa. Dada una figura convexa K, denotamos por R(t) al rectangulo circunscrito a K el cual tiene
uno de sus lados perpendicular a u(t). Demostraremos la siguiente desigualdad de E. Lutwak:

Teorema 3.3.1

1
{ 1) < —L(K)?
te%}gﬂ]A(R( )) < LK),

con la igualdad si y sélo si K es de ancho constante.

Demostracion 3.3.1 Claramente, se cumple que A(R(t)) = w(t) - w(t + 7/2). Si consideramos el
minimo sobre todos los valores de t obtenemos que

1
2 1 [ 1 T\ 3
[ < — t)z - t+ — 14
[ten[%l,znﬂ .A(R(t))] <o/ w(t)?2 w< + 2) dt,

con la igualdad si y sélo si w(t) - w (t + %) es constante para todo t. De la desigualdad de Cauchy-
Schwarz tenemos que

[/Ozn w(t)? - w (t + g>% dtr - [/Oww(t)dt] [/Ozww (t 4 g) dt] 7 (3.9)

con la igualdad si y sélo si w(t)/w(t + %) es constante para todo t. Dado que ambas integrales en el
lado derecho de 3.9 son iguales, tenemos que

[V

2

min A(R(1)) < 4—; [ /0 wa(t)dt} , (3.10)

te[0,27]

con la igualdad si 'y sélo si K es de ancho constante. Utilizando la formula de Cauchy para el perime-
tro en 3.10 obtenemos que

- LK) = ~L(K)?,

min A(R(t)) < —— -

te[0,27] 472

con la igualdad si y sélo si K es de ancho constante. O

3.3.2. Teorema de Rosenthal y Szasz

Teorema 3.3.2 (de Rosenthal y Szasz.) Toda curva convexa y cerrada, de longitud L y didmetro D,
verifica L < mD. La igualdad se alcanza si y solo si, la curva tiene ancho constante D.



Demostracion 3.3.2 Utilizando la formula de Cauchy, expresamos la longitud de la curva de la forma

21 T 21 T
L= /O p(0)d0 = /0 p(6)d6 + /7r p(0)d0 = /O p(8) + p(6 + )]d6.

Obsérvese que p(0) + p(0 + ) es, precisamente, la anchura de la curva en la direccion determinada
por el dngulo 0; dado que el didmetro es la mayor de todos los anchos, se tiene claramente que
p(0) + p(6 + m) < D, luego

L= /0 [p(8) + p(6 + m)]do < /0 Dd = Dr.

La igualdad se alcanzard si, y solo si, todos los anchos son iguales (teorema de Barbier). O

3.3.3. Formulas de Steiner

A continuacién se da una relacién que existe para el perimetro y el drea de una curva llamada curva
paralela la cual se define como sigue:

Definicién 3.3.1 Sea o : I — R? una curva parametrizada regular. Se denomina curva paralela a o
a distancia p a la curva

afj(t) =a(t)+p

Teorema 3.3.3 (Férmulas de Steiner)Sea o : I — R? convexa y cerrada. Si se calcula el drea y la
longitud de su curva paralela a distancia p en funcion del drea Ay la longitud L de o, entonces se
cumple que

L,=L+2mp

A, = A+ pL +7p*.

Demostracion 3.3.3 Consideremos las coordenadas polares tangenciales de o, las cuales son (6, p(6))
en un punto, las de la curva paralela ozf son (0,p,(0)) = (8,p(8)+ p). Por tanto, el cdlculo siguiente
permite calcular la longitud y el drea de ozf . Aplicando las formulas de Cauchy y Blaschke tenemos
lo siguiente.

2m 2m 2m
L,= / pp(0)dl = p(8) + pldb = / p(0)dl + 2mp = L + 2mp,
0 0

0

1 1

o 2
A= [ 07 =000 = 5 [ 1000) + )2 = 00

2 1 2 1 21
=—/ wm%mwﬂw+—/’mwmw+—/ 2db,

sustituyendo tenemos que
A, = A+ Lp+ np°.



3.4. Aplicaciones de Series de Fourier en problemas geométricos

En 1901 Adolfo Hurwitz probo la desigualdad isoperimétrica usando Series de Fourier para dominios
en el plano euclidiano, en un articulo posterior mostré como los esféricos arménicos puede ser utiliza-
dos para probar una desigualdad andloga de cuerpos convexos en el espacio. Pronto se hizo evidente
que este enfoque no era s6lo una curiosidad, sino mas bien una idea fundamental con consecuencias
y aplicaciones de largo alcance en la geometria, el andlisis y la teoria de ndmeros. Desde entonces
han aparecido muchos articulos que exploran las posibilidades de este tipo de métodos. Tal es el caso
de Hermann Minkowski quien utilizan esféricos armoénicos para demostrar una interesante caracteri-
zacién de cuerpos convexos de ancho constante. El trabajo de Hurwitz y Minkowski ha de demostrar
convincentemente que un estudio de esta interaccién de andlisis y geometria, en particular de series de
Fourier y esféricos armoénicos, por un lado, y la teoria de cuerpos convexos por otro, puede conducir
a resultados geométricos interesantes. Durante el siglo pasado, la relacion entre el anélisis de Fourier
y otras disciplinas se ha explorado sistemdticamente por muchos investigadores, como resultado se
tienen importantes avances en estas areas de estudio.

3.5. Coeficientes de Fourier e Identidad de Parseval

Una serie de Fourier es una expansion de una funcién periddica f(z) en términos de una suma infinita
de senos y cosenos.

La serie de Fourier de una funcién f(z) en el intervalo [—, 7] es:
a o0
flz) = 70 + Z(an cos nx + by, sinnzx).
n=1

A los coeficientes ag, a1, ..., ap,b1,...,by, se les llama coeficientes de Fourier de f(x) en [—m, 7],
los cuales se determinan como sigue

ag = 1 f(x)dx, a, = % f(x) cos nxdz,
1 (7 .
y b, = - f(x)sinnxdz.

En el caso de la funcién soporte de un conjunto compacto convexo tenemos que la serie de Fourier
descrita arriba converge. Esto se debe a que en tal caso la funcidn soporte es uniformemente continua.

Teorema 3.5.1 Sea p : R — R la funcion soporte de un conjunto compacto convexo en R", con
n > 2. Entonces p es una funcién uniformemente continua.

Demostracion 3.5.1 Sea K un cuerpo convexo cerrado y acotado en R", existe M tal que ||k|| < M
paratoda k € K.



Por definicion, p(z) = max{(k,x) : k € K}. Sabemos de la desigualdad de Cauchy-Schwarz que
| (k,z) | < ||k|| [|z]]. Por ser K acotado se tiene

p() < ||| =]l < M[lz||

paratoda x € R". De la linealidad de p, tenemos p(z+y) —p(z) < p(y) y de la desigualdad anterior
se obtiene que

Ip(z) — p(y)| < [p(x —y)| < M|z —y]|

para toda z,y € R".
Usando lo anterior mostremos la continuidad de p.

Seae >0y := 57, para x,y € R" tal que ||x — y|| < 6, se tiene

€

Ip(z) = p(y)l < Mz —yll <M - -7

entonces
Ip(z) —p(y)| < e

Asi p(x) es una funcion uniformemente continua. O

La siguiente férmula es conocida como la Identidad de Parseval y es el andlogo del Teorema de
Pitagoras para dimension infinita.

= ora = a2

n=1

3.6. Expansion en series de Fourier de la funcién soporte

En el caso de la funcién soporte de una figura convexa, tenemos lo siguiente: si la expansion en series
de Fourier de p(t) es

1 o
p(t) ~ §a0 + Z(an cos nt + by, sinnt),

n=0

entonces

o0
p(t) = Z n(by, cosnt — a, sinnt)
n=1

—n?(ay, cos nt + by, sin nt).

NE

(t) =

n=1

Estas expresiones son muy ttiles cuando se trabaja con las parametrizaciones de curvas convexas en
el plano.



Definicion 3.6.1 Dada una figura convexa K se define su punto de Steiner o centroide de curvatura

como - -
2(K) = (;/ p(t) costdt,;/ p(t)sintdt).

— —T

El nombre centroide de curvatura se debe a que, bajo ciertas condiciones de diferenciabilidad, éste
puede ser definido como el centro de masas de 0K con respecto a la funcion de densidad que asigna
a cada punto de OK la curvatura Gaussiana en ese punto.

Una razoén por la que las series de Fourier son ttiles para la convexidad es que importantes conceptos
geométricos, tales com dreas, perimetro y punto de Steiner, se pueden expresar en términos de los
coeficientes de la series de Fourier de la funcién soporte. La siguiente proposicién da un par de estas
relaciones.

Proposicion 3.6.1 Sea p(t) la expansion en series de Fourier de la funcion soporte de una figura
convexa K. Entonces se cumple que

(a) z(K) = (a1,b).
(b) L(K)=m-ayp.

Demostracion 3.6.1 A continuacion la demostracion de ambos incisos.

(a) Se sigue directo de la definicion de a1, by y la definicion del punto de Steiner.

(b) Se sabe que

sustituyendo queda

™

/ p(t)dt = / p(t) ~ %aodt + Z(an/ cos ntdt + by, sin ntdt),
n=0

- - — - -

en el lado derecho de esta igualdad solo la primera integral es diferente de cero, resolviendo la
integral se tiene que L(K) = 7 - ay.

3.7. Desigualdades isoperimétricas

3.7.1. Desigualdad de Wirtinger

Como una primera aplicacén de series de Fourier en el estudio de curvas convexas, tenemos la si-
guiente desigualdad conocida como desigualdad de Wirtinger (ver por ejemplo [35]), la cual sirve
como paso intermedio en varios importantes resultados geométricos.



Teorema 3.7.1 Sea f(t) una funcion continua y periédica de periodo 2w con derivada continua f'(t).
Si 027T f(t)dt = 0 entonces

2 2
/ 2 2
/0 FO12dt > /0 )Pt

con la igualdad si y sélo si f(t) = acost + bsint.

Demostracion 3.7.1 Como f027r f(t)dt = 0, tenemos que el coeficiente ag = 0, entonces

o0

ft) ~ Z(an cos nt + by, sinnt),

n=0

y dado que f'(t) es continua

NE

() =

n(by, cosnt — a, sinnt).

n=1

Por la identidad de Parseval tenemos que

/ O = (@B < 7> e 4 82) = / MO
-7 n=1 n=1 -7

Los griegos ya conocian el hecho de que, en el plano, la curva que encierra drea maxima entre todas
las que tienen una longitud fija es la circunferencia, aunque no se conoce una demostracién de esa
época. Esta afimacion es equivalente a decir que si « es una curva cerrada en el plano con drea A
y longitud L, entonces L? < 4rA, d4ndose la igualdad si y sélo si, a es una circunferencia. Esta
relacién se conoce como la desigualdad isoperimétrica clasica. A continuacién se da una prueba de tal
desigualdad usando la desigualdad de Wirtinger.

Corolario 3.7.1 (Desigualdad isoperimétrica) Consideremos una figura convexa K con frontera dife-
renciable, drea A(K) y perimetro L(K). Entonces

L L(K)?. (3.11)

A(K) <

Demostracién 3.7.2 Sea p la funcion soporte de K y f(t) = p(t) — 5= L(K) para todo t € [0,2r].
Por la formula de Cauchy, tenemos que se cumple

2
0

se sigue por la desigualdad de Wirtinger que
v

[ = [ o2 - 2o+ mpr|ar < [ popa

—Tr —Tr —T



entonces,

| ey 02 e < np,

—T

y por la formula de Blaschke para el drea de K concluimos que

A(K) < iL(K)Q. (3.12)
O

Esta es una desigualdad cldsica la cual ha sido ampliamente estudiada, actualmente existe una gran
cantidad de generalizaciones y variaciones de ella. Podemos usarla para probar el siguiente teorema.

Teorema 3.7.2 (de Bieberbach.) Si A es el drea de la region encerrada por una curva convexa y
cerrada o de didmetro D, entonces
4A < 7D?,

alcanzandose la igualdad si, y solo si, o es una circunferencia.

Demostracion 3.7.3 Del teorema de Rosenthal y Szasz tenemos que D > L. Elevando ambos lados
de la desigualdad al cuadrado y uniendo la relacion resultando a la desigualdad isoperimétrica, ob-
tenemos que m2D?% > [?2 > An A, es decir, D*m > 4A. Para que se alcance la igualdad, ésta debe
darse en las dos desigualdades que entran en juego; por tanto, sélo cumple para la circunferencia.

O






Capitulo 4

Metodologia y Resultados

En este capitulo se presentan los resultados desarrollados durante un trabajo realizado junto con J.
Jerénimo-Castro, dichos resultados también se pueden encontrar publicados en la revista Internatio-
nal Journal of Geometry. Como se verd a en las siguientes pdginas en este articulo se demuestra que
si un cuerpo convexo en el espacio euclidiano tiene la propiedad pedal de la elipse, entonces es un
elipsoide de revolucién. También damos una familia de curvas en el plano con exactamente un punto
equipotencias,que se comporta en cierto sentido, como el foco en una elipse. Por tltimo, se muestra
que dado un cuerpo convexo con la propiedad arménica, dicho convexo debe ser una elipse.

También los resultados de este capitulo forman parte de un articulo de investigacién realizado en
colaboracién con el Dr. Jesuds Jerénimo, M.C. Victor Aguilar y el M.C. Rafael Ayala. Los resultados
se encuentra publicados en la revista Aequationes Mathematicae.

En este capitulo continuamos el estudio de evolutoides de curvas convexas. Se dan algunos resultados
que relacionan el evolutoide con el cuerpo flotacién y de iluminacién, la relacién que hay entre los
centros de Steiner de una curva convexa y su evolutoide.

4.1. Propiedad pedal de la elipse

Recordemos la siguiente propiedad del circulo: si P es un punto en el plano y una linea a través de
P cruza un circulo dado v en los puntos Ay B, el valor de PA - PB, donde XY denota la longitud
del segmento XY, no depende de la eleccion de la linea. Otra forma de mencionar esta propiedad es
que P tiene potencia constante respecto a vy o que P es un punto equipotencial. Podemos pensar en la
pregunta inversa, es decir, si tenemos una curva convexa y cerrada «y en el plano con la propiedad de
que cada punto tiene una potencia constante respecto a -y, es -y un circulo? No es dificil demostrar que
la respuesta es si, el lector interesado puede intentar probarlo o puede leer una prueba de los articulos
por Kelly [43], Kelly y Straus [44], Yanagihara [47], o Rademacher y Toeplitz [45]. Sin embargo,
es posible reducir el nimero de puntos conocidos con la propiedad de potencia constante con el fin
de asegurar que v es un circulo, por ejemplo, JB Kelly [43] demostré que dos puntos interiores con
potencia constante son suficientes para probar que un cuerpo convexo KX C R? es un disco Euclideano.
Por otra parte, hay muchos ejemplos que muestran cuerpos convexos diferentes de discos con un punto
interior con potencia constante (por ejemplo, J. Rosenbaum [46], K. Yanagihara [47], L. Zuccheri
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[48]).

Ahora vamos a considerar una propiedad relacionada. Dado un cuerpo convexo K en R™ decimos
que el punto P € int K tiene potencia pedal constante si por cualesquiera dos hiperplanos soporte
paralelos de K, el producto de las distancias de P a ambos hiperplanos es una constante que no
depende del par de hiperplanos soporte. En otras palabras, P tiene una potencia constante respecto a
la superficie pedal de K de P. En el plano, sabemos que cada foco de una elipse tiene la propiedad
de potencia pedal constante y puesto que la elipse tiene un centro de simetria la constante es la misma
para los dos focos. De ello se deduce que el producto de la distancias de los dos focos de una elipse a
cualquier linea tangente es constante, y esta propiedad por lo general se conoce como propiedad pedal
de la elipse. La demostracion del enunciado inverso se da mds adelante, de hecho, para el espacio
3-dimensional euclidiano es posible probar la siguiente.

Teorema 4.1.1 Sea K un cuerpo convexo en R> y Sea P, € int K dos puntos con potencia pedal
constante. Entonces K es un elipsoide de revolucion con eje de rotacion P(Q).

Sin embargo, (qué se puede decir de las curvas convexas y las superficies con exactamente un punto
con la propiedad de potencia pedal constante? por ejemplo, el centro de una bola euclidiana tiene la
propiedad de potencia pedal constante y es el Unico punto con esta propiedad. En la siguiente seccién
se prueba la existencia de curvas convexas en el plano, ademas del circulo euclidiano, con exactamente
un punto con la propiedad de potencia pedal constante. Esto se realiza mediante la construccién de una
familia de curvas con la propiedad deseada. En la tltima seccion de este capitulo nosotros estudiamos
otra propiedad de la elipse llamada la propiedad arménica y demostramos que una curva convexa que
posee esta propiedad debe ser una elipse.

4.2. Curvas planas con un punto con potencia pedal constante

A continuacién vamos a probar que un cuerpo convexo en el espacio con dos puntos equipotenciales
es un elipsoide de revolucién, sin embargo, ;qué se puede decir de un cuerpo con solo un punto
equipotencial, serd un circulo? Como veremos en esta seccién, hay una infinidad de cuerpos convexos,
diferentes de circulos, con exactamente un punto equipotencial. Daremos un ejemplo de una curva de
este tipo que se obtiene con una construccién adecuada a partir de una curva descrita por Yanagihara
en [47]. Sea K sea el cuerpo convexo delimitada por los segmentos AB,C D y EF pertenecientes a
un hexdgono regular H = ABC DEF, por los tres arcos de los circulos circunscritos a los tridngulos
AOBC, AODEy AOF A como se muestra en la 4.1.

E F

Figura 4.1: Curva de Yanagihara.



El uso de la geometria elemental nos permite ver que O es un punto equipotencial para K, es decir,
el producto de la longitud de los segmentos determinados por O para cada cuerda de K por O es
constante. La curva antipedal de 0K, es decir, la curva que tiene 9K como su curva pedal, es convexa
y consta de arcos de pardbolas. Ahora, vamos a describir con mas detalle como construir una familia
de tales curvas en el plano. Cuerpos convexos en el espacio tridimensional con esta propiedad son
obtenidos mediante la rotacién de las curvas construidas en el plano alrededor uno de sus ejes de
simetria.

Sean = 4k + 2 ser un nimero natural dado por cualquier entero £ > 1. Considere un n-agono regular,
V1, Vs ... V,, con centro O.

Para cada impar i se construyen los arcos de la circunferencia circunscrita al tridngulo AOV;V; 1
de V; a Viy1 (como en la 4.2). Con estas 2k + 1 piezas de arcos y los segmentos V; 1V, 2, donde
Vi+r = V., construimos una curva convexa -y la cual tiene a O como punto equipotencial. La antipedal
de esta curva consiste de 2k + 1 arcos de pardbolas, cada una pasa a través de los puntos medios de
dos arcos de circunferencia vecinos VZ/V:l y Vzmg, el punto medio de el segmento V; 1V 2,y
teniendo a O como foco.

Figura 4.2: Curva con un punto equipotencial.

Para ver esto, considere los puntos medios X7, X3, de los arcos 17-1172 y @, respectivamente, y el
punto medio Y del segmento V,V3. Sea VJ y V4 los puntos tal que V5 y V3 son los puntos medios
de los segmentos OV4 y OV, respectivamente, y sea £ la linea a través de ellos. Asi la pedal de la
pardbola (desde el foco) es la linea tangente a través de sus vértice, tenemos que £ es la directriz de la
parabola ¢ con foco O y vértice Y.

Ahora, sea O; y O3 los puntos medios de los segmentos OX; y OX3, respectivamente. Asf la linea
V5 V3 es tangente comin a los circulos circunscritos al AOV; Ve y AOV3Vy tenemos que O1V5 y
O3V son perpendiculares a V2 V3. Se sigue por la semejanza de los tridngulos, que X Vy y X3V4 son
perpendiculares a £ y OX; = X V) = OX3 = X3V4, asi los puntos X1,X3 pertenecen a (. Notesé
que OX; y OX3 son didmetros de los circulos circunscritos a los tridngulos AOVi Vo y AOV3Vy,
entonces para cada dos puntos Z; € )?1?2 y Zs € @ tenemos que £ X1710 = £X3750 = /2,
asf la curva pedal del arco ﬁ, de , respecto a O, consiste de los arcos circulares )?1?2, XZ)?;), yel
segmento Vo V3.




V3 V3

Figura 4.3: Construccién de la curva.

4.3. Cuerpos con la propiedad pedal constante en tres dimensiones

Un resultado conocido es el siguiente: el producto de las distancias de los focos de una elipse a una
recta tangente cualquiera es constante, siendo esa constante el cuadrado de la longitud del semieje me-
nor. El cual aparece como ejercicio en el libro de Calculo de Apostol. El inverso de esta propiedad fue
probada en [42]. Probaremos ahora una relacién parecida usando precisamente esta caracterizacion.

Lema 4.3.1 Sea K un cuerpo convexo en el plano y sean P, () € int K dos puntos con potencia pedal
constante. Entonces K es una elipse con focos Py Q.

Demostracion del lema 4.3.1. Notemos lo siguiente.
Proposicion. La potencia pedal constante para Py () es la misma.
Demostracion a la proposicion. Sea L una linea a través de Py Q@ y sean L;, y Lo lineas soporte K

paralelas a L. Como se muestra en la 4.4, sea A, A’, B, y B’ las proyecciones de Py () sobre L y
Lo, respectivamente. Tenemos que PA = QA’y PB = QB/, entonces PA- PB = QA’-QB’. O

A A L1

B B Lo

Figura 4.4: Potencia pedal constante para Py Q.



Probaremos que el producto de las distancias de Py () para cualquier linea soporte de K es constante.
De esto se tiene que K es una elipse, usaremos un resultado conocido de que esta propiedad caracteriza
una elipse con focos Py ) (Puede ver la referencia en, [42]). Supongamos que L;, y Lo son lineas
soporte paralelas de K. Como en la demostracién de la proposicion, supongamos que A, A’, B,y B’
son las proyecciones de Py () sobre L; y Lo, respectivamente. Por la proposicién conocemos que
PA-PB = QA’ - QB, i.e., ambos puntos tienes la misma potencia pedal constante y asi AB =
A’ B’ tenemos después de algunos calculos que ya sea PA = QA’ o PA = QB'’. El primer caso es
solo posible si L, L1, y Lo son paralelas, entonces en cualquier otro caso tenemos que PA = QB’.
Esto implica que PA - QA’ es constante, y por continuidad esto es también cierto para el caso cuando
Ly esparalelaa L. O

Prueba del Teorema 4.1.1. Sea u € S? cualquier vector no paralelo a L (la linea a través de Py Q),
y sea 1, : R — u" la proyeccién ortogonal sobre u'. Por hipétesis tenemos que m,(P) y 7, (Q)
tienen potencia pedal constante y entonces por el lema 1 tenemos que 7, (/') es una elipse con focos
7u(P) y 7, (Q). Asf esto es cierto para cada u € S, no paralela a L, por el teorema debido a Blaschke
y Hessenberg [41] concluimos que K es un elipsoide.

Probaremos un poco mads, se probard que K es un solido de revolucién con eje L. El orden para esto
es probar que la cuerda de K que corta a L es un didmetro afin de K, es decir, es una cuerda que a
través de sus puntos extremos pasan planos soporte paralelos a K. Definamos {A, B} := LN JK,y
suponga que AB no es un didmetro afin de K. Sea C'D un didmetro afin de K paralelo a L. Considere
el plano Q el cual contiene a AB 'y CD,y sea v € S? un vector no paralelo a Q y paralelo al plano
soporte de K a través de C'y D. tenemos que 7, (K ) es una elipse con un didmetro afin 7,(CD) y
con focos m,(P) y m,(Q). Por la eleccion de v tenemos que 7,(P) y m,(Q) determinan una linea
paralela a la linea m,,(C D), sin embargo esto paso sélo si la linea 7, (P)m, (@) coincide con 7, (C'D).
Asi, m,(P)7m,(Q) es el eje principal de la elipse 7, (K ) para cada v, esto muestra que AB = CD'y
que los planos soporte de K através de Ay B son ortogonales a AB.

Sea w € S% un vector paralelo a L. Asi 7, (P) = 7,,(Q) tenemos que 7,,(K) es un circulo con centro
7, (P). Es conocido que cada par de secciones paralelas de un elipsoide son homotéticas, entonces
tenemos que cada seccion de K ortogonal a L es un circulo centrado en L. Concluimos que K es un
elipsoide de revolucién con eje de rotacion L. (]

4.4. Media Armonica

Sea £ una elipse con focos Py @). Consideremos una linea ¢ tangente a £ en el punto X,y sea Ay B
las proyecciones de Py () sobre . Ahora, sea R el punto sobre la linea ortogonal a ¢ a través de X

y la interseccién con el segmento PQ. Es conocido que <%= = para cada linea tangente a

D ST
XE_ BQ | AP
£, llamenos a esta propiedad la propiedad armdnica de la elipse. En esta seccién probaremos que una
curva estrictamente convexa con la propiedad arménica es una elipse.



Figura 4.5: Propiedad armonica de la elipse.

Teorema 4.4.1 Sea K un cuerpo estrictamente convexo en el plano y sean P, () € int K dos puntos.
Para cada punto X € 0K, y cada linea { soporte de K en X, sea A, B las proyecciones de P, ()
sobre L. Si la linea perpendicular a £ en X corta al cuadrildtero ABQP un segmento X R tal que

2 1 1

XR AP  BQ

entonces K es una elipse con focos Py Q.
Antes de probar el Teorema 4.4.1 probaremos los siguientes lemas, recordaremos un poco de notacién.

Definicion 4.4.1 Dados cuatro puntos colineales A, B, C, y D, se define larazén cruzada (A, C; B, D)

como el niimero real
r = .
B(E AE’

o
donde XY denota la direccion del segmento de X a'Y.

Lema 4.4.1 Sea T el punto de interseccion de las lineas AB 'y PQ entonces (P,Q; R,T) = —1. Por
otro lado, como ZRXT = 90° entonces /ZPXR = ZRXQ.

Demostracion Sabemos que )é:g % = 2, entonces, por semejanza de tridngulos tenemos

XT XT
[ + = = 2,
BT AT
1 1 2

fr— + ——

BT AT XT
lo cual implica (A, B; X,T) = —1 (ver referencia en [50]), y asi las lineas AP, BQ, y RX son
paralelas, tenemos que (P, Q; R,T)) = —1. Para el segundo enunciado de el lema procederemos como

sigue: asi (P, Q; R,T) = —1yel ZRXT = 90°, y por un resultado conocido en geometria tenemos
que ZPXR=/RXQ. g



P
Figura 4.6: Igualdad de dngulos /PXR = ZRXQ.

Demostracion del Teorema 4.4.1. Primero probaremos que 0K es una curva convexa diferenciable,
es decir, para cada punto X € 0K existe una unica linea soporte de K (es su linea tangente). Para
probar esto, supongamos que existe un punto X € 9K tal que hay dos lineas £ y ¢’ a través de X
las cuales son lineas soporte de K. Podemos suponer que ninguna de las lineas ¢ y ¢’ son paralelas
a PQ), de lo contrario, podemos elegir un par de lineas que no se intersectan en el interior de K y
contenidas en la region encerrada por £ y ¢’ tal que ninguna de ellas es paralela a PQ. Sean Ay B las
proyecciones de Py Q sobre las lineas ¢, y sean A’ y B’ las proyecciones sobre ¢’. Ahora, sean R,y
R’ 1as intersecciones de las lineas perpendiculares a £, y ¢', respectivamente, a través del punto X con
la linea PQ. Por las condiciones de el Teorema, tenemos que Ry R’ deberian estar en el interior de
el segmento PQ. Por el lema 4.4.1 tenemos que /PXR = /RXQy /PXR = /ZR'XQ, lo cual
ciertamente no es posible, entonces hay una unica linea soporte a K en el punto X, es decir, 0K es
una curva diferenciable.

Ahora, para cada punto X € 0K tenemos la propiedad 6ptica ZPXR = ZRX(Q, es conocido que si
una curva convexa, cerrada y diferenciable que tiene la propiedad 6ptica es una elipse (ver referencia
en [49]) con esto concluimos la demostracion de el teorema. O

P R R Q

Figura 4.7: Unicidad de la linea soporte.



4.5. Evolutoides de curvas convexas

Supongamos que estamos en un mundo plano y queremos pelar una papa convexa. El pelador de la
papa produce un corte que hace un dngulo constante « respecto a la linea tangente en el punto de
contacto. Si en cada punto de los limites de una papa convexa K estd actuando un pelador de papas,
al mismo tiempo con el mismo dngulo respecto a la tangente, se obtiene una papa pelada K. A tal
papa pelada K, que resulta ser la envolvente de todas las lineas tangentes le llamaremos evolutoide.
Por otra parte, supongamos que el dngulo « es tal que K, es también una papa convexa. Realicemos
las siguientes preguntas:

(1) ;Coémo se relacionan los perimetros (y areas) de Ky K,?

(2) (Es cierto que K, tiene ancho constante (es centralmente simétrico) si y s6lo si K tiene ancho
constante (es centralmente simétrico)?

(3) Si K, es homotético a K, ;Qué se puede decir sobre K ?

(4) (Como se relacionan los puntos especiales de K (centroide, centroide de Steiner, etc...) respecto
a los puntos de K,?

Un objetivo de esta tesis es dar respuesta a las preguntas (3) y (4) y establecer mds relaciones entre
evolutoides y algunas curvas especiales que se pueden asociar.

La primera y segunda pregunta como se habia mencionado ya han sido resueltas en un trabajo previo
por J. Jerénimo en [16]. De tal trabajo se conocen los siguientes relaciones:

Teorema 4.5.1 L(K,) = cosa - L(K).

Teorema 4.5.2 A(K,) < (cosa)? - A(K), con la igualdad siy sélo si K es un circulo.

A veces cuando encontramos relaciones como las anteriormente descritas, es imposible dejar de pensar
en cuantas cosas maravillosas atin nos depara el mundo de las matematicas. El lector interesado puede
consultar las pruebas de estos Teoremas en [16].

4.6. Evolutoide

Un poco més al respecto sobre la curva K. El contorno de K, es conocido como el evolutoide de
angulo « y fue estudiado por primera vez por Réaumur en 1709 y por Lancret en 1811. Los Evo-
lutoides son importantes en el disefio de los engranajes como lo muestra el estudio hecho por W.
Waunderlich en su libro sobre Plane Kinematics [32]; también hay algunas obras donde los evolutoides
estdn relacionados con el conjunto de centros de simetria (CSS) o conjunto de curvas de Minkowski,
que generalmente es una curva que contiene informacién acerca la simetria de la curva en estudio. Uno
de las obras mencionados anteriormente se debe a M. Hamann [12] para las curvas convexas y otra se



debe a Giblin y Warder [10] para curvas no convexas. Algunos estudios recientes sobre evolutoides
son los realizados por Braude [33] y Inzinger. [37].

El evolutoide con angulo « se denotara a lo largo de este trabajo como -y,,. Para una curva convexa -y
con funcién soporte p nosotros conocemos que su evolutoide con dngulo « tiene funcién soporte p,
la cual puede ser expresada como

Pa(t) =p(t —a)cosa + p(t — o) sin a. “4.1)

Figura 4.8: Funcién soporte del Evolutoide.

La expresion dada para p, es muy util al establecer algunos resultados interesantes sobre la relacién
entre curvas convexas y sus evolutoides, como se muestra por ejemplo en los trabajos de Skrzypiec
[24], Mozgawa, y Skrzypiec [38], donde los evolutoides son relacionados con otro tipo de curvas las
cuales ellos nombran secan-dpticas.

4.6.1. Desigualdad de Chakerian

La siguiente desigualdad se debe a G.D. Chakerian [34].

Teorema 4.6.1 Sean K y M figuras convexas con puntos de Steiner z(K), z(M), y con funciones
soporte respectivas p y h. Entonces se cumple que

m L(M)
/0 p(t) - h(t)dt > w(z(K), z(M)) + mA(K) + T AM).

Una aplicacién de la desigualdad de Chakerian es la siguiente.

Teorema 4.6.2 Dada una curva v y su evolutoide -y, Se tiene que

2
/0 P(Opa(t)dt > 7|2 (K| + —— A(ya).

COS «v



Demostracion 4.6.1 Recordemos que

A(Ya) < cos® aA(y)

L(Ya) < cosal(y)

Luego

2n L(%) L(y)
| pmar > w a0, 2000 + FA6) + A0
= a8, () + T AG) 4 ) A
> (0. (00) + o Al + 5 A)

2
= 7llz(K)|]* + @A(’m).

4.7. Una desigualdad para el area del Evolutoide

Como un primer resultado nosotros tenemos la siguiente desigualdad entre el drea encerrada por la
curva y el area encerrada por su evolutoide.

Teorema 4.7.1 Sea ~y un curva cerrada y convexa de clase C? en el plano y sea o > 0 un niimero
pequerio tal que vy, es también una curva convexa. Entonces

A(va) < cos®a- A(y),

con la igualdad si y sélo si vy es el circulo Euclidiano.

Demostracion 4.7.1 Por la férmula de Cauchy se tiene que

2
A(’Ya) = %/0 [ a(t)2 _pa(t)z]dt7
entonces
Alya) = 1 {cos®a fozﬁ[p(t)2 — p(t)?]dt+ sin? afoz”[p(tﬁ — p(t)?]dt
V2 + sin2a [;T[p(p() — p(OED]dL}

Asi p(t) y p(t) son periédicas con periodo 27 se tiene que

2T
| oo — s = 3i)? ~ 502 ~o.



luego
1 2w 2w
A(Va) = 3 {0052 @ [p(t)? — p(t)?]dt + sin® o [p(t)? — p’(t)2]dt.}
0 0
En otras palabras

™

A(yq) = cos® a - A(y) + %sin2 a/ [p(t)? — p(t)]dt.

—T

Ahora

1 o
p(t) ~ 340 + Z(an cos nt + by, sinnt)

n=0

por su expansion en series de Fourier p(t) (se puede consultar [35]), entonces

WE

p(t) =Y n(by, cosnt — a,sinnt)

n=1

(e @]
p(t) = Z —n?(a, cosnt + b, sinnt).
n=1

Ahora, por la desigualdad de Parseval se tiene

1 T T o o
3 sin? o [/ p(t)%dt — /_7r j)’(t)2dt} = gsin2 a [; n*(a2 +b2) — ;::1 n*(a2 +b2)

)
—T

entonces
0o

A(yq) = cos®a - A(y) + gsin2 e [Z(n2 —nt)(aZ +b2)

n=1

Asit para cada sumando en Yo (n* — n*) (a2 + b2) es no positivo excepto paran = 1, se tiene que

A(7a) < cos®a - A(y),

con la igualdad si y sélo si

1 .
p(t) = 540 + aq cost + by sint,
Esto es, si y solo si p es la funcion soporte de un circulo. ]

Para el perimetro de v y 7, se tiene la siguiente relacién.

Lema 4.7.1 Sea ~ una curva cerrada y convexa en el plano y sea o € (0,7/2). Entonces L(7y,) =
cosa - L(7).

Demostracion 4.7.2 El perimetro para una curva v, viene dado por

27
L(’Yoz) = /0 pa(t)dt,



sustituyendo la parametrizacion de la funcion soporte

21
L(va) = /0 p(t — a)cosa + p(t — a)sinadt

2 2m
= cosa/ p(t — a)dt + / p(t — a)sinadt
0 0

= cosa - L(7).

4.8. Unicidad del evolutoide

Sea ¢ una curva convexa dada en el plano y sea o € (0, 7/2) un nimero dado. Nos preguntamos si hay
mas de una curva ~ tal que ( es su evolutoide correspondiente al dngulo «v. La respuesta es afirmativa
y fue observado por primera vez por T. Apostol y MA Mnatsakanian en [2]. Sin embargo, si afladimos
la hipétesis de convexidad y una orientacién a ¢ obtenemos la unicidad de ~.

Lema 4.8.1 Sea o € (0,7/2) un niimero dado y sea ., una curva convexa en el plano diferenciable.
Entonces hay una tinica curva convexa diferenciable ~ (respecto a una orientacién positva la cual
tiene a vy, como su evolutoide respecto al dngulo .

Demostracion 4.8.1 Supongasé que hay dos curvas 1 y y2 con funciones soporte p1 y pa, y tienen a
Yo como su evolutoide de dngulo . Se tiene que

Pa(t) =p1(t —a)cosa+pi(t —a)sina = pa(t — a) cosa+ pa(t — ) sin a.
Para esto obtenemos

((p(t = a) = pa(t — @), p1(t — @) = pa(t — ), (cos o, sin ) = 0

para cada t € [0,27]. Asi p1(t — @) — po(t — ) y p1(t — ) — p2(t — «) deberia ser igual a 0 o
diferente de 0 al mismo tiempo, tenemos dos posibles casos

(1) (p1(t) — p2(t),p1(t) — po(t)) = (0,0), para cada t € [0,27], entonces
pi(t) = p2(t) y 1(t) = 72().

(2) Hay tyg € (0,2m) (podriamos reparametrizar si es necesario) tal que pi(tg) — p2(tg) # 0y
p1(to) — pa2(to) # 0. Por la continuidad de py — pa y p1 — pa se tiene que hay una vecidad
(t1,t2) C (0,27) de tg tal que p1(t) — p2(t) # 0y p1(t) — p2(t) # 0, para cada t € (t1,t2).
Esto muestra que

pi(t) — p2(t)

p1(t) — pa(t)
ei(at)onces si definimos p(t) = pi(t) — pa(t) entonces p(t) = p1(t) — pao(t) y
plt) _

s — —tana. Si consideramos la curva parametrizada en coordenadas polares por (t, p(t)),

= —tan «,



tenemos que % = tan @(t), donde ¢(t) es el dngulo formado por radio vector y el vector

tangente en el punto (t, p(t)). Esto muestra que ¢(t) = m — «, entonces la curva descrita por
(t,p(t)), para t € (t1,t2), es una parte de un circulo o una espirar equiangular. Asi o < /2
obteniendo que solo el segundo caso es posible, por lo tanto, por la continuidad de p en todo el
intervalo [0, 27] y porque es periddica(con periodo igual a 27) obtenemos que este caso no es

posible.
Concluimos que pi(t) — po(t) = 0, para cada t € [0,27], entonces
M(t) = 2(t). O

4.9. Una caracterizacion del circulo

Teorema 4.9.1 Sea vy una curva convexa, diferenciable y cerrada en el plano y sea o € (0,7/2).
Entonces ~ es un circulo si y solo si 7y, es un circulo.

Con la finalidad de dar la demostracién al teorema 4.9.1 consideremos los siguientes lemas.

Lema 4.9.1 ~y Tiene ancho constante si'y solo si v, tiene ancho constante.

Demostracion 4.9.1 Como es usual, para cada t € [0,27] denotamos por w(t) y wy(t) el ancho
de v y Yo, respectivamente, en otras palabras, w(t) = p(t) + p(t + m) y wa(t) = palt) + pa(t +
). Si suponemos primero que vy tiene ancho constante entonces vy es estrictamente convexa y cada
didmetro afin es binormal, esto es, cada didmetro afin ortogonal a las correspondientes lineas soporte.
Tomemos w,(t) = cosa - w(t — ) (Ver Figura 2), y asi w(t — «) es constante para cada t € [0, 27]
tenemos que w,,(t) es también constante.

Ahora supongamos que 7, tiene ancho constante, esto es, Wy (t) = pa(t) + pa(t + ) es constante
para cada t € [0,27). Sea ty y t1 en [0,27] tal que w(ty) y w(ty) son mdximos y minimos, respec-

tivamente. En ambos casos se tiene que los didmetros afines son ortogonales a sus correspondientes
lineas soporte, entonces p(to) = —p(to + m) y p(t1) = —p(t1 + 7), esto se muestra por ( 4.1) que

W (to 4 @) = pa(to + @) + pa(to + 7 + ) = (p(to) + p(to + 7)) cos a

wa(t1 + @) = pati + @) + pa(ti + 7+ a) = (p(t1) + p(t1 + 7)) cos a.



Figura 4.9: Evolutoide de ancho constante.

Asi wo (to + ) = wy(t1 + «) tenemos que p(ty) + p(to+m) = p(t1) + p(t1 +7), ie., w(ty) = w(ty).
Concluimos que -y tiene ancho constante. O

Lema 4.9.2 Sea v una curva estrictamente convexa y diferenciable tal que vy, es también estricta-
mente convexa y diferenciable. Entonces -y tiene centro de simetria si y solo si v, tiene centro de
simetria.

Demostracion 4.9.2 Si « tienen centro de simetria entonces es fdcil ver que =, tiene también un
centro de simetria. Ahora asumamos que ., es centralmente simétrico y queremos probar que -y es
también centralmente simétrica. El orden para hacer esto es exhibir una curva convexa centralmente
simétrica la cual tiene a ~y,, como su evolutoide y entonces por el lema 4.8.1 tendriamos la conclusion
de la prueba. Sin perdida de generalidad supongamos que O es el centro de . Para cada t € [0, 27]
consideremos d(t) = ||7a(t + &) — (t)|. A v y Yo SOn curvas estrictamente convexas tenemos
que d es una funcion continua y también f, tal que f(t) = d(t + 7) — d(t), es continua. Notesé que
f(t+m) = —f(t) para cada t € [0, 27|, entonces existe un niimero ty € [0,/71’]\2‘61[ que f(to) =0, i.e.,
d(to + ™) = d(tg). Ahora, sea ¢ la curva la cual consiste de el arco y(to)y(to + ) y su reflexion a
través de O. Claramente, ( es una curva diferenciable, estrictamente convexa y centralmente simétrica
con centro en O, y tiene v, como su evolutoide con dngulo «. Por el lema 4.8.1 concluimos que v = (,
esto es, 7y es centralmente simétrica. O

Demostracion al teorema 4.9.1. Es claro que v, es un circulo si -y es un circulo, entonces probaremos
s6lo que -y es un circulo si ,, es un circulo. Primero observemos que porque +,, es de ancho constante
entonces por el lema 4.9.1 v también es de ancho constante, y es estrictamente convexa. Ahora po-
demos aplicar el lema 4.9.2 (asi v, es centralmente simétrica) y obtenemos que 7y es centralmente
simétrica. Conocemos que la Unica curva convexa la cual es al mismo tiempo de ancho constante y
tiene centro de simetria es el circulo. Por lo tanto vy es un circulo.



4.10. Evolutoide izquierdo y derecho

Comencemos definiendo el evolutoide izquierdo y derecho.

Sea K un cuerpo convexo en el plano, y sea 0K acotada. Para cada ¢ € [0,27] sea ¢(t) la linea
soporte de K con vector normal hacia el exterior u(t) = (cost,sint), y sea p(t) la funcién soporte de
K. Recordemos que 0K puede ser parametrizada por

V(1) = p(t)ult) + p(t)u(t),

cont € [0,2x]. Ahora, sea a € [0, 7/2] un dngulo indexado, para cada t considere la linea a través
de (t) la cual forma un dngulo « en el sentido contrario a las manecillas del reloj medido respecto
a la linea soporte ¢(¢). La envolvente de todas las lineas es el evolutoide izquierdo de éngulo «, y
similarmente definimos el evolutoide derecho el cual es obtenido como la envolvente de las lineas que
forman un dngulo « en el sentido de las manecillas del reloj respecto a £(t). El evolutoide izquierdo y
derecho son denotados por 7y, ¥ 7—q, respectivamente, y ellos pueden ser parametrizados como

’704(75) = pa(t)u(t) + pa(t)u(t)>

7—a(t) = p—a(t)u(t) + p—a(t)a(t)v

donde la funcién soporte de los evolutoides (ver la referencias [16], [38], [24]) son expresadas como

pa(t) = p(t —a)cosa + p(t — o) sin v, 4.2)

P—a(t) = p(t + a)cos a — p(t + a) sin a. 4.3)

Figura 4.10: Funci6n soporte del evolutoide izquierdo.

La convexidad y suavidad de un cuerpo K no es suficiente para garantizar que su evolutoide, para un
determinado angulo «, sea convexo. Por ejemplo, el evolutoide izquierdo de una elipse (y también el



derecho) para el dngulo o = %ﬂ' no es una curva convexa, como se demostré por Giblin y Warder en
[10] y también por Wunderlich en [30]. Sin embargo, si el angulo « es lo suficientemente pequefio,
entonces el evolutoide de la elipse es convexo y sospechamos que esto es valido para cualquier curva
suave y estrictamente convexa .

Sea a € (0,7/2) un dngulo fijo y sea p,(t) denota la distancia entre los puntos (¢t — «) y 4 (t). Por
un resultado descubierto por T. Apostol y M. Mnatsakanian [1] nosotros conocemos que el drea del
anillo encerrado entre 7y y 74, el cual denotamos por S,,, puede ser obtenido por

Por otra parte, lo siguiente es cierto.

Proposicién 4.10.1 A(S,) > (sin)? - A(y), con la igualdad si'y sélo si ~y es un circulo.

Demostracion 4.10.1 Asi A(S,) = A(y) — A(ya) y por el Teorema 4.5.2 conocemos que A(vq) <
(cos a)? - A(7y) con la igualdad si'y sélo si vy es un circulo, tenemos que A(Sy) > (sina)? - A(v), con
la igualdad si y sélo si~y es un circulo. (]

Figura 4.11: Area del anillo S,,.



Figura 4.12: Area del anillo S,,.

Lema 4.10.1 Dada la notacion anteriormente, po(t) = sina - R(t — «), donde R(t — «) denota el
radio de curvatura de y ent — «.

Demostracion 4.10.2 Asi v(t — «) = p(t — au(t — a) + p(t — a)u(t — «a) vy
Ya(t) = [p(t — a)cosa + p(t — a)sinalu(t) + [p(t — o) cosa + p(t — a)sinalu(t), después
de algunas simplificaciones tenemos que

pa(t) = [ral(t) =~ -
= sina-||[(—p(t — «)sint — p(t — «) sint, p(t — a) cost + p(t — ) cost)||
= sina- || (—[p(t — a) + p(t — )] sint, [p(t — ) + p(t — a)] cos t) ||
= sina-|p(t —a) +p(t — a)|.

Asi vy es estrictamente convexa 'y tenemos que p(t — o) + p(t — o) > 0, para cada t € [0, 27], por lo
tanto po(t) = sina - R(t — «). O

Corolario 4.10.1 Sea o € (0,7/2) un dngulo fijo. Entonces p,(t) es constante si'y sélo si v es un
circulo.

Demostracion 4.10.3 Por el lema 4.10.1 tenemos que p,, es constante si'y sélo si R(t — «) es cons-
tante, esto es, si 'y solo si vy es un circulo. O

Observacion 4.10.1 EI Corolario 4.10.1 puede ser interpretado como sigue: si la rueda delantera de
una bicicleta hace un dngulo fijo con respecto al marco entonces los caminos de las ruedas trasera y
delantera describen circulos concéntricos.

Observacion 4.10.2 Si R, (t) denota el radio de curvatura de 7, en el punto 7, (t) entonces es fdcil
probar que Ro(t) = R(t — a)cosa + R(t — ) sin o. De esta relacion tenemos que el centro de
curvatura de v, en el pardmetro t coincide con el centro de curvatura de v en t — «, para cada
t € [0,2x], si y solo si R(t — ) = 0 para cada t € [0,27], i.e., si y s6lo si y es un circulo.



Observacion 4.10.3 Sea O(t — «) el centro de curvatura de ~y en ~(t — «). Asi el dngulo entre el
segmento [O(t — «),y(t — )] y la linea a través de O(t — «) perpendicular a la linea ~(t — a)7yq(t)
es o, por el lema 4.10.1 sabemos que [y(t — «),v4(t)] es ortogonal a [O(t — a),v4(t)].

Abhora recordaremos la definicién de otra curva interesante. Para una curva en el plano v y un punto
pedal fijo p, la curva pedal de ~ es el conjunto de puntos x tal que, la linea px es perpendicular a la
tangente ¢ de la curva que pasa a través del punto z. Con esta definiciéon en mente introducimos la
siguiente notacién: dado un punto fijo p y un nimero fijo o € (0,7/2) denotamos la regién(el anillo)
entre la curva pedal de v y 7, por S, (p). Sorprendentemente lo siguiente es cierto.

Proposicion 4.10.2 Para cada punto p en el plano tenemos que

A(Sa(p)) = (sina)? - A(v),

esto es, el drea del anillo S, (p) no depende de la posicion del punto pedal p.

Demostracion 4.10.4 Sin perdida de generalidad podemos asumir que p es el origen del sistema de
coordenadas. Sea p 'y p la funcién soporte de v y 7y, respectivamente. Note que dos curvas pedal
pueden ser parametrizadas en coordenas polares como (t,p(t)) y (t,pa(t)), y por la formula para el
drea en coordenadas polares tenemos

2 2T
A(Sa(p) = %/0 p(t)* dt — %/0 Palt + ) dt,
2T
= % ; [p(t)? — p(t)*(cos a)® — p(t)*(sin a)® — p()p(t) sin(2a)] dt,
2T
- % 0 [p(t)?(sin)? — p(t)%(sin a)® — p(t)p(t) sin(2a)] dt.

Asi p(t) es una funcion periddica con periodo 27 tenemos que

27 2T
%/0 [p(t)p(t) sin(2a)] dt = %sin(2a)/0 [%p(t)ﬂ dt =0,

y asi
27
A(Sa(p)) = 5(sina)’ /0 [p(t)? — ()] dt.

Por la férmula de Cauchy para el drea en términos de la funcion soporte (ver [39]) tenemos que
A(Sa(p)) = (sina)® - A(). O

4.11. Relacion de los puntos de Steiner de una curva y su evolutoide

Un resultado muy interesante que relaciona el centroide de Steiner de una curva «y con su evolutoide
7o es el siguiente teorema, antes recordemos que dado un cuerpo convexo K con funcién soporte p(t)
el centroide de Steiner se expresa en variable compleja como

S(K) = / " ()t dt.

—T



Teorema 4.11.1 Sea ~y una curva convexa y cerrada en el plano. Entonces para cada o € (0,7/2)
tenemos que s(,) = s(7).

Demostracion 4.11.1 tenemos que

sa) = » / " palt)et dt,

T

- & [cos o' p(t — )’ dt 4 sina/ pt —a)elt=o) dt} ,
™ -

= e? [cosoz “dt —I—Slna/ p(t)e’ dt} .

Por cambio de variables en la iiltima integra para u = €', dv = p(t)dt y aplicando integracién por
partes, tenemos

5(Ya) = 67 [COSQ/ p(t)e dt + sin o <eitp(t)‘7_rﬂ - z/ p(t)e' dt)} ,

= e? </ p(t)e' dt> (cosa —isin ),
- £° / p(t)et dt,

—T

T
1

= —/ p(t)e' dt,
™

4.12. Cuerpos de iluminacion y flotacion

Sea K un cuerpo convexo en R™, y sea § < vol, (K) un nimero real positivo. El cuerpo de flotacion
K es definido como la interseccién de todos los subespacios cerrados que separan a K y una regién
de volumen fijo vol,, (K) — 9.

Figura 4.13: Cuerpo de flotacion K.



Ahora, dado un niimero positivo § se define el cuerpo de iluminacién K° de K como el conjunto

K% = {z € R" : vol,(conv(z U K)) — vol,,(K) < 6}.

Figura 4.14: Cuerpo de Iluminacién.

Un interesante e importante problema en Geometria convexa relacionada con el cuerpo de flotacion es
la conjetura homotética realizada por C. Schiitt y E. Werner en [23]: Tiene un cuerpo convexo K que
ser un elipsoide, si K es homotético a Kg para algiin § > 0?

En [23] en efecto, ellos prueban que si hay una sucesién d;, — 0 tal que K, es homotética a K para
todo £ € N (con respecto a el mismo centro de homotecia), entonces es un elipsoide. finalmente, en
[29], E. Werner y D. Ye dan una prueba completa de la conjetura.

Es de nuestro interés el problema de alguna forma andloga para el caso de evolutoides en lugar de
cuerpos flotantes, es decir, tiene un cuerpo convexo K en el plano tiene que ser un circulo si para
alguna o € (0,7/2) el evolutoide K, es homotética a K? La respuesta es dada por el siguiente
teorema.

Teorema 4.12.1 Sea v una curva convexa, cerrada y estrictamente convexa en el plano y sea o €
(0,7/2). Entonces v, es homotética a ~y si'y sélo si es un circulo

Demostracion 4.12.1 Supongamos que el radio de homotecia es A, i.e., Yo = © + X -y para algiin
vector © € R2. Entonces, el perimetro y drea son relacionados como L(y) = X - L(74) y A(y) =
A2 - A(7a). Por los Teoremas 4.5.1 y 4.5.2 conocemos que L(v) = (cosa)™! - L(ya) y A(y) >
(cos )2 - A(7a), con la igualdad si 'y sélo si ~y es un circulo. Asi \ deberia ser igual a (cos o)™
tenemos que A(y) = (cos a)2 - A(7a), esto es, v es un circulo.

O

Ahora vamos a relacionar los evolutoides con los cuerpos de flotacién y demostrar que si cada evolu-
toide es al mismo tiempo un cuerpo de flotacién entonces la curva es un circulo euclidiano.

Antes de probar el siguiente teorema tenemos que notar que la frontera de un cuerpo convexo dado
K C R? es estrictamente convexa si y s6lo si su funcién soporte es diferenciable ( véase, por ejemplo



[21]), se sigue que si un evolutoide K es convexo entonces es estrictamente convexa si y solo si 0K es
de clase C?. Por otro lado esto fue probado por Schiitt Werner[22] que el cuerpo convexo de flotacién
siempre es estrictamente convexo. Se sigue que si el evolutoide de un cuerpo convexo de clase C? es
la frontera de un cuerpo de flotacion convexo entonces es diferenciable y estrictamente convexo.

Teorema 4.12.2 Sea vy una curva cerrada convexa de clase C*? en el plano y sea 3 € (0,7/2) un
niimero pequerio y fijo. Si para cada o € (0, () se tiene que 7y, es la frontera de un cuerpo de
flotacion de y, entonces vy es un circulo.

Demostracion 1. Supongamos que ~y no es un circulo. Sea tg,t; € [0, 2]los valores para el dngulo
t donde la curvatura de vy alcanza el minimo y el méximo, respectivamente. Sea w una copia de
~ bajo un movimiento rigido o de tal manera que el punto 7 (tp) coincide con o(~(¢1)) y ambas
curvas comparten la linea tangente ¢ y estan contenidas en el mismo plano (como se muestra en
la 4.15). Por un resultado conocido de Geometria diferencial (ver referencia en [26])se tiene un
intervalo abierto (t2,t3) que contiene a tg tal que para cada t € (t2,t3) la distancia de w(t) a £ es
mas grande que la distancia de y(¢) a ¢. En otras palabras, en una vecindad V' de ~y(t() se tiene que
{VNnw}\{7v(to)} C int(conv(y)). Sea oy € (0, 5) un dngulo lo suficientemente pequeiio a partir del
rayo que inicia en 7y () y formando un dngulo g, respecto a £ en sentido contrario a las manecillas
del reloj, ademads intersecta a w y <y en la vecindad V. Sea p y ¢ los puntos donde este rayo intersecta

aw . For la eleccion de€ «g S€ tiene uc p S 0),q €1l arco 0)pP esta contenido en conv ,
y 7- Por la eleccién d iene q [v(to), q] y el arco y(to) id ()

por lo tanto el drea de la regién cortada por el rayo ~y(¢9)g en conv(w) es mds pequefia que el drea
cortada en conv(7y). Esto contradice el hecho de que ~y,, es un cuerpo de flotacién de K. Por lo tanto,
la curvatura de v es constante, esto concluye que -y es un circulo. O

¥(to) 14

Figura 4.15: Si los evolutoides son cuerpos flotantes entonces ~y es un circulo.

Demostracion 2. Sea ty € [0,27] un nimero fijo y sea ap € (0,/) un dngulo. Sea [z,7(to)] la
cuerda de chord of + la cual forma un dngulo o respecto a la linea tangente a «y en 7y(¢g), en sentido
contrario a las manecillas del reloj. usaremos la siguiente propiedad de los cuerpos de flotacién (ver
[28]): a través de cada punto de K hay la menos una linea que corta un drea A de K. Entonces,
porque 7., es diferenciable y estrictamente convexa tenemos que cada linea que es tangente a o,
corta conjuntos de drea contante. También es conocido (ver [28]) qye kis oybtis neduis de cada cuerda
de v y tantentes a 7,, pertenecen a 7,,. Por la observacion 4.10.3 se tiene que [Vq, (fo + @), Oy, ]
es ortogonal a [z,7(to)], asi, tenemos que ||z — O(to)| = ||v(to) — O(to)]|; esto es verdad para
cadaay € (0,5) se tiene que el arco m (en sentido de las manecillas del reloj) es un arco de
algun circulo. Procediendo de la misma manera podemos demostrar que -y es la unién de un niimero
adecuado de arcos de circulo superpuestos. Por lo tanto, « es un circulo. O

Para el caso especial cuando el dngulo o = 7 /2, esto es, cuando 7, es la evoluta de v podemos probar



lo siguiente.

Teorema 4.12.3 Sea ~y una curva convexa cerrada en el plano. Si cada linea normal biseca el drea
encerrada por ~y, entonces -y es un circulo.

Demostracion 4.12.2 Primero probaremos que -y es una curva diferenciable. Supongamos que hay
un punto x € -y tal que hay dos lineas soporte {1, {5 de ~y a través de x. Si esto pasa entonces hay dos
lineas normales diferentes a través de x cada una de ella biseca el drea encerrada por . Ciertamente
esto no es posible, asi v es diferenciable.

Ahora probaremos que -y es estrictamente convexa. Supongamos que hay un segmenteo [x,y] C . Si
este es el caso entonces para cada punto z € [z,y| la correspondiente linea normal biseca el drea
encerrada por ~y. Sin embargo no puede haber solo una linea ortogonal a [x,y] y que biseque el drea
encerrada por y. Esto muestra que -y es estrictamente convexa.

Sea x € 7y un punto arbitrario y sea {,, la vinica linea normal a vy a través de x. Sea z € -y el otro punto
de interseccion entre v y £,. Si £, es la linea normal a =y en el punto z entonces ya que cada linea
normal divide al drea, tenemos que {, = {; en este caso la cuerda [z, z| es llamda binormal. Dado
que los cuerpos de ancho constante son caracterizados por la propiedad de cada normal es también
una binormal (ver [5] para esta referencia), tenemos que y es una curva de ancho constantes y cada
binormal es un didmetro de ~y. Por otro lado, Harazisvili [ 14] comprobaron que si cada diametro afin
biseca el drea de un convexo, entonces la figura tiene un centro de simétria. Asi tenemos que -y tiene
ancho constante y un centro de simétria, por lo tanto es un circulo. ]

4.13. Coincidencia del evolutoide izquierdo y derecho

Dada una curva convexa y cerrada «y y un dngulo fijo a € (0,7/2), no podemos decir en general que
siempre ocurra que vy, = 7Y—q, €n otras palabras, el evolutoide izquierdo y derecho son usualmente
distintos. Sin embargo, que se puede decir hacerca de una curva + si el evolutoide izquierdo es el
mismo que el derecho? La respuesta es que el cuerpo convexo quién tiene frontera -y tiene un cierto
tipo de estabilidad, este enunciado lo explicaremos mas ampliamente despies. De (4.2), y (4.3), es
facil ver que el evolutoide izquierdo y derecho coninciden si y sélo si

p(t — a)cosa+ p(t — a)sina = p(t + o) cos @ — p(t + ) sin av. 4.4)

Por otra parte, si -y tiene simetria rotacional de dngulo 2a en el origen, entonces obtenemos que
p(t — o) = 0 para cada t € [0, 27]. De ello se deduce que, en tal caso 7y es una circulo. Sin embargo,
vamos a demostrar en el teorema 4.13.1 que si los evolutoides izquierdo y derecho para el mismo
angulo « coinciden, entonces -y es la frontera de un cuerpo de iluminacion de . Antes de probar
el teorema daremos un lema que se mantiene incluso si el evolutoide izquierdo y derecho son curvas
diferentes.

Lema 4.13.1 Sea y una curva estrictamente convexa de clase C? en el plano y sea o € (0,7/2) un
niimero fijo. Para cada t € [0,27] defina q(t) = vo(t + o) — y_o(t — ). Entonces q(t) es paralela
a(t). Por otro lado, q(t) = R(t) sin(2a)u(t).



Demostracion 4.13.1 Por (4.2) y (4.3 tenemos

Ya(t + @) = [p(t) cos a + p(t) sin aju(t + «) + [p(t) cos a + P(t) sin au(t + «)

Y—alt — ) = [p(t) cos a — p(t) sin a]u(t — a) + [p(t) cos a — p(t) sin ai(t — ).

Es fdcil ver que u(t + o) = cosa - u(t) + sina - a(t), u(t + a) = cosa - u(t) — sina - u(t),
u(t —a) = cosa - u(t) — sina - (t), and u(t — ) = cos av - 4(t) + sin o - u(t). Entonces después
de algunas simplificaciones tenemos que

q(t) = Ya(t + @) = 7-a(t — a) = [p(t) + H(#)] sin(20) - a(t),
esto es,
q(t) = R(t) sin(2a) - u(t).

Con lo cual concluimos la demostracion. O

Observacion 4.13.1 Este lema podria también ser probado usando el Lema 4.10.1.

Teorema 4.13.1 Sea ~y una curva estrictamente convexa de clase C? en el plano y sea o € (0,7/2)
un niimero fijo. Si v, = y—_q entonces -y es el la frontera del cuerpo de iluminacion de ~,,.

Demostracion 4.13.2 Si el evolutoide izquierdo y derecho coinciden entonces ~y es la [-isoptica de
Yo con dngulo de vision 3 = m — 2q, esto es, la curva debajo de v, es vista con dngulo constante {3.
Por el lema 4.13.1 tenemos el que el segmento q(t) = [Va(t+ ), v—a(t — &)] es paralelo a ' (t), para
cada t € [0,27]. como se demostré por W. Cieslak, A. Miernowski, y W. Mozgawa en [6] (Theorem
5.1), un par de curvas v y vy, con las dos condiciones dadas anteriormente tienen la propiedad que ~y
es la frontera de un cuerpo de iluminacion de . Esto completa la demostracion. ]

Figura 4.16: Cuerpo con coincidencia del evolutoide izquierdo y derecho.



Ahora recordemos el concepto de cdustica para una mesa de billar: una cdustica es una curva plana
dentro de una mesa de billar tal que si un segmento de una trayectoria de billar es tangente a esta
curva, entonces también lo es cada segmento reflejado. Tenemos que -y, es la cdustica de ~y para el
angulo de reflexion constante «. Esta clase de cdusticas son nombrados por E. Gutkin como cdusticas
de dngulo constante. Claramente, el disco euclidiano tiene cdusticas de dngulo constante para todos
los dngulos o € (0,7/2), Sin embargo, nos preguntamos si hay curvas convexas, ademas del disco
euclidiano, tal que para algtin dngulo o € (0, 7/2) La cdustica correspondiente es de dngulo constante,
y si este es el caso, para que valores de « es posible esta situacién. En [11] E. Gutkin dio una condicién
necesaria para la existencia de curvas no circulares I' que tienen una caustica de dngulo constante Iy,

Theorem G. Sea I" una mesa no circular de billar con caustica de dngulo constante 'y, 0 < 6 < 7/2,
entonces existe un entero n > 1 tal que

tan(nd) = ntan6. 4.5)

De acuerdo a [7], si 0 satisface la ecuacion (4.5) para algin n > 1 entonces /7 es irracional. Se
deduce de los teoremas de Gutkin y Cyr’s, que si para un dngulo racional « € (0, 7/2) los evolutoides
izquierdo y derecho de una curva -y coinciden, entonces -y es un circulo.

El siguiente lema fue previamente probado por Bezdek y Conelly [3] usando Series de Fourier. Aqui
damos una prueba usando solo dlgebra vectorial.

Lema 4.13.2 Sea vy una vurva convexa, cerrada y diferenciable tal que los puntos medios de los lados
de cada tridngulo equilatero circunscrito pertenecen a vy. Entonces v es un ctrculo.

Demostracion 4.13.3 Supongamos que el origen 0 esta contenido en el interior de la region encerra-
da por . Sea t algiin niimero en el intervalo [0, 27] y sea T'(t) el tridngulo equilatero circunscrito a ~y
tal que uno de sus lados es ortogonal a u(t), como se muestra en la 4.17. Denotemos por m(t) y r(t) el
centro y radio, respectivamente, de el circulo inscrito en T (t). Tenemos que m(t) y r(t) son funciones
diferenciables y periddicas con periodo igual a 27 /3. Expresamos ~(t) como y(t) = m(t)+r(t)-u(t),
entonces

(1), u(t)) =0,

Obtenemos que
(m(t) + 7(t) - u(t) +r(t) - a(t),u(t)) = (m(t),u(t)) + r(t) = 0. (4.6)

De una manera andloga obtenemos que

(m(t +2/3m),u(t +2/3m)) +r(t+2/37) =0, 4.7)
y

(it + 4/37), u(t +4/31)) + r(t + 4/37) = 0. 4.8)
De (4.6), (4.7), y (4.8) Asi v(t) = r(t +2/37) = r(t +4/37), m(t) = m(t + 2/37) = m(t +

4/3n), 7(t) = 7(t +2/37) = 7(t + 4/37), y m(t) = m(t + 2/3n) = m(t + 4/37) tenemos que
(m(t),u(t) —u(t+2/3m)) =0y (m(t), u(t) —u(t+4/3m)) = 0. Asi los vectores u(t) —u(t+4/3m)
u(t) —u(t+2/3m) son no colineales y tenemos m(t) = 0, i.e., m(t) = m para un vector constante m.
Finalmente, usando que m(t) = 0 para cada t € [0, 27, de la ecuacion (4.6) obtenemos que 7(t) = 0.
Asi el centro m(t) y el radio r(t) son constantes, Concluimos que y es un circulo. O



Figura 4.17: Tridangulo equilatero circunscrito.

El siguiente lema puede ser probado en el mismo sentido. Este resultado fue primero probado por
Khassa [19] y después por H. Groemer [8]. Nuestra prueba, es exactamente la misma como la demos-
tracién del lema 4.17, es simple.

Lema 4.13.3 Sea v una curva convexa, cerrada y diferenciable, tal que toca los puntos medios de los
lados de cada rectdngulo circunscrito a . Entonces vy es un circulo.

De manera un mas general nos planteamos la siguiente conjetura.

Conjetura Sea n > 5 un nimero entero fijo y sea -y una curva convexa, cerrada y diferenciable talque
para cada n-gon, equiangular circunscrito v toca a los puntos medios de los lados. Entonces v es un
circulo.

Respecto a esta conjetura es importante decir que no podemos reemplazar la hipdtesis de que los
puntos medios de los lados de cada n-agono equiangular circunscrito pertenecen a -y por la hipétesis
de que cada n-agono equiangular circunscrito es regular. De hecho, se sabe que por cada poligono
regular P existe una curva convexa ( diferente del circulo) que puede ser girado dentro de P de tal
manera que en cualquier momento la curva toca a cada lado de P . Una curva de este tipo es conocido
como un rotor para P . Por ejemplo, cada cuerpo convexo con ancho constante 1 es un rotor para el
cuadrado de lado 1. Para obtener mds informacién acerca de rotores en poligonos , el lector interesado
puede consultar el libro [35] escrito por Groemer .

Como nuestro tltimo resultados tenemos una demostracion simple del siguiente caso particular del
teorema de Gutkin-Cyr.

Proposicién 4.13.1 Sea v una curva en el plano, estrictamente convexa, cerrada y de clase C*. Asu-
mimos que vy posee una cdustica convexa con dngulo constante /3. Entonces y es un circulo.

Demostracion 4.13.4 Por las condiciones de la proposicion tenemos que



Vr/3 = V—r/3 Y también, vy 3 es la caustica de dngulo constante de . Es fdcil ver que para cada
punto x € v hay puntos y y z en 7y tal que el tridngulo equilatero Axyz es circunscrito a 7y 3. En
efecto, sea y, z € ~ dos puntos tal que [z, y] y [y, 2] son tangentes a ,, y sea ', x' € ~ dos puntos tal
que [z, 2'] y [z, 2] son tangentes a ~y,. Dado que los dngulos £z'vy = w/3 y £x'zy = /3 tenemos
[z, 2] v [2,2'] son ambos paralelos a la linea tangente a ~ en y. Esto es solo posible si ¥’ = 'y
2! = z, ast [z, x] es también tangente a ~y,,.

Sea m, n, y p, los puntos de contacto entre 7y, y los lados [x,y], [y, ], y [z, x|, respectivamente. Por
el lema 4.10.1 tenemos ||x —m|| = ||z — pl|, lly — m|| = ||y — nl, y ||z — n|| = ||z — p||; esto implica
que AN\mnp es equilatero y sus lados son paralelos a los respectivos lados del triangulo N\xyz. Esto
muestra que m, n, y p, son los puntos medios de los lados del tridngulo Nxyz. Aplicando el lema 4.17
y concluyendo que ~y,, es un circulo. Por el Teorema 4 en [16] tenemos finalmente que y es también
un circulo. g

Observacion 4.13.2 De una manera completamente andloga es posible demostrar que si 7y tiene una
cdustica convexa con dngulo constante /4 entonces es un circulo.



Capitulo 5

Conclusiones

En este trabajo de tesis hemos tratado de abordar una serie de tépicos que a nuestro parecer resultan
relevantes debido a que han sido tratados desde el siglo XVII hasta la actualidad y que resultaron
eventualmente en un esfuerzo fructifero, pues las conjeturas planteadas en los objetivos fueron proba-
das matematicasmente. También se tienen dos articulos publicados basados en este trabajo. Atn asi,
lo que presentamos aqui supone un trabajo atin incompleto debido a que el estudio en estos temas
puede seguir extendiéndose; generalizando los teoremas y encontrando relaciones con mas areas de
Matematicas. Esta no es una tarea fcil y supone un gran reto.

Uno de los conceptos mds utilizados fue el de evolutoide, a continuacién se da una propuesta para
extender el concepto de evolutoide en R™.

Sea K C R", definamos H = {J € R"!|/(nj,ny) = o, KN.J # (}, donde nj resulta ser el vector
normal del hiperplano J y nx el vector normal del hiperplano soporte en x de K conz € K N J.

Definicion de evolutoide en R". Sea K C R™ un cuerpo convexo, a la envolvente de todos los
planos del conjunto H que forman un dngulo « le llamaremos evolutoide de K, denotado como K.

Consideremos un punto P € K, el hiperplano soporte a K por P y el conjunto de hiperplanos por
P tal que sus vectores normales forman dngulo « respecto al vector normal del hiperplano soporte,
entonces la interseccion de los semi-espacios generados por los hiperplanos generan un cono-esférico.
Dicho esto podemos dar una interpretacién del evolutoide para el caso en R,
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Figura 5.1: Evolutoide en R3.

Al respecto, podemos observar que lo siguiente es cierto.

Teorema 5.0.1 Sea K C R3 un cuerpo convexo tal que su evolutoide K, para algiin o € (0, 5) es
homotético a K. Entonces K es una bola Euclidiana.

Por dltimo merece la pena dedicar un tiempo a las siguientes preguntas. Lo cual sugiere una continua-
cién del presente trabajo.

Consideremos K C R", y K, evolutoide de K.

1. Si K, es caustica de K, ;serd K una bola Euclidiana?

2. (Existirdn desigualdades para relacionen el drea de la superficie, el volumen de K'y K,,?
3. Si K y K, son homotéticos, ;sera siempre K una bola Euclidiana?

4. (Cémo se relacionan los puntos de Steiner de Ky Kypna?

5. (Qué relacioén existe entre Ky K, con los cuerpos de flotacion e iluminacién?
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