UNIVERSIDAD AUTONOMA DE QUERETARO

Universidad Auténoma de Querétaro

Facultad de Ingenieria

Estudio de las ecuaciones de memoria con calculo fraccional
para la descripcion de la relajacion dieléctrica en materiales
poliméricos

TESIS

que para optar por el grado de
Ingeniero Fisico

PRESENTA

David Raul Carranza Navarrete

Asesor:
Dr. Sadl Ivan Herndndez Hernandez, Facultad de Ciencias, UNAM

Santiago de Querétaro, Querétaro.

Septiembre de 2023






Resumen

Este trabajo aplica el calculo fraccional al modelo teérico Havriliak-Nagami, que describe,
mediante pardmetros experimentales, la relajacion dieléctrica de polimeros. Aunque existen
diferentes modelos de la relajacion dieléctrica, el utilizado aqui es el que modela de manera
mds adecuada el fenémeno. El modelo con célculo fraccional utiliza ecuaciones con un kernel
de memoria, con el fin de observar la evolucién de la funcién de correlacién dipolar, primera
y segunda memoria. Se modifican las ecuaciones de la evolucién de la funcion de correlacion
dipolar con efectos de memoria mediante cédlculo fraccional y se resuelven numéricamente
aplicandolas a sistemas poliméricos que exhiben relajacion dieléctrica en el intervalo de
frecuencias de relajaciéon a y normal. Finalmente, se ofrece la aplicacion del modelo con
célculo fraccional, y la interpretacion fisica que ha dado de la segunda memoria la literatura
cientifica.
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Introduccion

Este trabajo presenta una generalizacion del formalismo de Mori-Zwanzig aplicado al es-
pectro de relajacion dieléctrica en mezclas y soluciones de polimeros. La generalizacion
consiste en utilizar derivadas de calculo fraccional para describir la dindmica de la funcién de

autocorrelacion de momento dipolar.

Una derivada fraccional es una funcion integro-diferencial que tiene exponentes de dife-
renciacion no enteros, sino cualquier numero real o complejo, a diferencia de lo que sucede

en el calculo diferencial ordinario.

El célculo fraccional apareci6 a finales del siglo XVIII de la mano de Leibniz (Torres, 2016).
Hoy en dia se utiliza para describir una gran variedad de fenémenos como comportamientos
no locales, amortiguacion en fluidos viscoeldsticos, difusion espacio-temporal, etc. (Atangana,

2017)

Para una exposicion detallada sobre la historia del célculo fraccional y una muestra de
sus aplicaciones se recomienda revisar el trabajo de Ross (2006). Para los fines de este trabajo,
simplemente hay que mencionar que existen diferentes formulaciones del calculo fraccional.

Las mdas conocidas son:

» Integral de Riemann-Liouville: es la formulacién clésica del calculo fraccional. Se trata

de una integral obtenida a partir de una serie de Fourier.

1

D, f(x):m

f x-0'  f(rde (1)

,donde D" f(x) corresponde a la derivada ddxyy f(x),conv=0
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» Integral fraccional de Hadamard

1Lt f)
o —
IDf(n= r@l). Goare ds )

I representa la integral fraccional de Hadamard, donde:

a es el orden de la integral, a es el limite inferior de la integral, I'(a) es la funcién gamma,

que se utiliza para normalizar la integral.

» Derivada de Caputo-Fabrizio

“DYf(r) 3)

donde: C es la etiqueta que indica que se trata de la derivada de Caputo-Fabrizio, a es
el punto de evaluacion, D es el operador de derivada, t es la variable independiente, a

indica el orden de la derivada.

Este trabajo se estructura en seis capitulos. El primero ofrece los antecedentes teéricos

sobre materiales poliméricos, relajacion dieléctrica en polimeros y el método para medirla.

El segundo capitulo se encarga de las funciones de correlacion. Para ello, explora el movi-
miento browniano y las ecuaciones de Langevin. De aqui se desprende la funciéon de memoria,

que después se representa con cdlculo fraccional.

El tercer capitulo aborda los modelos teéricos y empiricos que se han propuesto para
describir la relajacion dieléctrica, sin célculo fraccional: Debye, Cole-Cole, Cole-Davidson y

Havriliak-Negami.

En el cuarto capitulo se obtiene el modelo con célculo fraccional aplicado al formalismo de
Havriliak-Nagami, que es hasta ahora el modelo experimental que describe mejor la relajacion

dieléctrica.

El quinto capitulo consiste en hacer uso del modelo para obtener la constante dieléctrica,
las curvas de correlacion, y la primera y segunda memoria, con sus respectivas partes reales e
imaginarias. En la primera seccidon se muestran las curvas para tres valores de a, mantenién-
dola constante y con una variacién de § entre 0y 1; en la segunda seccidn, se repite el ejercicio,

pero ahora con tres valores 3, que se mantiene constante, y con una variaciéon de a entre 0y 1.
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Finalmente, el sexto capitulo modela el comportamiento de la relajacion dieléctrica, la
funcion de correlacion, la primera y segunda memoria para el cristal liquido OBPI (bifenilo-2-
ylisobutirato), y aflade gréficas para la viscosidad rotacional, que es la cantidad fisica con la

que la literatura ha relacionado mecanicamente la segunda memoria.



Capitulo 1

Materiales poliméricos y relajacion

dieléctrica

1.1. Polimeros

Los polimeros son macromoléculas formadas por un conjunto ordenado de monémeros. Una
cadena polimérica suele tener un peso molecular de entre 10* y 10® g/mol. Los polimeros se

forman principalmente mediante un proceso de condensaciéon o un proceso de adicion.

La mayor parte de los polimeros son malos conductores, por lo que es comun utilizarlos
como aislantes eléctricos o dieléctricos. No obstante, también existen polimeros conductores;

por ejemplo, algunos polimeros no termopldsticos, como los poliacetilenos o polipirroles.

El peso molecular promedio se define como

My, =X fiM; (1.1)

donde M; representa el peso molecular medio de un rango del polimero y f; representa la

fraccion del peso del polimero en una determinada posicion.

La longitud promedio de un polimero se obtiene considerando el grado de polimerizacién,

que consiste en las unidades monoméricas repetidas a lo largo de la cadena. Esta longitud
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se calcula mediante el cociente del peso molecular del polimero y el peso molecular de la
unidad de repeticiéon. Después se divide la cadena polimérica en rangos y se asocia con el

peso molecular promedio.

Existen distintos modelos para describir un polimero, aunque el mas utilizado es el de
esferas-resortes (bead-spring) propuesto por Rouse (1953). En este modelo, la cadena principal
cuenta con una cantidad N + 1 de monémeros unidos mediante resortes sin masa N. Este
modelo fue utilizado para describir la relajacion dieléctrica de cadenas poliméricas por Bruno
Zimm (1956). De acuerdo con Herndndez (1998), este modelo, sin embargo, no explica el
comportamiento de cadenas poliméricas entretejidas. Para este caso fue desarrollado el

modelo de tubo por Gennes (1971), y por Doi y Edwards (1978, 1979).

1.1.1. Clasificaciéon de polimeros

De acuerdo con Askeland (2011), un pardmetro para clasificar los polimeros es la estructura
molecular. Asi, se puede distinguir entre (1) polimeros lineales y (2) polimeros ramificados.
Los polimeros lineales tienen una cadena principal sin cadenas laterales adicionales; por el
contrario, los polimeros ramificados, ademads de la cadena principal, cuentan con cadenas

secundarias o ramales unidas a ésta.

Si se atiende al pardmetro de composicién quimica, se halla que existen homopolime-
ros (cadena con un solo tipo de monémeros) y copolimeros (cadena con varios tipos de

monoémeros).

Considerando estos dos parametros, Askeland (2011) distingue entre (1) polimeros termo-

plasticos, (2) polimeros termoestables y (3) polimeros elastémeros:

1. Polimeros termopldsticos: poseen una rigidez proporcional a la temperatura, esto es,
a temperaturas bajas se tornan mas rigidos y viceversa. Tienen cadenas lineales o
ramificadas, flexibles o débiles y que pueden moldearse facilmente a temperaturas

altas.

2. Polimeros termoestables: no pueden deformarse en funcién de la temperatura ni la
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presion. Su estructura es una red rigida de tres dimensiones unida por enlaces cruzados,

con cadenas lineales o ramificadas.

3. Polimeros elastbmeros: se componen de polimeros termopldsticos o termoestables

ligeramente unidos por enlaces cruzados o entrelazados.

1.2. Dieléctricos

Un dieléctrico es un material que posee dipolos eléctricos, esto es, cargas de signo contrario
en cada polo. A diferencia de un material conductor, el dieléctrico no posee cargas libres, por
lo que no se genera corriente eléctrica al estar sometido a un campo externo. Un material

dieléctrico se caracteriza por una constante dieléctrica €.

1.2.1. Relajacion dieléctrica

La relajacién dieléctrica es una propiedad fisica de los sistemas dieléctricos asociada a los
procesos de relajacion que conducen al sistema al equilibrio, después de una modificacién

del estado inicial por medio de perturbaciones eléctricas o mecénicas.

Cuantitativamente, esta propiedad se describe mediante la constante dieléctrica com-
pleja, permitividad dieléctrica o susceptibilidad eléctrica. ! Experimentalmente, se obtiene

mediante especroscopia de impendancias o dieléctrica, que se explica lineas abajo.

El tiempo que le toma al sistema perder su polarizaciéon y que las moléculas vuelvan a un

estado de acomodo arbitrario se conoce como tiempo de relajacion.

=— (1.2)

Cuando la frecuencia del dipolo polimérico es superior a la frecuencia de oscilacién del
campo externo, entonces el dipolo polimérico tiene tiempo suficiente para polarizarse en

armonia con la frecuencia del campo.

Los modelos teéricos y fenomenolégicos que describen la relajacion dieléctrica se exponen con detalle en el
Capitulo 4.
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1.2.2. Dipolos poliméricos

Stockmayer ha dividido los dipolos poliméricos en tres tipos:

1. Tipo A: alineados paralelamente al contorno de la cadena.
2. Tipo B: alineados perpendicularmente al contorno de la cadena.

3. Tipo C: localizados en grupos moviles a los lados.

Para el caso de los polimeros de tipo A, el momento dipolar es directamente proporcional al

vector sumatoria de los vectores posicion con que se puede caracterizar la cadena polimérica

de inicio a fin r(t).

r(t)

Figura 1.1: Ilustracion de una cadena Tipo A. El momento dipolar P
es proporcional al vector r y cambia con él en funcién del tiempo (Figura tomada de Adachiy
Kotaka, 1993).

La relajacion dieléctrica de polimeros Tipo B refleja el movimiento relacionado con la
transicion vitrea. Para el caso de los polimeros Tipo C la relajacién es responsable del modo

de relajacion local de alta frecuencia a temperaturas sub T, (Adaki y Kodaka, 1993).

Un monémero presenta una sola curva de relajacion a la que se denomina alpha. En el
caso de polimeros que poseen una cadena principal (backbone), con cadenas poliméricas
adheridas a sus lados (grupos laterales o pendant groups), la relajacién de la cadena principal

corresponderd a la relajacion alpha, mientras que las relajaciones de los grupos pendientes

adoptardn los nombres de beta, gamma, etc.

El momento dipolar de una cadena polimérica con grupos laterales estd dado por la suma

del momento dipolar de la cadena principal y la suma de los momentos dipolares de los

grupos laterales:
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p=) _[mj+qj] (1.3)

1.2.3. Constante dieléctrica

La constante dieléctrica, susceptibilidad o permitividad dieléctrica o de un material dieléctrico
describe con qué facilidad se polariza dicho material al someterse a un campo eléctrico E.
Cuando se mide después del proceso de relajamiento, se obtiene la constante dieléctrica
estatica; por el contrario, cuando se mide la polarizacién después de haberse aplicado el

campo, entonces se obtiene la constante dieléctrica instantdnea.

La constante dieléctrica €, también denominada permitividad relativa de un material, es
una cantidad adimensional que relaciona la capacitancia final (Cy) y la capacitancia inicial

(C;) de un capacitor:

_Cr_ ¢

= il 1.4
C. e (1.4)

Er

donde ¢ es la permitividad del vacio con valor 8,854 x 10 12 p/m.

La constante dieléctrica puede tener una parte imaginaria, ya que la polarizacion puede

estar tanto en fase como en desfase con el campo eléctrico oscilante.

El desplazamiento eléctrico tiene la forma

D = Dicos(wt) + Dysen(wt) (1.5)

donde
Dy = Dgcos(5) (1.6)
Dy = Dosen(d) (1.7)

La constante dieléctrica de la parte real serd

/ D,
£ =— (1.8)
EQEO
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Figura 1.2: Representacidon grafica de la constante dieléctrica

La constante dieléctrica de la parte imaginaria sera

D
=2 (1.9)
EoE()
De modo que
e =¢—jée" (1.10)

Ambas cantidades se pueden relacionar mediante la tangente de pérdida o factor de disipacion

!

tan(®) = — (1.11)
€

La parte real se relaciona con la energia almacenada dentro del sistema, mientras que la
parte imaginaria se relaciona con la energia disipada. Cuando no hay pérdida de energia, la

parte imaginaria es 0.

1.2.4. Espectroscopia de impedancias

La espectroscopia de impedancias es un método utilizado para medir la resistencia u oposicion
de un material al ser sometido a un campo de frecuencia variable, provocado por una fuente
de corriente alterna. Se trata fundamentalmente de medir la funcién de impedancia (Z)

mediante un puente de impedancias.

La impedancia es el valor de la funcién de impedancia Z para una cierta frecuencia. Dicha

funcién Z es compleja y tiene la forma

Z(w) =|Z|e"? (1.12)

Generalmente, la espectroscopia de impedancia mide Z como funcién de la velocidad (v)

o de la frecuencia angular (w).

Existen distintas maneras equivalentes de expresar la funcién de impedancia, dependiendo
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del sistema que se estudie: M, Y y €. La funciéon de impedancia € se conoce como constante
dieléctrica compleja, susceptibilidad dieléctrica o permitividad dieléctrica, y al igual que el
resto de funciones de impedancia tiene una parte real (¢/) y una parte imaginaria (¢”). Como
sucede con la parte real de Z, £’ da cuenta del proceso fisico lineal; ¢’ muestra la pérdida de la

energia.

En la impedancia se pueden distinguir el componente resistivo y el componente reactivo
(resistencia y reactancia). La viscosidad, la temperatura y la presién determinan c6mo se relaja
el dipolo y el tiempo que esto toma. Para medir la relajacion dieléctrica, los campos eléctricos
utilizados tienen una frecuencia de entre 1072 Hz y 10 !° Hz. Cuando la funcién de impedancia
es independiente de la frecuencia w, solamente existe la parte real de la funcion, por lo que se
interpreta como una resistencia lineal. Para medir la impedancia en un laboratorio se aplica
una corriente alterna a una componente, para medir la corriente que pasa a través de este. La
impedancia se grafica con diagramas de Nyquist. La parte real corresponde al eje Xy la parte

imaginaria corresponde al eje Y. La impedancia corresponde al vector Z.



Capitulo 2

Funciones de correlacion

2.1. El movimiento browniano

El movimiento browniano fue descubierto por el botdnico escocés Robert Brown en 1827, al
observar el movimiento errético de particulas de polen disueltas en agua. Sin embargo, Brown

no estableci6 una teoria fisica para explicar este fenémeno.

En 1905, Einstein ofreci6 una descripcion tedrica que planteaba una relacion estrecha
entre el movimiento observado y la temperatura de las particulas. El trabajo de Einstein sirvio
para consolidar la teoria atdbmica, que hasta ese momento no habia sido aceptada por toda la

comunidad cientifica.

Un resultado importante del articulo de 1905 fue la relacion de Einstein:

1
D=—kT=pukT 2.1)
my

Esta ecuacion establece que la constante de difusion de un sistema depende directamente
de su temperatura y es inversamente proporcional a la masa m de las particulas por una
constante de friccion (agarre para el caso de fluidos) y, que representa la oposicién a la

disipacion. La relacion de Einstein es un ejemplo del teorema fluctuacién-disipacion.

Para encontrar la relacién de Einstein, se parte de una densidad de particulas n(x, t).

Cuando la densidad de particulas es distinta en el espacio, se obtiene un flujo
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. on
ja=-D% (2.2)
X

donde D es la constante de difusién buscada.

La presencia de un flujo hace que cambie la densidad de particulas en el tiempo. Esto se

expresa mediante la ecuacion de difusion

on(x, t) _ dja _ Ddzn

— 2.3
ot 0x 0x2 23)
Si tenemos una fuerza K externa, la ecuacion de difusion es
on(x,t) 0 (nK)+D02n 2.4
ot  ox\my 0x2 '

En ausencia de un campo externo y después de mucho tiempo, el sistema alcanza el

equilibrio y las particulas quedan distribuidas con una densidad homogénea:

K(x— xo)
n(x)=n(xg)e kT (2.5)

El término de friccién, que se opone a la difusioén, expresa el flujo proveniente de la
velocidad asociada a la fuerza opuesta (up). Este flujo también esta constituido por la fuerza
de friccién debida al fluido.

e =K ik 2.6)
Jk= o—my Jk=H .

Silos términos de disipacién y de friccion estdn en equilibrio, es decir, si j; = ji, se obtiene

la relacién de Einstein

D" _ nK — D= uKT 2.7)
j— —_— n —_— = .
= H 7
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2.1.1. Ecuaciones de Langevin

Una ecuacién diferencial que describe un proceso estocdstico mediante un elemento de fuerza

aleatoria K(t) es una ecuacién de Langevin.

md—lt’ = —myv+K(1) 2.8)

La fuerza K (¢) es la causante del movimiento browniano. Representa la interaccion efectiva

con el medio.

, que representa disipacion, friccion, viscosidad, etc.,

2.2. Teorema de Fluctuacion-Disipacion

El teorema de fluctuacion-disipacion establece que todo sistema perturbado busca regresar
al equilibrio térmico o estado de minima energia, para lo que tiene mecanismos que contra-
rrestan las perturbaciones externas e internas, que disipan las fluctuaciones y eliminan las

inhomogeneidades en su estructura.

Para entender los procesos de disipacion que tiene un sistema para llegar al estado de
equilibrio térmico, es necesario introducir el el teorema de fluctuacién-disipacion. Este teore-
ma sefiala que los mecanismos que utiliza un sistema para volver al estado de minima energia

son idénticos tanto para las perturbaciones internas, como para las perturbaciones externas.
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2.3. Funciones de correlacion

Boon (1991) senala que las funciones de correlacion describen fluctuaciones térmicas mi-
croscOpicas (en presencia de perturbaciones a alta frecuencia, esto es, para longitudes de
onda A cortas), que aparecen en sistemas en equilibrio termodindmico macroscépico incluso
en ausencia de perturbaciones externas (a pesar de que no haya perturbaciones externas,
siempre existen fluctuaciones térmicas propias del sistema, descritas por la distribuciéon de

probabilidad de Boltzmann).

Una funcién de correlacién, en términos generales, expresa una correspondencia mutua
entre dos variables distintas del sistema, para un tiempo y espacio definidos, o de una misma
particula a lo largo del tiempo (autocorrelacion). Las funciones de correlacion son basicas
para estudiar la dindmica de fluidos; en este trabajo se aplicardn a un polimero fundido

visco-eléastico.

Las funciones de correlacion se utilizan principalmente en dindmica molecular, que se
diferencia de la hidrodindmica, porque se encarga de investigar las interacciones moleculares
y los movimientos atébmicos, que aparecen a bajas frecuencias. La dindmica molecular y la
hidrodindmica juntas cubren el espectro total de frecuencias en la descripcion de fluidos. El

puente tedrico entre ambas entre ambos espectros es la hidrodindmica molecular.

De acuerdo con Boon (1991), iina correlacion de tiempo muestra el promedio termodiné-
mico de dos variables, que se desvian de su punto de equilibrio, para un punto del tiempo y el

espacio."

Se pueden establecer funciones de correlacion dindmicas y funciones de correlacion

estdticas. Las funciones dindmicas son integro-diferenciales de la siguiente forma:

t
gC(If) = —f dt'K(f’)C(t— t (2.9)
ot 0

donde C(t-t") muestra la tasa de caida y K(f’) corresponde a la funcién de memoria.

El estudio de las funciones de correlacion es importante, pues conociendo cémo varia

una cantidad en funcién de otra a frecuencias altas, pueden entenderse los mecanismos de
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disipacién macroscépicos.

Conocer las funciones de correlaciéon permite conocer la estructura del material. En este
mismo sentido, las funciones de correlaciéon son importantes para describir fen6menos ma-
croscOpicos de transporte (gradientes de concentracién) y mecanismos de disipacién como la
conduccién térmica, el coeficiente de difusividad, la constante de relajacion dieléctricay la

viscosidad.

Existen dos tipos de correlaciones de espacio-tiempo:

» Ecuacién aproximada en variables de espacio y tiempo, como la ecuacién de Langevin,
que describe como un sistema evoluciona cuando estd sometido a fuerzas aleatorias

(movimiento browniano), tanto deterministas, como fluctuantes.

V=—yU+—— (2.10)

, donde v es el coeficiente de friccién entre la particula y el entorno.

» Ecuacién aproximada en posicién, momento y variables de tiempo, como la ecuacién
linearizada de Boltzmann, que describe la evolucién de un gas hacia el estado de equili-

brio.

Las funciones de correlacién poseen una funciéon de memoria (kernel de memoria), que es
una expresion matemadtica que guarda informacion de la evolucién temporal del sistema
para dos tiempos ¢, t'. En hidrodindmica la funcién de memoria es una funcién espacio-
temporal (primer tipo); mientras que en dindmica molecular, es una funcién de espacio-fase

dependiente del tiempo (segundo tipo).
Imagen con frecuencia y rangos para hidrodindmica y MD

En este trabajo el interés estd en las funciones de correlacion de densidad dipolar. Las fun-
ciones de correlacién de densidad dipolar indican cémo varia una densidad de dipolos con

respecto de otra en un momento en el espacio y el tiempo.
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Las funciones de correlacion de densidad dipolar pueden medirse directamente en el labora-

torio mediante scattering de luz y scattering de neutrones ineldsticos.

2.3.1. Funciones de autocorrelacion

Las funciones de correlacién de una funcién se determinan a partir de las variables fuera de
sus estados de equilibrio. La funcién de autocorrelacion de van Hove describe los movimientos

de una sola particula con respecto de si misma.

2.4. Laecuacion de funcion de memoria

Una funcién de memoria permite describir un fenémeno en evolucién. Kenkre muestra que
mediante una funcién de memoria ® se puede unificar una ecuacién reversible, con solucion
trigonométrica y oscilatoria como
X y=0 (2.12)
—towy= .
dr? Y

, con una ecuacion irreversible, con solucién exponencial tendiente al equilibrio como

dy
—+I'=0 (2.13)
dt
mediante la ecuacion integrodiferencial
dy(t t
Yo +rf dsd(t— 5)y(s) = 0 (2.14)
dt 0

La ecuacién de memoria ® describe la evolucién temporal para pardmetros extremos.

La evolucién temporal de la funcién de autocorrelacion viene dada por la ecuacién de memo-

ria. El formalismo matemaético mads utilizado para ello es el de Zwanzig-Mori.

La evolucion temporal se describe mediante una ecuacion diferencial estocastica de Langevin:

A(t) = —yA(D +R(D) (2.15)
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donde A(#) es la disipacion del sistema, y es una constante que representa el coeficiente de

disipacion y R(t) es una fuerza externa. Esta ecuacion muestra la evolucién temporal de una

cantidad variable A(?).

El valor promedio de la fuerza en el tiempo es 0. Esto es,

(R()=0

(ROR(1)) =x6(1)

Gs(|r-r'|, 1) = V{6 ns(x',0)0 ng(r, 1))

La densidad de particulas esta dada por la expresion

1
VNEN 6(r—R(1)

n(r,t) =

El valor promedio de la densidad de particulas seria
VN
’ 1) =—

(n(r, 1)) v

La densidad de corriente estd dada por la expresion

1
VNEN vi(08(r— R (1)

n(rt) =

La densidad de una particula en especifico estd dada por la expresion

ng(r,t) =6(r—R-1(1))

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)
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El valor promedio de la densidad de una particula en especifico

1
(ng(r, 1)) = v (2.23)

2.5. Funcion de autocorrelacion de momento dipolar

Se parte de
() - p(o)
p(n=-E2 (2.24)
(i - 1(0))
donde [i(¢) es el momento dipolar como funcién del tiempo.

Hilfer [Hernandez et al, 2023] ha mostrado cémo relacionar la funcién de autocorrelacién y la

susceptibilidad dieléctrica mediante el método H-function:

R*(w) =1-(iw)* N, O™ (w) (2.25)
donde ®* es la funcién de autocorrelacién compleja y muestra la respuesta retardada debida
a las irregularidades dindmicas del sistema. N; es una constante.

La derivada de la funcion de correlacion es una ecuacion integrodiferencial que posee un

kernel de memoria:

do(t)

_ e —y / !
o= fo Ki(t— 1Yt dt (2.26)

donde K; (¢) es la primera memoria obtenida anteriormente.



Capitulo 3

Relajacion dieléctrica

La relajacion dieléctrica puede entenderse como la manera en que se comportan los dipolos
eléctricos de un material inmediatamente después de haber estado sometidos a un campo
eléctrico. Los dipolos comenzardn a interactuar entre si, por lo que la relajacién no ird a 0 de
inmediato. Cada dipolo tendra un tiempo caracteristico, pero si se considera el promedio para

todos los dipolos, se puede hablar de un tiempo caracteristico de relajaciéon 7.

Esta teoria de la relajacion dieléctrica no puede describir adecuadamente el espectro de baja
frecuencia, donde el comportamiento de relajaciéon observado puede desviarse considerable-
mente del patron exponencial convencional de Debye, ya que en realidad se compone de una
amplia distribucién de los tiempos de relajacién. Tal comportamiento se denomina relajaciéon
dieléctrica an6mala, y por primera vez se sugiri6 empiricamente en el trabajo de los hermanos

Cole para la descripcion de la relajacion dieléctrica en liquidos polares .

Las técnicas de relajacion se basan en la respuesta del material al ser sometido a campos

externos (Alegria, p. 7710).
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3.1. Modelos teodricos

3.1.1. Modelo de Debye

El modelo de Debye (1913) fue el primer modelo teérico utilizado para describir la relajacion
dieléctrica o permitividad dieléctrica. Mediante el modelo de Debye se describe la relajacion
dieléctrica de un sistema polimérico ideal, en el que los dipolos interactiian con el campo

externo oscilante, pero no entre si, como ocurre en realidad.

La relajacion dieléctrica se mide con la constante dieléctrica compleja €, para la que el tiempo
de relajacion esté en funcion de la frecuencia del campo. Para frecuencias muy altas se tiene

£00; Para frecuencias bajas se tiene €.

La constante dieléctrica propuesta por Debye es una cantidad compleja de la forma

A&

£ (w) = € (3.1)

+—
l1-iwt

donde £ es el valor de la permitividad a altas frecuencias, €; es el valor de la permitividad a
bajas frecuencias y 7 es el tiempo de relajacion caracteristico (constante). A¢ es la cantidad

definida por la resta de e, — €.

Las partes real ¢’ e imaginaria " son

Es—€
£ =0+ T3 (3.2)

" B (€0 — Eco)WT 33
£'(w) = W (3.3)

GRAFICA

Este modelo, sin embargo, no permite describir cémo se comporta el sistema cuando el campo
oscila a frecuencias muy altas, pues aparecen varios tiempos de relajacion, lo que no esta

considerado por el modelo de Debye.
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3.2. Modelos empiricos o fenomenoldgicos

3.2.1. Modelo Cole-Cole

El modelo Cole-Cole fue desarrollado por Keneth Stewart Cole y Robert Cole en 1941.

Esta descrito por la ecuacion
% gS - gOO
£ (W)=t — 7= (3.4)
® 1+ (iwT)!-@

, donde €; es la constante dieléctrica estdtica y £, es la constante dieléctrica a frecuencia
infinita.
El componente real corresponde a

leq .. TTQ
Ag[l + (wT) sm(;)]

/

£ =¢tot (3.5)

ma
1+ Z(wr)l—“sin(j) + (wT)20-%)
El componente imaginario corresponde a

o = Ae[(wT) " %cosm/21 + 2(wT) " *sin(mal2) + (wT)?1~9

equation

Se observa que cuando a = 0, se obtiene el modelo de Debye; cuando se afiade el factor § (con

un valor entre 0 y 1) se obtiene el modelo de Havriliak-Negami.

3.2.2. Cole-Davidson

Se trata de un caso particular del modelo de Havriliak-Negami. Cuando B< 1y a =1 se obtiene

la relajacién Cole-Davidson.

3.2.3. Havriliak-Negami

El modelo de Havriliak Negami es una modificacién experimental del modelo de Debye al

que le anade dos parametros experimentales adimensionales: @ y  que van de 0 a 1. Cuando
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ambos pardmetros son iguales a 1, la curva es perfectamente simétrica y se obtiene el modelo

de Debye.

El pardametro a describe qué tan ancha es la curva, mientras que § indica su simetria. Este

modelo se ajusta de mejor manera a los resultados experimentales, que el modelo ideal de

Debye.

AV

E(w) = Eco T —(1 A (in)a)ﬁ

3.2.4. Segunda Memoria

Ki© K
()R (W) (iw)'~

K; () =

3.2.5. Primera Memoria

K;5(0)
K () + (iw)1=P

K () =

3.2.6. Funcion de autocorrelacion

La funcién de autocorrelacion de la polarizacion estd dada por la siguiente ecuacion:

P(1) = (u(t) - (0)) (p(0) - (0)) ™

donde p(t) es el momento dipolar.

$bo

K (@) + (iw)~@

¢* () =

(3.7)

(3.8)

(3.9

(3.10)

(3.11)
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3.3. Relajacion dieléctrica en polimeros

3.3.1. Modo normal de relajaciéon

La relajacion normal aparece al someter el material a un campo variable, cuando las frecuen-
cias son bajas (1072 - 102 Hz). Aqui, la columna principal de la cadena polimérica se polariza

toda en funcion de la frecuencia del campo.

3.3.2. Relajacion ay 8

Ademads de la relajacion normal, la cadena polimérica puede exhibir otros tipos de relajaciones.
Gréficamente, se muestran como curvas mas pequefias que aparecen a frecuencias mayores a

102 Hz.

Las principales relajaciones secundarias son la a y la 8, pero pueden existir mds. Estas relaja-
ciones ya no describen la orientacién de la columna de la cadena polimérica principal, sino
que muestran c6mo se comportan las pequefas ramificaciones laterales que tiene la columna.
Se trata de movimientos locales, que no siguen necesariamente el movimiento de la relajaciéon
normal. Usualmente, estos movimientos secundarios tienen cierto retraso con respecto del

movimiento principal.

Las relajaciones a y f forman parte de las relajaciones secundarias. La relajacion a esta
relacionada con la dindmica molecular que controla la transicién vitrea y es més lenta que las

relajaciones, §, y, etc.

Una caracteristica importante de la relajacion a es la dependencia de la temperatura super-
Arrhenius del tiempo de relajacion que tiende a divergir a una temperatura finita localizada

cerca de 10 grados por debajo de Ty (Alegria, 7710).

Por su parte, la relajacion f muestra las cadenas poliméricas laterales, mientras que la relaja-
cion y representa partes de las cadenas anteriores. En este trabajo tinicamente se considera la

relajacién normal, es decir, la primera curva la distribucion.



Capitulo 4

Modelo teodrico

4.1. Funciones de memoria

4.1.1. Deduccion de la ecuacion de memoria

Se busca resolver la siguiente ecuacion diferencial:

dy _

— 4.1
ar 7Y 4D

Se multiplican ambos lados por una exponencial:

et(d—w+ )—etx 4.2)
ar V)T '
t
d(det)/) —elx (4.3)
ety:fe[xdt (4.4)

e[y:fesx(s)ds (4.5)



4.1. FUNCIONES DE MEMORIA

t
y= e_tf e'ds+e c
0

t
y= f e x(S)ds+ce”!
0
Para obtener el operador identidad

~ A 2 r D ! A -
o2t _ 2Ll f dt' e =0 Dk 25 F kX))
0

hay que definir primero el operador,

. ot 50 ot
A = o 4 _ 202

0 . ~4 ot A S Gt
S Am= LIt - D LT te? st

0 - “i ot A S ot
A= Lle%st = 9 Llte? st

Se tiene la siguiente propiedad de los operadores

2T+ 9" =1

Por lo que se puede reescribir la ecuacion (4.11) como
0 . st ot st Gt N Gt
—A(t) = Ll et - LT e? %5t 4 P PTe? %5t

ot

0 . T 5 ot N Gt
EA(I):O%T(efst_egfs t)-l-g@(,%;egfst

25

(4.6)

4.7)

(4.8)

(4.9)

(4.10)

(4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)
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o . o s
A OREANCE PPt e? 2

La parte homogénea es

%A(t) = A = A = ce !

0 ot ar Pt s st Gt
T (c(t)e‘fs I) = Pletc(t)+ P LT e? %!
Se sustituye la 6
s ot ot 5 sty A st Gt
c(D.Lte? T+ (et = Llee?s  + P LT e? %!
ty A i Pt
c'(l‘)=e_$st<@$:e°@$”
0 AN ot Lt Pl
&(C(t)e s ):c(t).fse st+e”sic' (1)
e _ (" oty eZit g [ pt 02
ces'=| Litee™ "dt +| PLe " dt
0 0
oA A sioa § Pt
5 LIN= P LT De? st

~ t ~ PN
T T o A T o
N2 :fo oL p 122N gy

et -
1 _ ooty N T o
A:egstf e ”fstﬁfgeggstdt'
0
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(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)
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b oty Gty
A= f e =1 g P12 25 gy (4.25)
0

donde A

a i
A=eZst_ g% 2t (4.26)

. A r 5
T t g T r— > g
eZit =2ty f e NP Lie? % ar! (4.27)
0
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4.2. Funciones de Memoria

Se define la funcién de correlacion temporal

Cij(1) = (Uile'™™|U)) (4.28)
donde U;(0) y U (1) son funciénes de tiempo.
Se define el operador de proyeccién en el vector |U;)
Py =1U Uil (4.29)

que es una funcion espacial.

El operador de proyeccién Penel subespacio 101, ...,10y) serd la suma de los proyectores 151

M=

N
P=3 P=) |UXU (4.30)
=1

=1

Ahora, se sabe que

*

(alP|p)* = Z(aIUD(UzIﬁ)] =Y (BlUN(Ula) = (BIPlax) (4.31)
] ]

Dado que P;, Py L son hermiticos y P; Ly LP; son hermiticos conjugados, se sigue que

(ale =PI ) Ble P q) (4.32)

y también que

<a|e—i(l—P)Ll’|ﬁ>* — <ﬁ|e+iL(1_Pl)t|a> (4.33)

El operador (1 — P;)L es hermitico en el subespacio del espacio de Hilbert, el cual es ortogonal

a|Up).
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Ahora se definen los vectores arbitrarios ortogonales a |U;)

gy =1 -P)IG), |fy=(1-P)IF) (4.34)

Ya que

(gl(1=P)LIfY* =(GI(1 - P)*LA - P)|F)* (4.35)

Como (1-P)?=(1-P;),y (1 - P;) y L son hermiticos, se tiene que

(gl(1-P)LIf) =(Gl1—-P)LA - P))|F)*
= (F|(1-P)LA - P))|G) (4.36)

=(fI(1- P,LIg))

La ultima ecuavion dice que (1 - PZ)L es hermitico en el subespacio ortogonal de |U;). Esto

permite que

(gl PO 7 = (flem TP g) (4.37)

Dado que iL|U;) = |iLUj) es ortogonal a |U;), 1a ecuacién [4.37] se convierte en

GLU|e! O POLY Ly = (LU |e ' POLY i Ly (4.38)

Esta funcion es par en el tiempo cuando U es real.

Para describir la evolucion temporal de la funcién de correlaciéon temporal Cy;(t), se deriva el

vector vector |U; (1))

0
&IUz(tD = iL|IU (1) (4.39)

Dado que (1 - 151) + ﬁl es el operador identidad, se puede colocar entre i Ly |U;(1)),
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0 - A
E|Ul(t)> =iLP|U(0) +iL(1 - P)IU(1)) (4.40)

Dado que

Cr1(8) = (U1 P U (1)) (4.41)

Cr1(t) se puede rescribir usando la ecuacion de la derivada con f’l y aplicando el vector (Uj|

en la ecuacion resultante de la siguiente forma

0 N N . .
&Cn(l‘) =(Uj|P;iLP;|U;(8)) +(U;|P;iL(1 - P)|U; (1)) (4.42)

Ya que el primer sumando del lado derecho es

(Ui BiiLB)|U ) (0)) = (UiL|U;) Cr(£) (4.43)
se obtiene que
0 ) N
&Cn(t) =(UliL(1 - P)|U;(1)) (4.44)

Para determinar cémo (1 — P;)|U; (1)) varia con el tiempo hay que operar sobre la ecuacién de

la derivada:

0 . N ~ N .
&(1 —P)IU(8)) = (1= P)iLP|U;(8)y + (1 =P iL(1 - P)|U; (1)) (4.45)

Hay que considerar que

(1-P)iLP)|Uy(H)) = iLIU;)Cy1 (1) (4.46)
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1-P)IU;(0) = (1 - P)IU) =0 (4.47)

Sustituyendo ambas ecuaciones, la soluciéon de la ecuacion (4.45) tiene la forma

t o
(=PI 0) = f dre! VPO L) (6= 1) (4.48)
0

Al sustituir en la ecuacién (4.44),

a t
ECHU) = _fo dr K (t)Cr(t—1) (4.49)

Finalmente se obtiene que

Kp1(v) = (LU 1" POl Ly, (4.50)

4.3. Modelo con calculo fraccional

La ecuacion de Fokker-Planck unidimensional es

0%f(x, 1)
o«

of(x,1)
0x2

=SqoD}™® (4.51)

donde f(x, t) es la densidad de probabilidad de la posicién angular de un conjunto de dipolos

en un campo eléctrico.

0
La derivada fraccional de Riemann-Liouville es la expresion gD} ™% = [ 3 ] Df. Asi, laderivada
0

fraccional aplicada a una funcién f(x, f) es

t /
tma_ ! af dr’ A0 (4.52)
0

plra-_—_~ AL
%t T T ot (t—t)l-a

Sqo representa el coeficiente de difusion y estd definido como S, = .Aqui ¢, representa el
a

coeficiente generalizado de friccién rotacional, que equivale a &, = 87731, con r igual al radio
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de las particulas esféricas en rotacion y n igual a la viscosidad.

En estas circunstancias, la ecuacién de Debye-Smoluchowski para difusién rotacional de

dipolos puede escribirse de la siguiente manera:

aaf(x,t): pl-a 1 i
ate ' send oo

of f
senH(Sa%—Ma)] (4.53)

Aqui M representa el torque debido al campo eléctrico sinusoidal interno,

M = —uFye'®'send (4.54)

donde p es el momento dipolar de la particula y Fy es la magnitud del campo.

Para obtener la solucién de la ecuacién (4.30), Goychuk et. al. mostraron que la funcién
solucién corresponde a la transformacion de Mittag-Leffler, que guia a la expresion de Cole-

Cole

(@-€c0 1

R*(w) = =
() €0— €0 1+ (iwt)?

(4.55)

donde 7 = An es el tiempo de relajaciéon para un dipolo representativo con movimiento

isotrépico esférico en un campo eléctrico oscilante, y la cantidad A esta dada por

47TR3(€0+2)
_ (4.56)
kBT(Eoo+2)
Of ) e 1 0 affoosa(t—t’)f(e,t’)dt’_MfffooSa(t—t’)M(t’)dt' w57
are 71 send oo a0 kpT '

Con base en Di Marzio-Bishop, se asume que una solucién para la Ec.(4.34) tiene la forma

1 F
f= §(1+B(t)%exp(iwt)cost9 (4.58)

Se realiza una transformada de Laplace de la ecuacion (4.34),
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LioDY  f()] = s £(s) — D7 * ()] =0 (4.59)

Bajo estas condiciones, la solucién para f requiere la siguiente condicion para la expresién B

1
B(w) = m (4.60)

y por el tiempo de relajaciéon Debye-Stokes-Einstein:

1 mé;(w)

*(w) = = 4.61
@ 2S;  2kgT (4.6
Esto corresponde a la ecuacién de Cole-Cole
- 1
R =W o (4.62)
€0— €0 1+ (lwt* (w))4

4.3.1. Primera funcion de memoria fraccional

Para determinar la primera funcién de memoria es necesario conocer la evolucién de la
funcion de autocorrelacion. Esto se logra ahadiendo un kernel de memoria a la ecuacion

integrodiferencial parcial.

Una convolucién es un operador utilizado para unir dos funciones f'y g, y generar una tercera
funcion correspondiente a la superposicién de ambas. La convolucién arroja un promedio
durante un lapso de tiempo, es decir, se trata de un promedio mévil. La funcién de memoria

es producto de una convolucion.

(f = g)(1) :f fmgt—n)dn (4.63)

A su vez, la funcién de autocorrelacion es un tipo de convolucion en el que se superpone la
funcién a si misma, considerando un pequetio desfase en el espacio o el tiempo. La funcién
de autocorrelacién integra el producto de la funcién con respecto de si misma a un tiempo o

espacio, posterior o anterior.
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La funcién de autocorrelacion en el tiempo ¢ con un desfase 7 tiene la forma

<Dg(T):g(T)*g(r):f g(t+r)g(t)dt:f g(ngt—n)drt (4.64)

La funcién de correlacion de la primera memoria incluye un kernel de memoria

a t
a7o(0) :—f Ki(t—-thodr (4.65)
dt? 0

La transformada de Laplace de una convolucion es la convolucién original, pero en el espacio
reciproco. Asi, cuando se aplica la transformada de Laplace a la ecuacion anterior, se obtiene

que

bliwt)¢P* () — Pp(0) = —K; (W) N2 (4.66)

donde N, es una constante dimensional.

4.3.2. Segunda funcién de memoria fraccional

d“K (1) f[ / / /
=- Ky(t—t)K(t)dt 4.67
a7 A 2( K (1) (4.67)
La transformada de Laplace es
b(iwr*)lKl* (W) — K1(0) = =K (W) K7 (w) N3 (4.68)

._ KO  bliwtpn)*
27 N3K () N;

(4.69)

donde N3 es una constante para quitar las dimensiones ala ecuacion y se determina evaluando

la segunda memoria a frecuencia 0

K0 b a
K(0) = lim K2 (@) = lim — 0 _ 200Tan)” 1 (4.70)
w—0 w—0 ]\/'3]('1)k (w) N3 N3
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Asi,

K; (w) _ 1 [ 1

) B ‘ 4.71
K(0) bliotgn? | R*(w) ] bioTHN) 4.71)



Capitulo 5

Resultados

Este modelo utiliza la funcién de correlacion, asi como la primera y de la segunda memoria

en su formulacién con céalculo fraccional.

A grandes rasgos se presentan dos grandes conjuntos de gréficas. El primero corresponde a
las gréficas con a constante y una variacion de 0.2 para . El segundo conjunto incluye las

graficas que mantienen f constante y tienen una variacion de 0.2 en a.

Cada gréfica representa una variacion en la temperatura de dos grados, desde 212°- 232°.
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5.1. Primera seccion. Modelos con a constante

5.1.1. Modelo con a=0.1

Constante dieléctrica con a=0.1

[ 04f ]
0.8F b

03f ]

V.

0.6

log (¢ ')
log (¢ ")

04f 0.2} .

0.2F 01 E

0.0 1

o - i
T SR AR R HAE RN S SRR

7

0.0

log(w) log(w)

(a) €’ con a=0.1. Parte real. (b) €’ con a=0.1. Parte imaginaria

Figura 5.1: 212°(negro), 214°(rojo), 216° (verde), 218°(azul), 220° (rojo obscuro), 222° (naranja)

Funcion de correlacion con a=0.1

0.8 0.0sF " ; . . ]

0.04] ]

0.02F ]

0.6]

0.4r

log (¢ ')
log (¢ ")

1

0.2t ]
[ 0.01f E

0.0 0.00F 3
. . . . A

o
o
N
IS
»
®

log(w) log(w)

(a) ¢ con a=0.1. Parte real (b) ¢ con a=0.1. Parte imaginaria

Figura 5.2: 212°(negro), 214°(rojo), 216° (verde), 218°(azul), 220° (rojo obscuro), 222° (naranja)

En la parte real de la funcién de autocorrelacién con un valor constante de a=0.1, es posible
observar que a una mayor frecuencia o excitacion del campo, la correlacion de la particula
consigo misma tiende a 0. En ausencia de excitacién del campo, la correlacion se acerca a 1.
Ademas, se observa que, para un a constante, el valor inicial de autocorrelacién es menor,
cuando f es mayor. Para una f§ pequefia, en cambio, la autocorrelacion es mas alta y disminuye

con el aumento de la frecuencia.
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La parte imaginaria de la funcién de autocorrelacion se puede interpretar como la disipacion
de energia en el sistema. Se puede observar que a medida que aumenta £, el méximo se
desplaza a la izquierda, al régimen de bajas frecuencias. Para betas menores a 0.5, la disipacion
de energia tiene su maximo a altas frecuencias, cuando la autocorrelacion es pequeiia. Para
betas mayores a 0.5, la disipacion de energia tiene su méximo a bajas frecuencias, cuando la

autocorrelacion es alta.

Primera memoria con a=0.1

1.0F —= 0.00
08p / | . ]

06fF

-0.04 ]

log (Ky")
log (K1")

04l

0.2F ]
[ -0.08 g

0.0

0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
log(w) log(w)

(a) ; con @=0.1. Parte real (b) ; con a=0.1. Parte imaginaria

Figura 5.3: 212°(negro), 214°(rojo), 216° (verde), 218°(azul), 220° (rojo obscuro), 222° (naranja)

En la parte real de la primera memoria, las funciones no se superponen y tienden a 1. A medida

que aumenta el valor de g, el valor inicial crece.

En la parte imaginaria, las funciones se entrecruzan. Se observa que para 0.2<f<1, las funcio-

nes se separan y tienden a -oo. Para la f mas grande, la funcién tiende a ser constante.
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Segunda memoria con a¢=0.1

107 I e e e e s s L

03} ]

:j? %/ﬁ

log(w)

0.9F

0.8F

log (K2"")

0.7F

log (K")

y

o | 4
L

0.6F

0.5F

0.4

oo (b) ,Segunda memoria con a=0.1. Parte ima-

(a) 2 con @=0.1. Parte real ginaria

Figura 5.4: 212°(negro), 214°(rojo), 216° (verde), 218°(azul), 220° (rojo obscuro), 222° (naranja)

En la parte real, las curvas se distinguen y tienden a 0. Entre mads alta es la beta , més alto
es el valor inicial de la segunda memoria. En la parte imaginaria se observa que a partir de
p=0.4, los maximos se hallan mejor definidos. Ademds, el mdximo va disminuyendo y se va

desplazando a la izquierda, debido a que la funcién sufre un ensachamiento.

5.1.2. Modelo con a=0.5

Constante dieléctrica con a=0.5

[ 0.4] ]
08l ]

/)

F 03[ ]
0.6F E

log (¢ ')
log (¢ ")

04f 02f ]

02} 1 01l ]

0.0F - ] 00f B
0 2 4 6

o |

log(w) log(w)

(a) €’ con a=0.5. Parte real (b) €’ con a@=0.5. Parte imaginaria

Figura 5.5: 212°(negro), 214°(rojo), 216° (verde), 218°(azul), 220° (rojo obscuro), 222° (naranja)
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Funcion de correlacion con a=0.5

0.8F

0.6

log{¢ '}
log(¢ ")

0.4

0.2f

0.0F —
‘ ‘ ‘ . ‘ . ‘
0 2 4 6 8 -2 0 2

log(w) log(w)

(a) ¢ con a=0.5. Parte real (b) ¢ con a=0.5. Parte imaginaria

Figura 5.6: 212°(negro), 214°(rojo), 216° (verde), 218°(azul), 220° (rojo obscuro), 222° (naranja)

Cuando se mantiene constante & = 0.5, la parte real de la funcién de autocorrelacion muestra
que a mayor frecuencia o excitacion del campo, la correlacion de la particula consigo misma

tiende a 0. En ausencia de excitaciéon del campo, la autocorrelaciéon se acerca a 1.

Como en el caso de a=0.1, se observa aqui que el valor inicial de autocorrelacién es menor
cuando f es mayor. Para una § pequena, en cambio, la autocorrelacion es més alta y disminuye
con el aumento de la frecuencia. Los cambios de concavidad se dan en un espacio de tiempo

muy corto, entre 2 y 4 Hz. A partir de la frecuencia de 7 hz, ya no existe correlacion.

En la parte imaginaria, se puede observar que a medida que f aumenta, el maximo se desplaza
a la izquierda, al régimen de bajas frecuencias. Todos los mdximos se encuentran a una
frecuencia de entre 1y 4.5 Hz. A diferencia del modelo con =0.1, aqui los maximos estan
mejor definidos, se han desplazado a la izquierda y ocurren en el rango de frecuencias entre 1
y 3 Hz. Para betas menores a 0.5, la disipacion de energia tiene su maximo a altas frecuencias,
cuando la autocorrelacion es pequefa. Para betas mayores a 0.5, la disipacion de energia tiene

su maximo a bajas frecuencias, cuando la autocorrelacion es alta.
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Primera memoria con a=0.5

20f ]
i ] 0 / ]
1.5+ 4 ]
: ! = z
< 1of b < ]
3 I 1 g -10 .
05 . 15 ]
0.0 ] -20 E
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
log(w) log(w)
(a) K; Parte real (b) K; Parte imaginaria

Figura 5.7: 212°(negro), 214°(rojo), 216° (verde), 218°(azul), 220° (rojo obscuro), 222° (naranja)

En la parte real de la primera memoria, las funciones se entrecruzan. Las funciones con 0<f<1
tienden a agruparse y a crecer radpidamente. Para el valor mds grande de f, el crecimiento es

mas lento.

En la parte imaginaria, las funciones se entrecruzan. Se observa que para 0<f<1, las funciones
tienden a separarse a medida que aumenta la frecuencia. Para la f mds grande, la funcién
tiende a ser constante. La =0 hace que el valor inicial sea mucho mads bajo que el resto, pero

que crezca con mayor rapidez que el resto de funciones.
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Segunda memoria con ¢=0.5

0.8F

0.6

log(Kp")

0.4l

/

02l

0.0F ] -7F 1
‘ ‘ ‘ . ‘ 3 \ . . ‘ _
0 2 4 6 8 [} 2 4 6 8

log(w) log(w)

(a) K, con a=0.5. Parte real (b) K> con a=0.5. Parte imaginaria

Figura 5.8: 212°(negro), 214°(rojo), 216° (verde), 218°(azul), 220° (rojo obscuro), 222° (naranja)

En la parte real, las curvas se distinguen y tienden a 0. Entre mds alta es la  inicial, m4s alto
es el valor inicial de la segunda memoria. Sin embargo, las funciones decrecen mas rapido a

medida que disminuye su S.

En la parte imaginaria se observa que los maximos estdn mejor definidos para los valores mas
pequenos de f. Se observa que a medida que aumenta el valor de §, las curvas se vuelven

cada mas asimétricas.
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5.1.3. Modelo con a=0.9

Constante dieléctrica con ¢=0.9

[ b 0.4] ]
0.8 ] ]
[ ] 03[ ]
0.6F ] P 1

0.2} ]

log (¢ ')
log (¢ )

04f

02} 1 01l ]

0.0l = - 0.0F :
. . . L . ]
0 2 4 6 8

log(w) log(w)

(a) €’ con a=0.9. Parte real (b) €’ con @=0.9. Parte imaginaria

Figura 5.9: 212°(negro), 214°(rojo), 216° (verde), 218°(azul), 220° (rojo obscuro), 222° (naranja)

Funcion de correlacién con ¢=0.9

04l
0.8F ]
0af ]
06f

log (¢ ")
log (¢ ")
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0.4l ]
02l 01} 1
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log(w) log(w)

(a) ¢ con a=0.9. Parte real (b) ¢ con a=0.9. Parte imaginaria

Figura 5.10: 212° (negro), 214°(rojo), 216° (verde), 218° (azul), 220° (rojo obscuro), 222° (naranja)

Para a = 0.9, la parte real de la funcién de autocorrelacién sigue mostrando que a mayor fre-
cuencia o excitacion del campo, la correlacion de la particula consigo misma tiende a 0. Al igual
que en los casos con @=0.1 y @=0.5, en ausencia de excitacién del campo, la autocorrelacion

tiende a ser total.

Como en los casos anteriores, se observa que el valor inicial de autocorrelacién es menor a
medida que aumenta f. Para una f pequefia, en cambio, el valor de la funcién de autoco-

rrelacion es més alto. También aqui la autocorrelacion disminuye a medida que aumenta la
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frecuncia. Para la parte real, los cambios de concavidad se dan en un espacio de tiempo muy

corto, entre 2 y 3 Hz. A partir de la frecuencia de 5 hz, ya no existe correlacion.

En la parte imaginaria, vuelve a observarse que a medida que aumenta f, el méximo se
desplaza al régimen de bajas frecuencias. Todos los méximos se encuentran a una frecuencia
en el intervalo de 1 y 3 Hz. Los méaximos se encuentran todavia mejor definidos que en el
caso de =0.5y, como en los dos casos anteriores, los maximos se han desplazado al rango
de frecuencias comprendido entre 1.8 y 3 Hz. En este caso, los valores de autocorrelacion se

encuentran muy juntos y siguen la misma tendencia, a pesar de las variaciones en el valor de
Como sucede con la parte real, todas las funciones se encuentran muy agrupadas, por lo

que no se observan cambios significativos en la posicién de sus maximos; sin embargo, si se

observa un aumento en la amplitud de la funcién, proporcial al tamafo de S.

Primera memoria con a=0.9

0s5f ]

log (K1')
log (K1)

0.0 “

—0sl ]

— 1 _10[ ]
R R . . . . .

I
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8

log(w) log(w)

(a) Ky cona=0.9. Parte real (b) K; cona=0.9. Parte imaginaria

Figura 5.11: 212°(negro), 214°(rojo), 216° (verde), 218° (azul), 220°(rojo obscuro), 222° (naranja)

En la parte real de la primera memoria, las funciones se entrecruzan. Las funciones con = 0.2
y 0.4 tienden a agruparse y a crecer rapidamente. A medida que baja el valor de a y aumenta

la frecuencia, el crecimiento se vuelve maés lento.

En la parte imaginaria, las funciones se entrecruzan para frecuencias bajas. Se observa que pa-

ra $=0.2, 0.4 y 0.6, las funciones tienden a agruparse a medida que aumenta la frecuencia. Para
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la f mas grande, la funcion decrece mas lentamente que el resto de funciones. Practicamente,

no hay variaciones en los valores iniciales en funcién de S.
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Segunda memoria con ¢=0.9

N A S - ‘ ‘ ‘ ‘ -
. ] 0.30F ]
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log(w) log(w)
(a) Kz con a=0.9. Parte real (b) K, con =0.9.Parte imaginaria

Figura 5.12: 212°(negro), 214°(rojo), 216°(verde), 218° (azul), 220°(rojo obscuro), 222° (naranja)

Como en el caso anterior, en la parte real, las curvas se distinguen y tienden a 0. Entre mas
alta es la f inicial, mads alto es el valor inicial de la segunda memoria. Las funciones decrecen

mas rapido a medida que disminuye su S.

En la parte imaginaria se observa que los méximos estan mejor definidos que para a = 0.5,
sobre todo para los menores valores de 8. Se observa que a medida que aumenta el valor de ,

el valor inicial de la funcién es menor y las curvas se vuelven cada vez mds asimétricas.
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5.2. Segunda seccion. Modelos con (5 constante

5.2.1. Modelos con =0.1

Constante dieléctrica con =0.1

[ b 04f ]
08l ] ]
L 1 03l
0.6 ]
04l b 02f /\
0.2 ] 01f
r 1 )\
0.0F S 00l
‘ ‘ ‘ . ‘ . ‘
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log (¢ ")

0 2 4 6 8
log(w) log(w)

(a) ¢’ con B=0.1. Parte real (b) €’ con =0.1. Parte imaginaria

Figura 5.13: 212° (negro), 214°(rojo), 216° (verde), 218° (azul), 220°(rojo obscuro), 222° (naranja)

Funcién de correlaciéon con $=0.1
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log(w) log(w)

(a) ¢ con $=0.1. Parte real (b) ¢ con B=0.1. Parte imaginaria

Figura 5.14: 212° (negro), 214°(rojo), 216° (verde), 218° (azul), 220°(rojo obscuro), 222° (naranja)

Al igual que en los casos con a constante, para § = 0.1 la parte real de la funcion de autocorre-
laciéon muestra que a mayor frecuencia o excitacion del campo, la correlacién de la particula

consigo misma tiende a 0.

A diferencia de los casos con a constante, en los que el valor inicial de la funcién de autoco-

rrelacion era inversamente proporcional al valor de 8, aqui se observa que el valor inicial de
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autocorrelacion es directamente proporcional a @. También aqui la autocorrelaciéon disminuye
a medida que aumenta la frecuncia. Para la « mds pequefia, el valor de la funcién es constante.
Para la parte real, los cambios de concavidad se dan en un espectro de tiempo muy pequeiio,
alrededor de los 2 Hz. Aqui las funciones no se encuentran superpuestas y son facilmente

distinguibles.

En la parte imaginaria, se observa que a medida que a aumenta , el maximo se desplaza
al régimen de bajas frecuencias. No hay disipacion de energia para a=0. Por otra parte, los
maximos se encuentran bien definidos para los casos con a>0.2. Tanto la altura de la curva,

como la posicién del maximo, son proporcionales a a.

Primera memoria con $=0.1

0.5F

— T T T T T T T T T T T T T
0.00 B
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(a) Kj con B=0.1. Parte real (b) Kj con B=0.1. Parte imaginaria

Figura 5.15: 212° (negro), 214°(rojo), 216° (verde), 218° (azul), 220°(rojo obscuro), 222° (naranja)

En la parte real de la primera memoria, las funciones se entrecruzan. Las funciones con O<a<1
tienden a agruparse y a crecer raipidamente, a medida que aumenta la frecuencia. La funcién
con a=0.2 (curva roja) tiende a separarse del resto creciendo més lentamente. A medida que

baja a, el valor de partida disminuye.

En la parte imaginaria, las funciones se entrecruzan. Se observa que para 0<f<1, las funciones
decrecen con distintas velocidades. Para la f més grande (curva naranja), la funcién decrece

muy lentamente en comparacion con el resto de funciones.
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Segunda memoria con =0.1

.91 1
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log(w) log(w)
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log (K")
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0.7F

log (K2"")

0.6F

05F

0.4F

(a) Kz con f=0.1. Parte real (b) K> con $=0.1. Parte imaginaria

Figura 5.16: 212° (negro), 214°(rojo), 216°(verde), 218° (azul), 220°(rojo obscuro), 222° (naranja)

Al igual que en los casos con a constante, las curvas con f constante de la parte real son
distinguibles y tienden a 0. Entre m4s alta es « inicial, més alto es el valor inicial de la segunda

memoria. Las funciones decrecen mas rdpido a medida que disminuye su a.

En la parte imaginaria se observa que los maximos se definen mejor a medida que crece a. Se
observa que a medida que aumenta el valor de «, el valor inicial de la funcién es menor y las

curvas se vuelven cada mas simétricas.
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5.2.2. Modelo con =0.5

Constante dieléctrica con $=0.5

[ ] 04f ]
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(a) €’ con $=0.5. Parte real (b) €’ con =0.5. Parte imaginaria

Figura 5.17: 212°(negro), 214°(rojo), 216°(verde), 218° (azul), 220°(rojo obscuro), 222° (naranja)

Funcién de correlaciéon con $=0.5
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(a) ¢ con $=0.5. Parte real (b) ¢ con B=0.5. Parte imaginaria

Figura 5.18: 212° (negro), 214°(rojo), 216° (verde), 218° (azul), 220°(rojo obscuro), 222° (naranja)

Al igual que en los casos con a constante, para =0.5 la parte real de la funcién de autoco-
rrelacién muestra que a una mayor frecuencia o excitaciéon del campo, la correlacion de la

particula consigo misma tiende a 0.

De la misma manera que en el caso de =0.1, aqui se observa que el valor inicial de autocorre-
lacion es proporcional a @. También aqui la autocorrelacion disminuye a medida que aumenta
la frecuencia. Para la @ mds pequena, el valor de la funcion es constante. Para la parte real, los
cambios de concavidad se dan en un espectro de tiempo muy pequeio, alrededor de los 2 Hz.

Las funciones no se encuentran superpuestas y son facilmente distinguibles.
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En la parte imaginaria, se observa que a medida que aumenta «, el maximo se desplaza al
régimen de bajas frecuencias. Tampoco aqui hay disipacién de energia para un @¢=0. Como en
el caso anterior, los méximos se encuentran bien definidos para los casos con a>0.2. La altura

de la curva y la posicién del maximo son proporcionales a a.

Primera memoria con $=0.5
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(a) Kj con B=0.5. Parte real (b) Kj con B=0.5. Parte imaginaria

Figura 5.19: 212° (negro), 214°(rojo), 216° (verde), 218° (azul), 220°(rojo obscuro), 222° (naranja)

En la parte real de la primera memoria, las funciones no se entrecruzan y tienden a crecer
mads rapidamente a medida que aumenta el valor de a. A medida que baja «, el valor de inicio

disminuye.

En la parte imaginaria, las funciones tampoco se entrecruzan y decrecen con distintas veloci-

dades, en proporcion al tamafo de a.
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Segunda memoria con =0.5
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(a) Kz con f=0.5. Parte real (b) K> con $=0.5. Parte imaginaria

Figura 5.20: 212° (negro), 214°(rojo), 216°(verde), 218° (azul), 220°(rojo obscuro), 222° (naranja)

Las curvas con =0.5 de la parte real se distinguen con claridad y tienden a 0. Entre mds alta
es « inicial, més alto es el valor inicial de la segunda memoria. A diferencia del modelo con

B=0.1, las funciones decrecen més rapido a medida que aumenta su a.

En la parte imaginaria se observa que los maximos se definen mejor a medida que crece a. Se
observa que a medida que aumenta el valor de «, el valor inicial de la funcién es menor y las

curvas se vuelven cada vez mas simétricas.
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5.2.3. Modelo con =0.9

Constante dieléctrica con $=0.9
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(a) €’ con $=0.9. Parte real (b) €’ con $=0.9. Parte imaginaria

Figura 5.21: 212°(negro), 214°(rojo), 216°(verde), 218° (azul), 220°(rojo obscuro), 222° (naranja)

Funcién de correlaciéon con =0.9
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(a) ¢ con $=0.9. Parte real (b) ¢ con =0.9. Parte imaginaria

Figura 5.22: 212° (negro), 214°(rojo), 216° (verde), 218° (azul), 220°(rojo obscuro), 222° (naranja)

Aligual que en los casos anteriores, para § = 0.9 la parte real de la funcién de autocorrelacién
muestra que a mayor frecuencia o excitacion del campo, la correlacion de la particula consigo

misma tiende a 0.

Al igual que el caso en que $=0.5, el valor inicial de autocorrelacién es proporcional a a.
Para la @ més pequeiia, el valor de la funcién es constante. Para la parte real, los cambios de
concavidad se dan en un espacio de tiempo muy corto, alrededor de 2 Hz. Las funciones no se

encuentran superpuestas y son facilmente distinguibles.
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En la parte imaginaria, se observa que a medida que aumenta «, el maximo se desplaza al
régimen de bajas frecuencias. Tampoco aqui hay disipacién de energia para un @¢=0. Como en
el caso anterior, los méximos se encuentran bien definidos para los casos con a>0.2. La altura
de la curva y la posicién del méximo son proporcionales a a. Los maximos se forman ahora
a frecuencias menores que en los casos con 8 = 0.1y = 0.5. Por lo tanto, mediante la 3 se

puede determinar la frecuencia en que aparecen los maximos.

Primera memoria con =0.9
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(a) K; con =0.9. Parte real (b) K; con =0.9. Parte imaginaria

Figura 5.23: 212° (negro), 214°(rojo), 216° (verde), 218° (azul), 220°(rojo obscuro), 222° (naranja)

En la parte real de la primera memoria, las funciones no se entrecruzan y tienden a crecer mas
rapidamente a medida que aumenta el valor de a. A medida que baja la a, el valor de inicio

disminuye.

En la parte imaginaria, las funciones se entrecruzan como sucedia en el caso con = 0.1.
Cuando a=0.2, 0.4y 0.6, las curvas tienden a agruparse y a decrecer rapidamente. Para el caso

con el mayor valor, a=1, el decrecimiento es menor.
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Segunda memoria con =0.9
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(a) K» con =0.9. Parte real (b) K> con =0.9. Parte imaginaria

Figura 5.24: 212° (negro), 214°(rojo), 216° (verde), 218° (azul), 220°(rojo obscuro), 222° (naranja)

Las curvas con =0.9 constante de la parte real se distinguen y tienden a valores negativos.
Entre mads alta es el « inicial, més alto es el valor inicial de la segunda memoria. Como en el

modelo con =0.5, las funciones decrecen mads rdpido a medida que aumenta su a.

En la parte imaginaria se observa que los méximos son més anchos que en el caso anteriory

pierden simetria a medida que aumenta la frecuencia y disminuye su a.



Capitulo 6

Relacion con cantidades fisicas

6.1. Viscosidad Rotacional

Para la primera memoria no existe una interpretacion fisica definitiva. Por su parte, la segunda
memoria puede relacionarse fisicamente con la viscosidad compleja como han reportado

Hernandez et al. (2023).

Para demostrar la conexion entre esta cantidad fisica y la segunda memoria se parte de la

relacién de Cole-Cole

*(w) — 1
Rw="W o 6.1)
£0— €0 1+ (lwT*)4
si el tiempo de caida 7 se sustituye por An*,
. 1
R (w) = ; (6.2)
1+ (lwAn* (w))4
Si relacionamos esta ecuacion con la [4.71], obtenemos que
K ()
biowtgn)?* = (iwAn* (w))* 6.3
%) (iwtgn)™ = ( N (w)) (6.3)

Por lo que
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1
Kw), , )E
(@@h”

Se obtiene la segunda memoria en funcién de la viscosidad

An*(w) =

K>(0)

K} (w) = A
bt4,

n* (w)*

Para frecuencia igual a 0,

K> (0
@mrav—%lmeW
b‘L’HN

A frecuencia 0, la viscosidad 7 (0) es estética,
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(6.4)

(6.5)

(6.6)

(6.7)

La segunda memoria se encuentra relacionada con la viscosidad compleja, y a frecuencias

muy bajas o 0, se relaciona con la viscosidad estatica. La viscosidad fisicamente representa

una friccién que disipa energia, de modo que la segunda memoria mostraria la disipacién de

energia mediante el campo de interaccion de los dipolos (Herndndez et al, 2023.

6.2. Resultados para OBPI

A continuacion se aplica el modelo de HN al cristal liquido bifenilo-2-yl isobutirato (OBPI).

Los parametros de ajuste (a, 3, T)se obtuvieron de (Hernédndez, 2023), para modelar tanto la

parte real, como la imaginaria de la funcién de correlacion, la relajacion dieléctrica, la primera

y segunda memoria, y la viscosidad.
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Constante dieléctrica
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Figura 6.1: 212° (negro), 214° (rojo), 216° (verde), 218° (azul), 220° (rojo obscuro), 222° (verde obscuro),
224° (rosa), 226° (magenta), 228° (café), 230° (gris), 232° (cian)

Funcion de correlacion OBPI
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Figura 6.2: 212° (negro), 214° (rojo), 216° (verde), 218° (azul), 220° (rojo obscuro), 222° (verde obscuro),
224° (rosa), 226° (magenta), 228° (café), 230° (gris), 232° (cian)
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Primera memoria
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Figura 6.3: 212° (negro), 214° (rojo), 216° (verde), 218° (azul), 220° (rojo obscuro), 222° (verde obscuro),
224° (rosa), 226° (magenta), 228° (café), 230° (gris), 232° (cian)

Segunda memoria
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Figura 6.4: 212° (negro), 214° (rojo), 216° (verde), 218° (azul), 220° (rojo obscuro), 222° (verde obscuro),
224° (rosa), 226° (magenta), 228° (café), 230° (gris), 232° (cian)
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Viscosidad
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Figura 6.5: 212° (negro), 214° (rojo), 216° (verde), 218° (azul), 220° (rojo obscuro), 222° (verde obscuro),
224° (rosa), 226° (magenta), 228° (café), 230° (gris), 232° (cian)



Conclusiones

El propésito de este trabajo fue mostrar la aplicacién del calculo fraccional a la descripcién
de la relajacion dieléctrica. Para ello, hemos revisado la teoria sobre materiales poliméricos
y sobre la relajacion dieléctrica. Hemos visto en qué consisten las diferentes formulaciones
para describir la relajacion dieléctrica, centrdndonos en el modelo mas utilizado que es el de

Havriliak-Negami.

El modelo de Havrilial-Negami es una descripcion fisica o fenomenolégica, pues al modelo
basico de Debye, le incorpora dos parametros (a y f, sin describir de forma precisa en qué
consisten las interacciones intramoleculares en la cadena polimérica. Ambos pardmetros
cambian la forma de la curva de relajacion, el primero ensanchando la curva; el segundo,

aumentando su amplitud.

Es para el modelo de Havriliak Negami para el que hemos ofrecido la deduccion de un forma-
lismo que utiliza el célculo fraccional, que nos permite encontrar la primera (K;) y segunda
memoria (K3). Como se observd, ambas funciones incorporan un kernel de memoria, que

permite recuperar informacion de los momentos inmediatamente anteriores.

Este trabajo se une a otros que muestran lo fructifero que puede ser el célculo fraccional para
describir fendmenos estocdsticos, cuyo comportamiento dependa del momento inmediata-

mente anterior.

También se ha recuperado la interpretacion fisica, propuesta por Herndndez et al. (2023) de la
segunda memoria: la friccién rotacional. Esto es importante, pues, como se sefialé més arriba,
los modelos fenomenolégicos en realidad no explican fisicamente qué sucede en el sistema;
los parametros que utilizan sirven para ajustar las curvas teédricas a las curvas obtenidas

mediante experimentos, sin explicar en qué consisten fisicamente.
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Queda para trabajo posterior hacer una comparacién mas precisa sobre otras ventajas de
incorporar calculo fraccional a la descripcion de la relajacién dieléctrica; por ejemplo, su
aplicacion a nuevos modelos de relajacion dieléctrica, la interpretacion de la primera memoria

o la medicién de otros pardmetros fisicos como la difusividad o la conductividad.



Apéndice A
Transformadas de Laplace

La transformada de Laplace permite cambiar el dominio de una funcién por otro. General-

mente, se utiliza para pasar de un dominio de tiempo f(¢) a uno de frecuencias f(s).

La transformada de Laplace puede utilizarse para resolver ecuaciones diferenciales lineales

con coeficientes constantes, transformandolas en ecuaciones algebraicas.

oo

Lif(6)} :fo e St f(ndt (A.1)

,donde s=0 + iw.
La version bilateral de la transformada se define como:

[e.0]

Lif(o) :f e S f(ndt (A.2)

(o.¢]

Cuando o =0, s = iw se obtiene la transformada de Fourier.

L ()} :fo e @tF(ndt (A.3)

Para nuestro trabajo result6é importante utilizar la transformada de la derivada en el tiempo.
La transformada de la derivada se realiza sustituyendo la funcién por su derivada dentro de la

formula de la transformada.
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.i”{f’(t)}:f fl(netde=f(re
0

Zo + sf f(e Stdt=—f(0)+ sF(s) (A.4)
0

La transformada de la derivada de f () se obtiene multiplicando s por la transformada de la

funcién, menos la funcién evaluada en condiciones iniciales

LAif'(0} = sF(s) - f(0) (A.5)

La férmula general para derivadas de orden superior es

LU0 =5"F($) =" f0)— .. = S F " 0) = s 2 0) - FV(0) (A.6)



Apéndice B
Transformada de Fourier

La transformada de Fourier, como la transformada de Laplace permite pasar del dominio de
una funcién a otro, generalmente de tiempo (¢) a frecuencia (w). Se utiliza especialmente en

el tratamiento de sefales digitales, analégicas, mecanicas, térmicas, acusticas, etc.

La serie compleja de Fourier consiste en una sumatoria lineal de funciones arménicas.
oo .
f@)=co+ ) cpe’rt (B.1)
n=0
cuyos coeficientes ¢, corresponden a los coeficientes de Euler,
12 ;
ch==—> f(e'dt (B.2)
2p =
A diferencia de la serie de Fourier, la integral de Fourier admite funciones no periédicas.

f(x) =f0 f(me “Tdr

(B.3)
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A partir de esta ecuacion se puede definir la transformada de Fourier

F() =3§1f0]= \/%f_oof(r)e_imdr (B.4)
y su inversa
fa) = Lfoo F(t)e'drt (B.5)
V2 '
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