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RESUMEN

Este estudio tiene como objetivo presentar una secuencia didactica para promover el
razonamiento algebraico en estudiantes de bachillerato a través del uso del software libre
GeoGebra. El marco tedrico considera tres ejes: didactico, matematico y tecnolégico, que
refieren a la generalizacién de patrones figurales, la sucesién matematica y el uso de
GeoGebra. Se utilizé una metodologia cualitativa, basada en el disefio de tareas que
considera tres etapas: seleccion de la sucesion, adaptacion de la sucesion a un patrén figural
y finalmente generacién del patrén figural en GeoGebra. Como resultado se presenta el
disefio de actividades relacionadas con patrones figurativos y su adaptacién al entorno de
GeoGebra. Se concluye que los patrones resultan ser una herramienta para introducir el
algebra escolar ya que la notacién algebraica y la nocion de sucesidn estan relacionadas.
Ademas, el uso del software propuesto contribuye al enfoque del docente y del alumno
para aplicar la tecnologia como herramienta de apoyo para el aprendizaje y la ensefianza
del dlgebra.

ABSTRACT

This study's objective is to present a didactic proposal to promote algebraic reasoning in
high school students working with GeoGebra. The theoretical framework considers three
axes: didactic, mathematical and technological, that refer to the generalization of figural
patterns, mathematical succession and GeoGebra. A qualitative methodology, design-based
task, that considers three stages: succession selection, succession adaptation to a figural
pattern and finally generation of the figural pattern in GeoGebra. As a result, design of
activities related to figural patterns and their adaptation to GeoGebra's environment is
presented. It is concluded that patterns turn out to be a tool to introduce school algebra
since algebraic notation and notion of succession are related. In addition, using proposed
software contributes teacher and student's approach to apply technology as a support tool
for learning and teaching algebra.
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INTRODUCCION

El aprendizaje del dlgebra siempre ha representado un area de dificil acceso conceptual
para los estudiantes de secundaria y niveles posteriores. La ensefianza de esta rama de las
matematicas también ha representado un reto para los docentes, quienes tienen por
objetivo el desarrollo de aprendizajes significativos en algebra en los estudiantes. Frente a
esta realidad actual, en este trabajo se propone como una ruta para el desarrollo del
razonamiento algebraico, la generalizacion de patrones con apoyo del software de
GeoGebra. La generalizacion de los patrones permite al estudiante describir el patrén y
comunicar los cambios que se presentan en las posiciones de las figuras. También promueve
la necesidad de utilizar literales para registrar el patréon en su término n-ésimo. Por otro
lado, el ambiente dindmico de GeoGebra promueve que los estudiantes validen sus posibles
expresiones de la regla general al poder generar las figuras de posiciones muy grandes. De
esta manera, atendiendo al disefio de esta secuencia diddctica, el contenido de este trabajo
estd articulado en 5 capitulos.

En el capitulo 1 se desarrolla una parte fundamental del trabajo de tesis: el planteamiento
del problema, es decir, se especifican la pregunta de investigacién, el objetivo general y los
objetivos especificos. Ademas, se contextualiza con los antecedentes y se justifica el
desarrollo de este estudio.

En el capitulo 2 se presentan los fundamentos en los que se basa la presente investigacién,
los cuales se dividen en tres ejes: didactico, matematico y tecnoldgico. Ademas, se
presentan algunas definiciones de las palabras generalizacién y patrones sobre las cuales
gira esta tesis, asi como tres acciones propuestas por Carmona (2016) para definir un
patron.

El capitulo 3 muestra la metodologia aplicada para el disefio de la secuencia didactica. Esta
metodologia es de tipo cualitativo y presenta el disefio de tareas relativas a la generalizacién
de patrones utilizando GeoGebra. Este disefio se desarrolla en tres etapas: (1) seleccion de
la sucesion, (2) adaptacion de la sucesion a un patrdn figural, (3) generacién del patrén
figural en GeoGebra.

En el capitulo 4 se presenta el desarrollo de las sucesiones en GeoGebra comenzando con
el andlisis de una secuencia figural para obtener el patron que la represente. Después con
el patron encontrado se lleva a cabo un segundo andlisis para el disefio de este en
GeoGebra. Ademads, se presenta una serie de preguntas a responder con la sucesién
generada, mismas que forman parte de la secuencia didactica.



Por dltimo, en el capitulo 5 se muestran las conclusiones obtenidas de esta tesis, asi como
una evaluacién de los resultados obtenidos tomando como pardmetros los objetivos que se
describen mas adelante. Ademas, se proponen posibles lineas de continuidad de la

investigacion presentada.



CAPITULO 1.
Problematica de la investigacion

En el presente capitulo se desarrollan los antecedentes del estudio, el problema de
investigacion, asi como el objetivo general y los objetivos especificos. Finalmente, el
capitulo se cierra con la justificacion del estudio.

1.1. Antecedentes

Cuando hablamos de generalizacién se hace referencia a la capacidad de ver una
generalidad a través de lo particular y ver lo particular en lo general (Lépez, 2016). El
término ha sido estudiado y definido por varios autores a través de los afios, coincidiendo
la mayoria de ellos en que la generalizacién es un elemento indispensable para el desarrollo
del pensamiento matematico en general y para Lépez (2016), en particular, lo es para el
desarrollo del razonamiento algebraico ya que permite la posibilidad de la abstraccion
matemadtica. Segun este autor uno de los acercamientos mas convenientes al iniciar el
desarrollo del Pensamiento Algebraico es el determinar patrones de comportamiento. La
importancia radica en que en esa generalizacion hay una justificacion sobre la forma en la
que cambian los datos proporcionados y lo mds interesante es ver como obtenemos
aquellos que aun no han sido proporcionados. Esto es, la capacidad de predecir valores
(Lépez, 2016).

Un trabajo realizado por Carmona en el 2016 en la Ciudad de México y, con estudiantes de
bachillerato revelé que el potencial de este grupo de personas para reconocer patrones en
sucesiones de objetos matematicos y no matematicos es alto. Sin embargo, no cuentan con
un discurso formal y organizado de sus percepciones, pero si logran identificar las
peculiaridades del patrén que analizan. Para este autor, un patréon es una regla o ley de
formacién de una sucesidn finita o infinita, de objetos matematicos o no matematicos
(Carmona, 2016). Esta investigacion de Carmona, fue realizada bajo el sustento de autores
como Lee y Freiman (2006) quienes afirman que “la exploracién de patrones es una
actividad central en toda la matematica y las ciencias en general” (2006, citados por
Carmona, 2016, p.6), también afirman que “el enfrentamiento temprano con tareas en las
que se pide intentar expresar patrones matematicamente, es una excelente herramienta
para aprender el lenguaje algebraico y participar en actividades relacionadas con él” (Leey
Freiman, 2006, citados por Carmona, 2016, p.6).



Otra investigacion mas que habla sobre el pensamiento algebraico y su relacién con las
actividades que involucran la generalizacidn de patrones es la que llevé a cabo Chalé (2013).
Su estudio fue desarrollado en México con estudiantes de secundaria y, permitié detectar
tres formas en las que la visualizacion influye en la elaboracion de patrones graficos que
propician un buen acercamiento al algebra. La primera de ellas va de la mano con la
generalizacion factual que brinda la posibilidad de discriminar partes de las secuencias
propuestas a partir de determinadas propiedades. En segundo lugar, se tiene la
generalizacion contextual que tiene que ver con la posicidén de los elementos vinculada con
la numeracién de los mismos. Y por ultimo expone que la visualizacion influye en la
generalizaciéon de formulacion simbdlica que abstrae la regla que sigue la secuencia
estudiada. Chalé menciona que las conclusiones obtenidas en su investigacién son fuertes
bases para seguir desarrollando la visualizacidon simbdlica que puede ser una muy buena
estrategia para que a través de informacién grafica se lleve al estudiante a detectar la regla
gue conforma el patrén de la secuencia.

Estudios realizados fuera del pais como la investigacidon hecha por Castro y Ruiz (2018) en
la Universidad de Granada en Espafia, confirman que la ensefianza de las matematicas debe
tener entre sus prioridades fomentar las generalizaciones y las acciones asociadas a las
mismas. Los autores, en esta investigacion, exponen diferentes argumentos en el que la
generalizacion de patrones es Util para la resolucién de problemas, asimismo es Util para
introducir el algebra escolar y para visibilizar su potencial para fomentar el pensamiento
matematico desde la educacién infantil hasta bachillerato. Ademas, para Barbosa y Vale
(2015) “los patrones se asocian comunmente al pensamiento algebraico debido a la
presencia en ellos de la abstraccion y la generalizacién” (2015, citados por Castro y Ruiz,
2018, p.91).

Por otro lado, trabajos colombianos como el de Bautista et al. (2021), que se enfocd en
analizar el razonamiento algebraico, usando patrones y secuencias geométricas, de 38
estudiantes de quinto grado de educacidn basica en una institucién educativa, llegan a la
conclusién de que, si bien la mayoria de los estudiantes lograron identificar un patrén en
las secuencias, también hay ciertas limitaciones al explicar el porqué de las generalizaciones
a las que llegaban para encontrar la posiciéon n de la sucesion. Los autores, luego de llevar
a cabo un diagndstico con un grupo de estudiantes con actividades que involucran
encontrar el patron para determinar el nimero que le corresponde a la figura n,
concluyeron que el algebra es una pieza clave del éxito en el aprendizaje de las
matematicas. También afirman que las situaciones de variacién y cambio son el fundamento
principal de los procesos de generalizacidén por lo que mediante actividades especificas se
puede lograr que los estudiantes progresen en su desempeiio algebraico.



Rojas y Vergel (2013) por su parte presentan un conjunto de actividades relacionadas con
la generalizacidn de patrones figurales y numéricos que después de analizarlos coincide con
Bautista et al. (2021) en que son una buena estrategia para introducir el algebra en la
escuela. Por otro lado, en un estudio mas reciente Vergel (2015) realizé una investigacion
con nifios de 9 y 10 afos colombianos para mostrar su desempefio en actividades de
generalizacion de patrones, destacando la metodologia que estos usan para consolidar un
resultado, es decir, el proceso mediante el cual determinan el patrén requerido. Su
investigacion muestra que recursos semioticos como los gestos, el movimiento y la
actividad perceptual son importantes en la manifestacidon del razonamiento algebraico en
edades tempranas. Reafirmando asi lo que muchos autores mas expresan al decir que la
generalizacién de patrones es una de las formas mds importantes de introducir el dlgebra
en la escuela.

Algunos autores como Ramirez (2017) exponen que, en la generalizacidn realizada por los
estudiantes, una de las mayores dificultades estd en la designacidon simbdlica de lo
indeterminado, si bien, es posible encontrar una relaciéon entre los elementos de la
secuencia y expresarlo en una frase representativa usando como sujeto el nimero de la
figura, el paso a la designacidn simbdlica no se da (p. 4). Lo previo nos da un indicio de que
es necesario lograr pasar hacia ese sentido algebraico al proponer una regla o férmula que
proporcione el valor de cualquier término. Rojas y Vergel (2013) citan a Radford (2006) al
resaltar la necesidad de reflexionar explicitamente sobre la relacion entre el desarrollo del
pensamiento algebraico y los procesos de generalizacién. Ademas, aseguran que trabajar
con actividades sobre generalizacién de patrones figurales es una buena estrategia para
introducir el algebra en el aula y que ademds posibilita a los estudiantes el poder acercarse
a situaciones importantes para el desarrollo del razonamiento algebraico.

Sin ser menos importante, también existen estudios relacionados que llevan a reflexionar
sobre el papel del docente para el desarrollo del razonamiento algebraico, utilizando la
generalizacion de patrones. Por ejemplo, Zapatera (2018) propone incitar a los maestros a
ir introduciendo el desarrollo del pensamiento algebraico en los alumnos de modo que se
les proporcione una herramienta que les sirva en su practica docente. También afirma que:
“La comunidad docente debe tomar conciencia de introducir el algebra en sus alumnos y
planificar tareas con patrones para desarrollar el pensamiento algebraico” (p. 66).

Todos estos estudios nos llevan a proponer actividades sobre patrones considerando que
segln las investigaciones son actividades ideales para promover este proceso de
generalizacion que lleva a un excelente desarrollo de las competencias algebraicas.
Asimismo, se propone el uso del software GeoGebra para modelar patrones lineales
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especificos que lleven a la generalizacién dado que segun la revisién de la literatura la
mayoria de los estudios son en lapiz y papel.

1.2. Descripcion del problema

El estudio del dlgebra en los distintos niveles educativos ha sido a través de los afios un
tema de vital importancia debido a que es la base del lenguaje matematico, esto segln
Janvier (1987), Kaput (1999) y Duval (1993), (citados por Flores y Auzmendi, 2016). Sin
embargo, el aprendizaje del dlgebra se hace dificil a la mayoria de los estudiantes (Castro,
2012) y de ahi la importancia de desarrollar estrategias que permitan a los alumnos y
profesores desarrollar el pensamiento algebraico de manera correcta.

Mufioz y Rios (2008) mencionan que la mayoria de los estudiantes e incluso docentes no les
encuentran la utilidad a varios de los conceptos algebraicos y debido a esto no le dedican
el tiempo suficiente a la implementaciéon de actividades que permitan trabajar con
generalizaciones que después conlleven a conjeturar y extraer relaciones importantes a
partir del analisis de un caso determinado. Castro (2012) también menciona que la
ensefianza tradicional que recibieron las personas en algun curso del dlgebra en su etapa
escolar ha hecho que cuando piensan en “dlgebra” lo relacionan con la solucién de
ecuaciones, factorizacion de polinomios, funciones y graficas. Lo previo ha hecho que la
ensefianza esté estrechamente ligada a la concepciéon que tengan de la materia los
disefiadores del curriculo y los profesores que lo ponen en practica.

En el algebra también encontramos dificultades como la comprension de lo que se esta
estudiando. En este sentido, Flores y Auzmendi (2016) expresan que ésta tiene una estrecha
relacion con los procesos de matematizacion dado que los estudiantes deben matematizar
las situaciones mediante la extraccidn y reconocimiento de las matematicas contenida en
una situacion del mundo real. Asi mismo, proponen que para que un estudiante obtenga un
alto nivel de comprensién es necesario que pueda usar los procesos de matematizacién que
incluyen pensar, razonar, argumentar, justificar, comunicar, modelar, plantear y resolver
problemas, y representar. Castro (2012) expresa que dentro de las principales nociones que
producen dificultad en el estudio del dlgebra se encuentran:

e Clausura para las expresiones algebraicas.

e El lenguaje algebraico al que no le “ven” sentido y que los lleva a asignar valores

numeéricos a las letras o a la sobre generalizacién de ciertas propiedades.

e Preservacion de la jerarquia de las operaciones.

e Uso de paréntesis.

e Percepcidén del signo igual como expresidn de una equivalencia.
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Castro (2012) también hace una clasificacion de las dificultades y obstaculos en el
aprendizaje del algebra; en el primer grupo encontramos aquellas que son intrinsecas al
objeto; en el segundo las que son inherentes al propio sujeto y en el dltimo las que son
consecuencia de las técnicas de ensefianza. En ese caso nos centraremos en el segundo
grupo pues las dificultades estan relacionadas con la complejidad que supone la abstraccion
y la generalizaciéon que desempefian un papel fundamental en el dlgebra. El autor resalta
también el hecho de que la generalizacion se considera como un camino hacia el
aprendizaje del algebra.

Sanchez y del Valle (2016) mencionan por su parte algunas de las causas de las dificultades
en el algebra entre las que destacan: (a) el tratamiento inadecuado de los simbolos, (b)
generalizacion aritmético-algebraica, (c) algebra como proceso de operacionalizacién, (d)
falta de comprension por quien ensena, (d) uso inadecuado del lenguaje, (e) ausencia del
desarrollo abstracto, entre otros. También reconocen que hay dificultades de indole
operacional como lo son: (1) la forma de ver el signo igual, (2) dificultades en la notacion
algebraica vy, (3) falta de habilidad para expresar métodos y procedimientos para resolver
problemas.

Por otra parte, hablando de errores dentro del dlgebra, es importante reconocer el origen
de estos. Muchos autores como Castellanos y Obando (2009) consideran que estos errores
“surgen por las estrategias y reglas que cada alumno utiliza para la resolucion de la situaciéon
problematica y son consecuencia de las experiencias anteriores en Matematicas” (p. 2).
Estos autores ponen especial énfasis en aspectos como la naturaleza y significado de los
simbolos y letras, asi como el uso inapropiado de fdrmulas o reglas de procedimientos, pues
consideran que a estos se les atribuyen la mayoria de las veces los errores dentro del
algebra. También resaltan que los errores que se cometen al hacer generalizaciones de
expresiones algebraicas, producto del andlisis de determinadas situaciones, son una
preocupacion de los profesores de matematicas en educacion secundaria y media superior
(o bachillerato).

Lépez y Rodriguez (2012) clasifican los errores en el campo del dlgebra en cuatro grupos:
e Errores de tipo conceptual: Mal uso de teoremas, propiedades, leyes y axiomas.
e Errores de tipo interpretativo.
e Errores de tipo procedimental.
e Errores de tipo imaginario.

En general el desempefio de los estudiantes en la materia del dlgebra estd en un nivel bajo,
asi lo refleja un analisis hecho por Garcia et al. (2018) donde muestran que segun los
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resultados del Programa para la Evaluacién Internacional de los alumnos de los paises
miembros de la Organizaciéon para la Cooperacion y Desarrollo Econdmico (OCDE), las
puntuaciones mas bajas en matematicas se tienen en los estudiantes de Brasil y México.
Garcia et al. (2008) recalcan de igual forma la necesidad de que se incluyan, en las
instituciones de educacién superior y media superior, politicas de apoyo a estudiantes que
carecen de las habilidades basicas en matematicas. Los autores muestran los resultados de
una encuesta realizada a 79 profesores de matematicas a nivel universidad de 21 paises en
la que el 30% de estos encuestados afirma que la causa de que los alumnos tengan
dificultades en matemadticas al pasar del bachillerato a la universidad es la falta de
preparacion en el nivel medio superior, asi como una falta de desarrollo de habilidades
basicas en matemadticas. Avilés (2013) por su parte, ademds de expresar que el proceso de
ensefianza y aprendizaje de las matematicas es una tarea complicada en el sistema
educativo, también hace notar que es necesario que se motive al alumno pues los
estudiantes de esta época no sienten el deseo de superacion y les da igual estudiar o no.

La informacion recabada muestra el grave problema que existe en el ambito del dlgebra,
por lo que es necesario implementar estrategias de ensefianza como apoyo al alumno en el
camino de proveerlo de un pensamiento matematico con bases sélidas en el algebra. Lo
previo se logra mediante la implementaciéon de actividades sobre generalizaciéon que
permitiran ademds desarrollar otras habilidades como el analisis, la argumentacién y la
capacidad de utilizar diferentes métodos para la resolucién de un problema. De esta
manera, se plantea la siguiente pregunta que delimita el problema de investigacién para la
tesis:

¢Cudles son las caracteristicas que deben considerarse para el disefio de una secuencia
diddctica para el desarrollo del razonamiento algebraico articulada en la generalizacion
de patrones y el software GeoGebra?

Para contestar la anterior pregunta planteada se definieron el siguiente objetivo general y
los objetivos especificos.

1.2.1. Objetivo general y objetivos especificos
Dada la descripcion del problema y la descripcion de los antecedentes se plantea el

siguiente objetivo general (OG) de tesis:
OG: Disefiar una secuencia didactica, utilizando GeoGebra, para el desarrollo del
razonamiento algebraico en el aula

Para la consecucidn del objetivo general se plantean los siguientes objetivos especificos:
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OE1: Documentar actividades sobre generalizacion de patrones desde los reportes
de investigacion

OE2: Rediseiiar las actividades para el trabajo en el aula a nivel bachillerato

OE3: Articulacién de las actividades con apoyo en el software GeoGebra para el
disefio de la secuencia didactica.

1.3. Justificacion del estudio

Derivado del andlisis de la literatura antes citada y en respuesta a la evidente necesidad de
buscar nuevas formas de desarrollar actividades que propicien el desarrollo de
competencias algebraicas nace la propuesta de incorporar el software GeoGebra en la
modelaciéon de patrones lineales. La importancia de esto recae en que si bien hay mucha
investigacion referente a la importante relevancia que tiene el uso de la generalizacién de
patrones como una estrategia que impulsa de manera significativa el desarrollo del
pensamiento algebraico, la mayoria de estas investigaciones han sido llevadas a cabo en
lapiz y papel. De esta manera, la propuesta que presenta esta tesis tiene el plus de brindar
al estudiante la posibilidad de explorar una funcién totalmente diferente de GeoGebra ya
qgue principalmente esta herramienta es usada para la graficar funciones, figuras
geométricas, cuerpos geométricos, resolucion de sistemas de ecuaciones, entre otras
utilidades.

Con la implementacién del uso de GeoGebra para la modelacién de patrones lineales
mediante la utilizacién de diferentes comandos que este software nos proporciona, se
pretende apoyar al alumno en la busqueda de patrones dada una cierta secuencia y
encaminarlo asi a la generalizacion de estos. De esta manera el alumno podra visualizar las
secuencias de manera grafica y podra analizar al mismo tiempo el comportamiento de estas
y como es que el patrén encontrado es el correcto. En este sentido los beneficiarios de esta
implementacién seran principalmente profesores y estudiantes que estén interesados en
comenzar o reforzar su desarrollo del pensamiento algebraico pues como lo menciona la
literatura consultada, estas actividades de generalizacién de patrones son una de las
mejores estrategias para lograr reforzar este pensamiento.

Es importante mencionar de igual manera que con este proyecto se impulsa al profesor a
entrar en una nueva manera de ver los patrones en una secuencia mediante el uso de una
herramienta tecnoldgica. Lo previo, ademds de apoyar al alumno en uno de los campos que
son base de las matematicas, lo estard también introduciendo en el uso de este software
matematico que tiene una importante relevancia pues favorece la visualizacion.
Recordemos que la visualizaciéon de los problemas mediante recursos graficos es una
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herramienta que permite tener una primera idea de lo que se quiere resolver y de esta
manera comenzar a desarrollar el proceso para llegar a la solucién.
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CAPITULO 2.
Fundamentacion tedrica

Los aspectos tedricos por considerar en esta investigacion van desde las multiples
definiciones de las palabras generalizacidon y patrones, hasta la importancia de estos
términos como parte fundamental del desarrollo del razonamiento algebraico. Se incluye
de igual manera la importancia de la tecnologia como parte de las estrategias para
desarrollar este razonamiento. Lo recabado de diversos escritos de autores que han
estudiado estos temas es muy amplio y, aunque las definiciones y puntos de vista de cada
uno de ellos son muy particulares podemos encontrar una misma esencia en todos ellos y
se percibe una coincidencia en el punto de que el trabajo con patrones es una de las bases
mas importantes para desarrollar el pensamiento algebraico. De esta manera, este capitulo
se articula en tres ejes: fundamento didactico, fundamento matematico, fundamento
tecnoldgico.

2.1. Fundamento didactico: naturaleza de los patrones

El término patrén es una regla o ley de formacidn de una sucesion finita o infinita de objetos
matematicos o no matematicos (Carmona, 2016). Zapatera (2018) entiende como patrén a
aquellas sucesiones de elementos que se construyen siguiendo una determinada regla.
También en su trabajo de investigacion cita a los autores Castro, Cafiadas y Molina (2010)
cuando definen a un patrén como: “lo comun, lo repetido con regularidad en diferentes
hechos o situaciones y que se prevé que puede volver a repetirse” (p. 55). El andlisis de un
patron esta orientado a la determinacién del término n-ésimo. Es en este sentido que,
Carmona (2016) hace énfasis en las acciones para definir un patrdn las cuales son:

e Accidn 1. Describir el patron. Muchas veces para los estudiantes es dificil
comunicar lo que han percibido por lo que en esta etapa se sugiere que se
realicen intentos por expresar la percepcion en voz alta.

e Accidn 2. Registrar un patrdn. En esta etapa hay que plasmar las ideas en un
lenguaje visible utilizando simbolos, una comunicacién escrita o bien recursos
graficos. Al escribir las ideas y discutirlas se contribuye a que el estudiante
pueda comprobarlas y modificarlas

e Accion 3. Validar la formulacién. En esta etapa se verifica la utilidad de la regla
encontrada que permite determinar la posicién n-ésima.

En la siguiente Figura 2.1, se presenta un patrén. Se advierte que en la posicion 1, se tiene
cuatro cuadritos, en la segunda posicién hay siete cuadritos, y asi sucesivamente. Lo previo

se corresponde con la accién 1 de describir el patrén. La segunda accidén consiste en
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registrar el patrén, es decir, describir con algun lenguaje el patrén. Por ejemplo, en la
primera posicién hay 3 cuadritos mas 1; en la segunda posicidn hay 6 cuadritos mas 1; en la
tercera posicion hay 9 cuadritos mas 1. Esto se aproxima a la necesidad de utilizar simbolos:
a, = 3n + 1. Finalmente, la tercera accién de validar la formulaciéon consiste en verificar
si lo encontrado es valido para todas las posiciones y para el término n-ésimo.

Figura 2.1: Patrodn figural en el contexto geométrico de caracter lineal
Fuente: Lopez (2016, p. 94)

El estudio de los patrones esta fuertemente ligado a la nocidn de generalizacién. Asi lo
indica Lépez (2016) cuando cita a Mason et al. (1985) y expresa que “la generalizacién
permite pasar de un conjunto de situaciones concretas a algin aspecto en comun a todas
ellas” (p. 56). En este sentido, es la capacidad de ver una generalidad a través de lo particular
y ver lo particular en lo general. El autor también resalta que la importancia de generalizar
un comportamiento esta en la justificacién sobre la forma en la que cambian los datos
proporcionados y, mds aun, en la obtencién de aquellos que no han sido proporcionados.
Esto es, la capacidad de predecir valores. Lépez, también cita al Grupo Azarquiel (1993), en
Serres, (2007, p. 177) al definir tres fases de la generalizacién:

e Fase 1. Visidon de la regularidad, la diferencia y la relacién entre las partes. Es decir,
comenzar por distinguir entre las caracteristicas de cada situacién analizada, aquello
gue no cambia y que es comun a todas ellas.

e Fase 2. Exposicién verbal. En esta fase toca comunicar lo que se observé, es decir, el
modelo detectado.

e Fase 3. Expresion escrita. Formalizar las ideas para que quede un registro de ellas.

Otros autores como Kinach (2014) coinciden en que la generalizacién es una forma de
razonamiento y un acto de abstraccion fundamental en las matematicas: “Se refiere ya sea
a identificar elementos comunes en todos los casos o de aumentar la comunalidad mas alla
del dominio del patrén original” (Kinach, 2014, citado por Lépez, 2016, p. 56). Encaminar
entonces la definicidon de generalizacion hacia una definicidon puntual de generalizacion de
patrones es una tarea que han hecho varios autores; en el caso de Lopez (2016) expresa
gue: “para poder generalizar el patron de comportamiento es necesario, en primera
instancia, el analisis de la forma en la que se dan los cambios entre estados, tanto de manera
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III

numeérica como visual” (p. 75), es decir, hay que encontrar esas caracteristicas comunes

entre los objetos que estan siendo estudiados.

En las investigaciones de Zapatera (e.g. Zapatera, 2018; Zapatera y Callejo, 2011) se
establecen las siguientes estrategias para resolver problemas de generalizacion de patrones
lineales:

e Estrategias aditivas. El estudiante observa el patrén de crecimiento y realiza un
recuento dibujando la figura o sumando el patréon de crecimiento hasta llegar al
término requerido partiendo de una figura cualquiera o de la primera figura.

e Estrategias funcionales. El estudiante relaciona la posicién de la figura y el nimero
de elementos de ésta mediante la funcién afin f(n) = aen + b (b # 0)

Donde:
a = Patrén de crecimiento
b = Término independiente que se mantiene constante

e Estrategias proporcionales. El estudiante halla el nimero de elementos mediante
razonamientos proporcionales en base a la funcidn lineal f(n) = an, donde no se
considera el término independiente que se mantiene constante (ver Figura 2.2)

Dibujo
E. aditivas Recuentoiterativo — f(n)=f(1) +(n-1) -a
Recuentorecursivo —  f(n) =f(p) + (n-p) -a
Estrategias

E funcionales Funcion local — f(n) =a'n +b, n determinado
) Funcion global — f(n) =a-n +b, n indeterminado
E. proporcionales — f(n)=an

Figura 2.2: Estrategias identificadas en la generalizacién de patrones
Fuente: Zapatera (2018, p. 55)

En la siguiente Figura 2.3 se resumen las caracteristicas del fundamento didactico relativo
al estudio de los patrones.

—_— )
/’ 1'-(Desr:ribir el patrén

/

( Acciones que definen a [ _ )
. Registrar el patrén
un patrén. \ J
\. : )
— _J,,.{Validar el patrén

- Visign de la regularidad,
/‘/ T la diferencia y la

relacién entre las partes

I —
( Estrategiasaditivas}/"' ™

. T —
gias q Caracteristicas de los

— g b
Estrategias - :

. g motivan el andlisis de = :

| proporcionales e 3 patrones F

| Estrategias funcionales |-t.,_,7_7 )7/

/
Motiva 3 fases de |a
generalizacién
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Figura 2.3: Caracteristicas de los patrones
Fuente: Elaboracion propia
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2.2. Fundamento matematico: sucesion

El andlisis de patrones estd relacionado con la nocién de sucesion y la generacion de una
relaciéon funcional que describe el comportamiento del patron. Es importante también
definir que es una sucesién. En el caso de la Real Academia propone la siguiente definicién
de sucesion: Aplicacién cuyo dominio es el conjunto de los niUmeros naturales, es decir, la
sucesion serd de puntos, de nimeros de un cierto tipo, de funciones, etc. Si son esos los
elementos del conjunto imagen, estas sucesiones pueden ser lineales o cuadraticas y de
acuerdo con estas, es posible encontrar ciertas leyes que permitan descifrar el término n.
Estas leyes son lo que conocemos como patrones, de los que ya se habld anteriormente, es
decir, aquello que es comun entre los elementos de la sucesion, esto es, una relacién
biunivoca entre los elementos del conjunto de los nimeros naturales y el conjunto formado
por todos los elementos de la sucesién. En este proceso de obtener el patrén de una
secuencia van involucradas acciones que tienen que ver con procedimientos légicos como
el andlisis, la sintesis, la abstraccidn y la generalizacion.

Por otro lado, Collins (1987) también propone, al expresar una sucesidon como: un numero
de cosas o acontecimientos que se presentan uno detras de otro en un orden fijado o de
acuerdo con un patrén definido, por lo general moviéndose por etapas hacia un resultado
particular. Stewart et al. (2010) define una sucesién como un conjunto de objetos, nimeros,
figuras, etc., colocados en un orden especifico en donde hay un primer término, el cual

puede denominarse a;, un segundo término a,, un tercero as y asi sucesivamente, con “n
enteroy a, el n-ésimo término. Siendo “a” una funcién en “n”.

De esta manera, se puede comenzar a indagar a cerca de la utilidad de este término pues
desde los primeros cursos de educacidn basica el estudiante comienza a estudiar secuencias
y conforme va avanzando en su trayecto educativo, se acerca el estudio de las sucesiones.
En el marco de este trabajo se aborda esta nocidn a partir de patrones figurales lineales que
seran generados en GeoGebra. Se retoma como ejemplo la Figura 2.1, antes aludida en la
que las posiciones refieren a los términos de la sucesién: a; = 4,a, = 7,a; = 10, a, = 13.

Figura 2.1: Patrdn figural en el contexto geométrico de caracter lineal
Fuente: Lopez (2016, p. 94)

19



El comportamiento para el n-ésimo término de la secuencia estd dada pora, =3n+ 10
biena, =2n+1)+n

2.3. Fundamento tecnologico: GeoGebra

Pasando al campo tecnoldgico resalta mucho lo expresado por Avecilla et al. (2015):
“Los estudiantes pueden beneficiarse de diferentes formas de integracién de la
tecnologia, nuevas oportunidades de aprendizaje se proporcionan en entornos
tecnolégicos, lo que podria proveer a los estudiantes de diferentes habilidades
matematicas y niveles de entendimiento en base a la visualizacién y exploracién de
objetos y conceptos matemadticos en entornos multimedia” (p.121).

Lo previo tiene mucho sentido y sobre todo utilidad en esta época donde usar la tecnologia
ya se considera una obligacién. Dentro de estas cuestiones tecnoldgicas sin duda las
herramientas visuales tienen gran impacto en el andlisis matematico debido a que facilita
la vinculacién del aprendizaje con la aportacién de soluciones matematicos a problemas
especificos. Es aqui donde entra el software GeoGebra como herramienta facilitadora de
procesos de abstraccion, con esta herramienta segin puede mostrarse como construir una
relaciéon entre un modelo geométrico y un modelo algebraico (Avecilla et al., 2015). Esto es
un apoyo considerable a la hora de trabajar en el reconocimiento de patrones en sucesiones
gue lleven consigo a la generalizacién de estos pues tendremos una representacion visual
de lo que se estd estudiando y de esta forma tendremos una mejor idea de a donde se
quiere llegar. Avecilla et al. (2015) al realizar una serie de experimentos de la integracion de
GeoGebra en los procesos de ensefianza concluye que con esto se logra desarrollar la
intuicién en los alumnos, esto mediante la visualizacion de los procesos matematicos que
permiten la conexién entre la representacion simbdlica y visual.

Por otra parte Jiménez y Jiménez (2017) citan a Duarte y Martinez (2015) al expresar que
las matematicas son consideradas la base de los procesos complejos del conocimiento,
donde es necesario que las personas posean el pensamiento critico, reflexivo y analitico
y donde estas desarrollan la capacidad para razonar, formular y solucionar problemas,
por lo que es muy importante en los primeros afios de la formacion intelectual de
cada persona para desarrollar las competencias matematicas basicas. Partiendo entonces
de esta necesidad de implementar estrategias que propicien el desarrollo del pensamiento
matemadtico, Jiménez y Jiménez (2017) proponen que una buena herramienta para alcanzar
este desarrollo es incluir la tecnologia dentro de la ensefianza ya que de esta manera se
despierta en gran medida el interés del alumno en las actividades.
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Vemos entonces que los autores citados anteriormente coinciden en la necesidad de incluir
en la ensefianza de las matematicas recursos tecnoldgicos, especificamente en esta ocasion
se propone el uso de GeoGebra que, para Ruiz et al. (2013) es potenciador del pensamiento
variacional dentro del cual se encuentra el manejo de funciones y la identificacién de
patrones existentes en secuencias. Por su parte Diaz (2018) expresa que este software
permite analizar mejor el objeto de estudio que se tenga pues se puede observar desde
diferentes perspectivas dicho objeto.

Hablemos también de los beneficios que esta interfaz ofrece, comenzando con que es muy
facil de usar puesto que tiene comandos sencillos y una seccion de ayuda. Al tener estas
caracteristicas apoya al estudiante en un aprendizaje guiado y experimental. Ademas, dado
gue es una herramienta muy flexible se pueden personalizar los graficos y modelos que el
alumno crea para asi tener un trabajo mas adaptado a lo que se busca y que por supuesto
proporcione los elementos requeridos para dar solucién al problema planteado.

Lo expuesto anteriormente reafirma la importancia de incluir una herramienta tecnolégica
en las estrategias de ensefanza de las matematicas, en especial en materia del algebra que
es la base de esta disciplina. Esta herramienta fungirda como un apoyo visual al estudiante
guien podra a través de ella modelar aquello que requiera y al mismo tiempo comenzara a
adquirir otras habilidades como lo son el andlisis.
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CAPITULO 3.
Metodologia del estudio

La metodologia del estudio es de tipo cualitativo que presenta el redisefio de tareas
relativas a la generalizacion de patrones utilizando GeoGebra y adaptadas al nivel
bachillerato. El redisefio o disefio de tareas siempre ha jugado un papel importante en la
investigacion en Matematica Educativa, pues tal como lo sefiala Garcia (2019) las tareas son
el fundamento del aprendizaje matematico. Sin embargo, no siempre ha sido un foco de
interés entre los investigadores. El autor sefiala que generalmente en las investigaciones se
pone mayor relevancia en los resultados, mientras que el proceso de disefio de las tareas
se suele presentar sin profundidad. Ademads, segun Garcia (2019), una interpretacién del
disefio de tareas como trayectorias hipotéticas de aprendizaje permite describir objetivos
de aprendizaje sobre un objeto matematico, asi como las tareas a utilizar para lograrlos
aunado a las hipdtesis asumidas sobre el proceso de aprendizaje de los estudiantes. De esta
manera cobra relevancia la parte de las actividades propuestas para lograr los objetivos
esperados, que es precisamente el enfoque de esta propuesta. En este sentido, se
desarrolla el procedimiento que se utilizé para el redisefio de las tareas en las cuales se
consideraron 3 ejes como fundamentacion: Didactico, Matematico y Tecnoldgico. Estos tres
ejes justifican la eleccién y potencial de los patrones como medio para favorecer el
razonamiento algebraico a través de uso de la tecnologia.

A partir de esta fundamentacion, se procedié como primera parte del disefio a la
concepcidn del patrdn figural, la cual se desarrolla en tres etapas: (1) seleccién de la
sucesion, (2) adaptacion de la sucesion a un patrén figural, (3) generacién del patrdn figural
en GeoGebra. Posteriormente, como segunda parte se propusieron consignas, es decir,
preguntas especificas para que los estudiantes generaran acciones matematicas.

3.1. Primera parte: concepcion del patrdn figural

Durante la primera etapa de seleccidn de la sucesion se determina el término n-ésimo de la

sucesion. Para ejemplificar esta etapa a continuacién se presenta la siguiente expresién:
a,=3n+1 conn€N (1)

Una vez determinado el término n-ésimo, en la segunda etapa se adapta a un patrdn figural,
este patrén figural puede ser pensado de diferentes formas. Por ejemplo, en la Fig. 3.1 se
aprecia que la secuencia del patrén figural lineal 1 y 2 se comportan de acuerdo con la
expresion (1):
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Patron figural lineal 1 Patrdn figural lineal 2

4 bokita S 10 bolitas 13 bolitas 4 segmentos 7 segmentos 10 segmentos 13 segmentos

HnllnEEEREEEE

Posicion 1 Posicion 2 Posicién 3 Posicién 4 Posicién 1 Posicidn 2 Posicion 3 Posicion 4

Figura 3.1: Patrones figurales lineales equivalentes
Fuente: Creacién propia

De esta manera la adaptacién de la sucesidn al patrén figural es relevante debido a la
influencia del analisis visual. Por ejemplo, para el patrén figural lineal 2, de la figura 3.1 se
puede obtener la expresion (1) si visualmente se advierte que el segmento vertical que
cierra el ultimo cuadrado es constante, es decir, en la primera posicién hay 3 segmentos
mas un segmento que cierra el cuadro (remarcado en color morado), en la segunda posicién
hay seis segmentos mas un segmento que cierra el cuadrado y asi sucesivamente. Esto se
puede ver en la Fig. 3.2:

4 segmentos 7 segmentos 10 segmentos 13 segmentos

u

Posicion 1 Posicion 2 Posicion 3 Posicion 4

Figura 3.2: Patron lineal equivalente descompuesto
Fuente: Creacién propia

Mientras tanto, en el patrdn figural lineal 1, de la figura 3.1, se puede analizar visualmente
para agrupar las bolitas. Asi, en la segunda posicién, hay dos grupos de dos bolitas en la
horizontal y sobra una bolita; en la linea vertical hay un grupo de dos bolitas. En la tercera
posicién, hay dos grupos de 3 bolitas en la horizontal, sobra una bolita y en la linea vertical
hay un grupo de tres bolitas. Este razonamiento se puede apreciar en la Figura 3.3:

4 bolita 7 bolitas 10 bolitas 13 bolitas

Posicion 1 Posicién 2 Posicion 3 Posicién 4
Figura 3.3: Patrdn figural lineal descompuesto
Fuente: Creacién propia

Con la descomposicion anterior se obtiene la expresidon (2) y se advierte que, (1) y (2) son
expresiones equivalentes.
a,=@2n+1)+n conneN (2)
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En la tercera etapa, una vez seleccionada la sucesion y adaptada a algun patron figural se
procede su incorporacion en el ambiente GeoGebra. Mostraremos un ejemplo con la
incorporacion del patrén en la Fig. 3.4, que evidencia que GeoGebra facilita el andlisis visual
del patrdn al generar tantos elementos de la sucesién como se defina.

0

Figura 3.4: Patron figural cuadratico en GeoGebra
Fuente: Creacidn propia

Una de las limitaciones del trabajo en |apiz y papel es que precisamente reproducir la
secuencia de figuras dadas. Con GeoGebra se favorece la generacién de diversas posiciones
del patrén y coadyuba a que el estudiante valide sus propuestas para el término n-ésimo.

3.2. Segunda parte: propuesta de consignas

Una vez determinados las expresiones que se corresponden con las secuencias de figuras,
es necesario, plantear preguntas a los estudiantes para generar la actividad matematica
correspondiente. Esta parte es relevante porque los patrones al ser desarrollados desde
preescolar hasta bachillerato, las consignas o preguntas se adaptan al nivel educativo.

Para la generacién de las consignas utilizamos el posicionamiento de Zapatera (2018) quien
alude que las consignas de generalizacidn se proponen de acuerdo a:

a) Una generalizacion cercana en las que se solicita calcular el valor f(n) para n
“pequefio”, por ejemplo n =5 y que se puede obtener mediante recuento
utilizando dibujos o llevando el recuento a través de una tabla de valores.

b) Una de generalizacidn lejana en las que se pide calcular el valor de f(n) para n
“grande” y que requiere la identificacién de un comportamiento invariante que no
necesariamente se ajusta a una regla general.

c) Una expresion de la regla general que puede ser denotada de manera verbal, pero
idoneamente en niveles educativos avanzados tendria que ser una expresién
algebraica. Esta regla general permite calcular el valor de f(n) para cualquier n.

d) Un proceso inverso para hallar el valor de la posicién (n), dado el nimero de
elementos f(n).
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De esta manera, una tarea puede estructurarse de la siguiente forma:

Analiza la siguiente figura y utiliza el material dispuesto en GeoGebra para contestar las
preguntas que se te plantean:

Posicion 1 Posicion 2 Posicion 3 Posicion 4

En la posicién 7, écudntos palitos habran formando los cuadrados adosados?
En la posicién 18, ¢ cuantos palitos habran formando los cuadrados adosados?
éCuantos palitos habrd en la posicion n-ésima?

Si tenemos 49 palitos, éen qué posicidn nos encontramos?

P wWNPE

Figura 3.5: Ejemplo de tarea sobre un patron figural lineal
Fuente: Creacién propia

De acuerdo con lo desarrollado en este apartado, en el siguiente capitulo se detallan los

resultados obtenidos explicitando el proceso de disefio de las tareas.
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CAPITULO 4.
Secuencia didactica: Patrones, Sucesiones y GeoGebra

Dada una sucesion de dibujos, figuras geométricas o solamente numeros, hay varias
preguntas que pueden surgir, una de ellas es ¢qué figura o que numero sigue? Para
contestarla es necesario hacer un analisis de esta con la finalidad de identificar aquello que
se agrega a la figura o niumero anterior, o bien, como es que van formandose las nuevas
figuras. En algunos de estos casos es inmediato percibir cual es el cambio, sin embargo, en
algunos otros se recomienda ir haciendo un analisis mas detallado.

Este cambio de una figura a otra es lo que definimos como patrén de la secuencia, y es
aquella expresiéon que va a permitir pasar de una figura a otra, o mas aun poder decir
exactamente sera la figura en una posicidn enésima sin la necesidad de ir dibujando figura
por figura.

Es importante hacer mencién que en este estudio haremos referencia a patrones lineales,
es decir, aquellos en donde la diferencia entre términos de una sucesiéon es un valor
constante y por tanto podriamos decir que es un poco mas sencillo la obtencion del patrén
gue necesitamos. Ejemplo de un patrén lineal es el que se obtiene de la sucesion de
numeros se aprecia en la siguiente Figura 4.1.

13 5 7 9
2 2 2 2

Figura 4.1: Sucesidn lineal
Fuente: Elaboracion propia

donde puede verse que cada término se obtiene al sumarle dos unidades al término
anterior, lo cual nos llevara a la obtencidn del patrén a,, = 2n — 1, donde n representa la
posicién del término, la cual es multiplicada por 2 y se le resta una unidad.

Por otro lado, también se presentan patrones cuadraticos, mismos que pueden llegar a ser
un poco mas complejos y en los cuales para llegar al siguiente valor de la sucesion se le
suma un valor que también va creciendo, este valor resulta ser constante. A continuacion,
se expone esta situacion en la Figura 4.2:
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Figura 4.2: Sucesion cuadratica
Fuente: Elaboracidon propia

En este ejemplo notamos que el patrén que sigue esta secuencia esta dado por a, = n?,
donde de igual forma la n representa la posicién del término.

A continuacidn, se presenta una tabla en donde se recopilan secuencias de figuras y las
preguntas que de desprenden de las mismas, las cuales son un apoyo para encontrar el
patréon de la secuencia. Si bien, el analisis de un patrén consiste en determinar una regla
general que describa todos los términos de la secuencia hasta la posicion n-ésima, también
es posible promover un acercamiento pautado. Esto lo sugiere Zapatera (2018) quien indica
que es posible promover un andlisis de los patrones a través de encontrar términos
cercanos, lejanos y el proceso inverso (este Ultimo consiste en determinar la posicion dado
como informacién el nimero de elementos).

Tabla 1.

Formulacién del patrén Término n-ésimo
a,=3n+1

Posicién 1 Posicién 2 Posicién 3 Posicién 4

1. Enla posicidn 6y 7, écuantos cuadritos morados habran
formando la T invertida?

2. Enla posicion 17 y 18, écuantos cuadritos morados habran
formando la T invertida?

3. Sitenemos 73 cuadritos morados, éen qué posicidon nos
encontramos?

4. ¢Cuantos cuadritos morados habra en la posicidon n-ésima?
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Posicién 1 Posicién 2 Posicién 3 Posicién 4

1. En la posicion 7 y 8, écuantos cuadritos formaran la figura?
2. En la posicidn 13 y 15, ¢ cudntos cuadritos formaran la figura?
3. Si tenemos 89 cuadritos, ¢en qué posicién nos encontramos?
4. ¢ Cudntos cuadritos habra en la posicidon n-ésima?

oo

ENEEEN a, =4n +4
| |

Posicién 1 Posicién 2 Posicién 3 Posicién 4

En la posicidon 6y 8, écuantos cuadritos formardn el margen del
cuadrado blanco?

En la posicion 15y 16, écudntos palitos habran el margen del
cuadrado blanco?

Si tenemos 204 cuadritos, éen qué posicidon nos encontramos?
¢Cudntos cuadritos habra en la posicién n-ésima?

PwbheE

Posicién

a,=4n+3

Posicion 2 Posicién 3 Posicién 4

-

En la posicién 5y 6, écuantos cuadritos formardn la letra H?
En la posicion 16 y 17, écuantos cuadritos formardn la letra H?
Si tenemos 143 cuadritos, éen qué posicidn nos encontramos?
¢Cuantos cuadritos habra en la posicion n-ésima?

000 OO0 CCD) we

Posicién 1 Posicion 2 Posicién 3 Posicion 4
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1. Enlaposicién 5y 6, écuantos palitos estaran formando a los
hexdgonos adosados?

2. Enlaposicidon 15y 16, écuantos palitos estaran formando a los
hexdgonos adosados?

3. Sitenemos 211 palitos, éen qué posicidon nos encontramos?

4. ¢Cuantos palitos habra en la posicidén n-ésima?

Fuente: Elaboracidon propia

A continuacion, se desarrollaran la construccién de los patrones, pero previamente se
introduciran los comandos a utilizar en GeoGebra.

4.1. Introduccion a los comandos de GeoGebra

Antes de comenzar con la construccidn de los patrones en GeoGebra, iniciaremos con una
exploracién de esta herramienta y de las funciones que se utilizardn para la elaboracion de
las secuencias. En la siguiente Figura 4.6 se muestra la pantalla de inicio de esta
herramienta, donde se aprecia que tenemos una seccién de una cuadricula con un plano
cartesiano, lo que permitird que los calculos que hagamos sean mas faciles; ademas
GeoGebra brinda las opciones de dibujar puntos, rectas, segmentos de rectas, poligonos,
rectas paralelas, curvas, entre otras funciones, lo que también serd importante para el
objetivo buscado.

(d GeoGebra Clasico - [m] X
Pl [N . a-2 —
(k] @O &N 2w Q =
+ N ¢ &
5
4
i
-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 -] 8
-1
-2
-3
4 Q
Q
5
6

Figura 4.6: Pantalla de inicio de GeoGebra
Fuente: Elaboracion propia

29



Ahora bien, en el apartado de entrada se ingresa la expresidon que se desea graficar, y es
aqui en donde estaremos trabajando con algunas funciones muy especificas de GeoGebra,
las cuales se muestran a continuacién en la Tabla 2.

Tabla 2.
Comando  Atributos Descripcién Ejemplo

<Valor final> Crea una @ Geotebm o
lista de 'A/}b(ﬁ@-{;?
numeros I1 = Secuencia(9) A
enteros de - {1,2,3,4,56,7.8 9
1 hasta el *
valor final
indicado.

2 GeoGebra Clisico

<Valor inicial>, Crea la lista

. oA / OO L N
<Valor final> de
Secuencia ndmeros

Il = Secuencia(—5,11) A

— {-5.-4,-3,-2,-1,0,1,2,3, 4 5 6 78, 9 10, 11}
enteros *

desde el

valor inicial

hasta el

valor final.

£ GeoGebra Clasico
K]s L0040

I1 = Secuencia(—2,12,2) 0\

<Valor inicial>,
<Valor final>,

<Incremento>
— {2,0 2 4,6, 8, 10, 12}
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<Expresién>,
<Variable>,
<Valor inicial>,
<Valor final>

2 GeoGebra Clasico
R]r ~ X DO O &N =2 ¢
® 11 = Secuencia(Circunferencia((0,0),n),n,1,4) =
— {2yt =12+ =4 x2+y? =0 x4y =16}

+ E

<Expresion>,
<Variable>,
<Valor inicial>,
<Valor final>,
<Incremento>

£F 4n+3 - GeoGebra

e
§C]

p—
[ ]

® 11 = Secuencia(Circunferencia((0,0),n),n, 1,10, 2)

— Wy =1, x4y =9, x2+y? =25 %2+ y? =49, x2 +y? = 81}

+
€ 4n+3 - GeoGebra
<Punto
(R]d 7 A DO O 4L N =4
(extremo)>, _
® f = Segmento((0,2),(8.2)) =/¥
<Punto s
1
(extremo)> + E
1 T
Segmento
0 2 4 6 8
<Punto PRSI DG IP APNEIR
A = Punto(Circunfersncia((1,1),8 =NV ©
(extremo)>, = o) ® .,
, f = Segmentof(1,1), A) i
<Numero i .
(longitud)> N i i |
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Deslizador <Min>, AL OO 4N S
<Max>, 1
<Incremento>,
<Velocidad>,
<Longitud>,
<Es Angulo>,
<Horizontal>,
<Animacion>,
<Aleatoria
Booleana>

Fuente: Creacién propia

4.2. Analisis de la primera sucesién: término n-ésimoa,, = 3n + 1

Haremos una primera inspeccion de la secuencia que se presenta a continuacion en la
Figura 4.3.

Posicién 1 Posicién 2 Posicién 3 Posicién 4

Figura 4.3: Sucesion grafica a, =3n+1
Fuente: Elaboracion propia

Se puede notar primeramente que si contamos el nimero de cuadrados que forman cada
figura, se tiene que la primera posicién tiene 4 cuadrados, la segunda 7, la tercera 10 y la
cuarta 13, con esta informacién puede elaborarse un diagrama como los presentados al
principio de este capitulo, el cual queda de la siguiente manera (Figura 4.4):

4 7 10 13
3 3 3

Figura 4.4: Sucesion numéricade a, =3n+1

Fuente: Elaboracion propia
Este grafico permite ver que, para obtener el 5° término, basta sumarle tres unidades al

término anterior, sin embargo, esto aln no nos da la expresion algebraica para el patrén
gue se busca. Por esto es necesario analizar un poco mas cada figura, y sobre todo se tiene
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que encontrar una relacidn entre el nimero de cuadrados y el término al que corresponde
cada figura. Observando la siguiente Figura 4.5 pueden hacerse varias anotaciones.

[]
[ L]
[ ] [] L]

L] L] L] [ ]
ElE FENEE FENEEEE SN eEaE.

Posicién 1 Posicién 2 Posicién 3 Posicién 4

Figura 4.5: Sucesién grafica de a,, = 3n + 1 por bloques
Fuente: Elaboracion propia

e El nimero de cuadrados que forman cada figura va aumentando de tres en tres
empezando en el nimero 4, algo que ya se habia expuesto.

e Notemos que hay un cuadrado que permanece fijo en todas las figuras y que ademas es
de alguna manera el centro de la figura (cuadrado rojo).

e En cada figura hay tres grupos de cuadrados con la misma cantidad de estos que rodean
al cuadrado rojo en tres de los lados del cuadrado.

En el tercer punto puede observarse la relacién entre el término de la sucesién y la cantidad
de cuadrados que tiene la figura, pues notemos que en la posicidn 1 hay tres grupos de un
cuadrito, en la posicidn 2 hay tres grupos de 2 cuadritos, en la posicién 3 hay tres grupos de
tres cuadritos y en la posicidn 4 tenemos tres grupos de cuatro cuadrados. De este analisis
podemos deducir que en la posicidn n habrd 3n cuadritos que rodean al cuadrito rojo,
entonces completamos esta expresion con ese cuadrito rojo constante, y la expresion final
seria: 3n 4+ 1, en donde n es la posicién de la figura.

De esta forma hemos obtenido el patrén que sigue esta secuencia de figuras y podremos
dibujar las posiciones que nos pidan o bien a partir de una posicién y decir cuantos cuadritos
formaran esta figura, esto responderia a las preguntas planteadas en la tabla 1, las cuales
se responderdan a continuacion y se exponen los procedimientos para las mismas.

1. Enlaposicién 6y 7, écuantos cuadritos morados habran formado la T invertida?
Para responder esta pregunta se realizara una sustitucion de la variable n dentro del
patrén que ya encontramos, es decir:

Patrén | Posicidon (n) | Numero de cuadritos en la posicién n
3n+1 6 3(6)+1=18+1=19
3n+1 7 3(7M+1=21+1=22
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Teniendo ya estas respuestas también se pueden dibujar las figuras en las posiciones
pedidas, las cuales son las siguientes:

Posicion 6 Posicién 7
2. Enlaposicién 17 y 18, icuantos cuadritos morados habran formado la T invertida?
Haremos el mismo procedimiento de la pregunta anterior

Patrén | Posicidon (n) | Numero de cuadritos en la posicién n
3n+1 17 3(17)+1=51+4+1=052
3n+1 18 3(18) +1=54+1=55

Los gréficos correspondientes son demasiado grandes, sin embargo, con el patrén
establecido y la comprensidn de este sabemos que forma tendran estos graficos.

3. Sitenemos 73 cuadritos morados, éen qué posicidn nos encontramos?
Este proceso es el inverso de las dos preguntas anteriores pues ahora nos dan la
cantidad de cuadritos y el procedimiento a realizar es el despeje de la variable n de
la expresién del patrén de la secuencia.

Patron Despeje den Numero de Posicidn (n)
cuadritos
enla
posicién n
3n+1 "= Num de cuadritos :n la posicionn — 1 73 n= % —24

4. ¢Cuantos cuadritos morados habra en la posicion n-ésima?
La respuesta a esta pregunta ya se ha dado al determinar el patrén de la sucesion
porque esta expresion vale para cualquier nimero n.

4.2.1 Construccion de la sucesidon en GeoGebra: término n-ésimoa,, = 3n + 1
En el analisis de los patrones figurales, llega un punto en el que dibujar la figura en una
posicién donde n empieza a crecer mucho, resulta complicado pues la cantidad de cuadritos
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a dibujar va creciendo de acuerdo con la expresion encontrada. Por ejemplo, en la posicién
50 para la primera sucesién descrita con el patréon 3n + 1, se tendrian que dibujar 151
cuadrados, y este numero es relativamente grande. Por esto se propone el uso de la
herramienta GeoGebra para modelar estos patrones y sea ahora el software quien vaya
dando la figura en la posicién que sea requerida. Esto coadyuba a que el estudiante pueda
validar la expresiéon para el término n-ésimo.

Recordemos la primera sucesién con patrén lineal que estudiamos y lo que compete ahora
es programar esa sucesion en GeoGebra para de esta manera lograr visualizar la figura en
la posicién que se desee. Para esto se tomara en cuenta el analisis que ya fue realizado y se
sumard el trabajo en el plano cartesiano, lo que ayudard a establecer otra relacién entre los
vértices de los cuadrados y su posicion dentro de la secuencia.

Observando los siguientes graficos resaltan varios puntos de apoyo partiendo del hecho de
tomar como primer vértice del primer cuadrado de la figura al origen del plano, es decir, el
punto (0,0) y de ahi se establecen cuales serian los siguientes vértices. En la elaboracion de
las figuras de la secuencia se hard uso en primer lugar del comando Segmento con los
atributos (<Punto(extremo)>,<Punto(extremo)>), y este se insertard en una Secuencia en
donde se definird una variable n asociada a un deslizador, lo que permitira que se obtenga
la figura en la posicidon n-ésima. Comenzaremos este proceso de analisis descomponiendo
la figura en dos partes: la base horizontal de la figura y la parte vertical.

Parte 1: Segmentos horizontales

Centrandonos en la base horizontal de la figura, se dibuja un primer segmento que
corresponderd a la base de la figura, lo Ilamaremos segmento 1. Para trazar dicho segmento
necesitamos dos puntos, el primero de ellos siempre sera P;(0,0) y el segundo punto tendra
como ordenada el punto 0, resta solo encontrar una relacién entre la abscisa de este punto
y la posicidn que ocupa en la secuencia. A continuacidn se presentan las primeras cuatro
figuras de la secuencia en el plano cartesiano y los puntos que forman el segmento base del
mismo (ver Figura 4.7).
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Posicién 1 Posicién 2

(7. )
mwolo f1 2 3 4 5 6 8 9 T 1000 [ 2 3 4 H 6 8 9

Posicién 3 Posicién 4

Figura 4.7: Primeros graficos de la sucesion a, =3n+1
Fuente: Creacién propia

En la posicion 1 la abscisa es 3, en la posicidn 2 es 5, enla3 es 7y en la 4 es 9. Ahora, ique
tienen que ver estos numeros con la posicion? Recordemos el primer analisis que se hizo
para obtener el patrdon de la secuencia, este se basd en la idea de que tenemos un cuadrado
gue funge como centro y alrededor de él se encontraban tres grupos de cuadrados con la
cantidad de cuadros correspondiente a la posicidn, lo mismo ocurre aqui solo que esta vez
serian dos grupos de cuadrados, lo que resultaria en una expresion de la forma 2i + 1,
donde i serd la variable que ira cambiando en el deslizador que usaremos. Con esto se
establecen los dos puntos extremos del segmento 1 serian P;(0,0) y P,(2i + 1,0), donde i
varia desde la posicién 1 hasta n. Para lograr que esto suceda en GeoGebra se usard ahora
el comando Secuencia con los atributos (<Expresion>, <Variable>, <Valor inicial>, <Valor
final>). En la parte de expresion se tomaria el segmento 1 con la variable i, el valor inicial 1
y el final n. Al ingresar esta secuencia a GeoGebra se obtiene lo siguiente (ver Figura 4.8).
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k]t A OO 4L N 2@

Ak * I N
n=1 : sl
® Y 10 5 | @

® 11 = Secuencia(Segmento((0,0), (2 i+ 1,0)),i,0,n)
— {1, 3} 1

+

2 -1 0 1 2 3

B b 004N =

P - I N,

10@

® 11 = Secuencia(Segmento((0,0), (2i+1,0)),i,0,n)

@
N
L
@:!
1
N

— {1, 3, 5}

+ 1

Figura 4.8: Segmento 1 en GeoGebra
Fuente: Creacién propia

Como puede observarse ya se tiene la base de la figura, que denotamos como segmento 1.
El siguiente segmento por considerar es el paralelo al segmento 1 pero que esta desplazado
una unidad hacia arriba y que llamaremos segmento 2, por lo que los puntos extremos de
este ultimo seran P;(0,1) y P,(2i + 1,1), donde lo que cambia es la coordenada de la
ordenada que en este caso es 1. Luego, la nueva secuencia en GeoGebra se veria de la
siguiente forma (ver Figura 4.9).
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(R]r L PO O 4 N 2@

A A :

1 @ 10 @
® 11 = Secuencia(Segmento((0,0),(2i+1,0)),i,0,n) :
— {1, 3}

@ |2 = Secuencia(Segmento((0,1), (21 + 1,1)),i,0,n) : 1

— {1, 3}
+
0 1 2 3
R]r D> OO LN =@
S N
n=2 : 3 n=2
.1 o 10@ @

O |11 = Secuencia(Segmento((0,0), (2 i+ 1,0)),i,0,n) :
— {1, 3, 5}

~ 12 = Secuencia(Segmento((0,1), (2 i + 1,1)),i,0,n) :

— {1, 3, 5}

Figura 4.9: Segmento 2 en GeoGebra
Fuente: Creacién propia

Parte 2: Segmentos verticales

Para graficar la parte vertical de la figura, se comienza dibujando los segmentos verticales
que dividiran al rectangulo que se forma en la parte de abajo en cuadrados que en este caso
medirdn una unidad por lado. Aqui usaremos nuevamente los comandos secuencia y
segmento. Para definir los puntos extremos de los segmentos verticales que necesitamos y
gue en este caso le llamaremos segmento 3 a todo el conjunto de ellos, puede notarse que
estos segmentos tendran coordenadas (i,0) y (0,1), donde i varia desde 1 hasta 2n + 1
pues recordemos que el Ultimo segmento que cerrara el rectangulo tendra como puntos
extremos los puntos (2n + 1,0) y (2n + 1,1) por el andlisis que se hizo anteriormente.
Entonces la secuencia queda definida de |a siguiente manera (ver Figura 4.10).
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(R]r 7 2P0 O &L N =

VA3 - Y
n=1 H L
‘ 3 n=-1
. 1 @ 10
®

) 11 = Secuencia(Segmento((0,0),(2i+ 1,0)),i,0,n) :
— {1, 3}

12 = Secuencia(Segmento((0,1),(2i+1,1)),i,0,n) :

— {1, 3}

~ 13 = Secuencia(Segmento((i, 0), (i.1)),1,0,2 n + 1)

— {1,1,1, 1} 0 1 2 3 4

+
B~ 400Nz
VAR - I Y

® n=2 : 3 n=2

1 ° 10 ® =
@ 11 = Secuencia(Segmento((0,0),(2i+ 1,0)),i,0,n) :

— {1, 3, 5}
~ 12 = Secuencia(Segmento((0,1),(2i +1,1)),i,0,n)
A 4 1

— {1, 3, 5}
~ 13 = Secuencia(Segmento((i, 0), (i,1)),1.0,2n + 1)
g

—{1,1,1,1,1,1} 0 1 2 3 4 5
J’_

Figura 4.10: Segmento 3 en GeoGebra
Fuente: Creacién propia

Se tiene lista ya la parte de abajo de la figura, y solo queda graficar el tercer grupo de
cuadritos que rodea a la figura por la parte de arriba. Se fijara la atencion en los siguientes
puntos extremos del segmento que delimita al rectdngulo que se desea construir y se
denotard como segmento 4.

La abscisa del primer punto extremo del segmento 4 tiene la forma (n,1) donde n indica
la posicién de la figura en la secuencia, y el otro extremo tendra como coordenadas (n,n +
1). Como estos dos puntos dependen de estrictamente de n, no es necesario usar el
comando secuencia, con el comando segmento serd mas que suficiente. A continuacion, se
presenta la figura con este nuevo elemento agregado (ver Figura 4.11).
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A o a-
AL OO LN S
. - = 5
n=1 : T
* n=1
® I 10 5 4 ®
@ 11 = Secuencia(Segmento((0,0), (2i -+ 1,0)),i,0,n) : 5
— {1, 3}
® 12 = Secuencia(Segmento((0,1), (2i+1,1)),i,0,n) : 2
— {1, 3}
- 1
~ 13 = Secuencia(Segmento((i, 0), (i,1)).i,0,2 n + 1) :
A g
- {lv 11, 1} -2 -1 0 1 2 3 4
f = Segmento((n,1),(n,n+1 :
o ((n,1):( ) +
-1
+ Entrada... )
B]d ~ A DO O &N =
2k < B = tis
° n=3 : 5 _.—
1 ® 10
OJI
) 11 = Secuencia(Segmento((0,0), (2i + 1,0)),i,0,n) :
— {1,3,5 7} 3
@ 12 = Secuencia(Segmento((0,1), (2 + 1,1)),i,0,n) : 7
— {1,3,5 7}
PN 13 = Secuencia(Segmento((i, 0), (i,1)),i,0,2 n + 1) 1
A
— {1,1,1,1,1,1,1,1}
fos to((n 1), (0.1 + 1)) 0 1 2 3 4 5 6 7
= Segmento((n,1),(n,n
O g yd)s
- 3 -1
+ Entrada...

Figura 4.11: Segmento 4 en GeoGebra
Fuente: Creacidén propia

Para graficar el siguiente segmento que es paralelo al anterior solo necesita ser desplazado

una unidad hacia la derecha y las nuevas coordenadas seran (n+ 1,1) y(n+ 1,n+1).
Esto se pude apreciar en la siguiente Figura 4.12.
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(Rt~ L D> OO LN = @

SN - I =N n=1
n=1 : ? ®
@ 1 @ 1@

® I1 = Secuencia(Segmento((0,0), (2 i+ 1,0)),i,0, n):
— {1, 3} ?

® 12 = Secuencia(Segmento((0, 1), (2 + 1,1)),i, 0, n)’

— {1, 3}
PN I3 = Secuencia(Segmento((i,0), (i,1)),i,0,2 n + l): ]
L 1L
£ 5 t(( l) ( +1)) . 0 1 2 3 4 5 §
O = Segmento((n, 1), (n,n
— 1 -1
g = Segmento((n + 1,1),(n +1,n + 1)) :
@ 2
- 1
(R]d 7 A > OO L N =@
" ¢ H EN n=2
n=2 : ? ~®
. 1 . 10

@ 11 = Secuencia(Segmento((0,0),(2 i+ 1,0)),i,0, n):
— {1, 3,5) ¥

O 12 = Secuencia(Segmento((0,1), (2 i+ 1,1)),i,0, n):

— {1, 3, 5}

~ 13 = Secuencia(Segmento((i, 0), (i,1)).1,0,2 n + 1): !
A

- {1,1,1,1,1, 1}

: 0 1 2 3 4 5 6
f = Segmento((n,1), (n,n + 1))
@)
—_ 2 1
g = Segmento((n + 1,1), (n + 1,n + 1)) :
@ 2
— 2

Figura 4.12: Segmento 4 en GeoGebra
Fuente: Creacién propia

Para graficar los segmentos que dividen a este ultimo rectangulo que se esta construyendo

en cuadrados de una unidad de lado se usard una secuencia parecida a la creada
anteriormente. Puede notarse que los extremos de cada segmento buscado tienen la forma
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(n, i) y (n+ 1,i), donde la variable i la haremos variar entre 1y n + 1. De esta forma se
ha creado la secuencia pedida (ver Figura 4.13).

B]or 3> OO & N =2 &

SRIVARIE - =N ne1
n=1 : A
. 1 [ 10 G)
® 11 = Secuencia(Segmento((0,0),(2 i+ 1,0)),i,0, n): 2
— {1, 3}
. 4
® 12 = Secuencia(Segmento((0,1),(2i+ 1,1)),i,0, n):
— {1, 3} 3
® I3 = Secuencia(Segmento((i,0), (i,1)),i,0,2 n + 1) :
2
— {1,1,1, 1}
© = Segmento((n, 1), (n,n+1)) : 1 -
g = Segmento((n + 1,1),(n + 1,n + 1)) : 0 . 2 s # !
@
® 14 = Secuencia(Segmento((n,i), (n + 1,i)),i,1,n + i‘)
- {11 £
B]r 0O & N 2
B A @ = BEE
n=2 : . -®
. 1 @ 10 @
® |11 = Secuencia(Segmento((0,0),(2i+ 1,0)),i,0, n): 7
— {1, 3, 5}
. 4
® |2 = Secuencia(Segmento((0,1),(2 i+ 1,1)),i,0, ng
— {1, 3, 5} 3
® I3 = Secuencia(Segmento((i,0), (i, 1)),i,0,2 n + 1):
2
— {1,1,1,1,1, 1}
f = Segmento((n,1),(n,n+1 : 1 :
o g ((n, 1), ( )
—_ 2
® °- Segmento((n +1,1),(n +1,n + 1)) : o 1 2 3 4 5
—_ 2 T
® |4 = Secuencia(Segmento((n,i), (n + 1,i)),i,1,n + i)
— {11, 1} 2

Figura 4.13: Segmentos horizontales pequeiios
Fuente: Creacién propia
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4.3. Anadlisis de la segunda sucesion: término n-ésimoa,, =3n—1

Una primera inspeccién de la secuencia se presenta a continuacion en la Figura 4.14.

Posicion 1 Posicion 2 Posicién 3 Posicién 4

Figura 4.14: Sucesiéna,, =3n—1
Fuente: Creacién propia

Se puede notar primeramente que si contamos el nimero de cuadrados que forman cada
figura, se tiene que la primera posicion tiene 2 cuadrados, la segunda 5, la tercera 8 y la
cuarta 11, esto puede mostrarse visualmente como se describe a continuacion en la Figura
4.15:

Posicién 1° 2° 3° 4°
2 5 8 11
3 3 3

Figura 4.15: Sucesién numéricadea, =3n—1

Fuente: Creacién propia

Es posible notar que, para obtener el 5° término de la sucesidn, basta sumarle tres unidades
al término anterior, igual que en el ejemplo pasado, sin embargo, esto aln no nos da la
expresiéon algebraica para el patrén que se busca, pues si bien en los dos ejemplos vistos
hasta ahora la secuencia va aumentando de tres en tres, el patrén que siguen no es el
mismo. Para encontrar el patrén correspondiente a esta secuencia es necesario analizar un
poco mas cada figura, y encontrar nuevamente una relacion entre el nimero de cuadrados
y el término al que corresponde cada figura. A partir de la siguiente Figura 4.16 pueden

hacerse varias anotaciones.

Posicion 1 Posicion 2 Posicion 3 Posicion 4

Figura 4.16: Sucesion grafica de a,, = 3n — 1 por bloques
Fuente: Creacién propia
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e El nimero de cuadrados que forman cada figura va aumentando de tres en tres
empezando en la posicidn 2, algo que ya se habia expuesto.

e Notemos que la columna derecha de cada figura siempre tiene dos cuadritos (columna
roja).

e Enla posicidn 1 hay cero columnas de 3 cuadritos, en la posicién 2 hay una columna de
tres cuadritos, en la tercera posiciéon hay dos columnas de tres cuadritos.

Ahora bien, lo que sigue es encontrar una relacion entre la posicidn de la figura y el nUmero
de columnas de tres cuadritos que posee. Esta relacion indica que, si en la posicion 1 hay
cero columnas, esto quiere decir que hay n — 1 columnas. Para estar seguros de que la
expresion es correcta solo basta sustituir la posicion que se desee en esta expresion.
Siguiendo con este analisis, puede notarse que se tendran entonces 3(n — 1) cuadritos que
formaran las columnas de tres cuadritos en cada figura, y a esto se le sumara la columna de
2 cuadritos que es constante. La expresion final esta representada por: 3(n —1) + 2,
donde n es la posicidn de la figura. Mas aun, este patron puede simplificarse usando algebra
y dando como resultado la expresidon: 3n — 1. En este sentido, el patrén promueve la
obtencién de expresiones equivalentes.

A continuacion, se responden las preguntas propuestas en la Tabla 1 para esta secuenciay
se exponen los procedimientos requeridos para contestarlas.

1. Enla posicion 7 y 8, icuantos cuadritos formaran la figura?
Se procede a realizard una sustitucién de la variable n dentro del patrén que ya
encontramos, es decir:

Patréon | Posicion (n) | Numero de cuadritos en la posicion n
3n—1 7 3(7)—-1=21-1=20
3n—1 8 38) —1=24-1=23

Las graficas correspondientes en estas posiciones son las siguientes:

Posicion 7 Posicion 8
2. Enlaposicién 13y 15, icuantos cuadritos formaran la figura?
Haremos el mismo procedimiento de la pregunta anterior
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Patron | Posicion (n) | Numero de cuadritos en la posicion n
3n—1 13 3(13) -1=39—-1=138
3n—1 15 3(15) -1 =45-1=44

Las figuras en estas posiciones ya son demasiado grandes, sin embargo, con el
patrén establecido ya se puede tener una idea de la forma de los gréficos.

3. Sitenemos 89 cuadritos, éen qué posicidn nos encontramos?
En esta pregunta se realiza el mismo proceso inverso expuesto en el ejemplo

pasado.
Patron | Despeje den Nuimero de | Posicién (n)
cuadritos en
la posicidon
n
3n—1 "= Num de cuadritos :n la posicionn + 1 89 n= % =30

4. ¢Cuantos cuadritos habra en la posicidon n-ésima?
La respuesta a esta pregunta ya se ha dado al determinar el patrén de la sucesién
porque esta expresién vale para cualquier nimero n.

4.3.1 Construccion de la sucesion en GeoGebra: término n-ésimoa,, =3n—1

En esta secion se describe el andlisis de la sucesidn anterior para poder trasladarla a
GeoGebra y lograr visualizar figuras en posiciones alejadas. Esto se lograra siguiendo un
proceso similar al expuesto para la sucesion anterior, en donde se buscdé una relacién entre
los vértices de los cuadrados y la posicién que ocupa cada figura en la sucesion.

Observando los siguientes graficos (ver mas adelante la Figura 4.17) resaltan varios puntos
de apoyo partiendo del hecho de tomar como primer vértice del primer cuadrado de la
figura al origen del plano, es decir, el punto (0,0) y de ahi se establecen cuales serian los
siguientes vértices. En la elaboracion de las figuras de la secuencia se hara uso en primer
lugar del comando Segmento con los atributos (<Punto(extremo)>,<Punto(extremo)>), y
este se insertara en una secuencia en donde se definird una variable n asociada a un
deslizador, lo que permitira que se obtenga la figura en la posicién n-ésima. Para la
construccion, la figura sera descompuesta nuevamente en dos partes: un rectangulo de
altura de 3 cuadritos y ancho variable de acuerdo a la posicién de la figura y, por otro lado,
una columna de dos cuadritos que ira siempre al final del primer rectangulo.
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Parte 1: Segmentos horizontales y verticales de la subfigura verde

Se comenzard dibujando el primer rectangulo de 3 cuadritos de alto y longitud variable,
para esto se llevara a cabo un proceso diferente al expueso en la sucesién anterior, en este
caso se trazaran todas las lineas verticales que formaran a este rectangulo y luego todas las
lineas horizontales que le hacen falta para completar el rectangulo cuadriculado. Puede
observarse que la primera linea vertical para formar este rectdngulo tiene como extremos
los puntos P;(0,0) y P,(0,3), sin embargo un punto importante a considerar en esta
situacion es que este rectdngulo aparece hasta la segunda posicidn, es decir enn = 1, solo
se encuentra la columna roja de dos cuadritos. A continuacién, en la Figura 4.17, se
presentan las primeras cuatro figuras de a sucesion en un plano cartesiano, y a partir de
estos graficos se deducira la expresion a usar dentro de la secuencia.

A A A A

5 5 5 s

4 4 4 4

3

2
P2(0.2)

-

Pooj0 1 [z 3 |la s

4 5 ’ Pioofo |1 2 3
3(1.0)|P5(2.0)P7(3.0)

Posicién 1 Posicién 2 Posicién 3 Posicién 4

Figura 4.17: Primeros graficos de la sucesidn a, =3n—1
Fuente: Creacién propia

A partir de las figuras anteriores pueden hacerse varias anotaciones importantes, la primera
de ellas es que en la primera posicidon no tenemos rectangulo verde por lo que empezamos
a ver los puntos extremos de los segmentos verticales a partir de la posicion 2. Luego, como
resultado del andlisis de dichos segmentos puede notarse que en la posicion 2 los extremos
inferiores de los segmentos son (0,0) y (1,0), en la posicién 3 son (0,0), (1,0) y (2,0) y en
la posicidn 4 se encuentran (0,0), (1,0), (2,0) y (3,0). Lo previo nos da una relaciéon entre
la abscisa de estos puntos y el valor de n, es decir los puntos son de la forma (i — 1,0),
donde i varia entre 1 y n. Esta relacidn es la parte de los puntos inferiores de los segmentos,
sin embargo, para el otro punto extremo del segmento solo cambiaremos la ordenada y
quedan de la siguiente forma (i — 1,3). Recordemos que en la primera posicién no se va a
dibujar ninguna recta pues en esta posicidon no tenemos ningun rectangulo verde.

Posteriormente, para que esto pueda representarse en GeoGebra, es necesario incluir un

comando condicional, en este caso se usara el comando Si con los atributos <Condiciéon>y
<Entonces>. En la parte de <Condicion> se establecera la expresién n > 1, y, por otro lado,
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en el atributo de <Entonces> se insertara la secuencia de segmentos con puntos extremos
en (i —1,0) y (i — 1,3), donde i varia desde 1 hasta n.

Hasta este punto puede hacerse una anotacién importante, pues en la posicion nimero 1
no se ha graficado nada aun, sin embargo, si se analiza la secuencia se puede ver que si se
tendria que graficar un segmento vertical con extremos (0,0) y (0,2). Este segmento no se
puede incluir en la secuencia ya definida, entonces se agregara un enunciado condicional
que sera vdlido paran < 2, y de esta manera abarcara el cason = 1. Lo previo se justifica
porque el comando condicional Si de GeoGebra no permite establecer igualdades. Todo lo
anterior aplicado en GeoGebra puede verse en la siguiente imagen (Figura 4.18).

€2 3n-1 explicacion - GeoGebra

R]d OO 4N =

fx * H f\f’ 4 n=1
. ®
n=1 3
1T @ 5® .
f = Si(n > 1, Secuencia(Segmento((i — 1,0), (i — 1,3)),i, 1, nsj
— 7 2
® g = Si(n < 2, Segmento((0,0),(0,2)))
—_ 2 4
+

€2 3n-1 explicacion - GeoGebra

PR B Sic S IV AN
-3 N

E}
[0
[N]

@ 1 L J 5 ® .

e f = Si(n > 1, Secuencia(Segmento((i — 1,0), (i — 1,3)),i,1, ui,
- {3, 3} 2

g = Si(n < 2,Segmento((0,0),(0,2)))

-7

-1

Figura 4.18: Segmentos verticales del rectangulo verde en GeoGebra

Fuente: Creacién propia
Se tienen los segmentos verticales correspondientes al rectangulo, ahora es necesario
graficar los segmentos horizontales que completardn a dicha figura. Para esto se usa

nuevamente una secuencia de segmentos que en este caso tendran como extremos los
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puntos (0,i) y (n — 1,i) donde i varia entre 0y 3, y n es la posicidn de la figura dentro de
la secuencia, esto debido a que estos segmentos horizontales tienen como punto extremo
izquierdo los puntos en los que la abscisa es siempre 0 y la ordenada va desde del 0 hasta
el 3. Por otro lado, el punto extremo derecho tiene la misma ordenada del punto anterior
pero su abscisa es el valor de la abscisa del ultimo segmento vertical, que ya se vio en el
analisis anterior que tiene la forma de n — 1, donde n es la posiciéon de la figura en la
secuencia.

Para poder mostrar esto en GeoGebra se volverd a utilizar el comando Si con los mismos
atributos de <Condicidn>y <Entonces>; en la <Condicidn> se usara la misma que en la parte
anterior, esdecirn > 1, y en el <Entonces> se coloca la secuencia de segmentos con puntos
extremos (0,i) y (n — 1,i), y esto queda de la siguiente forma (Figura 4.19):
Rt L P> OO &N 2@
. < IR A 4

n=1 H
T O s

f = Si(n > 1, Secuencia(Segmento((i — 1,0), (i — 1,3)), i.l,nj,

@ >

@

—_ 7

® g = Si(n < 2,Segmento((0,0),(0,2)))

- 2

I1 = Si(n > 1, Secuencia(Segmento((0, i), Punto(Circunferencia

o B3 A u n=2

n=2 :
@ 1 o 50 ,
® f = Si(n > 1, Secuencia(Segmento((i — 1,0, (i — 1,3)),i,1,n})

— {3, 3} 2

g = Si(n < 2, Segmento((0, 0), (0,2)))

-7

N 1

~ 11 = Si(n > 1,Secuenc‘\a(Segmento((O.‘\):Punm(Circunferenc:ua
-/

- {1,1,1 1}

0 1 2 3 4 5

+

-1

Figura 4.19. Segmentos horizontales del rectangulo verde en GeoGebra

Fuente: Creacién propia
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Parte 2: Segmentos horizontales y verticales de la subfigura roja

Ya se tiene el primer rectdngulo construido y para elaborar la ultima columna, que ya se ha
dicho que debe tener dos cuadritos y puede hacerse la observacion de que solo faltaria un
segmento vertical al ultimo para formar dicha columna (ver Figura 4.16 previamente
expuesta), y este segmento tendra coordenadas (n,0) y (n,2). Para graficarlo no serd
necesario usar una secuencia, solo el comando de Segmento con estas coordenadas, y en
GeoGebra se veria de la siguiente manera (ver Figura 4.20).

Bl <00 &N =

- N o]
. -
n=1 : g
® 1 @ 5 ® N
f = Si(n > 1, Secuencia(Segmento((i — 1,0), (i — 1,3)),i, 1, ui,
- 7 2
@ &= Si(n < 2 Segmento((0,0),(0,2)))
® ., 1
11 = Si(n > 1,Secuencia(Segmento((0, i), Punto(Circunferer.c:m
—_ 7
0 1 2 4 5
h = Segmento((n,0),(n,2))
- ., i
-A/;‘fﬁ"G@élxii‘%'
R 2K « 20 0 4 n=2
n=2 : @
® 1 [ ] 5 ® -

P f = Si(n > 1, Secuencia(Segmento((i — 1,0), (i — 1,3)).i, 1. uj,
— {3, 3} 2
g = Si(n < 2, Segmento((0,0), (0, 2)))

-7

I = Si(n > 1, Secuencia(Segmento((0, i), Punto(Circunferencia

— {1,1,1,1}

h = Segmento((n,0), (n,2))

- 2

-1

Figura 4.20: Segmento vertical de rectangulo rojo en GeoGebra
Fuente: Creacién propia

La ultima parte por construir es la secuencia que dara como resultado las lineas horizontales
gue cerraran esta ultima columna. Para llevar a cabo esta construccion es importante notar
que los puntos extremos de estas lineas tendran la forma (n — 1,i) y (n — 1,i), donde n es
la posicion de la figura en la secuencia y la variable i estd entre 0 y 2. De esta manera, se
tiene la secuencia de figuras deseada (ver Figura 4.21).
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7

® g = Si(n < 2, Segmento((0,0),(0,2)))
— 2

I1 = Si(n > 1, Secuencia(Segmento((0, i), Punto(Circunferenc:\a

— 7

) 2 3 4
® h = Segmento((n, 0),(n, 2))
— 2 5
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® f = Si(n > 1, Secuencia(Segmento((i — 1,0), (i — 1,3)).i,1, n;j
— {3.3} 2
2 = Si(n < 2,Segmento((0.0).(0,2)))
- 7 :
o I1 = Si(n > 1, Secuencia(Segmento((0,i), Punlo(Clrcunferené\e
— {1,1,1, 1}
o 3 4

® h = Segmento((n,0), (n,2))
- 2
12 = Secuencia(Segmento((n — 1,i), (n,1)),i,0,2)
- {1,1,1}

Figura 4.21: Segmentos horizontales del rectangulo rojo en GeoGebra
Fuente: Creacién propia

4.4. Analisis de la tercera sucesion: término n-ésimo a,, = 4n + 4

Una primera inspeccién de la tercera secuencia se presenta a continuacion en la Figura 4.22.

EEEEEN

EEEEE B |

EEEE B H B |

EEE B E B H N |

HE B B EH BN H N |

HlE EEEE EEEEE EEEEEE
Posicién 1 Posicién 2 Posicién 3 Posicién 4

Figura 4.22: Sucesion a,, = 4n + 4
Fuente: Elaboracion propia

Contando el nimero de cuadrados en cada figura puede verse rapidamente que la primera
posicion tiene 8 cuadrados morados, la segunda 12, la tercera 16 y la cuarta 20. En un
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diagrama, como los que se han utilizado con anterioridad, se ve de la siguiente manera
(Figura 4.23):

8 12 16 20
4 4 4

Figura 4.23: Sucesién numérica de a, = 4n + 4

Fuente: Elaboracion propia

Siguiendo la secuencia que se presenta en la Figura 4.23 es facil ver que para obtener el 5°
término solo hay que sumar 4 unidades a 20, que es el nimero de cuadrados que tiene la
figura en la posicién 4. Pero nuevamente este andlisis aun no nos da la expresion que
representa el patrén que sigue la secuencia ya que solo permite determinar el numero de
cuadrados de la posicion siguiente. Por esto a continuacion, se presenta un andlisis mas
detallado de la misma para encontrar dicho patron mediante la relacién entre el nimero
de cuadrados y el término al que corresponde cada figura dentro de la sucesion.

Si se hace una observacién mas detallada de la Figura 4.22 pueden hacerse las anotaciones.

e Cada figura es en cierta forma el contorno de un cuadrado, en la primera posicién dicho
cuadrado mide 3 cuadritos por lado, en la segunda mide 4, en la tercera 5 y en la cuarta
6.

e Los cuadrados “blancos” que quedan dentro de los cuadrados grandes tienen las
siguientes medidas: en la primera posicion mide 1 cuadrito de lado, en la segunda 2, en
la tercera 3y en la cuarta 4.

Con lo anterior se tiene ya una idea clara de cdmo obtener el patrdon que sigue esta sucesion
pues el contorno del que se habld anteriormente es la resta del drea del cuadrado que se
menciond en el primer punto y el area de los cuadrados blancos. Ahora la atencién se
centrara en buscar la relacién entre la medida de los lados de los cuadrados y la posicidon
que ocupan en la sucesidon. Puede percibirse que los cuadrados grandes miden n + 2
unidades o cuadritos, donde n es la posicion de la figura dentro de la sucesién. Por otro
lado, los cuadrados “blancos” miden n unidades o cuadritos. Algebraicamente esto se
representa de la siguiente forma:

(n + 2)?: Area del cuadrado grande

n?: Area de cada cuadrado blanco

(n + 2)? — n?: Nimero de cuadritos que forman la figura requerida

A continuacidn, se presenta el andlisis algebraico para conseguir el patrén de la sucesion:
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n+2)?—-n?*=n’+4n+4-n*=4n+4
La expresion final representativa del patron es la que se acaba de obtener: 4n + 4, en
donde n es la posicién de la figura.

Con el patrén ya obtenido se puede dar respuesta a las preguntas correspondientes que

fueron planteadas en la Tabla 1.

1. Enla posicion 6y 8, icuantos cuadritos formaran el margen del cuadrado blanco?
Sustituyendo la variable n dentro del patrén encontrado se obtiene:

Patron | Posicion (n) | Numero de cuadritos en la posicion n
4n+ 4 6 4(6)+4=24+4=28
in+4 8 48)+4=32+4=36

Las graficas correspondientes en estas posiciones son las siguientes:

Posicién 6 Posicién 8

2. Enla posicién 15y 16, écuantos cuadritos formaran el margen del cuadrado blanco?
Haremos el mismo procedimiento de la pregunta anterior

Patrén | Posicidn (n) | NUmero de cuadritos en la posicion n
in+4 15 4(15)+4 =60+ 4 = 64
4n+ 4 16 4(16) +4=64+4 =68

3. Sitenemos 204 cuadritos, éen qué posicién nos encontramos?
En esta pregunta se realiza el mismo proceso inverso expuesto en el ejemplo

pasado.
Patrén | Despeje den Numero de | Posicién (n)
cuadritos en
la posicidon
n
4n + 4 " Num de cuadritos Zn la posicionn — 4 204 n= 201—4 =50

4. ¢Cuantos cuadritos habra en la posicion n-ésima?
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La respuesta a esta pregunta ya se ha dado al determinar el patrén de la sucesién
porque esta expresién vale para cualquier nimero n.

4.4.1 Construccion de la sucesidon en GeoGebra: término n-ésimo a,, = 4n + 4
A continuacién se describe el analisis de la sucesion anterior para poder trasladarla a
GeoGebra y lograr visualizar figuras en posiciones alejadas.

Para graficar las figuras que forman la sucesidon solo se necesitarad construir lo que hemos
definido como un contorno de un cuadrado. Para comenzar con el disefio se presentan las
primeras cuatro figuras de la sucesién en un plano cartesiano, lo cual ayudara a visualizar
los puntos extremos de los segmentos que forman a esta figura. Todas las observaciones
parten del hecho de tomar como primer vértice del primer cuadrado de la figura al origen
del plano, es decir, el punto (0,0). En la elaboracién de las figuras de la secuencia se hara
uso del comando Segmento con los atributos (<Punto(extremo)>,<Punto(extremo)>) y
también del comando Secuencia como se ha usado anteriormente. En este caso dividiremos
la construccién de las figuras en dos partes, en la primera se graficaran las lineas
horizontales y verticales principales que a continuacidon se muestran (ver Figura 4.24).

v

A\ 4
L 4
m

T T a s [s

Posicién 1 Posicién 2 Posicion 1 Posicién 2

A\
A 4

Posicién 3 Posicién 4 Posicién 3 Posicién 4

Figura 4.24: Lineas principales
Fuente: Creacién Propia

Por otro lado, en la segunda parte, se grafican los pequefios segmentos verticales y
horizontales complementarios (Figura 4.25)
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A 4

Posicién 2

A 4

\ 4

Posicion 3 Posicién 4

Figura 4.25: Segmentos complementarios
Fuente: Creacidén propia

Parte 1: Segmentos horizontales y verticales del contorno

Notemos que hay 4 lineas horizontales principales, las cuales estan representadas en la
Figura 4.26 por H1, H2, H3 y H4. Las siguientes son observaciones sobre cada una de estas
y la relacién de sus puntos extremos y n que es el lugar que ocupan dentro de la sucesion.

e H1 tiene como primer punto extremo al (0,0) y el segundo lo podemos expresar de
la forma (n + 2,0). Este n + 2 ya habia sido obtenido en la basqueda del patréon de
la sucesion.

e H2 tiene como primer punto extremo al (0,1) y como segundo punto al expresado
mediante (n + 2,1), esto debido a que solo se esta desplazando 1 una unidad hacia
arriba al segmento H1.

e LosextremosdeH3son (0,n+1)y(n+2,n+1).

e Losextremosde H4son (0,n+2)y(n+2,n+2)

Para que Geogebra grafique estas primeras cuatro rectas se menciond ya que solo se hara

uso del comando Segmento y cada uno de estos segmentos tendran los extremos antes
mencionados (Figura 4.26):
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Figura 4.26: Lineas horizontales principales en GeoGebra
Fuente: Creacién propia

En la Figura 4.27 puede verse también que hay otras cuatro lineas verticales principales,
gue se representaran por V1, V2, V3 y V4 y que al hacer un andlisis como el anterior se
obtiene lo siguiente.
e V1 tiene como primer punto extremo al (0,0) y el segundo lo podemos expresar de
la forma (0,n + 2).
e V2 tiene como primer punto extremo al (1,0) y como segundo punto al expresado
mediante (1,n + 2), esto debido a que solo se esta desplazando 1 una unidad hacia
la derecha al segmento V1.

e LlosextremosdeV3son(n+1,0)y(n+1,n+ 2).
e LosextremosdeV4son(n+2,0)y(n+2,n+2)

En GeoGebra resulta lo siguiente:
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Figura 4.27: Lineas verticales principales en GeoGebra
Fuente: Creacién propia

Parte 2: Segmentos horizontales y verticales del interior

Hasta este punto la figura casi esta completa, solo faltan algunos segmentos los cuales estan
marcados en la Figura 4.25 previamente expuesta en color naranja.

Haciendo nuevamente un analisis podemos ver que los segmentos horizontales que estan
de lado izquierdo pueden ingresarse mediante una secuencia de segmentos que tienen
extremos (0,i) y (1,i), donde i tiene que variar de 2 hasta n. Pero ademas algo notorio es
gue en la primera posicién no se necesitan estos segmentos complementarios, por lo que
afadiremos un condicional como se muestra a continuacién (Figura 4.28).
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Figura 4.28: Segmentos complementarios por la izquierda en GeoGebra

Fuente: Creacién propia

Haremos lo mismo con los segmentos complementarios que estan de lado derecho, los

cuales tendrdn por extremos a los puntos (n + 1,i) y (n + 1, i) (ver Figura 4.29)
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Figura 4.29: Segmentos complementarios por la derecha en GeoGebra

Fuente: Creacién propia

Para los segmentos verticales complementarios, siguiendo la misma légica que se lleva
hasta este punto se tiene que los puntos extremos de estos seran (i,n+ 1)y (i,n + 2),
donde i varia desde 2 hasta n. Y nuevamente se hace uso del comando condicional Si para
sefalar que estos segmentos seran graficados cuando n > 1, pues en n = 1no son
necesarios. En GeoGebra se ve todo de esta manera (Figura 4.30):
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Figura 4.30: Segmentos complementarios superiores en GeoGebra
Fuente: Creacidn propia

Para los ultimos segmentos se tienen los siguientes extremos: (i,0) y (i, 1), la variable i

variando entre 2 y n. Por ultimo se agregara otra vez el condicional. Esto se ve terminado
de la siguiente forma (Figura 4.31):
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Figura 4.31: Segmentos complementarios inferiores en GeoGebra
Fuente: Creacidn propia

4.5. Analisis de la cuarta sucesion: término n-ésimo a,, = 4n + 3

Se comenzara inspeccionando la cuarta secuencia presentada a continuacion en la Figura
4.32.

Posicion 1 Posicién 2 Posicién 3 Posicion 4
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Figura 4.32: Sucesion a, = 4n + 3
Fuente: Creacidn propia

En la primera posicion la figura tiene 7 cuadritos, en la segunda 11, en la tercera 15y en la
cuarta 19. Esto lo podemos representar de la siguiente forma, donde ademds vemos que
entre cada término hay 4 unidades, es decir para obtener un término a partir del anterior
solo le sumamos esas cuatro unidades (Figura 4.33).

7 11 1519
4 4 4

Figura 4.33: Sucesién numérica de a, = 4n + 3
Fuente: Creacién propia

A continuacién, se presenta un analisis mas detallado de la sucesién para encontrar el
patrén que le corresponde mediante la relacidn entre el nimero de cuadrados y el término
al que corresponde cada figura dentro de la sucesién (Figura 4.34).

Posicién 1 Posicion 2 Posicion 3 Posicion 4

Figura 4.34: Sucesion grafica de a,, = 4n + 3 por bloques
Fuente: Creacién propia

Observando la Figura se pueden hacer nuevas observaciones, que ayudaran mucho mas a

establecer el patrén buscado.

e En el centro de la figura tenemos una linea de tres cuadritos, la cual estd marcada con
color rojo y se encuentra en todas las figuras, es decir permanece constante.

e En los cuadritos rojos de los extremos de la linea constante mencionada en el punto
anterior se encuentran 4 grupos de 1 cuadrito en la primera posicidn,4 grupos de 2
cuadritos en la segunda posicion, 4 grupos de 3 cuadritos en la tercera posicién y 4
grupos de 4 cuadritos en la cuarta posicién.
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Estos dos puntos dan una idea clara de cémo obtener el patrén. En primer lugar, los cuatro
grupos de cuadritos que rodean a los dos cuadritos rojos se conforman de n cuadritos pues
en la primera posicidn estos grupos tienen 1 cuadrito, en la segunda 2, en la tercera 3 y asi
sucesivamente. Entonces en cada posicion hay 4n cuadritos que forman los grupos
mencionados, pero a esta cantidad se le suman los 3 cuadritos rojos que son constantes. La
expresion final queda de la siguiente manera: 4n + 3, donde n representa la posicién de la
figura en la sucesidn.

Con este patréon se puede dar respuesta a las preguntas correspondientes que fueron
planteadas en la Tabla 1.

1. Enla posicién 5y 6, ¢cuantos cuadritos formaran la letra H?
Para responder esta pregunta se realizara una sustitucion de la variable n dentro del
patréon que ya encontramos, es decir:

Patréon | Posicion (n) | Numero de cuadritos en la posicion n
4n+3 5 4(5)+3=20+3=23
4n + 3 6 4(6)+3=24+3=27

Las figuras en las posiciones pedidas son las siguientes:

=2

Posicién 5 Posicién
2. Enla posicion 16 y 17, écuantos cuadritos formaran la letra H?
Haremos el mismo procedimiento de la pregunta anterior

Patréon | Posicion (n) | Numero de cuadritos en la posicion n
4in + 3 16 4(16) +3=64+3 =67
4n+3 17 4(17)+3=68+3=171
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Los gréficos correspondientes son demasiado grandes, sin embargo, con el patrén
establecido y la comprension de este sabemos que forma tendran estos graficos.

5. Sitenemos 143 cuadritos, éen qué posicidon nos encontramos?
El proceso para la resolucion de esta pregunta es el mismo que se ha venido usando.

Patron | Despeje den Nuimero de | Posicién (n)
cuadritos en
la posicidon
n

4n + 3 = Num de cuadritos en la posicionn — 3 143 n= 142—3 =35
4

3. ¢Cudntos cuadritos habra en la posicién n-ésima?
La respuesta a esta pregunta ya se ha dado al determinar el patrén de la sucesién
porque esta expresion vale para cualquier nUmero n.

4.5.1 Construccion de la sucesion en GeoGebra: término n-ésimo a,, = 4n + 4
El analisis de la sucesién anterior para poder trasladarla a GeoGebra se presenta a
continuacion, este servird para lograr visualizar figuras en posiciones alejadas.

Puede notarse que para graficar esta figura podemos dividir su construccién en dos partes,
la primera que contemplara las dos columnas que forman a la letra H y la segunda que
constara del cuadrado que une a las dos columnas. A continuacién se presentan las cuatro
primeras figuras de la sucesidn en un plano cartesiano, mismas que serviran de apoyo para
la determinacion de los puntos requeridos para graficar los segmentos necesarios. Para la
elaboracién de las figuras de la secuencia se harda uso del comando Segmento con los
atributos (<Punto(extremo)>, <Punto(extremo)>) y también del comando Secuencia como
se ha usado anteriormente. La siguiente imagen presenta la divisién que se usara para esta
construccion (Figura 4.35).
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Posicién 1 Posicién 2 Posicién 3 Posicién 4

Figura 4.35: Segmentacion de las figuras de la secuencia a,, = 4n + 4
Fuente: Creacidn propia

Parte 1: Segmentos horizontales amarillos

Para construir las dos columnas se necesitan 4 lineas verticales, la primera tiene como
puntos extremos a los puntos (0,0) y (0,2i + 1), la segunda tiene extremos (1,0) y (1,2i +
1), la tercera (2,0) y (2,2i + 1) y la cuarta (3,0) y (3,2i + 1), donde i varia de 1 hasta n.
Estos segmentos pueden graficarse dentro de otra sucesién pues podemos notar que las
absisas de todos los puntos siguen la sucesion 0,1,2,3, entonces se puede agregar una nueva
variable, digamos j, que varia desde 0 hasta 3. De esto resulta una doble sucesion que
quedaria de la siguiente manera en GeoGebra (Figura 4.36):

Rt 20O £ N =%
° n=1 : 4
n=
1 @ 6 —
o | @
R = Secuencia(Secuencia(Segmento((j, 0), (j, 2 + 1)),i,1,n),,0,3) *
— {3}, (3). 3 (3 T
+
3 |
2
1
0 1 2 3
€ dn+3 - GeoGebra
(K]t L OO LN 2 ¢
n=2 6 5
n=
® 1 ) 5 ® e
R = Secuencia(Secuencia(Segmento((j, 0), (j,2 1 +1)),1,1,n),].0,3) i :
— {{3, 5} {3, 5}, {3, 5} {3, 5} 1y
+
2
1
) 1 1

Figura 4.36: Lineas verticales de las columnas en GeoGebra
Fuente: Creacién propia
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La siguiente parte para graficar son los segmentos horizontales que dividen a las columnas
en cuadritos. Para la primera columna (columna izquierda) los segmentos tendran como
puntos extremos (0,i) y (1,i), donde i varia desde O hasta 2n + 1, este 2n + 1 fue
obtenido en el paso anterior. Y para la segunda columna solo cambiaran las abscisas, es
decir los extremos son (2,i) y (3,1). En GeoGebra esto se ve de la siguiente manera (Figura
4.37):

AL OO 4N
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1 6 5 ICX
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— {3}, 3}, 3}, 31
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- {1,111 :
H2 = Secuencia(Segmento((2,1),(3,i)},i,0,2 n + 1)
— {1,1,1 1} 1
+
o 2 3 4 5
=
R]r 7LD OO LN 2@
® n=2 E ; A
1 ® 6 ® @

: 5

R = Secuencia(Secuencia(Segmento((j,0), (j, 2 i + 1)),i,1,n),},0,3)
— {{3, 5}, (3, 5% {3, 5}, {3, 5}

11 = Secuencia(Segmento((0,), (1,1)),i,0,2n + 1)

- (1,111,117 3

H2 = Secuencia(Segmento((2,1), (3,)),i,0,2 n + 1)

- {1, 1.1 111}

[ 1 4

-1

Figura 4.37: Lineas horizontales columna izquierda
Fuente: Creacién propia

Parte 2: cuadrado rojo

Para esta segunda parte se necesitan dos segmentos horizontales que formen el cuadrado
gue une a las dos columnas, en la Figura 4.38 puede notarse que segmento inferior,
marcado con color naranja, tiene por extremos los puntos (1,n) y (2,n), y el segmento
superior, marcado en rojo, tiene como extremos a los puntos (1,n+ 1) y (2,n+ 1). En
GeoGebra esto queda graficado de la siguiente manera, obteniendo asi la sucesion
requerida (ver Figura 4.38).
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Figura 4.38: Cuadro enlazador de las columnas
Fuente: Creacidn propia

4.6. Analisis de la segunda sucesidn: término n-ésimoa, = 5n+1

Haciendo una primera inspeccién de la secuencia se presenta a continuacién los primeros

cuatro términos en la Figura 4.39.

OO0 00 OO

Posicién 1 Posicién 2 Posicién 3 Posicién 4

Figura 4.39: Sucesién a,, =5n+1
Fuente: Creacién propia

Contando el niumero de palitos que forman cada figura, se tiene que la primera posicién

tiene 6 palitos, en la segunda 11 palitos, en la tercera 16 y en la cuarta 21, esto se muestra

en el siguiente diagrama representado en la Figura 4.40:
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6 11 16 21
5 5 5

Figura 4.40: Sucesion numérica de a,, =5n+1

Fuente: Creacidn propia

Lo primero que puede notarse es que para obtener el 5° término de la sucesidn se tiene que
sumar 5 unidades al valor del 4° término. Sin embargo, alin no se puede deducir la expresion
algebraica a partir de este analisis. A continuacion, se presenta un analisis grafico de esta
sucesioén con la finalidad de encontrar una relacion entre el nimero de palitos que forman
la figura y la posicidn que ocupa la misma dentro de la secuencia. A partir de la Figura 4.41
se hacen las siguientes observaciones.

O OO0 O

Posicion 1 Posicion 2 Posicion 3 Posicion 4

Figura 4.41: Sucesion grafica de a,, = 5n + 1 por bloques
Fuente: Elaboracion propia

e Enla posicion n hay n hexagonos adosados.

e En la posicién 1 hay 1 hexdagono formado por 5 palitos (en color verde) mas un palito
extra (en color rojo), en la posicidn 2 hay 2 hexagonos formados por 5 palitos (en color
verde) mds un palito extra (en color rojo) y asi sucesivamente.

Con estos dos puntos ya puede notarse una relacién entre el nimero de palitos en la figura

y la posicion que esta ocupa dentro de la secuencia. Esta relacidn indica que, en la posicién

n habra 5n palitos, esto debido a que en la posicidn 1 hay 1 hexagono formado por 5 palitos,

en la segunda 2 hexagonos formados por 5 palitos, en la tercera 3 hexagonos formados por

5 palitos y asi sucesivamente, y a todo esto se le suma en palito extra. Entonces la expresion

final se representa de la siguiente manera: 5n + 1, donde n es la posicion de la figura en la

secuencia.

A continuacion, se responden las preguntas propuestas en la Tabla 1 para esta secuenciay
se exponen los procedimientos requeridos para contestarlas.

5. Enla posicion 5y 7, écudntos palitos estardn formando a los hexagonos adosados?
Sustituyendo la variable n en el patrén encontrado, se tiene:
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Patron | Posicion (n) | Numero de cuadritos en la posicion n
S5n+1 5 55)+1=25+1=26
Sn+1 7 5(7)+1=35+1=36

Las graficas correspondientes en estas posiciones son las siguientes:

CO00 QOO

Posicién 5 Posiciéon 7
6. Enla posicidén 15y 16, ¢cuantos palitos estaran formando a los hexagonos adosados?
Se aplica el mismo procedimiento de la pregunta anterior

Patréon | Posicion (n) | Numero de cuadritos en la posicion n
Sn+1 15 5(15)+1=75+1=176
5Sn+1 16 5(16)+1=80+1=81

Las figuras en estas posiciones ya son demasiado grandes, sin embargo, con el
patron establecido ya se puede tener una idea de la forma de los graficos.

7. Sitenemos 211 cuadritos, éen qué posicidn nos encontramos?
En esta pregunta se realiza el mismo proceso inverso expuesto en el ejemplo

pasado.
Patrén | Despeje den Numero Posicion (n)
de
cuadritos
en la
posiciéon n
5n+1 - Num de cuadritos :n la posicionn — 1 211 n= 21;—1 —40

8. ¢Cudntos cuadritos habra en la posicién n-ésima?
La respuesta a esta pregunta ya se ha dado al determinar el patrén de la sucesion
porque esta expresidn vale para cualquier nimero n.

4.6.1 Construccion de la sucesion en GeoGebra: término n-ésimoa,, = 5n+ 1

Para poder trasladar la sucesidn anterior a GeoGebra se necesita un andlisis extra para
poder construir estos hexagonos. Por esto se presenta el siguiente grafico en donde se
tienen las 4 primeras figuras que representan las posiciones de la sucesion. En esta Figura
4.42 puede notarse que se puede dividir la construccidn de la figura en 5 partes, donde cada
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una de estas partes corresponde a un lado de los hexdgonos y que en la Figura X estdn

macados con distintos colores.
Como en las sucesiones anteriores se hard uso de los comandos Segmento y Secuencia,
estos usandolos de la misma manera que se ha venido haciendo en los ejemplos anteriores.

A A
5 5
4 4

p3(1.3) P3(1.3) P7(3.3)

P2{0.2) P4{2.2) P2(0.2) Pe(4.2)

P1(0.1) P5(2.1) po(s.1)
P1(of1)

P1(0.1) P5(2.1)

P5(1,0) ’ P6(1,0) p1d3.0) ’
ol 1| 2| 3| 4| s| e 7| s of 1| 2| 3| a| s| e 7| s
Posicién 1 Posicion 2
A A
5 5
4 4

P3(1.3) P7(3.3) P11(5,3) P3(1.3) P7(3.3) P11(5.3 P14(7.3)

3 3 /
2(0,2) PHZ.2) 313,2) 12(6.2] P2(0.2) Pa(1,2) 5(4,2) 12(6.2) 15(2.2)

p5(2.1) po(a.1) P13(6.1 16(3.1)

1(0.1) P5(2.1) pors.1) p13(6. 1) P1(0.1)

NN y N/ —>

P6(1,0) E) P14{5,0 10) 10(3,0) P13(5,0 P17(7.0)
1 2 3 4 6 | 7 8 [] 1 2 3 q 5 8

Posicién 3 Posicién 4

Figura 4.42: Segmentacion de las figuras de la secuencia a,, = 5n+ 1
Fuente: Creacién propia

Parte 1: segmentos rojos
Para la construccién de estos segmentos rojos haremos algunas observaciones:

La primera es que la ordenada del punto extremo inferior de cada segmento es
siempre 1, y la ordenada del punto extremo superior de cada segmento es siempre
2, por lo tanto los extremos de los segmentos son de la forma (i, 1) y (i, 2).

Ya definida la forma de los puntos extremos del segmento, solo resta definir el rango
en donde varia i. Para esto puede notarse que en la posiciéon nimero 1 las abcsisas
de los puntos son 0y 2 en la segunda posicion las abcsisas son 0, 2y 4, en la tercera
son 0,2,4y6, y en la cuarta son 0,2,4,6 y 8. Esto muestra que las abcisas comienzan
en 0y terminan en 2n, donde n es la posicidn de la figura en la sucesién. Ademads en
este punto hay una anotacién importante y que no se habia empleado en los
ejemplos anteriores pues es evidente que las secuencias de numeros que
representan las abcisas de los puntos van incrementando de dos en dos, por lo que
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al ingresar esto a GeoGebra es necesario agregar un atributo de incremento en el
comando de Secuencia. Esto se muestra en la Figura 4.43.

Con el andlisis anterior se tiene ya la forma de los puntos extremos y el rango en el que
varian los mismos. De esta manera se puede entonces proceder a graficar la secuencia de
segmentos en Geogebra, la cual se ve de la siguiente manera:

DR ScH-IPANEIRE
n=1 A | n=1 |
1 @ 10 ®
o - Secuencia(Segmento((i, 1), (i, 2)),i,0,2 n, 2) P
- {1, 1} .
+
1
0 1 2 3 4 5
(R]A AP0 LN =2 @
n=2 : n=2
@ 1 ® 10 5 . ! | !
® I1 = Secuencia(Segmento((i, 1), (i,2)),i,0,2 n, 2) Py
- {1, 1,1}
: ||
1
0 1 2 3 4 5

Figura 4.43: Segmentos rojos en GeoGebra
Fuente: Creacién propia

Parte 2: Segmentos azules
Los siguientes segmentos por graficar son los azules. Para encontrar los puntos extremos
de estos se procede con los siguientes puntos de analisis:
- La ordenada de los puntos extremos izquierdos de los segmentos es siempre 2 y la
ordenada de los puntos extremos derechos de los segmentos es siempre 3.

- Para describir las abscisas de estos puntos extremos se hace la siguiente
observacion:
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Tabla 3.

Posicién Abscisa punto Abscisa punto
extremo izquierdo  extremo derecho
1 0 1
2 2 3
3 4 5
4 6 7

Fuente: Creacidn propia.

Esta tabla muestra que las abscisas son de laforma i, i + 1, pues la abscisa del punto
extremo derecho es siempre una unidad mds que la abscisa del punto extremo
izquierdo. Finalmente, los extremos de los segmentos son de la forma (i,2) y, (i +
1,3).

- Por ultimo, resta solo definir el intervalo en donde i varia. Para esto se hara uso
nuevamente de la Tabla 3, especificamente en la columna 2. De esta columna se
obtiene la siguiente sucesién: 0,2,4,6. Es evidente que el primer valor que toma i es
cero, pero se necesita encontrar el patrén que sigue esta sucesion dado que dicho
patron definird el limite de esta de acuerdo con la posicién en la que nos
encontremos, es decir marcara las abscisas de los extremos del ultimo segmento
que se tiene que graficar. Una forma de encontrar dicho patrén es usando la
siguiente sucesion figural y hacer un andlisis como los anteriores (Figura 4.44):

Posicion 1 Posicion 2 Posiciéon 3 Posicién 4

Figura 4.44: Representacion figural de la sucesién 0, 2, 4, 6, ...
Fuente: Creacién propia

La primera observacion es que se pueden dividir el patrdn figural en grupos de dos cuadritos
y las figuras se ven de la siguiente manera en la figura 4.45:

Posicion 1 Posicion 2 Posicion 3 Posicion 4

Figura 4.45: Representacion figural por bloques de la sucesiéon 0, 2, 4, 6, ...
Fuente: Creacién propia
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En la posicion 1 hay 0 cuadritos, en la posicidon 2 hay un grupo de dos cuadritos, en la
posicién 3 hay dos grupos de dos cuadritos y en la posicidn 4 hay tres grupos de 2 cuadritos.

De aqui puede verse que en la posicidon n hay (n — 1) grupos de dos cuadritos, es decir, hay

2(n — 1) cuadritos, que es lo mismo que 2n — 2. De esta manera se ha encontrado el
patrén requerido. Entonces i varia entre 0 y 2n — 2. Ademas, igual que en los segmentos
rojos hay un incremento de dos en dos unidades, lo cual se establecera en GeoGebra. Con
estos datos ya se puede graficar la Secuencia de los segmentos verdes requeridos. En

GeoGebra se ve de la siguiente forma en la figura 4.46:

@

@

@)
(O

R]or o A B0 O L N 2@

n=1 :
1 @ 10 G
I1 = Secuencia(Segmento((i, 1), (i, 2)),i,0,2 n, 2) :
12 = Secuencia(Segmento((i,2), (i +1,3)),i,0,2n — 2,2) °

— {1.41}

AP OO L N 2
n=2 :
1 ° 106
I1 = Secuencia(Segmento((i,1), (i, 2)),i,0,2 n, 2) :
- {1, 1,1}

12 = Secuencia(Segmento((i,2), (i + 1,3)),i,0,2n —2,2) *

— {1.41, 1.41}

=]
n
N

0

1

2

Figura 4.46: Segmentos azules en GeoGebra
Fuente: Creacién propia

Parte 3: Segmentos amarillos

Para graficar los segmentos amarillos se presenta el siguiente analisis:

- La ordenada de los puntos extremos izquierdos de los segmentos es siempre 3y la

ordenada de los puntos extremos derechos de los segmentos es siempre 2.
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- Para describir las abscisas de estos puntos extremos se hace la siguiente
observacion:

Tabla 4.
Posicién Abscisa punto Abscisa punto
extremo izquierdo  extremo derecho
1 1 2
2 3 4
3 5 6
4 7 8

Fuente: Creacidn propia.

En esta tabla nuevamente se aprecia que las abscisas son de la forma i, i + 1, pues
la abscisa del punto extremo derecho es siempre una unidad mas que la abscisa del
punto extremo izquierdo. Entonces los extremos de los segmentos son de la forma
(i,3)y,(i+12).

- Por ultimo, se debe definir el intervalo en donde i varia. Para esto se hara uso de la
columna 2 de la Tabla 4. De esta columna se obtiene la siguiente sucesién: 1,3,5,7.
El primer valor que toma i es uno, pero se necesita encontrar el patron que definira
el limite de esta de acuerdo con la posicién en la que nos encontremos, como en la
seccidon anterior. Para esto se usara nuevamente una sucesion figural para hacer el
analisis correspondiente (Figura 4.47).

Posicion 1 Posicion 2 Posicion 3 Posicion 4

Figura 4.47: Representacion figural de la sucesién 1, 3,5, 7, ...
Fuente: Creacién propia

La Figura 4.47 representa las figuras correspondientes en las cuatro primeras posiciones de
la sucesion. Ademas, se hizo una division de estas para el analisis mas puntual. La primera
observacion es que hay un cuadrado (marcado en rojo) que es constante en todas las
figuras, luego en la primera posicidén hay 0 cuadritos extras, en la segunda hay un grupo de
dos cuadritos, en la tercera hay dos grupos de dos cuadritos y en la cuarta posicidn hay tres
grupos de dos cuadritos. Esto Ultimo puede representarse mediante la expresion 2(n — 1)
donde n representa la posicion de la figura. A esto le agregamos el cuadrado constante, y
con esto el patron quedaria definido de la siguiente forma: 2(n — 1) + 1, que al aplicar
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algebra toma la siguiente forma: 2n — 1. Entonces i varia entre 1y 2n — 1. Ademas, igual
gue en los segmentos anteriores hay un incremento de dos en dos unidades, lo cual se
establecera en GeoGebra.
La secuencia en GeoGebra se ve como se muestra en la Figura 4.48:
(]~ L D00 LN =@
n=1 : 50 n=1
® ° 10 ) ! | 1

@ 11 = Secuencia(Segmento((i, 1), (i, 2)),i,0,2 n,2)

— {1, 1} 3
— 12 = Secuencia(Segmento((i,2), (i + 1,3)),i,0,2n — 2,2) !

— {141}

I3 = Secuencia(Segmento((i, 3), (i + 1,2)),i,1,2n —1,2) ‘ 1

— {1.41}

0 1 2 3 4 5
J’_

DB R SO N SIP AN
n=2 : 5 n=2

1 ® 10 @

Q 11 = Secuencia(Segmento((i, 1), (i,2)),i,0,2 n, 2) :
— {1, 1,1} 3

12 = Secuencia(Segmento((i,2), (i + 1,3)),i,0,2n — 2,2) *

/ 2

— {1.41, 1.41} | |
I3 = Secuencia(Segmento((i, 3), (i + 1,2)),i,1,2 n —1,2) ! i
— {1.41, 1.41}
+ ) 1 2 3 4 5

Figura 4.48: Segmentos amarillos en GeoGebra
Fuente: Creacién propia

Parte 4: Segmentos verdes

Los siguientes segmentos por graficar son los verdes. Si se analizan con un poco de detalle
estos segmentos es posible ver que la sucesion que forman seguird el mismo
comportamiento que la generada por los segmentos azules, solo cambiaran las ordenadas
de los puntos extremos de los segmentos, estas ordenadas seran ahora de la forma (i,1) y
(i +1,0), donde i varia desde 0 hasta 2n — 2, donde n es la posicién de la figura en la

sucesion e i va aumentando de dos en dos. Esto en GeoGebra se ve de la siguiente manera
(Figura 4.49):
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Figura 4.49: Segmentos verdes en GeoGebra
Fuente: Creacién propia

Parte 5: Segmentos morados

Para graficar estos segmentos nuevamente es posible ver que estos siguen el mismo
comportamiento que los segmentos amarillos, solo hay un cambio en las ordenadas de los
puntos extremos, estos puntos quedan de la siguiente forma: (i,0) y (i + 1,1), donde i
varia desde 1 hasta 2n — 1, donde n es la posicidon de la figura en la sucesién e i va
aumentando de dos en dos.

Esto en GeoGebra se ve como en la figura 4.50:
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Figura 4.50: Segmentos morados en GeoGebra
Fuente: Creacidn propia




4.7. La secuencia didactica

A continuacion, se presenta la secuencia que puede ser implementada con estudiantes de
bachillerato:

Tarea l

Instrucciones: Analiza la siguiente secuencia de figuras, advertirds que en la primera
posicién hay 4 cuadritos, en la segunda posicidon hay 7 cuadritos, en la tercera posicion hay
10 cuadritos y, en la cuarta posicién hay 13 cuadritos.

Posicién 1 Posicién 2 Posicién 3 Posicién 4

Utiliza la construccion en GeoGebra (https://www.geogebra.org/m/vtwvzngw) para

contestar lo siguiente:

1. Enla posicidon 6y 7, écudntos cuadritos morados habran formando la T invertida?

2. Enlaposicién 17 y 18, écuantos cuadritos morados habran formando la T invertida?
3. ¢Cuantos cuadritos morados habra en la posicion n-ésima?

4. Sitenemos 73 cuadritos morados, ¢en qué posicién nos encontramos?

Tarea 2

Instrucciones: Analiza la siguiente secuencia de figuras, advertirds que en la primera
posicién hay 8 cuadritos, en la segunda posicidn hay 12 cuadritos, en la tercera posicién hay
16 cuadritos y, en la cuarta posicién hay 20 cuadritos.

Posicion 1 Posicion 2 Posiciéon 3 Posicién 4

Utiliza la construccion en GeoGebra (https://www.geogebra.org/m/xnx658uz) para

contestar lo siguiente:

1. En la posicién 7 y 8, écuantos cuadritos formaran la figura?
2. Enla posicion 13 y 15, écuantos cuadritos formaran la figura?
4. ¢ Cuantos cuadritos habra en la posicion n-ésima?

3. Si tenemos 89 cuadritos, éen qué posicidon nos encontramos?
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Tarea 3

Instrucciones: Analiza la siguiente secuencia de figuras, advertirds que en la primera
posicién hay 8 cuadritos, en la segunda posicidn hay 12 cuadritos, en la tercera posicién hay
16 cuadritos y, en la cuarta posicién hay 20 cuadritos.

H B HE BB H B |
AN EEEE EEEEE EEEEEEm
Posicién 1 Posicién 2 Posicién 3 Posicién 4
Utiliza la construccidon en GeoGebra (https://www.geogebra.org/m/krs5hbva) para
contestar lo siguiente:

1. Enla posicién 6y 8, ¢cuantos cuadritos formaran el margen del cuadrado blanco?
2. Enlaposicion 15y 16, écuantos palitos habran el margen del cuadrado blanco?
3. ¢Cudntos cuadritos habra en la posicién n-ésima?

4. Sitenemos 204 cuadritos, éen qué posicién nos encontramos?

Tarea 4

Instrucciones: Analiza la siguiente secuencia de figuras, advertirds que en la primera
posicién hay 7 cuadritos, en la segunda posicion hay 11 cuadritos, en la tercera posicién hay
15 cuadritos y, en la cuarta posicién hay 19 cuadritos.

Posicién 1 Posicién 2 Posicién 3 Posicién 4

Utiliza la construccién en GeoGebra (https://www.geogebra.org/m/epnbstnt) para

contestar lo siguiente:

1. Enla posiciéon 5y 6, ¢cuantos cuadritos formaran la letra H?

2. Enlaposicion 16 y 17, écuantos cuadritos formaran la letra H?
3. ¢Cuantos cuadritos habra en la posicién n-ésima?

4. Sitenemos 143 cuadritos, éen qué posicidén nos encontramos?
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Tarea 5

Instrucciones: Analiza la siguiente secuencia de figuras, advertirds que en la primera
posicién hay 6 segmentos, en la segunda posicion hay 11 segmentos, en la tercera posiciéon
hay 16 segmentos y, en la cuarta posicién hay 21 segmentos.

O 00 0

Posicién 1 Posicién 2 Posicién 3 Posicion 4

Utiliza la construccion en GeoGebra (https://www.geogebra.org/m/pw9tjpst) para

contestar lo siguiente:

1. Enla posicion 5y 6, écudntos palitos estaran formando a los hexdgonos adosados?

2. Enlaposicién 15y 16, écudntos palitos estardan formando a los hexdagonos adosados?
3. ¢Cudntos palitos habra en la posicidon n-ésima?

4. Sitenemos 211 palitos, éen qué posicion nos encontramos?
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CAPITULO 5.
Conclusiones

La pregunta de investigacién planteada fue: ¢Cudles son las caracteristicas que deben
considerarse para el disefio de una secuencia diddctica para el desarrollo del razonamiento
algebraico articulada en la generalizacién de patrones y el software GeoGebra? Las
caracteristicas son: promover la autonomia del alumno y la validacién de respuestas, evitar
el uso de féormulas, métodos Unicos de solucién y andamiajes memoristicos. Ademas, con
base en la revision de la literatura, la secuencia didactica, se apoya sobre generalizacién de
patrones para fomentar aspectos del razonamiento algebraico: (a) Coordinacién de la
estructura espacial y numérica, (b) Andlisis de los términos cercanos, lejanos y el término
general, (c) Transito del lenguaje verbal al lenguaje alfanumérico vy, la (d) Incorporacion de
expresiones equivalentes a través de la descomposicion de la figura de los patrones por lo
que permite proporcionar sentido al simbolo.

También es importante expresar en qué medida se logré alcanzar los objetivos planteados
al inicio del desarrollo de la investigacion. Con respecto al objetivo general, este fue
alcanzado en su totalidad pues fue posible el disefio de la secuencia didactica. Por otro lado,
con respecto a los objetivos especificos se han cumplimentado dado el alcance del objetivo
general. En este sentido, las tareas presentadas como parte de la secuencia didactica fueron
documentadas parte por parte, desde la eleccion de las mismas basadas en las
investigaciones que fueron consultadas hasta la explicacion detallada de cada parte del
procedimiento para llevar a cabo las actividades propuestas en el software GeoGebra.

El disefio del patrdn figural en GeoGebra cobra mucha importancia debido al requerimiento
de modelar dicho patrén acorde a la sucesidon elegida. El proceso de construccion en
GeoGebra tuvo que ser descrito de manera precisa y detallada con la finalidad de aportar
al trabajo docente. En este sentido, las especificaciones del procedimiento realizado en las
construcciones en GeoGebra y el definir cada paso resulta un gran apoyo para la
comprensién de la légica del patrén, de manera que el docente serd capaz de replicar dicho
procedimiento. Lo previo le permitird disefiar e ir elaborando sus propias tareas para
trabajar con sus estudiantes, otros patrones figurales en GeoGebra. Ademas, estas
especificaciones del trabajo con la herramienta GeoGebra, proporciona una introduccién a
la misma incluyendo la descripcién de los comandos a usar, de esta manera se inicia al
docente en este dmbito tecnoldgico y también se induce al mismo a seguir explorando la
plataforma, misma que tiene una amplia cantidad de funcionalidades.
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En cuanto a las tareas de la secuencia diddctica, representan una manera de mejorar y
actualizar tareas adaptandolas en primer lugar al nivel hacia el que estd dirigida a esta
investigacion, el bachillerato. Por otro lado, se plantearon de manera que, fuera posible
ligar la generalizacién patrones con las herramientas que proporciona GeoGebra, esto se
logro precisamente al modelar los patrones sobre los que gira este trabajo en la plataforma
expuesta. De esta manera, las sucesiones puedan ser vistas de manera grdfica y en
constante movimiento lo que ademas de atraer la atencidn del alumno permite visualizar
cada figura en la posicidon que le corresponde y en cierta forma verificar si la regla de
correspondencia que fue asignada a la sucesion es correcta.

La secuencia didactica presentada, abre lineas para dar continuidad a esta investigacion. La
primera de estas lineas de continuidad y sin duda la mas proxima es la aplicacion de esta
secuencia didactica en grupos de estudiantes de bachillerato, esto sustentado en el hecho
de que las tareas fueron disefiadas exactamente para este nivel educativo. Sin embargo, es
importante resaltar que estas actividades pueden ser replicadas por docentes de otros
niveles educativos. Lo previo se fundamenta en que la generalizacion de patrones se
sugiere, segun las investigaciones, para que pueda ser implementado desde los primeros
niveles de primaria hasta el nivel bachillerato con las adaptaciones correspondientes a cada
nivel educativo.

Otra de las posibles formas de dar continuidad a esta tesis es el ampliarla incluyendo
patrones cuadraticos pues esta investigacion se centrd en trabajar con patrones lineales. El
hecho de incluir patrones cuadraticos implica la busqueda de estos de maneras un poco
distintas y de alguna manera un poco mas complejos. Esto propiciard que el estudiante
pueda seguir desarrollando su razonamiento algebraico y explorando nuevos métodos para
la obtencidn de estos nuevos patrones.
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