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Resumen

El objetivo de este trabajo es presentar unas notas de topologfa, a nivel introductorio, dirigido
principalmente a profesores de matematicas de nivel medio y medio-superior, que generalmente
no son mateméticos de profesién. Con esto se pretende tender un puente entre los conocimientos
matemdticos que ellos poseen y una parte de la matemética actual, como lo es la topologia. En
el capitulo 2 se estudian diferentes métricas, con el objeto de reconocer en estas las propiedades
de un espacio métrico. Con la idea de distancia se define la nocién de abierto. En el capitulo 3
se generaliza esta idea de abierto, prescindiendo del concepto de métrica. Con esto se introduce
la nocién de topologfa y espacio topoldgico. La importancia de hablar de conjuntos abiertos es
el de poder saber cuando una funcioén es continua. En el capitulo 4 se hace el puente entre la
definici6n tipica de continuidad (de los cursos de cdlculo) y la definicién topoldgica. También
se habla de de lo que es un homeomorfismo, haciendo énfasis en el aspecto geométrico. En el
capitulo 5 se da un ejemplo de clasificacion de superficies, tratando de enfatizar las propiedades
cualitativas, topoldgicas. En el tltimo capitulo se trata de la topologia digital queriendo dar un
ejemplo de aplicacién, al andlisis de imdgenes, de una rama de la matematica aparentemente pura,
la topologia.

(Palabras clave: topologia, métrica, espacios métricos, funcién distancia, abiertos, espacios
topolégicos, homeomorfismos, topologia digital.)




Summary

The goal of this work is to present some notes of topology, at an introductory level, it is aimed
at Math professors in middle and middle-high levels who are not usually mathematicians. With
this purpose in mind it is intended to lay a bridge between the mathematics knowledge they own
and a part of the current mathematics, as it is topology.

In chapter 2 different metrics are studied, the goal is to recognize in these the properties of
metric space. With the idea of distance, the concept of open set is defined. In chapter 3 this idea of
open set is generalized, regardless of the metric concept. Thus introducing the concept of topology
and topological space. The importance of discussing open sets is to be able to know when a func-
tion is continuous. In chapter 4, a bridge is laid between the typical definition of continuity (in the
calculus courses) and the topological definition. An homeomorphism is also spoken about, empha-
sizing the geometric aspect. In chapter 5 an example of classification of surfaces is given, trying to
emphasize the topological, qualitative properties. In the last chapter digital topology is dealt with,
in an attempt to give an example of application, to image analysis, of a branch of mathematics
apparently pure, the topology.

(Keywords: topology, metrics, metric spaces, distance function, open set, topological spaces,
homeomorphism, digital topology.)
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Prefacio

Estas notas tienen como objetivo el proporcionar un material introductorio de topologia, diri-
gido a personas no con formacién matematica rigurosa o con fuertes bases de matematicas pero
interesados en las matemdticas y que desean conocer una geometria moderna, una geometria del
siglo XXI, la “topologia”. Principalmente esta dirigido a profesores que imparten la materia de
matemdticas de nivel medio y medio superior. La razén es que ellos se encuentran en contacto con
los estudiantes, estudiantes del siglo XXI que son parte de hoy y también buscardn una matema-
tica de hoy, sin querer desacreditar la gran importancia de la geometrfa anterior siendo €sta base
para el desarrollo de la actual. El maestro que conozca la matematica actual, no solamente dard
mayor valor a los conocimientos anteriores sino sabré la importancia de estos para la evolucion de
la matematica y comprenderd que como toda ciencia estd en continuo desarrollo, ampliando asi
la visién sobre ella. Generalmente los libros de topologia, escritos por mateméticos, presentan los
conceptos de manera formal y abstracta. Iniciando con la definicién de “topologia™ e inmediata-
mente después proposiciones, lemas y teoremas. El objetivo de estas notas es presentar un puente
entre los conceptos matemdticos que tienen los maestros (cdlculo, geometria analitica) y aquellos
que estudia la topologia. Se trata de presentar conceptos y teoremas importantes de la topologia, en
forma descriptiva e intuitiva, retomando los conceptos que el maestro ya tiene sobre cdlculo y asi
poderlos generalizar. No hay prerequisitos especializados aparte de una disposicion para trabajar a
cierto nivel de abstraccién.

Las notas se dividen en seis capitulos. En el primer capitulo se expone el marco tedrico para
el presente trabajo. El segundo capitulo pretende retomar los conocimientos del profesor sobre la
funcién “distancia”, dar otros ejemplos de diferentes distancias y poderlas comparar. En el ter-
cer capitulo, se generaliza el concepto de “abierto” para llegar, de alguna manera més natural y
formal, a la definicién de espacio topolégico. El maestro podrd confirmar que los conceptos del
cdlculo subsisten en un espacio topolégico. En el cuarto capitulo se define lo que es una funcién
continua entre espacios topolégicos, expresada en términos de “conjuntos abiertos™. También de
las “transformaciones topolégicas™: aquellas que nos permiten relacionar espacios topologicos, y
asi saber cuando éstos pertenecen a la misma clase. En el quinto capitulo dard como resultado de
los capitulos anteriores ciertas propiedades topolégicas importantes obteniendo la clasificacion de
ciertas superficies, cerradas y acotadas. Por tltimo en el sexto capitulo se da una aplicacién de la
topologia, andlisis de las imédgenes digitales, la topologia digital parte de una rama de la matema-
tica actual aparentemente pura. Al final de los cuatro primeros capitulos se dan ejercicios con la
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XII PREFACIO

finalidad de que los maestros descubran por ellos mismos la belleza y fascinacién de esta rama
moderna de las matematicas.

Estas notas no tratan de substituir el estudio formal de la topologia, el objetivo no es dar una
lista de proposiciones y teoremas sino el de abrir una ventana hacia la matemética contempordnea.
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Capitulo 1

Marco teorico

1.1. Introduccion

El tercer milenio es una realidad; el desarrollo cientifico, tecnol6gico, politico y cultural de las
sociedades modernas es evidente y en casi cualquier 4mbito del quehacer humano se viven cambios
que buscan mejorar la calidad, la eficiencia y el bienestar. Pero, ;se observa lo mismo en el dmbito
educativo?, ;cémo ha cambiado, si es que lo ha hecho, la ensefianza y el aprendizaje a lo largo de
los siglos? ;Se observan cambios en la educacion matemdtica? (Cudles son las expectativas que
tienen los maestros de mateméticas?

Las caracteristicas de este siglo son el cardcter cambiante y el dinamismo, por lo que habra
muchos conceptos 0 métodos que quedardn obsoletos en 3 0 a lo mds 5 afios, por lo que los
estudiantes tendrdn que afrontar nuevos problemas y aprender nuevos métodos de solucion. Los
alumnos estardn en contacto con conceptos, métodos o instrumentos de trabajo en continuo cam-
bio, la educacién no podra quedarse rezagada; es necesario el cambio, la actualizacién. ;Como
desarrollar estas habilidades a nuestros estudiantes? ;Qué alternativas se tienen en cuanto a meto-
dologfas de ensefianza? ;Qué alternativas en cuanto a los contenidos curriculares? ;Quiénes seran
los facilitadores para motivar y desarrollar esas habilidades y actitudes? ; Quiénes serdn ejemplo
de nuestros estudiantes? ; Bajo qué modelo educativo?

El profesor, como uno de los principales actores en el proceso de ensefianza-aprendizaje deberd
también adaptarse a estos cambios y estar preparado para enfrentarlos. El presente trabajo intenta
apoyar al maestro en activo en esta actualizacion, introduciéndolo a una de las ramas mas modernas
de la geometria: la topologia.




2 CAPITULO 1. MARCO TEORICO

1.2. Antecedentes y justificacion

1.2.1. Caracter educativo

México tiene un sistema educativo en el que se ha preocupado mds por la cantidad que por la
calidad, mucho mds por lo informativo que por lo formativo. Tradicionalmente se ha destacado la
transmision de saberes producidos a lo largo de la historia y la mayorfa de ellos en otras partes
del mundo. Mds grave es el hecho de que los métodos de transmisién son deficientes, con algunas
excepciones. Segtin Ornelas, (1995) el analisis de los contenidos tiene que ver con el conocimiento
y la calidad de la educacién. El sistema escolar enfrenta una problematica entre la creciente com-
plejidad y aumento de los conocimientos y los métodos de ensefianza utilizados para transmitir
aquéllos a las nuevas generaciones. Tiene dos polos: los materiales de ensefianza, la formacién de
los maestros (sus valores, actitudes e ideologia) asi como el complejo nudo de relaciones que se
establecen entre los estudiantes, los maestros, sindicatos y burocracia de la educacién y los méto-
dos de ensefianza, que descansan en el uso de la memoria, ejercicios repetitivos y mecdnicos y en
una ausencia casi total de experimentacién. Muchas de las criticas que se le hacen a la profesién
emanan del acento en las cuestiones pedagdgicas, en detrimento del conocimiento de los conteni-
dos que se deben, supuestamente ensefiar. La defensa magisterial es que para estar al dia en los
contenidos es necesario tener cursos constantes de actualizacion que lance a los profesores a la
superacién constante y como consecuencia, la calidad de su trabajo redundard en beneficio de los
jovenes y de México.

Las matemdticas escolares requieren de cierto dinamismo y este involucra a los profesores
y al contenido de la materia. La acusaci6n de que el plan tradicional, segiin Kline, (1994), estd
anticuado se contradice con la confesién de los modernistas de que ellos ofrecen ante todo una
nueva interpretacion. Pero a pesar de este hecho, la época actual requiere una nueva matematica.
Se desarrollan métodos diddcticos, instrumentos de apoyo, programas de evaluacién, ;por qué no
los contenidos? ;por qué no una matemdtica contempordnea? ;y qué hacer con la matemdtica
“vieja”?

Un problema importante es que la gran mayoria de los profesores de matemdticas de las pre-
paratorias no son matemdticos de profesién, y por tanto su conocimiento sobre la matemdtica
contempordnea es limitado. Por ejemplo, en la praparatoria de la UAQ laboran en total 45 pro-
fesores, ninguno es matematico de carrrera, el 24 % ha estudiado la Maestrfa en Docencia de las
Matemiticas que imparte la propia Universidad, por lo que tienen conocimientos matemdticos mas
formales, el 33 % son ingenieros, el 22 % son contadores o administradores y el 21 % estudiaron
otras carrreras, por lo que en su mayoria, las matemdticas que aprendieron son las de preparato-
ria y las de su carrera profesional. También se puede considerar el COBAQ y escuelas privadas
como la Escuela John F. Kennedy de Querétaro donde se tiene el 75 % de ingenieros y el 25 %
administrador de empresas y el Instituto La Paz con 50 % ingenieros y 50 % normalistas.

El maestro es el eje sobre el cual gira el sistema de educacién y el recurso intelectual mds
importante. La escuela mejor equipada, el curriculum més avanzado, los textos mas completos y
mejor escritos, buenos sistemas de control y administracién escolar, son necesarios pero insufi-
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cientes y no garantes si el factor humano no responde a las demandas de una buena educacion.
El meollo de la calidad de los maestros, de sus conocimientos, habilidades, rasgos ideoldgicos y
personales, se encuentra en los procesos de formacion, sensibilizacién y actualizacion.

La idea de enfocar la propuesta a los profesores se basa en el hecho de que €stos estdn en
contacto con los alumnos, por lo que cada profesor tiene ante si por lo menos a 60, lo que quiere
decir que al lograr un cambio en el profesor, la probabilidad de que éste llegue a los alumnos es
mayor y la nueva visién se multiplicarfa. Ademds la capacitacion favorece al profesor en otros
4mbitos, por ejemplo, al ubicarlos en un ambiente de aprendizaje pueden llegar a entender mejor a
sus estudiantes cuando se les presenta un material nuevo para ellos y reflexionar sobre como hacer
de este proceso un aprendizaje eficiente y efectivo.

En su articulo “La ensefianza de la matematica de Platén a la matemdtica moderna™ Santa-
16, (1977), explica con claridad las coyunturas de las escuelas sometidas al acelerado cambio de
nuestros tiempos; dice:

“La misién de los educadores es preparar a las nuevas generaciones para el mundo en
que tendrdn que vivir. Por esto, como el mundo actual es rapidamente cambiante, tam-
bién la escuela debe estar en continuo estado de alerta para adaptar su ensenanza, tanto
en contenidos como en la metodologia, a la evolucién de estos cambios, que afectan
tanto a las condiciones materiales de vida como al espiritii con que los individuos se
van adaptando a ellas. En caso contrario si la escuela se descuida y sigue estdtica o
con movimiento lento en comparacién con la velocidad exterior, se origina un desfase
entre la escuela y la realidad ambiental, lo cual trae como consecuencia que los alum-
nos se sientan poco atraidos por las actividades del aula buscando por otros medios
los conocimientos que consideran necesarios. Se puede tener que los alumnos se irdn
apartando de las ensefianzas de su maestro para creer més en el mundo simplificado de
la ciencia-ficcién, historietas, revistas, cine o internet entre otras cosas, careciendo de
la base firme de un conocimiento organizado, estrelldndose como Icaro, al derretirsele
las alas por el Sol.”

Continuando con Santald, lo primero que deben tener los educadores es un buen conocimiento
del mundo exterior y de su posible evolucion en los préximos afos, para luego ver c6mo sus
ensefianzas pueden ayudar a una mejor manera de actuar en él, lo que serd provechoso no solo para
los alumnos, los futuros protagonistas, sino para el conjunto de la sociedad de la cual éstos serén
actores principales.

1.2.2. Caracter matematico

La Matemadtica como todas las disciplinas ha evolucionado. La curva de produccién matemati-
ca es bastante parecida a la curva exponencial del crecimiento biolGgico; empieza a levantarse en
el pasado remoto (Babilonia 4241 =200 afios a.C.) y asciende cada vez més rapidamente conforme
se acerca a nuestros dias. Esta curva, no es totalmente creciente, la matemética tuvo algunas de-
presiones, como el arte, por ejemplo en la Edad Media. Pero a pesar de las depresiones, ha tenido
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una tendencia general ascendente. Las grandes ideas matemadticas sobreviven, llevdndose a cabo
adiciones permanentes que son inmunes a cualquier cambio de moda o de costumbres. La mayoria
de los matemticos relacionados con las matemadticas creadas desde el siglo XIX, estdn de acuerdo
que la curva se eleva mds rdpidamente a partir de esta fecha. Muchos que no tienen un conoci-
miento de las matemdticas modernas més alld del cdlculo, creen con error que las matematicas
experimentaron su edad de oro en el pasado. Los matemdticos no lo creen asf; juzgan en general
como la edad de oro la era reciente, empezando en el siglo XIX. La tltima fecha 1801, sefiala
el comienzo de una nueva era inventiva sin precedente, la obra de Gauss. Otra fecha importante
es 1821, donde Cauchy inici6 su primer método satisfactorio del cdlculo diferencial e integral. Y
sigue una creciente oleada de conocimientos en los dltimos 200 afios.

Un ejemplo tipico de la gran productividad acelerada del siglo XIX, consecuencia de los mé-
todos ideados en el periodo medio, es el desarrollo de la geometria. Se creé tanta o mds geometria
que la de los matemadticos griegos durante los dos o tres siglos de su mds grande actividad. Hay
motivos para afirmar de que el siglo XIX y XX por sf solo, contribuy6 a las mateméticas cerca de
cinco veces mds que toda la historia precedente. Esto se aplica no solamente a la cantidad sino,
lo que es de mucha mayor importancia, también a la calidad. Recordemos que los adelantos del
periodo presente han incluido como casos especiales de teorias y métodos generales, a todas las
matemdticas vilidas anteriores a 1800. Obviamente que nadie que se dedique a las matemdticas
cree que se han agotado, se espera que dentro de un siglo los métodos actuales mas potentes den
lugar a otros aiin mds poderosos.

Es necesario entonces darle dindmica a la ensefianza de las mateméticas. Tomando a la geome-
tria como un caso especial, recordemos que el texto de Euclides ha sido el método de la geometria
euclidiana (escolar) por 2000 afios, como se mencioné anteriormente. Este solo ha sido reempla-
zada por un sistema matemdtico mds riguroso. Si se revisa ciertas materias como las de ciencias
naturales o la materia de espaiiol, no se usa material de 2000 o 1000 afios antes. Lo cual por otro
lado nos habla de la importancia y fortaleza de dicho material, que obviamente no se desea re-
emplazar. La educacién como todas las ramas han ido evolucionando e involucrando elementos o
material diddctico contemporédneo. Aunque se tienen programas de computacién para la geometria
como el “Cabri” o el “Geometer’s Sketchpad,” entre otros, estos presentan los conceptos utilizados
por Euclides, pero con la facilidad de la computadora, al fin y al cabo conceptos y nociones de hace
2000 afios. Si bien las figuras geométricas se clasifican primero con una relacién de congruencia,
posteriormente con la relacion de semajanza, ;por qué no saber con qué relacion se clasifican aho-
ra? ;por qué y bajo que bases se dice que un tridngulo y una circunferencia se encuentran en la
misma clase de equivalencia, es decir, son "topolégicamente iguales"? La matemdtica no es esti-
tica, ;por qué no ensefiar material mds moderno? Con esto se logra obtener una idea de c6mo ha
evolucionado la matemdtica, y como un caso especial la geometria.

En los nuevos planes se presentan contenidos nuevos: entre los temas de mds atencién en su
momento fue el tema de conjuntos, cambio de base, matrices, 16gica simbélica pero la geometria
no parece tener este privilegio, la geometria se mantiene igual. Los nuevos contenidos del plan de
matematicas modernas se supone que corresponden a las necesidades de introducir a los jévenes
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estudiantes en la sociedad moderna. El estudiante quiere saber como encajan las matematicas en su
mundo. Y, por fortuna, su mundo estd lleno de imaginacién y de abstraccion. Asi los estudiantes se
interesan por las mateméticas por que les proporcionan un rapido acceso a una aventura intelectual
atractiva y satisfactoria.

En las dltimas décadas, la matemética ha adoptado ciertas metodologias de trabajo de las cien-
cias experimentales, sobre todo debido a los medios electrénicos de computo. Las actividades de
observar, explorar, formar discernimientos, intuiciones, hacer predicciones, probar hipétesis son
cada vez mds importantes. Actividades tradicionales como demostrar, generalizar y abstraer no se
dejan de lado, pero esta apertura es una oportunidad para el profesor de presentar la matemdtica
como una ciencia viva y en pleno desarrollo y no como una serie de “recetas” y conocimientos
acabados, a manera de “noticiero.” Aunque hay que resaltar que la matemitica no es una cien-
cia experimental: para el matemdtico investigador siempre hay que demostrar; para el alumno se
podria quedar en lo experimental o intuitivo, dependiendo de sus interés y carrera que estudia.

Existe una presion por una reestructuracion, desde lideres de corporaciones, politicos, padres y
hasta educadores. Esta presion se debe a que reconocen que el sistema vigente no esté funcionando.
La reestructuracion resulta de una combinacién de 1) lo que descubre la investigacion sobre la
manera en que cambian personas y organizaciones, y 2) la creciente brecha entre lo que parecen
ahora las escuelas y lo que deben parecer en el futuro para satisfacer las necesidades de la sociedad.
Un sistema escolar proyectado para atraer mentes de alumnos del siglo XXI tendré un aspecto muy
diferente de los sistemas escolares presentes, creados durante la era industrial. La explosion de la
informacién y la mecanizacién de las tareas rutinarias obligardn a las escuelas a ensefiar maneras
de aprender y de razonar en vez de reglas y hechos. La responsabilidad del maestro se apoyard en
su discernimiento profesional como persona instruida y con recursos mucho mds refinados.

Los contenidos matemadticos, segiin Wenzelburger, (1992b), han cambiado en las dltimas dé-
cadas y también la manera de hacer matemdticas. Si el investigador matemdtico adopté nuevos
métodos de trabajo de exploracién y descubrimiento, con mayor razén el profesor de matematicas
del nivel medio-superior y los educadores en matemdticas que se ocupan del mejoramiento de ta-
les maestros intenten seriamente terminar el virtual divorcio entre la matemética contemporanea y
la investigacion en este campo y los contenidos de los cursos que se ofrecen a los alumnos. De-
bemos buscar alternativas a la vieja costumbre de ensefiar una matemdtica anticuada, estdtica y
mecanizada, meramente “‘reproduccionista”.

Es importante destacar que los cursos de actualizacion para profesores de matemdticas, segun
Wenzelburger, (1992a), deben incluir topicos de matemdticas contempordneas, como matematicas
discretas, subconjuntos borrosos y teoria de caos, para mencionar algunos.

Si se logra incluir topicos matemdticos contempordneos que se presten para la adopcion de un
estilo de aprendizaje visual y experimental, se podria iniciar cambios dramdticos y fundamentales
en el desempeiio de los alumnos.

Una materia solo deberfa mantenerse en la medida en que enriquezca la experiencia del alum-
no. iluminando sus actividades y preocupaciones actuales, y si es posible de una aplicacién no muy
lejana. La geometria merece su lugar como aplicacién del dlgebra y como modelo del mundo expe-
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rimental. Por lo que se podri ver que las propiedades topoldgicas figuran entre las mas aprensibles
por nuestra inteligencia, abierta al mundo experimental a través de nuestros sentidos.

La topologia no es solo una “geometria de caucho” y que ha dado frecuentemente la impresion
de que se trata esencialmente de una “recreacién” en la cual se intenta retorcer neumdticos de bi-
cicleta, jugar con rosquillas y todo tipo de nudos, construir bandas de Mébius y botellas de Klein.
Estos espacios topoldgicos se citardn como ejemplos ilustrativos pero es de mayor importancia
tender a lo esencial, tratar la materia con toda seriedad y retomar los conocimientos que tienen los
profesores asi como generalizarlos. Obviamente lo 6ptimo sera que el profesor descubra lo atra-
yente de estas configuraciones elementales. Pero basicamente el interés intrinseco de las nociones
topoldgicas y su explotacién, el desarrollo de sus conexiones con los demds dominios matematicos
y su presentacion es la linea de contactos posteriores que el profesor podré tener.

Se intenta con este curso ser un puente entre los profesores de matemdticas de nivel medio y
medio superior con una parte de la matemética actual. Si observamos que la mayorfa de los libros
de topologia estdn dirigidos a matemdticos o bien para gente con una gran base de mateméticas
(estudiantes de esta disciplina), no suelen ser libros accesibles para la mayoria de los profesores.
Ademds regularmente se encuentran en inglés, lo cual obstaculiza el acceso a la gran mayoria de
maestros. Es por ello que estas notas pueden ser de utilidad, al tratar de ayudar a superar estos
obstdculos.

1.3. Objetivo

De los muchos elementos que participan en el proceso ensefianza-aprendizaje de las matemati-
cas, el profesor es uno primordial. Cualquier reforma educativa o proyecto de renovacién pedagé-
gico, ya sea en los programas escolares, libros de texto o cualquier otro aspecto no puede ser eficaz
y contribuir a mejorar la ensefianza si ni no se realiza simultdneamente un esfuerzo considerable
en el terreno de formacion de maestros.

Al presentar a los maestros esta nueva propuesta, el disefio de un curso sobre topologia, se
pretende dar a la visién de las matemdticas escolares un dinamismo que elimine la imagen estdtica
0 inalcanzable que actualmente tienen en la comunidad educativa. Este material pretende lograr
que los maestros conozcan una rama de las mateméticas del siglo XX, una matematica dinimica
accesible, y no solo para matemdticos de profesién. Por ende al conocer algo del desarrollo de la
matematica, estar en contacto con los cambios y lo nuevo, el profesor podra darse cuenta de las
necesidades del estudiante cuando afronte este mundo dindmico. Un maestro con mejor forma-
cion, formacién contempordnea, motivard, generalmente, el estudio de las matemadticas entre sus
estudiantes, obteniendo éstos una visién mas completa y actual de lo que son las matematicas.

La vitalidad de la matemdtica contemporénea que experimentan los matemdticos profesionales,
estd en contraste con lo que viven la mayorfa de los alumnos en el salén de clase debido a que
los matemadticos tratan de resolver problemas novedosos mientras que los alumnos se enfrentan a
“problemas” que sus maestros pueden resolver y han sido resueltos por muchisimo tiempo, afio trds
afo. De ahi que la matematica aparece como un cuerpo de hechos y técnicas, muerta e inerte, que
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heredamos de nuestros antepasados, que no admite exploracién. Es necesario hacer un esfuerzo
para cambiar esta imagen de la matematica.

Se estara logrando entonces, con el desarrollo de esta tesis, generar espacios de crecimiento en
profesores y alumnos al desarrollar una visién mds real del quehacer del matematico contempord-
neo, involucrdandolos en procesos mas dindmicos de aprendizaje-ensefianza.

Buscando el logro de los objetivos planteados, surgen entonces las siguientes preguntas ;Como
inyectar a los contenidos de la Geometria actuales, dinamismo e interés? ;Es la topologia el medio
adecuado para conseguirlo? ;Cudl puede se una forma de presentar la topologia de una manera
accesible? ;Qué actividades se deben presentar para estimular su intuicién topolégica sin tecnicis-
mos y definiciones innecesarias a partir de los conceptos basicos de la geometria que se conoce
y trabaja en el bachillerato? ;Cémo impulsar la habilidad de creatividad con nuevos objetos geo-
métricos al querelos transformar uno al otro por medio de deformaciones, (“homeomorfismos™)?
(C6émo relacionar los nuevos conceptos con los que tiene? ;Cémo desarrollar la habilidad de re-
flexionar en los procesos? ;Cémo obtener diferentes resultados a partir de los mismos elementos
iniciales, con el mismo conjunto? ;Cémo se clasifican las figuras “topolégicamente”? ;Como se
adquirird este nuevo lenguaje?

1.4. Revision de literatura

1.4.1. El profesor y las matematicas

En realidad todo el peso de la educacién tradicional descansa sobre los maestros, su papel
es de lo més importante haciendo una funcién creadora. La preparacion de los maestros es algo
que se tiene que modificarse sustancialmente, es preciso que el maestro tenga una formacion muy
completa y de gran calidad. El maestro de matemdticas del nivel medio superior debe impartir
conocimientos de matemdticas (amplios e ideas claras) y desarrollar la capacidad de aprendizaje
de los alumnos, asi como desarrollar en ellos actitudes positivas hacia las matemdticas. Deberd
entender el espiriti de la ciencia moderna, la dindmica del orden social asi como tener un buen
conocimiento del desarrollo psicolégico de sus alumnos.

Concretando, los maestros de matemadticas deberan:

= Ser capaces de estimular a los alumnos a entender y usar las matemadticas, y a apreciar el
significado de los conceptos matematicos.

= Ademids de saber bien y a fondo las matemdticas que van a ensefiar y dominar las matema-
ticas que se imparten en las diversas instituciones de nivel medio superior, deben tener un
conocimiento mas amplio y mds profundo de las matemdticas para exponer el contenido que
estdn ensefiando desde una perspectiva apropiada. El maestro debe saber matematicas mds
avanzadas de las que enseia y poder relacionarlas con los conceptos que estd ensefiando.
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= Tener la capacidad de mantenerse actualizado, tanto en el aspecto matemético como en los
aspectos pedagdgicos. Se vive en un constante cambio, y el maestro deberd ser capaz de
responder positivamente a estos cambios: mayor énfasis en las aplicaciones de las matema-
ticas, evolucion de los contenidos matemadticos en la universidad, mayor disponibilidad de
computadoras entre otros aspectos.

La profesion de maestro tiene que convertirse en algo mds digno y no en una carrera de segun-
da, para ello serd necesario reformar sustancialmente las actuales escuelas de magisterio. Habré
que recompensar mejor a los maestros, pero se les exigird mucho mas. Su formacién no solo serd
de mayor calidad sino de diferente naturaleza: un desafio intelectual y llevar a cabo un trabajo
mucho mads creativo. Los cursos de actualizacién deberdn disenarse para retar la inteligencia, con-
tenidos que sean relevantes a las nuevas condiciones de México y el mundo asi como utilizar las
tecnologias mds avanzadas de comunicacién e informacion.

La mayoria de los profesores que se encuentran dando matematicas a nivel medio-superior ac-
tualmente no son matemdticos de profesién (como se menciond en la primera parte), generalmente
son ingenieros, quimicos, contadores o administradores en su mayoria, por lo que desconocen algu-
nas ramas de la matemitica contemporédnea. Por otro lado su formacion de baja calidad; la eleccién
de la profesion docente, la cual se hace con frecuencia por necesidad y su escaso reconocimiento
econdmico son factores que sefialan la urgencia para cursos de actualizacién de calidad y de mayor
contenido. La profesién docente no es apetecible y por tanto no competitiva, pero puede ser bas-
tante cbmoda. La fuerte feminizacion de la profesién docente es un claro ejemplo: la ensefianza es
hoy una buena solucién laboral para muchas mujeres. Todo ello significa que la tarea de participar
en la formaci6n del nifio o adolescente es confiada en nuestra sociedad a personas poco motivadas
por su profesién y por tanto, poco propensas al compromiso y al cambio.

El profesor, por otro lado, es el tinico trabajador que pasa sin solucién de continuidad de la
formacion a la profesion. A diferencia del médico, abogado, secretaria que pasa de la escuela al
lugar de trabajo, donde tendrd que verificar si la formacién académica adquirida es 1til y qué parte
en cambio no sirve y hay que sustituirla, aprender algo nuevo. En contraste el maestro no tiene
necesidad de verificar porque, al seguir en la escuela, viene naturalmente legitimizado todo su
bagaje cultural y metodolégico adquirido en la escuela. Esta legitimidad provoca una espéntanea
accion a repetir, reproducir acriticamente lo que ha estudiado con “credencial” para parlotear curso
tras curso.

Los cursos de actualizacién que generalmente se ofrecen, a los cuales asisten en muchos casos
por su valor curricular mis que por cambiar, tratan en general de nuevos métodos diddcticos,
nuevas tecnologias en algin tema, pero todos giran alrededor de los temas de los programas y no
de nuevos temas que incrementardn la visién del profesor en matemdticas. Si bien es cierto que no
lo aplicard directamente en su clase, la actitud del profesor serd la del cambio ante las matemdticas
y por ende serd algo que trasmitird a los jévenes, aunque no en forma explicita. Las repeticiones
crean arraigos dogméticos, seguridades defensivas (esta bien porque siempre se ha hecho asf), y
mads atin preocupantes vicios anticientificos.

Los profesores son ejemplo para sus alumnos, colaboradores de la formacién de futuros ciu-
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dadanos, de los futuros forjadores de la realidad social, conocer la realidad y lo nuevo serd una
obligacién de los maestros cuya profesién deberd ser actualizada y competitiva. Una manera es
el acceso de las personas provenientes de otras profesiones, en forma temporal o bien estar en
contacto con el mundo de produccién (investigaciones matemdticas), contacto a nivel formacién y
contacto a nivel de actualizacién. Logrando asi una coherencia cada vez mayor entre la formacion
de los docentes y el modelo educativo en las aulas.

El futuro maestro debe tener experiencias en buscar y estudiar conceptos nuevos para €l, y
desarrollar habilidad para comunicar conceptos matematicos relevantes y actuales.

1.4.2. El constructivismo y la educacion matematica

Ante el fracaso de la educacién, como el cambio dentro de ésta, ante las quejas de la gente por lo
pobre o inadecuado de la preparacién de los estudiantes se han hecho varias proposiciones acerca
de mejorar nuestra educacién en el aula. Muchas de estas propuestas, como respuesta, han sido
alrededor de la manera en que los estudiantes construyen un significado. Las reformas educativas
deberian empezar por ;cémo los estudiantes aprenden y como los maestros ensefian?

El constructivismo no es una teoria sobre la ensefianza, es una teoria sobre aprendizaje y co-
nocimiento. Para esta teoria el aprendizaje es un proceso autoregulado con la finalidad de resolver
conflictos cognitivos internos que aparecen comiinmente por una experiencia concreta, discurso
o reflexién. Aunque no es una teorfa de ensefanza, el constructivismo ha motivado como base a
un gran nimero de reformas educativas. La resolucion de problemas, el concepto de desarrollo, el
estudiante como su propio generador de soluciones y algoritmos son de mayor importancia que los
procedimientos memoristicos utilizados para dar la respuesta correcta.

El constructivismo motiva a la reflexién y al cambio. La ensefianza ya no es la transmision
de conocimiento del profesor al alumno, los profesores actian aqui como guias proporcionando
a los alumnos la oportunidad para probar la efectividad de su conocimiento actual. Al tomar el
profesor un curso de topologia, que generalmente serd material nuevo, podrd experimentar la si-
tuacién que vive el alumno al presentarle temas novedosos. El profesor trabajard en un ambiente de
descubrimiento de relaciones matematicas donde, mediante actividades de aprendizajes construird
conceptos nuevos.

En el constructivismo, no estudia la realidad sino la construccién de la realidad. Es decir, 16-
gicamente construird la realidad matemética dentro del espacio de su experiencia. Una didéctica
basada en teorfas constructivistas exige también una actividad mayor por parte del educador. Esta
ya no se limita a tomar el conocimiento de un texto y exponerlo en el aula con mayor o menor habi-
lidad. La actividad demandada por esta concepci6n es menos rutinaria, en ocasiones impredecible,
y exige del educador una constante creatividad, pero ;no es asi la matemdtica contempordnea?

Si la matematica fuera un cuerpo codificado de conocimientos —y por tanto un “objeto de
ensefanza’— entonces la matematica estaria compuesta de verdades atemporales y la historia darfa
cuenta de ello. No hay duda de que las ciencias naturales han evolucionado y que, con tal evolucién,
ha ocurrido un cambio de normatividades, es decir en la manera en la que se conciben y validan los
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resultados. Ejemplos de esto son la revolucion copernicana, la revolucién darwinana del siglo XIX
y la revolucién relativista y cudntica del siglo XX. ;No ha habido un cambio equivalente en la
matematica?

Hermann Hankel, matemadtico notable del siglo XIX, dijo en una ocasién que en la mayoria
de las ciencias, una generacién deshace lo que hizo la generacién precedente, y que sélo en ma-
temdticas cada generacion construye una nueva historia sobre la vieja estructura. Por ejemplo la
axiomatizacion de la geometria euclidiana, transformé la actividad matemética empirica, tal co-
mo se realizaba en Egipto y Mesopotamia, en una actividad teérica. Los resultados geométricos
encontrados a partir de miltiples observaciones por egipcios y babilonios, fueron concebidos por
los griegos como conceptos abstractos, cuyo tratamiento requeria de un marco metodolégico y
conceptual diferente.

De acuerdo a la interpretacién constructivista, todo esto permite cambiar las concepciones de
la colectividad sobre la disciplina. La matemética se reconoce como una actividad esencialmente
abstracta, en donde la abstraccién reflexiva es el eje de la actividad y la interiorizacién de las
nociones es su punto de partida.

1.4.3. De la geometria a la topologia

El mundo que nos rodea estd constituido por objetos geométricos y el estudio tradicional de
la geometria esta relacionada con ciertas propiedades de estas figuras del plano o del espacio
euclidiano. Por ejemplo, si consideremos un tridngulo, éste tiene propiedades con respecto a los
valores de sus dngulos, la medida de sus lados, divide el plano en dos regiones el perimetro, el
drea, su posicion con respecto a una recta, su tamaifio, su relacién con respecto a otro tridngulo,
su relacién con respecto a otras figuras, etc. La geometria euclidiana, desde un punto de vista
moderno, es el estudio de las propiedades que permanecen invariantes ante un desplazamiento
rigido en el espacio o plano, conservando las distancias y los dngulos de las figuras. Asi, toda
proposicion relativa a las distancias y a los dngulos, es un concepto euclidiano. La geometria
euclidiana se basa en axiomas, que son relaciones entre rectas paralelas o dngulos. Se introduce
una equivalencia geométrica que cominmente llamamos congruencia.

Intuitivamente dos figuras son congruentes si al desplazar una hacia la otra, superponiéndola,
coinciden perfectamente. Las propiedades que comparten figuras congruentes son las propiedades
geométricas. Es por medio de una transformacion rigida (isometria), en caso que exista, que se
pude decir si dos figuras son congruentes. Hay tres transformaciones rigidas fundamentales que
son: traslacion, rotacion y reflexion. Cualquier otra transformacion rigida puede ser expresado
como composicion de las anteriores

Se llaman transformaciones rigidas o isometrias ya que tienen la caracteristica de que preservan
distancias. Por lo que se puede decir que la medida es un invariante bajo dichas transformaciones.
Claramente se puede observar que la medida de los dngulos asi como el drea también se preserva.
En contraste, la orientacién no es una propiedad que se preserve bajo una transformacién rigida.

Por lo ello, el conjunto de figuras en un espacio euclidiano se pueden dividir en subconjuntos
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donde los elementos de cada uno de los subconjuntos son congruentes entre sf, es decir, existe una
transformacién rigida que manda cualquier elemento del subconjunto a cualquier otro elemento
del mismo subconjunto. Considerando esta relacion, la congruencia, se puede probar que es una
relacion de equivalencia, obteniendo una particién de la coleccién de las figuras en el espacio
euclidiano. Los teoremas de igualdad son las piedras angulares de la mayor parte de las demostra-
ciones cldsicas de la geometria euclidiana. Numerosos teoremas de la geometria euclidiana pueden
demostrarse sin utilizar el uso de la distancia, sino con el de la relacién que hay entre las distancias.

Se conoce otra relacion entre las figuras, que es la semejanza, la cual se refiere a la proporcio-
nalidad. También es una relacion de equivalencia y figuras congruentes se encuentran en la misma
clase. Por ejemplo, todos los cuadrados son equivalentes, todas las circunferencias son equivalen-
tes asi como todos los segmentos. Los rectdngulos no todos son semejantes, s6lo aquellos cuya
razén de sus lados es la misma. Los valores de los dngulos se preservan, las rectas se mantienen,
figuras semejantes tienen la misma forma.

Se introduce dos nuevas transformaciones, ademads de las anteriores, las contracciones y las
dilataciones. Bajo el efecto las anteriores se puede observar que el drea es una propiedad que no
es invariante a diferencia del paralelismo, la cual es una propiedad que si se preserva.

En la geometria proyectiva, las transformaciones son las proyecciones en perspectiva de la
figura desde un punto fuera del plano. Dados dos planos, no necesariamente paralelos, figuras
de un plano pueden ser transformadas en otra por medio de proyeccién paralela o bien por una
proyeccién desde un punto exterior. Ahora la propiedad de paralelismo se pierde, por lo que un
cuadrado resulta equivalente a cualquier cuadrilitero, una circunferencia serd equivalente a una
elipse, la colinealidad de los puntos se preserva , rectas se mantienen como rectas asi como la
concurrencia de rectas. Una invariante importante en la geometria proyectiva es la razon cruzada.
Dados 4 puntos P, @, Ry S colineales al transformarlos en P*, Q*, R* y S* se tiene la igualdad
entre las razones cruzadas:

PR/RQ P*R*'/R'Q"
PS/SQ — P=5*/5*Q*

Al analizar las geometrias mencionadas, una invariante importante bajo las transformaciones
es el la colinealidad, y que las rectas se preservan. Ningtin circulo pertenece a la misma clase
que un poligono. Al pasar de la geometria proyectiva a la topologia, ésta invariante se perdera.
Las transformaciones que se considerardn serdn aquellas que manden puntos “cercanos” en puntos
“cercanos”, es decir, no se permite romper ni pegar pero si torcer, estirar, encoger. A las invariantes
bajo estas transformaciones, se les denominan propiedades topoldgicas.

Dichas transformaciones son conocidas como deformaciones eldsticas, por ejemplo un cuadra-
do, un circulo, una elipse, un hexdgono, un tridngulo son topolégicamente equivalentes. Se pueden
deformar una en la otra pensando que estan hechas de algin material eldstico.

La rama de las matemadticas que estudia las propiedades geométricas que son invariantes bajo
estas transformaciones se llama topologia. Las clases de equivalencia que se obtienen incluyen
todas las figuras que se encuentran en equivalencia topoldgica bajo las transformaciones rigidas y
bajo las proyecciones. Alguna propiedad que se mantiene bajo estas nuevas transformaciones es la
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propiedad de que toda curva cerrada simple, como el cuadrado, tridgngulo, etc. divide al plano en
dos regiones ajenas: interior y exterior (por lo que ésta es una propiedad topolégica).

La palabra topologia se deriva del griego Tomog que significa “lugar” y Aoyea que significa
“estudio”. Por algiin tiempo la topologia era conocida como analysis situs, del latin relacionado
con “situacién o sitio 0 posicién”, es decir concerniente a lo relativo a la posicién de los puntos.

Segun (Kats, 1998) el principio de la topologia se encuentra en los trabajos de Karl Weierstrass
en 1860 analizando el concepto de limite de una funcién. Con este objetivo, reconstruy$ nueva-
mente el sistema de los ndmeros reales y reveld algunas propiedades que ahora se llaman “topol6-
gicas.” Posteriormente Georg Cantor desarrollé la teoria de conjuntos (1980), donde la topologia
se refugi6 para construir su “casa.” Posteriormente con Poincaré, Hausdorff, Brower, Alexandroff,
Lefschetz entre otros logra un desarrollo sélido e independiente del andlisis. Por supuesto, si es
un tipo de geometria, pero no es una forma mds avanzada de la geometria como la proyectiva o la
diferencial, sino una forma esencial, que estd en todas las geometrias. Reiterando, las ideas de la
topologia se encuentran en casi todas las ramas de las matemdticas, quizd especialment en el C4l-
culo y el Andlisis. Fue Lefschetz el primero en usar y divulgar el nombre de topologia al publicar
un libro con dicho titulo en 1930.

Desde entonces, la topologia sea ha desarrollado de una manera acelerada. Algunos resulta-
dos para resaltar la importancia de la topologia son los siguientes: en el cdlculo de variedades con
Morse, se ha revigorizado a la geometria diferencial con el trabajo de H. Whitney en Princeton;
las normas diferenciales con el trabajo de G. Rham en Lausanne, y los trabajos de grupos de Lie
por H. Hopf en Ziirich. Refuerza al dlgebra moderna, desarrolla una nueva rama llamada dlgebra
homolégica, con trabajos de S. Eilenberg en la Universidad de Columbia y S. MacLane en la Uni-
versidad de Chicago. Aplicaciones de la topologia se presentan en otras ciencias como la quimica,
la psicologfa (nudos) y en informatica. La topologia se ha convertido en una materia basica de las
matematicas, necesaria en varias dreas y como una fuerza de cohesién en las diferentes ramas de
la matematica.

1.5. Metodologia

1.5.1. Identificacion del problema

El sistema educativo mexicano no ha evolucionado como lo ha requerido el pafs, desde que fue
concebido en 1857 citebib:edu:ornelas. En lo que se refiere a la ensefanza de las mateméticas, se
observa que los contenidos se han mantenido précticamente sin ser modificados en esencia, desde
la creacion de los primeros planes curriculares oficiales. Mds especificamente, la ensefianza de la
geometria es un claro ejemplo de la ausencia de cambio, solamente “geometria euclidiana” y en
el bachillerato la “geometria andlitica™ que es la Euclidiana algebrizada, sin restar la importancia
que tuvo, tiene y tendrd, materia que ha perdurado mas de 2000 afios. Su ensefianza en los nive-
les bdsico, medio y medio superior se practica en nuestros dias, sobre los preceptos originales de
Euclides plasmados en su famoso texto “Los Elementos”, igual que se ha practicado afio tras afio,
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observandose que los maestros resuelven una y otra vez, los mismos problemas, los que ya tienen
dominados, que se le presentan al alumno muchas veces como hechos y técnicas, muertos e inertes,
heredados de nuestros antepasados y perfectamente acabados que no permiten exploracién. Y no
es que no se reconozca la existencia de profesores que transmitan al alumno la esencia del pensa-
miento 16gico-deductivo, que los introduzcan al proceso de pensar y de crear, ni tampoco se desea
implicar que sea incorrecto el basar la ensefianza de la geometria en los postulados de Euclides, lo
que se desea es hacer evidente la necesidad de inyectar vitalidad a la ensefianza de la geometria,
para acercar més a los alumnos a la realidad del matematico contempordneo, el que experimenta,
busca y desarrolla nuevas lineas de trabajo, el que se enfrenta a la solucién de problemas que re-
quieren de un pensamiento creativo, agil y novedoso; para evitar dar a las matemdticas una imagen
estdtica, contraria al mundo moderno caracterizada por cambios constantes.

Las mateméticas escolares requieren de un dinamismo y este involucra a los profesores y al
contenido. La acusaci6én de que el plan tradicional (como ya se ha sefalado), segun Kline, (1994),
estd anticuado se contradice con la confesién de los modernistas de que ellos ofrecen ante todo
una nueva interpretacién. Cualquiera que sea el caso, la época actual requiere una nueva matemdti-
ca. Se desarrollan métodos diddcticos, instrumentos de apoyo, programas de evaluacion, ;por qué
no nuevos contenidos? ;por qué no una matemdtica contempordnea? En la declaracién Mundial
sobre la Educacién Superior en el Siglo XXI (1998) en el articulo 9 se habla de la necesidad de
renovacion de los contenidos, métodos, précticas y medios de transmisién del saber. Para renovar
los contenidos serd necesario tener una idea no solo de la disciplina sino de los cambios de ésta,
hasta la actualidad. Serd necesario que los profesores estén en contacto con la matematica contem-
pordnea para que sean ellos los que posteriormente modifiquen o renueven los contenidos. (Cémo
modificar sin conocer hacia donde va la disciplina? ;Cudles son ahora las tendencias de ésta?

Un caso particular es, la topologia, rama de finales del siglo XIX que se desarrolla en el si-
glo XX un ejemplo del dinamismo que ha tenido la geometria; la matemitica. No es éste el tinico
ejemplo, también lo son la geometria fractal, los sistemas dindmicos y las matemadticas discretas
entre otros temas, insistiendo que no es el tnico elemento que interviene o que se necesita mo-
dificar para la formacién que se espera de los alumnos. Disefiar material, sobre topologia, para
los profesores es una manera para que éstos se acerquen a las matemdticas contemporineas in-
crementando su formacién matematica y su visién de éstas, lo que seguramente reflejardn en su
prictica docente. Cuando Lebesgue desarroll6 su andlisis de la relacion entre la 16gica y la aritmé-
tica escribi6 que la matemética fue creada por el hombre por necesidad para resolver problemas
y dedujo que el profesor de matemdticas debe ser un profesor de “accién.” La matemitica es la
ciencia que tiene mds conexiones culturales y responde a las exigencias de distintas sociedades lo
cual ha conducido al desarrollo de nuevas ideas matematicas.

Hay presi6n por una reestructuracién, desde lideres de coorporaciones, politicos, padres y de
los educadores ya que reconocen que el sistema vigente no estd funcionando. La reestructuracion
resulta de una combinacion de 1) lo que descubre la investigacién sobre la manera en que cambian
personas y organizaciones, y 2) la creciente brecha entre lo que son ahora las escuelas y lo que
deben ser en el futuro para satisfacer las necesidades de la sociedad. Un sistema escolar para el
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siglo XXI proyectado para forjar talentos tendrd un aspecto muy diferente de los sistemas escolares
convencionales, creados durante la era industrial. La explosién de la informacién y la mecanizacién
de las tareas rutinarias obligardn a las escuelas a ensefiar maneras de aprender y de razonar en vez
de reglas y hechos. La responsabilidad del maestro se apoyard en su discernimiento profesional
como persona instruida y con recursos mucho mds refinados.

1.5.2. Investigacion bibliografica

Al consultar varios libros y otros materiales, éstos pueden dividirse en dos categorfas:

= Aquellos libros escritos por matemdticos y para mateméticos, lo cual la mayorfa de las veces
es inaccesible para los maestros de mateméticas de nivel medio-superior, esto es debido a su
formacién matemdtica. Son libros que generalemente empiezan con definiciones rigurosas,
continuando con demostraciones de proposiciones y teoremas, que en muchas ocasiones
utilizan resultados de cédlculo avanzado o andlisis matematico que por las deficiencias, por
sus estudios, de los maestros habrdn algunos que no conozcan. Son libros generalmente en
inglés, lo cual obtaculiza también su acceso asf como su elevado costo.

= Por otro lado se encuentran aquellos folletos o materiales cuyo tinico objetivo es la de divul-
gacion de las matemadticas. Dicho material trata los temas aislados y muchas de las veces de
forma muy intuitiva, ya que su finalidad es dar un idea gruesa de lo que son algunos con-
ceptos y ciertos espacios topoldgicos, y las demostraciones se dejan para los cursos especia-
lizados de topologfa. Dicho material generalmente esta dirigido a un piiblico mas amplio y
menos especializado.

Por lo anterior se puede observar que los materiales que se encontraron son diametralmente opues-
tos, por lo que es necesario un a base fuerte de matemdticas o bien matematicas a nivel medio o
medio superior. No se encontr6 ningiin material que trate formalmente la topologfa tomando como
base matematica. por ejemplo, los cursos de célculo.

1.5.3. Plan de trabajo

La idea de hacer un curso de topologia para maestros de matematicas de nivel medio superior
se inicié pensando en material para la asignatura de seminario de geometria (en el dltimo afio) y
como continuacion de las materias de geometria I y geometria II que se imparten en la maestria en
Docencia de las Matemiticas de la Facultad de Ingenierfa de la UAQ. Se revisaron primeramente
los temas que se tratan en dichas materias, checando los objetivos generales y especificos con la
finalidad de poder hacer la conexién con la topologia.

Posteriormente se llevé a cabo una revisién de los diferentes temas que trata la topologia. Se
revisaron los temas de matemdticas que la mayoria de los profesores conocen, de acuerdo con
su formacién. Finalmente se conjuntaron estas dos tltimas revisiones para escoger los temas de
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topologia y el método a fin de llevar a cabo el “puente” entre las bases de matemdticas de un
profesor de matematicas de ensefianza medio superior y las correspondientes de la topologia.

1.5.4. Contenido matematico

Brevemente se describe el contenido matemético del curso de topologia, el que se divide en
cinco partes principales:

= Primero se aborda la nocién de “distancia™ a partir de su definicion, es decir, desde las pro-
piedades que son deseables para que una funcién sea una distancia, 1o que representa y la
informacién que se puede obtener de ella. Se dardn diferentes ejemplos, incluyendo obvia-
mente la distancia euclidiana, la cual es utilizada en cdlculo de una o varias variables. Se
comparan las diferentes funciones distancias, observando los distintos resultados y configu-
raciones. Se trabaja primero en R? y luego se generaliza a R".

» Dada una funcién distancia, se define de manera natural el concepto de “conjunto abierto™.
Se analizardn los diferentes conjuntos abiertos dependiendo de la funcién distancia con la
que se esté trabajando. Comparando conjuntos abiertos con diferentes funciénes distancias,
se analizar4 las caracteristicas de cada una, se obtendrdn las propiedades que comparten, con
el objetivo de llegar de una manera natural a generalizar el concepto de “abierto”, obteniendo
la definicién formal. Al tener la definicién de “abierto” sin la presencia de una métrica, se
define lo que es un espacio topoldgico. Se verificardn algunos casos particulares y cudles
definiciones son equivalentes, asi el maestro podrd confirmar que los conceptos del cédlculo
subyacen sobre en un espacio topolégico general, siendo R y R? casos particualres.

= Posteriormente se generalizard la definicién de funcién continua (expresada en términos de
“conjuntos abiertos”), a partir de la definicién de continuidad que se tiene en cdlculo diferen-
cial e integral, entre espacios topolégicos, de manera natural, corroborando nuevamente en
casos particulares. Via la funci6n continua se hablard de las “transformaciones topoldgicas™
aquellas que manden puntos cercanos en puntos cercanos y biyecciones bicontinuas, a las
que llamaremos homeomorfismos, los cuales preservan las propiedades cualitativas (topolo-
gicas) y no las cuantitativas. Por ejemplo, al considerar el circulo C' de radio 7 > 0y con
centro en el origen en el plano euclidiano y los puntos del cuadrado S cuyos vértices son
(1,0); (0,1),(=1,0) y (0, —1), se puede observar la correspondencia entre los puntos de C
y S, que a cada punto P de C se asocia el de S que se encuentra en el radio O P,donde O es
el origen. Esta correspondencia es biyectiva y bicontinua, es decir es continua y su inversa
también. Topol6gicamente se puede transformar un circulo en un cuadrado, es decir son dos
figuras topolégicamente equivalentes, intuitivamente se puede transformar el circulo, enco-
giéndolo (sin romper) y doblandolo (sin pegar puntos), hasta obtener el cuadrado. Desde este
punto de vista se puede apreciar transformaciones topolégicas en el plano como si éste estu-
viera hecho de un material eldstico el cual se puede alargar o encoger a voluntad sin romper
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0 pegar.Asf se llega a que todo poligono regular se puede transformar topolégicamente a una
circunferencia o a un cuadrado, (del mismo modo el ecuador terrestre es topolégicamente
equivalente a la linea de la costa de Australia).

Por lo anterior es fdcil observar que el tamafio ni la forma son una propiedades topolégicas.
Es decir, la topologia es una geometria donde el tamafio y la forma no significan nada. Lo mds
sorprendente es que esta geometria tiene una gran importancia en algunas teorias avanzadas
de matematicas y en muchas aplicaciones.

Se dard un caso particular de la clasificacion de ciertos espacios topolégicos: las superfi-
cies, cerradas y acotadas. Se dardn varios ejemplos de superficies cerradas y acotadas, la
mds comun es la esfera, el toro, el bitoro, etc. Se considerardn varios ejemplos, una silla,
una camisa, entre otras y se buscard en qué clase de equivalencia se encuentra, si son to-
pol6gicamente equivalentes a la esfera, al toro, bitoro, etc. donde serd necesario imaginarse
que se encuentran hechas de un material moldeable para poder transformarla en alguna su-
perficie ya conocida. Se verdn también aquellas superficies que carecen de la propiedad de
orientabilidad. Se finalizard con la demostracion de que toda superficie cerrada y acotada, si
es orientable, es topologicamente equivalente a una esfera con cero, una, dos, ..., n asas y
en caso de no-orinetable serd topolégicamente equivalente a una esfera con una, dos, ..., n
bandas de Mdbius. Se utilizard el teorema de la curva cerrada simple de Jordan y el Nimero
de Euler para poder demostrar la clasificacién de estas superficies.

Por tltimo se da una aplicacion de este material. Si bien es cierto que parece muy abstracto,
se hablara de la topologfa digital, que es la aplicaci6n en el mejoramiento de imagenes digi-
tales y como es que se usa. El procesamiento de imagen digital es una disciplina que se ha
desarrollado rapidamente con muchas aplicaciones; en los negocios (lectura de documentos),
la industria (la automatizacién), medicina (radiografias), geologfa (fotos a grandes distan-
cias) entre otros. En muchos de los casos se involucra el andlisis de las imdgenes como por
ejemplo, dada una imagen describirla en términos de los objetos que contiene, del niimero de
regiones que la componen con sus propiedades y relaciones. Por ejemplo, una radiografia del
pulmén contendrd el corazén, pulmones, ribs, etc. Una toma de sangre contendrd también
sus elementos importantes. El proceso de descomponer la imagen en regiones o en objetos
se llama segmentacion. Es considerado como fundador a Azriel Rosenfeld (1979), trabaja
con Z" junto con las relaciones “de adyacencia,” lo cual induce una estructura de graficas
que permite definir propiedades topoldgicas como la conexidad, frontera, curva simple, etc.

La imagen se coloca en la computadora por medio de muestreo. Al querer desarrollar una
teoria para el estudio de imédgenes digitales es natural estudiar el teorema de la curva de Jor-
dan, toda curva simple cerrada en el plano real lo separa en dos conjuntos ajenos y conexos,
ya que al tener la imagen por medio de pixeles, lo que se busca es obtener una imagen lo
mas fiel que se pueda lograr, por lo que cientificos en sistemas se ven implicados en pro-
blemas como reconocimiento de algiin patrén, andlisis de una imagen y dreas relacionadas.
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Para hacer esto es necesario dividir la imagen en subconjuntos para poder delinearla. Estas
particiones se hardn basdndose en ciertas propiedades que compartan entre sf, relacionando
los pixeles y asi poder formar los diferentes subconjuntos. Estas son propiedades cualitativas
por su naturaleza, los cuales son ttiles instrumentos y resultan ser conceptos fundamentales
de la topologia.

Finalmente, sefialamos que estas notas no pretenden substituir el estudio formal de la topologia,
el objetivo no es dar una lista de proposiciones y teoremas sino el de abrir una ventana hacia la
matematica contempordnea.
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Capitulo 2

Distancias

“Claro, claro,” dijo el Unicornio, ;Qué
podemos medir? Somos expertos en la teoria
de la medicion, no en la préictica.”

J. L. Synge

La accién de medir viene asociada a la idea de un nimero, lo que desde la antigiiedad ha sido
objeto de un estudio profundo tanto que los nimeros como de sus propiedades y relaciones. En este
sentido sobresale el teorema de Pitdgoras: recordemos que en geometria analitica para encontrar
la distancia entre dos puntos P(z;,y;) y Q(z2,y2) se emplea dicho teorema, como se ilustra en la
figura 2.1.

Si bien es cierto que generalmente se habla de la distancia entre dos puntos y se considera la
magnitud del segmento que los une, ;podemos afirmar que hay una (es ésta la) Ginica distancia, la
distancia euclidiana? En ciertas ocasiones no resulta ser la distancia euclidiana la mds adecuada.
Por ejemplo, pensemos en una ciudad ideal perfectamente cuadriculada, como la de la figura 2.2.
Si se quiere determinar la distancia dentro de esta ciudad, al buscar la distancia entre dos estable-
cimientos A y B, ésta no serd la magnitud del segmento que los une, salvo que se encuentren en la
misma calle, por lo que serd necesario definir otra ‘distancia.” En este caso se habla de la distancia
como el nimero de cuadras que hay que recorrer, hablando de rutas directas (con esto se quiere
decir que para ir de un punto otro no se debe pasar dos veces por la misma calle).

Al preguntarse por la distancia entre dos puntos A y B sobre la superficie terrestre, no nos
referimos a la medida del segmento que une A con B, la distancia euclidiana, ya que dicha distancia
no serfa la que recorreriamos para ir del punto A al punto B sobre la superficie de la Tierra.
La distancia de A a B sobre la superficie del planeta tiene que ser un arco de circunferencia
(figura 2.3).

La distancia entre planetas, la Tierra y Japiter serd, en términos de direcciones, la forma mds
adecuada para poder definir esta distancia (figura 2.4).

. Qué significa que dos puntos sean “cercanos” entre si? ;Cémo podemos saber si dos puntos

19
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Figura 2.2: Distancia urbana entre dos puntos.

Figura 2.3: Distancia geodésica entre dos puntos.
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Neptuno

Figura 2.4: Distancia euclidiana entre dos puntos.

estan “cerca” uno de otro? Es por este motivo que se debe de definir “cercania” en el lenguaje
matemadtico. La cercania se relaciona con la distancia, pero ;qué es la distancia y qué debe de
cumplir matematicamente? ;Hay una s6la manera de medir la distancia?

La nocion de distancia ha jugado un papel muy importante dentro de las matematicas:

= En la geometria euclidiana se usa para poder comparar figuras: figuras congruentes (cuyos
lados son congruentes, i.e., miden igual), o figuras semejantes (la razén entre las magnitudes
de los lados correspondientes es constante).

= Para saber si tres puntos son colineales (si la suma de las distancias de un par de ellos es
igual a la distancia del tercer par)

= Para encontrar el rea de una figura (el drea de un cuadrado: la longitud del lado al cuadrado).

» El teorema de Pitdgoras (la suma de los cuadrados de las magnitudes de los catetos es igual
a la magnitud de la hipotenusa al cuadrado).

= En cdlculo al querer definir ‘/imites’, que un punto se aproxime a un punto a, y preguntarse
;qué sucede con las imdgenes de una funcién?

» También para poder definir ‘continuidad’ en un punto, es necesario hablar de ‘cercania’ pero
esto implica hablar de distancia.

= El saber si una sucesién converge o no; por ejemplo, para probar que una sucesion {z, }
converge a cierto valor L es necesario probar, que para cualquier valor £ > 0 tan pequeno
como se tome, que diste de L, existird una NV € N tal que para todo elemento de la sucesion
r, con n > N, la distancia de x,, y L es menor que el valor € dado. Es decir, al acercarse a
L tanto como se quiera, s6lo habrd un nimero finito de elementos de {z,} que no estén tan
cercanos a L.
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Si bien es cierto que generalmente cuando se habla de la distancia entre dos puntos, se consi-
dera la magnitud del segmento que los une, ;es ésta la Ginica manera de medir la distancia?

Resumiendo, en ciertas ocasiones la distancia euclidiana no resulta la mas adecuada. Por ejem-
plo, si se quiere determinar la distancia dentro de una ciudad, al buscar la distancia entre dos
establecimientos, se habla de la distancia como el nimero de cuadras que hay que recorrer y ha-
blando de rutas directas. Al preguntarse por la distancia entre dos puntos P y () sobre la superficie
terrestre, la distancia de P a (Q sobre la superficie del planeta tiene que ser un arco de circunfe-
rencia. Al hablar de la distancia entre planetas, digamos, la Tierra y Jupiter se buscard la forma
mds adecuada para poder definir esta distancia, en término de direcciones. Independientemente
de los casos, la distancia se refiere una relacién de cercania-lejania entre dos ‘objetos’ (puntos,
establecimientos, planetas, etc.) que se puede expresar por medio de un nimero no negativo.

2.1. Distancia euclidiana en R (la usual o estandar)

Sean z y y dos niimeros reales; se define la distancia entre = y y como d(x,y) = |z — y|, donde

T -y, siz—y >0,
lz —yl= :
—(z ~y), Biz=y<,

es el llamado valor absoluto de  menos y. Esta relacién nos indica qué tan cerca o alejado se
encuentra un nimero de otro.

Si esta diferencia es sumamente pequefia decimos que los puntos en la recta real se encuentran
“uno cerca del otro.”
Observaciones:

= d(z,y) > 0, ya que por definicién del valor absoluto:
T =y, siz—y >0,

|z —yl = ;
—(x—y), SlI'_y<U:

por lo que, independientemente del caso, |z — y| > 0. ;Cudndo es cero? Si d(z,y) = 0 se
tiene |z — y| = 0 es decir z — y = 0 por lo que z = y. Es claro, por la definicién de valor
absoluto que si z = y entonces d(z,y) = 0. Asi, se puede afirmar que |[r —y| = 0 <

=9
s d(z,y) =d(y,z).
esiz—y>0(esdeciry —x <0),

d(z,y) =z — v,
dly,z) =—(y—z) = -y + ;
luego, d(z,y) = d(y, z).
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| esizr—y<0(y—ax>0),

d(z,y) =—-(z-y) =y -z,
dly,z) =y—x;

luego, d(z,y) = d(y, ).

Por lo tanto, d es una funcién simétrica, es decir, la distancia que hay entre z y y es la misma
que la que hay entre y y x (en otras palabras, no interesa cudl es = y cudl es y).

s d(z,y) <d(z,z) +d(z,v).

Si z es cualquier punto, se tendrian dos casos:

o zeTy,esdecirz—xz >0yy—2z>0encasodequez < y.

z—z|+ly—zl=(-2)+(y—2)=y—=z,

luego, d(z,y) = d(z,z) + d(z,y). Andlogamente si se tiene que y < z, ya que se
tendria z —y > 0y 2 — z > 0, de modo que

=9
—
8
o
—
Il
|
—
=
|
L)
—
Il
L |
|
~

d(z,z) +d(z,y) = —(z—z)+ (2 — 1;) =z—y.

Es decir la funcién distancia es aditiva, la distancia de = a z mds distancia de z a y
es igual a la distancia de = a y siempre y cuando tengan un dnico punto en comun los
segmentos (figura 2.5).

—i
a4

o 0
o]

r
Figura 2.5: Suma de segmentos con z < 2 < y.
e z ¢ 7. Sin pérdida de generalidad supongamos x < y. Se tienen dos subcasos:
0.2 % I

d(z,y) =y —=z,
d(z,z) +d(z,y)=—(z—x)+ (y — 2)
=z—z+((y—z)+ (z—2))
=(y—z)+2(z — 2),

por lo que d(z,y) < d(z, z) + d(z,y) (figura 2.6).
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e —) O
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L]

Figura 2.6: Suma de segmentos con z < z.

z—y)+(y—z)+ (2 —y) (porlapropiedad anterior)
y—z)+2(2-y),

por lo que d(z,y) < d(z, z) + d(z,y) (figura 2.7).

ot Fa

d
0

Figura 2.7: Suma de segmentos con y

IA
]

2.2. Distancia euclidiana en R”

Definicién 2.1 Dados dos puntos en R", X = (21, Z9,...,2,) YV = (41, Y2, - . ., yn), la distancia
euclidiana de X a ¥ denotada por d.(X, ¥) es

dt(i'Y) = \/(Il = yl)'2 +- (I'Z o !!2)2 E ks (In - ynjg-

Esta distancia involucra el teorema de Pitdgoras y en el caso de n = 1 coincide con el valor
absoluto.

Observaciones:

= Ladistancia asigna a cada pareja de R" x R" un niimero no negativo, i.e., un niimero de R* U
{0}.

Sid.(X,y) = 0 se tendria

\/('I"l o y1)2 3 (IQ P y'2)2 . B 7 ('T'n .| yn)z = 0.

Luego
(-Tl = yl)z G (352 B y2)2 s A & (In =% yn)z =0
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por lo que
(@1—w)= (22— p) == (@n—ym)? =0,

ya que todos los sumandos son no negativos, obteniendo
=4, I = Y2, S Tn = Yn-

Es decir, la tinica manera de que la distancia entre dos puntos sea cero, es cuando los puntos
coinciden (o son los mismos, si se prefiere).

Claramente si X = ¥, se tiene d.(X,y¥) = 0 yaque z; = y; paratodai € {1,2,...,n} porlo
que

V@ —9)? + (@2 — 922 + -+ (@ — )2 =0.

Por otra parte, si d.(X,y) > 0, es decir,

\/G’l — )2+ (T2 —y)? + -+ (Tn—yn)? >0

entonces existiria al menos un sumando distinto de cero, digamos, el ig-ésimo con iy €
{1,2,...,n} tal que (z;, — yi,)? # 0, por lo que se obtiene que x;, # ¥i,, pudiendo concluir
quexX #Yy.

Resumiendo, d.(X,¥) > 0y d.(X,y) = 0siysélosiX =¥.

» La distancia d, es una funcién simétrica, es decir d.(X,¥) = d.(¥,X).

Esto es claro ya que (z; — y;) = —(y; — x;) paratoda i € {1,2,...,n}, por lo que sus
cuadrados son iguales,

(zi = v:)* = [~ (v — )" = (i — @)%,
de modo que

de(X,¥) = \/ (21 _*";J'l)2 + (22 —9)? + -+ + (T — Yn)?
= \/ l)'1-'~T1 Jz—Jz) +"'+(yn—1‘-n)2ZIL-(Y-.K).

es decir, es la misma distanciade Xay quede y aX.

» La distancia entre X y ¥ es la longitud del segmento rectilineo que une a X con ¥, es decir, si
se toma cualquier otro trayectoria para ir de X a ¥ esta serfa igual o mayor; mateméticamente
se dirfa d.(X,¥) < de(X,Z) + d(2,¥) para cualquier punto Z en R".

| Para mostrar la veracidad de esta asercion, se quiere probar que para cualesquiera tres vec-

tores X,y y Z en R",

dn(is ?) = ”i == 3’”“ < ”i - E“ =t ”E - Y” = d(_.(x, E) + dﬂ(ze YJ
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Los dos miembros de esta desigualdad son positivos o iguales a cero. Por lo que serd sufi-
ciente probar que los cuadrados satisfacen la desigualdad deseada; en otras palabras,

I>=1(x-2)+@-7)
=[(X-8)+(EZ-7)(X-B)+(E-7)]
(donde (X —Z)+ (Z—¥)| - [(X—Z) + (Z — ¥)] es el producto punto)

=(X-%) (X—-2)+2%X-2) - (Z—7

-y I*

)+ (B} (E~F)
<|x-z|*+2|x-2Z|||Z-F| +|Z-FI* (porladesigualdad de Schwarz)
= (Ix -zl + |1z - ¥l))?,

asi que

d.(X,y) =[x - ¥
=|x-z+z-Y|
<|x-Z| + [z -l
= de(X,Z) + d(Z,¥).

Por lo que d.(X,y) < d.(X,Z) + d.(Z,¥), llamada la desigualdad del tridngulo, 1a cual nos

dice que la distancia mds corta entre dos puntos es por la via del segmento que los une. La

igualdad se dard al tomar otro punto del segmento y en cualquier otro caso se obtendr4 la
desigualdad.

2.3. Distancia rectangular en R" (o “urbana” cuando n = 2)

Definicion 2.2 Dados dos puntos X = (z,22,...,2,) Y ¥ = (y1,¥2,...,¥ys) en R", la distancia
rectangular de X a ¥ denotada por d,(X,¥) estd dada por

dr(i,yj = III _?j'l| + |Tl i UZ| Spsiil |Iu - yn| ”
Observaciones:

= Dado que esta funcién distancia esta definida con valores absolutos, se tiene que a cada
pareja de R™" x R" le asigna un valor no negativa.

¢Qué deben de cumplir los puntos para que la distancia sea cero? Si d,.(X,y) = 0, esto
implicaria que
|-T'l _y1|+|$2"y2|+"'+Irn _yn| :U’

y como cada sumando es no negativo, se concluye que
|:I?1 = yll = '1:2 == 1}2| =t =N !-'I:rl - yn| = 0.

Lo cual quiere decir que z; = y; paratodai € {1,2,...,n}, luego X = ¥. Es claro que si
X =Y, setiene d,(X,¥) = 0.
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» Dado que el valor absoluto es simétrico, es decir |a — b| = |b — a| para cualesquieraa, b € R,
se tiene d,.(X,¥) = d,.(7,X).

= Nuevamente se puede probar que la distancia definida entre X y ¥ es la menor, es decir, si se
tomara otro camino, ésta seria igual o mayor. Matemdticamente, d(X,¥) < d(X,z)+d(Z.y).

Sean X, ¥ y Z tres puntos en R". Entonces

dX,y) =21 —wn| +

To— Yo+ + |Tn — Ynl
=lm—ata—wnltlra—ntn—gp|+ o+ |0 — 2+ 2 — tnl

< (lz1 = 21| + |21 = ]) + (|22 — 22] + |22 — 12]) + - -+ + (|0 — 20| + |20 — ¥al)

= (|'171 = zll * |“"2 = 32' A R |-Tn == an) s ([3I = yll + |32 - 3}2| e J;H - y‘-‘l')
=d.(X,2Z) + d.(Z,y).

Ahora, considérese el caso n = 2 (figura 2.8):

Figura 2.8: Distancia rectangular para n = 2.

= En caso que X y ¥ se encuentren en la misma recta horizontal o vertical, la distancia rectan-
gular es la misma que la distancia euclidiana, y solamente en este caso se tendria la igualdad.

« Para ir de X a ¥ se tiene la distancia menor, aunque no se consigue de manera Unica, pues
existen varios caminos. Contrario a la distancia euclidiana, en donde el tnico camino es
por el segmento rectilineo que une a X con y. En este caso cualquier punto del rectingulo
determinado por las rectas horizontales y verticales que pasan por X y ¥ se obtiene la misma
distancia (figura 2.9).

Es claro que si Z estd fuera del rectdngulo punteado de la figura 2.9, entonces d.(X,Zz) +
d.(z,y) > d.(X,¥), como se ilustra en la figura 2.10.
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Figura 2.10: La distancia rectangular para n = 2 estd bien definida.

= Esta distancia es también conocida como la distancia del taxista, ya que esta es la que usual-
mente se usa en una ciudad. Si se desea saber la distancia que hay entre un lugar (casa,
escuela) y otro se contarian las cuadras que hay que recorrer. El plano cartesiano semeja a
una ciudad ideal, pero esta distancia rectangular se adectia mas a la realidad que la distancia
euclidiana.

2.4. Distancia maxima en R” (maximal o “del maximo”)

Definiciéon 2.3 Dados X = (z1,Z2,...,%,) YY = (Y1, %2, ..., Yn) dos puntos en R". Se define la
distancia mdxima como

d(X,y) = mix{|z; — n1|,|Z2 — ¥2|,-- -, |Tn — ¥n|}-
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Observaciones:

= Esta funcion, por estar definida por medio del valor absoluto no puede ser negativa, va de
R"™ x R" alos R* U {0}. ;Cudndo es cero? Si d(X,¥) = 0 equivale a

111é.x{|:r1 —yil,|lz2 =30 iy |Tn —an} =0,

como todos son términos no negativos y el maximo de ellos es cero, se debe tener que
0= !'Tl = yll = |'~£2 = U2| = L = !-Tn. == yn[-.

es decir, ©1 = Y1, T2 = Y2, ..., T, = Yn, Obteniendo X = ¥.

SiX # ¥, entonces se tiene x, # Y1 0 23 # Y0+ 0Ty # Yn, s decir, |z; — y;| > 0 para
algunai € {1,2,...,n}, porloque d(X,y) > 0.

SiX =y, claramente

d(X,y) = max{|z; — |, |z2 — w0l ,. .., |Tn — ¥n|} = méx{0} = 0.

= Como el valor absoluto tiene la propiedad de simetria, es decir |a — b| = |b — al, para cua-
lesquiera valores a, b € R se tiene

E(f,Y) = méx{|z, —y|,|z2 = y2|, .- |[Tn — Ynl}
=méx{|ys — @1, |y2 — 22| ..., [yn — ‘Tfi]} = E(?: X).
Es decir es lo mismo la distancia de X a ¥, que la distanciade X a y.

= Otra propiedad que tiene esta funcién distancia es que si se toma cualquier otro punto z €

Rﬂ.
d(X,y) = méx{|z1 — y1|, |lz2 — %ol ..., |Tn — ¥nl}
g lllé.X{lfL'] - zll - |21 = ylla-- s ]'T:ﬂ. - zn| + |zn = ynl}
< méx{|z; — 21| .-+, |Zn — 2|} + max{|21 — w1],..., |20 — ¥al}

d(x,z) + d(z,5);

luego, d(X,¥) < d(X,Z) + d(Z,¥).

Por ejemplo, en R? (figura 2.11), que se podria decir: Nuevamente si X y ¥ se encuentran en la
misma recta horizontal o vertical, la distancia del médximo coincide con la distancia euclidiana. La
pregunta natural es si este es el Unico caso, y la respuesta es afirmativa. Es claro que para que esta
distancia coincida con la distancia rectangular es necesario que uno de los valores absolutos debe
ser cero, por lo que cuando esto sucede, ocurre que los puntos se encuentran en la misma recta
horizontal o vertical (ejercicio para el lector).
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Figura 2.11: Distancia rectangular para n = 2.

2.5. Distancia minima en R" (minimal o ‘“del minimo”)

Definiciéon 2.4 Dados X = (z1,29,...,2,) Y ¥ = (¥1,Y2,...,¥n) dos puntos en R" y d una
funcién distancia cualquiera, se define la distancia minima como d,,(X,¥) = min{d(X,¥), 1}.

Observaciones:
= Notese que el valor mdximo que se tiene para la distancia entre dos puntos es 1.

» Esta funcion, por estar definida como el minimo entre dos cantidades no negativas, va de
R™ x R™ alos R* U {0}. (Cuédndo es cero? Si d,,(X,¥) = 0, equivale a preguntarse cudndo

min{d(X,¥),1} = 0;

dado que 1 # 0, necesariamente d(X,y) = 0, pero, dado que d es una distancia, se tiene que
X=5.

Si X # ¥, entonces se tiene d(X,y) > 0, por lo que
dn(X,¥) = min{d(X,y),1} > 0.

Si X =y, claramente
min{d(X,y),1} = 0,

yaque d(X,¥) = 0.
= Como d(X,¥y) = d(¥,X), se tiene que
dm(X,¥) = min{d(X,¥), 1} = min{d(X,¥),1} = d,.(7,%).

Es decir, es la misma la distancia de X a ¥ que la distanciade X a y.
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= Otra propiedad que tiene esta funcién distancia es que si se toma cualquier otro punto z €
RN‘

dn(X,¥) = min{d(X,¥),1} (dado que d(X,¥) < d(X,Z) +d(Z,¥))
< min{d(X,z) + d(z,¥), 1}.

o sid(X,z)+d(z,y) < 1,luego d(X,Zz) < 1yd(z,¥) < 1 porlo que

dm(X,y¥) < min{d(X,z) + d(z,¥), 1}
= dn(X,2) + dn(Z,5)
= min{d(X,z), 1} +min{d(z,¥y), 1}
= d(X, Z) + din(Z, ¥)-

e sid(X,z)+d(z,y) > 1,
dn(X,¥) < 1 < min{d(X,2), 1} + min{d(z,¥), 1}

ya que si d(X,Z), d(z,y) son menores que uno, su suma es mayor que uno, en cualquier
otro caso es claro la desigualdad por lo que

dm(is ?) _<_ dm(i.‘ E) i dm(Ev Y}

Considérese el caso n = 2 y la distancia d como la distancia euclidiana, d..

Considérese el caso particular X = 0, el origen de R?, si ¥ es un punto que se encuentra en
el interior o sobre la circunferencia de radio 1, d,,(X,¥) = d.(X,¥). En caso que ¥ se encuentre
fuera de la circunferencia de radio 1, la d,,(0,¥) = 1. Es decir la d,,(0,¥) es igual para toda y
que se encuentre fuera de la circunferencia de radio 1 o sobre la circunferencia, e.g., d(0, (0,1)) =
d(0, (80,78)).

Podriamos considerar esta funcién distancia para un negocio de mensajeria, donde el costo
del envio, ademds del peso del paquete, se cobre dependiendo de la distancia en cierta zona por
ejemplo en la zona metropolitana y fuera de ella un costo fijo.

2.6. Distancia discreta en R"” (o discrecional)

Definicion 2.5 Dados dos puntos en R", la distancia discreta, denotada por d*, es

&*(%.5) = {U s

1

<l

£

><| #l

1

(es bastante burda esta distancia).
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Observaciones:

¥) > 0 para cualquier pareja de puntos
, luego d*(X,y) = 0.

» Claramente esta relacion es no negativa ya que d*(

X,
Xyy.Sid*(X,¥) =0,setieneque X =¥7.SiX=7¥

» Es claro por la definicién que d*(X,¥) = d*(¥,X).

= Se puede comprobar que como en los casos anteriores, que esta es la menor distancia entre X
y ¥. Si se toma otro punto z = (21, 22,...,2,) € R? entonces

ya que:
e siX=Y,
&'(%,y) =0< d'(%,2) +d+ (2.,5)
para cualquier z € R",
e si X # ¥ entonces d(X,¥) = 1. En efecto, dado Z € R" se tienen dos casos:

o Z# XyZ#Yy.Entonces d*(X,z) = 1y d*(z,¥) = 1, por lo que se obtendria la
desigualdad estricta,

1=d"X,¥) =1+0=d"(X.2) + d*(Z,¥).
Luego, d*(X,¥) < d*(X,Z) + d*(z,

N <
:Sl

Esta distancia discreta, solo nos informa cuando un punto es distinto de otro. Cualesquiera dos
puntos estdn igual de ‘distantes,’ si consideramos el caso de R?, el punto (1, 1) dista lo mismo que
el (80, 80) del origen.

2.7. Distancias y espacios métricos

Comparando las diferentes funciones distancias, observamos que los puntos que distan 1 del
origen en R? son en:

la distancia del maximo todos los puntos que se encuentran en el cuadrado cuyos vértices son
(1,0), (0,1), (—=1,0) y (0, —1).

la distancia euclidiana los puntos de la circunferencia cldsica de radio 1.
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la distancia urbana los puntos del rombo de vértices (1,0), (0,1), (—=1,0) y (0, —1).

la distancia discreta los puntos cuya distancia es 1 al origen, son todos los puntos menos el mis-
mo origen.

Aunque todas las figuras son circunferencias, es decir cumplen con la definicién de circunfe-
rencia, todos los conjuntos son diferentes. Lo que las hace diferente es la distancia subyacente en
cada caso.

Las distancias distintas implican formas diferentes (figura 2.12). Se ha visto con los ejemplos
que hay que considerar aquella que se adapte a la problemdtica, pero independientemente de los
diferentes casos se puede observar que se tienen propiedades comunes. Una distancia relaciona
cualesquiera dos puntos en el conjunto X, ofreciendo informacién sobre “lo cerca” que se encuen-
tra un punto del otro. Por ejemplo en el caso de que X = Z, al tomar dos puntos cualesquiera
no sé6lo se busca saber si son iguales o no, sino que tan ‘alejados’ o que tan ‘cerca’ estan, para
esto al tomar dos puntos z1, 2o € Z y al considerar el valor absoluto de su diferencia, |25 — 2],
se hablara de la distancia natural. Andlogamente esta funcién distancia, valor absoluto, es la usual
cuando X = Q o X = R, aunque no es la tinica. Por lo que se puede dar ahora la definicion de
espacio métrico. X

|

Figura 2.12: Una circunferencia segtin las métricas del maximo, euclidiana y rectancular,

Definicion 2.6 Una métrica (o funcion distancia) definida en un conjunto X, es una funcion
d: X x X — R que satisface las siguientes propiedades:

l. d(X,¥) > 0 para cualesquieraX,y € X;d(X,¥) =0siysélosiX =Y.

2. d( d(y,X) para cualesquiera X, ¥ € X, es decir, es simétrica.
X p q

ol

¥) =
3. d(X,¥) < d(X,Z) + d(z,¥) para cualesquiera X, ¥ y Z en X, la desigualdad del tridngulo.

Definicién 2.7 A la pareja (X, d), donde X es cualquier conjunto y d es una métrica definida
sobre X, se le llama espacio métrico.
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Se han considerado hasta el momento conjuntos formados por parejas o n-adas ordenadas,
donde la funcion distancia surge de forma natural. La pregunta es ahora ;dado un conjunto cuales-
quiera se puede definir una funcién distancia?

La definicion es independiente de la naturaleza de los elementos que se van a considerar, pue-
den ser puntos de espacios ordinarios, R", curvas, superficies, etc. Es la nocién de distancia ge-
neralizada lo que da origen a la teoria de espacios abstractos los cuales fueron introducidos por
primera vez por Fréchet, en 1904, y se ha extendido hasta nuestros dias.

Ejemplo 2.1 Considérese
C(I,R)={f: I - R| fescontinuaenl = [0,1]}.

Aqui los ‘puntos’ son las funciones acotadas de / a R (recordemos que las funciones continuas con
dominio cerrado son acotadas). ;Cémo se podria definir en este conjunto una funcién distancia

5: C(I,R) x C(I,R) — R* U {0}?

Hay que considerar que deben de satisfacer las tres cualidades ya mencionadas. Es decir debe ser
no negativa, ser cero si se trata de los mismos puntos, simétrica y satisfacer la desigualdad del
tridngulo.

Una manera de definirla es:

p(f,9) = sup{d(f(z),g(z)) | = € I},

donde d es la distancia euclidiana.

Notemos que p esta bien definida ya que f y g son funciones continuas en un intervalo cerrado y
acotado por lo que son acotadas y alcanzan su valor mdximo y minimo, por lo que f — g también lo
hard en algin punto z’ € I, es decir, existe un punto z’ € [ tal que d(f(z'), g(z)) = d(f(z), g(x))
paratodax € I.

Tenemos que:

s o(f,9) > 0yaqued(f(z),g(x)) > 0 para toda z € R. Si

p(f,9) = 0 =sup{d(f(z),g(z)) | z € R},

es decir, d(f(z),g(z)) = 0 para toda = € R, obteniendo f(z) = g(z) para toda z € R, por
lo que f = g.

» p(f.9) = plg, f) yaque d(f(z),g(z)) = d(g(x), f(z)) para toda « € R, por lo que

sup{d(f(z),9(z)) | = € R} = sup{d(g(z), f(2)) | x € R}.
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» o(f,9) < p(f,h) + p(h,g) para toda h € C(I,R), debido a que la distancia euclidiana
satisface la desigualdad del tridngulo

d(f(z),9(z)) < d(f(2), h(z)) + d(h(z), g(z))

para toda x € R, asi que

sup{d(f(z), 9(x)) | = € R} < sup{d(f (), h(z)) + d(h(z),9(z)) | = € R}
< sup{d(f(z), h(z)) | z € R} + sup{d(h(z), g(z)) | z € R}
= ﬁ(fa h) + ,(—J(h, g)
¢C6mo seria, dada una funcién f, el conjunto de funciones cuya distancia es 1 a la funcién f?
Es el conjunto de aquellas funciones cuya gréfica se encuentre dentro de la banda definida

por e intersecte (al menos en un punto) a las gréficas de las funciones f** y f~— definidas
por f**(z) = f(z) + 1y f~~(z) = f(z) — 1 en al menos un punto (figura 2.13).

AN

Figura 2.13: Funciones que yacen en la banda definida por /* () = f(r) + 1y f~(z) =

flz) - 1.

Ejemplo 2.2 Considérese el siguiente conjunto
H(I) ={A = [a1,a2] | a1y < azy a1, ay € [0,1]}.

Ahora los puntos serén intervalos cerrados que se encuentran contenidos en el intervalo [0, 1] ob-
sérvese que {p} tal que p € [0, 1] también es un punto de este conjunto.
Sea h: H(I) x H(I) — R dada por

}I(A., B) = meix{|al Ca bl| ) It’l'.g = bzl},

donde A = [ay,a3] y B = [by, ba).
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» h(A, B) > 0 ya que se trata del maximo entre dos valores absolutos.

Ademds, si A = B (es decir, a; = by y ay = by), tenemos
h(A, B) = méx{|a; — by|, |az — bo|} = max{0,0} = 0.

Asimismo, si
h(A,B) =0= mé.x{]al e b][ 3 |£l2 = bgl}

entonces |a; — by| = |ay — by| = 0, por lo que a; = by y as = by, es decir, A = B,
» h(A,B) = h(B, A) ya que

méx{|a; — b,

[az — by} = méx{|b; — as], |b — az]}
pues se trata de valores absolutos.
= h(A,B) < h(A,C) + h(C, B) paratoda A, B, C € H(I) pues
h(A, B) = méax{|a; — by|, |ag — bo|}

< mzix{|a1 — Cll ~+- |(:1 - bl| 2 [G,g - (:2| + e — bgl}
< max{|a; — ¢1], |az — c2|} + max{|c; — by|, |ca — bol}
= h(A,C) + h(C, B).

Asi pues, se puede de hablar de un espacio métrico. A este conjunto se le puede dar la si guiente
representacion: a cada intervalo A = [ay, as] se le asociard un punto (z,y) € R? por medio de la

correspondencia
a; + as
[01102]'—’ a2 —ay ),

2

es decir, la primera coordenada es el punto medio de dicho intervalo y la segunda coordenada es
su propia longitud.
Notemos que:

®= A los intervalos que constan de un sélo punto, digamos, [a;,a;] = {a;} se le asocia el
mismo, (ay, 0).

= Alintervalo [0, 1] se le asociard el punto (3, 1).

= Al tomar un punto en /, digamos, b, sea ¢ = min{b, 1 — b}, por lo que cualquier intervalo
cuyo punto b sea su punto medio, su punto asociado estaré en el segmento que une (b,0) y
(b, 2e).

Por lo que H(I) y el tridgngulo formado por (0,0), (1,0) y (3,1) tienen los mismos elementos.
¢(Ladistancia definida en (/) coincide con la distancia euclidiana entre los puntos de R?? ;Si no,
con cudl distancia coincide?
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Ahora ya resulta que la posibilidad de definir una funcién distancia sobre un conjunto parece
bastante restrictiva. La geometria contempordnea no se restringe por las propiedades métricas, es
la continuidad quien juega un papel en los aspectos mds abstractos de las figuras: las propiedades
topoldgicas. La nocién de cercania entre dos puntos es esencial en la continuidad y asi los geéme-
tras contemporéneos consideran espacios de dimensiones infinitas y llegan en algunos casos, hasta
distinguirlos.

2.8. Ejercicios
. Sea X = P(N)esdecir X = {A| A C N}. Dar una funcién distancia.

2. Seand, y d; dos métricas sobre R y sea d: RxR — Rdadapord(z,y) = dy(z,y)+da(z, y).
Demostrar que d es una métrica.

3. Sead: F(R,R)xF(R,R) — Rdadapord(f,g) =0si f=gyd(f g) = 1/nsi f #g,
donde n = min{k € Z* | f(k) # g(k)}. Demostrar que es una métrica.

4. Dar un ejemplo de distancia en el conjunto de los niimeros naturales distinta al valor abso-
luto.

5. Seanz,y € Z.Siz = y entonces d(z, y) = 0; en otro caso, existe un m € Ntal que z —yes
divisible por 10™~!, pero que no es divisible por 10™. Luego se define d(z,y) = m~1. Por
ejemplo:

d(123,4623) = %
d(10,0) = 1.
di3, 7)) =1L
d(3,=7) = %

Demostrar que define una métrica en Z y demostrar que

lim 10" = 0.

n—0c

6. Representar A = {x € R? | d(z,0) < 1}, con las diferentes distancias. Compararlas.

7. Dadas dos matrices A y B, demostrar que

d(A, B) = sup (A = B)z||
x#0 |l

es una distancia.
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8. EnR?y considérese la familia de funciones distancias

dyp = §/|1'1 = -'r‘z|n + |31’1 ik .1;’:3|”'

dar diferentes valores de n, y trazar la circunferencia con centro en el origen y radio 1.

Demostrar que para un punto fijo (z,y), la funcién ||(z,y)|| = /=™ + y™ es decreciente en
L.

Demostrar que lim,—.« ||(z,9)|,, = |(z,y) ||, := méx{|x

y|}. ¢ Qué se puede concluir?

L]




Capitulo 3

Abiertos

“Lo importante para la ciencia es modificar
y cambiar ideas conforme avanza.”

Herbert Spencer (1820-1903)

Al leer las hipétesis de algunos teoremas, proposiciones o definiciones en matemdticas (diga-
mos, en cdlculo), aparecen frecuentemente las palabras “valor absoluto”, “intervalo abierto”, “in-
tervalo cerrado”, “conjunto abierto”, “interior”, los cuales tienen una fuerte relacion con la funcion
distancia; ;cudl es esta relacion?

Tomemos, por ejemplo, la definicién de limite en el cdlculo de una variable: recordemos lo que
significa que una funcién f se acerque al valor L cuando z tiende a a. Intuitivamente la funcién f
tiende hacia el limite L cuando = se encuentra cerca de a pero es diferente de la misma, es decir,
f(z) se aproxima a L tanto como se quiera haciendo que x esté suficientemente cerca de a, pero
siendo distinto de a. Al hablar de que “f(z) se aproxima a L se habla de “distancia”, a saber,
| f(z) — L|. Asimismo, cuando se menciona que “z se encuentra cerca de a” tanto como se quiera
también se habla de distancia, y lo mismo al hablar que “z tiende a a,” la distancia de = a a es

arbitrariamente pequefia aunque mayor que cero; matemdticamente se define:
Definicién 3.1 La funcién f tiende hacia el limite L en a, y se escribe

lim f(z) = L,

si para toda € > 0 existe algiin § > 0 tal que, paratodo z,0 < |z — a| < § implica | f(z) — L| <.

El limite de una funcién puede coincidir con el valor de la funcién en a (figura 3.1(a)), pue-
de no coincidir con f(a) (figura 3.1(b)) o puede existir atin si la funcién no estd definida en a
(figura 3.1(c)).

Es importante notar que para esta definicién la distancia juega un papel crucial pues bésica-
mente se establece que

39
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L=f(a)t f Lt f L f
/ f(a) /./ /

/| ; Wi : ~d :
= a i a e a

(a) 11_1_1-1:1 f(z) = f(a) (b) ]I'_I!l flz) # f(a) (c) f(a) no existe.
Figura 3.1: Limite de una funcién f.

“0 < |z — a] < d implica |f(z) — L| < e.”

En la figura 3.2 vemos que al no satisfacerse este requerimiento el limite no existe.

Bl e
LL?/“
b st

L& a

Figura 3.2: El limite de la funcién f no existe en a.

Con ayuda de la definici6n de limite se puede a su vez definir cudndo es que una funcién f es
continua en un punto a (figura 3.1(a)):

Definicion 3.2 f es continua en a siempre que

lim f(z) = f(a).

I—Q

Igualmente, si observamos la definicién de continuidad para funciones de varias variables,
es claro que la funcién distancia esta involucrada de manera importante. Por ejemplo para dos
variables:

Definicién 3.3 Sea F': R* — IR. Decimos que F' es continua en Py = (&,7) si paratodac > 0
existe algin 0 > 0 tal que |f(z,y) — f(&,1)| < ¢ para todo punto P = (z, y) en el dominio de F
que satisfaga \/(z — £)? + (y — )? < & (la distancia de (z,y) a (€, 7) es menor que &), es decir,
para toda P que se encuentre en By(F,, d).

Otro concepto importante y cldsico en el que interviene de manera directa la nocién de “apro-
Ximacion™ y “cercania” es la nocion de derivada de una funcién en un punto.




Definicion 3.4 Una funcién f es derivable en a si

fla+h) - f(a)

lim

h—0 h

existe. Si el limite existe, lo denotamos por f'(a).

Es posible interpretar geométricamente la definicién 3.4, como se muestra en la figura 3.3.
Recordemos que al definir la recta tangente a la curva y = f(x) en un punto P = (a, f(a)), se
consideran rectas secantes que pasan por el punto P y por un segundo punto Q = (a+h, f(a+h))
sobre la curva que se encuentre “cercano” a P, y se traza la linea recta PHQ que une a los dos
puntos. Si se mueve el punto @ a lo largo de la curva hacia el punto P, y se van obteniendo las

pendientes
fla+h) — f(a)
h

de estas rectas secantes ‘ﬁ:) se puede obtener la pendiente de la recta al hacer A — 0, i.e., calcu-

landose el limite cuando h — 0. Nuevamente se ve involucrada la funcién distancia: al mover ¢

hacia P, es decir, al hacer la distancia entre P y () tan pequefia como se quiera, “aproximandose” |
la secante a una posicién limite la cual es independiente del lado del cual () tiende a P. Esta

posicién limite de la secante es la tangente. La aseveraci6n de que exista tal posicién limite de la

secante es equivalente a la suposicién de que la curva posee una tangente definida en el punto P,

??1}".,—(*? =

\\ /

—
Figura 3.3: La tangente en el punto P puede aproximarse por una sucesion de secantes P() con “Q)
cercano a P.”

Al definir la derivada de una funcién f en algin punto a, debemos observar que se estd hablando
de un limite, asi que estd implicita la afirmacién:
“0 < |h| < ¢ implica

f(“’ + h})} = f(ﬂ.} o f"(ﬁ.) < 5‘”
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donde el signo de i puede ser tanto positivo como negativo, es decir, podemos tener tanto a+h < a
como a + i > a. Esto significa que una condicién necesaria para poder definir la derivada es
indispensable hablar de que la funcién f este definida en un intervalo abierto que contenga a a.
Por condicién necesaria queremos decir que si no se tiene definida la funcién en un abierto que
contenga a a, la derivada de la funcién en a no existird, pero no hay nada que garantice que al estar
definida f en un abierto exista su derivada f’.

El concepto de distancia también juega un papel importante en R? y R™ para n > 2. Para
ilustrar este hecho recordemos el siguiente:

Teorema 3.1 Si una funcién f(x,y) tiene derivadas parciales 0f /0x y Of /Oy en un abierto R C
IR?, y estas derivadas satisfacen para cualquier punto en (z,v) de R las desi gualdades

of

%(I‘, y) < .'P'/.{,

of
A =
< M, ’ay (z,y)

donde M es independiente de x y y, entonces f(x,y) es continua en R.

Se observa la idea de distancia al acotar los valores de f /0x y 0f /0y para cualquier pun-
to (x,y) en R y en la definicién misma de derivada parcial.

Si bien es cierto cuando la funcién es de una variable, la existencia de la derivada en un punto
implica la continuidad de la funci6n en dicho punto. En el caso que la funcién f, sea una funcién
de dos variables, la existencia de las derivadas parciales no implica la continuidad de la funcién.
Geométricamente hablando, la existencia de las derivadas parciales se restringe al comportamiento
de la funcién en direccién del eje  y del eje y y no en otras direcciones.

Andlogos al teorema 3.1, se pueden encontrar muchos teoremas donde se hace referencia a
conjuntos “abiertos”. Para conocer el comportamiento de una funcién en un determinado punto
o, es suficiente con conocer el comportamiento en puntos cercanos a o, al hablar de cercania,
se habla de “distancia™ y es por medio de ésta que se define un “conjunto abierto” en un espacio
métrico. ;Serd posible definir abiertos en un contexto mds general?

3.1. Discos abiertos

En los teoremas mencionados anteriormente se habla de distancias, en particular de la distancia
euclidiana: haciendo referencia de todos aquellos puntos cuya distanciaa a o a (£, 7) fueran menor
que 4, lo cual implicaba por otro lado que la distancia euclidiana entre f(a)y f(z) o f(&,1)y
f(x,y) podia hacerse tan pequefia como se quisiera, menor que el tan nombrado nimero . Nétese
que en ambos casos se considera la desigualdad estricta.

En ambos casos se habla de la distancia euclidiana; ;qué sucede si se considera otra funcién
distancia? Al considerar el valor absoluto, [z — a| < § no es mds que todos aquellos valores de =
tales que d.(r,a) < 4, y andlogamente para d.((£,7), (z,y)) < §; estas afirmaciones se pueden
generalizar para cualquier funcién distancia d por medio de:
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Definicién 3.5 El conjunto
By(z,7) = {y | d(z,y) <, r > 0},
al que se le llamard disco abierto de centro x y radio r > 0.

A este conjunto By(x, ) de todos los puntos que distan del punto z menos que r con la métrica
d se le denomina disco abierto, debido a que al tomar la desigualdad estricta d(z, y) < r se tiene de
esta manera que para cada punto y en €l, se podrd encontrar un disco centrado en dicho punto que
este contenido totalmente en el disco By(z, 7). Este conjunto es necesario en muchas ocasiones en
las definiciones de las propiedades de las funciones. Estos discos dependen de la funcién distancia
por lo que para cada funcién distancia este disco representard un conjunto distinto.

.

~
4 5 ’ =
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S " ( -

Figura 3.4: El conjunto By(z,r) puede tener diversas formas dependiendo de la métrica d, y dos
puntos z y y pueden estar cercanos, aunque no sea en el sentido euclidiano.

Es importante recordar que el objetivo de introducir el concepto de disco abierto es el de poder
generalizar la idea de “puntos cercanos”™ por medio de los conjuntos “abiertos™; por ende podre-
mos generalizar también la definicién de “continuidad.” Recordemos que “continuidad™ significa,
grosso modo, que para todos los puntos y cercanos a un punto x dado el valor de la funcién en
dichos puntos y difiera tan poco como se quiera del valor de la funcién en el punto r dado, de lo
cual se hablard en el capitulo siguiente. Si se tiene una funcién distancia, se puede saber que tan
cercano esta un punto de otro, sin olvidar que la “cercania” dependerd de la funcién distancia.

Pero, no todos los espacios tendrdn definida una funcién distancia; entonces ;como saber ahi
si puntos z y y cercanos van a dar a puntos f(x)y f(y) cercanos bajo cierta transformacién f?
(c6mo poder definir continuidad?

Es por esta razén que primero habrd que estudiar la definicién de “conjunto abierto” en un
espacio métrico; se observardn las propiedades que estos conjuntos abiertos tienen en comun y asi
podremos generalizar este concepto para cualquier espacio.

Definicién 3.6 Sea (X, d) un espacio métrico. Un conjunto A es abierto si para cada punto x del
conjunto A, existe un nimero positivo ¢ tal que By(z, &) C A.

Con estos abiertos se tendrd la manera de “acercarse a un punto tanto como se quiera” y asi
poder garantizar cuando dos puntos se encuentran “cercanos” o no. Dado que los “abiertos™ estdn
definidos por medio de discos, en general, y estos dependen de la funcién distancia, se daran
algunos ejemplos de discos B,(xo, £) con las diferentes distancias.
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Figura 3.5: Para todo punto z de un conjunto abierto A podemos encontrar un ¢ > 0 tal
que By(z,e) C A.

Ejemplo 3.1 Sea (Z, d) el espacio métrico de los niimeros enteros con la distancia del valor abso-
luto y sean zy = 18 y € > (). Tenemos que

{18}, £< 1,

B4(18,¢) =
ak18:¢) {{i[l?’——s]]._..‘,17,18,19,...,[[184—5]]}, e> 1,

donde [ - | representa la parte entera.
Es por esto que se afirma que cualquier subconjunto de los enteros es un conjunto abierto (;por
qué?).

Ejemplo 3.2 Sea (R, d.) el espacio métrico de los reales con la distancia euclidiana. Tenemos
entonces

By(zo,7) = (w0 =130 +7)={z€R |20 =7 < T < 20 + T},

donde d es la distancia euclidiana; este disco abierto se ilustra en la figura 3.6. Nétese que los

: : :
Tog—7T Ly Tg+T
Figura 3.6: Intervalo abierto (zg — r, 2 + ).

enteros, inmersos en R, no son un conjunto abierto (;por qué? ;cudl es la diferencia con el ejem-
| LPOT QUET |,
plo 3.17).

Ejemplo 3.3 . Sea (R? d,), donde d(X,¥) = \/(z1 — 41)% + (x2 — yo)°. Sean ¢ = 1yXo =
(0,0). Los puntos en el interior de la circunferencia de radio 1 5 y centro (0,0) son

By (0,3) = {z € R? | de(z,0) < 1};

este disco abierto se ilustra en la figura 3.7.
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(1/2

Figura 3.7: Disco abierto By, (0, 3).

Ejemplo 3.4 Si ahora se considera, (R?,d,), donde d,.(X,¥) = méx{|z1 — 41|, |72 — yo[} enton-
ces
B, (0,1) = {z € R? | din(2,0) < 3};

este disco abierto se ilustra en la figura 3.8. Este disco estd formado por los puntos en el interior
Y

L1/2

I
|
|
|

Figura 3.8: Disco abierto By, (0, 3).

del cuadrado cuyos vértices son (3,1), (=3,3). (=3, —3) ¥ (5, —1).

Los discos abiertos en los ejemplos 3.3 y 3.4 son conjuntos diferentes, ;c6mo seran los discos
en la métrica rectangular? ;los conjuntos abiertos también serdn diferentes? ;Si un conjunto es
abierto en (R2, d,) también serd abierto en (R*, d, ), y viceversa?

Ejemplo 3.5 Consideremos nuevamente (H(1), h) del ejemplo 2.2, en el cual

H(I) = {A = [a1,a2] | a1 L a2y a1, a2 € [0, 1]}

e
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tiene la métrica
h-(A, B) = 1r1é.x{|a1 =, b]| y |a2 ot b'gl}‘
donde A = |ay, ;3] y B = [by, by] en H(I). Tenemos que

By([0,0], %) = {A € H(I) | h([0,0], A) < 1},
donde h([0,0], A) = max{|0 — ai|, |0 — az|} = méx{a;, a5} < }, de modo que
Bi([0,0],3) = {[a1,a9) | a1 < az y a1, a3 € [0, 1y},

En el tridngulo determinado por los puntos (0,0), (0,1) y (%, 1), este disco By, ([0, 0], %) es repre-

O

—1 0

O

1 1
2

Figura 3.9: Intervalo [0, §).

sentado por la region sefialada en la figura 3.10.

\
’ 5
0 1/2 1

Figura 3.10: Bola B, (][0, 0], %) en el tridngulo determinado por los puntos (0,0), (0,1) y (%, 1).
Consideremos otro ejemplo con A = [ 3]y e = L.

Bu(A,3) ={B e H(I) | k(A B) < 1}
= {[b1, bo] | B ‘—bll < %,I% —52‘ < 1,by < by}
= {[b],bg] | % <b < %,% —bg <1, Sbg}

Utilizando la relaci6n de este conjunto con el tridngulo de vértices (0,0), (0,1) y (%, 1), los pun-

tos que se encuentran en dicho disco son los puntos que se encuentran en la parte sombreada y
punteada del tridngulo de la figura 3.11.
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a4

1/4 172 3/4

Figura 3.11: Bola By ([1, 2], 1) en el tridngulo determinado por los puntos (0,0), (0, 1) y (3,1).

Observaciones:

= Si (X, d) es un espacio métrico, ha de notarse que si se toma cualquier punto en By(xg,€),
digamos yo, siempre se podrd encontrar un subconjunto de X, de la misma forma, Ba(yo,€')
con &' = ¢ — d(zo,y0) > 0, ya que d(zo,yo) < €. Ademds, By(yo,€’) C Ba(zo,€), ya que
dado cualquier punto z € Ba(yo,£'), se tiene por la desigualdad del tridngulo

d(zo,2) < d(zo,yo) + d(yo, 2) < d(zo, yo) + € = d(zo, y0) + (6 — d(zo,%0)) = €.

En consecuencia, se podria decir que Ba(zo,€), es la uni6n de Ba(yi,€;), donde las y; €
Bi(zo,€) para toda i y &; = € — d(zo, ;). En otras palabras, como era de esperarse, los
discos By(rg,€) son conjuntos abiertos por si mismos. Por ello es que se considera la desi-
gualdad estricta, ya que si no se tomara asi y se tomara la desigualdad “menor o igual”, <,
no siempre serfa vélido lo dicho anteriormente, como s¢ muestra en la figura 3.13. En este
caso se tendria que € — d(zo, ) = 0, por lo que serfa imposible encontrar lae’ > 0 tal que
By(z, ') este contenida en la Ba(zo, €).

« Si dos de estos discos se intersectan, digamos Bgy(zo,€0) ¥ Ba(z1,€1), Y y € Balwo,€0) N
Ba(zy, 1) al considerar

¢ = min{eo — d(z0, ), &1 — d(@1,)} '

se puede comprobar que By(y,€) C Ba(zo,€0)N Bua(xy,€1). Es decir, que se tiene la propie-
dad de que para cada punto de la interseccién se puede encontrar un disco que este contenido
en la interseccién. Dado que se considera el minimo (finito) de dos nimeros positivos, es-
te serd mayor que cero, por lo que también se puede considerar una interseccion finita de
discos, cuya interseccion sea distinta del vacio.
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Figura 3.12: Tres casos en los que se ilustra By(yo, &) C By(z, ¢).

&y

Figura 3.13: Al permitirse la desigualdad no estricta el punto yo no existe una bola centrada en
contenida en la bola centrada en .

¢C6mo seria la interseccion de dos abiertos en el caso de (H(I),h)?
Ejemplo 3.6 Sea (X, d*) donde X es cualquier conjunto y d* es la distancia discreta. Sean eX
y € > 0. Entonces
z, €<1
B _T," £) = ? —_
al®:€) {X y B3 1.

En otras palabras, los discos abiertos son los conjuntos de un sélo elemento, cada uno de los
elementos de X, o todo X,

3.2. Abiertos

3.2.1. Definicién

Ahora con ayuda de la funcién distancia y los discos abiertos se define lo que es un conjunto
abierto.

En el caso de espacios métricos R" con la distancia euclidiana, se tiene la definicién:
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Figura 3.15: Intersecci6n de dos abiertos en R*.

Definicién 3.7 Un conjunto I/ C R™ es abierto en (R™, d,) si para toda z € U existe 6 > Otal que

By (z.8)CU.

3.2.2. Ejemplos

Ejemplo 3.7 Los intervalos (a,b) C R, son abiertos con la distancia euclidiana. Recordemos que
los intervalos abiertos son, por definicién, de la forma

(a,b) ={z €R|a<z<b}

dado cualquier punto xo € (a,b), se puede encontrar una € > 0, tal que

es decir, tal que

e < min{|a — zo|, |b — zol},

(zo—€,z0+e)={z€R|zp—e<<TO+ e} = By(zo, 1),

donde d es la distancia euclidiana, estd contenido en el intervalo. Tenemos que £ es mayor que cero
ya que g es distinto de a y de b. Se puede hablar de puntos a la derecha o a la izquierda de dicho
punto, para todo punto en el intervalo. Lo cual nos indica que se puede uno acercar a un punto
tanto por la izquierda como por la derecha, asi que se puede ver como se comporta la funcién a la
izquierda y a la derecha de este punto.
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Ejemplo 3.8 El conjunto K = {1/n | n € N} no es abierto en R, segtin la distancia euclidiana.
En efecto, X' = {1/n | n € N} no es un conjunto abierto ya que dado cualquier n € N y cualquier
€ > 0, el disco By(1/n,e) = (1/n — ,1/n — £) contiene un nimeros irracionales y también
racionales que no son de la forma 1/n, por lo que By(1/n,¢) € K.

(Es K = {1/n | n € N} abierto en RR, segtin la distancia discreta o del méximo?

Ejemplo 3.9 Sea A = R\ {p1.pa,...,pn}. (Es A abierto en R, segin la distancia euclidiana?
Sia € Aentonces d(a,p;) > 0 paracadai € {1,2,...,n}. Seae; = d(a,p;)/2 y definamos
e = min{e;}i.,. Podemos ver que By(a,e) C A ya que d(a,p;) = &; > & para toda p; con
i € {1,2,...,n}. Luego, A es abierto.

(El conjunto de los racionales es abierto en R, segiin la distancia euclidiana?.

Ejemplo 3.10 Consideremos R con la distancia euclidiana. Demostraremos que el semiplano
H = {(z,y) e R? | z > 4}
que se ilustra en la figura 3.16 es abierto en R?, segiin la distancia euclidiana. Si Py = (z.y0) € H

entonces o > 4. Sea mn la grafica de la recta z = 4. La distancia del punto a la recta es d( Py, m) =
xg — 4 > 0, de modo que haciendo

5— d(Py,m) '
2
podemos afirmar que By(Fy,d) C H.
3T /'-‘\
ol 5 S
" \\ ngf

Figura 3.16: El semiplano H = {(z,y) € R? | z > 4} es abierto con la distancia euclidiana.

En el siguiente ejemplo se considera otra funcién distancia.
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Figura 3.17: El semiplano H = {(x,y) € R? | > 4} es abierto con la distancia del maximo.

Ejemplo 3.11 La demostracién de que el semiplano H = {(z,y) € R? | z > 4} también es
abierto en R? segiin la distancia del mdximo (como se muestra en la figura 3.17) es andloga a la
dada en el ejemplo 3.10.

¢ Serd cierto que todo abierto de R? con respecto a la distancia euclidiana es abierto con respecto
a la distancia del médximo? ;Y con respecto a otras distancias?

Ejemplo 3.12 La grifica de la recta y = 2, que se muestra en la figura 3.18, no es un abierto
en R? segiin la distancia euclidiana. Esto se debe a que dado cualquier punto Py en la grifica de

e =

=
3l

Figura 3.18: La gréfica de y = 2 no es abierta con la distancia euclidiana.

coordenadas (zg, 2) y para cualquier § > 0, el disco B, (Fy, §) contiene al punto (z4,2 + §/2) que
no pertenece a la gréifica de la recta y = 2. En consecuencia, la grifica no es abierta.
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3.3. Propiedades de los abiertos

Se tiene la intencién de generalizar la idea de “abiertos”, debido a que de esta forma se podré
hablar de continuidad en un contexto mds amplio; en caso de tener una funcién distancia se puede
hablar de cercania: dos puntos pueden estar “cercanos” en alguna distancia mientras que con otra
distancia pudiera no suceder lo mismo (;puede el lector dar un ejemplo de esta afirmacién?). Pero
independientemente de la funcién distancia, los discos abiertos tienen las dos propiedades que se
mencionaron anteriormente: son abiertos y sus intersecciones finitas también son abiertas, por lo
que al hablar de “abiertos” en general serd necesario hablar de subconjuntos que satisfagan ciertas
propiedades; ;serdn sélo estas dos propiedades las que se buscan?

Si se pudieran mostrar explicitamente todos los conjuntos abiertos es obvio que para cada
punto en estos abiertos existe un abierto (el mismo abierto) que contiene al punto y esta contenido
en el abierto. Pero en caso de no ser posible mostrar uno por uno a los conjuntos abiertos de un
espacio, como en la mayorfa de los casos, se podria usar la métrica euclidiana o cualquier otra
funcién distancia para definir los abiertos por medio de los discos abiertos. ;Pero que hacer si no
se tiene disponible una funcién distancia? Entonces serd necesario dar las condiciones para que
un subconjunto se considere “abierto,” y que para cada subconjunto “abierto” que se tenga y para
cada punto z en el mismo (al que llamamos punto interior), exista otro subconjunto “abierto” que
contenga al punto. Asimismo, necesitamos:

= Que al intersectar dos de esos subconjuntos “abiertos” (o un nimero finito de ellos), si esta
interseccioén no es vacia, sea a su vez abierta, es decir, que para cada punto en la intersec-
cién exista un subconjunto “abierto” que contenga al punto y que éste esté contenido en la
interseccion.

= Que al unir arbitrariamente subconjuntos “abiertos™ (un nimero finito 0 no), que para ca-
da punto exista un subconjunto “abierto” (existe ya que este punto esta en un abierto) que
contenga al punto y que éste esté contenido en la unién.

Por otro lado, es necesario que estas propiedades abarquen un amplio espectro de estructuras dis-
tintas, es decir, que se apliquen a conjuntos finitos, infinitos (tanto numerables como no numera-
bles). Asimismo, debe ser posible construir nuevos conjuntos, como el producto, el cociente, etc.
y sobretodo definir una funcién continua.

Esta idea de que cada punto del espacio estd relacionado con (estd contenido en) una coleccién
de “subconjuntos” y que dichos “subconjuntos” permitan dar una buena definicién de funcién
continua, es muy importante. Se busca una definicién de “subconjunto abierto” que nos permita
definir continuidad y que no dependa de la funcidn distancia, pero que en caso que se tenga la
funcién distancia, esta sea un caso particular satisfaciendo las mismas propiedades.

En particular tenemos:

Proposicion 3.1 El conjunto R"™ con la distancia euclidiana satisface:

1. RR", el total, es abierto; el vacio también es abierto, por vacuidad.
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La unién arbitraria, finita o infinita, de abiertos es un conjunto abierto.

La interseccion finita conjuntos abiertos es abierto.

Probaremos estas aserciones en el caso n = 2, es decir, para R?:

1. Al tomar un punto Py = (z0,10) en R?, evidentemente Bq, (Fy, 1) C R? o para cualquier
§ > 0, asi que R* es abierto.

=g
Figura 3.19: Para todo Py € R?, By, (P, 1) C R? o para cualquier § > 0.

2. Al tomar varios “abiertos”, sin importar el nimero que se tome ya sea finito o infinito (sea
numerable o no), la unién de estos también serd “abierto.” Sean {Ui}icr donde I es un
intervalo cualquiera con U; abierto para cada i € /.

Al querer demostrar que |J U; es abierto, se toma cualquier punto en la unién, sea Fy =
(20, 4o). Entonces, existe un i € I, digamos i*, tal que F € U;-. Como U;+ es abierto existe
§ > 0, tal que B(Fp,d) C Ui, por lo que

P € B(,P[g.fs:l s € UU,;‘

lo cual prueba que es un abierto. Asi, cualquier unién arbitraria de abiertos es un abierto.

3. Al c0n51derar una interseccion finita de una coleccién de abiertos {U; }/-, y tomar un punto
Py € (., Ui, como P, € U; para cada i € {1,...,n}, se puede encontrar una d; > 01tal
que B(Py,6;) C U;. Al tomar § = min{d, da, . . 6,1} se pueden afirmar dos cosas:

a) & > 0;he aqui la importancia que sea solo un nimero finito de abiertos, en caso de ser
un nimero infinito esto no se podria asegurar.

b) B(P,d) C N,
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Figura 3.20: Los puntos P y Qo pertenecen a la uni6n de los conjuntos, y en particular a alguno
de ellos.
Concluimos que la interseccion finita de abiertos es abierta.

La demostracion para el caso general, R™, es totalmente andloga.

Ejemplo 3.13 Consideremos a R con la distancia discreta. Observemos que todo subconjunto de
R es abierto, ya que el conjunto de un sélo punto es abierto, {p} C R dado que By(p, 1) C {p}.

I. Esclaro que el total y el vacio son abiertos.

2. Como | J;.; Bi = A = |J,c4{a} es abierto, la uni6n de abiertos es abierto.

3. Como (), B; = A=J,.4{a} es abierto, la interseccién finita de abiertos es abierto.

i=1

Observacion 3.1 Si se considera cualquier otro espacio métrico (X, d), las tres propiedades se
pueden demostrar de manera andloga.

Es claro que los “abiertos” definidos en un espacio métrico dependen de la funcién distancia,
por lo que un mismo subconjunto puede ser abierto con una funcién distancia y con otra no.

1. Independientemente de la funcién distancia, el total y el vacio siempre serdn abiertos (uno
por integridad y el otro por vacuidad).

2. Si se consideran “subconjuntos abiertos” es claro que la unién arbitraria, finita o infinita,
también cumple con ser un “subconjunto abierto”.

3. Si se tienen dos de esos “subconjuntos abiertos”, su interseccién serd un “subconjunto abier-
to”. Al demostrarlo para dos equivale que es cierto para un nimero finito de estos.
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Figura 3.21: El punto P, pertenece a la interseccion de tres abiertos.

3.4. Espacios topolégicos

Al generalizar el concepto de “abierto” sin tener la necesidad de una distancia, no hay que
olvidar esta se satisfaga los casos particulares, como R" con la métrica euclidiana o con cualquier

métrica.

3.4.1. Definicion

Definicion 3.8 Dado un conjunto X # (), decimos que una topologia en X es una coleccion
T < P(X), cuyos elementos se llamardn “abiertos”, que satisface las siguientes condiciones:

(i) DeT.

(ii) La unién arbitraria (finita o infinita) de elementos de 7 pertenecen a 7.

(iii) Si la interseccidn finita de elementos de 7 pertenece a 7 .

Al conjunto 7 se le llama topologia de X y a cada elemento de 7 se le llama “abierto.”

Definicion 3.9 A una pareja (X, 7) se le llama espacio topolégico.

Observacion 3.2 Un conjunto X # () puede tener mds de una topologia.
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3.4.2. Ejemplos

Ejemplo 3.14 Sea X un conjunto no vacio y sea 7 = {X,0}. 7 es topologia ya que:

» Dados cualquier par de elementos U/ y V que pertenezcan a 7, tenemos U NV € T pues

Unv — X S?Usz‘lf:X,
@ siU=0o0V =0.

» La uni6n arbitraria de elementos de 7 pertenece a 7 ya que

UU'" X siexiste ig € I tal que U;, = X,
"7 10 siparatodai € I, U; = 0.

i€l
La topologia 7 se llama topologia indiscreta.

Ejemplo 3.15 Sea X un conjunto no vacioy sea7 = {U | U ¢ X}. Tenemos que:

« ), XeT.

= Dados cualesquiera par de elementos U y V' que pertenezcan a 7, tenemos U NV € 7 ya
queUNV C X.

= La uni6n arbitraria de elementos de 7 pertenece a 7 pues | J,., U; € X, yaque U; C X
paratoda: € I.

La topologia 7 se llama la topologia discreta.

Observacion 3.3 Las dos topologias anteriores son la topologia mas gruesa y la més fina que
existen dado un conjunto X.

Ejemplo 3.16 R con la distancia euclidiana d es un espacio topolégico (R, d) cuyos abiertos estin
definidos por medio de la métrica d. Es decir, un subconjunto U C R es abierto si para cada punto
P € U, existe § > 0 tal que By(P,8) C U.

(R, d) es un espacio topoldgico ya que satisface las tres propiedades (i), (ii) y (iii) de la defini-
cién de espacio topoldgico, como ya fue demostrado anteriormente.

Ejemplo 3.17 En general, dado un conjunto X y una funcién distancia d sobre X, ésta genera la
siguiente topologia de manera natural:

Ta={AC X |Va€ A 30> 05 Bya,d) C A}.

Este espacio topolégico 7; se denota por (X, d).
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s )€ TyX eTyaqueparatodoz € X, By(z,1/2) C X.

s Dados A, B € 7;y x € AN B. Entonces existen £; y £, positivos tales que By(z,e,) C A
y By(z,£2) C B, de modo que By(z,¢) C AN B para e = min{e, £;}.

= Sea {A;}ics una coleccién tal que A; € Typaratodai € I. Siz € | J,.; Ai, existe ig € [ tal
que z € A;,, de manera que existe ¢ > 0 tal que By(x,e) C A, por lo que z € By(z,€) C

Aﬂ=C:LLEIAP

Por lo tanto, 7; es una topologia.

Esto no quiere decir que 7; sea la tnica topologia en el conjunto X . Todo espacio métrico es un
espacio topolégico donde la topologia natural es la generada por la distancia; nétese, sin embargo,
que una funcién distancia (métrica) en un conjunto no es necesariamente la tnica posible y las
topologias inducidas por una métrica tampoco son las tnicas posibles.

Ejemplo 3.18 La coleccion
7 = {A | R\ Aesun conjunto finito o es todo R},

es una topologia en R. Esto se debe a que:
s« R e 7 yaque R\ R = { tiene cardinalidad finita. Ademds, () € 7 por definicién de 7.

s Sea {A, }aes una coleccién de subconjuntos de X que pertenecen a 7'; debemos demostrar
que UQEI A, € T. Por las leyes de De Morgan,

R\\lJ‘An’= r](R\\An)

acl acl

asf que, como para cada « € [ el conjunto R \ A, es finito la interseccién [ ., A debe ser
a su vez un conjunto finito. Asi pues, Nye; Ay, € 7.

= Sean {A,}"_, un conjunto finito de subconjuntos de X que pertenecen a 7'; debemos de-
mostrar que ()_, A, € 7. Por las leyes de De Morgan,

n

R\ | 4 = UR\ Aa),

a=1 a=1

asi que, como cada R\ A, es un conjunto finito y la unién finita de conjuntos finitos es finita,
n
vemos que [),_; Aa € T.

Por lo anterior, 7 es topologia. A dicha topologia se le llama la topologia cofinita. Esta topologia
es diferente a la topologia del ejemplo 3.16.
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Ejemplo 3.19 Sea Z el conjunto de los nimero enteros y definamos
T ={0,Z, Zpar, Limmpar }-
(Z,T) es un espacio topolégico ya que:
s Z,0 € T por la definicién de 7.

» Sea {A,}aes (I es un conjunto de indices dado) una coleccién de subconjuntos de Z que

pertenecen a 7'; mostraremos que | J,.; A, € 7.

e Siexiste o € [ tal que A,, = Z, entonces | J,., Aa =Z € T.
e Siexisten ay, az € [ tal que Ay, = Zpy Y Aoy = Zimpars resulta |, ., Aa =Z € T.

e Siparatodaa € [ setiene A, = Zyy 6 Ay = Zimpar 6 Aq = (), entonces

me— si Vo € JT, Aa = Z|:-au's
U Aa = Zimpar siVa € I, Aq = Zimp:l.ra
a€l 0 siVaoe I, A, =0.

En cualquier caso, | J,., A, € 7.

ael

= Sea {A,}_, una coleccion finita de subconjuntos de X que pertenecen a 7; mostraremos
que( o, A € T.

e Siexiste oy € {1,2,...,n} tal que A,, =0, entonces [),.; Ao =0 € 7.

e Si existen a3, a; € {1,2,...,n} tales que Ay, = Zpy ¥ Ag; = Zimpar, €ntonces
NocrAa=0€T.
e Siparatodac € {1,2,...,n} se tiene Ay = Zpy (Zimpar) 0 Aq = Z entonces

Lo siVa€{l1,2,...,n}, Ay = Zpu,
(42 =13 Zingee siVa€{1,2,...,1}, Ax = Zipur,
ol 0 siVa € {1,2,...,n}, A, = 0.

En cualquier caso, ()._, A, € 7.
Por lo anterior, 7 es topologfa.
Ejemplo 3.20 Sea X un conjunto ordenado y definamos
T={UcX|VzeU,Ja,be X3z € (a,b) CcU}.

Tenemos que:
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s X,0eT.

» Sea {U,}ics una coleccién con U; € T para toda i € I; mostraremos que | J,., U; € 7. En
efecto, si z € |J,.,; Ui, existe ig € I tal que x € U, por lo que existen a;,, b, € X tal que
T € (@iy, biy) C Uiy C U1 Uir de modo que U U; € 7.

= Sea {U;}™, una coleccién con U; € T paratodai € {1,...,n}; mostraremos que (), U; €
7. En efecto, si z € (-, Ui, existen a;, b; € X tal que z € (a;,b;) C U; para toda
i € {1,...,n}. Haciendo a = méax{a;}", y b = min{b;}!,, tenemos que z € (a,b) C U;
paratodai € {1,...,n}, porloque z € (a,b) C -, Ui. Luego '_, U; € T.

Por lo anterior, 7 es topologia. Un caso particular son los R coincidiendo con la topologia eucli-
diana.

Ejemplo 3.21 Consideremos el espacio topoldgico (R, d.), donde d, es la métrica usual de R. Se
define una topologia producto 7p en R x R por

Tp = {W C R? | V(z,y) € W,3a,b,c,d € R 3 (z,y) € (a,b) x (¢c,d) C W}.
Podemos ver que efectivamente es una topologia pues:
= X y ) son claramente abiertos.

= Sea {W,}ics una coleccién con W; € Tp para toda i € I; mostraremos que | J;.; Wi € Tp.
Si (z,y) € U;e; Wi, existe iy € I tal que z € W, por lo que existen aj,, biy, i, y di, € R

tales que
(‘Ts y) € (aiu: biu) X (C‘i:ndiu) C I'Vin C Uﬂ/tu
icl
asi que | J,c, Wi € Tp.
= Sea {W;}, una coleccién con W; € 7p para toda i € {1,...,n}; mostraremos que

N, W; € Tp. Si (z,y) € Niz, Wi, existen a;, b;, ci, di € R tales que (z,y) € (a;, b:) X
(c;,d;) C W, para toda i € {1,...,n}. Haciendo a = max{a;}j-;, b = min{b;}i.,,
¢ = max{c;}, y d = min{b;}}, vemos que (z,y) € (a,b) x (¢,d) C W; para toda
i €{l,...,n}, porlo que

(z,y) € (a,b) x (¢,d) C ﬁW,-.

Luego, N, W; € Tp.

Notemos que:
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= La topologfa en R? que se obtiene de esta forma es aquella para la cual un conjunto es
abierto si para todo punto que yazca en €l se puede determinar un rectingulo (cuyos lados
sean paralelos a los ejes coordenados) que contenga al punto y este contenido en el conjunto.
Esta topologia es la misma que se definié en R? con la distancia euclidiana (empleando bolas
By, (p,d) en vez de rectdngulos) pues para cada bola existe un rectdngulo contenido en ella
y viceversa.

= Al hacer el producto de un niimero finito de espacios topolégicos, como en el caso de R, la
topologia producto se puede definir de manera andloga:

TP: {W—C R" | V(T],l’g,..‘,ﬁn) € VV'

Ja;,b; € R,i € {1,...,n} 3 (x1,23,...,Zn) € H(ai,bi)cw}.

i=1]

= También se puede generalizar para el producto de espacios topoldgicos cualesquiera, siempre
y cuando el producto sea finito. El caso infinito no se define asi, siendo la razén temas que
no son el objetivo de estas notas (véase (Munkres, 1975)).

Definicién 3.10 Sea (X, 7') un espacio topolégico. Decimos que D C X es cerrado si su comple-
mento X \ D, es abierto.

Observacion 3.4 Obsérvese que los subconjuntos no necesariamente son abiertos o cerrados. Por
ejemplo en (IR, d.) el intervalo (a, b] no es ni abierto ni cerrado. La justificacién de esta afirmacién
se deja para el lector.

Ejemplo 3.22 (R", d,) es un espacio topoldgico. Se deja como ejercicio para el lector demostrarlo
paran =2yn = 3.

Ejemplo 3.23 En el espacio topoldgico formado por R con la distancia discreta todo subconjunto
de R es un conjunto abierto y cerrado.

Anteriormente se vio que todo subconjunto de R es abierto por lo que para todo subconjunto
A C R, su complemento A° = R \ A es un subconjunto de R, por lo que A es abierto, por lo que
concluimos que A es cerrado. Entonces todo subconjunto de R es abierto y cerrado.

Ejemplo 3.24 Definamos en R la topologia
Ti={UCR|VzeU3a,beR>z € [a,b) CU}.
Podemos ver que 7; es efectivamente una topologia ya que:

» ReTyaqueparatodaz € R,z € [zt — 1,z + 1) C R. Ademés, () € 7, por vacuidad.
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» Sea {A,}aes una coleccion de subconjuntos de R que pertenecen a 7;; mostraremos que
Uaer Aa € T Siz € |, ¢; Aas existe o € 1 tal que z € A, por lo que existen a, b € R
tal que z € [a,b) C Aay C Uqes Aas de modo que |J,c; Aa € Ti.

= Sea {A,}_, una coleccién finita de elementos de 7; y sea = € [)._, A,. Entonces para toda
a € {1,...,n}, existen a,,b, € R tales que = € [an,bs) C A,. Sean a = méx{a,}r_,
y b = min{b,}_,. Entonces para toda y € [a,b) tenemos y > a > a, para toda o y

y < b < b, para toda «, de modo que

y€la,b) C ) Aa,

a=1
porloque(),_, Aa € 7.

Por lo tanto 7; es una topologia, a la que se le llama la topologia del limite inferior.
(Es (a, b) abierto en esta topologia?

Observaciones:

= Notese que las tres topologias que se han dado en R son distintas, por ejemplo el abierto
[1,2) en la topologia de limite inferior no es un abierto en la topologia inducida por la
métrica euclidiana, ya que para que fuera un abierto en esta topologia, querria decir que para
todo punto = en el abierto, existe > 0 tal que (z — §,z + ) estuviera contenido en el
abierto, y en este caso no existe 6 > 0, tal que (1 — 6,1+ 0) C [1,2).

» También es claro que los abiertos (a, b) de la topologia inducida por la métrica euclidiana en
IR, no es abierto en la topologfa cofinita, ya que R \ (a,b) = (—00,a| U [b, o) no es finito.
En cambio (a, b) es abierto en la topologia del limite inferior; de hecho, todo abierto de la
topologia inducida por la métrica euclidiana es abierto en la topologia del limite inferior:
Si U es un abierto en la topologia inducida por la métrica euclidiana y = € U, por ser U
abierto en la topologia inducida por la métrica euclidiana existen a, b € R tales que = €
(a,b) C U, de modo que si consideramos el intervalo [z, b), tenemos z € [z,b) C (a,b) C
U, de modo que U es abierto en la topologia del limite inferior.

Ejemplo 3.25 Sea d,, la distancia del maximo en R™. Dicha distancia genera una topologia
Tn={UCR"|Vze€U36>0> By, (z,6) cU}.
Ejemplo 3.26 Sea d. la distancia rectangular en R". Dicha distancia genera una topologia

T, ={UCR"|Vz € U,36 > 03 By(z,6) Cc U}

m

Observacion 3.5 Las tres topologias anteriores tienen los mismos abiertos. Por ejemplo, consi-
dérese el caso n = 2. Al querer probar que las tres distancias generan las mismas topologias es
necesario que cualquier disco de centro P y radio § > 0 es un abierto en cada uno de las otras dos
topologias. ;Por qué solamente es necesario esto?
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3.5. Ejercicios

L.
2.

10.

£

12.

Sea X = {a.b.c}. Encontrar al menos tres topologias diferentes.

Dar una descripcion explicita de los abiertos de las topologias de los ejemplos 3.25 y 3.26
paran = 2, 3.

a. (El conjunto de los naturales es abierto en (R, 7;)? ;Y el de los enteros en (R, 73)? (Y si
no es asi, son cerrados? b. (El conjunto de los racionales es abierto en (R, 7;)? ;Y el de los
irracionales en (R, 7;)? ;Y si no es asf, son cerrados?

¢Los planos son abiertos en R? con la topologia usual?

(Es {(z,y) | y > x*} abierto con la topologia usual?

Dar un ejemplo en R* de un conjunto cerrado que al quitarle un solo punto se vuelva abierto.
Sea B C R* definido por B = {(z,y) | # +y = 1} { B es abierto con la topologia usual?

Probar que todos los subconjuntos de la forma [a,b) C R con a < b son cerrados y abiertos
a la vez con la topologia 7}, la topologia del limite inferior.

Describe la topologia producto en el caso R x R con la topologia del limite inferior en
ambos casos. ;Si C' = {(z,y) | = > 0} es C abierto? ;(Si D = {(z,y) |z > 1yy < 3} es
D abierto?

Se define un conjunto conexo si este no se puede escribir como la unién de dos subconjuntos
abiertos no vacios. Dado R y [a,b) C R, decir si es conexo en las siguientes topologias:
(a) la topologia euclidiana; (b) la topologia cofinita y la topologfa del limite inferior.

Demostrar que la interseccion (finita o infinita) de cerrados es cerrado. Dar un contraejemplo
donde la interseccién infinita de abiertos no es abierta.

Si A es un conjunto finito demostrar que cualquier subconjunto es abierto y cerrado.




Capitulo 4

Funciones continuas

“Si pude ver un poco mds lejos fue por estar
de pie sobre los hombros de unos gigantes.”

Isaac Newton, fisico inglés, matematico
(1642-1727)

La continuidad es una propiedad muy importante en el cdlculo. Intuitivamente, la continuidad
significa que un pequefio cambio en la variable independiente x implica sélo un pequefio cambio
en la variable dependiente y = f(x), de modo que excluye “saltos™ en el valor de y. Asi, siempre
y cuando f sea “continua,” la gréifica de f consiste de un solo “pedazo™ de curva; se tiene que un
valor no registrado f(a) es aproximadamente el mismo que el de f(z) para una z vecina de a, y que
f(a) puede ser aproximado precisamente s6lo con valores de x suficientemente cerca de a, Qué
significa cerca, pequeiio cambio? Recordemos la definicién de continuidad del curso estandar de
calculo:

Definicion 4.1 (General) La funcién f es continua en a, si para cualquier valor por pequerio que
sea £ > (), existe una vecindad de a de radio 0 (es decir, un conjunto de puntos cercanos a a), para
la cual las imdgenes de todos los puntos en esa vecindad y f(a) tienen una diferencia menor que
el valor dado ¢.

En simbolos y con la distancia euclidiana en los reales:

Definicién 4.2 (Euclidiana) La funcién f es continua en a si para toda € > 0 existe § > 0 tal que
si |z — a| < 6 entonces |f(z) — f(a)| < e.

En la definicién 4.2 interviene la funcién distancia; ;cémo generalizar esta propiedad a espacios
topolégicos? y ;cudl es la utilidad de generalizar el concepto de continuidad? Recordemos que la
topologia es “la geometria del siglo XX y las geometrias entre otras cosas clasifican objetos,
,c6mo clasifica la topologfa a sus figuras? H. Poincaré dijo que la topologia, “es el estudio de las

63
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propiedades geométricas cualitativas.” ;Y cudles son las transformaciones que preservan dichas
propiedades?

Los geémetras distinguen cominmente dos geometrias: la primera, a la que llamamos métrica,
y la segunda, la proyectiva. La geometria métrica se basa en la mensurabilidad: dos figuras serdn
equivalentes si son iguales en el sentido estricto de la palabra (congruencia), tienen el mismo ni-
mero de vértices, las medidas iguales, los dngulos iguales, etc.; o bien via la relacién de semejanza,
es decir, aquellas con mismo nimero de vértices, mismo nimero de segmentos, misma razén en-
tre segmentos homologos, misma medida de dngulos, etc. La geometria métrica tiene que ver con
la relacion entre los catetos y la hipotenusa en un tridngulo rectdngulo, y con la clasificacion de
cuadrildteros (e.g., si un cuadrilétero es rombo o no), etc.

A

By Co B Cy

Figura 4.1: Figuras equivalentes segin la geometria métrica.

Figura 4.2: Figuras no equivalentes segiin la geometria métrica.

En esta geometrfa las transformaciones permitidas para relacionar figuras son la traslacion,
rotacion y reflexién (isometrias relacionadas con la congruencia) o estiramientos o contracciones
(relacionados con la semejanza); las isometrias son aquellas transformaciones que preservan las
longitudes y los estiramientos o contracciones son aquellas que conservan las proporciones entre
las formas, es decir, el tamaiio de las figuras varia por homotecia, por ejemplo, como si se usara
un microscopio o unos binoculares para modificar su tamaiio. En ambos casos la funcién distancia
resulta tener una papel muy importante en estas transformaciones, tomando en cuenta la definicién
de figuras congruentes y figuras semejantes. En las isometrias las lineas perimetrales de las figuras
estdn hechas por un material rigido no deformable, es decir, al transformarse en el plano o espacio,
conservan siempre su forma, ademds de mantener las medidas, un segmento se mantendrd como
segmento, un tridngulo seguird siendo un tridngulo, un circulo serd un circulo, etc. En el caso de los
estiramientos o contracciones las figuras cambian de tamafio pero las lineas rectas se mantienen
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como lineas rectas, es decir, solo se alargan o se achican, los tridngulos también mantendrdn su
forma aunque las medidas cambiardn y se tendra la razon de semejanza.

La geometria proyectiva se basa en la idea de linea recta. Dos figuras se consideran equivalen-
tes, si es posible por medio de un producto de perspectivas (proyectividad-transformacién) pasar de
una de ellas a la otra, es decir, una es “perspectiva” de la otra (figura 4.3). Dada una configuracion

A o

F,

Figura 4.3: Figuras en perspectiva; equivalentes segin la geometria proyectiva.

en un plano (plano de la imagen), un punto O (centro de proyeccién) fuera del plano y un segundo
plano (plano de proyeccién) colocado arbitrariamente en el espacio, si se trazan rayos rectos desde
O por cada punto de la figura en el plano de la imagen, cada rayo intersecard al plano de proyeccion
en un punto, llamado la imagen proyectada del punto de imagen. El conjunto de puntos sobre el
plano de proyeccién constituye la imagen proyectada de la configuracion original. Es obvio que la
imagen de una linea recta serd una linea recta ya que el haz de rayos desde el centro de proyeccion
que pasa por cada punto de la linea original estd contenida en un plano. La interseccién de este
plano con el plano de proyeccién serd una linea recta. Figuras originales que consistan inicamente
de puntos y lineas rectas se proyectardn en una imagen de puntos y lineas correspondientes. En
consecuencia, las lineas rectas son invariantes bajo proyeccion. Sin embargo, las magnitudes de
los 4ngulos y las distancias entre los puntos no son invariantes. La geometrfa proyectiva es una
geometria mds cualitativa que la métrica: la medida, cantidad (aspecto cuantitativo), juega un pa-
pel menos importante. Sin embargo, la geometria proyectiva no es estrictamente cualitativa, ya que
una recta siempre se mantendrd como recta, lo cual no es una propiedad puramente cualitativa; no
se puede garantizar que una linea es recta sin hacer medidas o bien sin haber usado una regla, el
cual es un instrumento de medicion.

Pero hay una tercera geometria donde las propiedades cuantitativas han desaparecido absolu-
tamente y que es totalmente cualitativa; es el analysis situs o también llamada topologia. En esta
disciplina, dos figuras son equivalentes si es posible pasar de una a otra por medio de una deforma-
cion continua; a la transformacion permitida se llamard homeomorfismo, la cual es una regla de
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Figura 4.4: Figuras equivalentes para la geometria proyectiva.

continuidad. Intuitivamente, el que la transformacion sea continua significa que la imagen de un
punto cercano a x, digamos y, es un punto f(y) “cercano” a f(x). La cercania hasta ahora depende
de una funci6n distancia pero, ;cémo hablar de continuidad si no se tiene una funcién distancia?

P

Figura 4.5: Figuras equivalentes segin la topologfa.

circulo es cualitativamente equivalente a un cuadrado, a la elipse, a una herradura o a cualquier
curva cerrada siempre que esta no se atraviese a si misma o se estrangule; ;por qué? es claro
que no es equivalente a un segmento de linea, jpor qué?; asimismo, la esfera es equivalente a
cualquier superficie convexa cerrada, pero no lo serd al toro, superficie que se obtiene al unir los
lados opuestos de un rectdngulo, como se muestra en la figura 4.6.

Figura 4.6: Ensamble de un toro.

Al imaginar cualquier modelo y tratar de copiarlo, siendo dibujantes inexpertos, las proporcio-
nes estardn todas modificadas, las lineas hechas por una mano (temblorosa) seguramente se han
convertido en curvas. En el dibujo hecho por un inexperto y torpe dibujante, cambia las proporcio-
nes, méds o menos en forma burda, las lineas rectas contienen ahora zigzags, los circulos tendrén
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varias ondas; pero, en cualquier caso, si el dibujo tiene dos agujeros seguramente solo habra estos
dos agujeros, mas grandes o mds chicos, pero no habra mas ni menos. Es decir las propiedades
cualitativas no se alterardn, no molestard al geébmetra, no alterard el razonamiento. Desde €l pun-
to de vista de la geometria métrica, asi como de la geometrfa proyectiva, las dos figuras no son
equivalentes; pero si lo son, desde el punto de vista de analysis situs (topologia).

En la topologia es donde la intuicién geométrica entra en accion. Cuando, en un teorema de
la geometria métrica se reclama a esta intuicion, es porque es imposible estudiar las propiedades
métricas de la figura con la abstraccion de las propiedades cualitativas, aquellas que son realmente
el objeto de estudio de la topologia. Es usual escuchar que la geometria es el arte de razonar
con figuras mal trazadas (Poincaré), esto no es una afirmacién ingeniosa; es una verdad como
conclusién de una reflexion.

Pero ese inexperto dibujante no representard una curva cerrada por una curva abierta, tres li-
neas concurrentes en tres lineas no concurrentes, una superficie con un agujero con otra sin este.
Los defectos del dibujo no impedird la intuicién en la geometria métrica o proyectiva; pero serd
imposible, cuando estos defectos tienen que ver con topologia.

Esta observacién simple demuestra el verdadero rol de la intuicién geométrica; es mds que
intuicién lo que necesita la geometria para dibujar figuras, o para representarlas mentalmente.
Pero si las propiedades métricas o proyectivas se piensan un poco o si bien se esta interesado en
las propiedades cualitativas, es cuando realmente la intuicién interviene. No se trata de decir con
esto que la geometria métrica se basa solamente en la l6gica, que la verdadera intuicion no esta
involucrada; pero estas intuiciones son de otro tipo, andlogo a las intuiciones que se encuentran en
aritmética y en dlgebra.

Aunque en esta geometria existen figuras que no tienen las mismas propiedades cuantitativas,
intuitivamente tienen ciertas propiedades cualitativas idénticas. Por ejemplo, una circunferencia,
un poligono y una regién anular, las dos primeras tienen propiedades comunes que no posee la
regién anular. Se puede hablar que el interior de la circunferencia y del cuadrado son equivalentes,
mds no al interior de la porcién anular.

Figura 4.7: Un circulo, una region poligonal y una regién anular.

Parece ser que las dos primeras figuras tienen las mismas propiedades cualitativas, son equi-
valentes mientras intuitivamente éstas difieren de la tercera figura, el anillo; jen cudl propiedad
cualitativa difieren? La relacién de equivalentes esta ligada con el hecho de poder transformar la
circunferencia a la segunda figura por medio de una deformacion continua. Lo cual no es posible




68 CAPITULO 4. FUNCIONES CONTINUAS

con la regi6n anular ya que al intentarlo serfa necesario romper y/o pegar para obtener la circunfe-
rencia. Por lo que ahora esta nueva geometria consiste de curvas que estdn hechas con un material
eldstico y deformable y las transformaciones que dardn equivalencias entre las figuras, serdn los
denominados homeomorfismos, donde la continuidad juega un papel bisico.

4.1. Continuidad

El objetivo en este capitulo serd el de generalizar el concepto de continuidad y definir las
propiedades de las transformaciones que indican cuando dos figuras son topolégicamente equiva-
lentes. Si bien es cierto que cuando se tienen espacios como R, R?, R®, 0 R” en general y funciones
entre ellos se sabe cuando una funcién es continua en un punto o en todo el espacio, pero jc6mo
establecer cuando una funcién es continua si se trata de espacios topolégicos en general, sin tener
una funcién distancia en algunos casos? Al igual que al generalizar el concepto de abiertos, se
busca que la generalizaci6n de “continuidad” al aplicarlos en casos particulares, como los espacios
métricos y con la topologia inducida por esta métrica satisfagan la definicion de funcién continua
que se venia trabajando, que resulten continuas, segiin la definicién abstracta aquellas que ya lo
eran, con la definicion anterior.

4.1.1. Definicion

De los cursos de cdlculo diferencial e integral tenemos que se presenta la definici6n de limite y
después la siguiente definicion de funcién continua en un punto. Decimos que lim,_.,,, f(z) = L
si es posible que los valores de f(z) se encuentren arbitrariamente cercanos a L, tanto como se
quiera, para valores suficientemente “cercanos” a . Decir que el limite de f(x) es L cuando
z tiende a x, significa que la diferencia entre f(x) y L se puede hacer arbitrariamente pequeiia
con tal que z esté lo suficiente cerca de z, pero diferente de éste. Es decir los valores de iz
se “acercan” cada vez mds a L si x se “acerca” cada vez mds a Zg, por cada lado de z;, pero
2o # x. Nuevamente la funcién distancia toma un papel importante: acercarse involucra distancia
(arbitrariamente pequeifia), la diferencia, estar “suficiente cerca de xo” pero diferente de éste, etc.
Con la definici6n de limite se da la definicién de funcion continua en un punto:

Definicion 4.3 (Version 1) Sea f: R — IR una funcién. Decimos que f es continua en z si:
(1) lfm_,r_,_d.a» i) = lflllr__ra Iz):
(ii) f(xo) estd definida.
(iii) lim, .+ f(z) = lim,_,.- f(z) = lim,.., f(z) = f(z0).
En otras palabras, como se ilustra en la figura 4.8:

(1) Significa que el limite existe.
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QY OO

(a) El bitoro es una fi- (b) Figura no conexa.
gura conexa (una sola
pieza).

Figura 5.5: Las figuras pueden estar formadas de una o més piezas.

A

B A ——
(a) Figura sin bor- (b) Figura con bordes
des.

Figura 5.6: Figuras sin bordes y con bordes.

5.2. Clasificacion

Consideremos varios objetos (superficies) de nuestro alrededor, y supongamos que no estdn
fabricadas son materiales rigidos sino eldsticos que nos permiten deformarlas sin romper ni pegar.

5.2.1. Una taza

Observemos la siguiente sucesion de deformaciones:

: (7 - T

Concluimos que la taza es homeomorfa a un toro.
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5.2.2. Una mesa

"\\
L R l P "’f‘:ﬁt_}l /,/ s \ \ ar
it } (U 1“‘ ‘ : ey K
L N~ L
Concluimos que una mesa es homeomorfa a una esfera.
5.2.3. Unasilla con dos hoyos en el respaldo
N [8)
[ l h 1 a
ey - i
r | L |
I ; [TT ) } WE ) Ly
1] L ]u [ L § {,r—‘ A / Y \
| q t - i \ \ }
- | - ey k v

5.2.4. Un chaleco

L e D G5

En virtud de estos ejemplos, se puede conjeturar que toda superficie conexa y cerrada es ho-
meomorfa a una esfera, a un toro, a un bitoro, a un tritoro, etc. Antes de poder demostrar dicha
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conjetura o dar un contraejemplo, es necesario verificar por qué una esfera y un toro (figura 5.4) no
se encuentran en la misma clase. ;Qué propiedad topoldgica tiene una figura que no tiene la otra?
Anélogamente se puede probar que el bitoro, tritoro, etc. no son topolégicamente equivalentes.

5.3. Conceptos basicos

5.3.1. Conceptos intuitivos

Si se pensara por un momento estar inmersos en la circunferencia o en el toro y se tratara de
buscar alguna propiedad topoldgica que los distinga, ;cudl podria ser dicha propiedad?; obviamen-
te es algo relacionado con el agujero. Dados dos puntos, tanto en la esfera como en el toro, se puede
ir de uno al otro sin salir de la superficie, ;c6mo afecta entonces el agujero en el toro? Si se traza
una curva cerrada simple, es decir, topolégicamente homeomorfa a una circunferencia, y se coloca
en diferentes posiciones en la esfera, entonces, independientemente de donde se ponga la curva
cerrada simple, se puede observar que dicha curva divide en dos partes ajenas a la circunferencia.
Es decir, si se corta alrededor de la curva, obtendrfamos dos piezas, ajenas. Al colocar una curva

Figura 5.7: Una curva cerrada simple divide en dos partes ajenas a la circunferencia.

cerrada simple en el toro, ;sucederd lo mismo? ;habrd diferencias dependiendo del lugar en donde
se coloque la curva cerrada simple?

(20)

Figura 5.8: Efectos de una curva cerrada simple en un toro.

Al trazar la curva cerrada simple como en el primer toro de la figura 5.8, dicha curva separa
al toro en dos conjuntos ajenos (los puntos que estdn en el interior, lo cual sucede con la circun-
ferencia siempre, y los puntos que se encuentran en el exterior). Mientras que al trazar la curva
alrededor del toro como en el segundo caso (el cual es el caso natural) se observa que no sucede
lo mismo, es decir, los puntos del toro no estdn divididos en dos conjuntos ajenos. O bien si se
corta alrededor de la curva simple en el primer caso, se dividiria el toro en dos pedazos mientras
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Figura 5.9: Para unir un par de puntos en el toro puede ser necesario o no cruzar por la curva
simple.

en el segundo caso se tendria un solo pedazo (figura 5.9). Dicho de otra manera, en el primer caso
para poder unir un punto del “interior” de la curva cerrada simple con un punto en el “exterior”
es necesario cruzar la curva simple mientras que en el segundo caso cualquier par de puntos en el
toro ser pueden unir sin la necesidad de cruzar por la curva simple.

Asi pues, se puede afirmar que dada cualquier curva cerrada simple en la esfera divide a ésta
en dos conjuntos ajenos, mientras que esto no sucede con el toro. Es decir, existen curvas simple
cerradas que no dividen al toro en dos conjuntos ajenos, ;dénde se deben de colocar dichas curvas
cerradas simples para que no dividan al toro en dos? ;qué se puede concluir? Esto confirma que
no son dos figuras topolégicamente equivalentes. Andlogamente, se podria afirmar que el toro y el
bitoro no son homeomorfos, y que éste tltimo tampoco es homeomorfo con el tritoro, etc.

Obsérvese que al cortar el toro por un curva cerrada simple alrededor como en el dibujo, se ob-
tendria un cilindro. Para volver al toro es necesario pegar los bordes del cilindro en forma correcta:
si se cambia de sentido lo que se obtendria es la botella de Klein, como se muestra en la figura 5.10.
Y la botella de Klein a qué figura es homeomorfa? ;A la esfera, al toro, al bitoro, etc.? O bien,

(a) Toro.

A J ) O |

(b) Botella de Klein.

()
P AT,

—— o —
1

(

Figura 5.10: Al unir los extremos del cilindro se puede obtener un toro o una botella de Klein.

(qué distingue a la botella de Klein de las supeficies anteriores?
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Para entender mejor la botella de Klein habrd que recordar la banda de Mbius: ésta se puede
construir con una tira de papel, dando con un medio giro y pegando ambos extremos, de donde
resulta una de las figuras topolégicas mds curiosas; se trata de un objeto que tiene una sola cara un
solo borde, ambos continuos como se puede observar en la figura 5.11. Escher tenifa gran aficion
por la banda de Mébius pues aparece en varias de sus obras.

Figura 5.11: Pasos de la construccién de una banda de Mébius.

;Cudl es la particularidad de la Banda de Mobius? (Qué la distingue de un cilindro (figu-
ra 5.12)? Si bien es cierto que debe ser algo que estd relacionado con la torcedura pues esto se
puede observar al estar afuera de la banda; pero en caso de estar inmerso en la banda, ;como se
podria distinguir una banda de Mobius de un cilindro? Se pueden notar algunas caracteristicas pro-

(a) Banda de Mobius, (b) Cilindro.

Figura 5.12: Al pegar los extremos de una banda se puede formar una banda de M&bius 0 un
cilindro.

pias de la banda de Mobius. Por ejemplo, si se traza una curva a través de la banda y regresamos
al mismo lugar se observa que dicha curva se encuentra en ambos lados de la banda, es decir, se
puede recorrer toda la superficie, sin necesidad de “salirse de ella,” es decir, es unilateral, tiene
un s6lo lado. Si se intenta pintar “al derecho y al revés” o “por dentro y por fuera”™ con colores
distintos se fracasarfa; es una superficie unilateral, al pintarla “de un lado™ quedard completamente
pintada. Esta propiedad cualitativa la hace distinta al cilindro circular ya que si uno se encuentra
en la parte exterior del cilindro serfa necesario “cruzar un borde” para poder ir a la parte interior.
Esta cualidad de la banda de Mobius de tener un sélo lado la hace diferente del cilindro ya que al
trazar una curva y marcarla con una flecha hacia arriba a lo largo de la curva 'y al considerar en un
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mismo punto la flecha en ese lado y en la parte posterior se encontraria con que las flechas estdn
totalmente en sentido contrario; una superficie con esta caracteristica es llamada no-orientable.
Es decir, las superficies se pueden caracterizar por otro concepto topolégico como orientables y
no-orientables. Se puede demostrar que las superficies son orientables si y solo si son bilaterales
y son no-orientables si y solo si son unilaterales, pero ese no es nuestro objetivo y estd fuera del
alcance de estas notas.

En la banda de Mobius, por ejemplo, es posible ir de un punto a otro (cualquier otro) sin
necesidad de cruzar el borde. Es mds, la banda de Mobius tiene una tinica curva frontera como
efecto de la media torcedura ya que los lados opuestos se han juntado formando asi una curva
borde que es topolégicamente equivalente a una circunferencia.

Regresando a la botella de Klein, vemos que dicha botella no es construible en tres dimensiones
(figura 5.13): se tiene un cilindro abierto, un extremo se alarga, se dobla y “pasa” por la superficie
sin romper ni intersectar, y finalmente se pega al otro extremo. Analogamente, como sucede con la
banda de Mdbius, aunque es una superficie de dos dimensiones, fisicamente no se puede construir
en dos dimensiones debido a la media torcedura. La botella de Klein, no tiene curva frontera, las
dos curvas fronteras del cilindro original han sido unidas de tal manera que el “lado exterior” se
ha unido con el “lado interior” resultando que el “interior” o “exterior” no se distingan. Se ob-
tiene asi, que la superficie de la botella de Klein sea cerrada y de un solo lado. Esta botella serfa
construible en un espacio fisico de cuatro dimensiones, lo que permitirfa la media torcedura que
pone en contacto los bordes interior y exterior de una botella convencional. El concepto que esta

Figura 5.13: Construccién de la botella de Klein.

sumamente ligado a las superficies de un solo lado, unilaterales, es el concepto de “orientabilidad;”
la orientabilidad es otra propiedad topolégica de los objetos. Intuitivamente se dice que una super-
ficie es “orientable” si dado cualquier punto P en la superficie y C' una curva continua cerrada
conteniendo a P en su interior, ddndole una orientaci6n esta se preserva a lo largo de cualquier




5.3. CONCEPTOS BASICOS 101

trayectoria cerrada desde P. En cualquier otro caso se dice que la superficie es no orientable. Por
ejemplo, podemos ver en la figura 5.14 que la Banda de Mdbius es no orientable.

Figura 5.14: La banda de M&bius no es orientable.

. Cémo construir otras figuras no orientables? La banda de M&bius tiene una sola curva frontera
ya que otro efecto de la media torcedura es la de que los lados opuestos se han juntado formando
asf una curva que es topolégicamente equivalente a una circunferencia. En consecuencia, se puede
construir otra figura no orientable pegando al por borde una banda de Mobius con una esfera con
un agujero (figura 5.15). Si se quisiera visualizar dicha construcci6n en el espacio tridimensional

Figura 5.15: Al adherir una banda de Mobius a una esfera sin un punto por el borde se obtiene una
superficie no orientable.

ya no resulta tan simple como describir el procedimiento, ya que la superficie resultante tendria
que autointersectarse. Razén por la cual no encontramos superficies no orientables en el espacio
tridimensional, de igual manera que la banda de Mobius no se encuentra en el espacio bidimensio-
nal.

De la misma manera se pueden pegar varias bandas de Mbius a una esfera repitiendo el proce-
so anterior. En el caso de pegar una sola banda de Mobius se le llama plano proyectivo, y en el caso
de pegar dos se obtiene la botella de Klein; asi sucesivamente es posible construir otras superficies
no-orientables.

Antes de regresar a confirmar la conjetura o dar un contraejemplo, se observa que el toro es
topolégicamente equivalente a una esfera con un asa, el bitoro a una esfera con dos asas, etc., por
lo que se podria decir que el toro, el bitoro, etc. son esferas a las que se les ha hecho dos “agujeros™
o un nimero par de ellos (ajenos) y se les ha pegado los extremos de un cilindro con los bordes de
los agujeros formando asi un “asa.”
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Figura 5.16: Si se recortan dos agujeros en la esfera y se pegan los extremos de un cilindro se
obtiene un figura topolégicamente equivalente a un toro.

Tanto en los extremos del cilindro como en los bordes de los agujeros de la esfera se deben
indicar la manera correcta en que se debe de pegar el cilindro. Es importante hacer notar que si se
marcaran flechas, el sentido de las flechas en el cilindro es el mismo sentido y que las flechas en
los bordes de los agujeros de la esfera sefialan sentidos opuestos. Una esfera con un asa pegada
como se indica en la figura 5.16 es homeomorfa a un toro. De la misma manera como se pega un
asa a la esfera, se pueden pegar varias asas a la esfera iterando el proceso. Todas las superficies
construidas de esta forma son superficies con dos lados y equivalentes a un n-toro.

Figura 5.17: Una esfera con dos asas es equivalente a un bitoro.

¢Es cierto que toda superficie cerrada y conexa es topolégicamente homeomorfa a la esfera,
una esfera con un asa, a una esfera con dos asas, a una esfera con tres asas, etc.? La respuesta es
no, ya que se pueden obtener aquellas superficies no-orientables, una esfera con un agujero a la
que se le ha pegado una banda de Mébius como el plano proyectivo, la botella de Klein, una esfera
pegada tres bandas de Mébius, etc.

Es decir toda superficie conexa y cerrada es homeomorfa a una esfera, a una esfera con una
asa, una esfera con dos asas, o a una esfera con una banda Mébius, a una esfera con dos bandas de
Mbobius, etc.

Veamos grosso modo el por qué. Antes de dar una justificacién habra que considerar algunas
definiciones y proposiciones.

5.3.2. Clasificacion

Definicion 5.1 Una curva cerrada simple separa a una superficie M si M queda dividida en dos.
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Definicién 5.2 Una superficie M es esférica si toda curva cerrada simple separa a M.
Ejemplo 5.1 La esfera es esférica.
Ejemplo 5.2 El toro no es esférico.

Definicién 5.3 El niimero de Euler de un poliedro (una superficie cerrada formada por varias caras
poligonales) con v vértices, a aristas y ¢ caras es x (M) = v —a +c.

Consideremos un poliedro de la geometria elemental; la célebre férmula de Euleres v —a+c =
2. donde v es el nimero de vértices, a es el nimero de aristas y c es el nimero de caras. Por
poliedro se entiende por un conjunto finito de poligonos (caras) relacionados mutuamente tal que
se verifican las siguientes cuatro condiciones:

1. Dos poligonos cualesquiera del conjunto no tienen ningtn punto interior en comun.
2. Para cada lado de un poligono existen dos poligonos y solamente dos.

3. Dos poligonos cualesquiera del conjunto pueden unirse por una serie de poligonos de modo
que cada uno de ellos tenga un lado comdn con el siguiente

4. Los poligonos colocados alrededor de un vértice cualquiera pueden ser dispuestos en orden
ciclico de manera que dos poligonos consecutivos tengan un lado comin que pase por éste
vértice.

Un poliedro es simple si se puede deformar de manera continua en la superficie de una esfera.

Teorema 5.1 Todo poliedro simple satisface la férmula de Euler.

Demostracion Se construye la imagen plana del poliedro simple. Se quita una cara del poliedro
deformandose las otras caras hasta que puedan pertenecer al mismo plano. Aunque los poligonos
en el plano seguramente no serdn congruentes al poligono original, la red plana tiene tantos vérti-
ces v, asi como aristas a, como el poliedro original, y tiene una cara menos ¢ — 1. Si la red plana
del poliedro tiene poligonos con mds de tres lados, se traza una diagonal. Por lo que se estaria
agregando una cara y una arista por lo que x(M) = v — a + ¢ no cambia. Se continua asi hasta
llegar a una triangulacion.
Si se agrega un tridngulo mds:

a) Si tiene una arista en comiin con una arista de la red, se estaria aumentando un vértice, una
cara y dos aristas por lo que x(M) = v — a + ¢ se mantiene igual.

-
-

r
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b) Si se aumenta al unir una arista entre dos vértices, se estarfa aumentando una arista y una
cara por lo que (M) = v — a + ¢ se mantiene igual.

Dicha red se puede obtener de un simple tridngulo repitiendo las dos operaciones antes mencio-
nadas, por lo que el valor de x(M) = v — a + c en la red plana es la misma que en un tridngulo
simple, a saber, x(M) = v —a+c¢=3—3+1 = 1. Pero como esta red tiene el mismo nimero de
vértices, y el mismo nimero de aristas, pero una cara menos que el poliedro simple, se tiene que
X(M) =v—a+c=1+1= 2 para cualquier poliedro simple. |

Este ndmero se puede generalizar: dada una superficie cualquiera, como la esfera se puede ob-
tener una division de la superficie por “poligonos curvilineos” como cuando en el capitulo 4 se vio
que la esfera era homeomorfa al tetraedro (ejemplo 4.13). Dichos poligonos curvilineos deberdn
respetar las condiciones mencionadas al definir un poliedro, asi que el nimero de Euler de una
esfera es 2. Dicho niimero es independiente de la naturaleza de la divisién poligonal, por lo que se
dice que la esfera tiene caracteristica 2. Generalmente los poligonos mas usados son los tridngu-
los y se puede demostrar que toda superficie conexa cerrada es triangulable, dicha demostracién
requiere de mds herramientas y se encuentra fuera del alcance de estas notas; vedse (Moise, 1977).

Ahora por ejemplo el toro se puede subdividir en 9 vértices, 18 aristas y 9 rectdngulos, como
se muestra en la figura 5.18, por lo que el toro tiene x(M) = v — a + ¢ = 0. ;Qué sucede con el

Figura 5.18: El toro se puede subdividir en 9 vértices, 18 aristas y 9 rectdngulos.

bitoro? ;Hay superficies con caracterfstica negativas?

Esta es una caracteristica que es una invariante topolégica ya que dos objetos son topolégica-
mente equivalentes si existe un homeomorfismo, una transformacién continua de un objeto al otro,
por lo que la divisién poligonal se mantendria. La afirmacién conversa no es cierta en general, es
decir, si dos superficies tienen la misma caracterfstica, ello no implica que sean homeomorfas.

Lema 5.1 Si M es una superficie cerrada y conexa entonces x(M) < 2.
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Demostracion Solamente se dard una idea de la demostracién dada en (Micha, 1983b). Dada una
triangulacién A de la superficie M, se puede trazar una grdfica I' (figura 5.19) donde cada vértice
de I se encuentra dentro de uno de los tridngulos de A y cada arista de I' intersecta solamente una
arista de la triangulacién A; también se pedird que dicha grafica I' sea conexa y que no sea cerrada,
es decir, que todo vértice esté unido al resto de la grafica por una tnica arista (que no tenga lazos).

Siempre es posible encontrar una grafica maximal I' que satisfaga estas condiciones: ésta contiene
tantos vértices como tridngulos hay en A. Nétese que los vértices de la triangulacién original A no
estdn contenidos en la nueva grifica I', pero todos los vértices de A se pueden unir por las aristas
de I que no intersectan a las aristas de I', ya que no se permite que I" sea cerrada. Los vértices de A
se pueden unir con una grdfica a la que denotaremos por I'*.

Se tienen entonces las siguientes biyecciones:

vértices de A = vértices de ['",
tridngulos de A = vértices de I,
aristas de A < aristasde I"'y I'".

En consecuencia,
x(M) = x(A) = vértices de A + tridngulos de A — aristas de A = x(I') + x(I'"),

donde definimos y(G) = vértices de G — aristas de G para toda grafica G. Tenemos x(I') = 1 ya
que cada vértice de I estd relacionado con una arista y no es cerrado. x(I'*) <1 ya que es posible
que sea cerrada o bien que contenga varios lazos, concluyendo que x(M) < 2.

Figura 5.19: Parte de una triangulacién A (la triangulacién completa yace sobre la superficie) y su
correspondiente gréfica conexa y no cerrada (sin lazos) I'.

Lema 5.2 Sea M una superficie cerrada y conexa. Son equivalentes las siguientes afirmaciones:

a) M es esférica.
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b) x(M) = 2 (donde x es el niimero de Euler).
¢) M es homeomorfa a una esfera.

Demostracién Al igual que en el lema anterior, solamente se dara un bosquejo de la demostracion.

Para ver que a) implica b), procedamos por contradiccién. Supongamos que M es esférica y
definamos I' y I'"* como en el lema anterior; claramente el lema 5.1 se aplica a la esfera. En caso
que x(M) < 2, se tendria

X(T*) = x(M) = x(T) = x(M) -1 < 1,

de modo que I'* contiene un lazo C' que separa a M (véase la definicién 5.1), por lo que C contiene
un tridngulo que contiene un vértice de I" que no se puede unir con los otros vértices de I, una
contradiccion con la definicién de I'.

Ahora bien, b) implica c), pues si x(M) = 2, como x(I') = 1, se tendria x(I'*) = 1 por
lo que ambas son gréficas que no contienen lazos ni son cerradas; éstas se pueden ir ensanchando
obteniendo figuras homeomorfas a un disco cada una, sin intersecciones por lo que se pueden pegar
obteniendo una superficie homeomorfa a una esfera.

La demostracién de que c) implica a) queda fuera del alcance de estas notas, ya que si M es
homeomorfa a una esfera se puede considerar como una demostracion especial del Teorema de
Jordan, el cual tampoco es objetivo estas notas. |

Observacion 5.1 Se puede hablar de la relacion que hay entre el niimero de lazos que se necesitan
para dividir la superficie en dos partes, donde los lazos deben estar en cadena teniendo un solo
punto en comun con el lazo precedente en cada caso. Por ejemplo, en la figura 5.20 se ve como se
necesitan dos lazos en cadena para dividir el toro en dos pedazos, 4 para dividir al bitoro, etc.

> ® @® &

Figura 5.20: El nimero de “lazos en cadena™ necesarios para separar una superficie en dos es una
propiedad topolégica.

Teorema 5.2 Si M es una superficie cerrada y conexa, entonces M es homeomorfa a una esfera
con n-asas (n > 0) o a una esfera con n bandas de Mébius (n > 1).
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Demostracién Sea M una superficie, entonces x (M) < 2.
i) Si x(M) = 2 entonces M es homeomorfa a una esfera E.

ii) Si x(M) < 2 entonces M no es homeomorfa a una esfera E, por lo que existe una curva C
que no divide en dos a M.

Al cortar alrededor de C, cuidando el sentido, se tienen dos posibilidades (estirando la orilla ).
a) Es un cilindro.
b) Es una banda de Mdbius.

En el caso a) se obtienen dos circulos como borde (con flechas apuntado en sentidos contrarios)
y se rellenan cada uno con un disco. En el caso b) queda un solo circulo y se rellena con un solo
disco. A esta nueva superficie se le llama M y

M) = {x(M) +2 si C preserva la orientacion,
x(M)+1 siC invierte la orientacion;
lo anterior sucede ya que para todo disco D tenemos x (D) = 1. Por lo tanto, x(M) < x(My);
nétese que y(M) es estrictamente menor que x(M,). Si x(M,) = 2, entonces M, es homeomorfa
alaesfera E. Si y(M;) < 2 se puede hacer nuevamente una cirugia sobre M, (repitiendo el mismo
razonamiento) como la anterior, resultando otra superficie M con x(M;) < x(Mz). Dado que se
tienen desigualdades estrictas, se puede obtener una sucesion de superficies, M, My, Ma, ..., M.
tal que
X(M) < x(My) < x(Mg) < - < x(M;) =2,

donde M, es homeomorfa a una esfera y contiene un nimero finito de discos los cuales se pudieron
encontrar de tal manera que fueran ajenos.

Dado que M, es de un material eldstico se puede hacer ahora el proceso contrario, es decir,
quitar discos. Se tienen tres casos:

(i) Dos discos con flechas con sentidos contrarios, se ensanchan y se pegan quedando un asa.

(ii) Un solo disco, pegando los puntos diametralmente opuestos es decir colocar una banda de
Mdébius.
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(i) Dos discos con flechas apuntando en el mismo sentido, se ensancha uno para afuera y otro
para adentro y los pegamos es decir obteniendo una botella de Klein o dos bandas de Mébius
enlazadas.

Se obtiene una superficie M* homeomorfa a M. Concluyendo, si M*:

a) M es orientable, no contiene bandas de Mébius, sino que M* contiene n—asas, tantas como
cirugfas.
x(M)

n=1-=——=

2

b) M no es orientable, Por lo que contiene al menos una banda de Mébius.

.

Si se tuviera s6lo del tipo (i) se tendrfa una superficie orientable, por lo que no seria posible.

Solamente se puede tener el caso (ii) y el caso (iii) necesariamente logrando invertir el senti-
do y pegando con el otro obteniendo una botella de Klein, por lo que en este caso se tendrian
solo g bandas de Mdbius pegadas luego g = #(ii) + 2#(iii) = 2 — x(M). En caso que
hubiera un disco del caso (i) ademdas de uno del caso (ii), al deslizar esta por la banda de
Mobius cambiarfa de sentido obteniendo una del tipo (iii).

Por lo que podemos concluir, que toda superficie cerrada y conexa es homeomorfa a una esfera
con n asas (n > 0) o una esfera con n bandas de Mébius (n > 1). i
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Da cuatro ejemplos de objetos que sean homeomorfos a una esfera; 4 que sean homeomorfos
a un toro; 4 a un bitoro y 4 a un tritoro.

¢ Una camisa es homeomorfa a un overol?

Probar que identificando puntos diametralmente opuestos de una de las circunferencias con-
torno del cilindro, se obtiene una banda de Mobius. (Cortar a lo largo del camino cerrado

central de una banda de Mibius y ver lo que se obtiene.)

Da tres figuras homeomorfas a un anillo, a la gréfica de una hipérbola y auna Y.

¢Las gréficas de una funcién continua de los reales a los reales es homeomorfa a una recta?

.Son homeomorfas?

a)
b)

(Cudles de las siguientes configuraciones son homeomorfas?

a)

b)

)

O O—
o @
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Dada la siguiente configuracién, si quita un banda delgada como se ve en la figura ;resulta
homeomorfa a un disco? ;Qué combinaciones de los cortes A, By C' es necesario para que
la figura resultante sea homeomorfa a un disco? En caso que tuviera tres agujeros, ;cudntos
cortes se necesitan?

Si dos figuras son homeomorfas cada una a un disco ;qué se debe de cumplir para qué la
unién de éstas sea homeomorfa a un disco?

Encontrar una transformacién para obtener la figura (b) partiendo de la figura (a):




Capitulo 6

Topologia digital

“Las cosas que vemos no son lo que
parecen. .. Permanece totalmente
desconocido para nosotros lo que los objetos
pueden ser por si mismos,
independientemente de lo que perciben
nuestros sentidos. No sabemos nada sobre
ellos, excepto nuestra forma de percibirlos.”

Emmanuel Kant.

Generalmente, la materia de topologia se imparte como optativa ya sea tanto en la carrrera de
mateméticas o bien en matemadticas aplicadas, y el enfoque en su enseianza es siempre desde un
punto de vista puro y abstracto: definiciones, proposiciones y teoremas. Es poco comun que se
adapte parte de este material a las aplicaciones. ;Topologia en matemadticas aplicadas? Reciente-
mente se han utilizado algunos conceptos de la topologia, en psicologfa, en quimica (el ADN) y
computacion.

Es precisamente en este tdltimo contexto donde incide la llamada topologia digital, fundada por
Azriel Rosenfeld en 1979, como herramienta que intenta ayudar a mejorar las imdgenes, que por
ejemplo hayan sido enviadas desde sitios lejanos y en cuya recepcién hayan ocurrido errores que
pertuben su nitidez y calidad.

El procesamiento de imagen digital es una disciplina que se ha desarrollado rapidamente con
muchas aplicaciones: en los negocios (lectura de documentos), la industria (la automatizacion),
medicina (radiografias), geologia (fotos a grandes distancias) entre otros. El campo del tratamiento
digital de imagenes esté en continua evolucién. Durante los tltimos cinco afnos ha aumentado sig-
nificativamente el interés en la morfologia de las imédgenes, las redes neuronales, el procesamiento
de imagenes en color, la compresi6n y el reconocimiento de imagenes y los sistemas inteligentes
de andlisis de imdgenes. El interés por los métodos de tratamiento digital de imdgenes deriva de
dos 4reas de aplicacién principalmente: la mejora de la informacion pictérica para la interpreta-
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cién humana y el procesamiento de los datos de de la escena para la percepcién auténoma por una
mdquina.

6.1. Inicios del mejoramiento de imagenes
Una de las aplicaciones iniciales de la primera categoria de técnicas de tratamiento de imdgenes

consistié en mejorar las fotografias digitalizadas de periédico enviadas por un cable submarino
entre Londres y Nueva York.

Figura 6.1: Foto transferida por cable submarino entre Londres y Nueva York.

La introduccién del sistema Bartlane de transmision de imégenes por cable a principios de la
década de 1920 redujo el tiempo necesario para enviar una fotografia a través del Atldntico de mas
de una semana a menos de tres horas. Un equipo especializado de impresi6n codificaba las imdge-
nes para la transmision por cable y luego las reconstrufa en el extremo de recepcion. Algunos de
los problemas iniciales para mejorar la calidad visual de estas imdgenes digitales estaban relacio-
nadas con la seleccion de procedimientos de impresién y la distribucién de niveles de brillo. Dicho
método fue abandonado hacia finales de 1921 en favor de una técnica basada en la reproduccion
fotografica hecha a partir de cintas perforadas de la terminal telegrafica de recepcién. Los primiti-
vos sistemas Bartlane eran capaces de codificar imédgenes en cinco niveles de brillo distintos. Esta
posibilidad se increment6 a 15 niveles en 1929,

Las mejoras en los métodos de procesamiento para las imdgenes digitales transmitidas conti-
nuaron durante los siguientes treinta y cinco afios. Sin embargo, fue el advenimiento combinado
de las computadoras digitales de gran potencia y del programa espacial lo que puso de manifiesto
el potencial de los conceptos del tratamiento digital de imdgenes. La tarea de usar técnicas compu-
tacionales para mejorar las imdgenes recibidas de una sonda espacial se inici6 en el Laboratorio de
Propulsion Espacial (en Pasadena, California) en 1964 cuando las imagenes de la Luna transmiti-
das por el Ranger 7 fueron procesadas por un ordenador para corregir diversos tipos de distorsion
de la imagen inherentes a la cdmara de televisién de a bordo.
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Desde 1964 hasta la actualidad, el tratamiento digital de imdgenes ha progresado vigorosamen-
te. Ademds de aplicaciones al programa espacial, las técnicas de procesamiento digital de imagenes
se emplean actualmente para resolver problemas muy diversos. Aunque a menudo parecen inco-
nexos, estos problemas requieren normalmente métodos capaces de realzar la informacion de las
imdgenes para la interpretacion y el andlisis humano. En medicina, por ejemplo, los procedimien-
tos informatizados realzan el contraste o codifican los niveles de intensidad en colores para facilitar
la interpretacion de las imdgenes de rayos X y de otras imdgenes biomédicas. Los gedgrafos em-
plean las mismas o similares técnicas para estudiar los patrones de polucion a partir de imdgenes
aéreas o de satélites. Los procedimientos de mejora de las imdgenes y de restauracién se emplean
para procesar imdgenes degradadas de objetos irrecuperables o bien resultados experimentales de-
masiado costosos para ser duplicados. En arqueologia, los métodos de procesamiento de imdgenes
han servido para restaurar con éxito imagenes borrosas que eran los Gnicos registros existentes de
piezas extrafias perdidas o dafiadas después de haber sido fotografiadas. Asimismo, en fisica, en
astronomia, biologfa, medicina nuclear, investigaciones judiciales, defensa y aplicaciones indus-
triales se aplica la teorfa del tratamiento de imdgenes con €éxito.

Las mejoras de la imagen de rayos X de la figura 6.2 se llevaron a cabo mediante el realce de
contraste y bordes.

Figura 6.2: Mejoras en una imagen de rayos X.

En la imagen de la figura 6.3 se tiene la superficie del planeta Marte corrompida por inter-
ferencias durante la transmision desde la sonda espacial a la Tierra. La interferencia (las lineas
verticales estructuradas) pudieron suprimirse casi completamente mediante el procesamiento por
computadora.

El segundo gran campo de aplicacion de las técnicas de tratamiento digital de imdgenes men-
cionadas consiste en la resolucién de problemas relacionados con la percepcién automatizada. En
este caso, el interés se centra en los procedimientos para extraer la informacion de la imagen de
forma conveniente para el procesamiento por computadora. Los problemas tipicos de la percepcion
automatizada que utilizan técnicas de procesamiento de imdgenes son el reconocimiento automati-
co de caracteres, la visién industrial mecanizada para el ensamblado e inspeccion de productos, los
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Figura 6.3: Supresién de lineas verticales en imagenes de Marte enviadas a la Tierra.

reconocimientos militares, el tratamiento automético en huellas digitales, las muestras de sangre,
las imdgenes de rayos X y el procesamiento automatico de las imdgenes aéreas y de satélites para
la prediccién del tiempo y la evaluacién de cultivos.

6.2. Conceptos preliminares

El término imagen monocroma o simplemente imagen se refiere a una funcién bidimensional
de intensidad de luz f(z,y), donde z y y representan las coordenadas espaciales y el valor de f en
un punto cualquiera (z, y) es proporcional al brillo (o nivel de gris) de la imagen en ese punto. Una
imagen digital es una imagen f(z,y) que se ha discretizado tanto en las coordenadas espaciales
como en el brillo. Una imagen digital puede considerarse como una matriz cuyos indices de fila
y columna identifican un punto de la imagen y el valor del correspondiente elemento de la matriz
indica el nivel de gris en ese punto. Los elementos de una distribucién digital de este tipo se
denominan elementos de la imagen, o mis comunmente pixels (del inglés, picture elements).

Aunque el tamafio de una imagen digital varfa dependiendo de su aplicacion, se tienen gran-
des ventajas al seleccionar matrices rectangulares con tamaiios y nimero de niveles de gris que
sean potencias enteras de 2. Por ejemplo, un tamaiio tipico, comparable en calidad a una imagen
monocroma de television, es una matriz de 512 x 512 puntos con 128 niveles de grises.

Las etapas fundamentales del procesamiento de imégenes son:

Adquisicion de la imagen Es la primera etapa del proceso, para ello se necesita un sensor de
imdgenes y la posibilidad de digitalizar la sefial producida por el sensor. El sensor puede
ser una camara de televisién, que produce una imagen del dominio del problema cada 1/30
de segundo. El sensor de imdgenes puede ser también una cdmara de barrido de lineas que
produzca una linea de la imagen cada vez.
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Preprocesamiento Su funcién principal es la de mejorar la imagen de forma que se aumenten las
posibilidades de éxito en los procesos posteriores. Trata tipicamente las técnicas de mejo-
rara el contraste, eliminar el ruido y aislar regiones cuya textura indica la probabilidad de
informacion alfanumérica.

Segmentacion Consiste en partir una imagen de entrada en sus partes constituyentes u objetos. En
general, la segmentacion auténoma es una de las labores mds dificiles del tratamiento digital
de imdgenes. Por una parte, un procedimiento de segmentacién demasiado tosco no provee
una soluci6n satisfactoria de un problema de procesamiento de imédgenes. Por otra parte, un
algoritmo de segmentacién débil o errdtico casi siempre garantiza que tarde o temprano habrd
un fallo. El papel fundamental de la segmentacion es el de extraer caracteres individuales y
palabras del fondo.

A la salida de la segmentacién, se tienen los datos de pixel en bruto, que constituyen bien el
contorno de una regién o bien todos los puntos de una regién determinada. En cada caso es
necesario convertir los datos a una forma adecuada para el procesamiento por computadora.
Habra que tomar la primera decisién, si los datos se han de representar como un contorno
0 como una regién completa: como contorno cuando el interés radica en las caracteristicas
de la forma exterior, como esquinas e inflexiones o como regién cuando el interés se cen-
tra en propiedades internas, como la textura o la estructuracion. Sin embargo, en algunas
aplicaciones ambas representaciones coexisten.

Descripcién También llamada seleccion de rasgos, consiste en extraer rasgos con alguna informa-
cién cuantitativa de interés o que sean fundamentales para diferenciar una clase de objetos
de otra. En cuanto al reconocimiento de caracteres, descriptores tales como lagos (agujeros)
y bahias proporcionan rasgos poderosos que ayudan a diferenciar una parte del alfabeto de
otra.

Reconocimiento es el proceso que asigna una etiqueta a un objeto basindose en la informacion
proporcionada por sus descriptores. La interpretacion implica asignar significado a un con-
junto de objetos reconocidos.

La etapa que centraremos nuestro interés es en la segmentacion, proceso de descomponer la
imagen en regiones o en objetos. La segmentacién deberd detenerse cuando los objetos de interés
de una aplicacién hayan sido aislados. Esta etapa del proceso determina el eventual éxito o fracaso
del anglisis. Los algoritmos de segmentacién de imdgenes monocromdticas generalmente se basan
en una de las dos propiedades basicas de los valores del nivel de gris: discontinuidad y similaridad.

Discontinuidad El método consiste en dividir una imagen basdndose en los cambios bruscos de
nivel de gris. Las principales dreas de interés de esta categoria son la deteccién de puntos
aislados y la deteccién de lineas y bordes de una imagen.

Similaridad se basa en la umbralizacion, crecimiento de regién, y division y fusion de regiones.
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Existen varios algoritmos para efectuar la segmentacién, pero la finalidad es buscar regiones,
contornos, los cuales son descriptores topolégicos (componentes conexas, encontrar bordes o fron-
teras) ttiles para descripciones globales de regiones del plano imagen. Son propiedades a las que
no afecta ninguna deformacién, en tanto no haya divisién o uniones. Por ejemplo, un descriptor
topoldgico por el nimero de huecos de la region, la cual no es afectada por estiramiento o rotacion.
En general, el nimero de huecos cambiari si se parte o dobla la region.

Resumiendo, es necesario dividir en subconjuntos para poder delinear y estas particiones se
hardn basdndose en ciertas propiedades que compartan entre sf; relacionando los pixeles para asi
poder formar los diferentes subconjuntos. Esto nos lleva a recordar el Teorema de Jordan: {como
serd una curva cerrada en un plano digital, que cumpla el Teorema de Jordan?

Por estas propiedades cualitativas, topoldgicas, se define una topologia que se llamard “digital”
para introducir los conceptos de adherencia, conexidad, arco y curva. Basicamente, lo que se quiere
es segmentar dicha imagen en regiones conexas, ya que éstas corresponden a objetos diferentes.
Para poder lograr esto basta buscar los limites o bordes de las diferentes regiones obteniendo asf un
caparazon compacto de las diferentes regiones. Utilizar esta topologia serd para resolver algunos
problemas relacionados con el andlisis de una imagen y/o el reconocimiento de un patrén son:

= Adelgazar, el objetivo es reducir datos sin alterar fuertemente las propiedades topolégicas
como la conexidad y la homotopia.

= Comparar las formas de los objetos, en la cual se puede usar las invariantes de la homotopfa.

= Comparar los objetos, qué tanto se aproxima una imagen a la otra, utilizando una métrica.

Para lograr el objetivo de la segmentacion se puede encontrar los limites entre regiones basén-
dose en discontinuidades de la intensidad, o bien por medio de umbrales basandose en las propie-
dades de distribucion de los pixeles, tales como la intensidad o el color. Pero hay otra manera para
encontrar las regiones directamente, entre estas se encuentra la llamada formulacion bdsica.

Dicha técnica, formulacion bdsica, consiste en dividir a la regién completa de la imagen, R,
en n subregiones Ry, Ry, ..., I, con la ayuda de un predicado 16gico P(R;) sobre los puntos del
conjunto R?; de tal forma que:

a) U, Ri = R.

b) R; es una regién conexa, Vi € {1,2,...,n}.
¢) RiNR; = Qparai # j.

d) P(R;)es verdadero parai =1,2,...,n.

e) P(R; U R;) es falso parai # j.
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La condicién a) indica que la segmentacién debe ser completa; es decir cada pixel debe perte-
necer a una regién. La segunda condicién requiere que los puntos de una regién deben ser conexos.
La conexidad entre pixeles es un concepto importante para establecer los limites de los objetos y
las componentes de dreas en una imagen.

La condicién c) habla de que las regiones deben ser disjuntas. La condicién d) trata de las
propiedades que deben satisfacer los pixeles de una regién segmentada, por ejemplo tienen la
misma intensidad. Por dltimo la condici6n e) indica que las regiones [?; y I?; son diferentes en el
sentido del predicado P.

Al tener la imagen por medio de pixeles, lo que se busca es obtener una imagen lo més fiel que
se pueda lograr, por lo que cientificos de la computacién se ven implicados en problemas como
reconocimiento de algiin patrén, andlisis de una imagen y dreas relacionadas. Por lo anterior, se
desea desarrollar una teoria para el estudio de imdgenes digitales y determinar estas propiedades
topoldgicas tales como conexidad, trayectoria, el teorema de la curva de Jordan (toda curva simple
cerrada en el plano real lo separa en dos conjuntos ajenos y conexos), etc.

6.3. Topologia digital

Como ya se menciond, la pantalla de una computadora puede interpretarse como una matriz d
512 x 512, lo que permite pensar que la regién de una imagen a analizar, es un subconjunto de

ZxZ={(z,y)|z,y€Z}.

Matemdticamente, al considerar la imagen digital, se puede considerar como una cuadricula de
puntos y como un espacio euclidiano. Cabe preguntar: ;qué topologia se puede considerar para
poder hablar de conexidad, trayectoria, curva cerrada, etc.? Al considerar la topologia inducida
por la métrica euclidiana en un conjunto finito de puntos se obtendria la topologfa discreta (la cual
no funciona para este objetivo, ya que las propiedades topoldgicas en una topologia discreta son
puntuales), por lo que que es necesario alguna base no-euclidiana, considerar otra topologia para
poder hablar de propiedades topolégicas como conexidad, frontera, curva simple (en un conjunto
de puntos finito).

Concretando un poco, en este estudio es necesaria la propiedad de la curva de Jordan que dice
que toda curva cerrada simple (que no se intersecta a si misma) divide al plano en dos componen-
tes conexas, recordando que lo que se busca es segmentar la imagen en regiones con propiedades
comunes, es decir, se buscan componentes conexas, por lo que se necesita es poder dar una to-
pologia donde se dé la definicién de curva cerrada (para un nimero finito de puntos) y tenga la
propiedad de la curva de Jordan para poder hablar de conexidad para un plano digital (Z* x Z*):
.qué caracteristicas deben de cumplir los puntos en cada uno de los subconjuntos? ;qué deben de
cumplir? Recordemos que nos encontramos en un plano digital, donde en cada punto se encuentran
ocho puntos alrededor de €, siempre que no sea un punto frontera de la imagen. ¢Si éste punto se
encuentra en la curva cerrada, cémo saber para cada punto de estos ocho puntos que lo rodean en
que subconjunto se encuentran? ;C6mo se relacionan los puntos en cada subconjunto?
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Se sabe que el espacio de trabajo es una imagen digital, por lo que constard de un niimero finito
de puntos, es decir, es de la forma

N={(z,y)€Z*|1<z<M,1<y< N}

Ya que II es un arreglo (cuadricula) de puntos, para poder hablar de una trayectoria o arco serd
necesario modificar las definiciones en los espacios topolégicos.

Definicién 6.1 Una trayectoria es la imagen de una funcién continua, f: [a,b] C R — (X, T).

Definicién 6.2 Un arco es la imagen de un homeomorfismo, h: [a,b] C R — (X, T).

Para el objetivo que se busca serd necesario modificar el dominio, ya que hablamos de un
conjunto finito de puntos en el contradominio por lo se buscard un conjunto finito como dominio
(todo homeomorfismo tiene inversa): un subconjunto del conjunto de los enteros, y ademds serd
necesario darle una topologia determinada a este dominio para poder definir una trayectoria, un
arco, una curva cerrada “digital” en II, para que junto con la topologia que se le dé al dominio
sea posible justificar aquellos problemas relacionados con el andlisis de una imagen. Encontrar la
topologia adecuada para este subconjunto finito del conjunto de los enteros serd la llave para poder
hablar de la topologia correcta del plano digital. Ademds, también se encuentran puntos diferentes
que son los puntos en la “orilla” de II, los cuales habrd que manejar de diferente manera.

De todo lo anterior surgen algunas preguntas: ;c6mo es que curvas sencillas separan al plano
digital en componentes conexas? o inversamente, dada una particién de subconjuntos conexos ;se
pueden obtener curvas fronteras para dichos subconjuntos? ;cémo se puede representar en una
pantalla de la computadora?

Al aplicar algunos métodos de la clasificacién de los pixeles, tal como la tonalidad de grises,
al buscar una trayectoria se podra describir la misma siguiendo los puntos de la siguiente manera:
dado un punto que no pertenezca a la orilla de la imagen, si los 8 puntos que se encuentran a su
alrededor no comparten ninguna propiedad con éste, el punto y cada uno de los 8-vecinos se en-
cuentran en diferentes componentes conexas diferentes. Si el punto y tres o mds puntos comparten
la propiedad P querrd decir que no todos son puntos frontera o se encuentran en el borde de la
componente conexa. Por lo anterior, al trazar una trayectoria se requiere que dado un punto en
esta, se una con algin punto de los ocho que se encuentran a su alrededor, por lo que empezaremos
hablando de lo que se entiende por dos “pixeles” o puntos adjuntos .nocién conexa), para asi poder
construir una topologia con los mismos invariantes y las mismas propiedades que se observan en
la “geometria euclidiana.” La curva que deseamos describir serd aquella que dado un punto en ella
este unido con al menos uno de los ocho puntos que lo rodean.

Por otro lado, se busca que la trayectoria sea conexa, la imagen continua de espacio conexo
es conexo: el dominio continuo / = |[a, b] es conexo, por lo que en el caso digital se busca™un
conjunto K como dominio, con la topologia adecuada, para que sea conexo. Al hablar de “arco”
se buscard que no solo f sea continua sino que también sea un homeomorfismo, asi que el dominio
digital K deberd de ser de cardinalidad finita (seria imposible tener una inversa con una imagen
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finita y un dominio infinito), es decir un conjunto homeomorfo al conjunto {1,2,...,n} para
alguna n € Z*. Vemos entonces que es posible darle un orden al dominio. Como se busca que
dicho conjunto sea conexo, la topologfa para este conjunto no serd, la topologia discreta, la cual
es heredada por {1,2,...,n} como subespacio de R, ya que con dicha topologia, el subespacio es
totalmente disconexo.

Dicho conjunto K deber4 tener la propiedad que el subespacio que conste de dos puntos con-
secutivos (dado que es homeomorfo a un subconjunto finito de los enteros positivos) sea conexo.

Para formalizar todas estas ideas y definir con precision la topologia a trabajar se dard estas
primeras definiciones. Un pixel P de coordenadas (z,y) (que no pertenezca a la orilla de la imagen)
tiene:

0O 00O0ODODOO®OODOO0OO0O
0O0O0O0DO0ODOOOOOOOO
O 00 0O0O0CO0OO0OCO0OO0OO0OO0
O O0O0CODOOOEBENOOCO
0000 0COERENROOCO
O ocoo0O0O0OOBENODO
o oBBOO0O0CO0O0O0O0CO0OO
omMmEMNOOOOOOOO
oOoOoOMEMOOOOOODOOO
00000 O0CO0O0CO0O0OO0OCO0
©O0O00O0O0O0COO0OO0O OO0
4-vecinos N

Figura 6.4: 4- y 8-vecinos de un punto.

» 4 vecinos horizontales:

z+ 1,y),

x—1,1

« )
2( ),
3 siy+1)y
4. (z,y—1),

a los cuales se les llama 4-vecinos.

» 4 vecinos diagonales:

5. (z+1,y+1),
6. (x—1,y+1)

7. (z+1,y—1)y
8. (z—1,y—-1),

que junto con los primeros 4 se denominan 8-vecinos.
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Para determinar si dos pixeles estén conectados (pertenecen a la misma componente conexa), deben
determinarse si son adyacentes en algin sentido (4-vecinos o 8-vecinos) y si sus niveles de grises
cumplen un criterio especificado de similitud, por ejemplo ser iguales o estar en el mismo intervalo.

Un camino desde un pixel P = (z,y) a otro pixel Q = (s,¢) es una sucesién de diversos
pixeles de coordenadas (2o, %o), (1,%1), - - -, (Tn, Yn), donde (z9,v0) = (2,4) ¥ (Tn, yn) = (s, t)
y (2, y;) es un 4-vecino o un 8-vecino (adyacente) a (z;_1, ;). Un subconjunto S se dird conexo
si dados P, () € S existe un camino desde P hasta () que consista totalmente de pixeles de S.
Para cualquier pixel P dentro de S, el conjunto de pixeles de S conectados a P se denomina
componente conexa de S. Por lo que cualquier par de pixeles de una misma componente conexa
estdn conectados entre sf, y componentes distintas son disjuntas.

Para definir la topologia adecuada en

N={(zr,y) €Z*|1<z<M,1<y< N}

se debe considerar primero la topologia adecuada en K, el cual es homeomorfo a {1,2,...,n}.
Considérese el caso particular X' = {1,2,...,n}; de otro modo habria que considerar el homeo-
morfismo de K a {1,2,...,n}.

Proposicién 6.1 Sea B = {{z} | = € K esimpar} U {{z — 1,z,2 + 1} | = € K es par}. El
conjunto definido como7T = {U C K |Vy € U,3B € B> y € B C U} es una topologia
en K. Notese que no es posible separar dos puntos consecutivos por medio de abiertos, es decir, el
conjunto de dos puntos consecutivos es un conjunto conexo.

Demostracion Tenemos que
» () € 7 por vacuidad. Ademds, K € 7 ya que, para toda z € K,

z € {z} si z es par,
z€{z—1,z,2+1} sizesimpar.

» Sean U,V € Tyz € UnV. Por la definicién de 7, existen By, B, € B tales que
z€ By CUyze€ By CV.Se tienen algunos casos:
e Si B, ={z} yBs={z},entoncesUNV € T.
® SiBy={z}yBs={z,2+1,2+2} (obien {z — 2,2 — 1, 2}) se tendria

z€{z}=BiNB,cUNVeT.

Andlogamente si By = {2z} y By = {z,2+ 1,z + 2} (o bien {z — 2,z — 1, z}).
® SiBy=B;={z,2+1,2+2} (obien {z — 2,2 — 1,2}),entonces U NV € 7.

Si By ={z,2+1,2+2}y By = {z— 2,2 — 1, 2} (o0 viceversa) entonces z es impar
porloque {2} e Byze{z}=BiNBacUNV,porloqueUNV eT.




6.3. TOPOLOGIA DIGITAL 121

s Sean {U,}c;, donde U; € T paratodai € I.Si z € |J,¢; Ui, existe ig € [ tal que z € Uy,
asf que existe B € Btal que z € B C U, , porloque 2z € B C Uj, C U, Ui.

Por lo tanto 7 es una topologia. i

Dado que K solo tiene un nimero finito de puntos, al darle una topologia existe solo un nimero
finito de abiertos, por lo que cualquier interseccion de abiertos es abierta. A este tipo de topologia,
en la que cualquier interseccion, finita o infinita, de abiertos sea abierta, se le llama topologia de
Alexandroff. Ademds, K es conexo ya que no es posible separarlo en dos abiertos ajenos no vacios,
pues, como ya se observé, dos puntos consecutivos no pueden pertenecer a dos abiertos distintos.
Asimismo, K tiene la propiedad de orden. Dadas estas propiedades de K, se justifica la siguiente
definicion:

Definicién 6.3 Un espacio topolégico ordenado conexo (ETOC ) es un espacio topolégico conexo
con la siguiente propiedad: Dados tres puntos diferentes x,, x5 y 23 en X, existe 7 tal que z; y 7
se encuentran en diferentes componentes de K \ {z;}, donde {¢,j,k} = {1,2,3}.

Proposicién 6.2 En todo ETOC se puede definir un orden total.

Demostracién Sea X un ETOC y sea € X un punto no extremo. Entonces X \ {z} consta de
dos componentes:

Ux) = {y |y > =},
Liz)={y|y < =z}

Este orden es tinico salvo si lo invertimos. Dado cualquier par de puntos = y y:

= Si y y z se encuentran en diferentes diferentes componentes con respecto a z, es decir,
y € U(z) y z € L(z) entonces definimos y > 2.

= Siyy 2 se encuentran en la misma componente, digamos en U(x), se consideran las com-
ponentes con respecto a alguno de los dos; consideremos las componentes con respecto a
y: U(y) serd aquella componente que no contenga a r y L(y) serd aquella componente que
contenga a z. Si 2 € U(y) entonces definimos z > y, y si en cambio z € L(y) se define
Yy

Se deja como ejercicio para el lector demostrar que la relacion <’ estd bien definida y que es
una relacién reflexiva, antisimétrica y transitiva, es decir es un orden parcial. Mostraremos que
cualesquiera dos puntos y, 2 € X se pueden comparar:

= Siyy z se encuentran en diferentes componentes de X \ {z} entonces, sin pérdida de
generalidad, y € U(z) y z € L(z), asique z < y.

= Siyy 2 se encuentran en la misma componente de X\ {z} entonces:
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¢ Siy, z € U(z), por ser X ETOC, z,y se encuentran en diferentes componentes de
X\{z},z e L(z) yy € U(z) porlo que z < y.

® Siy, 2 € L(x), por ser X ETOC, r,y se encuentran en diferentes componentes de
X\{z},z€eU(z)yy € L(z) porlo que z < .

Luego, el orden es total. |
Por lo que se puede concluir:

Proposicion 6.3 Si X es un ETOC con al menos tres puntos, cada punto es cerrado o abierto. Un
punto z es cerrado (abierto) si y solo si U(x) y L(x) son abiertos (cerrados).

Demostracion Si X es un ETOC con al menos tres puntos, entonces existe un punto que no
es extremo; sea x dicho punto. Sean A, B las componentes de X \ {z}, A = Ay B = Bo
A= AuU{z}y B = BU {z}, ambos cerrados o ambos abiertos ya que X es conexo. Si Ay B
son cerrados, {x} es abierto. Si Ay B son abiertos, {z} es cerrado. ¥

Proposicion 6.4 Dados dos puntos consecutivos, adyacentes por el orden, entonces uno es abierto
y el otro es cerrado.

Demostracion Sean x, i dos puntos consecutivos, es decir, i sucesor de z: y = z+. Supéngase
que {z} es cerrado, por lo que U(z) y L(z) son abiertos. U(z) = U(z) U {z} = U(y). Luego
Uly) y L(y) son cerrados, concluyendo {y} es abierto. Andlogamente se demuestra en caso que
{z} sea abierto. Nétese que en caso de tener un punto frontera, es necesario hacer una pequena

modificacidn.

Observacion 6.1 Dado K C Z finito, se tiene los siguientes abiertos, los mds pequefios en cada
punto son los elementos de B. Asimismo, por los resultados anteriores se puede concluir que todo

@) - @ ©) (@) :

Figura 6.5: Abiertos de K C Z.

espacio ETOC finito (topologia de Alexandroff) con al menos tres puntos, es homeomorfo a un
subconjunto de los enteros con la topologia ilustrada en la figura 6.5.

Por medio de los ETOC:s serd posible definir una trayectoria digital y un arco digital:

Definicién 6.4 Una trayectoria digital es la imagen de una funcién continua con dominio un
ETOC finito.

Definicién 6.5 Un arco digital es la imagen de un homeomorfismo cuyo dominio es un ETOC
finito.
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Observacién 6.2 De ahora en adelante consideraremos que la topologia de
M={(z,y)€2*|1<z<M1<y< N},

es la topologia producto (que se define a continuacion) que se obtiene al considerar a los conjuntos
{1,2,...,M}y{1,2,...,N} como ETOCs.

CEICHOHOHEOKKS)

Figura 6.6: Topologia producto de IL.

Definicién 6.6 Sean (X, 7x)y (Y, Ty) dos espacios topol6gicos. El espacio topolégico (X x Y, Txxy)
cuya topologia esta dada por

Txxy ={UxV |U€Tx,V € Ty}
es el espacio topolégico producto y su topologia es la ropologia producto.

Definicién 6.7 Dado Z? con la topologia producto, donde cada Z es un ETOC, se tienen dos tipos
de puntos:

« Un punto puro, P = (n,m), donde {n} y {m} son ambos cerrados o0 ambos abiertos.
« Un punto mixto, Q = (n,m), donde {n} es cerrado y {m} es abierto, o viceversa.
Definicién 6.8 El conjunto adjunto de P es ¢l subconjunto de los 8-vecinos dado por
A(P) = {Q es 8-vecinode P | { P,Q} es conexo segin la topologia producto}.

Definicién 6.9 La cardinalidad de un conjunto S es el nimero de elementos de Sy se denota
por |S|.

A(P)| = 8. Si Q es un punto mixto, |A(Q)| = 4.

Proposicion 6.5 Si P es un punto puro,
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Demostracion Sea P = (n, m) un punto que no sea frontera, donde {n} y {m} son abiertos. Cada
uno de los ocho puntos que lo rodean estd compuesto por un cerrado y un abierto, o bien por dos
cerrados.

» Los abiertos que contienen a P = (n,m) son:

{n-2,n-1,n} x {m},
{n} x {m —2,m —1,m},
fn} x {m},

{n} x {m,m+1,m + 2},
{n,n+ 1,042} x {m—2,m—1,m},
{n,n+1,n+2} x {m},
{fn,n+1,n+42} x {m—-2,m—1,m}.

* Los abiertos que contienen a Q = (n + 1,m) son:

{n,n+1,n+2} x {m—-2,m—-1,m},
{n,n+1,n+2} x {m},
{n,n+1,n+2} x {m—-2,m—-1,m}.

Por lo tanto, cada abierto que contenga a () contiene a P, por lo que {(n, m), (n+1, m)} es conexo.

Andlogamente para los siete puntos restantes; nétese que los ocho puntos que rodean a P,
ninguno es puro abierto-abierto, dado que cada uno contiene al menos un cerrado, por lo que
para cualquier abierto es necesario considerar un abierto con tres puntos consecutivos. Esto hace
imposible separar al conjunto de P con cualquiera de los ocho puntos (n,m + 1), (n+1,m=*1)
y (n £ 1,m). Es obvio que para cualquier otro punto R distinto de los ocho anteriores el conjunto
{P, R} es disconexo.

En el caso que Q = (n,m) sea un punto mixto. Supéngase que {n} es abierto y {m} sea
cerrado sin pérdida de generalidad. Alrededor de @ se tienen 8 puntos, 4 puros y 4 mixtos. Con-
sideremos un punto puro abierto-abierto Q* = (n,m + 1) (0 Q* = (n, m — 1)). Los abiertos que
contienen a ( son:

{n-2,n—-1,n}x{m—-1,mm+ 1},
{n} x {m —1,m,m+ 1},
{n,n+1,n+2} x {m—1,m,m+1}.

Los abiertos que contienen a Q* son:

{n-2,n-1n}x{m-1,mm+1},
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{n—-2,n—1,n} x {m+ 1},
{n—2,n—1,n} x {m+1,m+2,m+3},
{n} x {m—1,m,m+ 1},

{n} x {m + 1},

{n} x {m+1,m+2,m+ 3},
{n,n+1,n+2} x {m—1,m,m+ 1},
{n,n+1,n+2} x {m+ 1},
{n,n+1,n+2} x {m+1,m+2m+3}.

Nétese que todo abierto que contiene a (), contiene a Q* por lo que {@, Q" } es conexo.

SiQ*™ = (n+1,m) (0 Q" = (n — 1,m)), es decir, Q** es un punto puro cerrado-cerrado,
entonces el abierto que contiene a Q** es {n,n + 1,n + 2} x {m — 1,m,m + 1}, y por supuesto
contiene a Q. Luego {Q, Q™" } es conexo.

Sea R un punto mixto, alrededor de (). Tenemos R = (n+1,m —1), donde {n+1} es cerrado
y {m — 1} es abierto. Los conjuntos {n,n + 1,n + 2} x {m — 1} y {n} x {m —1,m,m + 1}
son dos abiertos que al intersectarlos con {Q, R} lo separan. En consecuencia, I no se encuentra

en A(Q).

Andlogamente se prueba para los otros tres puntos mixtos alrededor de P.

» Para construir una trayectoria digital es necesario que la sucesién sea de puntos adyacentes.
Por lo que una gréifica conexa serd encontrar los conjuntos conexos.

« Para un arco, no podrd contener un punto mixto ya que el punto puro anterior serd conexo
con el punto puro posterior al punto mixto.

Definicion 6.10 Sean P y @ dos puntos de II. Una 4-trayectoria (8-trayectoria) de I a @) es la
sucesion de puntos P = Py, Py, ..., P, = Q tal que P, es 4-vecino (8-vecino) de P;_;.
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Figura 6.7: Una 4-trayectoria y una 8-trayectoria.
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Definicién 6.11 Sea S un subconjunto de IT y supéngase que S no contiene ningiin punto frontera.
Decimos que S es 4-conexo por trayectoria (8-conexo por trayectoria) si todo par de puntos en S
son 4-conexos (8-conexos).

Proposicion 6.6 4-conexo por trayectorias (8-conexo por trayectorias) es una relacion de equiva-
lencia.

Demostracién Se hard la demostracion para 4-conexo; la demostracién para 8-conexo es andloga.

Reflexividad Es inmediato.

Simetria Sean P y () dos puntos 4-conexos, existen P, ..., P,_; de S tal que P, es 4-vecino de
Fi_yconi€ {1,...,n}donde Py = Py P, = Q. se define la siguiente sucesién de puntos
Qj = Ppjconj€ {1,2,...,n},dado j, Q; = Po—j y Qj—1 = Pn_;;+150n 4-conexos, por
lo que Py @ son 4-conexos.

Transitividad Sean P, Q) y R tales que P, ) son 4-conexos y @, R son 4-conexos.

Existen P = Py, P, ..., P, = QyQ = Qo, Q1, ..., Qm = R tal que P, es 4-vecino de
Pi_1,y P;pertenecea S,i € {1,...,n — 1} y Q; es 4-vecino de Qj-1,y Q; pertenece a S,
j€{1,...,m —1}. Porlo que P, R son 4-conexos.

Por lo tanto 4-conexos por trayectorias es una relacién de equivalencia. ¥

Corolario 6.1 La relacién 4-conexo por trayectorias (8-conexo por trayectorias) induce una parti-
cion.

Definicion 6.12 A cada clase de equivalencia se le define componente conexa por trayectoria.

Proposicion 6.7 Un espacio topoldgico finito es conexo si y solo si es conexo por arcos-digitales
si y solo si es conexo por trayectorias-digitales.

Demostracién Sea (X, 7) un espacio topol6gico finito.

» X es conexo entonces es conexo por arcos-digitales.
Supongamos X = {z;,2s,...,2,} yseanz,y € X.

Sean N(z;) = Uy, donde z; € U,, y Uy, es abierto. N(z;) es abierto, generalmente no se
puede garantizar que sea abierto, pero como X es finito el nimero de U,, también lo es. Hay
espacios de cardinalidad no finita, llamados locamente finitos, que tienen esta propiedad.

N(z;) no pueden constar de un solo elemento, z;, ya que X es conexo, luego, sin pérdida
de generalidad, supdngase que z; € N(z), si N(z2) C N(x) es necesario que exista otro
elemento que este contenido en N(zy), ya que en caso contrario N (z;) y Uis N(z;) serfan
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dos abiertos ajenos distintos del vacio y cuya unién da X. Esto garantiza que cada N (z;)
intersecta a otra N (z;).

Dados dos puntos z, y € X, se hace una cadena de elementos de X como sigue: Sea z,, €
N(x,); se tienen dos casos:

1. _-JV(CEIT]) c J'V(.L‘])
2. N(zy) € N(zg, )

T4, tal que N(z,,) C N(z,,)enelcaso 1o N(z;) C N(z,,) 2., en el caso 2, distinto a los
anteriores

Existe ng € {1,2,...,n} talque z,, = y.
Luego sea h: {1,...,no + 1} — X definida por h(t) = z,,_, con z,, = ;.

» Si X es un espacio topolégico conexo por arcos-digitales entonces es conexo por trayectorias-
digitales.
Es claro ya que, todo arco es una trayectoria.

« Si X es un conjunto finito, es un espacio topoldgico conexo por trayectorias-digitales en-
tonces es conexo.

Sea 1y € X.dadoy € X existe una trayectoria-digital que los une luego &g y y se encuentran
en la misma componente conexa de X, imagen continua un conexo. Como z; es un punto
que se encuentre en la interseccién de cada componente, la unién de estas componentes es
conexo concluyendo que X es conexo.

Definicién 6.13 Sea S C Z? que no contiene puntos frontera.

= La tinica componente conexa por trayectoria de S que contiene a la frontera se llama res-
paldo de S.

» Cualquier otra componente conexa por trayectoria de S© se llama agujero de S.

Definicién 6.14 Si S no contiene agujeros, S se llama simplemente conexa.

Recordemos que el objetivo es aplicarlo a las imédgenes digitales, donde muchas veces lo que
se desea es adelgazar es decir reducing elongated, objetos que tienen un solo agujero a una curva
cerrada o bien objetos simplemente conexos reducirlos a arcos. Nétese que se consideran muchos
aspectos de la topologia en el sentido de conexidad ya que es via estas propiedades con las cuales
se podra segmentar la imagen digital.

Observacién 6.3 Notese que se ha definido conexidad via trayectorias y no via abiertos.
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Observacion 6.4 Para fines précticos al considerar a S como k-conexo serd necesario no utilizar
la misma conexidad para S°.

Ejemplo 6.1 Consideremos la figura 6.8. Es este ejemplo si se considera a S¢ como 4-conexo se
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Figura 6.8: El complemento de una 4-trayectoria (8-trayectoria) es un conjunto 8-conexo (4-
CONexo).

tendrian dos agujeros. Pero si se considera a S° con el mismo tipo de conexidad que el 8-arco, se
afirmarfa que no tiene agujero.

Proposicion 6.8 S C I es un 4-arco (8-arco) si es conexa y todos los puntos salvo dos (extremos)
tienen exactamente dos 4-vecinos (8-vecinos) y los extremos exactamente un 4-vecino (8-vecino).

Demostracion Es inmediato ya que se trata de un homeomorfismo. |

Observacion 6.5 Un 4- u 8-arco contiene al menos dos puntos, para evitar casos degenerados.

Observacién 6.6 Un arco no puede ser un 4-arco y 8-arco al mismo tiempo salvo si este es un
segmento horizontal o vertical.

Es decir S es un arco-digital con puntos finales x e y si y solo si |A(z)] = |A(y)] = 1y
A(w)| = 2 paratodaw € S'\ {x, y}. Donde |A(w)| significa los puntos adyacentes (orden) de w,
esto se debe ya que, en ETOC.

Proposicion 6.9 Un arco es simplemente conexo.

Demostracion Lo demostraremos por induccién sobre el nimero de puntos en el arco.

Base Para n = 2 tenemos dos puntos Py @ en el arco; dado que estdn en un arco, P y @ son
4-vecinos u 8-vecinos. Py @ son los extremos. Es claro que S no tiene agujeros.
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Inducciéon Supéngase cierto para k, es decir, supongamos que P, ..., Piy; forman un 4-arco;
supongamos sin pérdida de generalidad que Py, es un punto extremo y Fj es el tnico 4-
vecino de Py ;. Al considerar el 4-arco Py, ..., P; éste no contiene ningin agujero es decir
cualquier par de puntos de S¢ se puede conectar via una 8-trayectoria, dado que P41 solo
tiene un 4-vecino que es P, luego los siete restantes 8-vecinos no pertenecen a S. Dado
cualquier par de puntos de S¢ por ejemplo @1y @2, existe un punto R de los siete de los
8-vecinos de P, y un 8-arco que una a (; con R y otro 8-arco que una 12 con ()7 por lo
que Q; y Q2 pueden ser conectados por un 8-arco en S°¢. Luego es valido para k£ + 1.

Por lo tanto, un arco es simplemente conexo. i

La demostracién para el caso de un 8-arco, es andlogo, lo tnico que cambiaria es que en lugar
de hablar siete 8-vecinos restantes se tendrdn tres 4-vecinos solamente. Esto no afecta ya que fue
necesario fue tomar solamente uno de ellos.

Observacién 6.7 La proposicion no serfa cierta si se tuviera el siguiente caso del 4-arco.

Definicién 6.15 S C Il es una 4-curva (8-curva) de Jordan, si es conexa y cada punto de S tiene
exactamente dos 4-vecinos (8-vecinos).

Observacion 6.8 Se considera que una 4-curva tiene al menos 8 puntos y una 8-curva tiene al
menos 4 puntos.

Observacién 6.9 Obsérvese que en cada caso que A(z), donde z no es punto frontera, X'\ A(z)
tiene exactamente dos componentes.

Proposicion 6.10 Una curva tiene a lo mds un agujero.

Demostracién Sea S una curva, al quitar un punto de S se obtiene un arco el cual no tiene agujero
por lo que al agregar un punto a lo més se tendria un agujero.

Teorema 6.1 Si C es un arco en X, entonces X \ C y borde(X) \ C tienen el mismo nimero de
componentes. La correspondencia serd la inclusion.

Demostracién Sea B el borde(X) y sean C(B \ C) el conjunto de componentes conexas de B\ '
y C(X \ C) el conjunto de componentes conexas de X \ C,ysea ¥: C(B\ C) — C(X \ C) tal
que

(W) =V,

donde V es la componente conexa que contiene a 1. Debemos demostrar que W es biyectiva.

Suprayectividad Mostraremos por inducccion sobre |C'| que cada componente de X'\ C' intersecta
aB\C.
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Supdngase existe un contraejemplo y sea C, el arco mds corto para el cual existe una com-
ponente D* que no intersecta a B.

Seanp € D* y f un punto extremo de C.
SeaC* =C\ {f}. |C*| < |C]|,

luego la componente correspondiente a p en X \ C* intersecta a B, existe un arco C'* que
conectan a p con B.

Se afirma que f € C*

A(f) consta de 4 puntos, por lo que se construir “un puente” de tal manera que sea ha
construido un arco de p a B sin utilizar el punto f, lo cual es una contradiccién.

nétese que |A(f)NC

= 1y A(f) es una curva de Jordan, por lo que A(f)\ C es un arco.

Inyectividad Mostraremos que a cada par de componentes de B \ C' le corresponde un par de
componentes de X'\ C diferentes. Por lo que basta probar que cualesquiera arco que una dos
puntos, en diferentes componentes debe intersectar a C'. Supdéngase lo contrario; C' debe de
intersectar a B en al menos dos puntos. Sean X; y X, dos componentes diferentes de B\ C,
sea D un arco que intersecta a ambas componentes pero no intersecta C', dado que existe un
tercer punto en cada uno de las componentes, a, y a2 que no son las intersecciones de D ni
de C' en las componentes respectivas éstos se podrian unir via D sin intersectar a C' por lo
que implicaria que se encuentran en la misma componente, llegando a una contradiccién.

Supobngase que la cardinalidad de alguna de ellas, por ejemplo X, tiene més de tres puntos.
Sea a” el punto inicial de X tal que no es punto ni de C' ni de D. Considérese a X5 \ {a*}
en lugar de Xy, es decir eliminando todo un renglén. Lo cual se llega a una contradiccién.

Porlo tanto X \ C'y B\ C tienen el mismo niimero de componentes. |

Teorema 6.2 Si J es una curva digital de Jordan que no intersecta al borde entonces 7. \ J tiene
exactamente dos componentes.

Demostracion (i) Primero demostraremos que Z? \ .J tiene a lo més dos componentes.

Seaj € J, J\ {j} es unarco que no intersecta el borde, por lo que Z2 \ (J — {j}) es conexo.
Para cada punto de Z?*\ J puede unirse con j por medio de un arco en Z?\ .J. Cada arco intersecta
a A(j) \ J, por lo que cada punto de Z? \ J puede unirse a A(5) \ {j} via un arco con puntos
tinicamente de Z? \ .J. Dado que A(j) \ J tiene dos componentes, luego Z2 \ J tiene a lo mds dos
componentes.

(ii) Ahora demostraremos que Z? \ J tiene al menos dos componentes.

Sea m la primera recta que toca a J/, se eliminan todos los renglones que no cortan a ./ obtenien-
do un nuevo espacio X * formado por [Z \ {1,2,...,m —1}] x m. Seapy € J Nm, py = (zg, m),
esta conectado a dos puntos, ambos con segunda coordenada mayor o igual a 7, uno de ellos de-
berd ser uno de los siguientes puntos {(zg — 1,m), (xo + 1,m), (zo+ 1,m + 1), (xg — 1,m + 1)}
al que denotaremos por qq.
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» Si go es de la forma {(zg — 1,m), (zo + 1,m)} consideremos el arco formado por J \ Pofo.

= Si g es de la forma {(zo + 1,m + 1),(zo — 1,m + 1)} se construird el siguiente arco,
[J \ Podo) U oq1 donde q; = (x¢ £ 1, m) dependiendo de gp.

En ambos casos se forma un arco, J*, que divide a la frontera en dos componentes, por lo que
X*\ J tiene dos componentes por el teorema anterior, por lo que existe un elemento jp que no
puede unirse con algiin elemento de Z \ {1,2,...,m — 1}| x {1} (frontera). Dicho punto es un
punto “interior” de .J y es muy claro que dicho punto se encuentra en diferente componente que
un punto frontera, por lo que al menos hay dos componentes.

6.4. Aplicacion

Algunos problemas que aquejan a cientificos en computacion se refieren al reconocimiento de
patrones, andlisis de imdgenes, ejemplos de éstos donde el uso de ciertas propiedades topolGgicas
interfieren son:

1. Achicar, una accién importante en el andlisis de imédgenes es la de reducir datos (data) sin
modificar las propiedades topoldgicas cruciales como la conexidad.

2. Uso de la métrica Hausdorff como medida para comparar dos imégenes.
3. O bien el uso de las invariantes homot6picas para comparar las formas de los objetos.

Consideraremos solamente el inciso a, por lo que uno de los objetivos es el de adelgazar la
imagen, si simplemente se esta interesado en las propiedades conexas tanto de S como de S°, por
lo que seré posible remover algunos puntos sin cambiar €stas propiedades.

Definicién 6.16 Un punto P de S es simple si S\ {P} tiene el mismo nimero de componentes
(en el mismo sentido que S) que S,y S'U {P} tiene el mismo nimero de componentes (en el
sentido de S) que S.

Es claro que un punto aislado de S (no tiene vecinos de S) y un punto interior de S (todos los
8-vecinos en S) no puede ser simple. Un punto extremo de S, aquel que tiene exactamente un solo
vecino de S, siempre serd simple.

Si S es simplemente conexa y P no es un punto aislado, ni interior, ni simple, entonces S\ { P}
no es conectada ya que en caso contrario se tendria que Sy S\ {P} tienen el mismo nimero de
componentes y dado que S no es interior existe un elemento de su 8-vecindad que no se encuentra
en S por lo que S U { P} tienen el mismo nimero de componentes contradiciendo el hecho que P
no es simple.

Por lo anterior si S es simple conexa y tiene mds de dos puntos entonces debe de tener al menos
dos puntos simples. Por inducci6n de la cardinalidad de S, si S tiene 3 puntos y es simplemente
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conexa al menos cada punto se encuentra unida a otro, si existe un punto que debe estar unido a los
otros dos en caso contrario S no podrfa ser simplemente conexa, los otros dos puntos son puntos
simples y es posible que sean puntos extremos. En caso que S tuviera tinicamente dos implicaria
que éstos son extremos. Se afirma que dichos puntos solo tienen un punto de sus vecinos en S,
ya que cualquier otro punto implica que S\ {P} no es simplemente conexo o S U { P} no tiene
el mismo nimero de componentes que S. es decir que es punto interior, contiene a toda su 8-
vecindad, al unir uno de estos puntos simples en caso que no fueran extremos estaria unido a dos,
uno con sus 8 puntos por lo que habria mds de dos puntos simples. En caso que hubiera un punto
interior, es decir su 8-vecindad se encuentran en S, si estos a la vez son interiores sus 8-vecindades
se encuentran en S dado que es finito se llegard a que uno de estos puntos de las 8-vecindades ya
no es interior por lo que existird un punto simple que no sea extremo.

Por lo anterior se puede seguir un procesa de adelgazamiento para conjuntos simples conexos
S. Se podria eliminar los puntos simples de .S que no fueran puntos extremos, cada eliminacién no
modifica la conexidad simple de S. El proceso de eliminacion se se acaba cuando S ya no contiene
puntos interiores por lo que S sea adelgazado.
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