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RESUMEN
En un curso clasico de ecuaciones diferenciales ordinarias se
presentan varios tipos de ecuaciones a las que se les encuentra una
solucion por métodos analiticos. Como alternativa a los métodos de
solucion analiticos existen también métodos de soluciones numéricos
y semi-analiticos que presentan soluciones aproximadas.
El trabajo explotara las multiples propiedades que poseen las curvas
de Bézier como lo son la interpolacién, extrapolacién, continuidad
y el hecho de ser infinitamente continuas y diferenciables para
utilizarlas, precisamente, como un método de soluciéon semi-analitico
que resultara ser simple, sistematico, robusto y de muy facil manejo.
El trabajo se fundamentari en teoremas muy importantes y
conocidos como lo son los teoremas de Weierstrass y de Picard
ademas de propiedades de las curvas de Bézier tales como el
aumento de grado y la diferenciabilidad.
Se hard notar la rapida convergencia del método a la solucion y
ademas que el error que presenta es muy pequeno y disminuye
conforme el grado de la curva de Bézier se aumenta, asi se estara

mostrando una manera de aproximar soluciones de ecuaciones



diferenciales combinando la fuerza del algebra lineal y la potencia
computacional en un método robusto y de muy facil entendimiento.
(Palabras clave: ecuaciones diferenciales ordinarias, métodos semi-

analiticos, curvas de Bézier).



SUMMARY

In a classic course of ordinary differential equations several types of
equations are presented where a solution is found by analytical
methods. As an alternative to analytical solution methods there are
also numerical and semi-analytical solution methods that present
approximate solutions.

Our work will exploit the multiple properties that Bézier curves
possess, such as interpolation, extrapolation, continuity and the fact
that they are infinitely continuous and differentiable, to use them
as a semi-analytical solution method wich will be simple, systematic,
robust and very easy to use.

We will rely on very important and well-known theorems such as
Weierstrass and Picard's theorems as well as properties of Bézier
curves such as degree increase and differentiability.

The rapid convergence of the method will be noticed as well as the
fact that the error it presents is very small and decreases as the
degree of the Bézier curve increases, thus we will be showing a way

to approximate solutions of differential equations combining the



strength of algebra linear and computational power in a robust and
very easy to understand method.
(key words: ordinary differential equations, semi-analytical

methods, Bézier curves).
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INTRODUCCION

1.1.  Antecedentes

Desde que el hombre dejo de guiarse por su instinto y comenz6 a pensar por si mismo,
ha intentado entender el universo en el que se encuentra a través de la comprension
de los fendémenos naturales que lo rodean. Desarrollando su inteligencia y
razonamiento llegd a concebir los principios que los forman desarrollando, a través
de la matematica, lo que ahora se conoce como modelacién matematica.
Formalmente, la modelacion matemética es un conjunto de relaciones y/o ecuaciones
matematicas capaces de capturar las caracteristicas esenciales de un sistema natural
o artificial complejo (Salsa, 2016); en particular, estas relaciones mateméticas se

suelen expresar mediante ecuaciones diferenciales o integrales.

En las ecuaciones diferenciales se estudian existencia, unicidad y la dependencia ante
condiciones iniciales (problema bien planteado en el sentido de Adamar), (Pinchover
& Rubinstein, 2005) donde el teorema de Picard es de fundamental importancia

(Simmons, 1991).



Ademés de diversos métodos que permiten resolver una gran cantidad de tipos de
ecuaciones diferenciales ordinarias, donde por mencionar algunos estan ecuaciones
separables, variacion de parametros, soluciones en serie de potencias, transformada
de Laplace.

No hay duda en que, para entender un fenémeno mediante ecuaciones diferenciales,
el objetivo ideal es encontrar la funciéon real o multivaluada que la describe; y asi
poder entender su comportamiento, encontrar posibles causas que lo generan y hasta

generar pronosticos.

Sin embargo, el conjunto de ecuaciones diferenciales cuya solucion analitica es
expresable en términos de funciones primitivas o bien, el conjunto de ecuaciones
diferenciales resolubles mediante métodos clasicos es muy pequefio en comparacion

al conjunto de ecuaciones diferenciales existentes o que existiran.

Debido a lo anterior, se desarrollaron los métodos numéricos de tal forma que las
ecuaciones diferenciables pudieran ser resueltas mediante operaciones aritméticas
(Chapra et al., 2015); de esta manera, las ecuaciones diferenciales se transformaron
en ecuaciones en diferencias, donde en lugar de conocer la funcién que describia el
fenémeno en términos de una variable independiente, se encuentran los valores de la,
funcién desconocida en ciertos puntos del dominio llamados nodos. A lo largo de los
anos, una gran cantidad de métodos numéricos han sido desarrollados, donde para
probar su validez se deben probar criterios equivalentes a los criterios de Hadamard;
a saber, consistencia, estabilidad y convergencia, desafortunadamente, los métodos

numéricos generan errores numéricos generados por el propio método y por la



computadora. Por mencionar algunos métodos numéricos para ecuaciones
diferenciales ordinarias, se encuentran el método de Euler, del punto medio, métodos
Runge-Kutta; mientras que, para ecuaciones diferenciales parciales, se encuentran,
diferencias finitas, elemento finito, voltimenes finitos y diversos métodos sin mallas

(Chakraverty, 2019).

Aunque los métodos numéricos permiten dar solucion a un conjunto mayor de
ecuaciones diferenciales en comparacion a los métodos analiticos, existen limitaciones
ineludibles al trabajar con este tipo de métodos entre las cuales se destacan: el
desconocer el valor de la funciéon en puntos distintos a los nodos, la restriccién a un
dominio finito de solucién, la carga computacional que puede generar el método,

entre otras.

Como alternativa, existen los métodos de aproximacion o métodos semi-analiticos
que consisten en aproximar la solucién de una ecuacién diferencial mediante un
conjunto de primitivas tales como el método de descomposiciéon de Adomian
(Shawagfeh & Kaya, 2004) , método de perturbacién de homotopia (He, 2003) y

método con curvas de Bézier (Zheng et al., 2004).

A diferencia de los métodos numeéricos, los métodos de aproximaciéon semi-analiticos
permiten aproximar la soluciéon de ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales en
dominios continuos ademas de minimizar la carga computacional necesaria para
calcular la aproximacién, por lo que resultan ser mas robustos que los métodos

numéricos; sin embargo, vale la pena mencionar también que los métodos de



aproximacion contienen errores de aproximacion por lo que no llegan a tener tantos

beneficios como los métodos analiticos.

Las curvas de Bézier fueron inicialmente desarrolladas como un método de dibujo
computacional que permite expresar la forma deseada a través de propiedades de
convexidad del llamado poligono de control; en particular, las curvas de Bézier se
definen como una combinacién lineal de funciones conocidas como polinomios de
Bernstein (los coeficientes que acompanan a los polinomios de Bernstein son llamados
puntos de control). Sin embargo, debido a las propiedades que las curvas de Bézier
aportan tales como ajuste de curvas, segmentacion, interpolacion, extrapolacion,
combinacion y fusién de curvas entre otras (Fitter, 2014; Marco & Mart1 nez, 2010);
este método fue aplicado como método semi-analitico para resolver ecuaciones

diferenciales ordinarias y parciales.

Asi pues, la aplicacion de las curvas de Bézier a ecuaciones diferenciales ordinarias y
parciales ha ido evolucionando con el tiempo. En ellos se aproxima la funcién
desconocida y de sus derivadas con una curva de Bézier y se encuentran los puntos
de control a través de la soluciéon de un problema de optimizacién minimizando el
error generado. Aplicaciones que van desde ecuaciones ordinarias lineales (Zheng
et al., 2004), aplicaciéon a ecuaciones diferenciales parciales lineales (Venkataraman
& Michopoulos, 2007), llegando a resolver problemas tan generales como el de la
armoénica y la bi-arménica (Monterde & Ugail, 2004), problemas no lineales como la
ecuacién de Ricatti (Ghomanjani & Khorram, 2017) y ecuaciones de tipo Volterra

(Maleknejad et al., 2011) y hasta la ecuaciéon de Boussinesq (Nazir et al., 2019) que



es tan importante en areas como la mecanica de fluidos donde, para el caso de
ecuaciones diferenciales parciales, el trabajo de curvas de Bézier se ha aplicado desde

los clasicos dominios rectangulares hasta dominios poligonales (Wu, 2012).

1.2.  Justificaciéon

Como se ha mencionado ya, existe en la literatura una gran cantidad de métodos
para encontrar soluciones a ecuaciones diferenciales. A nivel licenciatura el enfoque
de solucion que se les presentan a los alumnos es, en la mayoria de los casos,
puramente analitico siendo pocas las herramientas que se aprenden para encontrar

soluciones numéricas o semi-analiticas.

Con este trabajo se pretende centrarse en aplicar las ideas de curvas de Bézier para
desarrollar un método de aproximaciéon o de soluciones semi-analiticas a ecuaciones
diferenciales ordinarias que promete ser elegante y de simple manejo. Representara
ademas una opcién robusta y sistematica que puede ser entendida y aplicada por
estudiantes de licenciatura que quieran adentrarse a conocer herramientas no clasicas

para resolver modelos de fenémenos fisico-matematicos.

Explotando las propiedades de las curvas de Bézier (ajuste de curvas, segmentacion,
interpolacién, extrapolacion, combinacién y uniéon de curvas) se mostrard que el
método propuesto se diferencia de la implementacion tradicional de curvas de Bézier,
donde se transforma el problema de resolver una ecuacion diferencial a un problema
de optimizacién, en el hecho de que en este enfoque se encontrard una regla de

recurrencia para los puntos de control de tal manera que la curva de Bézier aproxime



a la funcién solucion. El método desarrollado serd entonces producto de diferentes
areas vistas a lo largo de la carrera tales como Calculo, necesario para entender el
tipo de solucién que puede alcanzarse con el método propuesto; Algebra Lineal, cuyas
herramientas son pilar fundamental para el método; Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias, cuya base en necesaria para entender la diferencia entre solucién analitica

y semi-analitica y por tanto conocer el potencial del método, asi como sus limites.

1.3.  Descripcion del problema

La manera mas comun de trabajar con las curvas de Bézier es la de construir una
curva C(t) a partir de un conjunto de n puntos de control. Un enfoque alternativo
es el de plantearnos de manera inversa el problema, esto es, dada una funcion
continua y diferenciable Y (t) encontrar un conjunto de n puntos de control asociados

a ella que sean capaces de aproximarla mediante una curva de Bézier.

Dado que este objetivo es un poco més complicado de lograr, en caso de que no exista
un conjunto de n puntos asociados a la curva Y(t) buscaremos construir una curva

C(t) proxima a Y(t) que mantenga la menor distancia posible con ella, esto es, que

€@ - YOIl < En

Para un error maximo permitido E,,.

Una vez que logremos construir dicha curva C(t) préxima a Y (t) y acotando nuestro

estudio al conjunto de las funciones diferenciables, al proponer una curva C(t) tal



que C(t) = Y(t) observaremos que la derivada de la curva aproxima a la derivada de
la funcién, es decir, C°(t) = Y'(t), méas atn, que la derivada enésima de C(t) aproxima

a la derivada enésima de Y(t) (C™ ~ Y™),

Esta observacion nos llevara a plantearnos la duda central de nuestro trabajo. Dada

una ecuacién diferencial

FY,Y,Y",.)=a

donde a es constante.

;. Es posible encontrar una solucién aproximada (C(t)) que sea solucién de la ecuacion

diferencial f(C,C’,C”,...) = a?

Es asi que nuestro trabajo se desarrollard sobre los casos en los que es posible
encontrar una solucién semi-analitica C(t) que aproxime a Y (t), sobre las condiciones
que necesita cumplir la funcién Y(t) para que sea posible lograrlo y sobre la

construccion y los detalles del método.

Seran las ecuaciones diferenciales ordinarias sobre las que trabajaremos,
diferenciando entre ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden, de segundo
orden, lineales y no lineales, donde se destaca la ecuaciéon de tipo SIR, béasica en

modelos epidemiolégicos.



1.4. Hipotesis

Las curvas de Bézier poseen propiedades algebraicas potentes y robustas que nos
permiten utilizarlas como un método de solucién semi-analitico para una amplia
cantidad de ecuaciones diferenciales ordinarias que cumplan las condiciones del

teorema de Picard.

1.5.  Objetivos

Objetivo general
Desarrollar un método de aproximacion semi-analitico que brinde soluciones a un
conjunto amplio de ecuaciones diferenciales ordinarias utilizando como herramienta

las curvas de Bézier y sus propiedades algebraicas.

Objetivos particulares

- Exponer las condiciones necesarias que deben de cumplir las ecuaciones

diferenciales para que pueda construirse una aproximacioén semi-analitica.

- Mostrar ejemplos explicitos de diferentes tipos de ecuaciones diferenciales a las
que puede encontrarsele una aproximacioén semi-analitica con el método de curvas

de Bézier.

- Reescribir el método expuesto en una forma matricial que simplifique la notacién

y desarrollo para la obtencion de la solucion.

1.6.  Estructura de la tesis



El Capitulo 2 mostraré las definiciones basicas de polinomios de Bernstein asi como
de curvas de Bézier desarrollando a detalle sus propiedades fundamentales que
serviran como base para el método propuesto; en el Capitulo 3 se mostrara el método
para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias a través de curvas de Bézier y su
implementacién a algunos problemas; el Capitulo 4 muestra la esencia de este
trabajo, donde se muestra que el método mediante curvas de Bézier puede ser
sistematizado y potenciado mediante matrices; el Capitulo 5 muestra el como las
curvas de Bézier también pueden ser aplicados a ecuaciones no lineales y finalmente,

el Capitulo 6 resume las conclusiones alcanzadas a lo largo de este trabajo.



CURVAS DE BEZIER

2.1.  Definiciones

Definicién 1 (Polinomio de Bernstein). Se define un polinomio de Bernstein B;}*(t)

en un intervalo [a, b] como

B{‘(t):ﬁ(?)(t—a)i(b—t)“‘i con te€fab], 0<i<n.

Definicién 2 (Curva de Bézier). Se define una curva de Bézier c(t) como
n
¢ = ) BB
i=0

donde b; := ¢, b;) son constantes llamadas puntos de control y n es llamado el grado

de la curva de Bézier.
Notemos entonces que, la primera coordenada de b; es una particion uniforme del

dominio [a, b].

2.2.  Propiedades de los polinomios de Bernstein y las curvas de Bézier

Proposicién 1. Los polinomios de Bernstein {B, BT, ..., Bit} definidos en el intervalo

[a, b] forman una base del espacio vectorial de polinomios canénicos de grado n.
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Demostracion

Mostraremos primero que los polinomios de Bernstein forman una base en el intervalo
[0,1]. Para hacer esto exhibiremos una matriz M de cambio de base que va de los
polinomios de Bernstein a la base canénica {1,x,x2,...,x"} . Mostraremos ademés
que dicha matriz es invertible, concluyendo con ello que la matriz M representa una
biyeccion entre la base de polinomios de Bernstein y la base canoénica.

Para el desarrollo de nuestra demostracién utilizaremos el teorema del binomio que
dice lo siguiente

Teorema del binomio: (x + y)™ = Xi_o(7)x" *yk.

Queremos exhibir ahora una matriz M tal que:

By 1
B _ t
Bn £

Mostraremos primero que dicha matriz existe dentro del intervalo [0, 1].
De la definicién de polinomio de Bernstein B{* tenemos que en el intervalo [0,1] el
polinomio se reduce a
ny . .
n _ i _a\n—i
BI(t) = (i)t (1—t)

Por el teorema del binomio dicho polinomio se puede expresar en la forma

o= ()[R et < Qe (o
k=0 k=0

_ (7;) :Z:)(n; i) t(—Dk )| = (Tll) :Z;(nl: i) (—1)k(D)k+

Después de hacer este desarrollo definimos entonces los elementos de la matriz M por

Ajjyi = (111) (n]— l) (—1)/

11



Para0<i<ny0<j<n-—iy 0 para otro caso.

De esta manera la matriz de cambio de coordenadas queda descrita en la forma,

("5 ) Qe @, e
el 0 Qe - OGT e
; ; SO e

Por lo que M existe.

Notemos ahora que nuestra matriz es una matriz triangular superior por lo que su
determinante esta dado por la multiplicacién de los elementos de su diagonal, como
cada uno de estos elementos es distinto de cero, tenemos entonces que su
multiplicacion es distinta de cero, por lo tanto, la matriz M es invertible y la matriz
de cambio de coordenadas de la base candnica a los polinomios de Bernstein es la
inversa de M. Se concluye, por lo tanto, que existe una biyeccion entre la base
candnica y los polinomios de Bernstein, por lo que estos dltimos son una base para
los polinomios canonicos en el intervalo [0,1].

Mostraremos ahora que existe una biyeccién entre el intervalo [0, 1] y cualquier
intervalo [a, b], con lo que, al hacer la composicién de dos funciones biyectivas
tendremos una funciéon biyectiva que nos dard como conclusion el hecho de que los
polinomios de Bernstein son una base del espacio vectorial de polinomios canoénicos
en los reales.

Definamos la funcion
f)=b+b-a)(x—-1)
Con f:[0,1] — [a, b]

f es inyectiva ya que si

12



fx1) = f(x2)
Entonces
b+b—-a)x;—1)=b+b—-—a)(x; —1)
b-—a)x;—1)=0h-a)(x,—1)
x1—1=x,—-1
X1 = Xy

f también es suprayectiva ya que si a < y; < b entonces elegimos

Tenemos que 0 < x; < 1 ya que —1 < % < 0.
La desigualdad de la derecha se cumple debido a que y; —b < 0y b —a > 0 mientras

que la desigualdad de la izquierda se cumple por el hecho de que
a<y
a—-b<y,—b»b

(b-a)(=1) <y —b

y1—b
b—a

-1<

Tenemos ademés que f(x1) = y;.
Asi f es una biyeccién entre el intervalo [0, 1] y el intervalo [a, b] lo que nos permite
concluir que los polinomios de Bernstein son una base de los polinomios canénicos

sobre el campo de los reales. ]

Proposiciéon 2. Toda curva de Bézier comienza y termina en el primer y tltimo punto
de control respectivamente.

Demostracién

Bastara mostrar que la curva de Bézier evaluada en los puntos a y b toma como

valores by y b, respectivamente.

13



Por definiciéon tenemos que:
c(a) = Zn: b;Bi*(a)
= b;B('f(a) + byBi'(a) + byB3(a) + -+ + by By (a)
= b, [ﬁ (5) @- - a)n] + b, [(b—;a)" () @-are- a)n—l]
+ b, [(b_;a)n () @-a7®- a)"‘z] +

+ b, [(b—%)” (5) @-ar® -]

=by*x1+b;*0+b,*0+--+b, 0
:bO

De la misma forma:
n
c(b) = ) biBl(b)
i=0
= byBy (b) + by B{*(b) + b,B}(b) + -+ b, B} (b)

~bo[G—ar () e -are-or] o [ ()0 - a0 o
+bz[(b o 2 (5) &= ?® =+

+ by, [(b——a)" (0) (b—a)"(b— b)O]

=by*x0+b;*x0+b,*0+--+b, 1
= b, ]

2.3.  Multiplicaciéon de polinomios de Bernstein

Dados los polinomios de Bernstein B{*(t) y B;"(t) su multiplicacion esta dada por

BrOBN® = g () €~ '~ g () = ) 6 -

(b -

14



BP0 = Gy () () e

1 (Tl) (7]’1) (t — @)+ (b — tym+n=i=j

= (b — a)n+m i
G ()

= B,
(v

2.4.  Multiplicacion de curvas de Bézier

Dadas las curvas de Bézier B(t) y C(t) en el intervalo [a,b] tenemos que su

multiplicacion esta dada por

* [i CiBim(t)]
j

—0

OMACE [Z biBI(t)
i=0

- [boﬁ () = @°B -6 + b, (") e-aip o

b—-—a)\1
1 n 2 n-2
+b2(b_—a)n(2)(t—a) (b—t)"2 4 -
+ by O e-wre-om|
Co (b_;a)m(gl) t—a)°®-t)ym°

t—a)*(b—t)™" 2%+

)t -yt — ™
)

+ cmﬁ e -ame-omm|

- e o)~ 0~ 0 [ () + B~ ' -
t)n+m—1 + [boCz (13)(7;) + blcl(’;)(’f) + bzco(;)(rg)](t _ a)Z(b _

t)n+m—2+___+bncm(z)(m)(t _ a)n+m(b _ t)n+m—n—m}
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n+m

- St

i=0

con

S M bje(7) ()

n+m

™™
. < s nm

Introduciendo la notacién &; i como

wn_ ()
i,j (n+m)

a; = donde ¢;_; = 0 para i —j > max (n,m).

)

a; queda definido como

min (i,mn)

_ enm
a; = 51-']- z bjCi—j

j=0

2.5.  Derivadas

Proposicién 3. La derivada de un polinomio de Bernstein en un intervalo [a, b] esta

dada por

d n — n—1 n—-1
2 BF @0 = [BI5'(© — Bl ()]

Demostracion

Un polinomio de Bernstein en el intervalo [a, b] se define como

B0 = e (1)t~ @) 0 =

(b -
Por lo que
d 1 . . . .
B0 = G (Dl = ) e (b= 0" 4 =D~ @) (b~ " (=)
1 nltxi i—1 n—-i] _ n! _ 4 n—i—1
N (b—a)”{i!(n—i)![(t_a) (b= L'(n i)! [(t Q)= (b -1 ]}
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_ 1 n!
- (b- a)n{(i — D! (n—1i)!

[(t _ a)i—l % (b _ t)n—i]

'«(n—1) . .
1 (n— D! i-1 n—i
:(b—a)n{n*(i—1)!(n—i)![(t_a) G
—1)! . .
* i ((;Tl_ 1))_ Y [(t —a) = (b— t)n_l_l]}
1 1 n—1 - L
:n[b—a*(b—a)”‘l(i—1>[(t_a) *(b-1) ]_b—a
1 -1 . .
* (b_—a)n—1<n i ) [(t—a) = (b—t)" 7]
= [ - BP ).
b—a

Corolario. La derivada de un polinomio de Bernstein en el intervalo [0, 1] estd dada

por

d n _ n—1 _ pn-1
T BI(®) = n[BLS (©) - BT (1)]

Demostracion

Dicha férmula se obtiene sustituyendo 0 y 1 en la férmula del intervalo general.

Proposicién 4. Una curva de Bézier en el intervalo [a, b]

n
c(®) = ) b
i=0
Tiene por derivada

n-1
d n -
() = mz()(bm ~ B)BIT(®)
i=

17



donde B";1=Br1=0.

Demostracion

Tenemos que

n
c(t) = Z b;B['(t) = byBg (t) + by BT'(t) + bB3(t) + -+ + by_1 By (t) + by B (t)

Por lo que
() = by [B1() ~ BEL(0] + by - [B31(0) ~ B~ (0)
+ b, - f ~[BIH(0 = By (O] 4+ + by ——[BrZ2 () — BRZ1 (D]
+ by [BRT (0~ BR (V)]
= = [(by = bp)BE (1) + (b, = b)BIH(®) + = + (b — by )BETE (O]

n-1
n
= mZ(biﬂ ~b)BI 1

Corolario. Una curva de Bézier en el intervalo [0, 1]
n
e(t) = ) BiB(O)
i=0
Tiene por derivada
n-1
d n-1
Ze(® =n ) (ber — b)B O
i=0

Demostracion

Dicha férmula se obtiene sustituyendo 0 y 1 en la formula del intervalo general.

Proposiciéon 5. Todo polinomio de Bernstein y, por tanto, toda curva de Bézier son

infinitamente diferenciables.

18



Demostracion

Como cualquier polinomio de Bernstein de grado n es equivalente a una combinacion
de los polinomios candnicos entonces dicho polinomio se puede escribir como
combinacién lineal de la base {1,x,x2,....}, luego dicho polinomio es infinitamente
diferenciable por ser una suma de funciones infinitamente diferenciables.

Como cualquier curva de Bézier es una suma de polinomios de Bernstein que son

infinitamente diferenciables luego la curva también es infinitamente diferenciable.m

2.6. Flevacion de Grado

Proposiciéon 6. Una curva de Bézier de grado n se puede expresar como una

combinacién de n+1 polinomios de Bernstein en la forma

n+1

N [E LN e
C(t)_Z[n+1bl‘1+(1 n+1)bl B

i=0
Llamamos a esta expresion elevacion de grado de la curva.

Demostracion

Tenemos que una curva de Bézier de grado n esta definida por
n
¢® = ) biBI®)
i=0

A partir de dicha expresion podemos hacer el siguiente desarrollo

19



_ - 1 n! i (t—a+b-1)
_;baa—a)nzwn T P

RN p L (t — @)*1(b — O + (t — @)i(b — )1
_; (b—a)”t'(n—t)'l (b—a) l
B n b 1 i+1 n (Tl + 1) ( _ a)i+1(b _ t)(n+1)—(i+1)
_Z (b—a)n[n+1(l+1)u(n—l)' (b —a)

.-
Il
o

n+1-—i n!(n+1) (t —a)i(b — )" 17t
n+1l m=—D'il(n+1-10) (b —a) l

b; (t — a)i“(b _ t)(n+1)—(i+1)

I
M:

1 i+1 (n+ 1)!
(b—a)"+1[n+1(l+1)'(n+1 - 1!

,..
I
(=)

n+l1—-i ((n+1)!
n+l il(n+1—10)!

n
i+1 n+1-—i
- b-[—B-”“+—B-"+1]
Z “ln 417t n+1 ¢

0+1
= by [n—+ 1Bgf1l TR n+1] by [ BT +

(t _ a)i(b _ t)n+1—il

n+1-(1) n+1]
n+1 1
[3+1B;:; T
0+1 n+1-(1)
n+1 ot n+1
2 n+1-(2)
+[n+1 ! n+1

Bn+1]

n+1-—-0
= byp————B*! [
O pn41 O +

bl] Bn+1

bz] Bt + .

n+1

N L IR
_Z[n+1bl_1+(1 n+1)bl]Bl '

=0

Utilizando los calculos de como queda la derivada y la elevacion de grado de una
curva de Bézier nos es posible calcular la forma que tiene la ecuacion de la primera

y la segunda derivada de una curva de Bézier elevada de grado.
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2.7.  Derivada de una curva de Bézier elevada de grado

Proposiciéon 7. Una curva de Bézier
n
e(®) = ) BB
i=0
Tiene por derivada elevada de grado a la curva
n
d 1 . . . n
() = EZO[(” — Dbiyy + (20 = m)b; — iby_41B]
1=

Demostracion

Tenemos que la derivada de una curva de Bézier b(t) en el intervalo [a, b] estd dada

por
d n-—1
L) =N (b — b1
dtb(t)—b_az)aolﬂ b)B;
i=

Considerando m = n —1; ¢; = bj,; — bj;ci-1 = b; —b;_;

La curva queda expresada en la forma
d m
n
_ - E .pm
l:

La cual, si se eleva de grado, queda expresada como

m+1

n i i
= 1-— ) 4+ — . ]BMt1
b—az[( m+1 Cl+m+1cl 11Bi

(1= 2) s = b0 + = (b = b)Y

[(n— Dby — (n— Dby + ib; — ib;_1]B;

21



n
1
= > (= Dbyy + (2 = m)b; — iby_1]B
=0

Proposiciéon 8. Una curva de Bézier

e(©) = ) BB
i=0

Tiene por segunda derivada elevada de grado a la curva

n

(_—a)ZZ[(TLZ —2in—n+i+ iz)bi+2
i=0

+ (—2n? + 2n + 6in — 2i — 4i?)b;,, + (6i? — 6in — n + n?)b;
+ (2i + 2in — 4i*)b;_, + (i* — i)b;_,] B!

d? 1
O =

Demostracion

Haciendo el cambio de variable d; = (n —i)b;;; + (2i — n)b; — ibj_; en la ecuacién de

la primera derivada elevada de grado obtenemos

dc(t) Zd B(t)

La cual tiene en si misma la forma de una ecuacion de Bézier, por lo que tendra por

derivada elevada de grado

n

- aZ[(n —)dipq + (2i —n)d; — id;_4]B}*.

i=0
Considerando ademas que
digs=Mm—i—Dbj + 2Qi+2—n)bjy; — (I + )b
di=m—1)bj;1 +Q2i—n)b; —ib;_4
y
dii=Mm—-i+1b;+Q2i—2—-n)bj_; — (i —1)b;_,
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Y sustituyendo estos valores en la primera ecuacion obtenemos

1 X . . . .
= G 2= Dl =i = Dby + (20 +2 = Wby =+ Db

+(2i =2 =n)bi_y — (i — Db;_,]}B!

n
1
- WZ[(nZ —in—n—in+i?+i)bj;, + 2in+2n —n? — 2i%> — 2i + in)b;4,

i=0
+ (i*+i—in—n)b; + 2in — 2i* = n® + in)b; 4,
+ (4i% — 2in — 2in + n®)b; + (in — 2i®>)b;_, + (i* — ni — i)b;
+ (2i + in — 2i*)b;_q + (i%* — )b;_, 1B

1 n
= mZ:[(n2 —2in—n+i+i¥)bj, + (—2n% + 2n + 6in — 2i — 4i®)b; 4
i=0
+ (6i2 — 6in — n + n?)b; + (2i + 2in — 4i®)b;_, + (i* — i)b;_,]B]".

n
2.8. Elevacion n-ésimo de grado de una curva de Bézier

Teorema 1 (Aumento de grado de una curva de Bézier). Una curva de Bézier

m

€O =) Bl

i=0

Se puede escribir como combinacion de n+m polinomios de Bernstein (esto es, puede

ser elevada de grado n veces) reescribiéndose en la forma:

m+n| i

> D emg| B
i=0 | =0
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Con 61."1]'."‘ = (En)&;)f) Y (lf_"j) =0, (7) =0 Para i—j>myj>n

Demostracion

Mostraremos primero como elevar de grado un polinomio de Bernstein.

Tenemos que un polinomio de Bernstein en el intervalo [a, b] se escribe en la forma

Bl = = () (6 - )b — ™

(b - )m

Desde donde se puede llevar a cabo el siguiente desarrollo

- mei o 1
=w( )(t—a) b-—)"'(b—t+t—a) b_ar
~ ey () = D=0 D ()6 - o

— (b — ;ll)n+m ;) (T) (Z) (b _ t)m+n—(k+i) (t _ a)k+i

(D6

n
1 m+n ) .
__ - @ _ p\ym+n—(k+i) 4 _ ke+i g
b — aynm Z (14 )®-0 (£ = @)™y

' (D)

m+n l+k

k=0 \i+k
m\(n
Bin(t) - (m)+(n) Bln++km'
k=0 \i+k

Tomando esta equivalencia en cuenta tenemos que la elevacion de n grados de una

curva de Bézier de grado m se obtiene de la siguiente forma:

m

(o) = z ¢;BI"
i=0

=; Z( DG pmin

m+n i+k
k=0 \i+k

24



) ey
rm+n\ Pm+k
k k=0 \1+k k=0 \m+k

() s, - IO e ) e

[ o rmy B oy BT oy B l
OO i OO o O ]

Sl [ e (m;_n) +cq (m;_n) + -4y (zirf) Bn+1l+

e DD DD+, DD

"), e, [DD L (DG

=y o *lcn:”) [GON
ROOERGGIRGH) e

. Z(o)(k) B 12( 916

m+n
(m+n m+n +o+c Cm

l B{n+n

(m+n) (m+n) (m+n) B£n+n +ot (m+n) n+m
m+n
m+n| i
= > D srme | Brem
=0 |j=0
con 5nm=(?)(ifj) Y(m)=0 (")=O Para i—j>myj>n [
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ECUACIONES DIFERENCIALES

MEDIANTE CURVAS DE BEZIER

Armados con las definiciones, propiedades y teoremas que arropan a las curvas de
Bézier y que hemos expuesto hasta el momento, nos es posible considerar el utilizar
dicha teoria para desarrollar un método de soluciéon semi-analitico que aproxime
soluciones para un conjunto muy extenso y variado de ecuaciones diferenciales
ordinarias, inclusive, nos atreveremos a dejar la pregunta abierta de si existe algtn
tipo de ecuaciéon diferencial ordinaria que cumpla las hipétesis de Picard y para el
que nuestro método no presente una solucién aproximada. Asi pues, en adelante nos
dedicaremos a presentar diferentes tipos de ecuaciones diferenciales ordinarias y a
exponer las aproximaciones de soluciéon que nuestro método entrega, mostrando su
adaptabilidad, rapida convergencia y facil manejo.
El procedimiento que llevaremos acabo para dar una solucién aproximada a una
ecuacion diferencial ordinaria

F(x, v,y ...,y(n)) =0
Serd buscar resolver en su lugar la ecuacién diferencial

F(x, c,c,c”, ...,c(”)) =0

Donde c(x) es una curva de Bézier y ¢ = y.
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Siempre pensando en que la solucién de dicha ecuaciéon diferencial existe y es tnica,
esto es, que cumple las hipotesis del teorema de Picard

Teorema 2. (Teorema de Picard-Lindelof) Sea f:02 c (R x R™) - R™ donde 2 es
un abierto, una funciénn continua y localmente lipschitz respect de x. Entonces dado
(to, xo) € 2 Podemos encontrar un interval cedrrado I, = [ty —a,to +a] cR,a >0

donde existe solucion tnica del siguiente problema de Cauchy:

{X' = f(t,x)

x(to) = xo

Que cumple que los pares (t,x(t)) € Q,Vtel,.
3.1. Problemas de valor inicial

Problema 1 (Linea recta). Encuentre una solucién aproximada mediante curvas de

Bézier con tres puntos de control para la siguiente ecuacion diferencial

{y J(IO )==thz

Para ¢4, ¢, constantes
Solucién.

Nota 1: Hemos mostrado ya que cualquier curva de Bézier comienza y termina en el
primer y ultimo punto de control respectivamente. Sabemos ademas que la solucion
de toda ecuacién diferencial comienza en el valor de la condiciéon inicial de la
ecuacion, por esta razon se elige el primer punto de control de una curva de Bézier

como la condicion inicial de la ecuacién.

Como y(0) = ¢, entonces consideramos by = ¢,.

Tenemos ademas que la derivada de una curva de Bézier se escribe en la forma

n
1
y' = mZ[(n = Dbyq + (20 = n)b; — ibi_1]B]'
(=0

1
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Por lo que al buscar una soluciéon aproximada por curvas de Bézier de la ecuacién

tenemos

n
1
€1 = man — Dbjsy + (20 —M)b; — ib;_4]B]
£

l
n

ex(b— @) = ) [(n= Dby + (26 = mb; — iby_1]B]

i=0
Haciendo un desarrollo para n=2 tenemos que

c;(b = a) = [2by — 2bo]B§ + [b; — bo]Bf + [2b, — 2b,]Bj

1 2 5
ci(b—a) = [2191 - 2b0] [m(o) (b—-1t) ]
+ [b b][ ! (Z)t b t]
2 0 (b _ a)z 1 ( a)( )
+[2b, — 2D | ! (2) t-ay|
2 U —az\2 (t—a)
c1(b —a)® = [2b; — 2by](b — t)? + [2b, — 2by|(t — a)(b — t) + [2b, — 2b,](t — a)?
c1(b — a)® = [2b; — 2by](b? — 2bt + t2) + [2b, — 2by] (bt — t? — ab + at)
+ [2b, — 2b,](t% — 2at + a?)
Cl(b - a)3 = [(Zbl - Zbo)bz + (sz - Zbo)(_ab) + (sz - 2b1)a2]
+ [(2by = 2by) + (2by — 2b,) + (2b, — 2by)]t?
De esta ecuacién concluimos las siguientes dos igualdades
Cl(b - a)3 = [(Zbl - Zbo)bz + (sz - Zbo)(_ab) + (sz - 2b1)a2]
Y
Dado que by = ¢, entonces nuestras dos incognitas en estas dos ecuaciones son b; y

b, . Continuando con el despeje tenemos entonces que
(2b% — 2a®)b, + (2a% — 2ab)b, = c;(b — a)® + (2b% — 2ab)b, (1)

Y
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(4a — 4b)b, + (2b — 2a)b, = (2a — 2b)b, (2)
Despejando by de la ecuacion (2) tenemos que

b = (2a — 2b)by + (2a — 2b)b,

1 4a — 4b
O bien
" _(a=b)by + (a — b)b,
1= 2a — 2b
_ by + b,
1= 2

Sustituyendo by en (1) tenemos que

bo + b
(2b? — 2a?) (%) + (2a2 — 2ab)b, = ¢;(b — a)3 + (2b% — 2ab)b,

(b? — a®)(by + by) + (2a% — 2ab)b, = ¢, (b — a)® + (2b% — 2ab)b,
(b — a)?b, = ¢;(b — a)® + (b? — 2ab + a?)b,

(b —a)?b, = c;(b—a)®+ (b —a)?h,

b, =c1(b—a) + b,

Por lo que

by +by+cy(b—a)

1 2
ci(b—a
b1:b0+¥.

Nota 2: Notemos que los tres puntos de control son colineales y se encuentran sobre
la recta solucién de la ecuaciéon diferencial. De hecho bastarian dos puntos de control

ya que como sabemos dos puntos son suficientes para determinar una recta.

Problema 2 (Exponencial). Encuentre una solucién aproximada mediante curvas de

Bézier de la siguiente ecuacién diferencial en el intervalo [a, b]

o=

Solucién.
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Sustituyendo la curva de Bézier y su derivada elevada de grado por la ecuacion
obtenemos

n 1 n
D BB == [(n = Dby + (2 — )by — iby_y 1B}
i=0 i=0

L

Como tenemos que y(0) = 1 entonces tomaremos como primer punto de control by =
1.
Para by, by, b3, ..., b,, tenemos que una manera de que la igualdad se dé es que, termino

a término, los polinomios de Bernstein sean iguales, esto es que

b; *[(n—D)biy1 + (20 —n)b; — ib;4]

RS
Despejando b;;, de esta ecuacién obtenemos
(b—a)*b;+ (n—2i)b; +ibi_; = (n—1i)bj;4
_(b—a)+n—-2 i

b, = . b; + ——b;_;.
i+1 n—i i n—i -1

Podemos aproximar una solucién particular de la ecuacién diferencial con 5 puntos

de control (n=4) en el intervalo [0,10]. Tenemos que

by, = 1;
(10—0)+4—2%0
b, = 120 x 1
10 + 4
1= 4 *
,
1=
(10—0)+4—2%1 14 1
by = 41 g taogrd
10+4—-2 14 1
2=—3 gz t3*l
12 14 1
bp=gxgtgrl
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_(10-0)+4-2%2 43 2 14

bs 4—2 3T
10 43 2 14
T2TE T
b _ 451
T
(10—0)+4—-2%3 451 3 43
bs = 4—3 "6 T1-3"3
8 451 3 43
Y176 T173
8 451 3 43
Y176 T173
1933
T3
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Figura 1. Resultados al Problema 2. Figura izquierda, soluciéon con n = 4 puntos de

control; Figura derecha, error en funcién del grado de la curva.

La imagen de la derecha muestra el error con la norma infinito donde se observa
que al incrementar el grado de la curva de Bézier el error tiende a cero. Aqui
podemos observar que para n > 17 el error es practicamente a cero, esto es, la

aproximacion es practicamente igual a la solucién analitica.

Problema 3 (Polinomio). Encuentre una solucién aproximada mediante curvas de
Bézier de la siguiente ecuacion diferencial en el intervalo [0, 1] utilizando 4 puntos

de control

{y'(t) =3t? +4
y(0) =2

Solucién

Sabemos que integrando la ecuacion diferencial podemos obtener la solucién de la

ecuacion que es:
y(@) =t3 +4t+2

Resolviendo por curvas de Bézier tenemos que by = 2 dado que y(0) = 2.
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Tenemos ademas que sustituyendo la derivada de la curva por la ecuacion diferencial

obtenemos

1

b — [(Tl - i)bi+1 + (Zl - n)bl- - lbl_l]B;n = 3t +4

.M:

Il
o

l

Resolviendo para n=3
1
= (3t% + 4)

1 3 1 2
(3b; — 3by) [(b —E 0 ] + (2b, — by — by) [mm Q)b -1t

1
+ (bs + by — 2b,) [(b_—a)33(t —a)?(b - t)]

1
+ (3b; — 3b,) [m (t — 0)3] = (3t2 +4)(b—a)

(3b; — 3by)[b3 — 3b%t + 3bt? — t3] + (2b, — by — by)[3(t — a)(b? — 2bt + t?)]
+ (b3 + b, — 2b,)[3(t? — 2at + a®)(b — t)]
+ (3b; — 3b,)[t3 — 3at? + 3a*t — a®] = (3t? + 4)(b — a)*
Por lo que
[(=3b3 + 3ab?)by + (3b3 + 3ab? — 6a%b)b, + (3a® — 6ab? + 3a?b)b,
+ (3a?b — 3a®)bs]
+ [(6b? — 6ab)b, + (6a? + 6ab — 12b?)b, + (6b% + 6ab — 12a?)b,
+ (6a? — 6ab)bs]t
+ [(B3a —3b)by + (9b — 9a)b; + (9a — 9b)b, + (3b — 3a)bs]t?
= (3t2 +4)(b — a)*
De donde
(=3b% + 3ab?)by, + (3b3 + 3ab? — 6a?b)b, + (3a® — 6ab? + 3a?b)b,
+ (3a?b — 3a®)b; = 4(b — a)*
(6b% — 6ab)b, + (6a® + 6ab — 12b?)b; + (6b? + 6ab — 12a?)b, + (6a? — 6ab)b;
=0
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(3a — 3b)by + (9b — 9a)b; + (9a — 9b)b, + (3b — 3a)b; = 3(b — a)*

Sustituyendo en estas ecuaciones los valores de a y b del intervalo deseado se obtiene
un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas que se resuelve para by, b, y bs.
En el caso particular del intervalo [0, 1] los valores de by, b, y bz son respectivamente
10 14

FRERAS

La curva de Bézier asociada a estos puntos de control es

3
B(t) = Z b,B!
21—+ (?) GBO(1—1)? + (g) Bt - ) + (NE3
=2+4t+1¢3

Que es justamente la solucién de la ecuacion diferencial inicial.

Nota 3: La solucién que se obtiene por curvas de Bézier en los problemas 1 y 3
coinciden exactamente con la soluciéon analitica del problema, esto es debido a que
las soluciones son polinomios que, como hemos visto ya, pueden expresarse como una

curva de Bézier de manera exacta.

El método de curvas de Bézier nos sirve para encontrar la solucion tanto de un
problema de condiciones iniciales como de un problema de condiciones de frontera

como se expone a continuacion.

3.2.  Problemas de Valor en la Frontera

3.2.1. Problemas de Valor en la Frontera de Cauchy
Problema 4 (Coseno). Encuentre una solucién aproximada mediante curvas de

Bézier la siguiente ecuacién diferencial
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rr

y=-y
y(0) =1
y(0)=0

Solucién.

Sustituyendo la ecuacién diferencial por la solucién aproximada c(t) tenemos que

n

n
1
Z blBln = — WZ[(TLZ —2in—n+i+ iz)bi+2
i=0

i=0
+ (—2n? + 2n + 6in — 2i — 4i%)b; 1 + (6i? — 6in — n + n?)b;
+ (2i + 2in — 4i*)b;_, + (i* — i)b;_,]B]".
Despejando bj;, tenemos que

1
(b —a)?
+ (6i2 — 6in —n +n?)b; + (2i + 2in — 4i®)b;_, + (i — )b;_,]

b; = [(n? —2in—n+i+i®)bj, + (—2n% + 2n + 6in — 2i — 4i?)b;,4

—(b—a)’h;=[(n®=2in—n+i+i®)bj, + (—2n% + 2n + 6in — 2i — 4i*)b;,,
+ (6i%? — 6in —n + n?)b; + (2i + 2in — 4i?)b;_; + (i — i)b;_,]

2n% — 2n — 6in + 2i + 4i? —(b —a)? — 6i* + 6in + n —n?
n2—2in—-n+i+iz ! n2 —2in—n+i+i2
4i%2 — 2i — 2in i — 2
W Zm—ntit 2t e Cam oy ir 2l

biy, = i

Como y(0) = 1 entonces by = 1

Como y’(0) = 0 entonces

1
g [(n = Dbiy1 + (2i —n)b; — ib;_1]B{*(0) = 0

De donde
(7’1 - i)bi+1 + (Zl - n)bl - ibi—l =0
Para i=0 tenemos que

nb1 + (_n)bo =0
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Luego

También para i=0

2n2—2nb +—(b—a)2+n—n2 _n*—n—(b-a)’

25Tz 1 n>—n o~ n?—n o
Y para i=1
2n2—-2n—6n+2+4 —(b—a)*—6+6n+n—n?

3 =

2 1

n-2n-n+1+1 n—-2n—-n+1+1
4 —-2—-2n

+n2—2n—n+1+1 0

_2n*—-8n+6 +—n2+7n—6—(b—a)2 2—-2n
3T n2—3n+42 ° n? —3n+ 2 PP n2—3n427°

Para i>1 tendriamos el despeje original, es decir
2n% — 2n — 6in + 2i + 4i? —(b—a)? - 6i? + 6in +n — n?
n2—2in—n+i+iz ! n2—2in—n+i+i?
4i% — 2i — 2in i —i?

i1+ b;_,.
n2—2in—-n+i+i2 "' n2—2in—-n+i+i2 "2

biy, = l
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Figura 2. Resultados al Problema 3. Figura izquierda, soluciéon con n = 10 puntos de

control; Figura derecha, error en funciéon del grado de la curva.

Nota 4:Podemos observar en la grafica de la izquierda que para tiempos cortos la
solucion semi-analitica aproxima muy bien a la solucion analitica mientras que para
tiempos largos la solucién semi-analitica se alejarda mucho de la solucion analitica.
Este comportamiento se obtiene debido a la naturaleza del tipo de problema, es decir
problemas de valor en la frontera, haciendo que la condicién inicial adicional asegure

la precisiéon en tiempos cortos.

Nota 5: Podemos observar en la grafica de la derecha que el error es una funciéon
escalonada, este es un comportamiento particular de este problema debido a que la
funciéon coseno es una funcién par, esto hace que para las curvas de Bézier el error

sea igual para un orden de la curva par o para el impar inmediato siguiente.

3.2.2. Problemas de Valor en la Frontera de Dirichlet
Problema 5 (Coseno). Encuentre una solucién aproximada mediante curvas de

Bézier la siguiente ecuacion diferencial

rr

y=-y
y(0) =1
y(@2m) =1
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Solucién.

Sustituyendo la curva por la ecuacion se tiene que

n
Z b;B!' = ~ % ja)ZZ[(nz —2in—n+i+i*)b;,
+ (—2n? + 2n + 6in — 2i — 4i?)b;,, + (6i? — 6in — n + n?)b;
+ (2i + 2in — 4i*)b;_, + (i* — i)b;_,] B}
Al resolver para el caso de n =4 (con 5 puntos de control).
Como y(0) =1y y(2m) = 1 se llega a que by =1y by =1
Para i = 0 se tiene
—b, +2b; —4.29=0
Parai=1
—bz + b, —5.58b; — by =0
Para i =2
—by — 2b3 — 13.74b, — 2b; — 1 =0
Como by =1y by, =1 entonces se obtiene un sistema de tres ecuaciones con tres

incégnitas que al resolverse da como soluciéon

b, = 3.02323; b, = 1.7566; b; = —16.0827.
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Figura 3. Resultados al Problema 5. Figura izquierda, soluciéon con n = 4 puntos de

control; Figura derecha, error en funcién del grado de la curva.

Nota 6: En este ejemplo, la grafica de error de la derecha muestra como para érdenes de la
curva de Bézier pares el error decrece con lentitud. También se puede observar que para
ordenes impares el error se ve fuertemente influenciado por la propagacion del error de los
puntos de control anteriores. Se puede ver que una aproximaciéon de la solucién analitica se
obtendra trabajando con un ntimero par de puntos de control, lo cual se puede entender

comparando la solucién con su expansion en serie de Taylor.
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MANEJO MATRICIAL DE CURVAS

DE BEZIER

Hasta ahora se ha mostrado que la derivada de una curva de Bézier elevada de grado
esta dada por la expresion:

n
1
¢'(6) = == D [(n = Dbgs + (2 = W)b; - iby ]}

l

Obsérvese ahora que si en la curva original de Bézier

n
c(t) = Z b,B!
i=0

denotando por B al vector columna de polinomios de Bernstein y por D al vector fila
de coeficientes b; que acompanan a dichos polinomios, entonces se reescribe la

ecuacion en la forma
c(t) = DB

Mas aun, si denotando por M a la matriz cuadrada de dimensiéon n+1.

—i 2i—n n—i 0 0 0 0
M = 0 —i 2i—m n-—i 0 0 0
0 0 0 0 —i 2i—m n-—i
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Donde i va de 0 a n fila por fila, se puede observar que las operaciones algebraicas

que realizamos al obtener la derivada de la curva de Bézier y elevarla de grado son

1
(b-a)

equivalentes a multiplicar primero M por D y después multiplicar dicha matriz

por B a partir del segundo coeficiente de nuestra curva.
Si se va mas alla en el analisis, se puede hacer ademas la siguiente observacion:
La ecuacion de la derivada de una curva de Bézier elevada de grado esta dada por

n
1
¢(6) = == D [(n = Dbge + (2 = W)b; — iby ]}

l

Haciendo el cambio de variable

d; = *[(n— Dbiyq + (20 —n)b; — ib;_4]

b—a

sera mas facil notar que la derivada de una curva de Bézier es en si misma una curva

de Bézier de la forma

n
b(5) = ) diB]
i=0

Denotando por D, al vector fila de coeficientes d; se puede ver que podemos obtener

la segunda derivada simplemente volviendo a multiplicar el vector D, por la matriz

M, esto es,
“(t) = MD,B
c”(t) (b —a) 2
Pero D, = (bi—a)Mb, entonces
b”(t) = ! M ! MbB
® = (b—a) (b—a)
b’ (t) = ! M?bB
~(b-a)? '

Haciendo este desarrollo de manera general se habra llegado al siguiente resultado
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Teorema 3. La v-ésima derivada de una curva de Bézier elevada de grado estara

dada por

b (t) = —M"bB

1
(b—a)

Nota 7: El procedimiento de resolver una ecuacion con curvas de Bézier por matrices
da una solucion particular para cada niimero n de puntos de control que se utilice
mientras que resolver la ecuaciéon de manera recursiva podria resolverse en el caso

general para cualquier n en algunos tipos de ecuaciones.

Problema 6. Encuentre una soluciéon aproximada mediante curvas de Bézier de la
siguiente ecuacién diferencial dentro del intervalo [0,1]. Utilice el método matricial

para 4 puntos de control en la curva

{y' =3t +4
y(0) =2

Solucién.

Se tiene que dentro del intervalo [0,1] para el caso n = 3 la matriz M tiene la forma:

-3 3 0 0
-1 -1 2 0
0 -2 1 1
0 0 -3 3

Por lo que la ecuaciéon matricial de la curva C queda de la forma:

-3 3 0 0 Co

1 [-1 =1 2 o0 \[la
b—al0 -2 1 1]\c
0 0 -3 3/ \c

(B B} B3 B3)=3t+4

Ahora bien, se debe reescribir primero la parte derecha de la ecuacién en polinomios

de Bernstein. Tenemos que

B = 1—3t+3t> —t3
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Como B3 es el tinico polinomio de Bernstein que tiene una parte constante luego eso
no obliga a que dy = 4. De este hecho se deriva entonces que
4B = 4(1—t)® = 4 — 12t + 12t% — 4¢3
Después B3 =3« (t —2t2 +t3) = 3t — 6t + 3¢3
Como se necesita que —12t +d; * 3t = 0 por lo que d; debe ser igual a 4. Esto
implica entonces que
4x3(t* (1 —1)%) =12t — 24t% + 12t3.
Se tiene ademés que B3 = 3t%2 — 3t de donde —12t2 + d, * 3t% = 3t?
Porlo qued, =5
Por dltimo B3 = t3

De donde —4t3 + 12t3 — 15t3 + d5t3 =0

—7t3+d;t3=0
Asi
d3 = 7

Asi la ecuacién matricial que se debe resolver es:

-3 3 0 0\ /bo 4
-1 -1 2 o0 |[b 4
0 —2 1 1)|\b,|® Bi Bi BD=|g|®B B Bi B
0 0 -3 3/ \bs 7
De donde
-3 3 0 0\ /bo 4
-1 -1 2 0 |[bi|_[4
0 -2 1 1]/|b, 5
0 0 -3 3/ \b, 7
Simplificando se obtiene
3.0 0\ 4 + 3b,
-2 1 1 bz 5
0 -3 3/ '3 7
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3 0 0\/bs 4 + 3b,
-2 1 1/ \bg 5

Por la condicion inicial tenemos que by = 2, luego

3 0 0\ /bs 10
-1 2 0][by]=1|6
-2 1 1/ \bg 5

10 14

Resolviendo la ecuacion se tiene que b; = —; b, = —; by = 7.
3 3

Los puntos de control by, b, y bz generan, como ya lo hemos visto en el problema 6,
una solucién exacta de la ecuacion diferencial debido a que son base de los polinomios.

Problema 7. Encuentre una soluciéon aproximada mediante curvas de Bézier de la
siguiente ecuacion diferencial en el intervalo [0, 2r]. Utilice el método matricial para

5 puntos de control en la curva

rr

y=-y
y(0)=1
y2m) =1

Solucién.
La aproximacién a la solucion de la ecuacién diferencial equivale a resolver la

siguiente ecuacion matricial en lugar de la ecuacion diferencial original

by bo

bl 1 bl
b, |(By Bt By B3 Bf)=—ﬁM2 b, |(By Bf B; B3i Bi)

b, (b—-a) bs

b, b,

Donde

-4 4 0 0 O

-1 -2 3 0 O

M=|10 -2 0 2 0

0 0 -3 2 1

0 0 0 -4 4

Por lo que
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12 -24 12 0 0

6 —6 -6 6 0
M? =] 2 4 —12 4 2
0 6 -6 —6 6
lO 0 12 -24 12J

Asi se tiene que

by 12 —24 12 0 0 by

by 6 —6 -6 6 0 |[D
—@2m)?| by, |=|2 4 -12 4 2 || b,
by 0 6 —6 —6 6| bs
b, 0 0 12 -—24 121\p,
0
—12 — (27)? 24 ~12 0 0 1 /be 0
—6 6 — (2m)? 6 —6 0 {blw (0\‘
_9 _4 12—@2m)2 -4 -2 || b, |=]|0
0 —6 6 6—(2m)> -6 bs 0
0 0 —12 24 —12—(2m)2] \bs 0

Resolviendo el sistema matricial para las primeras tres filas de la matriz se obtiene

que los valores de b; b, y bz son

b, = 3.02323; b, = 1.7566; b; = —16.0827
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Error del método

-0.57

0 2 4 6 5 10 15 20
t Grado de curva, n

Figura 4. Resultados al Problema 7. Figura izquierda, soluciéon con n = 4 puntos de

control; Figura derecha, error en funcién del grado de la curva.

Nota 8: Se puede observar que la solucién de este problema es diferente a la soluciéon
del problema 5 aun cuando es la misma ecuacion diferencial, sin embargo, se puede
comprobar que esta segunda soluciéon aproxima de mejor manera a la soluciéon
analitica. Esto se debe a que al utilizar la aproximacién matricial se esta utilizando
de manera implicita la pseudo inversa de una matriz, asegurando que el error siempre
sea minimo en el sentido de minimos cuadrados. Esto no se puede asegurar con la

manera en que se abordoé el problema en el capitulo anterior.
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ECUACIONES DIFERENCIALES NO

LINEALES

5.1. Aproximacion de soluciones de sistemas STR,
Se mostrara ahora que nuestro modelo es lo suficientemente potente para resolver
sistemas del tipo SIR que es un tipo de modelo epidemiologico que se define a través

del siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

(dS _ _E
i NSI (D

<dl—'BSI | 2
TN vl (2)
dR

&E:)’I (3)

donde

S = Numero de individuos suseptibles

I = Numero de individuos infectados

R = Numero de individuos recuperados
N =S5+1+ R = Poblacion total

B = tasa de transmision

y

y = tasa de recuperacién
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Obsérvese que en la ecuacién (3) R” solamente depende de I por lo que se puede
obtener cada uno de los puntos de control de R una vez que se haya encontrado los
valores de los puntos de control de I. Por esta razén el estudio se centrara en las
ecuaciones (1) y (2) del sistema,

Sean S = XiLos:Bl', | =YL [B™ y R = Yh_ 1By,

Buscando una soluciéon aproximada mediante curvas de Bézier y sustituyendo por las

curvas y sus derivadas en las ecuaciones (1) y (2) se tiene

n+m /min (i,nm)

n
1 . . . —B
EZ[(n —i)Si41 + (2i —n)s; — is;_4|Bl' = N Z z 8" LSi—; | BT

i=0 i=0 =0

n+m /min (i,n,m)

n
1 . . . B
EZ[(n—l)li+1+(Zl—n)li—lli_l]Bin=N z Z SIS, | B
i=0

i=0 Jj=0
n
-y ) LB}
i=0

Elevando m veces de grado las curvas de Bézier correspondientes a la derivada se

obtiene:

(1) Z"+m[zl 000 [(n = sj1 + (2 —n)s; — js;q||BF™ =
(e s, o

Y

(2) o S [Eime 81 [ = D + 2 = W — ]| BT =
B [Zn+m( mln (lnm) 6nm1 iSi ])Bn+m] an+m[ j‘:o Ij5z,1}m]Bin+m

Al despejar s;41 de la ecuacion (1) se obtiene:
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_aza "= Dsjer + @ =15 = jsya] =

min (i,n,m)

_[g .
-7 2 5"'"151125 [ = Dsja + 2 =15 = sy

j=0

+ 6i"li'm[(n —)Sip1 + (2f —n)s; — js;—4]

B(b ) min(i,n,m)
- —-a
Z 81113 | [ = Dsiys + (2 = m)s; = i)
1 ‘B(b ) min (i,n,m)
- —a
= S T Z S S| = Z 6{3’”[(11 = Dsje1 + (2j —n)sj — jsj_q]
i,i =0 -

1 b min Lnm n,m i— nm - - .
s+ (TG D [mmiatnm gumps, ] - SiZh 81 (= sy + 2 — m)s; — sy
Siv1 = — =1
(n - Zi)si + isi_l
(n—1)

De la misma forma despejando I;4, de la ecuacion (2) se llega a:

min (i,n,m)

25 HICE))/ +1+(2j_n)1j_j1j—1]__ Z 81" 1S Vzl‘gir,l}m

min (i,n,m)

i .
, . . B

Yoo = Dha + @ ==Ll = G- 5| D sy - yz e

j=0 j=0

j=0

i-1

81 (= PDhr + 2f = = jLa ] + 65 (0 — Diyq + 20 = )]y — il;_4]
j=0

min (i,n,m)

:(b—a)% sy yZus;;m
=0
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[((n— DIy + Qi —n); — il;4]
min (i,n,m) i
1 ﬂ nm nm
=smm -y Z 6i; IiSi-j —Vzlj%'
it j=0 j=0

- 6{3’”[(71 =Dy + 2 —n)l; _jIj—l]}

1 in (i nm i nm i-1 enm - . .
W{[b —a] [% (Z}“;(',’ (Gmm) 8;; Ijsi—j) =V Xj=01;6;; ] - i 8;; [((n— DI+ 2f— I _]Ij—l]}
_ 9
i+1 — (n _ i)
(n - Zi)Il + iIi—l
(n—1)

A modo de explicar de forma maéas clara las férmulas se expondré como quedan éstas

para la busqueda de los primeros cuatro puntos de control en un problema de
condiciones iniciales. Se muestra primero como quedan todos los puntos de control
de S e I y después como obtener los puntos de control de R.

De la primera ecuacion considerando i = 0 se tiene que:

L [‘ﬁ (b—a) 633"1050] + 1S,

800"

= n
[—B(Ilﬂv —a) 1050]

S, = S

1 - *+ 50
—B(b—a)

Sl = N—nIoSO +SO

De la misma forma, para i=0 de la ecuacién 2 se obtiene:

1
o {0 — @) [ 5 85105 — viodga® |} + o
I = 8,0
-

n

(b - a) I:%IOSO - ylo] + nlo
11 =

n
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(b—a) [%1050 —Ylo]

I, =1+
1= 1o n

Para i = 1 se tiene para la ecuacion 1:

1 _ b _ nm
6n‘m * {M [81:0 1051 + 6 IISO] 610 [nSl nSO]} + (n - 2)51 + SO
1,1

52=

n-—-1
Para i =1 en la ecuacion 2 se tiene:
I,
1
s (b= @) [§ (11051 + 817150) — ¥(833'1o + 81711)| - 83ty — o)}
_ 911

(n—-1)

(n—2)11 +IO
(n—-1)

Para i = 2 de la ecuacion 1 se obtiene:
S3

b
T {M [85010S2 + 8511181 + 835 1,80] — 855 [nS1 — nSy] — 837" [(n — 1)S; + (2 — n)S; — so]}
2,2

(n-2)
(n - 4)52 + 251
(n-2)
Para i = 2 de la ecuacion 2 se obtiene:
I

1
g (b~ ) [§ (8371082 + S3T0LS1 + 837 1,50) — ¥(83To + 8371 + 8371,)| - 83 [ty — mlo =837 [(m— D, + 2~ Iy ~ Lo}
_ 922

(n-2)
(n—DI, + 21,
(n-2)

Para obtener los valores de cada r; utilizamos la ecuacion 3:

R =yl

e )1 = Driss + @i =y~ ir 1B} = yliB]
i=0

Asi para i=0, 1 y 2 se tiene respectivamente
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i=0

1
(b —a) [nry —nre] = vl
(b — a)yly + nry
=
n
i=1
1 f—
b—a) [(n—Dr,+(2-n)r —nl =vh
m—Dr+C-nn—r=0b-a)yl
_b-ayLh+(n—-2)r +71,
"o (=1
=2
1 p—
b —a) [(n =23 + (4 —n)r, — 2n] = v,

n=2)s+@A—n)r, —2r, = (b — a)yl,
_b-ayL+(n—Dry + 2y
BT (n=-2)

Caso practico

Encontrar las curvas S, I v R que describen el comportamiento del sistema SIR para
los valores S(0) = 127,792,286;1(0) = 1; R(0) = 0; B = 4.855yy = 4.8 considerando
n=3 en un intervalo de tiempo de 2 anos.

Se tiene que
_—pb—a)
Nn
g —4.855(730)
17127792287 * (3)

S1=127,791,104.62

S1 [4So + So

1x127792286 + 127792286
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(b—a) [%1050 - VIO]
n

4.855
(730) [127,792,287

* 1% 127,792,287 — 4.8 1]
3

(730) [#525287 «1%127,792,287 — 4.8 * 1]

L =1

I, = 14.38

Con los valores de S;e I1 se puede obtener los valores de S e I» que corresponden a

_ %11
27 n—1
S _ w [1051 + 1150] - [Tl51 - nSO] + (n - 2)51 + So
27 n—1
S2
% [127,791,104.62 + 14.38 * 127,792,286] — [3 * 127,791,104.62 — 3 * 127,792,286]

2
4 +127,791,104.62 + 127,792,286
2

S, = 127,766,207

(&

I
87}_,,1 {(b —a) [% (670 10S1 + 671" 11So) — v (615" 1o + 5{?{”11)] — 810 (nly — nlo)} +(n -2 +1,
_ 911
- (n—1)
(b —a) [% (IoSy + 11So) — v (o + 11)] —(nly —nlp) + (n—2)I; + 1,
12 =

(n—1)
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(730) [% (127,791,104.62 + 14.38 * 127,792,286) — 4.8(1 + 14.38)]

I, =
2 2

(3%x1438—-3%1)+14.38+1
2

I, = 296.42

Por 1ltimo los valores de S3 e I estan dados por

1 (-B(b—a
yl—m{ﬁ(T) [630 oSz + 831 1181 + 833" 1,So| — 655" [nS1 — nSol — 637" [(n — 1)S, + (2 — n)S; — 50]}
_ 922
i (n-2)
+(n—4)S, + 28,
(n-2)

S, = 127,773,980

e
I
1 nm nm nm nm nm nm nm nm
gm0 = @ [[ (5327105, + 630115, + 819°1,8,) = Y (83710 + 831 + 833°1,)| = 833 nly = nlg =833 [(n = DIy + 2 = w1, ~ o]}
_ 922

(n—-2)

(n—-NIL +2I,
(n-2)

I; = 15,188.6
De la misma forma los valores de ri, r2 y r3 estan dados por

_(b—a)yly +nry

2 "

r =1,168
_b-ayLh+(n—2)r; +1,y

"o (=1

r, = 25,783.58

Y

_b-aylL+(n—4)r, + 2
BT (n=2)

r3 = 1,015,209.19
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5.2.  Aproximacién de soluciones para ecuaciones de tipo Riccati

Una ecuacién de Riccati es una ecuacion de la forma

Y () + p()y(x) + q(x)y*(x) = f(x)

Donde p(x),q(x)y f(x)son funciones que dependen de x. En este estudio se
considerara el caso cuando p,qy f son constantes. Esto es, cuando la ecuacion de

Riccati tiene la forma

y'(x) +py(x) + qy*(x) = f.

Al proponer una curva de Bézier y(x) como solucion aproximada de la ecuacién de

Riccati se sabe que ésta esta descrita por

n
y= z b;B{"
i=0

Por lo que se tiene entonces que

L )10

¢

2 _ \'2n 2n _
y© = dizo@iBi" con a; =

donde b;_j =0 para i —j >n

De la misma forma tenemos que dicha curva y elevada de grado n veces queda

expresada en la forma

2n i
y:z 26{3”19]- B{"
i=0 | j=0

Con 65" = 0 donde (ifj) =0y (7) =0.Parai—j>nyj>n

7

Y que y” elevada de grado esta descrita por

n

1

Y =5z az[(n = Dbiyy + (20 = n)b; — ib;_4]B}'
i=0

La cual elevada n veces méas de grado queda en la forma
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2n i

Z Z 6Ln}n[(n — )bjs1 + (2j —n)b; —jbj_l] B

i=0 \ j=0

1
b—a

y =

Por lo que la ecuacién de Riccati expresada en términos de la aproximacion de Bézier

queda en la forma

2n i 2n i
1 . . .
T az Z 8;?]’-”[(71 — Dbjy1 + (2j —n)bj — jbj_1 ]| { B +p * Z Z &, b; | B

=0 \j=0 i=0 | j=0

2n
raeS apin =
i=0
De donde

— 607 [nby —nbo] + pSyabo + qbi = f Para i=0

Y

1 i . . . i .
—Xj=o 61-',‘]’-"[(71 — Dbjs1 + (2j —)b; — jbj_1| + P Xy 87" bj+qa; =0 Parai>0

Despejando b; de la primera ecuacion se obtiene

(b —a)
nn
néy o

Bw _

. nn __
Donde se tiene que 8y, = & =

by = bo + |f — P85 bo — qbi]

Por lo que

(b—a)
n

by = by + [f —pby — qbg]

De la misma forma el despeje de b;,; de la segunda ecuaciéon queda de la siguiente

forma
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i-1
1

= z 52,1}71[(71 — ))bjs1 + (2j —n)bj — jb;_4]

j=0

i
+ 6;}1'”[(71 - i)bi+1 + (Zl - n)bl- - ibi—l] + pz 6:1'71 b] +qa; = 0
j=0

i-1
Z 5;}}”[(71 — Dbjs1 + (2j = m)b; — jbj_1| + 67" [(n — Dbiyq + (20 —n)b; — ib;_]
=0

i

= (a—b) pz 6irfj’-nbj +qa;

Jj=0
[((n = Dbyyy + (2i —n)b; — ib;_4]
B (a—b)(p Zﬁ':o 53}” b; +qa;) — 25-;%) 5?}"[(" — )bjs1 + (2j —n)b; — jb;_4]

nn
6i,i
bi+1
a—b L0 b+ qa;) — Y23 87 [(n— bjy1 + (2j —n)b; — jbj_
( )(PZ]_O ij J q l) Z]_(()snll;{ [( ]) j+1 ( J ) j ] J 1]+(n—2i)b,-+ib,-_1
i,i

(n—1)

Problema 8. Encuentre mediante curvas de Bézier una soluciéon aproximada de la

ecuacion utilizando 4 puntos de control en el intervalo [0, 10]

Yy =-y+y
© =
=3
Solucién.
Se tiene que en la ecuacion p =1, g=-1,f =0y by = %
Resolviendo para n=3 se tiene que
Parai =10
(b—a)

[f — pbo — qb§]
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NI»—\

+3

b1=_§
Parai=1
b,
-10 633b + qa 6333 - + (2j — 3)b; — jb;_
(-10) (T, qay) — Z,O;éu — b1 + (2 = 3)b; 111]+(3_2)b1+b0
_ 61,1
2
_ (—10)(b0 + b1 - 2b0b1) + 3b0 - 3b1 + bl + bo
2= 2
1 1 1 1 1 1y 1 1
10(3-3-2(0)(-3)+36) -3 (-3) +3-3
b, = 5
. 7
27 6
Parai=2
bs
-10 533 —a 0622[(3 = birq + (2j — 3)b; — jb;_
( )(Z 2) = %)= 2é13[( Dbj + (2 = 3)b, ]]1]+(3—4)b2+2b1
6,
_ 2,2
3-2)
b,
E) (3)() ., )

3 9 3 3
(_10) [1_5 bo + Ebl + 1_5b2 - < ) b bz (6) 1 + (6) bzbo)] - 1_5 [3b1 3b0] [2b2 bl - bo]
2

3
15

_b2 +2b1

by = (—10)[by + 3by + by — (2bob, + 3b,%)| — [3by — 3bo] — 3[2b, — by — by] — b,
+ 2b,

58



CONCLUSIONES

En el presente trabajo se ha conjuntado teoria algebraica, teoremas importantes de
calculo, ecuaciones diferenciales y analisis matematico y combinarlo con herramientas
computacionales para crear un nuevo método de soluciéon semi-analitico para

ecuaciones diferenciales ordinarias.

Este método resulta ser ademés de elegante, muy robusto y de rapida convergencia,
se presenta como un puente entre las soluciones de tipo analitico y ntmerico de

ecuaciones diferenciales.

Se han abordado muy variados tipos de ecuaciones diferenciales ordinarias que
representan todos los tipos que se presentan en un curso clasico de ecuaciones
diferenciales sin tener mayor problema en presentar una solucién aproximada que la

velocidad de convergencia.

Se han considerado ademas dos formas distintas de abordar el método, por iteraciones
y mediante una equivalencia matricial mostrando que el método de curvas de Bézier
puede ser implementado de diferentes maneras y continuar presentando una gran

robustez.
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