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RESUMEN

Procesos industriales se ven involucrados conillaacion de maquinaria especializada, en
algunos procesos este tipo de equipos utilizars agaengranajes para transformar giros,
reducir o incrementar la velocidad de giro, la pEdle eficiencia en maquinas puede ser
ocasionado por la aparicion de fallas en sus coemges mecéanicos. En este trabajo se
presenta el analisis del desgaste en engranes ardplel Método de Elementos Finitos
(Finite Element Method, FEM), demostrando que pilwa de masa ocasionado por desgaste
afecta la frecuencia natural y la de operaciénrdatg una caja de engranes. Para realizar el
andlisis se propuso un modelo del perfil de dielet@in engrane con diferentes niveles de
desgaste, un modelo sano con 0% de desgastergdoesos dafiados con 25%, 50% y 75%
de desgaste; la geometria de los modelos se ob&hdsarrollo y descripcion de codigo en
MATLAB®. Para emplear el FEM se describieron fumae desarrolladas en MATLAB®
para realizar el pre-procesamiento, procesamienpmst-procesamiento del método, al
integrar las diferentes geometrias de los perfildas herramientas FEM de un analisis
estatico se obtuvieron esfuerzos y deformacionéslidate al aplicar una carga, de una
analisis dinamico se obtuvieron las frecuenciaarafgs. Para dar validez a este trabajo se
disefio y construyo un banco experimental de fatlesanicas, formado basicamente por un
motor, una caja reductora de engranes y una cadegacuerdo con los modelos de desgaste
propuestos en uno de los engranes de la caja s idd manera controlada la falla de
desgaste, mediante la medicidn de vibraciones gnétisis espectral, se determinaron los
efectos que genera el desgaste en engranes salperéeion del proceso. Investigaciones
aplicadas en el estudio de engranes tienen corstivabjmejorar algun aspecto, o bien tratar
de pronosticar posibles fallas, con una buena ro&igth de implementacion para el FEM
se logr6 comprender de mejor manera su fundaméntagilas ventajas que ofrece,
encontrando que la frecuencia natural es afectadalgambio de masa en el engrane, con
la medicién de vibraciones es posible detectaagdibmpranas en sistemas mecanicos como
como lo es la aparicion del desgaste en engranes.

(Palabras clave:desgaste, FEM, frecuencia natural, vibraciones)



ABSTRACT

Industrial processes are involved with the usepetglized machinery, in some processes
this kind of equipment uses gearboxes to transtarms, reduce or increase the speed turn.
Loss of efficiency in machines can be caused byotteeirrence of mechanical failures in
their components. In this project the analysis @drgwearing applying thEinite Element
Method-FEMis presented, demonstrating that the change is pmssed by wear affects the
natural frequency and the operation inside a gearlboorder to carry out the analysis a
model of the tooth profile of a gear with differdevels of wear is proposed, a healthy model
with 0% of wear and three damaged models with Z8%% and 75% of wear are proposed;
geometry of the models was obtained from the deweémt and description of code in
MATLAB ®. To employ the FEM, it was necessary tosdebe functions developed in
MATLAB ® which are to calculate the pre-processipgocessing and post-processing of
the method. To integrate the different geometrigbeprofiles to the FEM tools with a static
analysis, stresses and strains of the tooth weegnaa by applying a load, though a dynamic
analysis the natural frequencies were obtainedzalidate this work an experimental bench
of mechanical failures was designed and built, dadlyi consisting of a motor, a reduction
gearbox and a load, according to the wear patf@oyosed in one of the box gear’s the wear
failure was induced in a controllably way. By measy vibration and spectrum analysis, the
effects generated by the wear in gears in the peooperation were determined. The aim of
this research is to improve some aspects or trgrédlict possible failures. With a good
methodology of implementation for the FEM a betterderstand its functionality and
advantages was achieved, finding that the natteguency is affected by the change in mass
of the gear, with the measurement of vibration ésgible to detected early failures in
mechanical systems such as is the occurrence afiwvgaars.

(Keywords: wear, FEM, natural frequency, vibration)
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Capitulo |

1 Introduccion

Hoy la industria y otros campos de aplicacion regr maquinaria de mayor
eficiencia, esté es uno de los requisitos paransataina empresa competitiva y lograr una
buena produccion, actualmente existen una granmsitilzel de maquinaria especializada y
perfeccionada en procesos especificos, esto hal@aodalizarse gracias a innovaciones
tecnoldgicas, duefios de plantas productivas qaisieno detener sus procesos,
desafortunadamente sabemos que las fallas elécticao mecanicas pueden aparecer en
cualquier momento, en consecuencia se generanscestmémicos al reparar este tipo de
dafios y la gran mayoria de las veces se puede detgtener todo un proceso. Dentro de los
componentes mecanicos que conforman una maquerecsentran las cajas de engranajes,
usualmente utilizadas para la transformacion deimmentos (cambio de giros, reductores
de velocidad), algunas de las principales fallasspipudieran generar dentro de una caja de
engranajes es la fractura de dientes en engralklesgbie cuando se encuentra presente es
auditivamente percibible, este es el peor de lseesano debemos de olvidar que con el uso
y debido al contacto entre dientes es generadesgedte, normalmente despreciable por no
saberse cuantificar, por tal motivo que en estmjoase presenta el analisis del desgaste en

engranes, con el fin de demostrar como la pérdidaaka en engranes afecta la frecuencia



de operacion dentro de una caja de engranajes,aadaéenocasionar dafnos al resto de los

componentes que se le encuentren acoplados.

El contenido de éste trabajo se encuentra divididoinco capitulos, en los cuales
gueda descrito el desarrollo del proyecto, el cipitino contiene una introduccion, en la
gue se exponen algunas de las necesidades paditacion del presente trabajo, también
se presentan una serie de antecedentes, hipa@bmgtyos de alcance, justificacion, y un
planteamiento general para dar una orientaciorcatgkenido de la tesis. En el capitulo dos
se presenta una revision de la literatura, deddlasomo surge y ha evolucionado hasta el
momento el tema tratado, mostrando también lanm&eion necesaria para poder analizar
fallas en engranes. En el capitulo tres se dekaflelmetodologia, donde se describe el
procedimiento y los métodos utilizados en el aigtie la pérdida de masa en engranajes.
Definiendo algunas pruebas realizadas, los resadtazbtenidos junto con discusiones
elaboradas son descritos en el capitulo cuatranEtimo capitulo se incluyen conclusiones
de las pruebas realizadas, dando algunas prosgeptiva el proyecto realizado. Finalmente
encontraremos una seccion en la cual se exporenemefas bibliograficas consultadas y un

apéndice.

1.1 Antecedentes

Actualmente gran cantidad de procesos industriafan relacionados con la
utilizacion de maquinaria especializada, empleastaka realizacion de tareas especificas,
estas maquinas principalmente compuestas por eleseléctricos y mecanicos involucran
el uso de engranajes, para generar movimientosos, gijemplo de ello son las maquinas
herramienta, como el torno y la fresa, que utilizaas de engranes para variar sus
velocidades de operacion. Con los continuos avaeedigados en el disefio de instrumentos,
controles automaticos, y equipos automatizadasstatio de los mecanismos ha tomado un
nuevo significado, la ventaja de estos mecanisnsoge pueden lograr tanto pares
prismaticos como rotacionales.

Los engranes son elementos mecanicos dentadooturealrededor de un eje,
llevar a cabo la implementacion de estos elemerdo® parte de un mecanismo, para la
trasmision de potencia o movimientos rotatorioseaagesultado de un desarrollo aislado;
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sino que se tuvieron que haber realizado estudi@s pgrmitieran concretizar algunas
aplicaciones y disefios. Ya que los engranes coystit uno de los mejores medios
disponibles para transmitir este movimiento, y delal contacto continuo que presentan sus

dientes, estos sufren desgaste a determinado ti¢shpgley y Uicker, 1997).

En consecuencia, se han desarrollado trabajos|dim @¢e que éstos tengan un
mejor desempefio, asi cualquier nuevo disefio o0 @mejoonsiderando las primeras
contribuciones, impone nuevas demandas sobre wmdatgrimanufactura, lubricantes e
incluso aspectos de vida esperada. Para este ,e$ectmn propuesto distintas geometrias
para el diente de engrane con el fin de lograptana relacién de velocidad constante como
la mayor resistencia posible, es en el afio de £t888do Wilfred Lewis introduce el sistema
de involuta para el disefio del diente, siendoladtaama geométrica de uso generalizado en
el mundo, y de esta forma las trasmisiones con aeegr se han desarrollado

ininterrumpidamente y sus aplicaciones se han aahplconsiderablemente.

Debido a fallas mecanicas que presentan los erjggamantros de investigacion e
instituciones de educacion se han dado a la taeaalizar analisis en fallas de engranes
usando ciertos métodos o algoritmos especificogsyde tiempo que se han publicado
algunos resultados, en el ambito internacionabgel@n encontrar diversos antecedentes, tal
como el trabajo de Ramamurti y Ananda (1988), qsaralizaron una propuesta para el
andlisis de esfuerzos en dientes de engranes usanuetodo de elementos finitos (FEM-
Finite Element Methgdy simetria ciclica, omitiendo las condicionesfeya entre dientes
adyacentes con un método de iteraciones simultaieesiaron un analisis de frecuencias,
las cuales compararon con las obtenidas de madgieldiente de engrane como una viga en

cantiléver.

Durante décadas la mayoria de estudios sobre esggtavieron un solo enfoque,
algunos ejemplos son el caso de Celika (1999) qratulé deflexiones y esfuerzos en dos
modelos diferentes de engranes, en su modelo @vasidformaciones de contacto y efectos
de friccion, sus resultados los comparé con exparios analogos en donde uso strain gage,
Gonzales et al. (2002) contrastd los esfuerzosnatise usando solamente mediante el
analisis de un diente de engrane en diferenteafptatas de hardware dirigidas a la
aplicacion del FEM, donde comparé la capacidad atgac de engranes cilindricos con



normas vigentes 1ISO 6336 (ISO 6336-3:1996), deddoieque el FEM es una buena

alternativa para el estudio en el célculo de eregan

Desarrollos en software generaron nuevas platafdaaimulacion con las cuales
se pueden realizar buenas aproximaciones, estdafoplaas han sido usadas en
investigaciones nacionales, tal es el caso de $ahd®004) realiz6 el analisis sobre la
resistencia a la flexiéon en un diente de engrac® retilizando el método experimental de
la fotoelasticidad y el método numérico FEM dedmdo en ANSYS, obteniendo gran
similitud entre los resultados por ambos métodosppo parte, Rodriguez (2006) determino
los esfuerzos mediante la aplicacion de una cangéupl en los dientes de una rueda tipo
catarina, comparando resultados del método fotiimason los obtenidos del modelado en
ANSYS, y aunque obtuvieron buenas aproximacioneslianee FEM los resultados

mostrados por este tipo de software son muy lirogad

Los trabajos anteriores han establecido las baa@sque las investigaciones en
cuanto al analisis de engranes sigan desarrolléngban dado pie a nuevas propuestas, tal
es el caso de la realizada por Gonzéles y Brir&l8§) quienes realizaron un analisis del
estado tensional en el contacto de dientes de megyrailindricos sometidos a un
endurecimiento sobre-estructural, reportando queEd permite modelar contornos para
desplazamientos normales y tangenciales. Ali gAD8) analizaron un diente de engrane
para diferentes velocidades de operacion, utiliaatdnétodo de superposicion encontraron
componentes de desplazamiento verticales y hoalemtademas de usar ANSYS para el
analisis por FEM encontraron sus frecuencias nlagjralesplazamientos y esfuerzos,
comparando resultados tedricos con el analisisgM. Camacho et al. (2009) disefiaron y
modelaron una caja de reduccion y trasmision us&MNBYS, su andlisis de resistencia y
esfuerzos en los materiales fue bueno, pero ladtaess reportados para la fabricacion de

engranes fueron ideales.

Las investigaciones aplicadas al estudio de engraé@@en como objetivo mejorar
algun aspecto, o bien tratar de pronosticar pcsiléas, una de estas y la mas estudiada es
la fractura de dientes en engranes, apoyando ktiaren falla de engranes, en este proyecto
de investigacion se propone analizar la pérdidandsa en engranes, debido al desgaste
presentado por larga vida util o carga excesivézardo el FEM para modelar las etapas de



desgaste de un diente de engrane y determinat gambkio de masa de un engrane modifica

la frecuencia de operacién del mismo.

1.2 Objetivos e hipotesis
1.2.1 Objetivos
1.2.1.1 Objetivo general

Analizar la pérdida de masa en engranes con eldoé&te elementos finitos, para
demostrar que el cambio de masa, debido al desgHstda su frecuencia natural y la

operacion del mismo dentro de una caja de engranes.
1.2.1.2 Objetivos particulares

Generar el perfil del diente de un engrane medianpeogramacién de cédigo en
MATLAB®, para obtener las caracteristicas de lesmantos en forma detallada.

Modelar un diente de engrane con el método de el@sénitos, para obtener sus

frecuencias naturales y su relacién con la pérdidaasa.

Modelar las etapas del desgaste de un diente darengon el método de elementos

finitos, para cuantificar el grado del desgaste.

Verificar los resultados de acuerdo a algun cotepara su comparativa con

métodos reportados o mediciones realizadas.

1.2.2 Hipotesis

Es posible mediante el analisis con el método emehtos finitos determinar que

el cambio de masa en engranes, generado por desgastifica su frecuencia natural.



1.3 Justificacién

Como se presento en los antecedentes, los trategtizados abordan el andlisis
estructural en dientes de engrane, pero en su faagbdiente de engrane es modelado y
analizado sin falla alguna, dejando fuera del amalconsideraciones importantes, que
pudieran generar variaciones en los resultadgeyresso que en este trabajo se realizara un
analisis tedrico del desgaste en engranes, modelamdiiente de engrane como viga en
cantiléver, siendo esté una buena aproximaciolg deal podremos extraer con facilidad su
frecuencia natural, misma que depende de la masaloduna buena caracterizacion del
modelo de viga en funcion del desgaste se obterebfarerzos y desplazamientos para su

cuantificacion.

La mayoria de investigaciones realizadas utilizasoftware basado en FEM
(ANSYS), para poder dar validez de sus resultasiogpoder acceder en forma detallada a
la estructura de cada uno de los elementos (mattieeigidez y de masas), puesto que en
general el software de simulacién solo despliegallt@dos, como desplazamientos y
esfuerzos, en este trabajo se realizara el anaiisperfil del diete de un engrane,
considerando falla de desgate, desarrollando laarh&ntas necesarias para el estudio de
FEM usando el lenguaje de programacion de MATLAR®ya la opcion de realizar
simulaciones, ademas de que mediante la programacanual para el FEM permitira
estudiar el comportamiento de cada uno de los elEmeaccediendo en forma independiente
a cada una de sus matrices de masas Yy de riggtez;anducira a encontrar respuestas mas
aproximadas a la realidad, y poder observar csaledos principales efectos generados por
este tipo de falla.

Estudios realizados, han sido la base para comtimejorado la calidad en
engranes, aun asi las fallas seguiran presentapdeserando dafios no solamente sobre los
engranes, sino que ademas pudiesen generar da@iosppicuten econoOmicamente a los
procesos, por ejemplo: mayor consumo de energiey ato motores como en la carga,
debido la pérdida de eficiencia, efectuando unaduespeccion en el mantenimiento de
sistemas mecanicos, empleados en procesos intestgaede ayudar a evitar una inversion
de recursos financieros innecesaria, esto puedlzarsa si se tuviera una base de datos en

la que se describieran los efectos que generarraeagpfallas como el desgaste en engranes,
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de aqui la necesidad de continuar con el apor& amalisis de fallas en engranes y generar

nuevos enfoques.

Generalmente cuando se detecta mal funcionamiengiseemas mecanicos, es
porque la falla presente puede ser visual o aaditente perceptible, esto lleva a la pérdida
de recursos tanto econdmicos como productivoseyqua dar solucién al problema, ademas
de detener la maquinaria se debe hacer una inaefisgnciera para el mantenimiento del
equipo, al realizar el analisis del desgaste enageg, se podra determinar cOmo es que se
afecta la frecuencia de operacion en una caja gilaees, mas aun como esto puede afectar

elementos que a su vez se encuentren ligados r@rende falla.

1.4 Planteamiento general

La elaboracion de este trabajo consta de varigagtga que para llevar a cabo el
analisis del desgaste en engranes se tendra quie weg metodologia, en la Figura (1.1) se

muestra el diagrama general del proyecto.

Caracterizacion y

Cajas de engranajes modelado del desgaste

Analisis de fallas

- }
Correlacion de

resultados i
Analisis con FEM

Figura (1.1) Diagrama general del proyecto.

Al analizar las posibles fallas que pueda teneraaja de engranajes se enfocara

principalmente en el desgaste de dientes de erggyrd@das diferentes formas de desgaste se



realizara una caracterizacion pudiendo diferemeitie poco desgaste y un desgate excesivo,
las diferentes formas de desgaste se modelarada&&M mediante de la programacion de
codigo en MATLAB®, buscando correlacionar los réstibs obtenidos con los de algun otro
método reportado. En forma general el proposit@d®stecto es poder analizar y demostrar
gue la pérdida de masa en engranes puede conducimal funcionamiento entre ellos,
llegando a afectar a los elementos que se le etrendigados, con este estudio se podra
cuantificar el nivel de desgaste existente y qneafactada se puede ver la operacion entre
engranes, por otra parte se pretende iniciar cobgvas lineas de investigacion dentro de la

facultad.



Capitulo I

2 Revision de literatura

2.1 Estado del arte

Desarrollos e investigaciones tecnologicas han tadobases para mejorar la
eficiencia en maquinas de produccion, ya sea adtdoitiempos de fabricacion mas cortos
como mayor precision, los elementos mecanicos quéogman una maquina juegan un
papel muy importante ya que atreves de ellos e csenpuede trasmitir movimientos
lineales o rotacionales, es de tiempo que estosesl®s son objeto de estudio, podemos
remontarnos afios atras cuando Wilfred Lewis intredl sistema involuta para el disefio de
dientes de engranes, siendo esta la forma mas cemdientes de engranes. Por décadas los
estudios realizados a engranes tomaron objetipes#gos, enfocandose principalmente en
el célculo de esfuerzos y deformaciones, despugoljetivos de estudio tomaron otra
perspectiva dando inicio al analisis de fallasresiadose por largo tiempo en la fractura de
dientes, recientemente se han iniciado otro tipanddisis surgiendo la necesidad de estudiar
una falla casi imperceptible como lo es el desgdstgue se pretende realizar con este
proyecto es determinar que la falla de desgasengranes puede ocasionar cambios en la
frecuencia de operacion del mismo.



2.2 Engranesy sus formas comunes

Los engranes se estudian porque la trasmision adhmiento rotatorio de un eje a
otro se presenta practicamente en todas las mé&juonaginables (Shigley y Uicker, 1997).
De acuerdo con Norton (2008), los engranes soictdns en muchas configuraciones para

aplicaciones especificas, las formas mas comunggatede engranes son las siguientes:

Engranes rectos: son engranes cilindricos quertisng dientes paralelos al eje de
rotacion del engrane, siendo esta la forma maslsiynpcondmica de fabricar engranes, por
ser el mas sencillo se usan para trasmitir movitoida un eje a otro eje paralelo y generar

relaciones cinematicas primarias.

Engranes helicoidales: son engranes cilindricoscgaatan con dientes inclinados
0 no paralelos al eje de rotacion del engranengild de inclinacion puede ser disefiado en
base a alguna aplicacion, el uso para este tipengeanes pueden ser el mismo que para
engranes rectos y, cuando se utilizan en esta fonmason tan ruidosos debido a su
acoplamiento gradual, ademas de que puede deaarcallgas de empuje axial y pares
flexionantes, que no estan presentes en engrasmescions, estos pueden ser utilizados para

trasmitir movimientos entre ejes paralelos y n@ajedos.

Engranes cénicos: presentan dientes formados enfigigs conicas, este tipo de
engranes se emplean en la trasmisién de movimiEnéjes que se intersecan, si los dientes
de los engranes son rectos; los engranes conicesp@al se cortan de manera que el diente

no sea recto, sino que formen un arco circular.

Engrane de gusano (sinfin-corona): si el angulo diehte es muy grande el
resultado es un tornillo de gusano, el sentidaticion de la corona depende del sentido de
rotacion del sinfin, los engranes de tornillo sirde construyen también de modo que los
dientes de uno de los dos elementos envuelva paetite al otro, este tipo de engranes son

empleados cuando la relacion de velocidades dgjdssson muy altas.
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2.3 Nomenclatura de engranes

De entre los diferentes tipos de engranes existesur los cilindricos los mas
usuales, los cuales se caracterizan por ser rukndadas, en la Figura (2.1) se ilustra la

terminologia de los dientes de engranes rectododee se describira su nomenclatura.

El circulo de pasa@s un circulo tedrico en el que por lo generdlasan todos los
calculos, su didmetro es @iémetro de pasoLos circulos de paso de un par de engranes

acoplados son tangentes entre si.
El pifidnes el menor de dos engranes acoplados; el malfanserueda o engrane.

El paso circular pes la distancia, en pulgadas, medida sobre allgide paso,
desde un punto en el diente a un punto correspateden un diente adyacente. De esta

manera, el paso circular es igual a la sumasie¢ésor del dientg delancho del espacio
El modulo mrepresenta la relacion del didmetro de paso codrakro de dientes.

El paso diametral P@sta dado por la relacion del numero de dientet engrane

al diametro paso. En consecuencia es el reciprelcmddulo.

La cabezao addenduma se determina por la distancia radial entre déstary el

circulo de paso.

La raiz o dedendunb equivale a la distancia radial desde el fondiehal circulo

de paso. Laltura totalh; es la suma de la cabeza y la raiz.

El circulo de toleranciaes el circulo tangente al circulo de la raiz derane
acoplado. Laolerancia cesta dada por la cantidad por la que la raiz eengmane dado
excede la cabeza de su engrane acopladoolgairase determina mediante la cantidad por
la cual el ancho de espacio de un diente excezlpekor del diente de acoplamiento medido

en los circulos de paso (Shigley y Mischke, 2002).
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Figura (2.1) Nomenclatura de los dientes de engreaatos (Shigley y Mischke, 2002).

2.4 Curvainvoluta y engranes acoplados

A menudo, es necesario combinar varios engrandgener lo que es conocido
como trenes de engranes 0 cajas de engranes. Dadeelocidad angular de entrada a un
tren de engranes, es importante poder determiodmgnte la velocidad angular de salida y
el sentido de rotacion. La razén de la velocidaglkar de entrada con la velocidad angular
de salida es expresada como el cociente de laidatbangular de entrada sobre la velocidad
angular de salida (Mabie y Reinholtz, 1987).

El perfil es la seccién obtenida al intersecar iemté en forma perpendicular al eje
de rotacion del engrane, generalmente los pedigedientes acoplados tienen la forma de
curvas involutas, y ya que estan en contacto diyeetben satisfacer las condiciones de ser
tangentes y mantener una relacidon de velocidad langonstante. La curva involuta
(envolvente) es la trayectoria generada por ungy@nt una recta generatriz que se mantiene
tangente y sin deslizar sobre una circunferencé® lolrante el movimiento de desarrollo
(Mabie y Reinholtz, 1987).

Es necesario saber como trazar una envolvente, semmuestra en la Figura (2.2),
se divide la circunferencia de base en parteseguase trazan lineas radial@&y, OA;, O/,

etc. Principiando e\, se trazan las perpendiculamdB:, AB,, AsBs, etc., a los radios.
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Luego, sobré\1B: se marca la distanciAo; sobreA:B; la distanciad2Ao, igual al doble de
la distanciaA:Ao, etc. Asi se obtienen los puntos por los que [zasavolvente (Shigley y
Mischke, 2002).

Circunferencia

de base Evolvente
% : (o involuta)\

U )

Figura (2.2) Trazo de la envolvente (Shigley y Misg, 2002).

2.4.1 Formulacion del perfil involuta en engranes

Contar con una formulacién matematica para genevatutas de engranes es de
gran importancia, ya que al tener una serie decemugs que modelen un perfil de engrane
con facilidad se podré realizar la programacior@tigo que de manera automatica genere
este tipo de perfiles.

Considerando la involuta como la forma de dienteseegranes, es necesario
calcular ciertas propiedades sobre ella, en lar&iff13) se muestra una involuta generada a
partir de una circunferencia base de rdlicSobre la involuta se muestran dos puAtg8
con sus radios correspondien®asy Rs y angulos de presidha y &g, es facil establecer una
relacion para los factores anteriores ya que @b idel circulo base es constante sin importar

el punto que se considere.
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Figura (2.3) Generacion de la involuta.

Por lo tanto

R, = R cos ¢, (2.1)
0]

Ry = Rgcos ¢p (2.2)
y

R 2.3
cos ¢g =R—ACOS¢A 23)
B

A partir de la ecuaciéon (2.3) es posible determigladngulo de presion de la
involuta en cualquier punto de radio conocido emieluta, la Figura (2.4) muestra una
ampliacion de la Figura (2.3) incluyendo todo edteide engrane, de esta ilustracion es
posible desarrollar una ecuacion para calculaspésor del diente en cualquier puBto

dado el espesor en el pu#to
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Figura (2.4) Generacion de la involuta ampliada.

Del principio de generacion de una involuta, ebd6 es igual a la longituBG,

por lo tanto
,DOG = arcDG _ BG (2.4)
06 06
. _BG
an ¢p = 0C
Asi
2D0G = tan ¢p (2.5)
También
£DOB = £D0OG — ¢y (2.6)

2DOB = tan ¢B - d)B

También se puede demostrar que

4DOA = tan ¢A - ¢A (27)

La expresioran®-® es llamada funcion involuta algunas veces esanitaoenva.
Es facil calcular la funcion involuta cuando el @loges conocido@® es expresado en
radianes, sin embargo es dificil convertiirded a® por lo que han sido publicadas extensas

tablas de funciones involuta.
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Referenciando nuevamente la Figura (2.4)

1 (2.8)
2ts

/DOE = 2DOB + =—
Rp

tp
2DOE =i +—
invgg 2R,

También

1 (2.9)
7 ta

/.DOE = 2£D0OA + =—
R,

ta
¢DOE =i +—
invg, 7R,

De las relaciones anteriores

t 2.10
tp = 2Ry ﬁ + invg, — invey (2.10)

De esta manera es posible con la ecuacion (2.1€))laael espesor del diente en cualquier
punto de la involuta, si se conoce cualquier otnat@, una aplicacion interesante de esta
ecuacion es determinar el radio en el que el diem@ forma de pico.

2.5 Fallas en engranes

El analisis de fallas de componentes debe ser@tascklementos mas importantes
de cualquier estrategia de mantenimiento predictieomaquinaria. Los componentes
eventualmente fallaran, por lo una de las cosasmEmtantes es entender porque lo hacen,
asi, los engranes pueden fallar en diversas folagmfallas en engranes se han agrupado en
cuatro clases generales: fractura, fatiga supalfipicado), flujo plastico y desgaste

(Hernandez y Espejo, 2002).

Falla por fractura: la fractura de un diente dengrane es causada por el esfuerzo
de flexiobn impuesto en él por el torque trasmititla.fractura puede ser por sobrecarga,
frecuentemente de impacto, en cuyo caso se tieadraotura de apariencia fibrosa y/o

granular.
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Falla por fatiga superficial: al producirse el engaje entre dientes de un par de
engranes, conductor-conducido, se inducen endosdk de contacto un estado complejo de
esfuerzos de fatiga de traccion, compresion y cpdela accion simultanea de fuerzas de
contacto y movimiento combinado de deslizamientwdadura. Cuando estos esfuerzos
repetitivos superan la resistencia a la fatigacpotacto, se inducen grietas superficiales y/o
subsuperficiales, las cuales al unirse y propagam@eocan desprendimiento de particulas
de materia en la superficie de los flancos de otmtacurre asi la falla conocida como

picado.

Falla por flujo plastico: consiste en una deforrdagilastica excesiva de los flancos
de contacto. Por lo general, este tipo de falléa estociada a cargas muy elevadas o

temperaturas altas.

Falla por desgaste abrasivo: se puede presenggugeanajes cuando se encuentran
presentes particulas abrasivas entre las supsréieiéos flancos de contacto. Por lo general
este tipo de desgaste es originado por contamimaeldubricante con particulas extrafiadas
de alta dureza. Cuando se tiene un picado sevepatticulas desprendidas pueden provocar
abrasion. Se puede producir desgaste adhesivoosavando la pelicula de lubricante entre
los flancos activos del engrane no es lo suficieetde efectiva, para evitar el contacto
metal-metal. Este tipo de desgaste puede sert@Ersmque produzca escoriaciones e intenso

rayado en la direccion de deslazamiento, conduoianoh deterioro rapido de los engranajes.

2.6 Las vibraciones mecanicas

En el analisis de maquinaria, una parte fundamegrated el conocimiento de las
causas y efectos de su operacion la constituyst@iie de los movimientos oscilatorios de
sus diferentes componentes. A estos movimientatatms®s, en el contexto del disefio y
analisis de maquinaria, se les conoce como vilmasianecanicas, mas geneéricamente,

vibraciones (Lozano y Jauregui, 2013).

Tradicionalmente, el estudio de las vibracionesanigas ha sido considerado una
labor tediosa y sin aplicacion inmediata en la ficdae la ingenieria en la industria. Nada

mas alejado de la realidad. El fenomeno vibrat@sta presente, practicamente, en la

17



operacion de todas las maquinas y sistemas mesadé&aualquier tipo de instalaciones
industriales. No puede ser de otra manera, variasien la homogeneidad de los materiales,
imperfecciones en los procesos de maquinado y ehafactura de piezas, variaciones en
las tolerancias de fabricacion y en el ensamblasimaquinas son causa de vibracién en los
sistemas mecéanicos. Una maquina vibrara si opdnecargada, o si esta trabajando por
debajo de su valor de disefio, por falta de manienim o por cuidado excesivo, Asi, a lo
gue se tiende en la practica es a mantener lokeside vibracion en las maquinas dentro de
valores aceptables. Ademas, con una adecuada reteoidon, esas vibraciones pueden
proporcionar un camulo de informacion sobre lagdamanes de operacién de los equipos y

sistemas mecanicos.

El desarrollo de la electronica y la computaciéopprcionan gran capacidad de
almacenamiento y procesamiento de informacion,pmpsbilitan la aplicacion del anélisis
de vibraciones en un ambiente industrial. Sin egiala relativa facilidad de capturar
informacion que proporcionan las oscilaciones enmaquina es lo que hace imprescindible
un conocimiento sélido de los principios de funeimiento de los equipos empleados para
registrar la informacion, de los fundamentos tex¥ide las vibraciones y de las herramientas
matematicas para su analisis y, asi, explotar @dm $u potencial la informacién obtenida.
De lo contrario, se puede caer facilmente en searics de una “caja negra”, sin poder
interpretar las causas y los efectos que tienenitmaciones mecanicas en los diferentes

sistemas mecanicos.

Por su parte, en el mantenimiento predictivo de ummagia, el estudio de
vibraciones presentes en su operacion constitugétedo mas importante para el desarrollo
de programas de verificacion del estado de maquinas

2.6.1 Andlisis espectral

En general, las vibraciones de una maquina prodsegales complejas que no
tienen forma senoidal Unica, sino que estan contpsieke varias sefales correlacionadas
entre si, de diferente frecuencia, amplitud y fége mas, se presentan vibraciones cuya
forma de onda no tienen ningun orden aparentestascerrelacion entre las sefales la que
hace necesario su analisis por medio de manipulesimatematicas que permitan su manejo
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de manera sistematica. La herramienta principal lgaaplicacion del analisis de vibraciones
al mantenimiento predictivo, es el llamado anaksigectral, basado en la separacion de las
componentes armonicas de la sefal vibratoria, [d@daera que esta separacion permite
identificar las causas y los efectos de las vibraes presentes en la operacion de la maquina
(Lozano y Jauregui, 2013). El andlisis espectrdl basado en las series de Fourier y la
llamada transformada rapida de Fourier (FRBt Fourier Transforin En la practica
industrial, este analisis se lleva a cabo conliaapon de instrumentos electrénicos y equipo
de computo especializado. Para emplear adecuadameah todo su potencial este equipo

e instrumentos, es indispensable fundamentos disiarespectral.

2.6.2 Causasy efectos de la vibracion

Uno de los requisitos fundamentales para logaaatemimiento predictivo 6ptimo
es identificar los métodos menos costosos paratarear los pardmetros criticos de los
equipos, maquinaria y sistemas, que pongan de iestoiposibles fallas futuras. En general,
los sistemas mecénicos se componen de unidadegesptacoplamientos y actuadores
finales. Todos tienen partes en movimiento, ta@®a ejes, mecanismos reciprocantes,
levas, engranes, poleas y bandas. Como ejemplonidades motrices se tienen motores
eléctricos, turbinas de gas, turbinas de vapor yorae de combustion interna, Como
elementos acopladores hay coples, cajas de engbamelas, cadenas, baleros y chumaceras.
Actuadores finales son bombas, ventiladores, t@tegores, molinos y equipos de proceso.
Las principales fuentes de excitacion de estosrset mecanicos provienen de las fuerzas
dindmicas, generadas por los elementos en movimiatg los campos eléctricos o

magnéticos, o de las inducidas por fluidos (Lozadéauregui, 2013).

Debido a la unibn mecénica entre todos los elersetg#aina maquina, las fuerzas
de excitacion se transmiten a los demas componeetés misma, con lo que se pueden
identificar las causas de la vibracion, algunagosibles causas que generen vibraciones

pueden ser el desbalanceo, la deflexion entreajeesalineamiento.

Desde el punto de vista experimental, en mantenimipredictivo, normalmente
se procede a resolver el problema més simple lesgrgando los cambios en el espectro de
frecuencias, enfocando el estudio a sistemas nexsamion engranes se tiene que las
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vibraciones en los sistemas de engranes son irtherarsu operacion, ya que al entrar los
dientes en contacto se inducen las fuerzas deaei®it que producen la vibracion. Esto
sucede por el juego o backlash, que se tiene leistcientes en contacto. Entre mayor sea el
juego, mayor sera la amplitud de vibracion presentel engranaje. Cada vez que dos dientes
entran en contacto producen un impacto que gemewdbtacion. La frecuencia de este
impacto se conoce como frecuencia de engra”&py( es igual al nUumero de dientes por la
velocidad angular del rotor, o s€&&=Nx, dondeN es el numero de dientexia frecuencia

de rotacion del eje que se esta analizando.

Cuando los dientes estan en buen estado y el engstanconcentrico, la frecuencia
de engranaje es de baja amplitud. Si los dientefesgastan, la envolvente que genera la
superficie de contacto entre los engranes se glist@ y la forma de onda vibratoria deja de
ser armonica; esta deformacion del perfil exciteségunda y tercera armodnicas de la
frecuencia de engranajeHR y 3FE), por lo que el monitoreo de estas frecuencidsues
indicador del avance del desgaste en los dientesndd el engrane esta excéntrico o el
defecto de los engranes se encuentra en unos sudiaties, la frecuencia de engranaje se
modula, como se indica en la Figura (2.5), el eégpaiento de las bandas laterales es igual
a la frecuencia de rotacion del eje que tiene glaare dafiado. De los espectro de frecuencias
también se puede identificar cual es el eje qudym® mayor vibracién, ya que el pico de

mayor amplitud se presentara a la frecuencia adedgireje con el engrane dafado.

Un espectro de frecuencias considerado normal gebsentar picos a las
frecuencias de rotacion de ambos ejes del tremgeees y a la frecuencia de engranaje
(FE) de cada uno de los pares de engranes querfaineen. Desde el punto de vista de
mantenimiento predictivo, el andlisis de vibrac®de baja frecuencia es mas util que las de
alta frecuencia, ya que éstas estan relacionadesrmwres de manufactura, como son el error
de paso del diente y los errores de perfil o fldikidd de los dientes, que basicamente

generan ruido.
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Figura (2.5) Vibracion tipica en engrane dafiadaénm y Jauregui, 2013).

2.7 Generalidades del método de elementos finitos

El FEM algunas veces es referido al analisis denet¢o finito (FEAFinite
Element Analys)s que es una técnica computacional usada paranebteoluciones
aproximadas a problemas en ingenieria con valordsoateras. Un problema con valores
en frontera es un problema matematico en el queounas variables dependientes deben

satisfacer una ecuacion diferencial (Hutton, 2004).

El método de elementos finitos es un procedimientmérico, para obtener la
solucién a muchos de los problemas encontrados amaéisis en ingenieria. La principal
utilidad es la discretizacion de elementos pararadt el conjunto de desplazamientos y
fuerzas de una estructura de trabajo. Una seguiiidaceion debida al uso de elementos
continuos, para obtener soluciones aproximadasreblgmas de trasferencia de calor,
mecanica de fluidos y mecanica de solidos. El neetilelementos finitos combina varios
conceptos matematicos para generar un sistema ubcieces lineales o no lineales,

generalmente el nUmero de ecuaciones es muy extgagerlind, 1984).

Hay varios procedimientos para obtener una solucidmérica a ecuaciones
diferenciales, algunas formulaciones para el FEMdpu ser las siguientes: formulacion
débil, método de pesos residuales, método de Galest método de Rayleigh-Ritz, (Kwon
y Bang, 1997) dichos métodos son procedimientosarpente tedricos con bases

matematicas.
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2.8 Discretizacion de elementos

En la mayoria de los problemas de ingenieriaggeiere hallar los valores en un
campo variable, tales como desplazamientos, esfsietemperatura, presion y velocidad
como una funcion de las coordenadas espacialeg @, Asimismo, en el caso de los
problemas de estado transitorio, el campo varitdate que ser hallado en funciones tanto
de coordenadas (X, y, z) como del tiemp®ara realizar un andlisis mediante FEM, es
necesario comenzar con la discretizacion del dandeiestudio, de este modo de idealiza la

region fisica de interés (Rao, 1999).

Una variedad de procedimientos pueden ser usadasnpadelar un dominio
mediante el uso de elementos finitos. Diferentetodas de division del dominio manual
involucran experiencia, conocimiento y tiempo empdate de analisis, algunos programas
han sido desarrollados para un mallado automébeaulales demandan cortos tiempos de

procesamiento

2.8.1 Formas basicas de los elementos

Las formas, tamafios, nimeros y configuracione®slelementos tienen que ser
escogidos cuidadosamente, ya que deben de sersleendejantes al cuerpo o dominio
analizado, para no incrementar el esfuerzo comjmumalc necesitado en encontrar la
solucién. La mayoria de las selecciones del tipelelmento es dictaminada por la geometria
del cuerpo y por el nimero de coordenadas indepetadi necesarias para describir el
sistema.

Asi por ejemplo, una estructura puede idealizamspleando elementos axiales,
mientras que las regiones planas pueden ser disclas con elementos en forma de
poligonos, como es el triangulo, y los sélidos glementos poliédricos, como el tetraedro.
Sila geometria, propiedades del material y canapiable del problema pueden ser descritas
en términos de una sola coordenada espacial, sgempudtilizar elementos lineales o
unidimensionales que tienen una seccion transvdetakminada, pero por lo general se

presentan esquematicamente y son analizados comegmento lineal, para un analisis
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simple a este tipo de elementos se le colocan ddesh uno en cada extremo, con el
correspondiente valor de campo variable escogidmdacognita.

Cuando la configuracion y otros detalles del prolslepuedan ser descritos en
términos de dos coordenadas espaciales indepessliesé pueden usar elementos
bidimensionales, los elementos bidimensionales eaolols con mayor frecuencia son el
triangulo y el cuadrilatero, la capacidad de maditanteras curvas se obtiene agregando
nodos intermedios en los lados de los elementda.g&iometria, propiedades del material y
otros parametros del cuerpo pueden ser descritostrean coordenadas espaciales
independientes, la region puede modelarse med&eteentos tridimensionales, los méas
comunes de estos elementos son los tetraedroglglepipedos (Rao, 1999), en la Figura
(2.6) se muestran algunos de los elementos memmenga que el estudio de este proyecto
sera aplicado a perfiles de dientes de engranesl @rdlisis en un plano en dos dimensiones

bastara para alcanzar los objetivos propuestos.

1
2
2 3
1
node node 3 4
1 D2 3
|_" I_— 1 2 s

1 4

Figura (2.6) Principales elementos para discresicdemas (Rao, 1999).

2.8.1.1 Elemento finito lineal

En general, en un problema a analizar por el métdos elementos finitos,
conoceremos las fuerzas exteriores aplicadas em@dgde sus nodos y los valores de los
desplazamientos en otros. La clave del métodoesstiue, tras su aplicaciéon, obtendremos
una expresion del tipo:

{F} = [K]{u} (2.11)

En la que{F} es un vector columna, conocido como vector deasargn el que
estan todas las fuerzas exteriores que actian sblonedelo; el vectofu}, denominado
vector de desplazamientos nodales, que represdetamanera ordenada, todos los

desplazamientos que experimentan los nodos dellmjogéa matriz[K], que se conoce
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como matriz de rigidez del sistema. Un paso prepaca comprender este método, es analizar

el significado fisico de la matr[K] , para lo que es conveniente estudiar el compogtaimi
de una barra.

Considerando el elemento barra de la Figura (21&)sg encuentra definido por sus
nodos 1y 2, se encuentra sometido a la accionateds en su direccion actuando sobre los
nodos. Posee una longitudy una area de su seccion transversal de yalbefinamos en

él un sistema de referencia cartesiano cuyo egéncicle con el de la barra de manera que la
coordenadas de sus nodos s0m Xo.

X1 hG)
X
® & >

Figura (2.7) Elemento barra (Rao, 1999).

Denominemosh y Uz a los desplazamientos, segun el eje X, que expertan sus

nodos y admitamos que el campo de desplazamieato®l interior del elemento, lo
aproximamos como:
u(x) =ay+ ax (2.12)

Donde las dos constantesyaa. son desconocidas aunque las podriamos obtener
diciendo que cuando=xi, u(x)=u1y que cuanda=xz, u(x)=uz es decir:

{u1}=[a0 @] 1 xl] (2.13)

u—2 1 x2
Del sistema de ecuaciones (2.13) la solucion maradeficientesy y a1 es:

XaU1 — X1Up

(2.14)
ag =——-—
X2 — X1
U — Uy
al ==
X2 — X1

Por lo tanto:
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U — Uy
L

() = 1} (2.15)

x+u; =[d ai] {x

El campo de deformaciones dentro del elemento tvgpoos obtener a partir del

campo de desplazamientos como:

ou u,—u; 1 Uy (2.16)
e Ll

Que, como se observa, es constante a lo largaldet@lemento. La tension dentro
del mismo se podria obtener a partir de la defoidnadtilizando la ley de Hooke:
uz - u1

—Ee=E _E 11{
o=Fe=E =1 1]

u (2.17)
uZ}

Supongamos que, sobre los nodos 1 y 2 actian ctespeente, las fuerzday
F2y suponiendo que la barra sufre unos desplazansieintaales que denotaremos ()
de manera que‘’(xy)= ui’, ui(x2)= uz’. EI campo de desplazamientos en el interior del
elemento cumplira que:

§_ .6 (2.18)
u u
ud(x) = %x +ud

Este campo de desplazamientos virtuales proporcensiguiente campo de

deformaciones virtuales:

)

oud  uf —ud 1[ _ ud (2.19)
T ox L L us
Las tensiones reales que aparecen en la barrage rgereeran de aplican los
desplazamientos virtuales sino consecuencia dddgglazamientos verdaderos que sufren
sus nodosl; y U2 como consecuencia de las fuerzas que actuan sobeerh, y se pueden

obtener de la ecuacion (2.17).

Del principio de los trabajos virtuales, cuya fotanion se estudia en elasticidad,
establece que el trabajo realizado por las caegdes existentes una vez que sus puntos de

aplicacion experimentan los desplazamientos viegiahpuestos:
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5 (2.20)

u

Ful + Fud = [F]7 {U}S}
2

Tiene que ser igual al trabajo que realizan lasitees que, verdaderamente, se
producen en la barra, cuando ésta experimentaefasnthciones virtuales consecuencia de
los desplazamientos virtuales impuestos, y qua:seri

fO'ESdV=fx_x2[u1 uz]{_ll}gl[—l 1 {ug}Adx (2.21)

X—Xq L L u2

Ya que ninguna de las magnitudes del integradondigpedex se tiene que:

s —nE1_ us (2.22)
fae av = )] 1}LL[ 1 1]{ug}AL
Puesto que:
X—2%2 2.23
f dx =1L ( )
Por lo tanto:
EA (-1 ud (2.24)
85177 — = _ 1
fae dv = [uq uz]L{l}[ 1 ﬂ{ug}

EA _ s
= (U Uz I [_11 11] {Z;S}

Igualando el trabajo de las fuerzas exteriores @orealizado por las fuerzas
internas, se obtiene que:

8 EA - g (2.25)
us | _ c£arl 17 )ug
[Fy Fz]{ a}—[ul w1 1]{@}
Como esta igualdad debe cumplirse independientengaios desplazamientos
virtuales impuestos, se tendra que cumplir que:

[Fi Fl=[u1 uUz]—

EAr1q _1] (2.26)
L1-1 1

Que podemos expresar, transponiendo los dos misnd@da ecuacion (2.26)

como:
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{Fl} _ E[ 1 —1] {ul} (2.27)
By Ll-1 1]l
Lo que nos conduce a afirmar que la matriz de emidel elemento lineal de dos

nodos es:

_ (2.28)
]

EAr 1
€] — —
ke =—|_
2.8.1.2 Elemento finito triangular de deformacion constante

Suponiendo que el elemento triangular de la Fig2u&) que trabaja nos ayudara a

resolver el problema de solidos bidimensionales.

@), (),

® (), - (u3),

Ey. (),
E),- @),

—
@) Ede ()
@® E,),. (),
> X

Figura (2.8) Elemento triangular (Rao, 1999).

El sistema de referencias del elemento esta forrpadtos ejex y y de la Figura
(2.8) mostrada, para este elemento se han numklrsdmdos en un sentido anti horario,
mostrando para cada uno ellos las componentesdeaily desplazamientos, sabiendo que
los puntos del interior del elemento se puedenxamar mediante funciones lineales de sus

coordenadas se dice que:

u(x,y) =u=ay + ayx + azy (2.29)

v(x,y) =v=a,+ asx + agy

Aproximando de esta forma el campo de desplazaoseah el interior del

elemento, las deformaciones en su interior podiéearminarse de la siguiente manera:

27



ou (2.30)
= a =a,

Jdu
gy = a = g
Jv Jdu

nyza @=a5+a3

Ex

Como se observa, el haber supuesto un campo deadmspentos lineal eney

nos ha conducido a que, el campo de deformacionekieterior del elemento sea constante
e independiente. Este elemento finito que estamaxithiendo recibe el nombre de elemento
triangular de deformacion constant@ofistant Strain Triangle-C3$D, también, elemento
triangular lineal puesto que las funciones de pakrcion de los desplazamientos en el
interior del elemento son funciones lineales dedasrdenadas del punto que estemos
considerando. Utilizando las ecuaciones constastiel material puede deducirse el campo
tensional en el interior del elemento:

E E (2.31)
Y (ex + vey) = m((xz + vag)

O, =

E
oy = m(&‘y + ng) = m(C% +vay)
E

E
Ty T Aoy T m(“s + as)

Que como se observa corresponde a un estado dénteusistante dentro del
elemento, particularizando las coordenadasy para cada nodo se establece en forma

matricial los desplazamientos:

Uq 1 x4 y» 0 0 0 aq (2.32)
U1 0 0 0 1 X1 YVi||ey
u2 1 x2 yz 0 0 0 0(3
2 10 0 0 1 X2 Y2flag
lu3J 1 x3 y3 0 0 0 a5
V3 00 0 1 X3 ng %6
Llamando a:
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(1
| V1|
u= “2
Uus
173}
[1 xx y1 0 0
|0 0 01 *
11 x ¥y, 0 0
CI=10 0 0 1 x
ll x3 y3 0 0
0O 0 0 1 X3
(1)
| @2 |
{a}—i%f
s
\a,)

Del sistema de ecuaciones (2.32) en la forma:

{a} = [C17H{uw}
Donde la matriz [C} seria:

a, 0 a, O

by 0 b, O

1lcg 0 ¢, O
-1__~|& 2

[C] - 2A 0 a, 0 a

0 by 0 b,

0 ¢t 0 ¢

Se obtienen los coeficientes:

a1 = X2Y3 — X3)2
Az = X3Y1 — X1Y3

az = X1Y2 — X201

by =y, —y3
b, =y3—y
bs =y — ¥,

C1=X3_xZ

C2=x1_X3

oo o

as
bs
C3

N

L —

S

0
0
0

0 aj
0 b

0
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3 =X2—X1

2A2a1+a2+a3

Las deformaciones de la ecuacion (2.31) puederesapse como:

(051\ (2.36)
&) [0 1 0 0 0 o]|%
{Ey}=[o 0000 1“5#
) lo o1 0 1 ol|gt
-y
243
Llamando a:
& (2.37)
g:{é‘y}
ny
01 0 0 0 O
H=[0 0 0 0 O 1]
0 01 0 1 0
(1
| a2 |
as
el
as
\a,)
La ecuacion (2.36) puede escribirse como:
{e} = [H]{a} (2.38)
Considerando las ecuaciones (2.34) y (2.38) serwdati
{e} = [H][C] " {u} = [B{w} (2.39)
En donde la matriz [B] esta dada por:
1[0 b 0 by O by (2.40)
[Bl=[H][C] ' ==|ct 0 ¢z 0 ¢3 O

24 ci by ¢ by c3 bs
Los términos de la matriz [B] solo dependen dectasrdenadas de los nodos del

elemento, esta matriz describe la geometria delezieo.

Las tensiones en el interior del elemento si teabs) tension plana pueden
escribirse como:
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1—-v2 1-v2

o | :
| | _vE E o e
o T 12 102 y
xy l E J xy

E vE . ] (2.41)
|
|

v
0 0
Y si el elemento trabaja en deformacion planadasibnes serian:

E(1—-v) vE ] (2.42)
o A+v)1-2v) A+v)(1-2v) e
{O,x} vE E(1—-v) { x}
(= 0 gy
Tay A+v)d-2v) A+v)(1-2v) .
0 0 2(1 +v)l

En todo caso considerando que el elemento trabagnsion plana llamamos:

O (2.43)
{0}={Gy}
Txy
E vE
0
[l—v2 1—-v2 ]
p_| vE__E o |
T l1—v2 1-v2
0 0 E
2(1—-v)

Ex
{e} = {Ey }
Vxy

Usando la ecuacion(2.39) junto con (2.41) puedelese en forma compacta una
ecuacion para los esfuerzos:

{0} = [Dl{e} = [D][B]{u} (2.44)
Para esta ultima ecuacion conviene sefalar{gtese denomina el vector de
tensiones en el elemenfo} es el vector de desplazamientos noddiRls,es un matriz que
depende de las propiedades elasticas del matet@bytrabaja en condiciones de tension o

deformacion plana yB] es una matriz cuyos elementos depende de las eswautds
cartesianas de los nodos.
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Aplicando el principio de los trabajos virtualeedpmos establecer que, para unos
desplazamientos virtuales de los nodos del elenferitcel trabajo realizado por las fuerzas
reales que actuan en los nudos del elemento, dEpe ser igual al trabajo realizado por las
tensiones internass{ reales que actuan dentro del elemento teniendmenta el campo de

deformaciones virtuales§} que apareceria en el interior del elemento.

Es decir si:

[F1T{u®} = trabajo de las fuerzas nodales (2.45)

Se puede escribir entonces que:

[F1T{u’} = f (o) {e%)av (2.46)

Donde {¢}=[B{u %} representa el campo de deformaciones inducido Igsor
deslazamientos virtualefu?}, el vector{c} representa el vector de tensiones reales

producidos en el elemento consecuencia de lasa{feyzpor lo tanto:

[FI"{u} = f (" [BIT (D17 ([B1{u®})dv (2.47)

= [ By oY B} u?av
Esta ultima ecuacion debe cumplirse para cualgquirjunto de desplazamientos

virtuales que se impongan sobre el elemento, pguéose tendra que verificar que:

[P = " ([ 817107 3147 ) 249

Transponiendo la ecuacion (2.48) se obtiene que:

[F]= ( f [B]T[D]T[B]dv) {u} (2.49)

Como en este caso los elementos de las mafigley [D] son constantes, la

ecuacion (2.49) puede rescribirse como:

[F] = ([B]IT[DP]T[B]Volumen){u} (2.50)

Donde“Volumen” se refiere al volumen del elemento, la matrizigidez[K € del

elemento seria:
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[K€] = [B]T[D]T[B]Volumen (2.51)

Si el“Volumen” del elemento se obtiene como el producto del &ngau espesor

t, la matriz de rigidez podria expresarse tambiéncco

[K¢] = tA[B]"[D]"[B] (2.52)

2.9 Software usado en el estudio de elementos finitos

El FEM es un procedimiento numérico que puede pkca@lo para obtener la
solucion de problemas en ingenieria. La aparic@rcamputadoras ha revolucionado a la
ingenieria, actualmente el andlisis de cualquieblpma, por simple que sea, viene
acompafado de un programa computacional que tah@enuestre todos los célculos o
procedimientos que realiza pero despliega los taxdos del analisis en forma gréfica.
Generalmente es una interfaz la que permite irteaentre el usuario y softwares o
programas de este tipo, lo que implica que losnigaideben de tener conocimientos basicos
acerca del software que utiliza ademas de cona@oeegimientos de analisis en el problema
de estudio para darse una idea de que es lo aditZanelo. En lo que respecta al FEM hay
una variedad de software comercial aplicado enstud®, uno de ellos y de los que mas
destaca es el ANSYS que ademas de elementos ftoitos otros campos de estudio, Abaqus
es otra plataforma de menor relevancia pero qudepger utilizado por su flexibilidad,
HyperWorks y LISA son software completamente gtatenfocado al analisis estatico y

dinamico de estructuras (Moaveni, 1999).

ANSYS es el nombre original para los productos aorakes: ANSYS Mechanical
0 ANSYS Multiphysics, ambos de propésito generabpad analisis por elemento finito y
para ingenieria asistida por computad@AE-Computer aided engineering\ctualmente
la compaiiia tiene un completo desarrollo de praduCAE, ANSYS Inc tiene versiones no
comerciales para usuarios académicos, los cualeslepuser usados con fines de
investigacion. En otra perspectiva, ANSYS es unuptg| computacional de propdésito
general enfocado al modelado de elemento finitoy&l numéricamente resuelve una amplia
variedad de problemas mecéanicos que incluyen @ ahbsaticos y dinamicos tanto lineales

como no lineales, ademas soluciona problemas deeteacia de calor y fluido asi como
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también problemas electromagnéticos. En cuantpabe analisis que realiza cuenta con el
estatico, modal, armonico, transitorio, espectraaepuesta y subestructura (Nakasone y
Yoshimoto, 2006).

Pueden existir otras formas de implementacion @& en las cuales se puede
tener un balance entre la teoria, la formulacibrteméatica, la programacion y la
implementacion del método, usar nuevas herramielggsogramacion como MATLAB®
es una buena opcién de implementacion, el lengusaisa MATLAB® es considerado de
alto nivel especialmente disefiado para trabajamcatnices haciéndolo apropiado para la
programacion del FEM. Con la programacion manualpsede obtener una buena
interpretacion y entendimiento del FEM, con soloesdos fundamentos tedricos y principios
en los cuales esta basado este método. Ademas deesplucion de ecuaciones en derivadas
parciales sencillas, en geometrias complicadamerte pueden expresarse en términos de
funciones elementales. La interfaz grafica de MABA pdetoo] parte de la “PDE
toolbox”, proporciona una de las herramientas ddl f@anejo para la descripcion de
geometrias complicadas, generacion de mallasu@éaolde ecuaciones de discretizacion y

representacion de resultados, en la cual estarusttado el FEM (Khennane, 2013).
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Capitulo Il

3 Metodologia

En este capitulo se presenta el proceso de ddsatemkste trabajo, en la Figura
(3.1) se muestra un diagrama bloques que desearinetiodologia a seguir, el proyecto surge
de la necesidad de analizar los efectos que pugeleerarse ante la presencia de fallas
mecanicas, como el desgaste en engranes. Cumpl@nddos objetivos propuestos el
proyecto se desarrollard en dos partes, una de lelsado en un modelo tedrico y la otra
parte desarrollada en un modelo experimental, ccanpa los resultados obtenidos por

ambos métodos.

En la parte tedrica sera necesario hacer un anéisila formulacién del perfil
involuta en engranes, una vez realizado el anglidiee este tipo de perfil se desarrollara una
descripcién de cédigo bajo MATLAB® que genere denera automatica perfiles de
engranes a partir de algunos parametros de digefionismo se revisara la formulacion y
los pasos a seguir de manera general para emdgrt&mbién seran desarrolladas aquellas
herramientas necesarias para aplicar el analis¥ deEmanera computacional, y realizando
la descripcion de funciones en cédigo bajo MATLAB®&calcularan los sistemas de matrices
y vectores locales y generales, al integrar lolpgide engranes en las herramientas FEM
se calcularan esfuerzos, deformaciones y frecuemneiturales.
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Para el modelo experimental se trabaj6 en el da#kayrconstruccién de un banco
de pruebas, en el que se instalé una caja de essggrBhdesgaste en engranes se tuvo que
inducir en diferentes grados, la caja de engraeésstrumento con un acelerometros para
poder realizar la medicién de vibraciones, despleéprocesamiento de sefiales se realiza
una comparativa con los resultados obtenidos ddkefodedrico.

Banco experimental de fallas mecdnicas

carga LYY Caja de )lotm{E

¥ engranes

Modelo tedrico Modelo experimental
Analisis del perfil Inducir fallas a
involuta engranes
Generar herramientas Integrar a las Instrumentacion con
para construir perfiles herramientas FEM los acelerometros
de engranes modelos de engranes !
' Medicién de
Formulacioén para Realizar simulaciones vibraciones
FEM (2D, analisis modal) 1
! ! Procesamiento de
Generar herramientas | | Correlacion de senales
para el estudio FEM resultados

Figura (3.1) Metodologia del proyecto.

3.1 Andlisis y construccion del perfil involuta

Pareciera que dibujar una curva involuta no egale djficultad, de acuerdo con lo
visto en la seccién 2.4 y con las sofisticadasameientas existentes dedicadas al disefio
asistido por computador&QD) una curva involuta bien podria ser dibujadazaitido un
método geométrico basado en lineas y arcos, y aubgenas aproximaciones pudieran
obtenerse utilizando esta técnica resultaria miigs$e dibujar perfiles de dientes completos
utilizando solo segmentos de lineas y arcos, dedbidogran cantidad movimientos que se

deben de realizar y mas que nada conocer lasdedb#é que se deben de tener en el manejo
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de herramientas basadas en CAD. Un método anafitidera simplificar el proceso de

dibujo de perfiles de engranes, usando técnicpsodgamacion y de acuerdo con la literatura
citada y formulacion desarrollada en la seccionl2s& propone una técnica que ayude a
generar perfiles de dientes de engranes, en laai@i2) se muestra un diagrama que

describe de manera general los pasos a seguitgpemastruccion de perfiles.

Fijar parametros de
disefio

|

Calcular radio base, addendum,
dedendum y espesor del diente
en el circulo de paso

|

Obtener inv®y espesor
del diente para el resto de
puntos sobre la involuta

|

Obtener las
coordenadas para todos
los puntos del perfil

!

Dibujar perfil
del diente

Figura (3.2) Técnica usada para la construcciompeldil involuta.

La técnica propuesta en el diagrama de la Figuga 8 utiliz6 para la descripcion
del codigo de programa basado en MATLAB®, para e @s necesario fijar algunos
parametros de entrada como el nimero de dientendgedne\, paso diametrdbd y angulo
de presion, siendo estos datos los requeridosfahbriaacion de engranajes, para esta técnica
programada también deben definirse un nimero dmgwobre la involuta y la cresta con
los cuales se quiere que se reproduzca el peffididéate; con estos datos de disefio
especificados se puede determinar el radio deuloirbase, addendum, dedendum vy el
espesor del diente sobre el circulo de paso, dos esievos parametros obtenidos y debido
a que el espesor del diente y el &ngulo de presibre el circulo de paso son conocidos y
ademas constantes es posible con las ecuacioBgs(229) y (2.10) determinar el espesor y
la funcioninv® en cualquier otro punto de la involuta, para todideres de radios mayores
gue el radio base y menores al radio de addendomIdS valores del espesor y la funcién

inv@ obtenidos para puntos en la involuta, se us6 un poco de geonyadriaobtener cada
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una de las coordenadas de los puntos en un plafidiXalmente un perfil diente de engrane

puede ser dibujado con las herramientas visuale®fjace MATLAB®.

Los cddigos y funciones generados para la construatel perfil involuta se
muestran en el apéndice, con esta herramientagpaear perfiles es mas sencillo dibujar
dientes de engranes, en la Figura (3.3) se muastraerfil para un engrane de 22 dientes

con paso diametral de 2 dientes por pulgada yatifes nUmero de puntos sobre la involuta.

Pulgadas
Pulgadas

L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L
05 -04 -03 -02 -0.1 0 01 02 03 04 05 5 -0.5 -0.4 -0.3 -02 -0.1 0 01 02 03 04 05
Pulgadas (a) Pulgadas (b)

Figura (3.3) Perfil generado con: (a) 3 puntos1(puntos.

Como se puede observar en el perfil de la FiguB (Bostrado, cuando se utilizan
muy pocos puntos de aproximacion la curva no tierebuena apariencia, sin embargo si
se incrementa el nimero de puntos se pueden olpenies bien definidos, siendo el
namero de puntos un factor importante que puedgaafa geometria del perfil, en esta
técnica de dibujo de perfiles de engranes se puditlar tantos puntos a como se requiera
realizar la aproximacién. Con las coordenadas si@lmtos obtenidos que definen el perfil
del diente solo bastaria realizar una transfornmggaya obtener las nuevas coordenadas que
definan el perfil del resto de los dientes de uygrame completo, y de esta forma dibujarse si

fuese necesario.

3.1.1 Perfiles de dientes desgastados

Desgaste es un término general que describe l&ddpétd material en la superficie
de contacto de un engrane. Existen varios gradaesigaste, estos pueden ser medidos en

términos de milésimas de pulgada, por cada milld® anillones de ciclos de contacto,
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apareciendo el desgaste desde ligero hasta modeeaaesivo, en la Figura (3.4) se muestra
una imagen que ejemplifica el contacto entre dgendi engranes, se puede decir que el

desgaste producido por el contacto solo apareca eplo lado del perfil.

Driven Gear

Driving Gear

Figura (3.4) Superficie de contacto en engranes.

La pérdida pausada del material en el desgaste ldg alguna manera afecta el
rendimiento en engranes respecto a la vida Utd, tgm de desgaste puede ser generado por
el contacto abrasivo o adhesivo dentro del mecandebido a que la pelicula lubricante de
aceite es muy delgada de aceite o por la selegsworrecta de lubricantes para aplicaciones
de baja velocidad. El desgaste moderado puede csmiooado por la existencia de
contaminantes en el sistema de lubricacién queoge un desgaste abrasivo o corrosivo,
por la naturaleza de la carga, por superficiesgago de alta dureza, limitaciones en el uso
de aceite de buena viscosidad y requerimientos erelbcidad para ciertas aplicaciones
frecuentemente imponen a que los engranes trabajeantacto metal a metal, cuando esto
ocurre este desgaste aparece. La destruccionsupéaficie de contacto es generado por el
desgaste excesivo, haciendo cambiar la forma asiteli la vida del engrane puede ser
relativamente corta y puede aparecer la aparicgdruidio; si un par de engranes contindan
operando en estas condiciones la probabilidad featdura de dientes es muy alta, este
desgaste puede ser ocasionado por carga excgswvei@ de contaminantes en el aceite o
el uso de lubricantes de baja calidad, este tipedgaste puede ser muy perjudicial para un

sistema de engranajes reduciendo su periodo dacifer

Una vez que se puede dibujar cualquier perfil dmtdi de engrane y habiendo
explicado un poco de como aparece el desgaste gganes se debe de pensar como se

podrian dibujar perfiles de dientes con cierto grde desgaste, asi, modificando un poco la
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ecuacion (2.8) o (2.9) se puede obtener una perfidesgaste, como si el diente del engrane
se fuera haciendo cada vez mas delgado. Estorserxtyciendo el espesor del diente para
cualquiera de sus dos mitades, aqui es converdefiteér cuales son los grados de desgaste
gue se analizaran para determinar en qué porcesgagducira el espesor del diente, en la
Figura (3.5) se muestra el perfil del diente cosgdstes del 25% (magenta), 50% (cyan) y
75% (rojo), el desgaste es medido respecto al espasla cresta del perfil, los perfiles de
diente de engrane con desgaste se dibujaron solpertil sin desgaste (azul) para poder
observar el cambio que se va generando entre wastesy otro, claro se observa que la
geometria del diente se modifica viéndose afegpaitieipalmente el area total del perfil.
Estos porcentajes de desgaste fueron selecciopargoe para el desarrollo experimental

del proyecto se maquinaron engranes con estasladesi de desgaste.

5 | | | | | | | | | | I
-0.5 -04 -03 -0.2 -01 0 01 02 03 04 05

Figura (3.5) Perfil de diente con desgaste.

3.2 Formulacion e implementacion FEM

Como ya se habia mencionado el FEM es un métod@noren el cual varios
conceptos matematicos son combinados, este méstd@msociado a la programacion de
algoritmos y una de sus ventajas radica en lecitamale los célculos sobre una gran cantidad
de elementos, existe software que a partir de @oangtria o un modelo puede generar
soluciones sin conocer el proceso, a pesar deegssie un procedimiento general en el cual
el estudio FEM esta basado y se divide en tresagtageprocesamiento, procesamiento y

posprocesamiento.
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El preprocesamiento es la preparacion de datosedseddefine el dominio
geomeétrico del problema, el tipo de elemento &atijunto con sus propiedades geométricas
y materiales, se realiza también el mallado delspiebtienen las coordenadas nodales y
conectividad, asimismo deben ser definidas las icamméés frontera y de carga. El
preproceso que en general es la definicion del foogle un paso critico puesto que las
soluciones obtenidas dependeran de que la geordetdnalisis y condiciones sean lo mas
cercanos a la realidad, lo que implica la realimaae un buen modelado. La etapa del
procesamiento esta relacionada con la soluciorcu@c®mnes que resultan de la evaluacién
de las variables nodales, asi cantidades comoresfjelesplazamientos, gradientes pueden
evaluarse en esta etapa. El posprocesamientoiseerafla evaluacion y representacion de
resultados en forma tabulada o gréfica, donde selgp@apreciar las deformaciones en

elementos, sus formas modales, la distribucioreapératura y/o esfuerzos.

La preparacion de datos y su procesamiento necaigtan esfuerzo considerable
si todos los datos van a ser manejados manualnettelo al tedioso del manejo de los
datos hay la posibilidad de incurrir en erroresalementar el nimero de elementos, debido
a esto comunmente se utiliza software especialipadm facilitar el trabajo, el problema de
algunos de los softwares comerciales empleado&Ebhds que el equipo de cémputo debe

de ser de muy buenas caracteristicas debido atgresumo en recursos computacionales.

En este trabajo se propondran algunos pasos ltessalmmanera general se deben
de seguir para un analisis mediante FEM. En larki§8.6) se muestra un diagrama en el
gue se describe la forma general para emplear FEvha forma de programacion manual,
haciendo uso de nuevas herramientas de programagon el facil manejo de datos que
ofrece, en MATLAB® se programaran las herramiegtasayuden al proyecto en el andlisis
por FEM. De acuerdo las etapas en las que se dViBEM cualquier codigo de programa
gue se genere debe de seguir estd metodologiaf@@sedentro de este cddigo de programa
se declararan las variables necesarias y se manithlarear funciones que ayuden a obtener

la solucion por FEM.
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Asignar restricciones y Graficar y desplegar

Leer datos de la : o .
aplicar condiciones de — | deformaciones, esfuerzos

geometria del modelo

carga en sistemas globales y formas modales
— — I
Rl 206 el el Losls Calcular resultados de
del modelo

interés: desplazamientos,
l esfuerzos, frecuencias

Definir condiciones
frontera y cargas

'

Obtener sistemas locales
por elemento y generar
un sistema global

Figura (3.6) Forma general de emplear FEM.

3.2.1 Preprocesamiento
3.2.1.1 Datos de entrada

En primera instancia como datos de entrada sertaromon la geometria de algin
modelo de estudio, por ejemplo: estructuras déceémiifo un disefio de un modelo fisico; con
un modelo geométrico definido se procede a realirar discretizacion o mallado del
dominio de estudio, esta discretizacién puede zaa@é manualmente o bien se pueden
utilizar herramientas empleadas para generar eladwalde contornos de geometrias

complejas.

Con la discretizacion realizada se obtienen losrealde las coordenadas de cada
nodoNcoord por lo que ademas es necesario delimitar el natotab de nodosinod y
elementos del sistenmeel, para evaluar los sistemas locales y poder reaizznsamble en
un sistema global se define la conectividad nodiaéct que describe la interconexion entre
nodos, también debe ser definido el tipo de elemaetilizado que especifica el nimero de
nodos por elemento y niumero de grados de libertmdnpdondof, informacion de las
restricciones que hace referencia a las condicitmoeserabcdof y fuerzas externas que
afecten al sistema también debe ser proporcioriexdémente coeficientes constantes que
detallan las propiedades mecéanicas de los mater@mo el mdédulo de elasticidds)
densidad de maga y el poisson rati@ también deben de incluirse en la programacion del
FEM.
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3.2.1.2 Célculo y ensamble de los elementos

Independientemente de que el proceso de mallackakee de manera automatica
o0 manual, al contar con los datos de entrada dedelaaliscretizado el siguiente paso es
calcular para cada elemento un sistema local quarkxterice (matriz de rigidez y masas),
con muchos sistemas pequefos o sub-sistemas seedebeéer ensamblar un sistema general
o global que describa como se comportan todos sstosistemas interconectados. En la
Figura (3.7) se presenta un diagrama de flujo opéioa como se debe realizar el proceso

de ensamble de sistemas locales dentro un sisteiveal.g

Inicializar sistemas
elobales [K]: [M] y {F}
v

Tomar el elemento
numero 1, nel=1

!

Inicializar sistemas
locales [K®], [M¢]y [F¢]
v
Calcular [K€], [M®] y [ﬁe]
en coordenadas locales
v

Transformar [K¢], [M€] y [ﬁe] a
coordenadas globales del sistema
v
Agregar los valores de [K€], [M¢] y
[ﬁe] al valor actual de [K]; [M]; {i‘}
v

Incrementar el numero
de elemento, nel=nel+1

Y

Se han
evaluado todos
los elementos

Se han calculado los
sistemas [K]; [M]y {T;}

Figura (3.7) Calculo y ensamble de los elementos.

Siguiendo la metodologia de ensamble de elementsranla y aplicandola en un
codigo de programa se deben de inicializar losmsias de rigide[K] y masagM] globales

del sistemas junto con el vector de fue{Egsal que sera sometido, el tamafio de las matrices
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[K] y [M] esta definido por el nUmero total de grados dertilnl del sistemsdof, el tamafio
del vecto{F} también lo definedof. Dentro de un ciclo desdel hastai=nel se obtienen
los sistemas locald&®] y [M€] que caracterizan al elemento y el vector de fedfzaque
actlan sobre el elemento, el tamafio de las mafd€pg [M€] esta definido del producto de
nnel porndof,con los sistemas locales obtenidos y dependieadiosdgrado de libertad que
se analicen para el elementse realiza una transformacion a los sistemasédsgaara
actualizar los valores d&], [M] y {F} de los sistemas globales, este proceso se realiaa
todos los elementos del sistema y una vez finadizeldproceso de ensamble han sido

calculados los sistemas globales que caracterzdisdretizacion del modelo.

3.2.2 Procesamiento

En esta fase se resuelven un sistema de ecuacilyadsaicas ya sean lineales o
no lineales, con la finalidad de obtener resultadosales, estos resultados pueden
representar desplazamientos, esfuerzos, frecueneitasales y modos de vibracion en
problemas estaticos y dinamicos de mecanica o sjwbéener gradientes y valores de

temperatura en la solucién de problemas de traersfer de calor.

Después de realizar el ensamble de los sistematesog haber obtenido los
sistemas globales del dominio de estudio, parfries del FEA y propoésitos de este proyecto
de acuerdo con Rao (2010) un sistema con multgiedos de libertad puede ser descrito

por la ecuacion de movimiento de Lagrange (3.1).

[M1{ii} + [K]{@} = {F} (3.1)

Para la deduccion de la ecuacion de movimientoigmeante mostrada no fueron
considerados uniones fijas, por lo que esta econawdpodria ser resulta paraya que la
matriz[K] es singular, por lo tanto su inversa no existedded que su determinante es cero,
el significado fisico de esto para problemas deamiea de solidos significa que la estructura
sometida a cargas esté libre de sufrir desplazaosiendeformaciones ya que no ha sido
definidas restriccion en los soportes, y ante és@ncia de cargas seria imposible mantener
el cuerpo de la estructura en equilibrio si no texisestas restricciones. En problemas

diferentes a los de estructuras en donde no exgsigortes para su restriccion es necesario
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definir condiciones iniciales, especificando al m&emuno o mas valores de los valores
nodales que se supone son conocidos, ejemploapadtia ser la temperatura ambiente de

una superficie.

Un método simple para incorpora restriccion de kdeggmiento en los nodos es
eliminado el renglon y la columna de los sistema&s rdatrices[K], [M] y {F}
correspondientes al grado de libertad de los nadesingidos. Con las restricciones
aplicadas el problema de desplazamientos en unz&est bajo carga puede ser resuelto

matematicamente usando el método de inversion thcesobteniendo la ecuacion (3.2).

i} = [K]{F} (22)
Una vez encontrado el vector de desplazamientoalesfdi}, se pueden obtener
las reacciones en los soportes con la ecuacioh (8s3deformaciones y esfuerzos de cada
elemento también pueden ser calculados, para eleskmeales con la ecuacion (3.4) se

obtiene la deformacién y usando la ley de Hookesifgerzos se obtienen con (3.5).

{Fg} = [K]{@} (3-3)

e Au (3.4)
L

o=Ee (3.5)

Obtener los desplazamientos nodales, deformacioasfierzos formaria parte de
un analisis estatico, siendo este andlisis unoglenhs utilizados pero no el mas importante
en problemas de disefio en mecéanica de solidospélisia dinAmico también puede ser
realizado resolviendo la ecuacion caracteristitaidiema (3.1), donde una solucion no trial

es igualando su determinate con cero, de esta ans@@btiene obtienen la ecuacion (3.6).

det([K] — w?[M]) =0 (3.6)

De esta ecuacion cada soluciénegfees conocido como eigenvalor, y para cada
eigenvalor corresponde un eigenvector correspoteli@ia forma modal de vibracion, la
frecuencia natural mas pequefia es conocida comeoueineia fundamental y su

correspondiente forma modal conocido como mododorehtal de vibracion.
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3.2.3 Posprocesamiento

Dependiendo del tipo de analisis que se realicegaestatico o dinamico para esta
parte del FEA se evaluaran los resultados obterdddas etapas anteriormente realizadas,
utilizando las herramientas visuales con las quenteu MATLAB® se mostraran
gréficamente los desplazamientos, para problemadedto requieran se graficaran las
distribuciones de esfuerzos usando mapas de catarde manera visual y respecto a una
escala observar la concentracion de esfuerzos etouriticos, cuando se analicen las
frecuencias naturales se mostraran las formas e®did vibracion para dar una idea de

coémo pudiera ser las vibraciones que presente @étlm@n estudio.

3.2.4 Programacion manual del FEM

Para tener un mejor entendimiento de la programaaié@nual del FEM en
MATLAB® se desarrollaran algunos ejemplos que rstn de mejor manera el manejo de
las herramientas desarrolladas para el estudio FEENsmo tiempo se ira explicando el

proposito de las funciones que se desarrollardiligason.

Del libro de Hibbeler (2006) se seleccion6 un peaid estructural para realizar la
programacion del FEM, la Figura (3.8) muestra ustauetura de aceré-36 sometida a
fuerzas externas, el area de la seccién transwégsaldos sus miembros As1.5 ir?, para
este problema hay que determinar los desplazamsietales y los esfuerzos en cada uno
de sus componentes. Ya que se cuenta con un mddeéstudio es riguroso hacer la
numeracion de los nodos y de los elementos, estegmbasicamente la discretizacion del
modelo, en la Tabla 3.1 se muestra la numeracidosd@dos que forman la estructura junto
con sus coordenadas, en la Tabla 3.2 muestra laragidn de los elementos dada por la
conexion nodal que existe entre dos nodos, conftanhacion obtenida al discretizar el
modelo se puede comenzar con la programacion dejadel FEM, el Listado 3.1 muestra
la primer parte del codigo generado en MATLAB® dersé realiza la entrada de datos del

modelo discretizado.
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Figura (3.8) Problema 14.79, Hibbeler (2006).

Nodc Coordenada X (ir Coordenada Y (it

1 0 0
2 96 0
3 192 0
4 192 72
5 96 72
6 0 72

Tabla 3.1 Coordenadas nodales problema 14.79.

Elementt Nodo inicia Nodo fina

O©CoO~NOOOUITA,WNPE
NNFRPOUOPR~WNPRE
PO FRPOOOORMWN

Tabla 3.2 Conexiones nodales problema 14.79.

Listado 3.1 Primer parte de la entrada de datos.

%numero de elementos

nel=9;

%numero de nodos

nnod=6;

%numero de nodos por elemento

nnel=2;

%numero de grados de libertad por elemento
ndof=2;

%total de grados de libertad

sdof=nnod*ndof;

a7



%coordenadas de los nodos (in)

% XY

Ncoord=[ 0, O; ... %Node 1
96, 0; ... %Node 2
192, 0; ...  %Node 3
192 ,72; ... %Node 4
96,72 ; ... %Node5
0,72]; %Node 6

%matriz de conectividad

conect=[1,2; ... % Elemento 1
2,3; ... % Elemento 2
3.4; ... % Elemento 3
4.5; ... % Elemento 4
5,6; ... % Elemento 5
6,1; ... % Elemento 6
1,5; ... % Elemento 7
2,5; ... % Elemento 8
2,4]; % Elemento 9

Como se observa en el Listado 3.1 se definen ldables nel=9 (nimero de
elementos)nnod=6 (numero de nodoshnel=2 (nUmero de nodos por elementdlof=2
(grados de libertad por elemento), con lo que seermbsdof=12 (grados de libertad en el
sistema), Ncoord es una matriz donde la primera y segunda colunordiene las
coordenadas ey de cada uno de los nodosgnect contiene los nimeros de los nodos que
forman cada elemento.

La segunda parte de la entrada de datos se meesttd.istado 3.2, en esta parte
del cédigo se definen las propiedades del matdelmodelo, como el area de su seccion
transversal que eks5ir? y el médulo de elasticidag@=29000klb/irf. Ya que el objetivo del
problema es encontrar desplazamientos y esfuerzess estructura se inicializa el sistema
global[KK] y local [K] de rigidez junto con el vector de fuerZg$, un vector que ayudara
a realizar el ensamble de elemeriasex} también se inicializa. Una parte interesante es la
definiciobn de las restricciones contenidas en etorgbcdof}, el tamafio de este vector
depende del total de restricciones que se tienehgstema y en él se almacenan el nimero
de grado de libertad al cual corresponda la resbric en el problema que se esta resolviendo
el nodo 1 que corresponde al 1° y 2° grado detéibezsta completamente restringido, en el
nodo 3 solo existe restriccion de movimiento editaccion horizontal que es 6° grado de
libertad. Puesto que ya se contaba con un vecthredeas{F} inicializado para definir las
cargas hay que rescribir los valores de carga krgat que corresponda al grado de libertad

en donde existe la carga, para el mismo problenséegxcargas externas en los nodos 4, 5y
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6 en la direccion vertical que corresponden ab8%; 10° grado de libertad, el signo de la

carga asignada indicaria el sentido de aplicacion.

Listado 3.2 Segunda parte de la entrada de datos.

%vector de areas seccion transversal (in"2)
A=1.5*ones(1,nel);

%madulo de elasticidad (Ib/in*2)
E=29e6*0nes(1,nel);

%inicializacién de matriz de rigidez global
KK=zeros(sdof,sdof);

%inicializacién de matriz de rigidez local
K=zeros(nnel*ndof,nnel*ndof);

%inicializacion vector fuerza
F=zeros(sdof,1);

%inicializacion del vector de posicién
index=zeros(nnel*ndof,1);

%definiciion de condiciones frontera
bcdof(1)=1; %1st dof (ul)
bcdof(2)=2; %2nd dof (v1)
bcdof(3)=6; %6th dof (v3)

%definicion de fuerzas (Ib)
F(8)=-2e3; %8th dof (v4)
F(10)=-2e3; %10th dof (v5)
F(12)=-2e3; %11st dof (v6)

El proceso de ensamble de los elementos se meastid_istado 3.3, dentro de un
ciclo con la funciértruss se calcula matriz de rigid¢K] de cada elemento, por medio la
funcion position en el vectofindex} se determina el numero de grado de libertad al que
corresponden los nodos de cada elemento, con \estogs obtenidos se manda llamar la
funcion assemble que se encarga de generar el sistema gje#gl la descripcidn de estas

funciones que se utilizan para el ensamble demsise encuentran en el apéndice.

Listado 3.3 Ciclo de ensamble de los elementos.

%ensamble de elementos en Sistema global
for i=l:nel
%nd=vector de nodos evaluados respect a la conectiv idad
nd(1)=conect(i,1);
nd(2)=conect(i,2);

%index=vector de posicion asociado con el grado de libertad
index=position(nd,nnel,ndof);

%calculo de sistema local
[K]=truss(E(i),A(i),Ncoord(conect(i,1),:),Ncoor d(conect(i,2),.));

%ensamble de matrices

49



KK=assemble(K,KK,index);
End

Ya que se cuenta con el sistema glgBd] ensamblado y las cargas externas en
el vector{F} se aplican las condiciones frontera ya definidag, la funciorboundaryl se
eliminan los renglones y columnas [d&K] correspondientes a los grados de libertad con
restriccion establecida, y la funcidoundary2 se encarga de eliminar los renglones del
vector de fuerzas en donde existen las restricsjdaalescripcion de estas dos funciones se
encuentra en el apéndice. Al aplicar las restriescse pueden encontrar los desplazamientos
invirtiendo el sistema restringid&Kc] y multiplicandolo por el vector de fuerzas resiiiio
{Fc}, ecuacion (3.2), el Listado 3.4 muestra la desm@ipdel codigo en el que se incorporan

las condiciones frontera y se resuelve el sistesina lps desplazamientos nodales.

Listado 3.4 Incorporacion de condiciones frontesalycion del sistema.

%aplicar condiciones frontera
[KKc]=boundary1(KK,bcdof);
[Fc]=boundary2(F,bcdof);

%solucion para el desplazamiento
U=KKCc\Fc;

Con los desplazamientos nodales obtenidos se anltat deformaciones y
esfuerzos que sufre cada uno de los elementos wgart y (3.5), en el Listado 3.5 se
muestra el cddigo que complementa el analisisiestdé la estructura seleccionada, y en el
cual usando la funcidstrain_stress2D se obtuvieron las deformaciones y esfuerzos de los

miembros de la estructura.

Listado 3.5 Calculo de esfuerzos y deformacionesl@mentos.

%célculo de esfuerzos en elementos
for i=1l:nel
%nd= vector de nodos evaluados respecto a la conect ividad
nd(1)=conect(i,1);
nd(2)=conect(i,2);

%esfuerzos y deformaciones

[epsilon(i,1),sigma(i,1)]=strain_stress2D(Ncoor d(conect(i,1),:),
Ncoord(conect(i,2),:),
Ncoord(conect(i,1),:)+[U(conect(i,1)*2-1) U(c onect(i,1)*2)],
Ncoord(conect(i,2),:)+[U(conect(i,2)*2-1) U( conect(i,2)*2)],E(i));
end

Para concluir el andlisis estatico de la estructmala Tabla 3.3 se muestran
solucion que se obtuvo para los desplazamientossgfreeron los nodos, la Tabla 3.4
muestra las deformaciones unitarias y esfuerzesda uno de los elementos, y en la Figura

(3.9) se muestran gréficamente la estructura @iginto con la estructura deformada
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después de haber aplicado las cargas, los despiaamfueron amplificados 1000 veces

para poder observar las deformaciones.

Nodc Desplazamiento X (i Desplaamiento Y (ir

1 0 0

2 0.0029 -0.0132
3 0.0029 0

4 0.0025 -0.005
5 0.0054 -0.0149
6 0.0054 -0.0033

Tabla 3.3 Desplazamientos nodales problema 14.79.

Elementt Deformaciér EsfuerzokPa)

1 0.306¢ 0.889:
2 0.0001 0.0003
3 -0.6897 -2

4 -0.3065 -0.8887
5 0.0001 0.0002
6 -0.4597 -1.3333
7 -0.3831 -1.1109
8 -0.2299 -0.6666
9 0.3832 1.1112

Tabla 3.4 Deformaciones y esfuerzos problema 14.79.
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Figura (3.9) Deformaciones amplificadas problema94Hibbeler (2006).

Ahora se resolvera un problema dinamico en el gugetermine las frecuencias
naturales y modos de vibracion, se plantea el pnodlde una viga en cantiléver (aluminio
7075) de 0.5m de longitud, 0.0508m de ancho, 0.B®63e espesor, médulo de elasticidad

de 72GPay densidad de masa 2810 kg#ara este problema se automatiza la discretizacié
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del dominio ya que las coordenadas en elyepara los nodos de la viga son cero, las
coordenadas de los nodos sobre ekgpeeden dependeran de la longitud de la viga y del
numero de elementos que se utilicen para discrietjz Listado 3.6 muestra la descripcion
del cédigo en donde se realiza la definicion decksacteristicas de viga, la discretizacion
del dominio, la inicializacién de los sistemas tagtobales como locales y se definen de

restricciones y cargas.

Listado 3.6 Discretizacion de elementos de una eigeantiléver.

%longitud de la viga (m)
blength=0.5;

%ancho de la viga (m)
b=2*2.54/100;

%espesor de la viga (m)
h=0.25*2.54/100;

%numero de lementos
nel=50;

%numero de nodos
nnod=nel+1;

%numero de nodos por elemento
nnel=2;

%numero de grados de libertad por elemento
ndof=2;

%total de grados de libertad
sdof=nnod*ndof;

%area seccion transversal (m”2)
Cl=b*h;

%momento de inercia (m”4)
C2=b*(h"3)/12;

%coordenadas de los nodos (m

for i=1:nnod
Ncoord(i,1)=(i-1)*(blength/nel);
Ncoord(i,2)=0;

end

%matriz de conectividad

for i=l:nel
conect(i,1)=i;
conect(i,2)=i+1;

end

%yvector de areas seccion transversal (m”"2)
A=C1*ones(1,nel);

%vector de médulos de elasticidad (N/m”2)
E=72e9*ones(1,nel);
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%vector de momentos de inercia (m™4)
I=C2*ones(1,nel);

%vector de densidades de masa (kg/m”"3)
rho=2800*ones(1,nel);

%inicializacién de matriz de rigidez global
KK=zeros(sdof,sdof);

%inicializacién de matriz de rigidez local
K=zeros(nnel*ndof,nnel*ndof);

%inicializacién de matriz de masas global
MM=zeros(sdof,sdof);

%inicializacion de matriz de masas local
M=zeros(nnel*ndof,nnel*ndof);

%inicializacion del vector fuerza
F=zeros(sdof,1);

%inicializacion del vector de posicién
index=zeros(nnel*ndof,1);

%definiciéon de condiciones frontera
bcdof(1)=1,; %1st dof (v1)
bcdof(2)=2; %2nd dof (th1)

%definicion de fuerzas (N)
F(sdof-1)=2*9.81;

Siguiendo la metodologia de programacion para & BE debe continuar con el
ensamble de los elementos en un sistema globalgbayesaltar que como se requiere
resolver un problema dinamico es necesario teresidtemas globales, uno de rigifl€K]

y uno de masagMM], la funcidbnbeam permite obtener los sistemas locdl€f y [M] de
cada uno de los elementos, la derivacion de laimddrmasas y rigidez para un elemento
viga se encuentran la mayoria de textos dedicddzstualio FEM, en este caso las podemos
encontrar en Segerlind (1984), Rao (1999), Hutted42 y Graham(2012). El Listado 3.7
muestra el codigo de programa que realiza el aalgw@nsamble de los sistemas globales,

como se observa tiene la misma estructura questeldo 3.3 de analisis estético.

Listado 3.7 Ensamble de elementos para una vigamtiéver.

%ensamble de elementos en Sistema global
for i=l:nel
%nd=vector de nodos evaluados respecto a la conecti vidad
nd(1)=conect(i,1);
nd(2)=conect(i,2);

%index=vector de posicion asociado al grado de libe rtad
index=position(nd,nnel,ndof);

%calculo de matrices de rigidez y masas local
[K,M]=beam(E(i),I(i),A(i),rho(i),Ncoord(conect( i,1),),
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Ncoord(conect( i,2),:),1);

%ensamble de matrices
KK=assembel(K,KK,index);
MM=assembel(M,MM,index);

end

Para resolver el problema de desplazamientos exi@fl en la viga se aplican las
condiciones frontera a los sistemas globales qeritben la dinamica del sistema y
aplicando (3.2) se encuentra la deflexion maximbesiga, en el Listado 3.8 se muestra la
continuacién del cédigo en donde se restringeifieraas y se calcula la deflexibn maxima

del extremo libre de la viga.

Listado 3.8 Integracion de restricciones para eig&antiléver.

%aplicar condiciones frontera
[KKc]=boundary1(KK,bcdof);
[MMc]=boundary1(MM,bcdof);
[Fc]=boundary2(F,bcdof);

%solucion para el desplazamiento
U=KKCc\Fc;

%imprimir valores del desplazamiento
[U]=displacements(U,bcdof,sdof);

Existe bibliografia en el campo de la mecéanica dienales que ya ha determinado
tedricamente la formulacion para encontrar la a@&te méxima en vigas, para una viga en
voladizo esta deformacion estad dada por (3.7), ¢l@b(2006). Con los datos dados del
problema se puede calcular la deflexién en la digeD.0105mdespués de haber aplicado
una masa de 2 Kg en su extremo libre, mientrascquneel FEM se pudo determinar una
deflexion de-0.01047 en la Figura (3.10) se muestra graficamente da @n cantiléver
cuando se encuentra sin carga en su extremo litamlyién se muestra la viga flexionada
después de haber sido una fuerza.

FL3 (3.7)

(Smax = ﬁ = —0.0105m
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Figura (3.10) Deflexion de la viga en cantiléver.

Para encontrar las frecuencias naturales de laevigantiléver hay que resolver el
problema de eigenvalores descrito por (3.6), conTM#®B® resulta sencillo encontrar la
solucion gracias a las funciones predefinidas quetiene, con los sistemas globales
restringidos [KKc] y [MMc] se encuentran los eigenvalores que correspond&s a
frecuencias naturales de la viga, a cada eigenialoorresponde un eigenvalor que viene
siendo el modo natural de vibracion, en el Listadbose muestra la parte final del codigo en
donde se calculan las frecuencias naturales yacmtionplotmodeshapes se grafican los
modos de vibracion normalizados. Mostrando en [dalra.5 las primeras cinco frecuencias
naturales de la viga obtenidas con la programat@dREM y en la Figura (3.11) se muestran
los primeros dos modos de vibracion que corresporadéas dos primeras frecuencias
naturales, la descripcion del codigo de la vigasyflinciones utilizadas se encuentran en el

apéndice.

Listado 3.9 Calculo de las frecuencias naturalemgios de vibracion.

%solucion de eigen-valores (frecuencia natural)
[V,D]=eig(KKc,MMc); %D eigen-valores, V eigen-vectores

for i=1: length(D)

wn(i)=sqrt(D(i,i)); %rad/sec
end
freqHz=wn/(2*pi); %Hz

%graficar modos de vibracion

fig=figure;

set(fig, ‘name' , 'Mode Shapes of Beam in rad/s' , 'numbertitle’ ,lofft )
subplot(2,1,1),plotmodeshapes(D,V,nnod,bcdof,sdof,b length,1),grid;
subplot(2,1,2),plotmodeshapes(D,V,nnod,bcdof,sdof,b length,2),grid;
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wn(rad/s) fn(HZ)
130.49¢ 20.76¢
817.822 130.160

2289.928 364.453
4487.352 714.184
7417.933 1180.6

O WNRKF S

Tabla 3.5 Frecuencias naturales de la viga enléaeti
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Figura (3.11) Primeros dos modos de vibracion déga en cantiléver.

Con la solucion de estos dos problemas presensadosroduce un poco al manejo
y programacion del FEM, asi, la metodologia qusigaié para el desarrollo de problemas
estaticos y dinamicos sera empleada para el andkdios perfiles de engranes, presentando
parte del andlisis y resultados en el capitulo IV.

3.3 Banco experimental de fallas mecénicas

Para realizar la experimentacién con fallas de akisgen engranes se disefio y
construyd un banco experimental con la finalidadeggoducir, controlar y analizar fallas
mecanicas, las fallas inducidas estaran de alguar@era controladas y en este caso se
conocen el porcentaje de desgaste que existe endpanes. De manera general este banco
de fallas mecéanicas estd compuesto por un motcoriente alterna, una caja de engranes,
un generador de corriente directa, un arrancadoratiador, un encoder y un acelerémetro,
en la Figura (3.12) se muestra una imagen del bexymerimental con todos sus componentes
instalados.
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Figura (3.12) Banco experimental de fallas mec&nica

3.3.1 Descripcion e instalacion de componentes mecaniopsléctricos

Como ya se menciond el banco de fallas cuenta oanator de corriente alterna
el cual tiene una potencia de 2 HP, su alimentaesdnifasica a 220 V, la frecuencia nominal
de operacion es de 60 Hz, de acuerdo con su piacdatds si se usa esta alimentacion y
frecuencia puede operar hasta las 3600 rpm. Ladeagagranes es de la marca Baldor y es
una caja reductora de velocidad, su relacion decdn es de 4:1 e internamente cuenta un
pifidn y engrane con 18 y 72 dientes respectivamenteflecha impulsora transmite el giro
al pifion y este a su vez transmite el movimientergrane que esta montado sobre otra
flecha en la que se presenta la reduccion de dadcEl generador de corriente directa es
de la misma marca Baldor, puede generar hasta BBIBNAmp a una velocidad de operacion
de 1750 rpm, este generador es usado como una gargal motor y la caja reductora.
Eléctricamente se utilizé un arrancador que op@20¥ trifasico, es de la marca SIEMENS
e internamente cuenta con sus contactores y uagbootcontra sobre corriente, el arrancador

fue instalado para operar al motor a plena tenditinvariador de la marca WAG-CFW

57



también fue utilizado en la alimentacion de moton la finalidad de reducir la frecuencia

de nominal de operacion y consecuentemente reldusielocidad.

En la instalacién de estos componentes en prinugar Ise colocé una bancada
bastante robusta sobre la cual se fij6 el mot¢ga, @a engranes y generador, para poder fijar
de manera segura estos elementos fue necesaritvuboatgunos soportes que también
ayudaron con la alineacion de las flechas, y asimamlio de coples mecénicos el giro del
motor es transmitido a la caja de engranes quecsega de reducir la velocidad y trasmitirla
al generador o carga. La instalacion eléctricarmncador y variador se montaron sobre un
tablero que de igual forma fue construido para gaptos contactos y las canaletas, ademas
este tablero cuenta con suficiente espacio paradouduese necesario colocar otros

materiales de trabajo sobre él.

3.3.2 Fabricacion de engranes desgastados

Las caracteristicas generales de la caja de ersgyaniieron dadas, como ya se
menciond la falla del desgaste sera controlada gqugala caja de engranes cuenta con un
pifidn y un engrane se optd por reproducir la fatlael engrane de 72 dientes, que es el que
transmite el movimiento a la carga, esperando agefectos que este tipo de falla puede
provocar variaciones en la transmision de movinoigrdsi como perjudicar a todo el sistema
mecanico acoplado. Con la finalidad de reprodasrfallas fue necesario desarmar la caja
de engranes para poder adquirir las dimensionesngeine sobre el cual se indujo la falla,
de acuerdo con la propuesta de desgastes fueranmaedgs engranes con el 25%, 50% y
75% de desgaste, en la Figura (3.13a) se muesaranagen del conjunto de engranes, en
esta misma Figura (3.13) se muestran algunas dessas del engrane montado en su flecha,
para la fabricacion de los engranes se us6 un &8td.020 que uno de los materiales mas

comunes empleado en la fabricacion de engranajes.
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Figura (3.13) Juego de engranes y sus vistas.

Cuando se hizo el andlisis del perfil involuta dentes de engrane en la seccion
3.1 se mencion6 que el desgaste solo aparece salaulado del perfil del engrane debido a
que el movimiento y contacto que experimenta siengw en el mismo sentido, en la
fabricacidon de los engranes con desgaste la fadlanducida en uno de los lados del perfil,
la Figura (3.14) se muestra mas a detalle una imdgeengrane sano (a), con 25% (b), 50%
(c) y 75% (d) de desgaste.

m

Figura (3.14) Engrane a) sano, b) 25%, c) 50% %58} de desgaste.




3.3.3 Instrumentacion y sistema de adquisicion de datos

En la descripcién general del banco de fallas meaéarse mencioné la presencia
de un encoder y un acelerometro, y es que de atganara si se pretende analizar los efectos
gue pueden producir fallas mecanicas como el desgiebe de existir instrumentos que
ayuden al monitoreo en la operacion del procesn@der tipo incremental de 5000 cuentas
fue usado para medir la velocidad angular de operapara su instalacién se fabricaron
algunos coples y soportes para poder ser acoptatboparte trasera del generador, de esta
forma la velocidad angular que se estaria monitol@as la reduce y transmite la caja de
engranes. Una tarjeta desarrollada por el grupowstigacion HSPdigital se utilizo para el
monitoreo de vibraciones, esta mini tarjeta fudaiasla en la parte superior de la caja de
engranes, el acelerémetro que usa es del modeBLOPAS4 y alcanza a medir rangos de
vibraciones de +16g, para la sujecion del acelet@se ocupo hacer dos barrenos sobre la
carcasa de la caja de engranes y esta ubicaci@eleecionado porque dentro de la caja de
engranes se encuentran los elementos con fallaninacda Figura (3.15) muestra una

imagen mas clara de la ubicacion del encoder eamektro.

Acelerometro

Encoder |\

P”w

"

Figura (3.15) Ubicacion de a) encoder y b) aceletém

Al contar con una instrumentacién para el monitate@rocesos debe de existir un
computador o controlador que se encarde de adnainilsts sefiales adquiridas por los
elementos de medida, para este efecto y graciesaardllos propios que se han realizado en
la universidad se cuenta con una tarjeta de coRitQUAQS8x16 mostrada en la Figura
(3.16), esta tarjeta controladora esta basada €fPGA de bajo costo y alta capacidad,

cuenta con 8 entradas y salidas analégicas, 1&dasty salidas TTL, puerto RS-232 y USB,
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y para el almacenamiento de datos usa una mensbéigca y dinamica., después de realizar
la adquisicidon de sefiales de vibracién y velocitladperacion, se utilizara un procesamiento
de sefiales que ayude a determinar si existe folguma de determinar la presencia de

desgaste en engranes.

Figura (3.16) Tarjeta de control PLCUAQ8Xx16.
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Capitulo IV

4 Resultados y discusion

En este capitulo se muestran los resultados oloewniel analisis del desgaste en
engranes aplicando el FEM, de la misma manera cemaresentd la metodologia seran
presentados los resultados obtenidos, comenzamdel caodelado de perfiles del diente del
engrane utilizado para inducir la falla, posteriente de los perfiles obtenidos se realizara
la discretizacion del dominio para poder realizaandlisis estatico y dinamico empleado el
FEM, finalizando con el analisis espectral de &%ates obtenidas experimentalmente.

4.1 Perfil de diente de engrane de caja reductora 1:4

Ya que la caja reductora de velocidad fue desarrpatiamaquinar los engranes
con desgaste, del engrane de 72 dientes original clja se adquirieron las caracteristicas
para poder construir el modelo del perfil de sentdis, las caracteristicas que se obtuvieron
del engrane fueron suficientes para reproducir exactitud el perfil de sus dientes o el
engrane completo, la Tabla 4.1 muestra las cafatiters del engrane.

No. dientes (M 72
Paso diametral (Pd) 9
Angulo de presiéng 200

Tabla 4.1 Caracteristicas del engrane de 72 dientes
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El programa y las funciones desarrolladas en MATRARara la construccion de
perfiles involuta de engranes se encuentra enérldape, al ingresar los datos de la Tabla
4.1 dentro del programa se genera el perfil ineglytcomo el programa permite definir el
numero de puntos en la involuta y la cresta seepbti modelos bien definidos de buena
aproximacion, en la Figura (4.1) se muestra modetenido del perfil de diente del engrane
y como se observa de acuerdo con las dimensiorlasedeala se trata de un perfil de diente
muy fino, de este mismo programa se puede obténeste de las dimensiones importantes
para la formulacién de perfiles, la Tabla 4.2 mgest complemento de las dimensiones del
engrane de 72 dientes de la caja reductora, est@mnsiones obtenidas fueron comparadas

con las dimensiones reales del engrane mostramadocgncordancia.

Pulgadas

o
-
o
o ---
a
o
o
o ---
a
o
P

Pulgadas

Figura (4.1) Perfil diente de engrane de caja redacl:4.

Diametro de pas (in) 8
Modulo (mm) 2.822
Circulo de paso (in) 2
Addendum (in) 0.111
Dedendum (in) 0.138

Tabla 4.2 Dimensiones obtenidas del modelo delperfi

Con esta herramienta de programacion de manerédl@gneficaz se pode generar
el modelo de perfiles de diente de cualquier eregremmo uno de los objetivos del proyecto
fue desarrollar las herramientas de programaci@madelaran el desgaste en engranes,
dentro del mismo cédigo de programa existe unablridonde se define el porcentaje del

desgaste que se desea obtener en el modelo delguirmas de poder seleccionar sobre qué
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lado del perfil se desea aplicar el desgaste,a®mismas caracteristicas del engrane de 72
dientes se obtuvieron los modelos de perfil co258b, 50% y 75% de desgaste, en Figura

(4.2) se muestran los modelos obtenidos.

Pulgadas

Pulgadas

Figura (4.2) Perfiles diente de engrane con desgiestaja reductora 1:4.

Una forma de asegurar que los modelos de perfiergrane desgastado son
correctos es midiendo el espesor de la crestaidetedde los engranes fabricados para
compararla con el espesor de la cresta de los woobitenidos, la Tabla 4.3 muestra la
comparativa de espesores de la cresta del dievderesultados muestran una buena

aproximacion.

% de desgas Espesor real(ir Espesc model(in)

0 0.074¢ 0.0751
25 0.0561 0.0568
50 0.0374 0.0379
75 0.0187 0.0189

Tabla 4.3 Espesor de la cresta del diente de emgi®ii2 dientes.

4.1.1 Discretizacion de los perfiles de diente

Para facilitar el trabajo de la discretizaciéndimininio y poder emplear el FEM de
los modelos de perfil obtenidos se extraen suslepadas( e Y de cada uno de ellos, en el
mismo MATLAB® se utiliza la funciomdepoly[ X,Y] que basicamente abre la interRiZE
Toolbox y sobre la interfaz se grafica el modelo del peeta interfaz es utilizada para

disefio y mallado de geometrias complejas, en astesolo se realiza el proceso de mallado.
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Para cada modelo de perfil obtenido se discresig@bmetria usando esta interfaz,

una de las ventajas que ofrece la interfaz es pogwortar las coordenadas y conexiones

nodales, estos valores de coordenadas y conedigelalmacenaron en un archivo de texto

para después al aplicar el analisis con FEM, |lamaimterfaz puede refinar el mallado pero

al aumentar el niumero de elementos la carga cogipotd se puede ver comprometida, sin

embargo para cada modelo de perfil se obtuvo wsweadizacion sin refinar y otra refinada,

la Figura (4.3) muestra el modelo discreto delipsih dafio, la Figura (4.4) el modelo

discreto del perfil con 25% de desgaste, la Figdra) el modelo discreto para desgaste de

50% y en la Figura (4.6) el modelo discreto pai% @& desgaste sobre el perfil.
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Figura (4.6) Modelo discreto de perfil 75% desgdsta) sin refinar

La discretizacion sin refinar y refinada realizagaa cada modelo de perfil de

diente se utilizo para el analisis estatico y dicénaplicando el FEM, esto para observa la

de resultados ocasionados por la diga@tn refinada de sistemas.

z

variacion

alisis estético en perfiles de diente de engramenpleando el FEM

4.2 An

Para un primer analisis estéatico de los modelgsedd discretos se debe de contar

, en este analisisteentiearan las deformaciones y esfuerzos

con un punto de comparacion

gue sufre el diente de engrane, si se considéiardge de engrane como una viga en voladizo

de obtenerse usando la ezugR:7) o bien puede obtenerse usando

7

7

On maxima pue

la deflexi

el codigo de programa FEM de la viga mostrado sedaion 3.2.4 ajustando las dimensiones
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de la viga con las del diente de engrane, y patatierminacion de esfuerzos de acuerdo con
Shigley (2002) Lewis fue uno de los primeros erspn¢ar una férmula para el célculo de
esfuerzos en dientes de engranes, para deducndaién considera el modelo de la viga en
voladizo de la Figura (4.6) donde el esfuerzo pexién al aplicar una carga concentrada

esta dado por (4.1).

:’é bt J7 ]

7 \
7 \ *
Y |

7

7 N i

SRR

Figura (4.7) Viga en voladizo sometida a una cargéorme.

6W, 1 (4.1)
o-f = th

Si se usa la representacién de la Figura (4.8) @acantrar la concentracion de
esfuerzos se tiene que en el puméxiste una concentracion maxima, después de busaar
relacion con la geometria del diente se obtuvalaeion (4.2) dondB. es el paso circular
ey se le llama factor de Lewis y puede obtenersa defdresentacion grafica del diente de

engrane.

Figura (4.8) Esfuerzo méaximo en diente de engrane.
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W, (4.2)
“TFry

Contar con la formulacion tedrica la determinaadéresfuerzo maximo en dientes
de engranes serd util para realizar una comparatindos resultados que se obtengan del
analisis con FEM, ya que para la discretizacion dtahinio se utilizaron elementos
triangulares parte de las herramientas de progiamatel FEM estan basadas en el
desarrollo matematico de la seccion 2.8.1.2, eigoode programa descrito para el analisis
estatico de dientes de engrane se encuentra péreliae, este codigo sirvio para determinar
la deformacion y esfuerzos de los cuatro modelogedfl de diente mostrando de manera
gréfica las soluciones, la Figura (4.9) muestral&Efermaciones del modelo no refinado del
diente con 0% y 75% de desgaste, se aplico una pargual de 50 |b sobre la parte superior
derecha del diente, para graficar las deformaciseeso un factor de amplificacion de 1000

para poder observar la variacion.
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Figura (4.9) Deformaciones del diente con a) 0% 39 de desgaste.

La Tabla 4.4 muestra una sintesis de las deformesique presenta cada uno de
los modelos de diente, ademas con las dimensiore@sagteristicas de cada uno de los
dientes de engrane se hizo una aproximacion padelaroel diente como una viga en
cantiléver y usando el codigo de programa de leiée@.2.4 con que se determind la flexion
maxima en la viga, como era de esperarse en lokaedss al reducir el espesor del diente
las deformaciones presentadas son mayores, louwjeeglecir que entre mayor desgaste
exista en el diente de engrane se incrementa bmpiladad de que se flexione o fracture con

mayor facilidad.
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% de desgas FEM sin refinai (in) FEMrefinadc (in) VigaFEM (in)

0 0.0000392 0.0000396 0.000026
25 0.00004977 0.00005052 0.0000335
50 0.00006539 0.00006588 0.0000441
75 0.00009386 0.00009503 0.0000601

Tabla 4.4 Deformacion maxima del diente de engdené2 dientes.

Bajo la misma carga puntual se obtuvo la represgmarafica de concentracion

de esfuerzo de cada uno de los modelos, la Figud®)( muestra las concentraciones

obtenidas para los modelos del diente con 0% dgades la Figura (4.11) para los modelos

con el 25%, la Figura (4.12) para los modelos ¢&9% y en Figura (4.13) para los modelos

con el 75% de desgaste.

Pulgadas

Pulgadas

0.25

0.2

o
-
o

0.1

0.05

0.25-

0.2

0.15r

0.11

0.05-

Pulgadas

Pulgadas

0.25

0.2

1000

.

Pulgadas

Figura (4.10) Concentracion de esfuerzos en paofil0% de desgaste.
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Figura (4.13) Concentracion de esfuerzos en pmfil 75% de desgaste.

La Tabla 4.5 muestra una sintesis de los esfuendasmos que sufre cada uno de
los modelos, también se muestra el calculo deleemfumaximo para dientes de engrane
obtenido de la formulacién de Lewis, los resultadosstrados tienen gran congruencia
debido a que en las representaciones graficas $mhrésma region aparece la maxima
concentracion de esfuerzos, ocasionados por l@teegercida de la carga, y ademas la

concentracion de esfuerzos incrementa en formaugrad

% de desgas FEM sin refinai (psi) FEM refinadc (psi) Ecuacién de Lew (psi)
0 3873." 4825.° 5020.¢
25 4474.6 5426.8 6659.6
50 5921.2 6927.1 9106.3
75 10425 11186 12931

Tabla 4.5 Esfuerzo maximo del diente de engrarn&diientes.
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4.3 Andlisis dinamico en perfiles de diente de engrarempleando el FEM

Para el analisis dinamico de cada uno de los msdeperfil se obtuvieron las tres
primeras frecuencias naturales, también se catnulas frecuencias de modelar el diente
como viga en cantiléver y la metodologia para lplémentacion del cédigo de programa es
la misma que se empleo para el andlisis de ladagerito en la seccion 3.2.4, la descripcion
completa del cédigo de analisis dinamico para lgsrBe encuentra en el apéndice. Asi, en
la Tabla 4.6 se enlistan las frecuencias natucalgespondientes al modelo de perfil con 0%
de desgaste, en la Tabla 4.7 las frecuencias pa&/e en la Tabla 4.8 para el 50% y en la
Tabla 4.9 para el modelo con 75% de desgaste. éloseg de frecuencias mostrados en las
tablas son muy altos porque las dimensiones deelddes son muy pequefias y también por

las propiedades mecanicas del material.

n FEM sin refina(Hz) FEM refinad(Hz) Viga FEMHZ)

1 6280.¢ 6234.¢ 480(
2 15959 15936 30087
3 18331 18158 84243

Tabla 4.6 Frecuencias naturales para el engran8%atte desgaste.

n FEM sin refina(Hz) FEM refinad(Hz) Viga FEMHz)

1 6194.¢ 6140.: 440(
2 16340 16316 27749
3 18412 18207 77698

Tabla 4.7 Frecuencias naturales para el engran2s¥nde desgaste.

n FEM sin refina(Hz) FEM refinad(Hz) Viga FEMHZ)

1 6162.4 6059.¢ 405z
2 16836 16805 25397
3 18525 18258 71113

Tabla 4.8 Frecuencias naturales para el engran@¥de desgaste.

n FEM sin refina(Hz) FEM refinad(Hz) Viga FEMHZz)

1 6056.¢ 5988.: 3667
2 17468 17440 22981
3 18583 18296 64398

Tabla 4.9 Frecuencias naturales para el engranéx¥%nde desgaste.
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En la Figura (4.14) se muestra un grafico de lm@ra frecuencia natural para los
diferentes niveles de desgaste en el diente deeagpodemos observar que cuando los
porcentajes de desgaste aumentan la magnitudfeigencia disminuye, esto tiene légica

ya que entre mas se reduzca el area del perfihs&s&acil hacerlo vibrar.

Efectos en la frecuencia natural
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—. 6200 S
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< 6050 \\\‘.:\, FEM refinado

6000

5950

0% 10% 20% 30% 40% 50% 60% 70% 80%

Porcentaje de desgaste

Figura (4.14) Efectos del desgaste en la frecueratiaral.

4.4 Pruebas en banco experimental de fallas mecéanicas

Pare realizar pruebas experimentales en el barinsta® cada uno de los engranes
fabricados con diferente porcentaje de desgasteadizaron diferentes tipos de pruebas
debido a que el motor fue alimentado con el arr@dorcg variador.

Para las pruebas realizadas con el arrancadorgsériacbn datos de vibracion y
velocidad durante 20 segundos, utilizando frecasncie muestreo de 3 kHz y 6kHz
respectivamente, para cada uno de los engraneslsgmron 5 pruebas con el propdésito de
observar la repetitividad en el muestreo de dajoagcias al uso de la tarjeta de control

PLCUAQ las pruebas y almacenamiento de datos @éivascde texto se realizaron de forma
automatizada.

Con el variador se realizaron dos tipos de prudidasentes para cada uno de los
engranes usando frecuencias de operaciéon del m@0rz y 65 Hz, para cada una de las
pruebas a diferentes frecuencias de operacién dirrae realizé la adquisicion de datos

durante 20 segundas con las mismas frecuenciasiestnemo empleadas en las pruebas del
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arrancador, de igual manera se repitié la pruelec8és para cada una de las fallas, y ya que
el variador permite ajustar parametros de arrasgy@ogramo una rampa de aceleracion de
10 segundos que va de 0 Hz hasta la frecuenciagmeagla, al llegar a la frecuencia
establecida se mantiene 10 segundos en estadteesiatesto complementa los 20 segundos
de cada prueba, el control y administracion desddimles lo realizo de manera auténoma la
tarjeta PLCUAQ.

Con la informacién adquirida de vibraciones y valad posteriormente se hizo un
analisis espectral, buscando en los espectros lagusdmponentes de frecuencia que
demuestren el buen o mal funcionamiento que pudadgresn el banco de fallas mecanicas,
este analisis espectral servira para dar explinasig concluir como el desgaste en engranes

afecta la frecuencia de operacion del proceso.

4.4.1 Andlisis espectral de pruebas con el variador a 28z

Para un andlisis espectral de frecuencias primeberdos de conocimiento las
componentes frecuencias de interés, ya que ladesed@dquiridas contenian demasiada
informacion para cada una se tomo una muestra @@ piintos, esto porque la FFT analiza
sefiales potencia de dos, la muestra adquiridad#essdial corresponde al estado estable de
operacion del motor, asi se determiné la velocatagllarom a la que giraba el motor, la
frecuencia de operacion del pifignla frecuencia de operacion del engrianela frecuencia
de engranaj€E, en la Tabla 4.10 se muestran las frecuenciapei@cion obtenida para la
caja de engranes.

% desgas! wwm(rpm) fp(Hz) fe(Hz) FE(HZ)

0 117 19.6z 4.9¢ 353.2¢
25 1183 19.72 4.93 355.05
50 1179 19.65 4.91 353.81
75 1167 19.45 4.86 350.19

Tabla 4.10 Frecuencias de operacién con varia@oHz.

Al obtener la FFT de las sefales de vibracionesarsdizé por partes las
componentes de espectros haciendo énfasis erngiasees en donde se pudieran encontrar
las frecuencias de interés, después de una busgadila se encontr6 para vibraciones que

en bajas frecuencias de operacion el desgastegean&s ocasiona una distorsion en las
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componentes de frecuenciarlg, la medicion de vibraciones sobre el eje Z ddlemémetro

fue donde se presentaron mayores cambios, en lsaH4g.15) se muestra el espectro de

frecuencias obtenido de las pruebas para los diesegrados del desgaste del engrane, el

espectro esta centrado sobie, si observamos detenidamente se aprecia comaneata

la amplitud de la componente de frecuerteis ademas de que el no corresponde al valor

esperado obtenido en la Tabla 4.10, este ligefaskeen frecuencia puede ser ocasionado

por la excentricidad del engrane, desbalance dideamiento en el sistema mecanico. Otro

aspecto importante a destacar en este espectue éssgcomponentes de frecuerfeiavan

acompafiadas de unas bandas laterales, y si searkaliiferencia entrEE y sus bandas

laterales se obtiene la frecuencia a la cual giemgrane dafiado.

|Abs| FFT
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X:350.1 Y: 0.002218 Y: 0.002254 X:361.1
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O 1 1 1 1 1 1 1 1 1 |
346 348 350 352 354 36 3B8 360 362 364 366
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Figura (4.15) Busqueda en espectro de frecuennisibeaciones para FE a 20Hz.

Una budsqueda sobre el segundo armoér#E& se realizé encontrando mas

pronunciadas las amplitudes de frecuencia, la &i¢il6) muestra el espectro obtenido, de

la misma manera las componentes 2= se encuentran acompafiadas de sus bandas

laterales y su amplitud va incrementando en la dzedn que la falla del desgaste aparece,

para el engrane con el 75% del desgaste la ammlg®FE muestra un gran cambio en
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amplitud, debido a que el juego entre dientes deasre es excesivo existiendo la posibilidad

de fracturarse se sufriera una sobrecarga.
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Figura (4.16) Busqueda en espectro de frecuengigibeaciones para 2FE a 20Hz.

4.4.2 Analisis espectral de pruebas con el Variador a 69z

Para este analisis se obtuvieron también algueesdncias de interés relacionadas
con la velocidad de giro del motor y la caja derangs, la Tabla 4.11 muestra las frecuencias

de operacion del sistema mecénico cuando opereloariador a 65 Hz.

% desgas! wwm(rpm) fe(Hz) fe(Hz) FE(HZ)

0 384: 64.0t 16.01 1152.9:
25 3857 64.29 16.07 1157.24
50 3849 64.16 16.04 1154.97
75 3795 63.25 15.81 1138.59

Tabla 4.11 Frecuencias de operacién con varia6éiHz.

En estas pruebas el analisis se vio limitado pdrdauencia de muestreo del
acelerémetro con lo que deja fuera del alcanced@lsis del segundo y tercer armonico de

la frecuencia de engranaje, aun asi se enconfiréclaencia de engranaje para los diferentes
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niveles de dafio de desgaste, en Figura (4.17) estrawn espectro de frecuencias en el cual
aparece la componenteE acompafiado de sus bandas laterales, que exactamaent
diferencia de frecuencias corresponde a la frecaatecgiro del engrane, como se observa
la FE ya no es la esperada por sufrir un desfase, esto ga se comento es ocasionado por
la excentricidad del engrane, desbalance y desafim®to generado del acoplamiento
mecanico; de este espectro se toma como refedarammplitud de I&E para comparar con

la amplitud de los diferentes niveles de falla.
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Figura (4.17) Espectro de frecuencias en vibras@oe desgaste 0%-65Hz.

De las pruebas con el engrane al 25% de desgastbtseo el espectro de
frecuencias mostrado en la Figura (4.18), donéi&laa acompafiada de sus bandas laterales
y el incremento en amplitud respecto con el dele@muy grande, esto porque cuando el
engrane fue construido una de las flechas se fiexieste fendmeno solo se observo en altas
frecuencia de operacion del motor, y lo que gemerdos espectros de frecuencia es la
amplificacion en amplitud, cuando se presentee$pectros para los engranes del 50% y

75% de desgaste se observara esta diferencia.
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Figura (4.18) Espectro de frecuencias en vibracs@oe desgaste 25%-65Hz.

En la Figura (4.19) se muestra el espectro de dretias para las pruebas del
engrane con 50% de desgaste y en la Figura (4a28)gb 75% del desgaste, en cada una de
ellas se pueden observar diferei&sacompafnados de sus bandas laterales como seda vis
en el resto de los espectros, considerando comacergfia la amplitud dEE del engrane
sano estos dos espectros se observa un increme&toag en la amplitud dEE, estos
resultados muestran gran congruencia, y si el aegdel 25%de desgaste no hubiera
presentado la falla de excentricidad los resultatksncremento en amplitud serian los
esperados.

De la prueba a 65 Hz se puede decir que es més ttdtar de pronosticar la falla
del desgaste, debido a que si existen otras fatla®o el desbalance o desalineamiento
modifican en amplitud y frecuencia a EE, para un analisis mas profundo en altas
frecuencias de operacion del motor se deben adauniocimientos de como fallas de

desbalance y desalineamiento afectanrHa
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4.4.3 Andlisis espectral de pruebas con el arrancador

En el andlisis de sefales para las pruebas reatizadn el arrancador se
encontraron las frecuencias de operacion de laaTaldl2, no se pudieron observar las
componentes de frecuencia de engranaje del segunei@er armonico, se encontraron
algunas variaciones de un andlisis de vibraciooleseda frecuencia de operacion del motor

gue es la frecuencia de la linea (60 Hz).

% desgas! wwm(rpm) fe(Hz) fe(Hz) FE(HZ)

0 355  59.2: 14.8(C 1066.0(
25 3565 59.42 14.85 1069.69
50 3561 59.36 14.84 1068.54
75 3523 58.73 14.68 1057.19

Tabla 4.12 Frecuencias de operacidn con arrancador.

En la Figura (4.21) se muestra el espectro de érezias en vibraciones con el 0%
de descuento, la Figura (4.22) para el 25%, larki¢t.23) para el 50% y la Figura (4.24)
pare el 75% de descuento, en cada una de lasdigaidentifica [& E y sus bandas laterales,
como se observa ninguna defds concuerda con los valores esperados, estos espsotr
similares a los obtenidos de las pruebas a 65il$e, toma como referencia la amplitud de
la FE del engrane con 0% de desgaste y se comparasdall&0% y 75% el incremento es
gradual y para el espectro del 25% de desgastereimento de la amplitud fue mayor por

lo ya mencionado de la excentricidad de este ergran

Después de haber realizado el analisis de las amenpes de frecuencia se puede
decir que efectivamente ante la presencia de desgagngranes, los sistemas mecanicos se
ven afectados en su frecuencia de operacion, agtegademas la aparicion de ruido vy el
incremento de vibraciones mecanicas, los resultadtenidos de las pruebas a 60 Hz y 65
Hz son buenos pero aun son mejor los de las prweBsHz, ya que las bajas frecuencias
estan relacionadas con errores de manufactura ebpwsfil y paso del diente o flexibilidad
gue basicamente generan ruido, para fines de nianéeo preventivo es mas usado el

analisis en bajas frecuencias.
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Capitulo V

5 Conclusiones y prospectivas

5.1 Conclusiones

En este trabajo se presento el analisis del desgagranes empleando el método
de elementos finitos (FEM), con el desarrollo daligos de programa basados en
MATLAB® se logré la construccion de perfiles demtie engrane, ademas generar perfiles
de dientes engrane en buen estado se realizopgagsta para perfiles con diferentes grados
de desgaste. Ya que la forma involuta del perfiedgrane no es tan facil generarla de forma
analitica con herramientas de programa que seayemese puede modelar cualquier tipo de
diente de engrane, y como estas herramientas lesarn desarrollo analitico los perfiles
generados tienen muy buena precision.

Los modelos de perfil de diente consideraron paeges de desgaste del 0%, 25%,
50% y 75% respecto del espesor en la cresta daedipara cada uno de estos modelos se
obtuvieron dos mallados diferentes, uno sin refinatro refinado, con la programacion
manual del FEM se realiz6 un analisis estaticonamlico para cada uno de los modelos
discretizados, con los resultados obtenidos seepdedir que el FEM ofrece muy buenas
resultados para todos los modelos analizados, ery®r desgaste exista en engranes se
mostro el incremento gradual en los esfuerzos ma@siyrnde igual manera para la deflexion

del diente. En el analisis dinamico se encontrolg@iecuencia natural se ve afectada por la
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reduccion del area del perfil del diente, con ledpumas que claro que anuqué el desgaste
sea minimo y por el cambio en la geometria deltdilrs efectos actian sobre la frecuencia
natural. En cuanto al tipo de mallado que se otilazs modelos refinados ofrecen una

respuesta mas aproximada con buena linealidad.

Dentro del objetivo general también se menciond gjudesgaste en engranes
dentro de un mecanismo afectaria la frecuenciapéeaoion, del analisis espectral de las
pruebas realizadas en el banco experimental sendeeante la existencia del desgaste en
engranes la frecuencia de operacion se modifiamodificarse esta frecuencia a afectar la

velocidad de operacion de los procesos.

Todas las herramientas programadas para la coaiginute perfiles y andlisis por
FEM desarrolladas en entre trabajo, pueden sereami@ con gran facilidad ya que su
creacion fue de propdésito general, el fabricar ggpemar las herramientas propias para
analisis con FEM permitié obtener un mejor conoeimo y entendimiento de los propdsitos

del método.

5.2 Prospectivas

Como prospectivas para el trabajo se plantea agartioon la programacion de
herramientas de programacién FEM, implementandis dijpos de elementos y quizas pasar
del andlisis en 2D a un andlisis de solidos 3Da palemas de poder modelar dientes de
engrane buscar implementar el andlisis en otrodgelementos mecanicos de geometria
diferente. En base a los resultados obtenidos pané&odo experimental se buscara
implementar un plan de mantenimiento predictivoa@yugde a detectar la aparicion temprana
del desgaste en engranes, ya que no solo los esgrarden fallar en sistema mecanicos se
integraria al plan de mantenimiento predictivo lbusdro tipo de fallas, como el desbalance,

desalineamiento o problemas generados por rodarsient
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APENDICE

A.Programa y funciones para la construccion de perfés
involuta de engrane

Listado A.1 Programa principal para generar pesfile engranes.

cle
clear all
close all

%%% Parametros de disefio %%%

%%% Nuamero de dientes %%%

N=18;

%%% Paso diametral %%% (dientes por pulgada) Pd=N/D
Pd=9;

%%% Angulo de presion %%% (rad) 20°

phi=20*pi/180;

%%% Namero de puntos para la curva involuta %%%
npi=10;

%%% Numero de puntos para la cresta del diente %%%
npc=5;

%%% Diente largo (0) o diente corto (1) %%%

st=0;

%%% Célculo de medidas %%%
%%% Diametro de paso %%% (pulgadas)

D=N/Pd;
%%% Modulo %%% (milimetros) o m=25.4/Pd
m=25.4*D/N;
%%% Paso circular %%% (pulgadas)
p=pi*DIN;
if st==
%%% Addendum %%% (pulgadas)
a=1.00/Pd;
%%% Dedendum %%% (pulgadas)
b=1.25/Pd;
end
if st==
%%% Addendum %%% (pulgadas)
a=0.75/Pd,;
%%% Dedendum %%% (pulgadas)
b=1.00/Pd;
end

%%% Radio del circulo de paso %%%

rp=D/2;

%%% Radio del circulo base %%%

rb=rp*cos(phi);

%%% Radio del circulo de Addendum %%%
ra=rp+a;

%%% Radio del circulo de Dedendum %%%
rd=rp-b;

%%% Espesor del diente en el circulo de paso%%%
tp=p/2;

%%% Funcion involuta inv(phi)=tan(phi)-phi %%%
inv_phi=tan(phi)-phi;
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%%% Funcion involuta de rb asta ra con n puntos %%%
[GP]=involute(rb,ra,rp,tp,inv_phi,npi);

%%% Mitad del angulo del diente %%%
DOE=inv_phi+(tp/(2*rp));

%%% Aplicar porcentaje de desgaste %%%
gwa=0.75*GP(3,length(GP));

DOE=DOE - gwa/2;

%%% Angulo de ubicacion del diente %%%
TAP=pi/2;

hold on;

%% % Puntos ubicados en la cresta %%%
[C] = crest(GP,TAP,gwa,npc);

%%% Coordenadas del perfil completo %%%
[X Y] = draw_tooth(GP,DOE, TAP);
[p g]=size(X);

%%% Linea Fillet extendida %%%

psi=GP(1,1)*(GP(3,1)-gwa)/rd; %(thickness rb)/(rd)
X=[(rd)*cos(TAP+psi/2) X(1,1:9-1) C(1,:) X(2,9-1:-1 :1) (rd)*cos(TAP-psi/2)];
Y=[(rd)*sin(TAP+psi/2) Y(1,1:9-1) C(2,)) Y(2,9-1:-1 :1) (rd)*sin(TAP-psi/2)];

plot(X,Y, ‘b );
plot(X,Y, 'b* );

% [x,y] = draw_circle(rb,360);plot(x,y,'b");%Base c ircle

% [x,y] = draw_circle(rp,360);plot(x,y,'g");%Pitch circle
% [x,y] = draw_circle(ra,360);plot(x,y,'r');%Addend o circle
[x,y] = draw_circle(rd,360);plot(x,y, 'm' ); %Dedendo circle

xlabel( 'Pulgadas’ )
ylabel( 'Pulgadas’ )
grid;

xlim([-0.12 0.12])

ylim([0.85 1.15])

%%% Llamado de la interfaz PDE para mallar %%%
pdepoly(X,Y);

Listado A.2 Funcién involuta.

%%% Funcioén involuta %%%

function  [GP] = involute(rb,ra,rp,tp,inv_phi,n)

% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % %
% Propdsito:

% Calcula el espesor del diente para cualquier pu nto sobre la involuta

% Descripcion de variables:

% rb — radio circulo base

% ra — radio circulo de addendum
% rp — radio circulo de paso

% tp — espesor del diente en el circulo de pa S0
% n —ndmero de puntos para la involuta
% inv_phi — function involuta (Angulo de pres i6n- circulo de paso)
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%%% Intervalo de radio para calcular el espesor del diente %%% (rb <r <ra)
r=[rb:(ra-rb)/(n-1):ra;

for i=1:n
%%% Angulo de presion para cada r(i) %%%
psi=acos(rb/r(i));

%%% Funcion involuta inv(psi)=tan(psi)-psi %%%
inv_psi(i)=tan(psi)-psi;

%%% Espesor dek diente para cada r(i) %%%
t=2*r(i)*( (tp/(2*rp)) + inv_phi - inv_psi(i) ) ;

%%% Angulo del espesor %%%
ta(i)=t/r(i);
end

GP(1,:)=r;
GP(2,:)=inv_psi;
GP(3,:)=ta;

Listado A.3 Funcién cresta.

%%% Funcion cresta %%%

function  [C] = crest(GP,TAP,gwa,n)

% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % %
% Propdsito:

% Calcula las coordenadas de los puntos sobre la cresta

% Descripcion de variables:

% GP — vector (radio; funcion involuta; Angul o del espesor)
% TAP — angulo de posicion inicial del diente

% gwa — angulo del desgaste

% n — numero de puntos en la cresta

[p g]=size(GP);

%%% Angulo del espesor en Ra dividido por n %%%
ta_ra=(GP(3,q)-gwa)/(n-1);

dta=0;

for i=1lin
x())=GP(1,q)*cos(-dta+GP(3,q)/2-gwa/2+TAP);
y(i)=GP(1,9)*sin(-dta+GP(3,q)/2-gwa/2+TAP);
dta=dta+ta_ra;

end

C(1,)=x;

C(2,)=y;

Listado A.4 Funcion dibujo del diente.

%%% Funcién dibujo del diente %%%

function  [X Y] = draw_tooth(GP,DOE,TAP)

% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % %
% Propdsito:

% Calcula las coordenadas para un perfil completo

% Descripcion de variables:
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% GP — vector (radio; funcion involuta; Angul
% DOE - angulo medio del diente
% TAP — &ngulo de posicion inicial del diente

[p g]=size(GP);

for i=1l:q
%%% Coordenadas izquierdas %%%
x1(i))=GP(1,i)*cos(-GP(2,i)+ TAP+DOE);
y1()=GP(1,i)*sin(-GP(2,))+TAP+DOE);

%%% Coordenadas derechas %%%
x2(i)=GP(1,i)*cos(GP(2,i)+TAP-DOE);
y2(i)=GP(1,i)*sin(GP(2,i)+TAP-DOE);

end

X(1,:)=x1;
X(2,:)=x2;
Y(1,:)=y1;
Y(2,)=y2;

o del espesor)
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B. Programas desarrollados empleando el FEM

Listado B.1 Programa para andlisis estético deitdide engrane.

clc
clear all
close all

%% % Cargar archivos %%%

datl=load( 'Cgear75%a1.txt' );
dat2=load( 'Tgear75%1.ixt' );
dat3=load( 'Egear75%.1.txt' );

%%% datos de entrada %%%
%numero de elementos
[m,n]=size(dat2);

nel=m;

%numero de nodos
[m,n]=size(datl);

nnod=m;

%numero de nodos por elemento
nnel=3;

%numero de grados de libertad por elemento
ndof=2;

%total de grados de libertad
sdof=nnod*ndof;

%coordenadas de los nodos (in)
Ncoord=dat1;
Ncoord(:,2)=Ncoord(:,2)-min(Ncoord(:,2));

%matriz de conectividad
conect(:,1)=dat2(:,1);
conect(:,2)=dat2(:,2);
conect(:,3)=dat2(:,3);

%nodos de los bordes
edg(:,1)=dat3(:,1);
edg(;,2)=dat3(:,2);

%espesor del diente (in)
t=5/8;

%madulo de elasticidad (Ib/in*2)
E=29.0075€6;

%Poisson’s ratio
v=0.285;

%inicializacion de la matriz de rigidez global
KK=zeros(sdof,sdof);

%inicializacion de la matriz de rigidez local
K=zeros(nnel*ndof,nnel*ndof);

%inicializacion del vector fuerza
F=zeros(sdof,1);

%inicializacion del vector de posicion
index=zeros(nnel*ndof,1);

%definicién de condiciones frontera
k=1;
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for i=1:nnod
if Ncoord(i,2) == min(Ncoord(:,2))
bcdof(k)=(i*2)-1; %x direction
k=k+1;
bcdof(k)=(i*2);
k=k+1;
end

%y direction

end

%definicion de fuerzas nodales (Ib)
k=1;
for i=1:nnod
if Ncoord(i,2) > max(Ncoord(:,2))-0.003
NB(k)=i;
k=k+1;
end
end
n=length(NB);
for i=1ln
NC(i,1)=NB(i);
NC(i,2)=Ncoord(NB(i),1);
end
[m n]=max(NC(:,2));

F(NC(n,1)*2-1)=-50; %x direction

figure

title(  'b)" );
xlabel( 'Pulgadas’ )
ylabel( 'Pulgadas’ )

xlim([-0.12 0.12])
ylim([-0.01 0.28])

%ensamble de los elementos
for i=l:nel
%dibujar cada nodo
line([Ncoord(conect(i,1),1),Ncoord(conect(i,2),
[Ncoord(conect(i,1),2),Ncoord(conect(i,2),2)],
line([Ncoord(conect(i,2),1),Ncoord(conect(i,3),
[Ncoord(conect(i,2),2),Ncoord(conect(i,3),2)],
line([Ncoord(conect(i,3),1),Ncoord(conect(i,1),
[Ncoord(conect(i,3),2),Ncoord(conect(i,1),2)],
hold on
%nd=vector de nodos evaluados respecto a la conecti
nd(1)=conect(i,1);
nd(2)=conect(i,2);
nd(3)=conect(i,3);

%index=vector de posicién asociado al grado de libe
index=position(nd,nnel,ndof);

%calculo de la matriz de rigidez elemental
xi=Ncoord(conect(i,1),1); yi=Ncoord(conect(i,1
xj=Ncoord(conect(i,2),1); yj=Ncoord(conect(i,2
xk=Ncoord(conect(i,3),1); yk=Ncoord(conect(i,3

[K,A,D,B]=triangular_stiffness(E,v,t,xi,yi,xj,y

I,
'‘Color* ,'b" , 'LineWidth'
1],
'‘Color' ,'b" , 'LineWidth'
I,
'‘Color* ,'b" , 'LineWidth'
vidad
rtad
),2);
).2);
),2);
j,xk,yk,0);

\2);

2),

\2);
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%ensamble de las matrices
KK=assemble(K,KK,index);

end
grid

%aplicar condiciones frontera
[KK]=boundary1(KK,bcdof);
[F]=boundary2(F,bcdof);

%solucién para los desplazamientos
U=KK\F;

%desplegar desplazamientos
[U]=displacements(U,bcdof,sdof);

%(dibujar elementos deformados
%factor de amplificacion para observar desplazamien
a=1;
for i=1:nel
%dibujar cada elemento
line([Ncoord(conect(i,1),1) + a*U(conect(i,1)*2
+ a*U(conect(i,2)*2-1)],
[Ncoord(conect(i,1),2) + a*U(conect(l 1)*2
+ a*U(conect(i,2)*2)], '‘Color ,'r" , 'LineWidth'

line([Ncoord(conect(i,2),1) + a*U(conect(i,2)*2
+ a*U(conect(i,3)*2-1)],
[Ncoord(conect(i,2),2) + a*U(conect(l 2)*2
+ a*U(conect(i,3)*2)], '‘Color ,'r" , 'LineWidth'

line([Ncoord(conect(i,3),1) + a*U(conect(i,3)*2
+ a*U(conect(i,1)*2-1)],
[Ncoord(conect(i,3),2) + a*U(conect(l 3)*2

+ a*U(conect(i,1)*2)], '‘Color' ,'r" , 'LineWidth'
hold on
end

%ocalculo de esfuerzos y deformaciones
for i=l:nel
%nd=vector de nodos asociados a la conectividad
nd(1l)=conect(i,1);
nd(2)=conect(i,2);
nd(3)=conect(i,3);

%index=vector de posicién asociado al grado de libe
index=position(nd,nnel,ndof);

%esfuerzos
xi=Ncoord(conect(i,1),1); yi=Ncoord(conect(i,1
xj=Ncoord(conect(i,2),1); yj=Ncoord(conect(i,2
xk=Ncoord(conect(i,3),1); yk=Ncoord(conect(i,3

[K,A,D,B]=triangular_stiffness(E,v,t,xi,yi,xj,y

sigma(i,:)=D*B*[U(index(1));U(index(2));U(index(3))
ndex(6))];

epsilon(i,:)=B*[U(index(1));U(index(2));U(index(3))
ndex(6))];
end

tos

-1) , Ncoord(conect(i,2),1)

) , Ncoord(conect(i,2),2)

-1) , Ncoord(conect(i,3),1)

) , Ncoord(conect(i,3),2)

-1) , Ncoord(conect(i,1),1)

) , Ncoord(conect(i,1),2)

rtad

),2);
):2);
):2);
J,xk,yk,0);

;U(index(4));U(index(5)); U(i

;U(index(4));U(index(5));U(
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%graficar esfuerzos

figure

xlabel( 'Pulgadas’ )
ylabel( 'Pulgadas’ )
xlim([-0.12 0.12])
ylim([-0.01 0.28])
axis_stress=2; %1-sigma_xx; 2-sigma_yy; 3-tau_xy
stress=sigmay(:,axis_stress);
cmin=min(stress);
cmax=max(stress);
caxis([cmin cmax])

patch( 'Faces' ,conect, ‘'Vertices' ,Ncoord, 'FaceVertexCData'
at' , 'Marker' ,'0' )
colorbar;

,stress,

'Facecolor’

,

Listado B.2 Programa para andlisis dindmico deltdiee engrane.

clc
clear all
close all

%%% Cargar archivos %%%

datl=load( 'Cgear0%A1.txt' );
dat2=load( 'Tgear0%.1.txt' );
dat3=load( 'Egear0%21.txt' );

%% % datos de entrada %%%
%numero de elementos
[m,n]=size(dat2);

nel=m;

%numero de nodos
[m,n]=size(datl);

nnod=m;

%numero de nodos por elemento
nnel=3;

%numero de grados de libertad por nodo
ndof=2;

%total de grados de libertad
sdof=nnod*ndof;

%coordenadas de los nodos
Ncoord=dat1;
Ncoord(:,2)=Ncoord(:,2)-min(Ncoord(:,2));

%matriz de conectividad
conect(:,1)=dat2(:,1);
conect(:,2)=dat2(:,2);
conect(:,3)=dat2(:,3);

%nodos de los bordes
edg(;,1)=dat3(:;,1);
edg(:,2)=dat3(:,2);

%espesor (in)
t=5/8;

%madulo de elasticidad (Ib/in*2)
E=29.0075¢€6;
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%densidad de masa (Ib/in"3)
rho=0.2841;

%Poisson’s ratio
v=0.285;

%inicializacién de matriz de rigidez global
KK=zeros(sdof,sdof);

%inicializacién de matriz de rigidez local
K=zeros(nnel*ndof,nnel*ndof);

%inicializacién de matriz de masas global
MM=zeros(sdof,sdof);

%inicializacion de matriz de masas local
M=zeros(nnel*ndof,nnel*ndof);

%inicializacion del vector de posicién
index=zeros(nnel*ndof,1);

%definicién de condiciones frontera
k=1;
for i=l:nnod

if Ncoord(i,2) == min(Ncoord(:,2))

bcdof(k)=(i*2)-1; %x direction
k=k+1;

bedof(k)=(i*2); %y direction
k=k+1;

end

end
%ensamble de elementos
for i=l:nel
%dibujar cada elemento
line([Ncoord(conect(i,1),1),Ncoord(conect(i,2),
[Ncoord(conect(i,1),2),Ncoord(conect(i,2),2)],
line([Ncoord(conect(i,2),1),Ncoord(conect(i,3),
[Ncoord(conect(i,2),2),Ncoord(conect(i,3),2)],
line([Ncoord(conect(i,3),1),Ncoord(conect(i,1),
[Ncoord(conect(i,3),2),Ncoord(conect(i,1),2)],
hold on
%nd=vector de nodos evaluados respecto a la conecti
nd(1)=conect(i,1);
nd(2)=conect(i,2);
nd(3)=conect(i,3);

%index=vector de posicién asociado al grado de libe
index=position(nd,nnel,ndof);

%calculo de matrices elementales
xi=Ncoord(conect(i,1),1); yi=Ncoord(conect(i,1
xj=Ncoord(conect(i,2),1); yj=Ncoord(conect(i,2
xk=Ncoord(conect(i,3),1); yk=Ncoord(conect(i,3

[K,A,D,B]=triangular_stiffness(E,v,t,xi,yi,xj,y

1l

‘Color* ,'b" , 'LineWidth'
Dl

'‘Color' ,'b" , 'LineWidth'
1l

'‘Color' ,'b' , 'LineWidth'

vidad

rtad

),2);
).2);
),2);

j,xk,yk,1);
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[M]=triangular_mass(rho,t,A,1);

%ensamble de matrices
KK=assemble(K,KK,index);
MM=assemble(M,MM,index);

end

grid

%aplicar condiciones frontera
[KK]=boundary1(KK,bcdof);
[MM]=boundary1(MM,bcdof);

%resolver eigen-valores (frecuencia natural)

[V,D]=eig(KK,MM); %D eigen-valores, V eigen-vectores

for i=1:length(D)

wn(i)=sqrt(D(i,i)); %rad/sec
end
freqHz=wn/(2*pi); %Hz

%graficar modos de vibracién
n_shape=1;
as=1,
for i=1l:nel
if n_shape > length(V)
n_shape=length(V);
end
[Us]=displacements(V(:,n_shape),bcdof,sdof);
%dibujar cada elemento
line([Ncoord(conect(i,1), 1) + Us(conect(i,1)*2-
Us(conect(i,2)*2-1)],
[Ncoord(conect(i,1),2) + Us(conect(l 1)*2)
Us(conect(i,2)*2)], '‘Color' ,'r" , 'LineWidth'

line([Ncoord(conect(i,2), 1) + Us(conect(i,2)*2-
Us(conect(i,3)*2-1)],
[Ncoord(conect(i,2), 2) + Us(conect(l 2)*2)
Us(conect(i,3)*2)], '‘Color' ,'r" , 'LineWidth'

line([Ncoord(conect(i,3), 1) + Us(conect(i,3)*2-
Us(conect(i,1)*2-1)],
[Ncoord(conect(i,3), 2) + Us(conect(l 3)*2)

Us(conect(i,1)*2)], '‘Color' ,'r" , 'LineWidth'
hold on
end

1), Ncoord(conect(i,2),1) +

, Ncoord(conect(i,2),2) +

A1);
1), Ncoord(conect(i,3),1) +
, Ncoord(conect(i,3),2) +

1);
1), Ncoord(conect(i,1),1) +
N , Ncoord(conect(i,1),2) +
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C. Funciones desarrolladas para el FEM

Listado C.1 Funcién matriz de rigidez triangular.

function [K,A,D,B]=triangular_stiffness(E,v,t,xi,yi,xj,yj,xk

,yk,0p)

% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % %

% Propdsito:

% Calcular la matriz de rigidez para un eleme
%

% Descripcion de variables:

% E — modulo de elasticidad
% v - Poisson’s ratio

% t - espesor

% xi,yi — coordenadas nodo 1
% Xj,yj — coordenadas nodo 2
% xk,yk — coordenadas nodo 3
% p - '0" esfuerzo plano

% p - '1' deformacién plana

%area del elemento

A=05*det([1xiyi;...
1XYj;...
1xkyk]);

mll = (Xj*yk - xk*yj)/(2*A);
m21 = (xk*yi - xi*yk)/(2*A);
m31 = (Xi*yj - yi*xj)/(2*A);

m12 = (yj - YK)/(2*A);
m22 = (yk - yi)/(2*A);
m32 = (yi - yj)/(2*A);
m13 = (xk - xj)/(2*A);
m23 = (xi - XK)/(2*A);
m33 = (X - xi)/(2*A);

B=[ml12 0 m22 0 m32 O;.
0ml3 0 m23 0 m33;...
m13 m12 m23 m22 m33 m32];

if op==
D=(E/(A-v*2))*[1 v 0;...

v 1 0;...
0 0 0.5*(1-v) ];

elseif op ==
D = (E/((1+v)*(1-2*v))) *[1-v v  O;...
vi1v 0.
0 0 05-v];
end

K=tA*B*D*B;

nto triangular

Listado C.2 Funcién matriz de masas triangular.

function [M]=triangular_mass(rho,t,A,op)

% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % %

% Proposito:

% Calcular la matriz de masas de un element t
%

% DEscripcién de variables

% rho — densidad de masa

% % % % % % % % % % % %

riangular
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% t - espesor

% A — area del elemento

% p - '0' matriz de masas consistente
% p - '1' matriz de masas concentradas

if op==
M = (rho*A*/12) *[201010;...
020101;..
102010;..
010201;..
101020;..
010102}
elseif op==
M = (rho*A*t/3)*eye(6);
end

Listado C.3 Funcion ensamble.

function [KK]=assemble(K,KK,index)

% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % %
% Propdsito:

% Ensamblar matrices locales en un Sistema gl obal

%

% Descripcion de variables:

% K — matriz elemental

% KK — Sistema global

% index — vector que posiciona el nimero de g rado de libertad

% ndof — nimero de grados de libertad por nod 0

n=length(index);

for i=1l:n
ii=index(i);
for j=1:n
ji=index(j);
KK (i, jj)=KK(ii,jj) +K(i,j);
end
end

Listado C.4 Funcidn posicion.

function [index]=position(nd,nnel,ndof)

% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % %
% Propdsito:

% Calcular el grado de libertad de cada nodo

%

% Descripcion de variables:

% nd — vector de nodos asociados a la conecti vidad
% nnel — nimero de nodos por elemento
% ndof — nimero de grados de libertad por nod o]
k=0;
for i=1:nnel
st=(nd(i)-1)*ndof;
for j=1:ndof
k=k+1;
index(k)=st+j;
end
end
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Listado C.5 Funcion condiciones 1.

function  [KK]=boundaryl(KK,bcdof)

% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % %

% Propdsito:

% Aplicar condiciones frontera a un Sistema o
%

% Descripcion de variables:

% K — matriz global

% bcdof — vector que contiene el nimero de gr

n=length(bcdof);
bcdofaux=bcdof;
for i=1:n
for j=1:n-1
if (bcdof(j) < bcdof(j+1))
bcdofaux(j)=bcdof(j+1);
bcdofaux(j+1)=bcdof(j);

end
bcdof=bcdofaux;
end
end
for i=1:n

KK(bcdof(i),:)=[];
KK(:,bedof(i))=[];
end
KK=KK;

matriz

ado de libertad restringido

Listado C.6 Funcién condiciones 2.

function  [F]=boundary2(F,bcdof)

% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % %

% Propdsito:

% Aplicar condiciones frontera a un vector

%

% Descripcion de variables:

% K — vector de fuerzas

% bcdof — vector que contiene el nimero de gr

n=length(bcdof);
bcdofaux=bcdof;
for i=1:n
for j=1:n-1
if (bcdof(j) < bedof(j+1))
bcdofaux(j)=bcdof(j+1);
bcdofaux(j+1)=bcdof(j);
end
bcdof=bcdofaux;
end
end

for i=1l:n
F(bcdof(i),:)=[];

end

KK=KK;

ado de libertad restringido
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Listado C.7 Funcién desplazamientos.

function  [U]=displacements(U,bcdof,sdof)

% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % %
% Propdsito:

% Mostrar desplazamiento para todos los nodos

%

% Descripcion de variables:

% U — Vector de desplazamientos con condicion es frontera

% bcdof - vector que contiene el nUmero de gr ado de libertad restringido

% sdof — total de grados de libertad

n=length(bcdof);
Uaux=ones(sdof,1);
k=1;

for i=1:n
Uaux(bcdof(i))=0.0;
end

for i=1:sdof
if (Uaux(i) == 0.0)
Uaux(i)=Uaux(i);
else
Uaux(i)=U(K);
k=k+1;
end

end

U=Uaux;
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CIINDET 2014

Xl Congreso Internacional sobre Innovacion y Desarrollo Tecnolégico,
2 al 4 de abril de 2014, Cuernavaca Morelos, México.

Estudio comparativo de analisis modal entre métodos Euler-
Bernoulli, FEM y experimental para una viga en voladizo

J. J. Saucedo-Dorantes, J. P. Benitez-Rangel, J. C. Jauregui-Correa, R. A. Osornio-Rios, R. J. Romero-Troncoso.

Resumen: este trabajo presenta el desarrollo de tres
métodos para calcular las frecuencias naturales en una
viga en voladizo, uno completamente teérico basado en
la ecuacion de Euler-Bernoulli, otro basado en el
método de elementos finitos (FEM-Finite Element
Method) para el que se desarrollaron herramientas de
programacion bajo MATLAB, y un método
experimental se implementé para comparar los
resultados con los dos primeros métodos.

Palabras Clave: viga en voladizo, Euler-Bernoulli,
FEM.

Abstract: This paper presents the development of three
methods used for computing natural frequencies in a
cantilever beam; one of them is completely based on
the Euler-Bernoulli theory equation, and the other is
based on the finite element method (FEM) for the latter,
it was necessary to generate programing tools using
MATLAB, and an experimental method was also
implemented in order to compare the solution with the
first two methods.

Keywords: cantilever beam, Euler-Bernoulli, FEM.

Introduccién

Los sistemas mecanicos en general estan constituidos
de componentes estructurales, poseedores de elasticidad
y masa distribuida, por ejemplo las barras y las vigas.
El estudio de vibraciones ha adquirido gran importancia
en el disefio de numerosos elementos, tanto en el
ambito industrial como fuera de éste, ya que la
presencia de vibraciones puede acarrear multiples
problemas, como aparicion de ruido, colapso de
elementos y modificacion en la frecuencia de

Juan José Saucedo Dorantes (chino_8660@hotmail.com), Juan Primo
Benitez Rangel, Juan Carlos Jauregui Correa, Roque Alfredo Osornio
Rios. Facultad de Ingenieria, Universidad Auténoma de Querétaro,
Campus San Juan del Rio, Rio Moctezuma 249, C.P. 76807, San Juan
del Rio, Qro. www.uag.mx

Rene de Jests Romero Troncoso. Division de Ingenieria - Salamanca,
Universidad de Guanajuato, Carr. Salamanca - Valle de Santiago km
3.5+1.8 Com. De Palo Blanco, 36700 Salamanca Gto., México.

operacion.

Las barras, vigas y otros componentes estructurales,
estdn considerados como sistemas continuos que
poseen infinitos grados de libertad; las vibraciones de
estos sistemas estan gobernadas por ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales que involucran
variables tanto del tiempo como de coordenadas
espaciales [1].

El analisis modal se ha convertido en una herramienta
para la invencion y mejora en disefios de estructuras, la
mayoria de las aplicaciones reportadas han sido en el
campo de la ingenieria [2]. Algunos estudios dedicados
a vigas han sido realizados con la finalidad proponer las
mejores condiciones de modelado [3-5], ademas de que
existen sistemas que pueden llegar a modelarse como
una viga, por ejemplo el diente de un engrane o algunos
puentes. También, ya han sido propuestas algunas
técnicas en la deteccion de las frecuencias naturales en
sistemas mecanicos [6].

El FEM es un método numérico que puede ser usado
para determinar las frecuencias de sistemas bajo ciertas
condiciones de carga [7], existen software aplicados a
este estudio como ANSYS y Abaqus que para analisis
més detallados sus soluciones estan limitadas, ya que
no permiten conocer el comportamiento de las matrices
de masas y rigidez de los elementos. Usar herramientas
de programacién como MATLAB es una buena opcién
para desarrollar el FEM de manera rapida, ya que gran
parte de la algebra del método es basada en operaciones
de matrices y vectores MATLAB ofrece una
manipulacion sencilla, quedando la opcion de acceder a
la informacion que guarda cada elemento.

Se realiza la comparativa de tres métodos diferentes
para la obtencion de las frecuencias naturales en una
viga, con la finalidad de comparar sus resultados y
mostrar la potencialidad de cada uno de los métodos.
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Modelo clasico mediante la ecuacion de Euler-
Bernoulli

El modelo matematico de Euler-Bernoulli de la viga en
voladizo se obtiene con las consideraciones de que la
viga tiene propiedades fisicas y geométricas constantes,
la propiedad fisica del material linealmente elasticas, la
viga es eshelta y no se considera esfuerzo cortante ni la
inercia rotacional, en la Figura 1 se muestra un
esquema de una viga en voladizo con modulo de
elasticidad E, &rea transversal A, momento de inercia I,
densidad de masa p y longitud L.

7 E A LP L

Figura 1. Viga en voladizo.

La ecuacion diferencial de vibraciones laterales para la
viga mostrada en la Figura 1 se define como [8]:

oty 9%y (1)
El—2 + m—2 =
xt T Mgz =0

La solucién propuesta a (1) esta dada por:
y(,t) = Pp(x)e/ont 2)

Sustituyendo (2) en (1) se obtiene:

0% (x) 3)
ot Brdn(x) =0
Dénde:
" EI c?

Definiendo las condiciones iniciales para el extremo
empotrado y el extremo libre como:

—0:p=0 =%y

x=0: ¢ = I
d2¢

x=L M=0 :W=0

Aplicando la transformada de Laplace y resolviendo se
obtiene:

Pu(x) =e; By =s*=>s=1£,1j  (4)
Entonces la ecuacion de desplazamiento de la viga es:

¢, (x) = Acosh(Bx) + Bsinh(Bx) 5)
+ Ccos(Bx) + Dsin(Bx)

Dénde:
A,B,C,D = operadores constantes
B = velocidad angular
¢ (x) = deflexion lateral de x
Con condiciones frontera:
A=—-C y B=-D

La ecuacidn (5) se transforma en:

$n(x) = Clcos(Bx) — cosh(Bx)] (6)
+ D[sin(Bx) — sinh(Bx)]

Reduciendo (6) se obtiene la expresion:
cos(A)cosh(A)+1=0 @)
Dénde:
A=pBL
Los valores propios de A que satisfacen a (7) ayudan a

calcular las frecuencias naturales, usandolos en la
siguiente ecuacion:

[ (®)
wn=/1n W 5 Tl=1,2,...

Modelo FEM para una viga con conexiones
nodales

Tipicamente las estructuras o elementos pueden ser
discretizados y requerir de alguna unién mecanica para
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su ensamble, para este proposito cada elemento esta
representado en sus coordenadas nodales como lo
muestra la Figura 2, la deformacion de la viga debe ser
continua, para satisfacer los requerimientos de
continuidad cada elemento presenta ambas deflexiones
Vi ¥ 6i, como coordenadas nodales.

y

6,1V v21g,

- $o—
;=0 x;=1

Figura 2.Elemento finito para una viga en coordenadas nodales.

Ya que hay cuatro variables nodales para cada elemento
viga, se asume una funcién polinomial cubica para v(x)

[9]:
v(x) = ¢y + 1% + %% + c3x3 9

De la suposicion para la viga de Euler-Bernoulli, la
inclinacion de la viga puede ser calculada como:

0(x) = ¢; + 2¢c,x + 3c3x? (10)

Evaluando a v(x) y 6(x) de (9) y (10) se obtiene:

v(0) = ¢ =1, (11)
6(0) =c, =6, (12)
U(l) = Cy + Cll + C2l2 + C313 =7, (13)
() = ¢y + 2¢c,1 + 3¢31% = 6, (14)

Resolviendo (13) para c; en términos de las variables
nodales y sustituyendo en (9) se obtiene:

v(x) = Hy(x)v; + Hy(x)6; (15)
+H (x)v,
+ Hy(x)6,
Dénde:
3x%  2x3
Hl(x) =1- l_z + l—3
x?  x3
H, x)=x-— T + l_z

3x2  2x3
Hs(x)zl—z—l—3
o) = =54 X
xX)=——+—
* e
Son las funciones forma que describen el
desplazamiento en términos de las coordenadas
nodales.

Aplicando el método de Galerkin a las funciones forma
se puede encontrar la matriz de rigidez para un
elemento viga, esto es:

(K] = f l[B]TEI[B]dx (10)

Donde:
[B] = [H, H, H; H,|

Y los correspondientes grados de libertad para cada
elemento son {d}={vi 6: v» 6.}". Asumiendo que la
rigidez de la viga El es constante dentro del elemento,
la matriz de rigidez es:

12 6 -12 617 (17)
[Ke]zﬂ 6l 412 —6l 202
Bl-12 -61 12 -6l
6l 2012 —61 4l

De forma similar puede ser obtenida la matriz de masas
para un elemento en sus coordenadas nodales:

l 18
(] = [ pAlHI"H]dx ()
0
Dénde:
[H] = [H1 H; Hy H4]
Siendo la matriz de masas:
[M°] (19)
156 221 54 -13]
_PALl 221 42 131 302
420| 54 131 156 =221
—131 2-3 =221 4l
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Sistemas de multiples grados de libertad

Si se extiende el andlisis a un sistema de mdltiples
elementos teniendo N grados de libertad, la ecuacién
diferencial que rige el movimiento del sistema es de la
forma [1,10]:

[M1{U} + [K]{U} = {0} (20)

Donde [M] y [K] son las matrices de masas y rigidez
del sistema respectivamente, si el sistema no tiene
amortiguamiento las vibraciones libres son descritas
por la solucion de (20).

Una posible solucién para determinar las frecuencias
naturales es asumiendo la siguiente ecuacién:

U;(t) = Ajsin(wt + ¢) (21)

Asi sustituyendo (21) en (20) se puede obtener la
siguiente forma para las frecuencias naturales:

(K] - w?[M]) = {0} (22)

La ecuacion (22) representa un problema muy
importante, denominado eigen problema, una solucién
no trivial es igualando el determinante con cero:

det([K] — w?[M]) =0 (23)

Esta forma es conocida como la ecuacién caracteristica
del sistema, cada solucién de wi® es conocido como
eigenvalor, y para cada eigenvalor corresponde un
eigenvector correspondiente a la forma modal de
vibracion, la frecuencia natural mas pequefia es
conocida como frecuencia fundamental y su
correspondiente forma modal conocido como modo
fundamental de vibracion.

Metodologia y resultados

La metodologia general propuesta para este trabajo es
mostrada en la Figura 3, consiste en definir los
pardmetros de la viga, realizar la obtencion de las
frecuencias naturales por tres métodos diferentes y
hacer una comparativa de los resultados obtenidos.

Definir parimetros
del sistema

Obtener frecuencias
naturales

Euler-Bernoulli Experimental

FEM

Realizar comparativa

Figura 3.Diagrama flujo de metodologia propuesta.

Los pardmetros del sistema se definieron en base al tipo
de material que se utilizé en el método experimental
(aluminio 7075), la Tabla 1 muestra las caracteristicas
de la viga utilizada.

Tabla 1. Caracteristicas de la viga en estudio

Ancho(m) 0.0508
Espesor(m) 0.00635
Longitud(m) 0.5
Elasticidad(MPa) 72000
Densidad(kg/m?®) 2810

Para obtener las frecuencias naturales utilizando el
modelo clasico de Euler-Bernoulli se calculan los
valores de \n, Y poder sustituir en (8), en la Tabla 2 se
muestran los valores obtenidos para An y on.

Tabla 2. Frecuencias naturales de la viga empleando Euler-Bernoulli

n  Jn wn(rad/s) fa(Hz)

1 1.875 129.851 20.664

2 4.694 813.772 129.851

3 7.854 2278.601 362.650

4 10.995 4465.068 710.637

5 14.137 7381.165 1174.7490

La obtencion de las frecuencias naturales empleando
FEM no se realizé en ningun software comercial como
ANSYS o Abaqus, por lo que se desarrollaron las
herramientas necesarias bajo MATLAB (disponibles
con el autor de correspondencia) para obtener el
calculo, dando la oportunidad de realizar un anélisis
mas detallado si se requiriera, la Figura 4 muestra el
diagrama bloques para el calculo por FEM.



CIINDET 2014

Xl Congreso Internacional sobre Innovacion y Desarrollo Tecnolégico,
2 al 4 de abril de 2014, Cuernavaca Morelos, México.

Calcular [Me]
v [Ke] para
cada elemento

Inicializar
[M] y [K]
del sistema

Parametros
del sistema

Ensamblar

Aplicar
restricciones

Obtener eigenvalores
y eigenvectores

Figura 4.Diagrama bloques para el calculo FEM.

Basicamente el desarrollo en MATLAB a partir de las
propiedades mecéanicas de cualquier sistema, en este
caso la viga, inicializa las matrices de masas [M] vy
rigidez [K] del sistema con N grados de libertad
definidos, enseguida calcula la matriz de masas [Me] y
rigidez [K¢] para cada elemento en términos de sus
coordenadas locales (17) y (19), ensamblando estas
matrices locales dentro de las matrices globales del
sistema; al terminar de calcular las matrices locales y
ensamblarlas dentro del sistema global se aplican las
restricciones (empotramiento de la viga). Si el sistema
no esta restringido es posible que uno o mas valores de
las frecuencias naturales sean cero [10].

Finalmente se resuelve el problema de eigenvalores y
eigenvectores correspondientes a las frecuencias
naturales y los modos de vibracion del sistema (22) y
(23), la Tabla 3 muestra las frecuencias obtenidas de la
formulacion FEM y en la Figura 5 se muestran
graficamente los dos primeros modos de vibracion
normalizados correspondientes a las primeras dos
frecuencias naturales de la viga.

Tabla 3. Frecuencias naturales de la viga empleando FEM

n  ws(rad/s) fa(H2)

1 130.498 20.769
2 817.822 130.160
3 2289.928 364.453
4 4487.351 714.184
5 7417.933 1180.6

1 1 T 1 T 1
—S— Frecuencia modal = 130.4989 [

0.5

of SESEeeTTe .

Amplitud

"
e e “’%Oees@g@ee@g

o 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

Longitud (m)

ﬁeeeéaee@@fgee@(

0.5

Amplitud

[ —O— Frecuencia modal = 817.8228 {

-0.5

1 t t r r t
o 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

Longitud (m)
Figura 5.Primeros dos modos de vibracion.

La implementacién del modelo experimental consistio
en empotrar un tramo de viga de aluminio con las
propiedades mecanica de la Tabla 1, en la Figura 6 se
muestra el empotramiento de la viga, junto con la
instrumentacion de dos acelerometros, colocados en el
extremo libre y centro de la viga.

Empotramiento}l  consor 1

Sensor 2

Figura 6.Modelo experimental de Iviga.

Los acelerémetros utilizados para la medicion de
vibraciones son de bajo costo (MMAT7455L), ya que
son acelerdmetros digitales necesitan de un control
maestro para la adquisicion de sefiales, para lo cual se
utilizé un FPGA (SPARTAN-3), las vibraciones libres
se generaron al aplicar una fuerza o un desplazamiento
inicial en el extremo libre de la viga. La Figura 7
muestra las sefiales capturadas por los acelerdmetros
sobre el eje Z.
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Eje Z extremo

2

Amplitud (m/s

Tiempo (s)
Eje Z centro

Amplitud (/s %)

o 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Tiempo (s)
Figura 7.Aceleraciones sobre eje Z.

Las sefiales de aceleracion de la Figura 7 muestran
como la amplitud y movimiento de la viga desaparecen
a lo largo del tiempo, ahora para encontrar las
frecuencias naturales se realizé un analisis del espectro
de Fourier, aplicando la FFT (Fast Fourier Transform)
se determinan las frecuencias implicitas en el modelo
experimental, la Figura 8 muestra el espectro de
frecuencias, donde se puede observar que la frecuencia
con mayor amplitud es la fundamental, enseguida
aparecen valores muy cercanos a la segunda frecuencia,
la tercer frecuencia aparece claramente, ya que las
muestras se adquirieron a 1kHz, solo se puede observar
el espectro de 0 a 500Hz, por el teorema de Nyquist.

Espectro de frecuencias

0.9 T
X: 20
Y:0.8934

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

Absoluto FFT)

0.3

0.2 X: 148
Y:0.1229
A . X: 364
0.1 Y:0.05791
o] 100 200 300 400 500 600
Frecuencia (H7)

Figura 8.Espectro de frecuencias FFT.

Conclusiones
El modelo clasico mediante la ecuacion de Euler-
Bernoulli permite determinar aproximaciones a las

frecuencias  naturales de un  sistema  sin
amortiguamiento, ya que los valores obtenidos
comparados con los otros modelos no difieren
significativamente.

La programacién de herramientas puede ayudar a
entender el funcionamiento de ciertos métodos, ventajas
y desventajas, ademas de experimentar el compromiso
computacional que requiere cada herramienta.
Asimismo se pueden obtener buenos resultados si se
sigue una buena metodologia en su desarrollo, como lo
fue el célculo del FEM presentado, que muestra una
buena relacion de resultado con el modelo Euler-
Bernoulli.

Sin embargo la experimentacion es fundamental, ya que
a través de ella se pueden obtener las diferencias
existentes entre la teoria y la practica, en este caso
ademas de detectar experimentalmente la frecuencia
fundamental de viga se observd la aparicién de otras
frecuencias, que quizas aparecieron por la colocacion
de los sensores o tipo de empotramiento.

De los resultados obtenidos por los tres meétodos
presentados los dos primeros de ellos presentan una
buena correlacion en sus resultados, y con la
implementacion del tercer método se pueden
determinar las primeras tres frecuencias naturales con
una buena aproximacion.
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Abstract—This paper presents the development and
implementation of a controller based on FPGA (Field
Programmable Gate Array) with multi-loop feedback applied to a
servomotor position system. In this kind of application, the use of
reconfigurable devices like FPGA is suitable, its open architecture
is appropriate not only for this purpose but also for other
applications. Besides, it possesses a remarkable advantage upon
microcontrollers and DSP. The recursive least square method was
used for estimating the servo system parameters, through the use
of these parameters a cascade control was designed where encoder
and load resistance signals are used in feedback loops. When the
system reference is subjected to sudden changes, the control action
increases together with the motor voltage level. With a cascade
control, it is possible to reduce the spike voltage up to 40% in
comparison with a simple controller, and the dynamic of the
system may be better in overshoot as well. With this kind of
controller the system shows a better efficiency in the output due to
control of more than one variable of the model, additionally with
the implementation on FPGA, execution time is improved with few
resources used at a low cost.

Key Words: servomotor, multi-loop, FPGA.

I. INTRODUCTION

Direct current (DC) motors are important for industrial
applications since these have good torque and full range control
variables, such as position, velocity and torque or jerk. Classic
and modern control techniques require a mathematic model of
the plant [1], plant model can be obtained by a theory method
or using an on-line identification method. This model is
important for control systems because the parameters obtained
are used for doing a controller proposal. A theoretical model
plant for DC motors is obtained from the knowledge of
electrical and mechanical components like capacitors, bearings,
springs and gears that are interconnected in a specific way, and
doing an analysis of these components a plant model is obtained.
On the other hand, the on-line method assumes that the input
and output in a system are related to a linear transfer function
of known order [2], in this way, it is possible to estimate a plant
model without knowing the plant components, one of the most
popular and certain is the least square (LS) identification
method and its variations.

Digital control systems have gained importance because of
their advantage in cost reduction and the application of
technology in embedded systems [3]. This kind of controllers
are of easy reconfiguration, and in position control systems
quick response can be obtained with high precision [4],
furthermore, these techniques are frequently used in industry,
hence digital control techniques are more popular. Despite the
high number of developments in the theory of advanced control,
the Proportional-Integral-Derivative (PID) controller is the

most used in position control systems for industrial applications
due to appropriate response obtained, therefore digital PID
controllers are replacing analogic controllers due to their
generalized structure [5, 6].

Cascade control structures are commonly used in DC motors,
a cascade control scheme or with multiple feedback have two
feedback controllers, the output of the first modify the set point
of the second; and the output of this is directly connected to the
plant. The secondary feedback has an influence over the first
controller and dynamic process for this feedback is faster than
the primary feedback. The goal for this scheme is to eliminate
effects of any disturbance and improve the control system
dynamic [7].

Recently advances on the Field Programmable Gate Array
(FPGA) area have provided useful techniques and tools for the
development based on reconfigurable hardware applied to
complex applications. Therefore FPGA technology can be
widely used to develop digital circuits with better efficiency,
thus fast and flexible control systems can be built in hardware
level.

The main objective of this work is to show the development
and implementation of a controller based on FPGA with multi-
loop feedback applied to servomotor position system, showing
how this designed technique improves the system response in
overshoot and reduce spike voltage in motor.

Il. SYSTEM IDENTIFICATION

Identification can be defined as the cluster of studies,
theories and algorithms that allow the accomplishment of the
structure and parameter of a mathematic model (generally
dynamic) that produces, with enough accuracy for automatic
control aims, the output variables of the process or real system,
being the object of study before the same cluster of input
variables [2], the identification system is especially useful for
the modelling of systems which cannot be easily modelled
according to its parameters or specifications.

A. Least-square

LS algorithm is used for executing the identification process.
This algorithm converge quickly generating accurate
approximations useful in control applications modelling.
Getting the sampled input u(k) and output y(k) signals,
considering the differences equation (1) and using Z transform
a discrete transfer function is obtained (2), where m represents
the numerator order and n the denominator order, with n<m.
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The majority of linear systems can be modelled with the
transfer function showed in (2), according with [2] algorithm
solution is given by the equations (3) and (4) that represent the
input-output system vectors.

P=(z-2"1 yT = [bg ay by -+ an by]"

3)
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Where:
p Estimated coefficients
u(k) Input system vector k=01..,N
y(k)  Output system vector k=01,..,N
a; Denominator coefficients i=01,..,.n
b; Numerator coefficients j=01,..,m

N Sampled number

B. Recursive least-square

Recursive least square (RLS) is a variation of LS method,
this is used in parameter identification in an on-line fashion, the
coefficient estimation is done at the same time as the control is
operating. Defining a covariance matrix (5).

1 1
€)= 23 [0t = 1) = 27559009 0] ©
RLS algorithm can be summarized like follow:
S C(k —1) - z(k)
Pky=P(k—1)+ az—(k) (6)
[y) = 2" (k)P (k - 1)]
S ék)
P =Pk = 1) + 5559 (k) @)
a?(k) = o* + 2" (k) g (k) ©)
é(k) = y(k) — 2" (k)P (k — 1) (10)

The value ¢ is defined as the exponential omission
coefficient, g and « are internal variables in the algorithm, &
represents the error between the estimated and measured value
for the output in the system.

I1l. CLOSED-LOOP CONTROL SYSTEM

A system that retain a determinated relation between its
output and the input reference, comparing and using the
difference like control signal is called closed-loop system, on
the other hand for systems in which the output signal doesn’t
have influence in control action are called open-loop systems

[8].

Fig. 1 shows a closed-loop system scheme, the controller
goal is a decrease error between C(s) and R(s) signals, the C(s)
value is measured by a sensor and compared with R(s) for
computing the error E(s), the output signal controller U(s)
generally is a function of the error measured and this signal acts
directly in the plant.

E(s) U(s)
R(s)—+  — Controller — Plant —>C(s)

B(s)

Fig. 1. Closed-Loop system.

A. PID controller

Fig. 2 shows a PID structure, also known as three-time
controller, its transfer function for an input error E(s) is given
by equation (11).

— kK, —
ES & —>+l O
s +
— KdS

Fig. 2. PID structure.

If an integral time constant is defined as 7=Ky/K;i and a
derivative time constant z=Kg¢/K, equation (11) can be
rewritten as (12).

U(s) i
) = Koty Kas (11)
U(s) Kp(tis+1+ T;745%) (12)

E(s) ;S

Equations (11) and (12) are used for continuous time domain
analysis, for discrete time domain is necessary to make a
transformation, then equation (11) can be expressed as (13).

U(z)
E(z) P+ 1-—
Equation (13) is reduced until a differences equation (15) is
obtained.

IZ_1 +D(1—-2z71) (13)

U(z) Dz '—(P+2D)z '+ (P+1+D)

= 14
E(2) 1-z1 (14)
u(k) = aze(k —2) —aye(k — 1) + age(k) + u(k — 1) (15)
Where:
az = D
a, =P+2D
ao=P+I1+D

B. Cascade control structure

Knowing that a closed-loop control system delete
disturbances using error signals computed. A cascade control
system has more than one control loops inside the principal



control loop, Fig. 3 shows a scheme for a system with multiple
feedback. The (first) loop inside the primary loop is called the
secondary loop, and the controller in this loop is called the
secondary controller (or slave-controller). The outer loop is
called the primary loop, and the controller in this loop is called
the primary controller (or master-controller). The control signal
calculated by the primary controller is the set point of the
secondary controller.

Disturbance
Secondary v
controller

Primary
controller  controller r---------=-=-}--------24L
u.
R(s)—>+ — €3 —_
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

T‘Secundarv loop

Primary loop

Fig. 3. Closed-loop cascade control system.

In most applications the purpose of the secondary loop is to
quickly compensate the disturbance so that its response in the
primary output variable of the process is small. In order to make
this happens the secondary loop must register the disturbance.
In addition, to achieve a better disturbance compensation,
cascade control may give a more linear relation between the
variables U; and Y», than with usual single loop control. In
many applications process part 2 (P2) is the actuator. In this
case the secondary loop can be regarded as a new actuator
having better linearity (or proportionality).

IV. METHODOLOGY AND RESULTS

A. System description

In general the servo system uses a DC motor EMG30 that
includes a gear box reduction and encoder using an L298 bridge
H and a digital pulse width modulation (PWM) the motor
direction rotation is manipulated and through a load resistance
voltage level in the motor is measured, a Spartan-3 was used
for generating control signals and for driving a data acquisition
system (DAS1612). Complete servo system is showed in Fig.
4,

Fig. 4. Complete control system.

B. Parameter estimation

RLS algorithm was used in the system identification
parameters, with the purpose of achieving this process, it was
necessary to obtain an input and output system signals-sampled
vector, a simple structure described in Hardware Description
Language (HDL) and implemented on FPGA was used for

system stimulating, Fig. 5 shows a block descriptions of the
implemented description used in the servo system identification.

t : t
PRB’ﬁ(—)‘ PWM - Plant TQ

SRAM

- FPGAL

! | 9
RLS —— Transfer | | ¥e(

Function = !
PC |

Fig. 5. System identification diagram.

In Fig. 5, the system identification consist of different blocks,
the Pseudo Random Binary Sequence (PRBS) block is used for
building a random signal that is used in the servomotor as
excitation signal, the random signal is similar to white noise
signal, this signal is the input for the PWM block and the output
of this is directly connected to plant (servo system), the SRAM
block is used for saving input and output signals in the static
memory, these three blocks SRAM, PRBS and PWM are HDL
descriptions, the plant obviously are the servomotor and the
bridge H fitting-out, Fig. 6 upper part shows the random signal
that was the input signal u(k) in system identification, this
signal is the duty cycle in the PWM, and Fig. 6 lower in blue
color is plotted the system output signal y(t) and in red color the
estimated signal ye(t) computed by RLS algorithm.
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Fig. 6. Identification using RLS.

In order to get an accurate transfer function the identification
process was realized more than once, the average was
computed for multiple parameters gotten, obtaining a final
second order transfer function equation, then servo system can
be modeled mathematically like (16).

—1.275x107522 + 3.765x107°z + 0.0001055
22 —0.9513z — 0.0419

F(z) = (16)

C. Control system position using a single-loop feedback

The main objective is to build a multi-loop feedback
controller but a first test was realized, a digital controller
hardware structure was developed based on different control
laws such as proportional (P), proportional-integral (Pl),
proportional-derivative  (PD) and proportional-integral-
derivative (PID). Digital design for cited laws is based on the



differences equation of an infinite impulse response (IIR) filter
(17), where b and a are constant coefficients that can be
changed according to the particular control law, x(k) is the
excitation and y(K) is the system output.

y(k) = agx(k) + a;x(k — 1) + ayx(k — 2)
—byy(k —1) — byy(k —2)

The design consists of a digital structure development for a
second-order difference equation. The design can be flexible
since it can generate a reconfigurable structure in hardware to
implement any equation in differences and thus, any filter or
control law, this structure was used by [4, 10].

Knowing the linear servo system transfer function, a
controller was tuned using the frequency response method, this
method is based on two important aspects of the system
response: the stability grade and the response speed. The
stability of a system indicates the response nature, while the
response speed indicates the system capacity to carry out small
corrections without causing oscillations. The grade of stability
is expressed by means of the phase margin and the response
speed of the system is directly related to the crossing frequency.

With the controller designed for the servo system in Fig. 7 is
showed an scheme of the control system with a single-loop
feedback, using an encoder in the feedback loop the servo
motor angular position is controlled, by a PC reference position
is sent to control system, internally the implementation based
on FPGA that contain the PID controller and the PWM compute
and apply the action control.

17)

__________________________________ Pttt
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Fig. 7. Control position system with single-loop.

Different control tests were carried out for watching system
response, Fig. 8 shows system response until step input, that is
a common signal used in system response, as a result system
response follow position reference in 0.4 seconds, system
response shows 20% overshoot, this is a critical response for a
machinery position system because oscillations can produce

equipment damage.
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Fig. 8. Step response with single-loop.

For the same control test realized servomotor voltage level
was measured in the load resistance, thus Fig. 9 shows voltage

level for the control system with a single-loop feedback.
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Fig. 9. Spike voltage with single-loop.

From voltage level obtained and due to step input we can say
that immediately response produces high spike voltage level
because of the control action computed by PID controller, 2
volts is the maximum spike voltage level, this level can produce
damage in electronic parts or in the servomotor.

D. Control system position using multi-loop feedback

In agreement with the objective and knowing that if more
than one variable were controlled in a system a better response
can be obtained, the proposal for the servomotor position
system using multi-loop feedback is showed in Fig. 10, where
two controllers are implicit, the master is a PID and this is used
in servomotor angular position control loop, an slave controller
P adjust servomotor voltage level, in the scheme an external
input of disturbance is present, this signal can modify or affect
the servo system due to friction or load excess increasing
control action.

Disturbance

3 X{S)—;—N_ — PID —i — P —— P, —i s Py
ke l
|| Load J
resistance
FPGA Encoder

_____________________________

Fig. 10. Control position system with multiple-loop.

Doing an analysis on the multi-loop feedback control
structure, when the system is exposed to external disturbances
or high input references, the control action computed by the
master controller will be strong to immediately compensate the
signal error in the servo system. If the system control were a
single-loop oscillation high spike voltage would appear,
although high control action was computed by master controller,
the slave controller attenuate this signal reducing spike voltage
level in servomotor, in contrast with the single-loop feedback,
the system response will be smooth due to servo motor spike
voltage.

Fig. 11 shows the system response when servo system is
operating under multi-loop feedback control, the same step



input was used for watching system response and differences
between single and multiple feedback loops, therefore with
multi-loop feedback control system response reach position
reference in 0.3 seconds faster than the single-loop feedback
system response, dynamic system is better because overshoot
was removed, overshoot is a problem that all controller tries to

delete.
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Fig. 11. Step response with multiple-loop.

With respect to the servomotor spike voltage measured in
multi-loop feedback control system response Fig. 12 shows a
sample measured, under the same step input spike voltage is
present but amplitude is reduced, and watching spike voltage
showed in Fig. 9 it holds a maximum amplitude of 2 volts and
for the system with multiple feedback loops spike voltage
amplitude is reduced to 1.14 volts, which is equivalent to 43%
spike voltage reduction.
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Fig. 12. Spike voltage with multiple-loop.

With servo motor spike voltage controlled is possible to
extend electronic parts life that are implicit in a servomotor
position system.

V. CONCLUSION

The proposed cascade control for a servomotor position
system based on FPGA is designed and implemented. We have
concluded that single and cascade control system gives
excellent response in control position system, but the proposed
cascade controller has excellent performance. Results indicate
that the proposed cascade controller has a better performance
in transient, overshoot and steady state response.

With more than one variable controlled in a system, dynamic
response is improved, reducing spike voltage up to 43% and a
faster system time response is obtained, and with this kind of
controller the system shows a better efficacy in output system
response.

The implementation of modular systems provides certain
advantage over other devices, execution time is improved,
accuracy responses are obtained and a few resources at a low
cost are used. Besides, with the development of this kind of
applications, these can be applied to other systems without
requiring too many changes.
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