LINIVERSIDAD AUTONOMA DE QUERETARD

N3 ©ODNndil

Universidad Autonoma de
Querétaro

Facultad de Ingenieria, Licenciatura en Ingenieria
Fisica

Estudio de la dindmica de un modelo
Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker de cosmologia viscosa

TESITS

que para optar por el grado de

Ingenierio Fisico

PRESENTA:
Carlos Alfredo Rico Olvera

Director :
Dr. Octavio Cornejo Pérez, Facultad de Ingenieria

Querétaro, Querétaro. (Marzo) 2023



REPOSITORIO
INSTITUCIONAL
DGBSDI-UAQ

Direccion General de Bibliotecas y Servicios Digitales de
Informacién

[©loke)

Estudio de la dinamica de un modelo Friedmann-
Lemaitre-Robertson-Walker de cosmologia viscosa

por

Carlos Alfredo Rico Olvera

se distribuye bajo una Licencia Creative Commons
Atribucion-NoComercial-SinDerivadas 4.0 Internacional.

ClaveRIl:  IGLIN-244332-0323-323






Esta tesis estd dedicada a mis hermanos, Karol y Bernardo, a quienes me gustaria decirles que
pueden lograr cualquier cosa que se propongan en la vida.






Agradecimientos

Me gustaria expresar mi més profundo agradecimiento al Dr. Octavio Cornejo Pérez, Director
del presente trabajo. Le agradezco su apoyo y guia en la elaboracién de la tesis. Asi mismo quiero
agradecer que desde comienzos de la licenciatura me aceptd para colaborar en diversas estancias
de investigacién bajo su tutela, siendo para mi la primer persona que me permitié tener contacto
con la investigacion en fisica. Ademds fue mi profesor en diferentes cursos de matematicas, por lo
que es una persona importante en mi formaciéon académica.

Quiero agradecer al Dr. Alberto Herndndez Almada por brindarme de su apoyo en la compren-
sion de conceptos en cosmologia y en la interpretaciéon numérica de diferentes resultados relevantes
para la elaboracién del presente trabajo.

Al Dr. Aldrin M. Cervantes Contreras, por guiarme en la bisqueda de conceptos mateméaticos
y cosmoldgicos que le dieron sustento a la presente investigacién. Ademas por ser un profesor fun-
damental en mi formacién en fisica. Y mas alld de eso, quiero agradecerle por ser una persona que
siempre me escuché y orienté en inquietudes académicas y personales durante mi estancia en la
carrera.

Al Dr. Josué de Jestus Trejo Alonso, quien se tomo de su tiempo para realizar de la forma més
seria observaciones en la estructura, escritura y a diferentes ideas que se plantearon en la tesis.

Por 1ltimo quiero agradecer a todas aquellas personas que directa e indirectamente me brinda-
ron de su apoyo durante la elaboracion del presente trabajo: A mis padres, por su apoyo incondi-
cional, y a mis amigos y companeros de la universidad por todo su apoyo emocional.






Resumen

En este trabajo se estudia un modelo de cosmologia viscosa con métrica Friedmann-Lemaitre-
Robertson-Walker mediante un anélisis en sistemas dindmicos. Los sistemas dindmicos se generan
a partir de la ecuacién diferencial de Hubble y los pardmetros cosmoldgicos de desaceleracion g,
presién viscosa II, densidad de energia p y un pardmetro de relacion entre la presién barotrépica
y la presion viscosa [. Se generan los mismos sistemas dindmicos para tres casos particulares de
la ecuacién de Hubble, s = 1/2, s = —1/2 y s = 0, donde s es un pardametro relacionado con la
viscosidad. Los resultados del primer caso se comparan con los resultados generados en trabajos
previos mediante diferentes técnicas. Posteriormente para los casos s = —1/2 y s = 0 se llevo a
cabo una restriccién de pardmetros para encontrar los valores particulares de €, £ y w. Donde €
se relaciona con la velocidad de propagacion de perturbaciones del fluido, £ es el coeficiente de
viscosidad y depende de la densidad de energia, y w el cual es una constante de proporcionalidad
relacionado con la presién barotrépica y la densidad de energia. Con los valores obtenidos de la
restriccién se pudo completar el analisis de los sistemas dindmicos generados en ambos casos. A
pesar de que, como resultado de la restriccién se encontré que el modelo solo toma en cuenta
la energia oscura como principal componente del Universo para los casos s = —1/2y s = 0, el
comportamiento de las variables cosmolégicas es consistente con los resultados del caso s = 1/2.
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1. Introduccion

El estudio moderno del Universo comenzé el siglo pasado con el desarrollo de la Relatividad
General. Las imédgenes tomadas del Universo en diferentes longitudes de onda y escalas sugirieron
que a medida que se avanza a gran escala, el Universo comienza a verse uniforme, equivalente
en todos los puntos y en todas las direcciones. Esto se conoce como el Principio Cosmoldgico y
establece que el Universo es homogéneo e isotrépico en todas direcciones. De mejor manera:

= Kl Universo debe de lucir igual desde cualquier punto , simetria traslacional, el espacio debe
ser homogéneo.

= Kl Universo debe lucir igual en todas las direcciones, simetria rotacional, el espacié debe ser
isotrépico.

Estas dos suposiciones forman el principio cosmolégico: a gran escala el Universo es estadisti-
camente homogéneo e isotropico.

Figura 1: Vista general del Universo acorde al principio cosmolégico, recuperado de
https://www.darkenergysurvey.org/the-des-project /science/

Siguiendo estos principios de homogeneidad e isotropia, los cientificos encontraron varias solu-
ciones a las ecuaciones de Einstein. Una de esas soluciones fue la métrica de Friedmann-Robertson-
Walker que es compatible con los principios cosmolégicos y ademés permite una evolucién no estéati-
ca del Universo. Esto es importante porque Hubble encontré a principios del siglo pasado evidencia
experimental de un Universo en expansién y desde entonces se han realizado muchas mediciones.
Entonces, se necesitaba de una teoria que explicara esta caracteristica. Se han presentado varios
modelos tedricos del Universo, donde una propuesta estandar es modelar los diversos componentes
del Universo como fluidos perfectos en una primera aproximacién. Pero mientras mas componentes
particulares se agreguen, mas dificil sera resolver las ecuaciones diferenciales acopladas obtenidas.
Es por esto que las herramientas computacionales son extremadamente importantes hoy en dia.

1.1. Planteamiento del Problema

En el sentido de explicar la evolucién del Universo tomando en cuenta fenémenos disipativos,
se han desarrollado teorfas como la de Fluidos disipativos relativistas, (Eckart 1940). Sin embargo,
la mejor teoria disponible actualmente para analizar los procesos disipativos en el Universo es
la termodindmica causal completa desarrollada por Israel y Stewart (Israel and Stewart 1976 ),
Hiscock y Lindblom (Hiscock and Lindblom 1985), Hiscock y Salmonson (Hiscock and Salmonson
1991), la cual considera un solo fluido viscoso sujeto a una ecuacién de estado y propiedades
termodinamicas. Esta teoria se ha utilizado ampliamente para estudiar la evolucién del Universo
temprano y algunos otros procesos astrofisicos (Maartens 1996). La tdnica gran desventaja que
surge al estudiar modelos en este marco es la aparicién de ecuaciones diferenciales altamente no
lineales y muy complicadas de resolver analiticamente.
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Debido a la complejidad de las ecuaciones, los sistemas dindmicos son una alternativa para
el estudio en el comportamiento y evolucién de dichas ecuaciones. Por lo que con un andlisis en
sistemas dindmicos se podra determinar la estabilidad y evolucién de los sistemas de ecuaciones
que describen al modelo cosmoldgico dentro del formalismo Israel-Stewart-Hiscock (ISH). Ademas,
podré visualizarse de manera cualitativa la evoluciéon de las variables de estado del modelo cos-
moldgico a través de los espacios de fase. Lo anterior puede lograrse sin resolver analiticamente las
ecuaciones del campo gravitacional. Dicho de otra manera, se podra estudiar el comportamiento
del Universo por medio de la teoria de sistemas dinamicos aplicada a un modelo de cosmologia
viscosa dentro del formalismo de la teoria ISH

1.2. Justificacién

Se quiere hacer un anilisis en el marco de los sistemas dindmicos para un modelo de cosmologia
viscosa dentro del formalismo ISH, el cual describe al Universo como un fluido a partir de la ecuacién
de transporte de Hubble. Con andlisis en sistemas dindmicos se hace referencia a aplicar toda la
metodologia para sistemas dinamicos, es decir, encontrar puntos de equilibrio, una visualizacién y
analisis de los espacios de fase de casos particulares del modelo, y un anélisis de la estabilidad de
los puntos de equilibrio. Lo anterior debido a que el modelo cosmolégico ha sido ya estudiado pero
con el tratamiento de soluciones exactas a ecuaciones diferenciales y se han encontrado soluciones
al mismo. Es importante mencionar que solo se ha estudiado a profundidad el caso particular del
pardmetro s = 1/2 y no hay informacién sobre el comportamiento del modelo para diferentes
valores de s, por eso es de interés estudiar este modelo desde una perspectiva diferente.

1.3. Hipdétesis

Es posible describir la dindmica del Universo usando un modelo cosmolégico FLRW viscoso
dentro del formalismo de la teoria ISH a través de la teoria de los sistemas dindmicos.

1.4. Objetivos
1.4.1. Objetivo General

Estudiar la dindmica del modelo cosmolégico viscoso en el contexto ISH usando la teoria de sis-
temas dinamicos, y con exploracién numeérica para determinar el comportamiento de las principales
variables dindmicas del modelo y el acotamiento de un espacio de pardametros.

1.4.2. Objetivos especificos

= Manipular mateméaticamente la ecuacion diferencial para el pardmetro de Hubble obtenida
del modelo cosmoldgico para reescribirla en la forma de un sistema dindmico usando cambios
de variable adecuados, para cada variable dinamica del modelo.

= Usar la metodologia de la teoria de los sistemas dindmicos para encontrar puntos de equilibrio,
generar espacios de fase y determinar la estabilidad de cada sistema particular generado.

= Interpretar fisicamente los resultados obtenidos tanto para la dindmica de las variables de
estado como para la estabilidad de los puntos de equilibrio para describir la evolucién cos-
moldgica.

= Comparar los resultados obtenidos con resultados previos obtenidos mediante otras aproxi-
maciones para comprobar la solidez del enfoque usado en esta tesis.
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2. Marco Teorico

2.1. Introduccién a la Cosmologia
2.1.1. Ecuacién de Friedmann

La ecuacién de Friedmann es quizas la ecuaciéon més crucial en el estudio del Universo ya que
describe justamente la dindmica del mismo (Liddle 2015). Para derivar la ecuacién de Friedmann
se parte de las ecuaciones de campo de Einstein (Einstein 1915). Estas ecuaciones se definen como:

1
R, — §9WR — Aguy =87GT,, , (2.1)

donde el miembro izquierdo de la ecuacion es el tensor de Einstein mas un término que incluye a la
constante cosmolégica A, mientras que del lado derecho de la ecuacién, G representa la constante
de gravitacién universal y T}, es el tensor de energia momento, (Romeu 2013), el cual se define
explicitamente como:

Tow = (p+ ) Uur — PGpv (2.2)

donde p y p son la presién y la densidad respectivamente, g,, es la métrica y u,, representa la
velocidad del medio. El tensor de Einstein estd formado por un tensor de Ricci, Ry, y un escalar de
Ricci, R, tal como puede apreciarse en el miembro derecho de la ecuacién (2.1). Para poder calcular
tanto el tensor como el escalar de Ricci se necesita de una métrica que cumpla con el principio
cosmolégico de homogeneidad e isotropia (Romeu 2013). Una métrica es un objeto matemadtico
que describe la geometria del espacio tiempo y nos da la distancia entre dos puntos del mismo
(Guillen-Castellanos 2020). La métrica que satisface las propiedades cosmolégicas; es la métrica de
Robertson-Walker, la cual se define como:

1
ds* = dt* — a* (t) (1 — dr® + r2df* + r? sin® 9d<p2> , (2.3)

— %z

donde a(t) se conoce como factor de escala e indica la dependencia temporal de la distancia relativa
entre dos puntos del Universo (Peacock 1999). K representa la curvatura del espacio-tiempo, la
cual toma tres valores posibles, K < 0, K =0 y K > 0, para una geometria hiperbdlica, plana y
esférica respectivamente (Ryden 2006).

Entonces el tensor de Ricci R, se define como:

_ _ A A
R, = Rﬁl,p = @FZD — &,Fﬁp + I‘WI‘f\p — FWI‘?\U , (2.4)
donde I‘ﬁp son los simbolos de Christoffel escritos como:
1
T =5 9" (Ou gua + Oy Gua = O Gyu) (2.5)

vy R es el escalar de Ricci definido como:

R=g¢""R,, , (2.6)

el cual junto al tensor de Ricci describen la curvatura del espacio-tiempo. Calculando los valores
tanto del tensor como del escalar de Ricci para una métrica Robertson-Walker se obtienen las
componentes del tensor de Ricci:

G
Ry = R;trlnt = R:rt + R?Bt + prt = _35 ) (2-7)
. ai 2a2 2
RT‘T = RT'WLT = = + = —+ 2 > s (28)
l-fz 1-4 K2(1-£2)
2 2 r?

Roo = Ry = r7aid + 2r°a® + 2ﬁ , (2.9)

2 2 2 " 2 r? 2
Ry, = Ry, = radsin® 0 + 2r°a? sin® 0 + QE sin“ 6, (2.10)

y el tensor de Ricci queda determinado por:
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.. Ny

. a a 1

R=¢*"Riyy=-6--6(-) —6-——. 2.11

g Mk a (a) K?2q? (2.11)

Ahora bien, en el tensor de energia-momento debe quedar expresado que el Universo se comporta

como un fluido perfecto, (Romeu 2013) por lo que su velocidad macroscépica tiene que ser: u®* =
(1,0,0,0), por lo que el tensor queda definido por:

Tyt = pget (2.12)

Ty = —pgii - (2.13)

Entonces para deducir la ecuacién de Friedmann se comienza separando la parte temporal y la
parte espacial de las ecuaciones de Einstein. Luego se unen a partir de una combinacion lineal que
ayudard a simplificar la expresién para dar una interpretacion fisica, (Romeu 2013). De la parte
temporal de las ecuaciones de campo de Einstein (2.1) se obtiene:

1
Rit = 5 Rt — Agu = 8nGpusuy (2.14)
por lo que se llega a:
a(t) 2 &G A 1
) = 3 Pt g ma s 2.15
(a(ﬂ) 5 T3 R (2.15)
partiendo de la parte espacial de (2.1) se obtiene:
—9Yii .. : 2 1
a (t) (aa +2a% + Kz) = 5f9i — Agii = 871G (=) gii (2.16)
y se llega a:
i) 1 (am\’ A1
oo talam) = Vet S ma 2.17
a(t)+2<a(t) s p+2 2K2a2(t) ) ( )

realizando una combinacién lineal de las ecuaciones (2.15) y (2.17) de la forma 2(2.17) - (2.15), se

a(n)\?
llega a una expresion sin el término (m) que hard més facil la interpretacion de la ecuacién:

a(t) 4rG A

—L =——— (p(t) +3p) + = 2.18

PR CURE R (218)
la ecuacién anterior se conoce como ecuacion de Friedmann, y describe la dindmica del Universo,
que como es claro de ver en la ecuacién, el Universo no es estético (Romeu 2013).

2.1.2. Ecuacion de Flujo

Esta ecuacién involucra la presién del material p y se denomina Ecuacién de Flujo, (Liddle
2015). Para obtener la ecuacién de flujo partimos de la primera ley de la termodindmica aplicada
a un volumen V' en expansién con radio de una unidad en coordenadas coméviles:

dE + pdV = TdS , (2.19)

lo anterior es equivalente a aplicar la primera ley a un gas en un cilindro. El volumen tiene
fisicamente el radio @ y la energia estd dada mediante E = mc?, sustituyendo la masa en términos
de la densidad se obtiene:

4
E = §a3pc2 ) (2.20)
el cambio de la energia en el tiempo dt usando la regla del producto viene dado por:
d da 4m odp
— =Adna’pt— + —a* L2 2.21
@ TG T w (221)
mientras que la tasa de cambio en el volumen es:
dv da
— =4dra®— 2.22
at (222)
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asumiendo una expansién adiabética, es decir dS = 0, colocamos los términos anteriores en (2.19)
y obtenemos:

a
p+32 (p—|— %) -0, (2.23)

esta ultima expresion es la que se conoce como ecuacién de flujo, (Ryden 2006). La suposicién
habitual en cosmologia es que existe una presién tnica asociada con cada densidad p = p (p). Esta
relacién se conoce como ecuacién de estado (Liddle 2015).

2.1.3. Ley de Hubble

La ecuacion de Friedmann permite explicar el descubrimiento de Hubble, en el cual establece
que la velocidad de recesion de las galaxias es proporcional a la distancia, (Narlikar 2002). Se puede
escribir la velocidad de recesién como ¢ = df/dt y se mueve en la misma direccién que 7 por lo
que podemos escribir la velocidad de recesién usando las coordenadas coméviles 7= a (t) & como:

F=2F, (2.24)

7
7 a

’[7 =
la ley de Hubble dice que v = HT, entonces comparando con la expresién anterior podemos concluir
que el valor de la constante de proporcionalidad es:

a

H=- 2.25
., (2:25)

al resultado anterior es a lo que se le conoce como constante de Hubble, sin embargo, realmente
solo es constante en posicion, més no en tiempo, ya que es claro notar su dependencia temporal.

S00KM

VELOCITY

) 0¥ PARSECS 2110* PARSECS
FIGURE 1

Velocity-Distance Relation among Extra-Galactic Nebulae.

Figura 2: En 1929 Edwin Hubble reporté que las galaxias distantes se estdn alejando, (Hubble
1929)

La Figura anterior muestra la relacién velocidad-distancia entre nebulosas extra-galdcticas. En
la grafica se muestra una distribuciéon de diferentes nebulosas, los puntos negros representan a
la nebulosas individualmente y la linea negra, es el mejor ajuste a la distribucién. Los circulos
blancos, son grupos de nebulosas y la linea punteada es el ajuste de la distribucién. Se puede
apreciar que entre a mayor distancia se encuentre la nebulosa, mayor es su velocidad radial o a la
que se aleja del observador. Ademés el ajuste indica que se trata de una relacién lineal. es decir
v = Hy X distancia. Siendo Hj la pendiente de la curva y el pardmetro de Hubble.

Dada la dependencia temporal de H = H (t) es més correcto nombrarla como Pardmetro de
Hubble, y el término H{ utilizarlo solo para dar el valor actual del pardmetro. Ahora bien, utilizando
el pardmetro de Hubble puede reescribirse las ecuaciones de Friedmann y de flujo como:

_8G _k (2.26)

H(t)° 3 P

p+3H() (p+ %) =0. (2.27)
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2.1.4. Corrimiento al Rojo

La evidencia observacional en cosmologia indica que las galaxias se estan alejando unas de otras,
(Liddle 2015). La velocidad a la que se alejan, comtinmente llamada velocidad de recesién, se mide
a través de lo que se conoce como corrimiento al rojo, el cual es la aplicacién del efecto Doppler
a ondas de luz. Si una galaxia se aleja, las lineas caracteristicas de su espectro electromagnético
tienden a correrse al color rojo y a este efecto es el que se le conoce como corrimiento al rojo.
Este efecto fue aprovechado por Vesto Slipher para desarrollar una técnica que le permitié medir
la velocidad a la que se alejaban las galaxias, (Slipher 1917).

Matematicamente el corrimiento al rojo se define por:

5= Aobs = Aem , (2.28)
Aem

donde Aen, es la longitud de onda en el punto de emision y Aqps es la longitud de onda observada.

—

Figura 3: Las galaxias (Puntos negros) se alejan cada vez mas rapido de un observador (Puntos
grises), (Liddle 2015)

2.1.5. Contenido del Universo
De la ecuacion de Friedmann se puede deducir:

881G
H? = RO (2.29)
i
donde p; representa una densidad de energia especifica para cada componente del Universo. De
manera general se pueden definir dos tipos de densidad, una relacionada con la curvatura k y otra

para la constante cosmoldgica A:

3k
= g (2:30)
A

Para encontrar la forma en cémo evoluciona el Universo, es necesario tener una idea de lo que
contiene. En cosmologia, esto se conoce como la relacién entre la densidad de masa p y la presién
p. Esta relacién se conoce como ecuacion de estado, (Liddle 2015). Por lo general se consideran dos
componentes principales de materia: la de tipo polvo, la cual se refiere a toda aquella no relativista
que no ejerce presion p = 0. Y la radiaciéon que al contrario de la materia tipo polvo, estas particulas
se mueven a la velocidad de la luz y su energia cinética hace que ejerzan una fuerza de presion
dada por p = p?/3 (cualquier particula moviéndose a grandes velocidad comparte esta ecuacién
de estado), un ejemplo de este tipo de materia son los neutrinos, (Weinberg 2008). Sin embargo
existen otros componentes como la materia oscura y energia oscura.
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= Energia Oscura: Esta componente esta asociada a la constante cosmoldgica A y recien-
temente también con la energia en el vacio. Se cree que es la responsable de la expansién
del Universo sobre las fuerzas de atraccién gravitacional. Tiene una presién negativa y su
ecuacién de estado es:

Py =wppr,—-1<w<0, (2.32)

segtin lo reportado en (Caldwell and Doran 2004)

Materia Oscura: Es un componente del Universo que se utiliza para explicar fenémenos
cosmicos que no pueden entenderse con la concepcion de la materia ordinaria, como lo son
las estructuras de gran escala y efectos gravitacionales. Por ejemplo las curvas de rotacién
de galaxias o los lentes gravitacionales ocasionados por cimulos de galaxias. La ecuacién de
estado asociada a este tipo de componente es:

p(p) = wp = 0,00 =0, (2.33)
segtin lo reportado en (Muller 2005)

Materia Barionica: Como ya se mencioné anteriormente, este componente, es la materia
ordinaria, de lo que estan hechos los 4tomos, que después forman estructuras como planetas,
estrellas, galaxias, etc. También se conoce como materia tipo polvo. Este componente no
ejerce presiéon y tiene la misma ecuacion de estado que la materia oscura:

p(p) = wp = 0,0 =0, (2.34)
segun lo reportado en (Galvan Torres 2021)

Radiacidén: Este componente se relaciona con etapas tempranas del Universo. Se trata de
particulas moviéndose a velocidades cercanas a las de la luz. Su ecuacion de estado es:

Figura

https://neutrinos.fnal.gov/types/energies/

Prad = 1/3prad7w = 1/3 s (235)
de acuerdo a (Galvan Torres 2021)
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La imagen anterior indica, que la principal compenente del Universo es la Energia Oscura.
Por otra parte la materia barionica, de la que estan conformadas las galaxias, estrellas planetas y

nosotros mismo ocupa apenas un 5% del total de las componentes del Universo.
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2.1.6. Parametro de Hubble H,

La constante de Hubble Hj indica la tasa de expansién actual del Universo, lo que lo convierte
en un parametro cosmoldgico vital, ya que las mediciones de otras propiedades del Universo a
menudo dependen de este, (Ryden 2006).

Usualmente la constante de Hubble es parametrizada como:

Hy = 100h kms™* Mpc™" . (2.36)

En 1990 el proyecto clave del telescopio Hubble comandado por Wendy Freedman determino
(Freedman 1992)

h=0.72+ 0.08 . (2.37)

Las mediciones més actuales indican que:

Hy = 67.440.5 kms ' Mpc™! | (2.38)

este resultado a partir de técnicas derivadas de Radiacién Césmica de Fondo (Aghanim et al. 2020)

2.00
—— Radiacion (1/2t)

Materia (2/3t)
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Figura 5: Pardmetro de Hubble normalizado a su valor actual H(t = tg) = Hy

2.1.7. Parametro de densidad )

De la ecuacion de Friedmann en términos del parametro de Hubble:

_ 8nG k
=3P a2
para un valor dado de H, existe un valor especial de la densidad para hacer la geometria del
Universo plana, k = 0, la cual estd dada por:

H? (2.39)

po(t) = 2
¢ 8rG’
usualmente se expresa la densidad promedio del Universo p en una cantidad adimensional conocida
como parametro de densidad €2 definida como:

(2.40)

Qizﬁv
Pc

(2.41)

esta notacién se usa para cada componente individual de la densidad del Universo, (Vazquez Gonzdlez
2007), como Qpoive, red, entre otras.

El valor actual de Q¢ = 0.99 4 0.04 segtn los resultados de WMAP3, (Wang et al. 2008) y de
(Perlmutter et al. 2000), esto indica que en la época actual el Universo es casi plano, k ~ 0.
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2.1.8. Parametro de desaceleracion

Este pardmetro lo que dice es como cambia la expansién del Universo en el tiempo, (Wein-
berg 2008). Para calcular este pardmetro hacemos una expansién de Taylor en el factor de escala
alrededor del tiempo tg. Esta expansion esta dada por:

a(t) = a(to) + @ (to) [t — o] + 5 (to) [t — ol + ... (2.42)

ahora dividiendo todo por a (tp), lo que hace notar que el coeficiente del término [t — o] es el
parametro de Hubble. Reescribiendo la expresiéon como:

a(t)
a(to)

lo cual permite definir el parametro de desaceleracién gy como:

:1+H0[t_t0}_qzﬂHg[t_tO]2+..., (2.43)

5 ) 1 YV (t

_a/(o)72:_a/(0)a(0)7 (2.44)
a(to) Hg a? (to)

entre mas grande es el valor de ¢y mas réapida es la desaceleracién. Este pardmetro puede tomar 3

valores:

qo =

= g9 < 0, Universo en aceleracién
= go = 0, Universo estacionario

= go > 0, Universo en desaceleracion.

En 1990 dos grupos de investigadores se dieron cuenta a través de Supernovas Ia que el Universo
se encuentra en una fase acelerada gop < 0 (Riess et al. 1998).
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Figura 6: Pardmetro de desaceleracién en funcién del corrimiento al rojo, (Guillen-Castellanos
2020)

En la gréfica anterior se observa el comportamiento cualitativo del parametro de desaceleracién.
Presenta un comportamiento especifico, para tiempos tardios el pardmetro toma valores positivos,
pero después tiene lugar una transicion. Actualmente tiene un valor negativo, conllevando a concluir
que el universo se encuentra en una fase de expansion acelerada.
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2.2. Conceptos Basicos de Sistemas Dinamicos

La teorfa de los sistemas dindmicos tiene su origen en los trabajos hechos por Poincaré (Hirsch
1984). Poincaré propuso que en lugar de encontrar soluciones exactas particulares de una ecuacién
diferencial es més conveniente usar métodos topoldgicos y geométricos para determinar las propie-
dades del sistema completo de soluciones, vistas como érbitas o trayectorias en un espacio de fase
(Vézquez Gonzalez 2007). Anos més tarde Birkhoff y otros matemédticos importantes empezaron
con el desarrollo formal de la teoria de los sistemas dindmicos, introduciendo conceptos tales como
el flujo asociado con una ecuacién diferencial, atractores y variedades estables e inestables (Franks
1988).

En fisica el estudio de sistemas dindamicos es muy importante ya que nos proporciona herra-
mientas para el anélisis del comportamiento de ecuaciones altamente no lineales (Béhmer and
Chan 2017). A veces, es mejor estudiar una ecuacién mediante el andlisis de sistemas dindmicos
porque resolverla de manera analitica se vuelve muy complicado ya que se requieren de técnicas
muy especificas o complejas. Otra forma de poder estudiar la ecuacién seria resolverla mediante
técnicas numeéricas, pero se tendrian soluciones aproximadas, es por eso que los sistemas dindmi-
cos nos permiten estudiar el comportamiento cualitativo de la ecuacién sin tener que resolverla.
Un sistema dindmico es un sistema cuyo estado estd especificado inicamente con un conjunto de
variables y cuyo comportamiento es descrito mediante reglas predefinidas (Sayama 2015).

La teoria de sistemas dindmicos se utiliza para analizar sistemas fisicos que evolucionan en el
tiempo. Se asume que el estado del fisico del sistema a un instante de tiempo t estd descrito por
un elemento x de un espacio de fase X, el cual puede ser de dimensién finita (R™) o de dimensién
infinita (espacio de funciones). La evolucién del sistema se representa por una ecuacién diferencial
autéonoma en X, la cual se escribe como:

dx

dt
donde f: X — X. Si X, es de dimensién finita, entonces (2.45) representa un sistema auténomo
de ecuaciones diferenciales ordinarias, mientras que si X es un espacio de funciones, el mapeo de f
involucrard derivadas espaciales y (2.45) representard un sistema auténomo de ecuaciones diferen-
ciales parciales (Vazquez Gonzélez 2007).

f(x), reX , (2.45)

Para obtener informacién cualitativa de las soluciones de (2.45) se estudia el flujo de la ecuacién
en la vecindad de sus puntos criticos, es decir, el estudio de su estabilidad (Tavakol 1997). La idea
central es linealizar la ecuacion diferencial en cada punto de equilibrio y utilizar el teorema de
Hartmann-Grossmann.

Teorema de Hartmann-Grossmann: Considere una ecuacién diferencial (2.45), donde el campo
vectorial f es de clase C'. Si z. es un punto critico hiperbdlico, si f (x.) = 0, de la ecuacién di-
ferencial, por tanto, existe una vecindad de z. en la cual el flujo es topolégicamente equivalente
al flujo de la linealizacién de la ecuacion diferencial en z.. Esto es, las érbitas de ambos sistemas
(localmente) son cualitativamente las mismas. (Coley 2003)

Entonces, para una ecuacién diferencial lineal x’ = Ax definida en R™ se pueden determinara
los eigenvalores de la matriz A y los eigenvalores asociados, los cuales generan 3 subespacios de R™:
E®, E*y E°. Estos subespacios tienen orbitas disjuntas las cuales forman una particién del espacio
de fase, es decir, E* @ E*® E° = R™. Estos son, el espacio estable (generado por los eingenvectores
asociados, los cuales tienen parte reales negativas), el espacio inestable (generado por los eingen-
vectores asociados, los cuales tienen parte reales positivas) y los subespacios centrales (generado
por los eingenvectores asociados, los cuales tienen parte reales nulas), (Vdzquez Gonzélez 2007)

Los espacios estable e inestable se caracterizan por las siguientes propiedades:

reFE*= lim ez =0, (2.46)
T—r 00

reFE'= lim ez =0, (2.47)
T——00

estas describen el comportamiento asintdtico, el cual establece que todos los estados iniciales en
un subespacio estable son atraidos por el punto de equilibrio x = 0 y todos los estados iniciales en
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el subespacio inestable son repelidos por el mismo punto.

Si el sistema z’ = f(x) no es lineal, se usa el teorema de Hartmann-Grossmann para linealizarlo
y usar el andlisis en sistemas lineales. Utilizando esto mismo se definen las variedades /™)) (Va-
riedad estable, inestable y centro respectivamente), en un punto fijo, son tangentes a los subespacios
E(M)) de la linealizacién en el mismo punto. Todas las érbitas £° convergen asintSticamente a
un punto fijo cuando la variable temporal evoluciona (7 — o), andlogamente, todas las érbitas E¥
convergen de manera asintética a un punto fijo cuando (7 — —o0). La variedad £¢ contiene todas
las 6rbitas cuyo comportamiento asintético no puede analizarse haciendo uso de del andlisis lineal,
el teorema de Hartmann-Grossman falla (Lazkoz et al. 2007).
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2.3. Formalismo Israel-Stewart-Hiscock

El Formalismo de la teorfa Israel-Stewart-Hiscock (ISH) describe las propiedades termodindmi-
cas y evolucién de un Universo lleno con un fluido como componente principal, el cual experimenta
procesos disipativos durante su evolucién césmica (Guillen-Castellanos 2020). Se asume que este
fluido obedece la ecuacién de estado barotrépica, (Cruz et al. 2019).

p=wp, (2.48)

donde p es la presién barotropica, p es la densidad de energia y w es una constante de proporcio-
nalidad que puede tomar diferentes valores relacionados con el contenido del Universo.

0 materia bariénica
w =< 1/3 materia tipo radiacién (2.49)
—1 Energia Oscura

Para un Universo plano con métrica FLRW, la ecuacion restrictiva es:

3H?> =p. (2.50)
En el marco tedrico de la teoria de ISH, la ecuacién de transporte estd dada por:
. 1
TII+( 1+ iTA II=-3(p) , (2.51)
donde el punto sobre una variable indica derivada temporal en el tiempo césmico. 7 es el tiempo

de relajacion, £ (p) es el coeficiente de viscosidad el cual depende de la densidad de energia y A
estd definido como:

i & T
A=3H+ - -2 —= 2.52
trTE T (2.52)
donde T es la temperatura barotrépica y toma la forma:
T = B/t (2.53)

la ecuacién anterior representa la condicién de integrabilidad de Gibbs cuando el fluido obedece
la ecuacién (2.48) y B es un pardmetro positivo. También como menciona (Maartens 1996) las
cantidades &, p, p y 7 estan relacionadas mediante la velocidad de perturbaciones c.

£

7:02 .
(p+p)r (254)

donde ¢ se define como:

d=c(l-w), (2.55)

la velocidad de perturbaciones debe de ser menor a la velocidad de la luz, lo cual es posible mediante
la restriccién 0 < € < 1. También se asume una dependencia en ley de potencias para el término
de viscosidad y la densidad de energia dada por:

§=2%p°, (2.56)

donde s es un parametro arbitrario y &, es una constante positiva para satisfacer la segunda ley de
la termodindmica (Weinberg 1971 ). Usando la ecuacién de estado (2.48) en (2.54) se obtiene una
nueva expresion para el tiempo de relajacién.

T= 7)p‘ , (2.57)

y de acuerdo a la ecuacién (2.52)

3H H
A= 5@ (5 (w) — H2> , (2.58)

donde se define el pardmetro 0 (w) de la siguiente manera:

6 (w) = Z (%) : (2.59)
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por lo tanto, para 0 < w < 1,§ (w) > 0, usando (2.50) y (2.57) es posible escribir

s—1
FH— 580 paes-1/2) (2.60)
e(l —w?) ’

la condicién necesaria para que el fluido describa el componente disipativo de la materia oscura es:

TH <1, (2.61)

lo cual nos da el limite superior para el parametro &g

& < V3e(l-w?) , (2.62)

la ecuacién diferencial para el pardmetro de Hubble se construye a partir de la ecuacién de con-
servacién.

p+3H[1+w)p+T] =0, (2.63)

usando las ecuaciones (2.50) y (2.51) junto con la relacién £ (p) = &p® se puede obtener la ecuacién
diferencial

2 3(14+w)H H 2(s-1/2)
l3(1—w2)< H? +H3>]H

1 szlgoAHZ(erl)
35& { 2(1—w?) }

i

+ HQ] =0, (2.64)

3(14+w)

la expresion anterior se conoce como ecuacién diferencial de Hubble, la cual describe la dindmica
de la expansion del Universo en funcién de parametros observables y variables termodindmicas,
(Cruz et al. 2019).

26






3. Metodologia

En el marco tedrico se presenté la ecuacion diferencial del pardmetro de Hubble (2.64), la
cual describe la evolucion del Universo en un modelo de cosmologia viscosa dentro del formalismo
de la teoria ISH. Se trata de una ecuacién diferencial ordinaria de segundo orden no lineal cuya
solucion describiria la dindmica de un Universo con métrica FRLW dentro del formalismo ISH. Sin
embargo, resolver esta ecuacién requiere la implementacién de técnicas especiales para ecuaciones
no lineales, como el método de factorizaciéon (Belinchén et al. 2017). Es por eso que se le aplicard
un tratamiento a la ecuacién (2.64) en el marco de los sistemas dindmicos cuya teoria se presenta
a continuacion.

3.1. Teoria de Sistemas Dinamicos

Se empieza denotando al conjunto de variables que describen al sistema dindmico comoxr =
(z1, 2, ..., z, ) € X donde X C R"™. Un sistema dindmico se escribe de manera general de la
siguiente forma, (Wiggis 2003).

z=f(x), (3.1)

donde la funcién f : X — X y el punto denota la derivada con respecto a un parametro de tiempo
t el cual no es necesariamente el tiempo fisico,t € R™. La funciénf puede ser vista como un campo
vectorial en R™ por lo que:

f@)=(fi(e), o fu(2n)) (3:2)

esto significa que tenemos n ecuaciones que describen el comportamiento dindmico de n variables.
Cualquier solucién particular ¢ (¢) del sistema (3.1) se conoce como 6rbita o trayectoria del espacio
de fases. Dos propiedades importantes de la funcién f son que debe de ser derivable en X y conti-
nua. Generalmente los sistemas dindmicos en cosmologia son finitos dimensionalmente y continuos
(Bahamonde et al. 2018)

3.1.1. Puntos de equilibrio

La ecuacién auténoma o de sistemas dindmicos & = f (x) se dice que tiene un punto de equili-
brio en © = ¢ si y solo si f (zg) = 0.

La definicién anterior establece que los puntos de equilibrio son aquellos puntos para los cuales
el sistema estd en reposo, (Wiggis 2003). Lo que serfa interesante conocer es si el sistema es estable
0 Nno en esos puntos.

Definicién 1 (Punto de equilibrio estable): Dado un punto de equilibrio zq del sistema (3.1), se
dice que el punto es estable si para cada e > 0 podemos encontrar una § tal que si ¢ (t) es solucién
particular de (3.1), se satisface || (tg) — xo|| < 6, luego la solucién ¢ (t) existe para todo > tg y
debe de satisfacer ||¢ (t) — zo|| < € para todo ¢ > to.

Es decir, se dice que el punto xy es un punto estable si las soluciones 1) (¢) o trayectorias en el
espacio de fases conforme transcurre el tiempo se acercan al punto de equilibrio, (Wiggis 2003).

Definicién 2 (Punto de equilibrio asintéticamente estable): Dado un punto de equilibrio xg del
sistema (3.1), se dice que es asintéticamente estable si existe un nimero J tal que si 9 (f) es una
solucién particular de (3.1) se satisface |9 (to) — zo|| < J, caundo lim;—o0? () = g

Esta definicién de estabilidad asintética establece que las trayectorias cercanas al punto de
equilibrio eventualmente terminaran alcanzandolo, (Wiggis 2003).

3.1.2. Estabilidad

Existen varias técnicas para determinar la estabilidad de los puntos de equilibrio, entre las més
comunes estan la teoria de estabilidad lineal, la estabilidad de Lyapunov, estabilidad cualitati-
va mediante un método gréfico, entre otras. Estas técnicas son las mas utilizadas para sistemas
cosmolégicos, sin embargo, también hay presentes técnicas mas exéticas como la teoria de Kosambi-
Cartan-Chern aplicada a modelos cosmolégicos. (Boehmer et al. 2012)
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3.1.3. Estabilidad Lineal

La idea de esta técnica para determinar la estabilidad es linealizar al sistema cerca del punto
de equilibrio, (Coley 2003). Para eso hacemos una aproximacién por Taylor alrededor del punto de
equilibrio:

"L Of; 1 & 9%f;
fi(@) = fi(xo) + > 89{; (z0) yj + a0 J
j=1 T

) j c

)

para linealizar al sistema solo consideramos el término lineal de la expansién, lo cual nos genera la
siguiente matriz:

gi . gfl

6 . T1 Tn
J= 87fl = Lo : , (3.4)

oxq Oxy

la matriz anterior se conoce como Jacobiano o matriz de estabilizacién y seran los eigenvalores
de la matriz, evaluados en el punto de equilibrio, los que contengan la informacién acerca de la
estabilidad en ese punto especifico mediante las siguientes consideraciones:

Sea = xo un punto de equilibrio del sistema dindmico (3.1), luego, se dice que z¢ es hiperbdlico
si ninguno de los eigenvalores de la matriz Jacobiana J (z¢) tiene cero en la parte real, en otro caso
se dice que es no-hiperbdlico

= 1) Si todos los eigenvalores tienen parte real positiva, entonces el punto es inestable
= 2) Si todos los eigenvalores tienen parte real negativa, entonces el punto es estable

= 3) Si al menos 2 eigenvalores tienen la misma parte real con signos opuestos, entonces se
trata de un punto silla, (Coley 2003)

3.1.4. Estabilidad de Lyapunov

El método de Lyapunov no se basa en la linealizacién del sistema para determinar su estabi-
lidad, lo cual lo hace una técnica bastante poderosa y también utilizada para sistemas dinamicos
generados en cosmologia, (Charters et al. 2001). Sin embargo, existe el inconveniente de encontrar
una funcién, la cual permite determinar la estabilidad del sistema, para la cual no existe un método
sistematico de determinarla. La funcién de Lyapunov tiene la siguiente definicion:

Seat = f (z)conz € X € R"™ un sistema dindmico con punto de equilibrio zg. Sea V' : R — R
una funcién continua en un vecindario U de z(, entonces V' es llamada funcién de Lyapunov para
el punto xg si:

= V es derivable en U
Zo

L] V(I)>V(1}0)
« V<0VzeUx

A continuaciéon, se muestra el teorema principal que conecta la funcién de Lyapunov con la
estabilidad del sistema:

Estabilidad de Lyapunov: Sea xy un punto de equilibrio del sistema & = f (z) y sea U un do-
minio el cual contiene a xg. Si existe una funcién de Lyapunov V(z) para la cual V < 0, entonces
xo es un punto de equilibrio estable. Si existe una funcién de Lyapunov V(x) para la cual V< 0,
entonces xp es un punto de equilibrio asintéticamente estable.

Més ain, Si |z| — ooy V(x) — oo para toda z, entonces se dice que xg es un punto de equilibrio
global (Behamonde et al., 2018).

Nota: La teoria de Lyapunov no puede aplicarse para puntos de equilibrio no aislados, puntos

que comparten una coordenada en el espacio de fases. Para determinar la estabilidad en este tipo
de puntos, se utiliza la definicién grafica de estabilidad, se estudia en la siguiente seccién.
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3.1.5. Estabilidad mediante método grafico

Definiciéon 1: suponga & € W es un punto de equilibrio del sistema dinamico:

z = f(z), (3.5)

donde f : W — R"™, es una funcién de clase C', es decir f es una funcién derivable al menos en
primer orden y que cuenta con un conjunto W como dominio y codominio en R™. Entonces se dice
que = es un punto de equilibrio estable si para cada vecindario U de & en W existe un vecindario
Ui de & en U, tal que cada solucién z(t) con x(0) en U; estd definida y permanece en U para todo
t>0.

Figura 7: Punto de equilibrio estable, (Hirsch and Smale 1974)

En la figura anterior, se observa como las soluciones cercanas al punto de equilibrio se generan
al tiempo ¢ = 0 en una regién U; pero permanecen dentro de la regién U para tiempos posteriores
t > 0. Se podria decir que el punto de equilibrio &, es estable dado que que en el espacio de fases
las soluciones del sistema se generan y permanecen cerca del punto de equilibrio.

Definicién 2: Si U; puede ser escogido y ademads contener las propiedades descritas en la de-
finicién 1, lim;_, o x(t) = &, entonces se dice que & es un punto de equilibrio asintéticamente
estable.

7N
r./

Y U(;__

Figura 8: Punto de equilibrio asintéticamente estable, (Hirsch and Smale 1974)

Puede observarse en la figura de arriba que las soluciones z(t) del sistema tienden al punto de
equilibrio. Entonces se deduce que el punto es asintéticamente estable. Este tipo de puntos también
se les conoce como pozos.
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Definicién 3: Un punto de equilibrio & se dice que es inestable si no es estable. Esto significa
que existe un vecindario U de & tal que para cada vecindario U; de & en U, existe al menos una
solucién z(t) que comienza en z(0) € Uy, la cual no permanece siempre dentro de U.

/

Figura 9: Punto de equilibrio inestable, (Hirsch and Smale 1974)

Dado el marco anterior de sistemas dindmicos para analizar la ecuacién del pardmetro de
Hubble primeramente hay que trabajar algebraicamente la ecuacién para reescribirla como un
sistema dindmico (3.1). Debido a que se trata de una ecuacién de segundo orden, se introducirén
cambios de variable que permitan llevar la ecuacién (2.64) a la forma de la ecuacién (3.1). Sin
embargo, estos cambios de variable no son arbitrarios, se tratan de las variables dindmicas de
las ecuaciones de campo dentro del formalismo de la teoria ISH como lo son: el pardmetro de
desaceleracion g, la densidad de energia p y la presion viscosa II

Dicho de otra manera, el modelo cosmolégico y el formalismo ISH proporcionaran las relaciones
explicitas entre sus variables dindamicas anteriormente mencionadas y la ecuaciéon del parametro
de Hubble, y entonces podran escribirse diversos sistemas dindmicos en funcién del pardmetro
de Hubble y de las demds variables dindmicas. Se tendrd un sistema dindmico que relacione el
parametro de Hubble con el pardmetro de desaceleracién, otro para el parametro de Hubble y la
densidad de energia y asi con las demas variables o incluso, pueden generarse sistemas dinamicos
entre las variables dindmicas.

Una vez que se tengan los sistemas dindmicos, se analizard el comportamiento de sus variables
tanto cualitativa como cuantitativamente. Para lo primero basta con graficar el espacio de fases
que genera cada sistema, para esto se auxiliara con el uso de software (Mathematica). Para el
analisis cuantitativo de la dindmica de los sistemas se requiere seguir los pasos establecidos en el
formalismo de los sistemas dindmicos; obtencién de los puntos de equilibrio y de la estabilidad
del sistema en dichos puntos a partir de la linealizacién del sistema o por medio del método de
Lyapunov.

La obtencién de la estabilidad es importante ya que junto con el estudio del espacio de fases
servird para interpretar fisicamente el comportamiento de las variables que componen a cada
sistema dindamico para luego contrastar estos resultados con el comportamiento hecho a partir de
las predicciones tedricas del modelo o de resultados obtenidos en otros trabajos donde se analiza
la ecuacién del pardmetro de Hubble pero con el tratamiento de ecuaciones diferenciales (Guillen-
Castellanos 2020).
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3.2. Tratamiento matematico a la ecuacion de Hubble

Partiendo de la ecuacién para el pardmetro de Hubble (2.64) y reescribiéndola como:

i3m0 vw)+ S|4 Je (w2 [LED e o] o
2 2 380
1—w?) .
+MHH2(1*S)+§(1+w)AH2:O, (3.6)
3571 4

donde se define A como:

3H H
A= 3w (5(0.)) - I{2> ) (3.7)

) =3 (s ) 59)

al sustituir el valor de A y reacomodando términos la ecuacion del pardmetro de Hubble puede
reescribirse en la siguiente forma:

— T H'H?+ % (1+w)(1—2e(1—w))H?
w
+§2 x 31=¢ (1+W)€(1_WQ)H2725H2 o,
4 €o

donde la ecuacién 3.9 representa la forma maés generalizada de la ecuacion del parametro de Hubble
dentro del formalismo ISH.

(3.9)

3.2.1. Solucién a la ecuacion de Hubble mediante factorizacién

La ecuacién para el pardmetro de Hubble puede reescribirse como:

.0 .
H—A— + (BH + 0H2<1*8>) [+ DH? + EH*>?) — ¢, (3.10)
donde

A

1
A+r)=2-2, B=3 C=37¢"a02-7)

o , (3.11)
D=1-2(2-9), E=337"er(2-1).

Dado que se trata de una ecuacién no lineal, se utiliza el método de factorizacién para resolverla
(Belinchén et al. 2017). Para aplicar el método se comienza con la transformacion:

H=yY? dn=y"%dt, (3.12)
entonces la ecuacién de Hubble se reescribe de la forma:
d*>y A [dy > 1 dy 1
“y_ 2 (Y 3 C**S)— P (D E”S):O, 3.13
dn? 2y<dn) +<+ vty TP R (3.13)

aplicando el método de factorizacion, la ecuacién anterior se reduce a:

Yy — 2a1 (D + Ey%_s) y— eyt =0, (3.14)
haciendo x; = 0, para encontrar una solucién particular:
Yy — 2a, (D + Eyéfs) y=0, (3.15)
de acuerdo a (Belinchén and Cornejo-Pérez 2013) la solucién estd dada por:
7T

y = 62Da177 (Ol _ ﬁeDa1(251)ﬂ> , (316)
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mientras

t= /y_l/an , (3.17)

donde
2(—1+/2¢(2— 7))
- , 3.18
N7 T 302e(v—2)+ 1) (3.18)
y
1 e(l—~/2
o= e Ve=9/D) (3.19)
2 ¥
3.2.2. Solucién particular para el caso s = —1/2
Para el caso s = —1/2, la ecuacién de Hubble en términos de y (3.13), se reduce a:
Py A (dy 2+(3+C)@+2(D+E)—0 (3.20)
dnz ~ 2y \dn Y dn Y y) =y, .

al aplicar el método de factorizacion se genera una ecuacién equivalente de primer orden, dada
por:

Y —2a1(D + Ey)y — ke 1yt =0, (3.21)
al hacer k1 = se genera una ecuacién particular:
Yy —2a1(D+ Ey)y=0, (3.22)
cuya solucion esta dada por:

_ D
B 611D€72D0’177 —F’

Yy Ci R, (3.23)

mientras

t= /y_l/an , (3.24)

y de la ecuacién (3.19), se obtiene:

v €[-1.3,08], (3.25)

partiendo de la ecuacién equivalente en términos de y (3.22), se obtiene la siguiente expresién al
separar la ecuacién en diferenciales:

dy

— 2 —p, 3.26
2a1 (D + Ey)y g (3:26)

integrando ambos lados de la ecuacién anterior:
/y 1 n ( )
———dy = / dn, 3.27

o 201 (D+ Ey)y o
donde

yo = Ho® (3.28)

de acuerdo a (Belinchén and Cornejo-Pérez 2013), la solucién es:

D

<D+Eyo) e—2a1D(n—no) — F ’
Yo

y(n) = (3.29)

se puede realizar un cambio de variable que permita expresar las soluciones en términos del corri-
miento al rojo, por medio de la transformacién:

e =14z, (3.30)
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y las soluciones en términos del corrimiento al rojo son:

D

DerlOEyo) (1+2)20D

y(z) = (3.31)
(

para encontrar la funcién solucién a la ecuacién de Hubble H(z), se aplica la transformacién (3.12)
a la solucién en y(z) y se obtiene:

1/2
D
H(z) = iE , (3.32)
( m yo) (1 + Z)2a1D _F
sustituyendo la ecuacién (3.28), la ecuacién anterior se reduce a:
1/2
D
H(z)= (3.33)
(1) (14 2200 — B
3.2.3. Solucidén particular para el caso s =0
Para el caso s = 0, la ecuacién de Hubble en términos de y (3.13), se reduce a:
Cy A (dy 2+(3+Ci)dy+2 (D+E%)—o (3.34)
a2~ 2y \dn ) dn Y y2 )=, .

aplicando el método de factorizacion, la ecuacién anterior se reduce a una ecuacién equivalente de
primer orden dada por:

Yy — 2a; (D + Ey%) y— ke Myt =0 (3.35)
haciendo x; = 0 para encontrar una solucién particular, se tiene:
Y — 241 (D + Ey%) y=0, (3.36)
cuya solucién estd dada por:
E -2
y = e2Pan <C1 - DeD‘“”> (3.37)
2
v (C’lDe—fam —B)?*’ (338)
mientras
t= /y—l/%zn, (3.39)
y de la ecuacién (3.19), se obtiene:
ve[-32,12], (3.40)

partiendo de la ecuacién equivalente en términos de y (3.36), se obtiene la siguiente expresién al
separar la ecuacién en sus diferenciales:

D ijym) =, (3.41)
integrando ambos lados de la ecuacién anterior:
y 1 n
/yo 241 (D+ Ey'/2) y dy = /no dn , (3.42)
donde
yo = Ho® (3.43)
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al realizar la integral, se encontraron dos soluciones (Belinchén and Cornejo-Pérez 2013):

D2e2a1D(n=m0)

) | 3.44
y1(n) (D — (emDt=m) — 1) Ey,1/2)? (3.44)

D2€2a1D("7—"70)y0

(D + (14 emP(1=m0)) Ey,1/2)

y2(n) = 5 ) (3.45)

se puede realizar un cambio de variable que permita expresar las soluciones en términos del corri-
miento al rojo, por medio de la transformacién:

e =14z, (3.46)
y las soluciones en términos del corrimiento al rojo son:

D3(1+2)"21Pyy
(D= ((1+2)P = 1) By /)"

yi(z) = (3.47)

D?(1 4 z) 211Dy,
(D+ (U4 (142)0P) Byo/2)"

para encontrar la funcién solucién a la ecuacién de Hubble H(z), se aplica la transformacién (3.12)
a las soluciones en y(z), se obtiene:

ya2(2) =

(3.48)

1/2
D2 1 4z —2a1D
Hy(z) - S — (3.19)
(D= (1 +2)"P 1) Eyo'/?)
1/2
D2 1 4z —2a1D
Hy(2) = S (3.50)
(D + (1+ (14 2)=m1D) Byo'/2)
simplificando se obtiene:
D(l + Z)_alDH()
H = .
1(2) D—((1+z)«DP -1)EH,’ (3:51)
D+ z)~uPp,
Hy(2) +2) 0 (3.52)

"D+ (1+(1+2) @“D)EH,
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4. Estudio de los sistemas dindmicos para el caso s = 1/2

S{ s = 1/2 la ecuacién 3.9 se reduce a:

.. . 3e(1—w? . 3
[T S G b R S Ty e
V3¢ l+w
9 9 2¢ (1 — w?)
+o(l+w)(l-201-w)H}+ - (14+w)————2H>=0, (4.1
10 H0) (1260 @) H + 3 (1) = o (4.1)
juntando términos semejantes la ecuacion puede reescribirse como:
H+bHH - BH'H?> +bH> =0, (4.2)
donde
€ (1 - wz)
( V3% )
9 2¢ (1 - w2)
bo=-(14w)[1-2e(1-w)+ ———=] , (4.4)
4 V3%
142w
= . 4.5
b 1+w (45)

4.1. Sistema dindmico (H,q)

En cosmologia ¢ se conoce como el pardmetro de desaceleracién. Este parametro dentro de la
teoria ISH se define como:

H
1+q¢=——

se puede obtener H derivando la expresién anterior:
H=-H?(g+1), (4.7)
H=-2HH (¢+1) - H?%j,
despejando ¢
. 1 /. )
Q= (H+2HH (q+1)) , (4.9)

entonces el sistema dindmico estara dado por el par de ecuaciones

H=—-H*(q+1), (4.10)
§= f% (H+2HH (q+ 1)) , (4.11)

se sustituye H de (4.2) y el sistema seré:

H=-H?(q+1), (4.12)
Q=[b+@=B)(a+1)7 ~ba(g+1)] H. (4.13)

4.1.1. Puntos de equilibrio

Para la obtencién de los puntos de equilibrio, se igualan a cero H y ¢ en el par de ecuaciones
que representan al sistema dindmico (4.12) y (4.13):

—H%(q+1)=0, (4.14)
ba+(2—8)(g+ 1) =b(¢g+1)|H=0, (4.15)
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de la primer ecuacién(4.14) se tienen los valores H = 0y ¢ = —1. Sustituyendo H = 0 en (4.15)

byt (2—8)) (g + 1) ~bi(g+1) =0, (4.16)

de la expresion anterior se generan dos valores para ¢

4-pl— 2 _
_ 4—b1 284 /b7 —8by + 4byf3 (417)

a1 25— 2) )
4—01—28— /b7 —8by + 4by 8
o = 52 > _12) 2 + 4b2 8 7 (4.18)
entonces se tienen dos puntos de equilibrio:
(H,q) — (0,q1), (0,q2), (4.19)
para ¢ = —1, se sustituye este valor de ¢ en (4.15) y se encuentra un valor para H
boH =0, (4.20)

de acuerdo a la expresién anterior, se tienen dos opciones, la primera es que H tiene que ser cero
y se tiene el punto de equilibrio.

(H,q) — (0,-1), (4.21)

la segunda opcién es que H sea diferente de cero y se genere una linea de equilibrio con una relacién
de parametros.

boH=0—b2=0, (422)
9 2e (1—w2) B
4(1+w)<1—26(1—w)+\/§€0>—0, (4.23)

y la relacion de pardmetros esta dada por:
C2v/3e (1 —w?)
3 4+6e(l—w)’

en resumen, se tienen los puntos de equilibrio (H, q):

0 (4.24)

P =(0,q1),
Py =(0,02)
Py =(0,-1),
Py=(H,-1).

Este ltimo con la relacién de pardmetros (4.24)
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4.1.2. Estudio de la estabilidad de los puntos de equilibrio

A continuacion se muestra la grafica del espacio de fases para el sistema dindamico dado en las
ecuaciones (4.12) y (4.13) con ciertos valores particulares para cada pardmetro. En el grafico se
muestran los puntos de equilibrio P; y P». Se utilizaron los valores para los pardmetros € = 0.4,
&0 = 0.55, w = 0 (Guillen-Castellanos 2020), tomando ese valor especifico de cada pardmetro se
determinan los valores de q; = —0.3522, g5 = 2.6119.
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Figura 10: Espacio de fases para el sistema (H, q)

Después de linealizar el sistema y generar la matriz Jacobiana con los puntos de equilibrio se
encontraron “ceros” en los eigen-valores, por lo que no se pudo aplicar esa teoria para determinar
la estabilidad de los puntos de equilibrio. Posteriormente se trato de aplicar el método de Lyapu-
nov, pero al tratarse de puntos de equilibrio no aislados, tanto P; como P» se encuentran en la
recta H = 0, tampoco puede generarse una funcién de Lyapunov. Por 1ltimo solo queda utilizar
el método gréfico para determinar la estabilidad de los puntos de equilibrio.

Entonces de acuerdo a la Figura 10 se observa que en el punto P; las soluciones del sistema
dindmico o trayectorias en el espacio de fase tienden al punto de equilibrio, por lo que se infiere que
se trata de un punto “asintéticamente estable”. Por lo contrario, para el punto P» las soluciones se
alejan del punto de equilibrio, como si fueran repelidas, entonces se trata de un punto “inestable”.
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4.1.3. Interpretacién cosmolégica

Dynamics in time Espacio de Fases

10 = parametro Hubble 20
—— parametro desaceleracion

10

05

2
oo
o

0 200 00 800 800 1000 0 2 4 5 8 10
time H

Figura 11: Dindmica del sistema(H,q) y espacio de fases

En el gréfico de la izquierda en la Figura anterior se aprecia la evolucién con respecto al tiempo
del pardmetro de Hubble (rojo), el cual decrece y para tiempos futuros tiende a cero. Este pardme-
tro cuantifica la tasa de expansién del universo. El pardmetro de desaceleracién (azul), cuantifica
el cambio en el tiempo del pardmetro de Hubble, en tiempos tempranos toma valores positivos,
pero decrece de forma que en algiin momento en el tiempo transita a tomar valores negativos has-
ta que finalmente tiende a un valor constante negativo en tiempos futuros. Este comportamiento
puede entenderse de la siguiente manera; para valores positivos de ¢ > 0 se tiene una expansién
desacelerada y para g < 0 se presenta una expansion acelerada. Esta transicién puede ser explicada
dentro del marco de la teoria ISH debido al comportamiento de la presién viscosa II la cual es una
presién negativa (Belinchén et al. 2022).

En el grafico de la derecha de la Figura anterior se muestra una trayectoria del espacio de fases

del sistema dindmico (H,q). como ya se explico, existe un punto de equilibrio asintéticamente
estable (0, q1).
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4.2. Sistema dindmico (H,II)

Dentro del marco de la teoria ISH la Presion viscosa es la variable en la cual puede explicarse
la expansion acelerada del universo, dado que se trata de una presiéon negativa. Para generar el
sistema dindmico (H,II) se parte de la ecuacién de campo:

2H +3H?>=—-P—1I, (4.25)
despejando II se tiene

Il=—(2H +3H? + P), (4.26)

se sustituye P de la ecuacién de estado:

P=uwp, (4.27)
y tomando en cuenta la ecuacién de campo
3H*=p, (4.28)
entonces II tendra la forma:
M= —(2H + 3H*(w + 1)) , (4.29)

de la ecuacién anterior se despeja H

I

: 3
H=--(w+1)H*—-—, (4.30)
2 2
ahora se deriva II respecto del tiempo en la ecuacién (4.29)
IM=—2H—6(w+1)HH, (4.31)

sustituyendo la ecuacién para el pardmetro de Hubble (4.2) y la ecuacién (4.30) en la ecuacién
anterior, se genera el sistema dindmico (H,II):

. 1
H=—-=(bsH?-1I 4.32
2 (b3 ) ? ( 3 )
: 2 BH™! 2 2 3
I1 = (by — bs)(—bsH? —I)H — (—bzH? — T0)% + 20, H® | (4.33)
con
by =3(w+1). (4.34)

4.2.1. Puntos de equilibrio

Para obtener los puntos de equilibrio del sistema dindmico se iguala a cero las ecuaciones (4.32)
y (4.33)

1
-5 (bsH? —1I) =0, (4.35)
2 BH! 2 2 3
(by — bs)(—=bsH* —1I)H — (=bsH= —1I)° + 2, H°> =0, (4.36)
despejando II de la ecuacién anterior se tiene:
= —bsH?, (4.37)

sustituyendo este valor en la ecuacién (4.36) se genera el valor para H

H=0, (4.38)

y sustituyendo en (4.37) se tendrd el punto de equilibrio:

P =(0,0), (4.39)
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ahora despejando H de la ecuacién (4.35) se obtienen el par de valores:

ez - (4.40)
b3

el valor de H es un nimero real dado que II toma valores negativos. Sustituyendo este valor en la
ecuacién (4.36) se genera el valor para Ps:

Mm=0, (4.41)

sustituyendo en (4.40) se tendra el punto de equilibrio.

Py = (07 0) ’ (442)

en conclusién, para el sistema (4.32), (4.33) se tendrd un dnico punto de equilibrio (H,II):
P =(0,0). (4.43)

4.2.2. Estudio de la estabilidad

A continuacién se muestra una gréfica del espacio de fases para el sistema dindmico (4.32) y
(4.33) con los valores para los pardmetros € = 0.4, § = 0.55 y w = 0 (Guillen-Castellanos 2020)
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Figura 12: Espacio de fases para el sistema (H,II)

Nuevamente se utilizo el método grafico para la determinaciéon de la estabilidad en el punto
de equilibrio. En la grafica anterior se aprecia que hay algunas trayectorias que entran al punto
de equilibrio y otras que salen del mismo en una regién cercana, por lo que dada la definicién de
estabilidad puede concluirse que se trata de un punto de equilibrio “inestable”.
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4.2.3. Interpretacién cosmolégica

Dynamics in time Espacio de Fases
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Figura 13: Dindmica del sistema (H,II) y espacio de fases

En el grafico de la izquierda de la Figura anterior se aprecia la evolucién en el tiempo del
pardmetro de Hubble (rojo), el cual muestra un comportamiento similar tal como se esperaba al
del sistema (H, q), pues parte de valores positivos en un principio, luego decrece y tiende a cero en
tiempos futuros. La presién viscosa |II| es una funcién que decrece con el tiempo y tiende a cero
para tiempos futuros.

Dentro del marco de la teoria ISH, II representa la presién viscosa, esta presion toma valores
negativos lo cual se asocia con la expansiéon del Universo, y dado que se esta tomando como
referencia w = 0, de acuerdo al ajuste hecho por (Guillen-Castellanos 2020), la presién barotrépica
es cero, siendo II la tinica presion presente. En la grafica de la derecha de la figura (13) se muestra
una trayectoria del espacio de fases del sistema (H,II). El hecho de que el pardmetro II tome
valores negativos, permite explicar la transicién a una fase acelerada del Universo de acuerdo con
(Belinchén et al. 2022).
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4.3. Sistema (H,II, p)

Tomando las ecuaciones de campo:

2H +3H?> = —p—1I, (4.44)
3H? =p, (4.45)
. 1 i & T
O+ 70 =—-3¢H — 711 [3H+ - — 2> — = 4.4
+7 3¢ 57 <3 + - : T) : (4.46)
p==30p+IH, (4.47)
4.48)

se asumen las ecuaciones de estado:

1
p=(v—1p, T=Ty r= (1 - ) , (4.49)

la viscosidad de bulto ¢ se define como:

§=2%op”, (4.50)

y el tiempo de relajacion es:

50 s—1 s—1
T=———=p =ap , 4.51
(2 —=7) (50

derivando (4.49), (4.50) y (4.51) respecto al tiempo:

T .
= =Tor"p, (4.52)
d .
dé = s60p” 'p, (4.53)
& — (s~ D%, (4.54)

sustituyendo (4.52), (4.53) y (4.54) en (4.46)

. 1 -1 s—2 » s—1 : T r—1 -
I+ ap® T = —3¢0p°H — ~ap* I <3H+ (s )af’l p_skop™ b rTop p) . (4.55)
2 ap® op® Top"
despejando II se obtiene:
. s s—1 -1 s—2 s—1 » T r—1 - I
o 36 ap™ o 3H+<S Jap* ™ p  s&op®tp  rTop" T pY (456)
aps—l 2aps—1 aps—l fops TOPT aps—l
simplificando:
. 3 1 II
=200 tnar i) - S (4.57)
« 2 «@
sustituyendo (4.47) en la ecuacién anterior
. 3 1 I
= —%pH L (3H+ (r+1)3(yp+ M Hp™ ") — EpH : (4.58)
simplificando se obtiene
. 3 3 I
1= —@pH— SIH (14 (r+1)(yp+Mp ") — apl—S, (4.59)
en la ecuacion (4.44) se sustituye (4.45) y (4.49) y se obtiene
2H+p=—(y—1)p—1I, (4.60)
despejando H se obtiene
. 1
H=—c(yp+1), (4.61)
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entonces el sistema dindmico para s = 1/2 estd dado por el sistema de ecuaciones:

.1

H=-s(p+1), (4.62)
.3 3 I

11 = —%pH— SIH (14 (r 4+ D(yp+p~t) = —p2 (4.63)
p=-3(p+1)H . (4.64)

4.3.1. Comportamiento de las variables

En las siguientes graficas se observa la evolucién en el tiempo de los pardmetros del sistema
dindmico. Se utilizan los valores de e = 0.4, {, = 0.5y y =1, donde y =w + 1

‘ 14000 FT T T T T T T 7 .

12000

10000 ‘I -500

| gooo [ |

=4
-1000

1500 ‘ [

0.3

0.4

(a) Evolucién del pardmetro H (t)

(b) Evolucién del pardmetro p(t)

(c¢) Evolucién del pardmetro II(¢)

Figura 14: Evolucién en el tiempo de los pardmetros del sistema (H, 11, p)

De acuerdo a la figura anterior, el comportamiento del parametro de Hubble es el esperado,
ya que parte de valores positivos para tiempos tempranos y tiende a cero conforme transcurre el
tiempo. La densidad de energia muestra un comportamiento similar, ya que es una funcién que
decrece a cero en tiempos tardios. Por tltimo, la presién viscosa |II(¢)| es también una funcién
decreciente la cual tiende a cero conforme evoluciona en el tiempo. Dado que se utiliza el valor
de v = 1, equivalente al valor de w = 0, se considera un régimen de materia tipo polvo, y la
presion barotrépica del fluido es cero de acuerdo a la ecuacién (4.49). Entonces la presion total del
fluido es negativa debido a II(t) y entonces es posible tener una expamsién acelerada del Universo
(Belinchén et al. 2022)
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5. Estudio de los sistemas para el caso s = —1/2

Si s = —1/2 la ecuacién (3.9) se reduce a:
.. . 3/2¢(1 — W2 . 142 .
H+3HH + MHP’H gy 9(1 +w)(1 - 2¢(1 — w))H?
o 14w 4
2 3/2 1 1 — w2
32x 3l = s _ g 5
4 €o
juntando términos semejantes se tiene:
H+3HH — BH*H? + (AH + C)H® + ADH® =0, (5.2)
donde:
3v3e(1 — w?
A= M , (5.3)
€o
9
C= Z(1+w)(1—2e(l—w)) , (5.4)
3

5.1. Sistema dinamico (H,q)

Partiendo de las ecuaciones (4.10) y (4.11) y sustituyendo el valor de H de (5.2) se obtiene el
sistema dindmico:

H=-H*(q+1), (5.6)
i=[2-8)(g+1)?*-3(g+1)+C+(AD — A(qg+1))H*| H .

5.1.1. Puntos de equilibrio

Para encontrar los puntos de equilibrio se igualan a cero las ecuaciones (5.6) y (5.7)

~H*(q+1)=0,
[(2-B)(qg+1)> ~3(q+1)+C+(AD — A(q+1))H*| H =0,

y se obtienen los puntos P = (H,q)

Pl = (qul) 9 (510)
Py =(0,q2), (5.11)
donde:
1-28—-+9—-8C +45C
Q= 2(3—2) ) (5.12)
1-284+9—-8C+45C
q2 = 2(6—2) . (5.13)

5.1.2. Estudio de la estabilidad

A continuacién se muestra una grafica del espacio de fases para el sistema dindmico (5.6) y
(5.7). Se utilizan los valores para los pardmetros e = 0.012, {; = 661.13 y w = —0.53. Estos valores
se encontraron después de realizar un ajuste de pardametros a la solucién correspondiente de la
ecuacién de Hubble presentada en la ecuacién (3.33) y siguiendo el método de Cadenas de Markov
por Monte Carlo. Los detalles se muestran en el Anexo I. Lo relevante es que después del ajuste
se encontrd un valor negativo para w, esto indica que el modelo para este caso en particular de
s = —1/2, toma en cuenta un Universo con energia oscura como componente principal en relacién
a la ecuacién (2.32).
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Figura 15: Espacio de fases para el sistema (H, q)

En la Figura se muestra el espacio de fases del sistema y los dos puntos de equilibrio, con los
valores ajustados de los pardmetros son: P, = (0,¢1) = (0,—0.16) y P» = (0,¢2) = (0,—0.43).
Por la definicién de estabilidad mediante el método gréafico y observando el espacio de fases, se
establece que el punto P; es “inestable”, mientras P, es “asintéticamente estable”.
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Figura 16: Trayectoria de una solucién que pasa por el valor actual (Hy,qo) = (67.24,—0.3077) y
por el punto de equilibrio P, = (0, —0.43)

En la Figura anterior se muestra una trayectoria del espacio de fases, la cual pasa por el valor
actual de (Hp,qo) = (67.24,—0.3077), (Rani et al. 2015), y conforme transcurre el tiempo, esta
trayectoria es atraida al punto de equilibrio P, = (0,—0.43). Este comportamiento es adecuado
respecto a las predicciones tedricas en el modelo ISH, donde se establece que para tiempos futuros
el pardmetro de Hubble H tiende a cero. Mientras que el parametro de desaceleracién ¢ presenta
una transicién de valores positivos a negativos. Para tiempos futuros ¢ tiende a un valor constante

negativo, siendo este valor Ps.
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5.2. Sistema dindmico (H,II)

Ahora se genera el sistema dindmico que involucra a la presion viscosa, II, y al pardmetro de
Hubble, H. Para la generacion de este sistema se utiliza la ecuacién del parametro de Hubble con
s = —1/2, (5.2). Partiendo de la ecuacién de campo, (4.25), y con el andlisis algebraico hecho
previamente en la seccién donde se genera el mismo sistema pero para el valor de s = 1/2; se llega
a la ecuacion:

IM=—2H—6(w+1)HH , (5.14)
se sustituye la ecuacién del pardmetro de Hubble para s = —1/2, (5.2) y la ecuacién (4.30), se
obtiene el sistema dindmico:

. 3 I
H:—i(w—i—l)Hz—?, (5.15)
. H!

T = (b — 3)(bgH? + TI)H — b 5 (bsH? + )% + (2C — A(bsH? +0))H? + 2ADH® . (5.16)

5.2.1. Puntos de equilibrio

Para la obtencién de los puntos de equilibrio se igualan a cero las ecuaciones del sistema
dindmico.
3 I
—§(w+1)H2—5:0, (5.17)
pH!

(bs — 3)(bsH* + T1)H — (bsH? + 1) + (2C — A(bsH? —I))H® + 2ADH® =0, (5.18)

despejando de la primer ecuacién IT se obtiene:

I =b3H?, (5.19)

sustituyendo en la segunda y despejando H:
H=0, (5.20)

se omitieron las raices complejas. Sustituyendo el valor de H en (5.19) se tiene como unico punto
de equilibrio al origen:

P, = (H,TI) = (0,0) . (5.21)
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5.2.2. Estudio de la estabilidad

A continuacién se muestra una gréfica del espacio de fases para el sistema dindmico (5.15) y
(5.16) con los valores para los pardmetros € = 0.012, £, = 661.13 y w = —0.53.
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Figura 17: Espacio de fases para el sistema (H,II)

En el espacio de fases mostrado en la Figura se aprecia que las trayectorias tienden al punto de
equilibrio encontrado en el origen, por lo que se puede decir que se trata de un punto asintéticamente
estable. El valor de H parte de un nimero grande y luego tiende a cero. La fase interesante del
comportamiento de II y que se ajusta con las predicciones del modelo es cuando parte de valores
negativos grandes y luego tiende a cero.

5.3. Sistema (H,1)

Ahora se genera un sistema que relaciona la evolucién del parametro [ el cual relaciona la
presion viscosa II con la presiéon barotrépica P.

]
l=— .22
= (5.22)
para construir este sistema se parte de la ecuacién de campo (4.29) y de:
P=wp — P =3wH?, (5.23)
entonces [ sera:
2H + 3H?*(w+1)
l= 5.24
WL : (5.24)
de la ecuacién anterior se despeja H
. 3w w+1 9
H=—1(1- H 5.25
w (1) (5.25)
ahora se deriva [ respecto al tiempo y se obtiene:
i——o(2\H 3y 2 (5.26)
3w 3w ’ '

ahora se sustituye el valor de H encontrado anteriormente y H de la ecuacién de Hubble para
s = —1/2. Se llega al siguiente resultado:
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. 2
l=-2 2 H3 o l_L—H H*
3w 4 w

+ 33H-2 [—3HH/3H—1H2 — (AH + C)H? — ADH5] . (5.27)
w

simplificando términos se obtiene el sistema dindmico:

H = b5(l - bG)H2 )
C AD

[ =bs(B—2)(1—be)H — 3(1 —bg)H — (A(l — b)H? + o H -~ —H3,

5 bs

con el valor de las constantes:

3w

bs = —
5 2a

1

by = 21
w

5.3.1. Puntos de equilibrio

Para obtener puntos de equilibrio se igualan las ecuaciones del sistema a cero:

bs(l —be)H? =0,
bs(B —2)(1 — bg)H — 3(1 — bg)H — (A(l — bg)H? + bg)H - é—DHS =0,
5 5

despejando H de (5.32) se obtiene:
H=0,
sustituyendo en (5.33) y despejando [ se obtiene:

I, = Ad + b§b6ﬁ - ngb(s — 3b5b6 +c
' bs(bs3 — 2bs5 — 3) ’

ahora se despeja [ de (5.32) y se obtiene:

12 = bﬁ )
sustituyendo en (5.33) y despejando H se obtiene:

H=0,

ee omiten las raices complejas, Por lo que se tienen solo dos puntos de equilibrio:

Ad + bgbeﬁ - 2b§b6 — 3b5b6 + C)

Pi=04)= (0’ by(baf — 2b; — 3)

Py = (0,bg) .
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5.3.2. Estudio de la estabilidad

A continuacién se muestra una gréfica del espacio de fases para el sistema dindmico (5.28) y
(5.29) con los valores para los pardmetros € = 0.012, £, = 661.13 y w = —0.53.
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Figura 18: Espacio de fases para el sistema (H,[)

Con los valores de los parametros dados, los puntos de equilibrio toman el valor de:

Py = (0,1.214), P, = (0,0.235) (5.40)

Dado que los puntos de equilibrio son puntos no aislados, se aplica el método grafico de esta-
bilidad, el punto P; es un punto de equilibrio “asintéticamente estable”, ya que las trayectorias
cercanas caen todas al punto. El punto P, es un punto “inestable”, ya que algunas trayectorias
entran al punto y otras salen.

Se observa que el parametro H toma valores positivos grandes y decrece a cero hasta llegar al
punto de equilibrio. El parametro I, debido a que se trata de una razén entre la presiéon viscosa
y la presién barétropica de la forma [ = |II|/p, puede decirse que las trayectorias de interés en
el espacio de fases mostrado, son aquellas que para [ empiezan en algin valor positivo grande, y
luego decaen al punto de equilibrio. El hecho de que el valor de equilibrio de [ sea mayor a uno,
significa que la presion viscosa Il es mayor a la presion barotrépica p.
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5.4. Sistema (H,II, p)

Al igual que en la seccién anterior, se explora el comportamiento de un sistema de 3 variables; el
parametro de Hubble H, la presién viscosa I, y la densidad de energia p. Para generar el sistema se
utilizan las ecuaciones (4.47), (4.59) con s = —1/2 y (4.61). El sistema dindmico estd determinado
por las ecuaciones:

: 1

H=-s(p+1), (5.41)
. 3 3 I

1= —ng— SIH 1+ +1)(yp+I)pt) — Ep3/2, (5.42)
p=—3(v+1)H . (5.43)

5.4.1. Comportamiento de las variables

A continuacién se muestra la evolucién en el tiempo de las variables involucradas en el sistema
dindmico. Se utilizan los valores de los parametros € = 0.012, {§; = 661.13 y v = 0.47. Como ya se
explico anteriormente, estos valores se encontraron a partir de la restriccién de pardametros que se
presenta en el Anexo I.

ok 2000 e soll [

oo J‘E J‘L Jlf 08 353 3.'32 3.‘3‘ 355 3.'33 3.‘|3 0.12 0.14 0.0 0.1 0.2 03 0.4 05
(a) Evolucién del pardmetro H (t) (b) Evolucién del pardmetro p(t) (c¢) Evolucién del pardmetro II(¢)

Figura 19: Evolucién en el tiempo de los pardmetros del sistema (H, 11, p)

Al igual que en el caso anterior, las variables involucradas en el sistema dindmico presentan
el comportamiento esperado. En la grafica (a) se muestra la evolucién del pardmetro H, el cual
representa la taza de expansién del universo, se observa que es una funcién decreciente, en un
principio parte de valores positivos y tiende a cero para tiempos futuros. La funcién de densidad de
energia, gréifica (b), presenta un comportamiento similar. La grafica (c¢) muestra el comportamiento
de la presién viscosa. Se observa que |II(t)| también es una funcién decreciente y tiende a cero para
tiempos futuros. En este sistema se utiliza el valor de v = 0.47 o lo que es equivalente w = —053,
este valor es el resultado de llevar a cabo una restriccién de parametros, detallada en el Anexo 1.
El hecho de que se tenga un valor negativo de w indica que el modelo estudiado esta tomando en
cuenta un Universo con energfa oscura como mayor componente. De acuerdo a la ecuacién (4.49),
la presién barotrdpica seria una presién negativa, esto se relaciona a la ecuacion de estado de la
componente de energia oscura (2.32). Sumando el efecto de la presién viscosa II que también es
negativa, entonces la presién total del fluido es negativa y se garantiza, para este caso en particular
s = —1/2, la transicién en la expansién del Universo de una fase desacelerada a una acelerada.
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6. Estudio de los sistemas para el caso s =0

Nuevamente se estudian los sistemas dindmicos generados para el caso s = 0. Si s = 0, la
ecuacién (3.9), se reduce a:

.. . 1 — w? . 14+2 .
fasmrs 2= ey LE20 g0 90 0 ot — w) B
&o 1+w 4
1 1—w?
43 BUEW =) a6
2 €o
juntando términos semejantes se tiene:
H+3HH + giH*H — BH 'H? + g, H? + g1gsH* =0, (6.2)
donde:
3e(1 — w?
g =20 (63)
€o
9
g = (1 +w)(1 - 2e(1-w)), (6.4)
3
g3 = 5(1 +w). (6.5)
(6.6)

6.1. Sistema dinamico (H,q)

Nuevamente se estudiara el sistema dindmico que relaciona al parametro de Hubble junto con
el parametro de desaceleracion.Partiendo de la definicién del par de ecuaciones que representan
este sistema dindmico (4.10) y (4.11) y sustituyendo el valor de H de (6.2) se obtiene el sistema
dinamico:

H=—-H*qg+1), (6.7)
i=[2-8)(a+1)°+ (92— g3(a+ 1)+ (9193 — g1(¢ + 1))H] H .

6.1.1. Puntos de equilibrio

Se igualan a cero las ecuaciones (6.9) y (6.10) para encontrar los puntos de equilibrio

_H2(g+1) =0, (6.9)
(2= B)(g+1)* + (92 —g3(a+ 1)) + (9195 — gu(q + 1)) H] H = 0, (6.10)
se obtienen los puntos P = (H, q):
P =(0,q1), (6.11)
P, =(0,q2) , (6.12)
donde:
 1-28—+/9—8¢> + 4B,
Q= 2(3—2) ) (6.13)
_ 1-28++/9—8gs + 4892
G2 = 23 —2) . (6.14)
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6.1.2. Estudio de la estabilidad

A continuacién se muestra una gréafica del espacio de fases para el sistema dindmico dado en
las ecuaciones (6.9) y (6.10), con los valores de los pardmetros € = 0.18, {y = 19.46 y w = —0.28.
La obtencién de estos pardmetros se explica en el Anexo II. De igual manera es importante senalar
que el hecho que el pardmetro w tome un valor negativo implica que el modelo en este caso, s = 0,
también tomando la energfa oscura como componente principal como lo sugiere la ecuacién (2.32).
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Figura 20: Espacio de fases para el sistema (H, q)

En la Figura anterior se muestra el espacio de fases del sistema junto con los dos puntos de
equilibrio encontrados. Con los valores obtenidos de los parametros, los puntos de equilibrio son:
P, =(0,q1) = (0.81) y P> = (0,¢2) = (0, —0.65). Observando el espacio de fases y dada la definicién
geométrica de estabilidad, se establece que, el punto P; es un punto de equilibrio “inestable”, por
otro lado el punto P, es un punto de equilibrio “asintéticamente estable”.
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Figura 21: Trayectoria de una solucién que pasa por el valor actual (Hy,qo) = (67.31,—0.2032) y
por el punto de equilibrio P, = (0, —0.65)

En la grafica anterior puede observarse una trayectoria del espacio de fases, la cual pasa por el
punto que representa el valor actual de los pardmetros Ps = (Hy, qo) = (67.31, —0.2032), (Rani et al.
2015), al transcurrir del tiempo, la trayectoria cae en el punto de equilibrio P, = (0, —0.65). Este es
un comportamiento esperado. De acuerdo con las predicciones estudiadas previamente, se establece
que para tiempos futuros el parametro de Hubble, H, tiende a cero. Mientras que el parametro de
desaceleracién, ¢, tiende a un valor constante negativo, siendo este valor el correspondiente en Ps.
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6.2. Sistema dindmico (H,II)

Siguiendo la misma linea de estudio, toca generar el sistema dinamico que relaciona la presion
viscosa, I, y al pardmetro de Hubble, H. Para la construcciéon de este sistema se parte de la
ecuacién de campo, (4.25), la cual después de un andlisis matemético se reescribe de la forma:

I1=—2H — 2bsHH , (6.15)

se sustituye la ecuacién para el pardmetro de Hubble con s = 0, (6.2) y finalmente se genera el
sistema dindmico:

: 1
H= —§(b3H2 +10) , (6.16)

. I{_1 2
Il = (bsH” +11) (bs —3— g1 H) H — p 5 (bsH? +1I)" +2(92 + 193 H) H® . (6.17)

6.2.1. Puntos de equilibrio

Para encontrar los puntos de equilibrio del sistema, se igualan a cero las ecuaciones (6.18) y
(6.19)

1
—§(b3H2 +1I)=0, (6.18)

H—l
(bsH? +10) (bs — 3 — g1 H) H — 5 5 (bsH? +T1)* +2 (g2 + grgs H) H* = 0, (6.19)

posteriormente se obtiene un tnico punto de equilibrio P = (H,II):

Py =(0,0). (6.20)
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6.2.2. Estudio de la estabilidad

A continuacién se muestra una grafica del espacio de fases para el sistema dindmico (H,II)
dado en las ecuaciones (6.18) y (6.19), con los valores de los pardmetros e = 0.18, £, = 19.46 y
w = —0.28

LN 11 ulxi,f'u":}:'.'.-' E
{\// j”i; ffﬁﬁfﬁﬂ;";r

| 11\{‘? N7/ I
RN, i

Fi

Figura 22: Espacio de fases para el sistema (H, II)

De acuerdo al método gréafico para determinar la estabilidad en los puntos de equilibrio, se
observa que, en la grafica anterior algunas de las trayectorias cercanas al punto de equilibrio Py,
entran al mismo, mientras que otras salen de este. Dada la definicién grafica de estabilidad, se
puede concluir que se trata de un punto de equilibrio “inestable”. Sin embargo, al igual que en
los otros sistemas dindmicos (H,II), pero con otros valores de s, este presenta un comportamiento
similar.

En la grafica se observa que el valor de H parte de un nimero positivo y luego tiende a cero. La

fase de interés del comportamiento de I y que se ajusta con las predicciones tedricas del modelo
ISH es cuando parte de valores negativos grandes y luego tiende a cero.
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6.3. Sistema (H,II, p)

Por tdltimo, se explora el comportamiento de un sistema de 3 variables; el parametro de Hubble
H, la presion viscosa 11, y la densidad de energia p. Para generar el sistema se utilizan las ecuaciones
(4.47), (4.59) con s =0y (4.61). El sistema dindmico estd determinado por las ecuaciones:

H= —%(7p+ 1), (6.21)
1= —?’a@pH— %HH 1+ +1D)p+Mp~t) - gp, (6.22)
p=-3(p+IH . (6.23)

6.3.1. Comportamiento de las variables

A continuacién se muestra la evolucién en el tiempo de las variables involucradas en el sistema
dindmico. Se utilizan los valores de los pardmetros € = 0.18, §y = 19.46 y v = 0.72. Como ya se
explico anteriormente, estos valores se encontraron a partir de la restriccién de pardmetros que se
presenta en el Anexo L.

o L L L o

oo 0z 0.4 08 0s 3-53 3'32 3‘3‘ 355 3'33 3‘13 012 0.14 00 0.1 :]IE 03 04 05
(a) Evolucién del pardmetro H (t) (b) Evolucién del pardmetro p(t) (c¢) Evolucién del pardmetro II(t)

Figura 23: Evolucién en el tiempo de los pardmetros del sistema (H,II, p)

Al igual que en los casos anteriores, las variables involucradas en el sistema dindmico presentan
el comportamiento esperado. En la gréifica (a) se muestra la evolucién del pardmetro H, la cual
representa la taza de expansién del universo, se observa que es una funcién decreciente, en un
principio parte de valores positivos y tiende a cero para tiempos futuros. La funciéon de densidad de
energia, gréifica (b), presenta un comportamiento similar. La grafica (c) muestra el comportamiento
de la presién viscosa. Se observa que |II(¢)| también es una funcién decreciente y tiende a cero para
tiempos futuros. En este sistema se utiliza el valor de v = 0.72 o lo que es equivalente w = —0.28, y
de acuerdo a la ecuacion (4.49), la presién barotrépica serfa una presion negativa. Sumando el efecto
de la presion viscosa Il que también es negativa, entonces la presién total del fluido es negativa y
se garantiza, para este caso en particular s = 0, la transicién en la expansién del Universo de una
fase desacelerada a una acelerada.
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7. Conclusiones

El primer objetivo del trabajo fue manipular algebraicamente la ecuacién para el parametro
de Huble dentro del formalismo de Israel-Stewart-Hiscock, (2.64). Esta ecuacién es central en el
desarrollo de la tesis, ya que describe al modelo cosmolégico con el que se trabajo. Se analizaron
tres casos particulares de la ecuacién al asignarle un valor al parametro s, relacionado con la vis-
cosidad, los valores fueron: s = 1/2, s = —1/2 y s = 0. En cada caso la ecuacién se simplifico y
posteriormente se generaron sistemas dindmicos a partir de introducir los parametros cosmolégicos
H, asociado a la expansion, ¢, que representa la desaceleracién del Universo, II, presién viscosa,
que dentro del marco de la teoria ISH se asocia con la transicién a una fase acelerada del Universo
vy p que representa la densidad de energia.

La ecuacién de Hubble para el caso s = 1/2 ya se ha estudiado con otras técnicas, como la
resolucién de la ecuacién de forma exacta seguida de una restriccién de parametros. En este trabajo
se llevo acabo un andlisis en sistemas dindamicos, y se llegaron a resultados similares. Por ejemplo,
el comportamiento en las soluciones de los espacios de fase, para el sistema (H,¢) muestra que el
parametro de Hubble parte de valores positivos y decrece a “cero” con el tiempo, mientras que el
parametro de desaceleracion, ¢, presenta una transiciéon de valores positivos a negativos. En este
caso las soluciones convergen a un punto de equilibrio en ¢ = —0.35, el cual es un valor cercano
a ¢ = —0.31 encontrado en (Guillen-Castellanos 2020) mediante otra técnica. Otro ejemplo es en
el caso del pardmetro que se asocia con la presion viscosa II, ya que presenta un comportamiento
en el que toma valores negativos y luego decrece a cero. Por ultimo el parametro p, asociado con
la densidad de energia, también decrece a “cero”. Estos mismos resultados se obtienen al llevar a
cabo el andlisis de la ecuacién de Hubble mediante otras técnicas matematicas, ver por ejemplo
(Guillen-Castellanos 2020).

En cuanto a la parte matematica, es importante senalar que debido a que la ecuacién para el
parametro de Hubble, es una ecuacién diferencial ordinaria no lineal de segundo orden, los sis-
temas dinamicos que se generaron tampoco son lineales. Esto implico un desafio al momento de
trabajar con ellos, ya que la manipulacion algebraica fue un poco més compleja y la determinaciéon
de la estabilidad en los puntos de equilibrio dio lugar a una investigacién de diferentes técnicas.
Primero se trato de aplicar la técnica de linealizacion del sistema a partir de la construccién de
la matriz Jacobiana con los puntos de equilibrio, sin embargo, los eigen-valores de la matriz pre-
sentaban “ceros”, este hecho hace que la técnica por linealizacién no brinde informacién sobre la
estabilidad. Posteriormente se intento aplicar la técnica de Lyapunov, sin embargo no fue posible
construir una funcién de Lyapunov adecuada, dado que los puntos de equilibrio en los sistemas
dindmicos eran puntos no aislados, es decir, puntos sobre una misma linea, por ejemplo los puntos
(H,q) = (0,q1) v (0,g2) ambos estdn sobre la recta H = 0. Finalmente, se encontré un método
grafico que mediante la observacion de las trayectorias en una regién dada del espacio de fases,
permite establecer la estabilidad en los puntos de equilibrio. Fue con esta técnica con la que se
procedié a determinar la estabilidad de los puntos de equilibrio en los sistemas dindmicos generados.

Cuando se estudiaron los casos para s = —1/2 y s = 0 se presento un problema grave que no se
tenia contemplado al inicio del trabajo. Al momento de proceder con el mapeo de los espacios de
fase para los sistemas generados no se contaba con suficiente informacién acerca de los parametros
€, £ y w. Para el caso s = 1/2 fue sencillo tomar el valor de estos pardmetros reportado en (Guillen-
Castellanos 2020). Sin embargo para los casos s = —1/2 y s = 0 no se tenfa informacién acerca
de los valores particulares de los parametros mencionados. La forma de solucionar el problema fue
resolver de manera exacta la ecuacién del pardmetro de Hubble, para ambos casos, mediante el
método de factorizacion, los detalles estan en la seccién de Metodologia. Posteriormente se llevo
a cabo una restriccién de parametros mediante Cadenas de Markov por Montecarlo. Se siguié el
procedimiento mostrado en (Guillen-Castellanos 2020)

59



Al momento de llevar a cabo la restriccién se encontrd que el valor de w, en el caso de s = —1/2
fue w = —0.53 y para s = 0, w = —0.28. Esto implica que, en ambos casos la principal componente
del Universo es la Energia oscura, dado que tiene una densidad de energia negativa , —1 < w < 0, de
acuerdo a (Caldwell and Doran 2004). Este resultado implica que el modelo para estos dos iltimos
casos s = —1/2y s = 0, y con la restriccién de pardmetros realizada, no es del todo preciso, ya que
no se estd tomando en cuenta otras componentes presentes actualmente como la materia bariénica
o la materia oscura, ambas con el pardmetro w = 0. Para llevar a cabo una mejor aproximaciéon del
modelo, se sugiere para trabajos futuros dejar como parametro fijo w = 0 y explorar los resultados
en la restriccién de parametros.

Sin embargo, los resultados obtenidos de la restriccion de pardmetros sirvieron para completar
el analisis de los sistemas dindamicos llevando a cabo el mapeo de los espacios de fase y la determi-
nacién de la estabilidad en los casos s = —1/2 y s = 0. A pesar de que, con la restriccién hecha
el modelo no es del todo exacto, los comportamientos de los sistemas dindmicos siguieron siendo
adecuados. Por ejemplo en ambos casos para el sistema (H, q), el pardmetro de Hubble decrece a
“cero” para tiempos futuros y el pardmetro de desaceleracién g sigue presentando una transicién
de valores positivos a negativos. Adicionalmente se muestra en ambos casos , en las Figuras (16)
y (21), una trayectoria en el espacio de fases, donde pasa por el valor actual segin la restriccién
(Ho, qo) = (67.24,—0.3022) y tiende al punto de equilibrio (0, —0.43). Otros resultados obtenidos
en los sistemas dindmicos para estos casos en particular, es que el parametro I toma valores nega-
tivos y decrece a cero y que la densidad de energia p es una funcién decreciente similar a H. Estos
resultados estdn en concordancia con los obtenidos para el caso s = 1/2 , del cual se compararon
sus resultados con lo reportado en trabajos previos.

En conclusién se logro estudiar diferentes casos de la ecuacién del parametro de Hubble. Es-
pecificamente el estudio de los casos s = —1/2 y s = 0 es la aportacion relevante de este trabajo,
ya que dentro del modelo cosmolégico presentado no se han explorado a profundidad. Para su
estudio se llevo a cabo una restriccién de parametros dado que no se contaba con suficiente infor-
macién. Como resultado de esta restriccion se encontré que el modelo solo toma en consideracién
a la Energia Oscura como unica componente del Universo, sin embargo, el comportamiento de las
variables cosmoldgicas en los sistemas dindmicos fue similar al presentado en el caso s = 1/2.
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8. Anexol

8.1. Restriccidon de pardmetros para el caso s = —1/2

Dada la solucién obtenida H(z), ecuacion (3.33), se llevard a cabo un ajuste de los pardametros
€, £y 7, los cuales se encuentran de manera implicita en la solucién.

Para llevar a cabo el ajuste se aplica el método de Cadenas de Markov por Monte Carlo
(CMMC) y se reutiliza el c6digo mostrado en (Guillen-Castellanos 2020).

Al ejecutar el programa se genera la curva H(z) junto con z; utilizando los mejores valores
obtenidos. Se muestran los resultados para la solucién H(z).

250 | ——
200

T
i
i
i
i
|
i
i
s |
150 i
i
i

H(z)

100

LY

Figura 24: Los mejores valores de €, £y,7, ajustados para la curva H1(z)

Parametro Mejor Valor ajustado

€ 0.1275-053
& 651.0419-327
0l 0.49101%,
Hy 67.241021
% —0.3077X5:1036

Cuadro 1: Mejores valores para el ajuste

Los valores mejor ajustados para cada parametro son los que se muestran en la Tabla 1, el
valor més grande es el valor medio de la distribucién (el percentil 50), mientras que el subindice
y el superindice son el percentil 16 y 84 respectivamente. El valor ajustado para Hy = 67.24 es
relativamente cercano al de Hy = 67.66 £ 0.42 reportado por la colaboracién de Planck (Aghanim
et al. 2020). Por otra parte, el valor que se encontré para el corrimiento al rojo de transicién fue
z = 0.65 , en (Moresco et al. 2016) se reportan ajustes logrados que van de z = [0.64, 0.75].

El valor encontrado de v = 0.49 es equivalente a w = —0.51, de acuerdo a la relaciéon v = w+1,
este valor negativo implica que el programa esta realizando un ajuste donde solo se toma en cuenta
la componente de energfa oscura del Universo, de acuerdo a la ecuacién de estado (2.32). Esto se
da dado que y se colocé en el programa como parametro libre.
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9. Anexo I1

9.1. Restriccién de parametros para el caso s =0

Dadas las soluciones obtenidas Hj(z), (3.51) y Ha(z), (3.52) se llevara a cabo un ajuste de los
pardmetros €, £ y v, los cuales se encuentran de manera implicita en las soluciones H(z).

Para llevar a cabo el ajuste se aplica el método de Cadenas de Markov por Monte Carlo
(CMMC) (Guillen-Castellanos 2020)

Al ejecutar el programa se genera la curva H(z) junto con z; utilizando los mejores valores
obtenidos. Se muestran los resultados para la solucién Hy(z) dado que, de ambas soluciones, fue
la que presenté un mejor ajuste a los datos.

250

200

150

H(z)
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Figura 25: Los mejores valores de €, &,7, ajustados para la curva H;(z)

Pardmetro Mejor Valor ajustado

: 0.180 023
& 19.465: %57
v 0928355
Ho 67.310:357
9 —0.20328:0853

Cuadro 2: Mejores valores para el ajuste

Los valores mejor ajustados para cada parametro son los que se muestran en la Tabla 2, el
valor més grande es el valor medio de la distribucién (el percentil 50), mientras que el subindice
y el superindice son el percentil 16 y 84 respectivamente. El valor ajustado para Hy = 67.31 es
relativamente cercano al de Hy = 67.66 + 0.42 reportado por la colaboracién de Planck (Aghanim
et al. 2020). Por otra parte, el valor que se encontré para el corrimiento al rojo de transicién fue
z = 0.65 , en (Moresco et al. 2016) se reportan ajustes logrados que van de z = [0.64,0.75].

De manera similar que en el Anexo I, el ajuste de pardmetros dio como resultado para =, el
valor de v = 0.92, el cual es equivalente a w = —0.08. De acuerdo con la ecuacién de estado (2.32),
el programa da como resultado un ajuste tomando como principal componente del Universo la
energia oscura.
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10. Cddigos

10.1. Restriccién de parametros para s = —1/2

A continuacion se presenta el c6digo que se utilizo para llevar a cabo la restriccién de pardmetros

para el caso s = —1/2

L INTRTN] L L L L Il /]

7 1T 711 111717 7 77 iin T 1

T T
# Universidad Autonoma de Queretaro
# Licenciatura en Ingenieria Fisica
# Carlos Alfredo Rico Olvera
#
#

Codigo para ajustar el modelo
A datos observacionales

# ——— Importar librerias

import corner

import emcee

import Imfit

import math

import matplotlib.pyplot as plt

; import numpy as np

import pygtc

import scipy.optimize as so
import scipy.special as ssp
import seaborn as sns

import time

from multiprocessing import Pool
import os

os.environ [’"OMPNUMTHREADS” | = 71”

#———————Importar datos observacionales

sns.set_style (”white”)

zohd, ho, h_err = np.loadtxt(’OHD_Data.dat’, unpack = True)

—#

2 # Parametros
w =20
HO00= 67.4

; Om= 0.315
z0 = np.arange(—0.99, 2.5, 0.01)
z1 = np.arange (0.001, 2.5, 0.01)
#———————Modelo Lambda-CMD para graficar
def LCDM(Z) :

return HOO*np.sqrt (Om«(1+Z)*+3 +1 — Om)

. def Q(Z, ep, xi, q0, HO):

EE= 1/(Z+1)
d = (3/4)*((14w) /(w+0.5))

al = =3 / (2%d)

a2

a3

a = (—a2 + np.sqrt(a2**2 — 8xa3 — 4xalxa3 ) ) / ( 2%(2*xa3 + al=xa3) )

pl=axa3*(2+al)
p2=ax(2+al)
p3=—(al/(2+al))

cl = —2xHO*x(2+al) * ((14+q0)+ax*xa3)
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B — Parametro de desaceleracion————

#

3/2 + 3x(14w) — (9/(4%d))*(1+w) + np.sqrt (3)xepx(1—wxx2)/(xi)

(9/4)*(14w) + (9/2)xepx(1—wxx2)*((1+w) /(np.sqrt (3)*xi) — 1)



70 c2 = ( —HO*x(2+al) * (1 + ax(14+q0)*(2+al)) ) / (axa*xa3*(2+al)—1)

1
72 dy = 2*(a*a3xc2*xEE+xpl — ((cl*EEx*x(1/a)) / (2xaxpl—2)))*( c2+EExxpl — ((clxp2x

EEx*(1/a))/(2*a%xpl—2)) )#*xp3
:1 y = (c2xEExxpl — ((clxp2+EEx*x%(1/a))/(2xaxpl—2)) )*%(2/(2+al))
;z return —1—(1/(2xy) ) *dy
;z #————Modelo desarrollado en la tesis——#

s0 def Hubble_-Model (params, z):

81 ep, xi, g, HO = params

82

83 D = (9/4)*g*(1—2xepx(2—g))

84

85 E = (9/2)*np.sqrt (3) *x(xi*xx(—1))*ep*(g**2)*(2—g)

86

87 al = (2x(—1 + np.sqrt(2*xep*(2—g)))) /(3% (2+xepx(2—g)+1))

89 Hubble = (D/(((D+E+HO*%2) /(HO*%2) )*(1+2z) **(2+xal*D) — E))=**(1/2)
90 return Hubble

P A— Likelehood————— #

92

93 def lnlikel (p, zohd, ho, h_err):

94 r = —0.5 % np.sum(((ho — Hubble_Model (p, zohd))/h_err) *x 2)
95 return r if not np.isnan(r) else — np.inf

96

97 #—————Prior para los parametros libres—#

98
9o def lnpriorl(p):
100 ep, xi, g, HO = p

101

102 # distribucion plana en epsilon, xi_0 y q-0
103 if not (0.0 < ep < 1 and 0.0 < xi < 1000 and 0 < g < 0.8):
104 return —mp.inf

105

106 # distribucion Gaussiana en H_0

107 mu = 67.4

108 sigma = 0.42

109 return np.log(1.0/(np.sqrt (2*np.pi)*sigma)) — 0.5x(HO—mu)*x*2/sigma*x2
110

111 def lnprobl(p, zohd, ho, h_err):

112 lp = Ilnpriorl(p)

113 return lp + lnlikel (p, zohd, ho, h_err)

114

115 # Numero de cadenas +
116

117 if __name__ =— ’__main__":

118

119 nwalkers = 10

120

121 o Valores iniciales ——————— #
122 with Pool() as pool:

123 initial = np.array([0.01,300, 0.2, 67.5])
124 ndim = len(initial)

125 JO = [np.array(initial) + le—8 * np.random.randn(ndim) for i in range(

nwalkers) |

7 sampler = emcee.EnsembleSampler (nwalkers, ndim, Inprobl, args=(zohd, ho,
h_err), pool = pool)

128

120 7 Quemar la cadena #

130

131 print (” Running burn—in ...”)

132 JO, _, - = sampler.run_.mcmc(JO0, 500)

133 sampler.reset ()

134

135 p—————— Corriendo la busqueda—————— +#

136 start = time.time ()

137 print (”Running production...”)

138 sampler . run-mcmc (JO, 2000)

139 end = time.time ()

10

141 print (” Transcurred time = 7, end — start)

142
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143 #——Sacar los resultados de las cadenas———#

145 samples = sampler. flatchain

146

147 print (samples.shape)

148

149 labels = [’$\\epsilon$’, ’$\\xi -0%°, ’$\\gamma$’, *$H_0$’]

150

151 trues = []

152

153 for i in range(ndim):

154 mcme = np.percentile (samples[:, 1], [16, 50, 84])

155 q = np. diff (meme)

156 txt = "\mathrm{{{3}}} = {0:.3f}_{{—{1:.3f}}} " {{{2:.3f}}}”

157 txt = txt.format(memc[1], q[0], q[l], labels[i])

158 trues.append (memc[1])

159 print (memc([1], q[0], q[1])

160

161

162 fig , axes = plt.subplots(4, figsize = (10,7), sharex = True)

163 chains = sampler.chain

164 for i in range(ndim):

165 ax = axes|[i]

166 ax.plot (chains[:, :, i].T, ’k’, alpha = 0.3)

167 ax.set_xlim (0, len (chains) )

168 ax.set_ylabel ( labels[i] )

169

170 axes|[—1].set_xlabel (”Numero de paso”)

171 plt .show ()

172

173 # Encontra la z de transicion para los——#

174 valores encontrados——#

175

176 Zt_ohd = so.fsolve(Q, 0.65, args=(trues[0], trues[l], trues[2], trues[3]))

177

178 print (’Transition redshift = >, Zt_ohd)

179

180 #Z2———Graficar los resultados———#

131 Z y el espacio de parametros——— +#

182

183 plt.axvline (Zt_-ohd, color=’"gray’, linewidth=1, linestyle=’—.", label="8$z_t$=%.2
f> %Zt_ohd)

184 plt.errorbar (zohd, ho, yerr=h_err, linewidth=0.6, fmt="k.’, label="OHD)

185 plt.plot (z0, LCDM(z0), label=’$\Lambda$CDM ")

186 plt . plot (z0, Hubble_Model(trues, z0), 'r—’', label="MCVP’)

187 plt . xlabel (’$z$’, fontsize = 15)

188 plt.ylabel (’$H(z)$’, fontsize = 15)

189 plt.legend (frameon=0)

190 plt .show ()

191

192 pygtc.plotGTC(chains=[samples]|, paramNames=labels, truths=trues, nContourLevels
=3,chainLabels=(’OHD’))

193 corner.corner (samples, show_titles=True, labels=labels, plot_datapoints=True,
quantiles=[0.16, 0.5, 0.84], bins = 50)

194 plt .show ()
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10.2. Restriccion de parametros para s =0

A continuacion se presenta el c6digo que se utilizo para llevar a cabo la restriccién de parametros
para el caso s =0

L 1 /f
1 T T 17 17 17 17
Universidad Autonoma de Queretaro
Licenciatura en Ingenieria Fisica

L #
# #
L # Carlos Alfredo Rico Olvera #
# #*
# #

A
71 71 71 T it it i i 111t

Codigo para ajustar el modelo
A datos observacionales

7
/l T 7T 1777777 1T T T 7 7 1T 1T 1T 1T 1T 17 17 T

o # ———Importar librerias ————————#

11 import corner

import emcee

13 import Imfit

12 import math

15 import matplotlib.pyplot as plt
16 import numpy as np

17 import pygtc

18 import scipy.optimize as so

o import scipy.special as ssp

0o import seaborn as sns

S

from multiprocessing import Pool
import os
5 os.environ [’OMPNUMTHREADS” | = 71"

1
> import time
3
1

7 #————Importar datos observacionales—#

o sns.set_style (”white”)
30 zohd, ho, h_err = np.loadtxt(’OHD_Data.dat’, unpack = True)

32 # Parametros #

;1 w =20

5 HOO= 67.4

36 Om= 0.315

t z0 = np.arange(—0.99, 2.5, 0.01)

30 z1 = np.arange(0.001, 2.5, 0.01)

1‘1) #—————Modelo Lambda—CMD para graficar ——#

TJ def LCDM(Z) :

44 return HOO#np.sqrt (Omx(14+Z)*%3 +1 — Om)

l«, #—————————Parametro de desaceleracion———#

i: def Q(Z, ep, xi, q0, HO):

o EB= 1/(Z41)

); d = (3/4)*((14+w) /(w+0.5))

:: al = =3 / (2xd)

:(i a2 = 3/2 + 3x(1+w) — (9/(4xd))*(14+w) + np.sqrt(3)*ep*(1—wxx2) /(xi)
:; a3 = (9/4)*(1+w) + (9/2)*ep*(1—w**2)*((14+w) /(np.sqrt (3)*xi) — 1)
«,:)» a = (—a2 + np.sqrt(a2**2 — 8xa3 — 4xalxa3 ) ) / ( 2x(2*xa3 + al=xa3) )
::; pl=axa3x*(2+al)

:1 p2=ax(2+al)

:«1 p3=—(al/(2+al))

::: cl = —2xHO*x(2+al) x ((14+q0)+ax*xa3)

::: c2 = ( —HOxx(2+al) * (1 + a*x(14+q0)*(24+al)) ) / (axaxa3*(2+al)—1)
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72 dy = 2+(a*a3xc2*xEE+xpl — ((cl1+*EEx*x(1/a)) / (2xaxpl—2)))*( c2+EExxpl — ((clxp2x
EE**(1/a))/(2xa*xpl—2)) )**p3

4 y = (c2xEExxpl — ((clxp2+EEx*x%(1/a))/(2xa*xpl—2)) )**(2/(2+al))
76 return —1—(1/(2xy) ) *dy
78 #————Modelo desarrollado en la tesis —————#

s0 def Hubble_-Model (params, z):

81 ep, xi, g, HO = params

82

83 D = (9/4)+g*(1—2%xepx(2—g))

84

85 E = (9/2)*(xi*x*(—1))xep*(g**2)*(2—g)

86

87 al = (2%x(—1 + np.sqrt (2xepx(2—g))))/(3*(2*xep*x(2—g)+1))
88

89 Hubble = (HO*D%(142z)**(—al*D)/D+((142z)*x(—al*D)+1)*E«HO0)
20 return Hubble

o1 # Likelehood 7

92

o3 def lnlikel (p, zohd, ho, h_err):

94 r = —0.5 * np.sum(((ho — Hubble_Model(p, zohd))/h_err) *x 2)
95 return r if not np.isnan(r) else — np.inf

96

97 #————Prior para los parametros libres——#

98
990 def lnpriorl(p):

100 ep, xi, g, HO = p

101

102 # distribucion plana en epsilon, xi_0 y q-0

103 if not (0.0 < ep < 1 and 0.0 < xi < 1000 and —3.2 < g < 1.2):
104 return —mp.inf

105

106 # distribucion Gaussiana en H_0

107 mu = 67.4

108 sigma = 0.42

109 return np.log (1.0/(np.sqrt (2*np. pi)+*sigma)) — 0.5x(HO-mu)**2/sigma**2
110

111 def Inprobl(p, zohd, ho, h_err):

112 lp = lnpriorl(p)

113 return lp + Inlikel (p, zohd, ho, h_err)

114

115 # Numero de cadenas #

117 if __name__ =— ’__main__":

119 nwalkers = 10
# Valores iniciales #

21
22 with Pool() as pool:
23 initial = np.array ([0.5,20, —3, 67])

1 ndim = len(initial)
5 JO = [np.array(initial) + le—8 * np.random.randn(ndim) for i in range(
nwalkers) |

27 sampler = emcee. EnsembleSampler (nwalkers, ndim, Inprobl, args=(zohd, ho,
h_err), pool = pool)

12

120 # Quemar la cadena +
130

131 print (” Running burn—in ...”")

132 JO, -, - = sampler.run_.mcmc(J0, 500)

133 sampler.reset ()

134

135 #z——————————Corriendo la busqueda——————F#
136 start = time.time ()

137 print (” Running production...”)

138 sampler . run-mcmc (JO, 2000)

139 end = time.time ()

140

141 print (” Transcurred time = ”, end — start)
142

143 #———Sacar los resultados de las cadenas——#
144
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5 samples = sampler. flatchain

7 print (samples.shape)

1

1

1

1

149 labels = [’$\\epsilon$’, ’$\\xi -0%’, ’$\\gamma$’, *$H_0$’]

150

151 trues = []

152

153 for i in range(ndim):

154 mcme = np. percentile (samples[:, 1], [16, 50, 84])

155 q = np. diff (meme)

156 txt = ?\mathrm{{{3}}} = {0:.3f}_{{—{1:.3f}}} " {{{2:.3f}}}”

157 txt = txt.format (memc[1], q[0], q[l], labels[i])

158 trues.append (mecmc[1])

159 print (memc([1], g[0], q[1])

160

161

162 fig , axes = plt.subplots (4, figsize = (10,7), sharex = True)

163 chains = sampler.chain

164 for i in range(ndim):

165 ax = axes|[1]

166 ax.plot (chains[:, :, i].T, ’k’, alpha = 0.3)

167 ax.set_xlim (0, len(chains) )

168 ax.set_ylabel ( labels[i] )

169

170 axes|[—1].set_xlabel (”Numero de paso”)

171 plt .show ()

172

173 # Encontra la z de transicion para los—#

174 p———————————— valores encontrados——————— #

175

176 Zt_ohd = so.fsolve(Q, 0.65, args=(trues[0], trues[l], trues[2], trues[3]))

177

178 print (’Transition redshift = ’, Zt_ohd)

179

180 #Z2———————Graficar los resultados————#

181 Z y el espacio de parametros——— +#

182

183 plt.axvline(Zt-ohd, color=’gray’, linewidth=1, linestyle="—.", label="$z_t$=%.2
f’ %Zt_ohd)

184 plt.errorbar (zohd, ho, yerr=h_err, linewidth=0.6, fmt="k.’, label="OHD)

185 plt.plot(z0, LCDM(z0), label=’$\Lambda$CDM ")

186 plt.plot (z0, Hubble-Model(trues, z0), 'r—’, label="MCVP’)

187 plt.xlabel(’$z$’, fontsize = 15)

188 plt.ylabel (’$H(z)$’, fontsize = 15)

189 plt.legend (frameon=0)

190 plt .show ()

191

192 pygtc.plotGTC(chains=[samples], paramNames=labels , truths=trues, nContourLevels
=3,chainLabels=(’OHD’))

193 corner.corner (samples, show_titles=True, labels=labels, plot_-datapoints=True,
quantiles=[0.16, 0.5, 0.84], bins = 50)

194 plt .show ()
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