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Las matematicas no son una marcha cautelosa
a lo largo de una carretera bien despejada,

sino un viaje por un desierto desconocido

en el que los exploradores se pierden a menudo.

W. S. Anglin.
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Introduccion

En muchas ocasiones el curso de geometria es tratado muy superficialmente, y por
este hecho los alumnos pierden la oportunidad de desarrollar algunas habilidades
en la solucién de problemas matematicos. Cuando un estudiante se enfrenta a
un problema geométrico su primera impresidn es sentirse impotente ante éste, ya
que debido a la falta de habilidades y el desconocimiento de algunos teoremas
bésicos, puede parecer que la solucién del problema en cuestidn se encuentra fuera
de su alcance. La Geometria presenta la oportunidad de entender el concepto de
demostracion asi como el asimilar el método deductivo, el cual es basico en el
pensamiento cientifico. Ademas de lo antes mencionado, los estudiantes pueden
adquirir algunas técnicas y estrategias de solucion de problemas los cuales llegan a
ser muy utiles en diversas ramas de las matematicas. Algunas de estas estrategias
en geometria consisten en realizar algunos trazos en los problemas, los cuales en
muchas ocasiones pueden ser elaborados al realizar una interpretacién adecuada
del propio enunciado del problema.

Por otro lado, los alumnos de alto rendimiento interesados en participar en alguna
competencia en matemadticas, no cuentan con un texto de geometria el cual les
muestre de manera sistematica algunas estrategias Uutiles en la solucién de pro-
blemas. Por ello, en el presente trabajo se mostraran algunas técnicas y métodos
que resultan Utiles a estos estudiantes para lograr una mejor preparacion.

Generalmente es casi imposible resolver un problema sin hacer algin trazo
auxiliar. Inmediatamente surge la pregunta, jcudl trazo es (til y cudl no lo es? No
es facil responder esta pregunta, y tal vez es imposible dar una guia de qué trazo



debe hacerse en cada situacién. Sin embargo, hay problemas cuyos enunciados
mismos, sugieren el hacer cierto trazo el cual facilita la solucién de los mismos.
Trazos como la suma de segmentos, la suma de angulos, construir tridngulos
semejantes o tridngulos congruentes y en algunas ocasiones circunferencias
auxiliares. Por otro lado, hay problemas que al analizarse de manera algebraica
se pueden resolver de manera mds sencilla y elegante, introduciendo pardmetros
auxiliares o transportando nuestro problema al contexto de los nimeros comple-
jos, la solucién por estos medios consiste en realizar una serie de simplificaciones
y no en el descubrimiento de un trazo magico, por asi decirlo.

Esperando que este trabajo sirva de apoyo para alumnos de licenciatura y
preparatoria en particular para aquellos que cursan geométria o se preparan para
participar en en alguna competencia matematica.



Notacion basica

La siguiente notacidn sera utilizada:

ANABC

|ABC|

ABCD

|ABCD|

AB

AB

AB

LA

ZBAC

AB

ABL1CD

AB | CD

ANABC = ADEF
NABC ~ ADEF
O(a)

)

0Z

0Z]

R*

el tridngulo de vértices A, By C

area del triangulo AABC

cuadrilatero con vértices A, B, C'y D
area del cuadrilatero ABC'D

el segmento de extremos Ay B

la linea por los puntos Ay B

la longitud del segmento AB

angulo de vértice A

angulo formado por BAy C'A
elarcode Aa B

AB perpendicular a CD

AB paralela a CD

NABC congruente con ADEF
NABC semejante con ADEF
circunferencia con centro en O y radio a
V-1

vector con inicio en O y punto final en Z
modulo de el vector OZ

numeros reales distintos de cero.
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Capitulo 1

Solucion de problemas utilizando
trazos auxiliares.

Al resolver problemas de Geometria, generalmente es necesario realizar algin
trazo adicional para poder llegar a una solucién. Al principio, la tendencia de
quien trata de resolver un problema geométrico es, hacer trazos pero sin una idea
precisa de cuales pueden ayudar y cuales no, en la busqueda de una solucién. Sin
embargo, existen muchos problemas cuyos enunciados mismos sugieren él o los
trazos que deben ser realizados. Dado que estas sugerencias no son explicitas, es
necesario desarrollar nuestra intuiciéon para poder en ocasiones adivinar el trazo
adecuado. Al principio dichos trazos parecen una idea obtenida por iluminacién,
sin embargo, al ir resolviendo mas y mds problemas nos vamos dando cuenta
que muchos problemas comparten un tipo de trazo en comun. La idea en este
capitulo es presentar varios ejemplos donde un mismo tipo de trazo ayuda a
encontrar, de manera rapida, una solucién. De este modo, los trazos adecuados
dejan de parecer mdgicos y comienzan a convertirse en una técnica, la cual
resulta en muchas ocasiones bastante atil. El principal propdsito de este trabajo
es que el lector adquiera la habilidad de construir trazos auxiliares y que tenga



en cuenta que a cualquier problema se le pueden agregar trazos, los cuales no
alteran nuestro problema pero si en muchas ocasiones lo simplifican.

1.1. Construcciéon de segmentos auxiliares

El primer trazo que analizaremos serd el de construir segmentos auxiliares.

1.1.1. Prolongar segmentos

Ejemplo 1.1.1 En un paralelogramo ABCD, M es el punto medio de BC,
DT es dibujada desde D y perpendicular a M A, como se muestra en la figura.
Entonces CT = CD.

Demostracion. Prolonguemos el segmento T'M de tal forma que se intersecta
con DC' en el punto E. Tenemos que BA = EC, puesto que M es punto medio
del segmento BC' consecuentemente AECM = AABM, ahora construimos
una recta perpendicular a ET'y que pase por C'y ésta se intersecta en el punto
N con ET. Tenemos que NC' es paralela a T'D.

Como EN = NT esto por el Teorema de Thales, obtenemos que AENC' es
congruente con el ANCT. Por lo tanto EC =CD =CT O

T

B A




Ejemplo 1.1.2 En un triangulo escaleno AABC' se traza la bisectriz interior
BD, con D sobre AC. Sean E y F, respectivamente, los pies de las perpendi-
culares trazadas desde A y C hacia la recta BD, y sea M el punto sobre el lado
BC tal que DM es perpendicular a BC. Entonces AEMD = {DMF'.

Demostracion. Si prolongamos C'F'y B A estas se inetrsectan en [ y si prolong-
amos AFE se intersecta con BC en H. MDFC es ciclico ya que ZDMC =
/ZDFC = 90°, entonces ZDMF = ZDCF. Por otro lado, como AH es para-
lela a C'I, tenemos que /DCF = /FEAC. Ademas HM DFE es un cuadrildtero
ciclico esto porque /ZHED = ZHMD = 90°. Se sigueque /EHD = Z/EMD,
pero /EHD = ZFEAD puesto que AEHD es congruente con AEDA. Por lo
tanto /ZEMD = Z/DMF. O

Ejemplo 1.1.3 En un tridngulo ANABC' sea H el ortocentro, O el circuncentro,
sea AL la bisectriz de el angulo LA BAC. Entonces AL bisecta el £ HAQ.

Demostracion. Prolonguemos la bisectriz en ZA hasta que se intersecte con la
circunferencia circunscrita a el triangulo AABC en el punto M. Se sigue que
OM es paralelo a AH, entonces ZHAM = ZAMO. NAMO es isésceles ya



que AO = OM son radios de la circunferencia, asi ZMAO = ZAMO. Por lo
tanto ZHAM = Z/MAO. O

A

M

Ejemplo 1.1.4 Sea M un punto sobre el arco CB (el cudal no contiene a
A) de la circunferencia circunscrita al triangulo equilatero ANABC'. Entonces
BM + CM = AM.

Demostracion. Prolonguemos el segmento BM hasta E de tal forma que M E =
MC, y tenemos que ACME es un tridngulo equilatero. Entonces ABEC' es
congruente con AAMC'. Por lo tanto BE = BM + MC = AM. O

Ejemplo 1.1.5 Sea AABC un triangulo con L BCA = 60° y AC < BC'. El
punto D esta sobre el lado BC'y cumple BD = AC. El lado AC' es extendido
hasta el punto E donde AC' = C'E. Entonces AB = DE.



Demostracion. Si construimos el segmento que esta entre los puntos D y E
observamos que AABF y AEDC comparten los segmentos en cuestién, por
tanto solo basta probar que AABF y AEDC son congruentes. Como AAFC
es un tridngulo equildtero. Se sigue que £ DCFE es igual a L AFB. Ademas
CA = AF y BF = DC. Por lo tanto AABF es congruente con ADEC'y
AB = DEFE. O

Ejemplo 1.1.6 Sea XY una cuerda de longitud constante la cual se desliza
sobre un semicirculo. Sea M el punto medio de la cuerda, C'y D las proyecciones
de los puntos X e Y sobre el didmetro AB. Entonces el triangulo AMCD es
isésceles y nunca cambia su forma.

Demostracion. Prolongamos X C' e Y D hasta que se intersecten con la circun-
ferencia en los puntos G y F, respectivamente. Entonces L XGY = L XFY,
ya que abarcan el mismo arco y ademds si se desliza la cuerda XY seran
constantes estos angulos. Como M y D son puntos medios de XY e Y F, res-
pectivamente, entonces M D || X F, de tal forma que L XFD = LMDY . Por
lo tanto LM DC' es constante. Similarmente Y C' es paralela a M (', entonces
LYGC = LAMCX. Asi LMCD es constante y L MCD = LM DC'. Es decir
AMCD es isésceles y nunca cambia su forma. OJ



)~<

Ejemplo 1.1.7 En un triangulo NABC' se trazan las bisectrices de los angulos
LABC y LACB vy éstas intersectan los lados AC' y AB en los puntos E y
D, respectivamente. Consideremos los puntos P y () sobre las lineas CD y BE,
respectivamente, de manera que AP1.CD y AQ 1 BE. Entonces P() es paralelo
a BC.

Demostracion. Prolonguemos los segmentos AP y A(), estos se intersectan con
BC en F'y G, respectivamente. Como PC es perpendicular a AF'y ademas PC



es bisectriz, entonces AP = PF. Similarmente B() es perpendicular a AG y

como B() es bisectriz tenemos que AQ) = QG. Por lo tanto ﬁ—? = %.

Asi por el Teorema de Thales P() es paralela a BC. O

1.1.2. Trazar segmentos paralelos

Ejemplo 1.1.8 Sobre los lados AB y AC de un triangulo ANABC se construyen
hacia afuera los cuadrados ABNM y CAPQ. Sea D el punto medio del lado BC.
Entonces se tiene que PM=2AD.

Demostracion. Como P es punto medio de AC, si trazamos una recta paralela
a BA que pase por C y otra recta paralela a BC' que pase por A esta se
intersectan en el punto 7T, entonces tenemos que C'BAT es un paralelogramo.
BT y AC son diagonales y se intersectan en el punto medio de ambas P, esto
ya que las diagonales de un paralelogramo se bisectan mutuamente, y hacemos
la prolongacién del segmento B P hacia 1" aseguramos que BT = 2B P. Ademas
/DBM + ZABC = 180°y /BCA = ZCAT, /BAC = ZACT, se sigue
que LZABC + ZBCT = 180°, asi ZDBM = ZBCT. Por lo tanto ADBM es
congruente con ABC'T, lo que implica que DM = 2BP. ([

Ejemplo 1.1.9 Sea AABC un triangulo rectangulo con angulo recto en A.
Se construyen los cuadrados ABDE y CAP(Q como se muestra en la figura



siguiente. Se trazan las perpendiculares DM y QN hacia la linea BC. Entonces
DM + QN = BC.

P

Demostracion. Construimos la recta Al paralela a DM y a QN, tenemos que
ADDMB es congruente con ABIA, esto yaque DB = AB, /ZDBM = /BAI
y ZDMB = ZBIA = 90°. Similarmente AAIC es congruete con ACNQ.
Entonces DM = BI y QN = IC, por lo tanto DM + QN = BC. U

Ejemplo 1.1.10 Un trapecio ABCD, con AB paralelo a C'D, tiene sus diago-
nales AC' y BD mutuamente perpendiculares. Entonces AC? + BD? = (AB +
DC)2.



Demostracion. Extendemos AB a través de B hasta el punto E de tal forma que
BE = DC, asi aseguramos que C'E es paralela a DB y ademas ZAC'E = 90°.

Usando el Teorema de Pitagoras,
AC? + CE? = AE?
AC? + BD* = (AB + DC)*.
O

Ejemplo 1.1.11 Sea CC,, A1Ay y BBy tres segmentos de igual longitud

sobre los lados de un triangulo equildtero, como se muestra en la figura. Entonces
CyAr _ AxB1 _ BsCh

PM MN NP -

A

Demostracion. Si construimos rectas paralelas a los lados AC' y BC' que pasen
por los puntos C y C5 respectivamente, estas se cortan en el punto 7', por tanto
tenemos un triangulo equildtero AT'C,Cs. Es facil ver que Co A1 AT y C1T B By
son paralelogramos. Entonces T'B; || PN y AT || PM, asi afirmamos que
ANTAyBy ~ APMN y ademas T Ay = Cy,A; y T By = C1Bs. Por lo tanto

TA, AB;  TB
PM MN NP

Asi obtenemos
CoAy  AsBy  By(

PM  MN NP




Ejemplo 1.1.12 Sea AABC un triangulo equilatero y sean D, E y F' puntos
sobre los lados BC, C'A y AB respectivamente, de manera que AD, BE y CF
concurren en un punto P. Entonces PD + PE + PF < [, dondel es la longitud
del lado del AABC.

C

Demostracion. Sean C1 Ay, CoBy 'y A1Bs rectas paralelas a CA, BC'y AB
respectivamente y que concurren en el punto P. Asi tenemos que AC,C,P,
AB1ByP, AA; Ay P son equilateros, entonces FP < CyP, PE < PB1y PD <
A Ay, ademds CoP = BA; y PB, = A;C. Por lo tanto PD + PE + PF <
A1A2 + BlBQ + C’ng - l |:|

1.2. Construcciéon de angulos auxiliares

El bisecar, duplicar, sumar un dangulo adyacente a otro o encontrar puntos sobre
los cuales trazar un dngulo, son construcciones las cuales nos pueden ayudar a
transformar nuestro problema para que de este modo sea evidente la aplicacién
de algln teorema o resultado conocido. En esta seccién resolvemos problemas
en los cuales aplicamos la idea anterior.

Ejemplo 1.2.1 Encuentra el lado de un decagono regular en funcion del radio
de la circunferencia unitaria circunscrita a éste.



Demostracion. Sea AB = x uno de los lados del decagono, O el centro de la
circunferencia. Sea C' un punto sobre el lado OB de tal manera que ZOAC =
/CAB = 36°. De esta manera, obtenemos el triangulo ACAB, el cual es
semejante al tridngulo AOAB. Utilizando la proporcién entre los lados tenemos:

x_l—x
1 r

De lo anterior obtenemos
2?+r—1=0.

Resolviendo obtenemos las raices @ y (@) La segunda no puede ser solu-

cién a nuestro problema, ya que no existen longitudes negativas. Por lo tanto la

solucidn es @ O

Ejemplo 1.2.2 En el triangulo AABC' se conocen los angulos /A = 45°,
/B = 15°. En la prolongacion del lado AC' mas alla del punto C' se toma el
punto M de manera que CM = 2AC'. Hallar ZAMB.

Demostracion. Construyamos el angulo ZM,CB = ZBCM tal que M; es si-
metrico con M respecto de C'B, podemos observar que C'B es bisectriz del
dngulo ZMCM,. Ademds ZM;CA = 60° y AC = 3CM, de aqui se deduce
que ZMAC = 90°; entonces AB es la bisectriz del angulo ZM;AC, B se
encuentra sobre la bisectriz externa de ZAM,C. Asi Z/CM B = ZCMB =
ZAMB = 75°. O



Ejemplo 1.2.3 En el triangulo ANABC, cuyo /B = 60°, la bisectriz del angulo
A corta corta a BC' en el punto M. En el lado AC' se toma un punto K de modo
que ZAMK = 30°. Hallar ZOKC, donde O es el centro de la circunferencia
circunscrita alrededor del triangulo AAMC.

Demostracion. Sea /BAC = 2a«, por construccién sabemos que ZAMC =
60°+q, asi ZKMC = 30°+«, ademas LM KC = 30°+q, es decir, MC = KC.
Utilizando un truco ya conocido, prolonguemos M K hasta que se intersecte con
la circunferencia en el punto N, de este modo AN = NK = r, r radio de la
circunferencia (ya que ZAMN = 30°). Los puntos A, K y O se hallan en la
ciercunferencia con centro en N, asi hemos construido ZANO = 60°, esto por
que AANO es equilatero. Por lo tanto ZAKO = 150°. U




Ejemplo 1.2.4 Se escoje un punto D en el interior de un triangulo escaleno
NABC' de tal manera que el angulo {ADB = {ACB + 90 y AC - BD =
AD - BC'. Encuentra 42¢D

AC-BD*

Demostracion. Se traza el segmento C'E de la misma longitud que AC'y de tal
manera que C'E es perpendicular a AC' (aqui hemos formado el dngulo L ACB+
90°). Tenemos que L BCE = LBDA, ademas % = ﬁ—g = g—g lo cual implica
que ANABD ~ AEBC. Por otro lado, como {ABE = £DBC'y g—g = %

tenemos que AABE ~ ADBC = £8 = 4E

— CD-
impli AB _ V2AC AB-CD _
Esto a la vez implica que 42 = ¥24¢ — 28CD — /5 O

Ejemplo 1.2.5 Por un punto P exterior a una elipse trazamos dos tangentes
a ésta, los puntos de tangencia son X e Y. Entonces /1 PX = ZF,PY, (F;
y Fy son los focos de la elipse).

Demostracién. Sea I, y F, las reflexiones de F} y F5, con respecto a PX y
PY’, respectivamente (asi es como costruimos los dngulos que requerimos para
la demostracién). Entonces PF, = PF} y PF, = PF,. Ademis los puntos F},
Y y F, son colineales (por la propiedad éptica de las elipses)®. Similarmente F,

1Una linea I tangente a la elipse en un punto P. Entonces [ es bisectriz de el 4ngulo exterior
LF\PF;. (Fy y Fs son los focos de la elipse)



X, F), son colineales. Entonces
BF, =RBX+XF =FRY +YF = EF,.
Asi los triangulos APF,F| y APF,F, son iguales. Por lo tanto
/FyPF, 4+ 2/F\PX = /F,PF, = /F\PF, = /F\PF, + 2/F,PY.

Por lo tanto ZF1PX = ZF5PY. O

Ejemplo 1.2.6 Sea AD la mediana del triangulo AABC'. Sabemos que £ D AC+
LABC = 90°. Hallar el valor de Z/BAC' si se sabe que AB # AC.

Demostracion. Sea ZDAC = «. Costruyamos el angulo ZFBA adyacente al
angulo ZABC tal que /ZEBA + ZABC = 90°y E, Ay D sean colineales.
Ademads, por construccion ZADB = 2a. Sea G el punto de interseccién de AC
con EB. Asi obtenemos que

ZBED = 90° — 2.
y ademds

/BGC =a+ /ZBED = a4+ 90° — 2a = 90° — a.



Por lo tanto
/BAC = a+90° — a = 90°.

Ejemplo 1.2.7 En el triangulo AABC tenemos que / BC' A es obtusoy / BAC =
2/ABC. La linea através de B perpendicular a BC' intersecta a la linea AC' en
D. Sea M el punto medio de AB. Entonces ZAMC = ZBMD.

Demostracion. Sea F' un punto sobre CD tal que ZC'BF = oy GA la bisectriz
de el angulo en A, GA se intersecta con BF en H, ademas BD es bisectriz
exterior de ABF'A ya que ZDBC = 90°. Ahora vamos a probar que D, H y
E son colineales (por medio del Teorema de Menelao)?. Por el teorema de la

bisectriz tenemos
FD BF

AD ~ BA
AC AD BA
CF FD BF’

Entonces

Notemos que

AM AD FH AD AF AC AF
MA DF HB DF AB CF AB
Como BF = AF, entonces
AC AF AC BF AB BF
CF AB~ CF AB BF AB
2Dado un tridngulo AABC, sean D, E y F, puntos sobre las lineas BC, CA y AB,

: : © Y ehla < AF  BD  CE _
respectivamente. Entonces, D, E'y F son colineales siy sélosi &5 - 57 - 5z = 1

1.




Por lo tanto D, H y M son colineales. Se sigue que ABHM = ACMA. Por
lo tanto ZCMA = ZDMB. O

Ejemplo 1.2.8 En el triangulo AABC, AB = AC, ZA = 80°. En el interior
del triangulo se toma el punto M tal que /M BC = 30°, ZMCB = 10°. Hallar
ZAMC.

Demostracion. Si construimos la bisectriz AP, entonces BM se intersecta con es-
ta en el punto NV, como BN = NC entonces /BNC = 120°, ademas /BN A =
ZANC = 120°. Como ZNCA =/ZNCM = 20°, ZNMC = ZNAC = 40° y
NC' es comtn, tenemos que ANMC' es congruente con ANCA. Asi ANAMC
es isésceles, con MC = AC'. Por lo tanto ZAMC = 70°. O

30°

Ejemplo 1.2.9 En el triangulo ANABC, /B = 70°, ZC' = 50°, sobre AB se



toma el punto M de manera que Z/MCB = 40°, y sobre AC' el punto N de tal
manera que /N BC' = 50°. Hallar ZNMC.

Demostracion. Designemos un punto K tal que ZKBC = ZKCB = 30° y sea
L el punto de interseccién de las rectas MC'y BK. Por construccién sabemos
que AN BC es isosceles, /K NC = 40° ya que K se encuentra sobre la bisectriz
de ZBNC' L es el punto de interseccion de las bisectrices del tridngulo ANKC
ya que C'L es bisectriz en el ZKCN y ZNKL = 60°. De lo anterior, se sigue
que ZLNB = 60° y como /N LC = 150° entonces ZN LM = 30°. Con esto se
obtiene que BN 1MLy como BN es bisectrizde ZM BL entonces MN = N L.
Concluimos que ZNML = 30°. O

Ejemplo 1.2.10 Sea AABC un triangulo equildtero y sea D un punto tal que
/ADB =10°, ZBAD =z y /BCD = x + 30°. Hallar x.

C

30°




Demostracion. Sea E un punto sobre AD tal que ZDCE = 30°, se sigue que
/ECB =zy ZAEC = 60° ya que el cuadrildtero ABEC' es ciclico. Ahora sea
G sobre AD tal que ZBCG = 60° — x, entonces ZGC'E = 60°, lo cual implica
que ACGE es equilatero. Por el criterio LAL se tiene que ACAG = ACBA,
se sigue que ZC'BE = 120°, entonces ZAEB = 60°. El tridngulo ACED es
isSceles y ZBED = 120° ya que es exterior al dngulo ZAEB lo cual implica
que ZEBD =50°y AEBD = AEBC. Por lo tanto x = 10°. U

1.3. Construccion de circunferencias auxiliares.

Los puntos sobre una circunferencia pueden arrojarnos mucha informacién en
un problema geométrico, es por ello que en esta seccidén presentamos ejemplos
resueltos mediante la estrategia de construir circunferencias como trazo auxiliar.

Definicion 1.3.1 Una recta simétrica a la mediana de un triangulo, con respec-
to a la bisectriz del mismo angulo del cual parte la mediana, se llama simediana.

Teorema 1.3.1 E/ lugar geométrico de los puntos medios de las antiparalelas
a BC con respecto a los lados AB y AC' del triangulo NABC, es la simediana
por A.




Demostracion. Sean AL y AL’ la mediana y la simediana por A, y sea PQ
antiparalela a BC'. Con los angulos en A como se muestra en la figura y sabiendo
que L es punto medio de BC'

siny AB
siny CA’
y por las igualdades de los dngulos de los angulos debidas a la isogonalidad
sin3  AB
sinae CA’
Puesto que P(Q es antiparalelo a BC'
AP B CA
QA  AB’

Ademas
PM AP -sinf

MQ QA-sina
Combinando estos resultados se obtiene que PM = M(). Inversamente, sea M

: : AP _ sina. n CA _ si
s{l punto medio de la antiparalela PQ). Entonces 57 = 373; y tambien 75 = Sing -
a que
AP CA
QA AB

se infiere que
sinaw  sinx

sinf  siny’

Ahora x +y = o + 8 < 180°, ademds = = «, se sigue que el lugar geométrico
de los puntos medios M de P() es la simediana por A.

Ejemplo 1.3.1 Las tangentes a la circunferencia circunscrita de un triangulo
NABC en los puntos B y C' se intersectan en un punto P. Entonces tenemos
que AP es la simediana del lado BC.

Demostracion. Construimos una circunferencia con centro en Py radio PC'. Esta
cortaa ABenT ya AC en Q. Tenemos tridngulos isésceles AT PB, ABPC
y APQC'. Entonces

/LBAC = /PBC = ZBCP = a = ZBPC = 180° — 2¢,



/BCA = /PBT = /BTP =0 = /TPB = 180° — 20,
/ABC = /QCP = /PQC = 8 = /CPQ = 180° — 28,

de donde se obtiene que T', P, () son colineales. Entonces, como T'P = P() se
tiene que AP es mediana del tridngulo AATQ y como ZABC = ZAQT, por
el Lema anterior tenemos que AP es simediana de AABC. U

Potencia de un punto

Consideremos un punto P y una circunferencia I'. Ahora, tracemos una linea ¢
que pase por Py nombremos Ay B a las intersecciones de ¢ con I'. El producto
PA-PB esllamado la potencia de P con respecto aI". Como veremos enseguida,
el valor de PA - PB no depende de la linea ¢ que hayamos trazado.

Teorema 1.3.2 La potencia de un punto P con respecto a una circunferencia
I' es constante.

Demostracion. El teorema implica cada uno de los siguientes casos.



I El punto P esta sobre la circunferencia. Claramente la potencia es cero ya que
uno de los segmentos PA o PB tiene longitud cero.

Il El punto estd en el interior de I'. Sea AB y C'D dos cuerdas arbitrarias
que pasan por el punto P. Trcemos CA 'y BD. Tenemos que ZACD =
ZABD por que ambos son angulos inscritos que intersectan el mismo
arco, analogamente Z/CAB = ZCBD, de aqui que el triangulo AAPC
es semejante al tridngulo ADPB de donde se obtiene que

AP  PC

lo cual muestra que la potencia es constante para todas las cuerdas que
pasen por P.

Il El punto P estd en el exterior de la circunferencia. Sean PB y PD dos
secantes arbitrarias trazadas desde P, las cuales intersectan a la circun-
ferencia, ademds de en By D, en los puntos A y C', como se muestra
en la figura. Tracemos CA y BD. Tenemos que ZACP = ZABD = «,
ya que el cuadrilatero ABDC' es ciclico. Por la misma razén, ZCAP =
/BDC = (3, de aqui que el tridngulo AAPC es semejante al tridngulo
ADPB de donde se obtiene que

AP PC
ﬁ—ﬁiAPJDB—CPJDD

lo cual muestra que la potencia es constante para todas las rectas secantes
que pasen por P. O]



Definicién 1.3.2 E/ eje radical de dos circunferencias es el lugar geométrico de
los puntos cuyas potencias con respecto a las circunferencias es igual.

Definicion 1.3.3 S/ dos circunferencias son tangentes en un punto entonces el
eje radical es la linea tangente que pasa por el punto comun.

Teorema 1.3.3 Los ejes radicales de tres circunferencias (con centros no col-
ineales) tomadas por pares son concurrentes.

Demostracion. Consideremos tres circunferencias, cuyos centros no son colin-
eales, y sea P la inteseccion del eje radiacal de la primera y la segunda, y de
la segunda con la tercera. Entonces P tendrd potencias iguales con respecto a
las tres circunferencias. Se sigue que entonces el eje radical de la primera y la
tercera también pasa por P O

Ejemplo 1.3.2 Sobre las las rectas AB y AC de un triangulo AABC' se
toman los puntos M y N, respectivamente. Entonces la cuerda comun de las



dos circunferencias con diametros CM y BN pasan por el punto de interseccion
de las alturas del triangulo ANABC.

Demostracion. Construimos una circunferencia auxiliar I'; con didmetro BC'y
llamemos I'; y I'y a las circunferencias con diametros CM y BN, respectiva-
mente. Ahora la cuerda comin entre I'; y I's es altura desde el segmento AC
a el vértice B, similarmente la cuerda comun entre I'y y I's es altura desde AB
hacia el vértice C'. Por lo tanto la cuerda comin entre I'; y I'y concurre en el
mismo punto donde concurren las alturas, esto ya que las cuerdas comunes de
tres circunferencias concurren en un mismo punto. U

O

N

AN
CON

/)

Ejemplo 1.3.3 (Lema de Haruki). Sean AB y C'D dos rectas que no se inter-
sectan dentro de una circunferencia y un punto P cualquiera dentro de el arco
AB.Sean E y I las intersecciones de las cuerdas PC' y PD con AB, respec-

tivamente.Entonces el valor de % no depende de la posicion de P, es decir
AE.BF
Lp €S constante.

Demostracion. Observemos que ZC'PD es constante. Se construye el circuncir-
culo de el tridngulo APED vy definimos el punto G como la interseccén de este
circulo con la linea AB. Notemos que ZEGD = ZEPD, ya que comparten el



mismo arco de el circuncirculo de el tridngulo APFED. Recordemos que para
toda posicién de P, en el arco AB, el angulo ZEPD es constante y por ende
/EGD también. Se sigue de aqui que el punto G sobre la linea AB esta fijo, es
decir, la longitud de BG es constante.

Por potencia de un punto se obtiene lo siguiente,

AF-FB=PF-FD

EF-FG=PF-FD

De esto se sigue que (AE + EF)FB = EF(FB+ BG) y entonces AE - FB =

EF - BG. Por lo tanto, A%?F = BG@, es constante. O

P

NN
Ay

Ejemplo 1.3.4 Sia y b son los lados de un triangulo, [, la bisectriz del angulo
entre ellos, ' y b, los segmentos en los que la bisectriz divide el tercer lado.

Entonces,

2=ab—d'b.



Demostracion. Sea D el punto donde la bisectriz intersecta al lado AB, constru-
imos la circunferencia circunscrita de el triangulo AABC y marcamos con P el
punto en que ésta se intersecta con la bisectriz, tenemos asi el cuadrilatero ciclico
APBC. Entonces AAPC' es semejante a ADBC, ya que ZACP = ZDCB'y
LAPC = ZABC'. Por la potencia del punto D,

BD-DA=PD-DC

Entonces o
a-b=PD-I. (1.1)
Por la semejanza de tridngulos AAPC' ~ ADBC' tenemos
b_PD+I
[ a

a-b=(PD+1)

a-b=PD-1+1?
Sustituyendo 1.1 tenemos,

a-b=da b +1?

a-b—a -b =1

O

Ejemplo 1.3.5 Si/a altura y la mediana, trazadas desde uno de los vértices de
un triangulo escaleno, se encuentran dentro del triangulo y forman con sus lados
laterales angulos iguales, dicho triangulo es rectangulo.



Demostracion. Circunscribamos al triangulo dado AABC' la circunferencia w y
tracemos la altura C'H y la mediana C'M hasta la interseccion con la circunferen-
cia en los puntos D y FE, respectivamente. Como ZACD = /BCE, BE = DA
y, por lo tanto las cuerdas AB y DFE son paralelas. Pero ZCHB = 90°, esto
quiere decir que también ZC'DE = 90°. Entonces, C'E es diametro de la circun-
ferencia. Este divide por la mitad la cuerda AB, lo que sélo es posible cuando la
cuerda AB es diametro de la circunferencia w. En este caso, ZAC'B = 90°, es
decir, AABC' es rectangulo. O

C

Ejemplo 1.3.6 En la siguiente figura AB = AD =5, BC =9y AC =T.

BD
Encontrar Be-




Demostracion. Construyamos una circunferencia con centro en A y radio AB. La
recta C'A corta a la circunferencia en los puntos F'y GG. Ahora podemos aplicar
las propiedades de la potencia de un punto con respecto a una circunferencia:
tenemos que C'F - CG = DC - CUB, esto equivale a 2-12 = CD -9, esntonces

CD = %. Podemos calcular facilmente BD = %, por lo tanto % = %. O

Ejemplo 1.3.7 Construccion del eje radical de dos circunferencias que no se
intersectan (usando solamente regla y compas).

Demostracion. Sea I'y y I'y las circunferencias dadas. Hacemos I3 circunferencia
que corta a I'y y I'y en los puntos A B y C, D, respectivamente, entonces
las cuerdas AB y C'D son ejes radicales comunes de I'; con I'3 y I's con I3,
respectivamente, estos se intersectan el en punto (). Entonces () es un punto
con la misma potencia respecto de I'; y I'y por tanto estd sobre el eje radical de
I'y y I's. Similarmente para 'y los ejes radicales FFG'y HI se intersectan en el
punto P, P tiene la misma potencia respecto de I'y y I's asi P esta sobre el eje
radical de I'y y I's. Por lo tanto la recta que pasa por Py () es el eje radical de
las dos circunferencias que no se intersectan. O]

Ejemplo 1.3.8 (Teorema de Brianchon). Si existe una circunferencia inscrita
en un hexagono, entonces las diagonales principales concurren.



Demostracion. Sean R,QQ, T', S, P, U los puntos en los cuales la circunferencia
tocaa AB, BC, CD, DE, EF, F A, respectivamente. Entonces las diagonales
AD, BE, CF, son secantes del circulo inscrito. Extendemos los segmentos E'F,
CB, AB, ED, CD, AF hastalos puntos P, Q', R', S', T', U’, respectivamente,
tales que
PP'=QQ =RR =SS =TT =UU".

Aqui es donde hacemos uso de la contruccién de circunferencias. Sea I'; tangente
a PPy QQ enlospuntos Py Q', 'y tangente a RR' y SS’ en los puntos Ry
S"yT'stangentea TT y UU en los puntos T" y U'. Ahora AR = AU, entonces
AR = AU’ y por construccién DT" = DS'. Por lo tanto (AR')? = (AU')? y
(DT")? = (DS')?, asi A'y D tienen la misma potencia respecto a I'; y I's y por
estos puntos pasa el eje radical comin entre I'y y I'3. Similarmente para I'; y I'y
por E' y B pasa el eje radical comin entre estas dos ciurcunferencias y por F', C
pasa el eje radical comun entre I'; y I's. Por el Teorema 1.3.2 concluimos que los
tres ejes radicales concurren en un punto lo cual implica que las tres diagonales
del hexdgono concurren en ese mismo punto. U

Ejemplo 1.3.9 En el triangulo NABC', /B = 100°, ZC' = 65°; sobre el lado



AB se toma el punto M de modo que Z/MCB = 55° y sobre AC, el punto N
de tal manera que /N BC = 80°. Hallar Z/ZNMC'.

Demostracion. Describamos la circunferencia circunscrita a ABMC'y prolongue-
mos BN hasta que intersecte a ésta en el punto M;. Sea P el punto donde AC
intersecta a la circunferencia. Como ZPCM = 10°y ZCBM = 100° tenemos
que ZCBP = 90°, de donde se obtiene que C'P es didmetro. Ahora, como
IMCM = ZM{BM = 20°y ZPCM = 10° tenemos que ZM;C'P = 10°,
lo que implica que M;C' = MC'. De aqui se obtiene facilmente que ZNMC =
/ZNM,C = 25°. O

Teorema de Arquimedes

Cada uno de los dos circulos tangentes a C'P y a cada uno de los semicirculos,
como se muestra en la figura, tienen radios iguales, dada por




a+b

O, O P b B

Demostracion. Dada una circunferencia de centro O vy radio a, la denotaremos
como O(a). Consideremos el circulo tangente a los circulos O(a+b), O;(a) y la
linea PQ). Denotemos con t el radio de este circulo. Calculando de dos maneras
la altura del centro de este circulo hacia la linea AB, se tiene

(a+b—t)—(a—b—1t)*=(a+1)?—(a—1)>
De esto
_ab
Ca+b
Ahora si consideramos la circunferencia tangente a O(a + b), Oz(b) y PQ, veri-

fiquémos que el radio de ésta es igual a t. Similarmente al procedimiento anterior
tenemos que

(a+b—t)Y —(a—b+t)2=0b+t)—0b-1)%

De esto obtenemos




Lema 1.3.1 Sea Z un punto sobre el lado AB del triangulo AABC'. Una linea

a través de A paralela a C'Z intersecta a BC en X. Una linea a través de B

paralela a CZ intersecta a AC en'Y . Entonces CZ = 4555

Y

A Z B

Demostracion. Tenemos que el tridngulo ABC'Z es semajante al triangulo ABX A,
de aqui obtenemos

cz _pz
AX  AB’

Similarmente, de la semejanza de el tridngulo AACZ con AAY B tenemos
cz _ 4z
BY  BA’

Sumando las dos expresiones anteriores tenemos que

CZ CZ BZ AZ BZ+AZ

AX "BY AB "BA~ 4B L
(CZ)-(BY +AX) _
AX - BY -
Por lo tanto AX . BY
¢z = BY + AX'

Ejemplo 1.3.10 Construccion de los circulos de Arquimedes

Sean ()1 y Q2 los puntos de los semicirculos O;(a) y O;(b), respectivamente,
tal que O1Q1 y O2Q)5 son perpendiculares a AB. Las lineas O1Qs y O2Q) se
intersectan en un punto Cj sobre la recta PQ (ya que, como P(Q) es eje radical



de las dos circunferencias y Q1C3 - C305 = O1C5- C3(Q)2, entonces (5 esta sobre
el eje radical), y por el lema anterior

C3P =
a

Notemos que C5P = t, el radio de la circunferencia de Arquimedes. Podemos
utilizar esta circunferencia como elemento auxiliar para construir los circulos de
Arqumedes. Sea M, y M, puntos en AB tal que PM; = PM,; = C3P. El centro
de la circunferencia C de el circulo de Arquimedes C'(t) es la interseccién de el
cifculo O1(M3) y la perpendicular a AB que pasa por M;. Similarmente, C5 es
la interseccidn de el circulo Oy(M;) y a perpendicular a AB que pasa por M.
O




1.4. Problemas propuestos

1.4.1. Segmentos auxiliares
Trazar segmentos paralelos

Problema 1.1 Demostrar que la suma de los angulos internos de un triangulo
cualquiera es igual a 180°.

Problema 1.2 Sea ABCDEF un hexdgono convexo® con lados opuestos par-
alelos. Mostrar que 2|ACE| > |ABCDEF|.

Problema 1.3 Sea ABCDEF un hexdgono convexo con lados opuestos par-
alelos, muestre que |ACE| = |BDF|.

Problema 1.4 En el triangulo AABC, en los lados AB y BC', se han tomado
los puntos K y P de forma que AK : BK =1:2,CP: PB=2:1. Las rectas
AP y CK se cortan en el punto E. Hallemos el area del triangulo NABC' si
sabemos que el drea del tridngulo ABEC' es igual a 4u®.

Problema 1.5 En los tridngulos NABC' y ANA'B'C" los dngulosen /B y /B’
son iguales, en tanto que la suma de los angulos /A + /A" = 180°. Demostrar
que aa’ = bl + cc'.

Problema 1.6 Demostrar que la recta que pasa por el punto de interseccion de
las continuaciones de los lados laterales del trapecio y el punto de interseccion
de sus diagonales, dividen la base de las diagonales por la mitad.

Problema 1.7 Sean E, I', K y L puntos sobre los lados AB, BC', CD y DA
del cuadrado ABC'D, respectivamente. Muestre que si los segmentos EK y F'L
son perpendiculares entonces EK = FL

3Una figura es convexa si para cualesquiera dos puntos contenidos en su interior, existe un
segmento entre estos dos puntos el cual esta completamente contenido dentro de la figura.



Problema 1.8 La altura trazada hacia la hipotenusa de un triangulo rectangulo
divide a ésta en segmentos de longitud 9 y 16. Del angulo agudo mayor trazamos
una recta que pasa por el punto medio de la altura. ; Cuanto mide el segmento
de tal recta que queda en el interior del triangulo?

Problema 1.9 Sean E, F', K y L puntos sobre los lados AB, BC, CD y DA
del cuadrado ABC D, respectivamente. Muestre que si los segmentos EJ y F'L
son perpendiculares entonces EK = F'L.

Problema 1.10 En el triangulo NABC con AB > AC, D es el punto medio
del lado BC'; E esta sobre el lado AC'. Los puntos P y () son los pies de las
perpendiculares desde B y E a la linea AD. Demuestra que BE = AE + AC' si
y sélo si AD = PQ.

Problema 1.11 En un tridngulo isésceles ANABC, con AB = AC, se extiende
CB a través de B hasta un punto P. Una linea desde P, paralela a la altura

BF, intersecta a AC en D. Se dibuja PE perpendicular a AB. Demuestra que
BF + PE =PD.

Prolongar segmentos

Problema 1.12 Sean AB y CD las dos tangentes externas comunes de dos
circunferencias I'y y I's, con A, C en 'y y B, D en I's. Una tangente interna
comtn de I'y y 'y corta a los segmentos tangentes en CD y AB en X eY,
respectivamente. Sean P y () los puntos de tangencia de la tangente interna
comun conI'y y I's. Probar que X P = QY .

Problema 1.13 Una circunferencia de radio 1 pasa por los dos vértices adya-
centes de un cuadrado. La tangente a la circunferencia, trazada desde el tercer
vértice del cuadrado es dos veces mayor que el lado del cuadrado. Hallar el lado
del cuadrado.

Problema 1.14 Dentro de un hexagono regular ABC'DEF' se coloca un punto
G arbitrario y se trazan segmentos que lo unen con los vértices, formando seis



triangulos ABG, BCG, CDG, DEG, EFG y FAG los cuales se colorean de
forma alternada de negro y blanco. Demuestre que el drea de la region negra es
igual al drea blanca.

Problema 1.15 Una circunferencia tiene su centro en el lado AB de un cuadrildtero
ciclico ABCD. Los otros tres lados son tangentes a la circunferencia. Demuestra
que AD + BC = AB.

Problema 1.16 E/ angulo Z/BAC' es el menor de los angulos del triangulo
AABC. Los puntos B y C dividen a la circunferencia circunscrita del tridngulo
en dos arcos. Sea U un punto interior del arco BC' que no contiene a A. Las
mediatrices de AB y AC cortan a la recta AU enV y W, respectivamente. Las
rectas BV y CW se cortan en T. Demuestra que AU =TB + TC.

Problema 1.17 En un triangulo AABC' sea AP la bisectriz de Z/BAC' con
P sobre BC, y sea BQ la bisectriz de ZABC' con () sobre CA. Se sabe que
BAC =60° y que AB+ BP = AQ + QB. ;jCudles son los posibles valores de
los dngulos del triangulo ANABC'?

Problema 1.18 En un triangulo ANABC sea D el punto donde la bisectriz
interior del angulo Z BC A intersecta al lado AB. SiCD =/¢,CB =a, CA=10
y « es la medida del angulo Z/ BC' A, demuestra que

B QCLb.COS%
 a+b

Problema 1.19 Sea AB y CD las dos tangentes externas comunes de dos
circunferencias I'y y 'y, con A, C en I'y y B, D en I's. Una tangente interna
comtn de I'y y I's, corta a los segmentos tangentes CD y AB en X e Y,
respectivamente. Sea P y Q) los puntos de tangencia de la tangente interna
comun con 'y y I's. Probar que XP = QY



1.4.2. Angulos auxiliares

Problema 1.20 Sea un punto P interior al triagulo NABC' tal que /APB —
/JACB = LZAPC — ZABC. Sea D y FE los incentros del triangulo NAPB y
NAPC, respectivamente. Entonces AP, BD y C'E son concurrentes.

Problema 1.21 Sea O dentro de el triangulo AABC' tal que ZBAO = 40° y
la bisectriz en /A pasa por O, ademas ZOCB = 30° y ZOCA = 10°. Hallar
ZOBC.

Problema 1.22 Sean P y () puntos en el interior de un triangulo ANABC' tales
que /PAB = ZQAC = ZQBC'. Encontrar

PA-QA | PB.QB  PC-QC
AB-AC T AB-BC T BC-AC"

Problema 1.23 En un triangulo NABC, ZBAC = 100°, AB = AC'. Se elige
un punto D en el lado AC de modo que ZABD = ZCBD. Demuestra que
AD+ DB = BC.

Problema 1.24 Sea NABC' un triangulo isésceles y acutangulo con el angulo
/BAC = 20°. Muestre que: 2BC' < AB < 3BC

Problema 1.25 En el interior del cuadrado ABC'D se toma el punto M de
manera que ZMAB = 60°, ZMCD = 15°. Hallar /M BC'.

1.4.3. Circunferencias auxiliares

Problema 1.26 Bisecar un segmento de linea dado.

Problema 1.27 Costruir el simétrico de un punto C' con respecto a la linea
AB.



Problema 1.28 Construir una cuarta proporcional a tres segmentos de linea
dados.

Problema 1.29 Por un punto P construir una linea paralela a una linea dada.

Problema 1.30 Por un punto P construya una linea perpendicular a una linea
dada.

Problema 1.31 Sea AABC' un tridngulo rectdngulo con dngulo recto en C'.
Sea | cualquier recta que pase por B y que corte al lado AC' en un punto E. Sea
F' el punto medio de EC, G el punto medio de CB y H el pie de la altura de C
a AB en el triangulo ABC. Si O denota el circuncentro del triangulo ANAFEH.
Muestre que los triangulos AOGF y AABC' son semejantes.

Problema 1.32 En el triangulo ABC' se traza una recta que corta los lados
AC y BC en los puntos M y N de manera que MN = AM + BN. Entonces
todas las rectas de este genero son tangentes a una misma circunferencia.






Capitulo 2

Métodos algebraicos en la
solucion de problemas
geomeétricos.

2.1. Introducir un parametro auxiliar

El metédo del pardmetro auxiliar consiste en suponer que alguno de los elementos
del problema (longitud de un segmento, un angulo) es conocido. Los demas
elementos de la figura se determinan en funcién de este pardmetro auxiliar; de esta
manera se obtienen ecuaciones de las cuales se pueden determinar los valores de
los demas elementos. El elemento lineal introducido lleva por nombre parametro
auxiliar y es aplicable en los problemas donde la figura geométrica estd definida
con suficiente precision.

En los siguientes ejemplos visualizaremos la utilizacién de parametros para la
simplificacén de la solucién.



Ejemplo 2.1.1 Teorema del Coseno. Dado un triangulo AABC, siendo « el
angulo opuesto al lado a, se cumple que:

a® = b* + ¢ — 2bccos(a)

Demostracion. Primeramente introducimos los pardmetros auxiliares h y x, con
h como altura desde el vértice C, como se ve en la figura anterior. Utilizando el
Teorema de Pitdgoras tenemos que a? = (¢ —xz)? + h?, desarrollando la ecuacién
obtenemos

a® = c® —2xc+ 2° + h? (2.1)

Por otro lado
b =2 + h? (2.2)
y cos(a) = 7, despejando x

x = bcos(a) (2.3)

Sustituyendo 2.2y 2.3 en 2.1, obtenemos a? = b? + ¢* — 2bc cos(a) O

Ejemplo 2.1.2 Teorema de Stewart. Sean a, b, ¢ las longitudes de los lados
BC, AC' y AB respectivamente, del triangulo NABC'. Sea D un punto dentro
del segmento BC. Si BD =m, CD =n y AD = d. Se cumple que:

d*a = b*m + *n — mna



Demostracién. Sea ZADB = «, entonces tenemos que ZADC = 180° — a.
Utilizando el Teorema del Coseno en AABD y ANACD:; en el tridngulo AABD
tenemos ¢ = d? +m? — 2dm cos o, despejando el coseno

02 2 2
cos v = % (2.4)

y de el tridngulo AACD, bv* = d*>+n?—2dn cos(180 — ar), como cos(180 — ) =
— cos & tenemos que

b2 _ d2 2
s — % , (2.5)
lgualando 2.4 con 2.5, dQZZL;_CQ = (bz_zd;H_RQ)

d’n +m?*n — n = V*m — d&®>m — n’m

[d*n + d*m) = b*m + *n — [n*m + m?n)
d*(m +n) = b*m + *n — mn(m +n)
Por hipdtesis tenemos que m +n = BD + CD = BC = a, por lo tanto

d*a = b®>m + *n — mna. O

Aunque el siguiente teorema no es demostrado por medio de la introduccién de
un parametro auxiliar, lo agreagamos en esta seccién ya que sera de utilidad en
varios de los problemas siguientes.

Teorema 2.1.1 Teorema de la bisectriz. La bisectriz interna AL del angulo en

A de un triangulo ABC' divide internamente al lado opuesto BC' en razén %,

esto es
BL _AB
LC CA



donde L es el punto de interseccion de la bisectriz interna con el lado BC'.

Demostracion. Sea AL la bisectriz del angulo interior en A, by c las longitudes
de los lados C'A y AB, respectivamente. Tracemos la paralela a la bisectriz que
pasa por el punto C'. Esta se intersecta con AB en el punto D. Notemos que
AD =0b yaque /BAL=/ADC y /LAC = ZACD, por lo tanto, AAC'D
es isdsceles y AD = b. Asi obtenemos que AABL y ADBC son semejantes,

BL _ ¢ _ AB
luego por el Teorema de Thales 75 = 7 = 7. U

D

Ejemplo 2.1.3 Los lados de un triangulo son a, b y c. Hallar la longitud de la
bisectriz | trazada hacia el lado c.

C

A D B

Demostracion. Sea D el punto donde la bisectriz intersecta al lado AB. En este
caso introduzcamos una incégnita auxiliar x, con v = LACD = ZDCB vy por
medio del uso de dreas tenemos que: |ABC| = |ACD| + |BCD|. Tenemos que
|ABC| = labsin2z. Por otro lado, |[ACD| = 1blsinz, |BCD| = ialsinz,



asi |[ABC| = Lalsinz + 3blsinz. Es decir Lalsinz + $blsinz = W de

donde [ = 2“2% Utilizando el teorema del coseno para encontrar cos x respecto
del tridangulo AABC para el lado AB. Obtenemos : ¢? = a?+b? —2ab cos 2z, de

2_ -2 2 2_ .2
donde: cos2z = & +b <. Entonces, cosz = |/1F22E — \/ R

(a+b+c)(a+b— c)
ab

2abcosx __ 2ab | 1 [(atbtc)(atb—c) \/ab(a-i—b—i-c)(a-i—b—c) O

Por dltimo: [ = =255 = 25 - ab ath

Ejemplo 2.1.4 En el tridngulo isésceles ANABC' el angulo con vértice en C' es
igual a 100°. Se han trazado dos rayos: uno que comienza en el punto A bajo un
angulo de 30° con relacion al rayo AB vy, el segundo, que comienza en el punto
B bajo un angulo de 20° respecto de BA. Estos rayos concurren en el punto M
perteneciente al triangulo ANABC'. Hallemos los angulos Z/ACM y /BCM.

Cy 4
B
47"
A~ o

Demostracion. Unamos los puntos M y C'y designemos el angulo ZAC'M con
x. Del punto M tracemos perpendiculares a los lados del triangulo: MC; 1 AB,
MB;1AC, MA;1BC. Introduzcamos un parametro auxiliar, CM = a y calcu-
lamos M} con dos procedimientos, es decir, empleamos M como elemento
de referencia. Del tridngulo ACM By, hallamos: MB; = MC'sinxz = asinz.
Como ZACB = 100° y, de acuerdo con el planteamiento , el tridngulo AABC
es isosceles, Z/CAB = ZABC = 40°, por consiguiente, ZC'AM = 10°. Del
tridngulo AAM By, hallamos: AM = MBy _ asine  por fin de AAMCY, te-

sin 10° sin 10°

nemos: MCy = AM sin 30° = 282 Apalicemos el triangulo CM A;. En el que

/MCA, = 100°—z. De modo que M A, — C'M sin(100°—z) — a sin(100°—x).
Como /ZMBC = 40° — 20° = 20°, los triangulos ABMC, y ABMA; son
iguales y por consiguiente, MC; = MA; = asin(100° — z). Igualando las ex-
presiones halladas para M (1, encontramos la ecuacién trigonométrica 22151111113 =

asin(100° — x).




De esta ecuacién hallamos consecutivamente: sin xz = 2sin(100° — z) - sin 10°,
sinx = cos(90° — x) — cos(110° — z), cos(110° — x) = 0, x = 20°. O

Ejemplo 2.1.5 K es el punto medio del lado AD del rectangulo ABC'D. Halle-
mos el dngulo entre BK y la diagonal AC' si sabemos que AD : AB = /2.

B C

A D
K

Demostracion. Primeramente hagamos AB = a vy, entonces, AD = av2, ex-
presamos con a todos los lados del tridngulo AAM K y apliquemos el teorema
de los cosenos para el lado AK. Esto nos permite calcular el coseno del angulo
ZAMK que buscamos; designémoslo con x. Los segmentos AO y BK son las
medianas del tridngulo AABD. De modo que MK = iBK, AM = 2AO.
Tenemos:

MK :—BK_ \/ABZ+AK2 “f a\f

AM = —AO = —AC = x/ADZ Y CD? = % (aV2)? + a? =

En el tridngulo AAMK, tenemos: AK = T' AM = ‘“/3 MK = “T\/é.
Seglin el Teorema de los Cosenos AK? = AM? + MK? - 2AM MK - cos T,
es decir, (%) = (‘“/g)2 - (‘“@)2 2 “‘/g “‘[ CoST y se sigue que, L =

2
2 2

T+ f cos x, de donde hallamos: cosz = 0 y por lo tanto x = 90°.

Asi, el angulo entre BK' y AC es recto. U

Ejemplo 2.1.6 En el triangulo AABC' se conoce que el angulo A es dos veces
mayor que el angulo C, el lado BC' es dos unidades mayor que el lado AB, en
tanto que AC' = 5. Hallemos AB y BC.



A C

Demostracion. Tracemos la bisectriz AD del dngulo ZA. Entonces, obtenemos
que /BAD = /DAC = ZACB. En el AADC' los dngulos en la base son
iguales, es decir, este triangulo es isdsceles, tal que, AD = DC. Hagamos AB =
x, AD = DC = y. Entonces BC = v + 2, BD = x + 2 — y. Los tridngulos

AABD y AABC son semejantes ya que /BAD = /BCAy /B es comun

P i AB _ BD _ AD
para estos tridngulos. De esta semejanza obtenemos que BC = 4B — Ac: €S

decir, ﬁz = %H = % De esto resolvemos el sistema de ecuaciones con dos
variables:
ro_Y
r+2 5
T+2-y y
T 5’
de donde
or = xy + 2y,
or + 10 — by = zy,
Sustituyendo la segunda ecuacién en la primera, obtenemos: 5y — 10 = 2y e
y = %, esto significa que xL—i-2 = % osea, v+ = 4. Por lo tanto AB =4y
BC =6. O

Ejemplo 2.1.7 Sea D el punto donde la bisectriz del / BAC' de un triangulo
corta al lado BC, y sean, a, b y ¢ los lados BC, C A y AB, respectivamente.

Demostrar que
ac

BD = .
b+c




Demostracion. Analicemos el enunciado del problema y veamos que tenemos una
suma de segmentos por tanto debemos visualizar esto, prolongamos el segmento
C'A hasta el punto F' de tal forma que AF' = AB = ¢, de esto se tiene que
ANABF es isosceles, se sigue que ZAFB + ZFBA = 2a y esto implica que
LAFB = /FBA = a = ZBAD, asi AD || FB. Ahora utilizando el Teorema
de Thales tenemos que

BD_BC BD:FC-FA_ ac

FA _FC FC  btc

Ejemplo 2.1.8 Sea AABC un triangulo, R el circunradio y H el ortocentro.
Demostar que AH? = 4R? — a?



B

Demostracién. Sea A" el punto medio de BC', introducimos el pardmetro auxiliar

x = OA" y a = BC. Utilizando el Teorema de Pitdgoras obtenemos: 22 =
2 . “pe .,

& = R?, simplificando la ecuacién 4z = 4R* — a*. Como AH = 2z. Entonces

AH? = 4R? — a°. UJ

Ejemplo 2.1.9 Las circunferencias de radios a y b son tangentes interiores
(a < b), con la particularidad de que el centro de la circunferencia mayor
se encuentra fuera de la menor. La cuerda AB de la circunferencia mayor es
tangente a la menor y forma con la tangente comin el angulo «. Entonces
AB =2,/ — ((b—a)cosa — a)?.

Demostracion. Sea O y O, los centros de las circunferencias menor y mayor,
respectivamente. Sea K un punto sobre la cuerda AB tal que O K | AB intro-
duzcamos el pardmetro auxiliar Oo K = x. Sea P el punto donde la paralela a
AB, a través de O, y la paerpendicular a AB, a través de O, se intersectan.

Entonces Z0;0,P =« vy
Tr+a

b—a’

ya que PO, = PC + COq, donde C es el punto de tangencia de AB con la

cosa =



circunferencia menor, y OO = b — a. Entonces

x=(b—a)cosa —a. (2.6)

Como ANAO,K y AKQO,B son tridngulos rectangulos congruentes tenemos que

AK = KB, se sigue que:
AB = 2Vb? — 22 (2.7)

Por lo tanto, sustituyendo 2.6 en 2.7 se obtiene

AB = 2y/b — ((b—a)cosa — a)2.

2.2. Ndameros complejos

En muchas ocasiones resulta muy 0til transformar un problema geométrico en
un problema algebraico. Después del andlisis algebraico y las simplificaciones
aplicadas, se interpreta el resultado algebraico en forma geométrica. De este
modo logramos resolver una gran cantidad de problemas. Los niimeros complejos,



dada su relacién directa con los puntos del plano, son un buen objeto algebraico
para realizar tal trasformacion.

Las ecuaciones del tipo ax + b = 0, con (a # 0), tienen solucién dentro de los
nimeros reales y x = %b Sin embargo, para la ecuacién cuadratica 22 + 1 = 0,
no existe niimero real que satisfaga tal condicién. Es decir, debemos encontrar
un niimero real que al elevarlo al cuadrado sea igual a menos uno, 22 = —1,
pero, cualquier nimero elevado al cuadrado siempre es no negativo, por lo cual
decimos que estd ecuacién no tiene solucién dentro de los nimeros reales. Si
definimos v/—1 = i, entonces la ecuacién anterior tiene por soluciones a x = =+i.
De esta manera surge la necesidad de introducir un nuevo conjunto de niimeros
de manera que estos nos sirvan para resolver ecuaciones como la anterior. Es
asi como nace el concepto de niimero complejo. Un nimero complejo es aquel
que se puede escribir en la forma a + bi, con a y b nimeros reales.

2.2.1. EIl plano complejo

Dado el nimero z = a + bi, le podemos asociar el punto (a,b) en el plano
euclidiano, de manera inversa a cada punto del plano lo podemos asociar con
un nimero complejo. El plano desde esta prespectiva se conoce como plano de
Gauss o diagrama de Argand.

La longitud del segmento del origen hasta z, es conocida como médulo o longitud
de z. El angulo 6 que forma el rayo de 0 a z con el eje real, se llama argumento
de z.



2.2.2. Forma polar de un namero complejo

Dada la representacién en el plano euclidiano de un niimero complejo w = x + 1y
observemos que, z = rcosf e y =rsinf, donde r = |z| y § = arg z. Tenemos
entonces que z = 7(cos + isin ).

A

w=2x+1y

y = rsinf
0

Y

x =rcosf

2.2.3. Algunas propiedades de los nimeros complejos

Suma y resta de numeros complejos

Sean z =x+1iy y w=u+iv, con x, y, u, v nimeros reales. Entonces z + w
se define como (x + u) 4 i(y + v). Si consideramos al nimero complejo como
un vector con punto inicial en 0 y punto final en el nimero coplejo z = = + iy,
entonces la suma de z + w corresponde al vector diagonal (desde el origen) de
el paralelogramo formado por los vectores z y w.

1Esta forma de representar a un niimero complejo se conoce como forma polar. Ademds,
como fue demostrado por L. Euler, se cumple que z = |z|e®.



A Z 4w

Y

Por otra parte, la diferencia de niimeros z =z + iy vy w=u-+ives z —w =
(r —u) 4+ i(y — v). La diferencia z — w se representa geométricamente como:

z=x+
z—w=(x—u)+i(y—v)

w=u-+ 1w

—W = —u—1W

Multiplicacién

Si los numeros complejos z1, zo los representamos por los vectores 0z7 y 0z3,
el producto z = 2129, es representado por el vector 0z el cual se obtiene como
sigue: primero, rotemos 0z; sobre o con un angulo igual al argumento del vector
073, después multipliquemos el vector obtenido por el médulo de el vector 0z.



El vector obtenido es el correspondiente a 0z

N
.~

N

z
\91 ?

Xy

Sirq, ro y 01, 05 son los médulos y los argumentos de z1, z, respectivamente, se
tiene que,

21 = 7“16“91, Z9 = 7’26Z92.

Por lo tanto

Z = 22 = riree 1102
es decir, el argumento de z y el modulo es, mry = |02 - 022|]. De manera
algebraica podemos ver la multiplicacién como un producto de binomios, z; -2, =
(ac — bd) + i(ad 4 be) y no es dificil ver que esto coincide con la definicién de
producto dada al principio.

Division

Si los niimeros complejos z1, 2o los representamos por los vectores 0z7 y 0z3, el
cociente
<1
z=—
<2
es representado por el vector 0z obtenido como sigue: Primero rotemos 0z, sobre
o con un angulo igual al negativo de el argumento de vector 0zs. La construccién
de o0 es la siguiente,
1 i0,—
_1 pi01-62)
T2

z =



El punto z es el tercer vector de el tridngulo Aoz;z directamente similar a el
triangulo Aozou por lo tanto la divisidn es la operacién inversa de la multipli-
cacion.

2.2.4. Maedida de un angulo

Un tridngulo esta orientado si sus vértices tienen un orden especifico. Es positivo
si es orientado en sentido contrario a las manecillas del reloj, negativo si es
en sentido a las manecillas del reloj. Consideremos dos puntos M; y M, con
imagenes en los complejos 2z, y 25 respectivamente, el dngulo ZM;OM, esta
orienta por los puntos M; y Ms en sentido contrario.

Proposicion 2.2.1 La medida de el angulo ZM;OMs; = argZ.

Demostracion. Si consideramos los siguientes dos casos,

\ 4

a) Si el tridngulo AM; 0O M, esta orientado negativamente, entonces ZM;0O M,
LzOMs — LzOM;y = arg(z1) — arg(z) = arg(2).



b) Si el tridngulo AM;0OM; es orientado positivamente, entonces ZM;O My =
21 — LM>OM; =27 — argi—f.

U

Teorema. Consideremos tres puntos distintos M;(z1),Ms(z2) y M5(23), la me-
dida de el dngulo orientado £ My My M3 es arg===2.

29—21
Demostracion. La traslacién con el vector —z; mapea los puntos M,My 'y Ms;
en los puntos O,M) y M}, con coordenadas comlejas 0,20 — 21,23 — 21, de
esta forma ZMyMM; = ZMiOMjS. Por el resultado anterior se tiene que
LMOM] = arg2=22 O

z2o—21

2.2.5. Rotacion y traslacion
Traslacion

Sea A un nimero fijo y sea Z un punto arbitrario en el plano los cuales son
representados con a y z.

< Y




Sea el punto Z’ tal que

Z7'=0A

es llamado el homologo de Z en la traslacién de el vector OA. La ecuacién de
la traslacién es

Z=z+a

Con a niumero real distinto de cero, la traslacién es paralela a Ox. Sia =0 la
traslacién se reduce a la funcién identidad 2’ = z.

Rotacion

Consideremos un dngulo « y el nimero complejo € = cosa + isen a. Sea z =
r(cost + isen t) un nimero complejo y M la imagen de éste.

Del producto

ze = r(cost 4 isint)(cos a + isin ).

Realizando el producto obtenemos
rcost-cosa+risina-cosa 4+ risint - cosa — rsint - sin .
Simplificando utilizando identidades trigonométricas se tiene
ze = r(cos(t + a) + isin(t + a)).

Observamos que |ze| = ry arg(ze) =t +a = argz + a.

Tenemos entonces que la imagen de z¢ es la rotacién de M con respecto al
origen por el angulo «.



M'(ze) M(z)

Proposicion 2.2.2 Supongamos que el punto C' es la rotacion de un punto B
con respecto de un punto A por el angulo «.. Sia, b, ¢, son los niimeros complejos
asociados a los puntos A, B, C, respectivamente, entonces ¢ = a + (b — a)e,
con € = cos « + 1 sin a.

Demostracion. La traslacién con respecto al vector —a, mapea los puntos A,B,C
hacia los puntos 0, B’, C’, con coordenadas complejas 0, b — a, ¢ — a, respec-
tivamente. El punto C’ es la imagen de B’ bajo la rotacién respecto del origen
con el dngulo o, es decir, c—a=(b—a)e 6 c=a+ (b—a)e. O

i Qué efecto tiene multiplicar por z = i? Lo que genera es una rotacion de
un angulo % en contra de las manecillas del reloj. Similarmente al multiplicar por
z = —i se genera una rotacion de 7 en favor de las manecillas del reloj.

2.2.6. Colinealidad, ortogonalidad y puntos conciclicos

En esta seccién estableceremos algunas condiciones para la colinealidad de pun-
tos, la conciclicidad de éstos, 6 la ortogonalidad de segmentos.



Primeramente consideremos cuatro puntos My (zx), k € 1,2, 3, 4.

Proposicion 2.2.3 Los puntos My, M, , M3, son colineales si y solo si ﬁ €
R*, donde R* son todos los nimeros reales distintos de cero.

Demostracion. La colinelaidad de los puntos M, M, , M3 es equivalente a
AMyMyMs € 0, 7. Se sigue que argZ==2L € 0, o0 equivalente a que argZ==L ¢

z22—21 zZ2—21
R*

Proposicién 2.2.4 Las lineas MMy y M3M, son ortogonales si y solo si
=2 qR*.

23—24

Demostracién. Se tiene My My L M3sM, si'y solo si (M My, MsMy) € {Z, 37

2> 2 )

i =2 m 3w i A=z ;R*
Esto es equivalente a argZi=2 € {5, 5 }. De esto se obtiene que o= c iR
O

Proposicién 2.2.5 Cuatro puntos My, My, Ms, M, son conciclicos si y solo
si la razén cruzada
M, — M, M, — M- Ms — My) (M, — M
(M, My M, My) = 4 1 4 2 _ (Ms 2) (M, 1)
My — My" M3z — My (M3 — My)(My — Ms)

es un ndmero real.

2.2.7. Tridngulos semejantes

Consideremos seis puntos Aj(ay), As(as), As(as), Bi(by), Ba(bse), B3(bs), en el
plano complejo. Se sabe que los tridngulos AA;AsAs y AB1ByB3 son seme-
jantes si el angulo que esta sobre el vértice A;, es igual al angulo en el vértice By,
con k € {1,2,3}.

Proposicion 2.2.6 Los triangulos NAAsAs y AB1ByBs son semejantes y
tienen la misma orientacion, si y solo si

a2 — aq by — by

= ) 2.
a3 — ap bg — bl ( 8)



Demostracion. Se tiene ANA1A3As ~ AB1ByBs si y solo si Adids — BiBs y

A1A3 B1 B3
o : laz—a1]| __ |ba—b] az—ai _
A{Ag,;éllilg = £ B3B1Bs. Esto es equwile:te A Tg ] = g Y Y Ia e =
2—01 az—a; __ 2—01

argys - Asi obtenemos a—3—a; _ b—3—b;"

Observaciones.

1) La condicién 2.8 es equivalente a

1 1 1
a; ag ag| = 0
by by bs

2) Los triangulos A;(0), As(1), A1(2¢) y B1(0), Ba(—i), B3(—2) son seme-
jantes, pero con orientacién opuesta. En este caso la condicién 2.8 no se
satisface. Ya que

by —by —i—-0 —i

1
_é%bg—bl_—2—o_7'

ag—al_ 1-0

ag—&l—Q’i—O

Proposicion 2.2.7 Los triangulos NA1AsAs y /AByBsBs son semejantes y
tienen orientacion opuesta, si y solo si

ag — 1 by — by

asz — a1 bg—bl

Demostracion. Reflejando a través del eje x mapea los puntos By, By, B3 en
los puntos M (by), M(by), Ms(bs3), los triangulos AB,ByBs y M;MyMs; son
semejantes y tienen orientacién opuesta, por lo tanto A; A A3 y M1 MsM; son
semejantes con la misma orientacién. La conclusién biene de la proposicién an-
terior.

O



2.2.8. Triangulos equilateros

Proposicion 2.2.8 Supongamos z1, z3, 23, son los nimeros complejos asocia-
dos a los vértices del triangulo A A;A>As, entonces las siguientes declaraciones
son equivalentes:

a) AAAyA; es un tridngulo equildtero

b) |21 — 22| = |22 — 23] = |23 — 2]

€) 2} + 22422 = 2120+ 2023 + 2371

d) Z2—”Z1 __ Z3—”%2

23—21 21—292
1 1 1 Z1tzo+2z3 __

e) z—21 + z—29 + z—z3 O’ con 3 =0

£F) (21 + wze + w2z)(21 + wlzy +wzz) =0, conw = 25 +jsin 28 = =L 4 /3

3 3 3 3 2 2

1 1 1

g) |21 2 z3|=0.
22 X3 x1

Demostracion. El triangulo AA;A;A3 es equilatero si y solo si es semejante y

11 1
con la misma orientacin que AAyA3A, 0 |21 29 23| =0,
Z9 23 21
1 1 1
Entonces a) < ¢). Obteniendo el determianante obtenemos que 0 = |21 22 23| =
29 23 21
2120 + 223 + 2321 — (22 4+ 22 + 22) = — (21 + w2 + wz3) (21 + Wiy + wzy),
por tanto g) < ¢) < f) O

2.2.9. Ejemplos

Ejemplo 2.2.1 Sean ANABC y ABCD dos triangulos equilateros. Una linea
a través de D intersecta a AC' en M y AB en N. Entonces el angulo entre la
linea BM y CN es %.



N’ N

D

Demostracion. Sea B el punto (0,0), y C' el punto (1,0). Entonces Ay D
corresponden con los niimeros complejos e3 ye3, respectivamente. Tenemos
que N se representa como te3 para algin t € R.

—iT

Las ecuaciones paramétricas de ND y AC son, z = ate’s + (1-—a)es, z=
Bes +(1—pB), a, B € R, respectivamente.

Ahora encontremos el punto de intersecciéon de ND y AC. Tal punto debe
satisfacer que _ _ _

ate + (1 —a)e™ = fe3 + (1 -7),
explicitamente la ecuacién queda de la siguiente manera,

1+iV3 1—iV3 1+iV3

at(— )+ (1= a) () = B 5) + (1- B),

de donde
at(1+iV3) + (1 —a)(1 —iV3) = (1 +iV3) +2(1 — )

ot +ativV3+ (1 —a)— (1 —a)iv3 =8+ BiV3)+2—25.

Entonces la parte real tiene la siguiente forma, at + (1 —a) =+ 2(1 - ) y
la parte imaginaria, o + i3 — (1-— oz)i\/g = Bi\/g. Asi obtenemos un sistema
de dos ecuaciones:



at+(1—a)=4+2(1—-7),

at—(1—a)=0

—iT

Resolviendo el sistema obtenemos, o = % Entonces M es es + (1 — %)eT. El
angulo entre BM y CN es el argumento de los nimeros complejos,

e+ (1-— %)e%ﬂ (e%r + e%m) — %efém 1— ;efém
ey = - = —€ 3 .

s

teT — 1 teT — 1 teT — 1

El angulo es por lo tanto

Wl

Ejemplo 2.2.2 [a isla del Tesoro. Un dia mientras Tofo realizaba limpieza en
su sotano, encontré un badul. Al verlo se dio cuenta de que era muy antiguo
y que estaba cerrado, después de largos intentos logro abrirlo y dentro de él
encontro un viejo mapa. El mapa correspondia a una isla en donde se encontraba
un tesoro oculto, dicho mapa contenia las siguientes instrucciones; decia que en
la isla existian dos palmeras y un roble y, que la manera en que escondieron el
tesoro fue la siguiente: contar la distancia del roble a la palmera al este, al llegar
caminar el mismo nimero de pasos en una rotacion de 90° a la derecha y marcar
el punto A, de manera similar caminar del roble hacia la otra palmera y ahora
girar a la izquierda y marcar el punto terminal con B. El tesoro se encuentra en
el punto medio de A y B. Sin embargo, cuando Tofio llegé a la isla, noté que el
roble ya no estaba. ;j Comé le hizo Tofio para localizar el tesoro?



D2

y4!

Demostracion. Asignemos los niumeros complejos 7, p1, p2, a, b, z, a los puntos
que simbolizan el roble, las palmeras, el punto A, el punto B y el punto X,
respectivamente.

Haciendo las operaciones correspondientes obtenemos que

a=(r—p)i+p

b = —Z(T — pQ) +p2

Como z = “T*b tenemos que

- (p2 — p1)i +p1 +p2‘

2 2

Interpretando geométricamente esta expresidon tenemos que: el punto X se lo-
caliza sobre la mediatriz del segmento pyp, y ésta precisamente a una distancia
de p1ps igual a la mitad de la longitud del segmento p1ps. O

Ejemplo 2.2.3 Sea ABCD y BNMK, dos cuadrados que no se superponen,
y sea E el punto medio de AN. Si el punto F' es la base de la perpendicular de
B hacia la linea C'K. Entonces se cumple que los puntos E, F, B son colineales.



Demostracion. Consideremos el plano complejo con el origen sobre el punto F
con CK' y F'B como ejes y F'B en el eje imaginario. Sea ¢, k, bi las coordenadas
complejas de C, K, B, con ¢, k, b en los reales. La rotacién con centro en B

y con un dngulo & = 7 mapea el punto C' hacia A. Tenemos que A tiene la
coordenada compleja a = b(1 — i) + ci. Similarmente, el punto N es obtenido
por una rotacién del punto K alrededor de B con un dngulo § = —7 y con

coordenadas complejas n = b(1 + i) — ki. El punto medio E del segmento AN

tiene las coordenadas complejas e = ‘”T" =b+ %z asi F esta sobre la linea

FB. UJ

Ejemplo 2.2.4 En los lados de un cuadriatero ABCD, se construyen cuadra-
dos hacia el exterior y con centros Oy, Oy, O3, O4. Entonces se cumple que

0103L0204 Y que 0103 = 0204.



O,

Demostracion. Sean ABMM', BONN', CDPP', DAQQ', los cuadrados con-
struidos con centros O, Os, O3, Oy, respectivamente. Denotemos con letras
mindsculas los puntos que estdn representados con letras mayusculas, es decir,
01 es la coordenada de Oy, etc. El punto M es obtenido por una rotacién de A
alrededor de B con un dngulo 6 = 7; asi m = b + (a — b)i. Similarmente,
n=c+b-cli,p=d+(c—d)iyq=a+ (d—a)i.

De esto se sigue que

_ a+m __ at+bt+(a—b)i _ btet(b—c)i _ ctdt(c—d)i _ d+a+(d—a)i
Ol_azm_ 2 02 = 75 03 = 75 YO0 = — 5 -
Entonces

03—01 c+d—a—b+i(c—d—a+b) iR
04—0y a+d—b—c+ild—a—b+c) ’




asi 01031.050,4. Ademas,

03 — O

1 .
| | =1=i=1
04 — 02

por lo tanto 01035 = O50,. O

Ejemplo 2.2.5 En los lados AB, BC, C'A de un triangulo ANABC' se constru-
yen triangulos semejantes NADB, ABEC, ACF A, los cuales tienen la misma
orientacion. Demostrar que ANABC' y ADFEF tienen el mismo centroide.

A

S

E

Demostracion. Como los tridngulos son semejantes y con la misma orientacion,
tenemos que,

b—a c—b d—c
en consecuencia d=a+ (b—a)z, e=b+ (c—b)z, f =c+ (a — ¢)z, se sigue
que,

d—a e—=b f—c

dt+e+f a+b+c
3 3
Por lo tanto AABC' y ADEF tienen el mismo centroide. CIE
sigiente problema se le atribuye a Napoledn Bonaparte, quien fué un aficionado a
las matematicas. Por esta razén se le conoce a este resultado como el problema
de Napoledn.

Ejemplo 2.2.6 S/ se construyen triangulos equildteros sobre los lados de un
triangulo (cualquiera), entonces los centros de gravedad de estos son los vértices
de un triangulo equildtero



Demostracion. Sean a, b, ¢ los vértices del tridngulo, y Aeac, ANadb, Abfc los
tridngulos equildteros mencionados. Como los tridngulos son equildteros y tienen
la misma orientacién que el tridngulo Alww? y sabiendo que 1 + w + w? = 0,
obtenemos, € + bw + cw? =0, a + dw + bw? =0, b+ fw + cw? = 0.

Solo falta probar que Aghj es equildtero, pero como g, h, j, son centros de
gravedad de los tridngulos exteriores, entonces, g + hw + jw? = %((a + dw +
bw?)) + 2 ((e + bw + cw?) + 2 (b + fw + cw?) = 0. Por lo tanto, los centros de
gravedad forman un tridngulo equilatero. O

Ejemplo 2.2.7 Los triangulos Aabc y Aalalc! son equildteros y los puntos
m,n,q son los puntos medios de qq/,bbl,y ccl. Probar que Amnp es equilatero.



al

cl/

bt

., ’_ _ _
Demostracion. Tenemos que, m = “5%, n = bV = R

/

o

Como los tridngulos en referencia son equilateros, tenemos que a+wb+w?c = 0,
a’ + wb +w?d = 0. Entonces,

a+wb + w?c — (a' + wb +w?c) =0,

a+ wb + w?c — (a’ + wb + w?c)

2 =0
(a—a)+wb—-V)+w*c—-"7) 0

2 - Y
(a —d b—10 g, c—c

y esto es igual a m + wn + w?p =0

por lo tanto Amnp es equilatero.

Ejemplo 2.2.8 Sea PyP,...P,_1 un poligono inscrito en un circulo unitario.
Pruebe que:



1. P0P1-P0P2...P0Pn_1:n
2. sinT-sin 20 sin 00T = on

Demostracion.

. . . n— 1
1. Con5|deremos el polinomio P(z) =2"—1=(z—1)(z—2)...(z—27""),
con z; = cos & + isin 2& 2“ . Sabemos que las Raices 2" = 1 son los vértices
de un pollgono regular de n vértices. Estos son zg, 21,...,2,_1. Como z; = 2}
entonces P’ = (1 — z)(1 — 22)--- (1 — 27" 1) = n, sacando el médulo.

n=1—all-z[1-27 (2.9)

n:P()Pl'PQPQ...PQPn_l

2. Como z; = cos 2 + jsin & entoncesl—z1 =1—cos 2T — jsin 2T =

2sin® 25 — 2isin 2 cos £ = 2sin £ (sin 22 — j cos ’”)

Asi |1 — 2F| = 281n k: =1,2,...,n — 1. Por lo tanto, por 2.9 tenemos

que:
T 27 . (n—Dm
n=2sn—-2sin—---2sin ——,
n n n
. om . 2m o (n—1Dm
n=2" 1sm—-sm—---sm!.
n n n
Por lo tanto,
n . T .27 . (n=1)r
T =sin—-sin—---sin ——.
2n—= n n n

2.3. Problemas propuestos

2.3.1. Parametro auxiliar

Problema 2.1 Las circunferencias de radios R y % son tangentes exteriores.
Desde el centro de la circunferencia menor se ha trazado, bajo un angulo de



30° con relacion a la linea de los centros, un segmento de largura 2R. Hallar la
longitud de las partes que estan fuera de la circunferencia.

Problema 2.2 Una circunferencia de radio R pasa por los vértices adyacentes
de un cuadrado. La tangente a la circunferencia, trazada desde el tercer vértice
del cuadrado es dos veces mayor que el lado del cuadrado. Hallemos el lado del
cuadrado.

Problema 2.3 E/ dangulo de un triangulo es el doble de el angulo mas chico y
sus lados son tres niimeros entreros consecutivos. Cuanto valen sus lados?

Problema 2.4 En el cuadrilatero ABC'D el angulo /B es rectoy AB : BD =
2 . 4+/2. Al continuar los lados BC' y AD ellos concurren en el punto M. Hallar
el angulo ZDMC' si sabemos que ZABD = 45°.

Problema 2.5 En un semicirculo, desde los extremos del diametro se trazan dos
cuerdas que se intersectan. Demostrar que la suma de los productos resultantes al
multiplicar toda la cuerda por el segmento de cada cuerda, adyacente al diametro
es, igual al cuadrado de este ltimo.

Problema 2.6 Sea AABC' un triangulo, con ZABC = 45°. Desde A trace
el sesgmmento AD, con D en BC, de tal forma que: DC = 2BD y el angulo
/BAD = 15°. jCuanto mide el angulo /BC A?

2.3.2. Complejos

Problema 2.7 Dado el triangulo z,z5z3, probar que el centro de gravedad de

este es el puto asociado al nimero complejo 25

Problema 2.8 Probar que las diagonales de un paralelogramo se bisectan mu-
tuamente.



Problema 2.9 [os puntos medios de os lados de un cudrilatero son los vértices
de un paralelogramo.

Problema 2.10 Se construyen cuadrados sobre los lados de un cuadrilatero
ABCD, hacia el exterior. Sea M, N, P y () los centros de estos cuadrados,
como se muestra en la figura. Probar que 0,05 1.030; y que 0409 = O30;.

Problema 2.11 Sea 2, 29, z3 las coordenadas de los vértices del triangulo
A1A3As. Si|z1| = |22 = |z3| ¥ 21+ 20+ 23 = 0, probar que el triangulo A1 As A
es equilatero.

Sugerencia: utilizar la propiedad, |21 — 2|* + |21 + 22|* = 2(|21> + | 22]?)

Problema 2.12 En los lados de un cuadrlatero convexo ABC' D se contruyen
hacia afuera los triangulos equildteros ABM y C'DP y hacia adentro los triangu-
los equlateros BC'N y AD() describe la forma de el cuadrilatero M N PQ).

Problema 2.13 S/ se construyen triangulos equildteros sobre los lados de un
triangulo (cualquiera), entonces los centros de gravedad de estos son los vértices
de un triangulo equilatero.

Problema 2.14 Probar que la linea que une los puntos medios de dos lados
opuestos bisecta al segmento que une los puntos medios de las diagonales de un
cuadrilatero.

Problema 2.15 En los lados AB y BC de un triangulo AABC' trazamos
cuadrados con centro D y E tal que los puntos C' y D estan en la misma
direccion de AB y los puntos A y E son opuestos a la direccion de BC'. Probar
que el angulo entre las lineas AC'y DE' es igual a 45°.

Problema 2.16 En los lados AB y BC de un triangulo NABC' se trazan
triangulos equilateros . Si P, (), R son los puntos medios de los segmentos BC,
AM, AN, respectivamente. Probar que el tridngulo APQR es equildtero.



Problema 2.17 Las diagonales AC' y CE de un exagono regular ABCDEF
son divididas por puntos interiores M y N, respectivamente, tal que

AM CN
AC  CE

Determinar r si sabemos que B, M y N son colineales.

Problema 2.18 En los lados AB y AC de un triangulo AABC' se construyen
cuadrados ABDE y ACFG, externos a la figura. Si M es el punto medio de
BC, probar que AM 1 EG y EG = 2AM.

Problema 2.19 En los lados AB y AD de un triangulo ANABD se trazan
cuadrados ABEF y ADGH con centros O y @, respectivamente. Si M es el
punto medio de el lado BD, probar que ANOMGQ es un triangulo isésceles con
un angulo recto en M.

Problema 2.20 E/ los lados de un cuadrilatero convexo ABCD se trazan
triangulos equilateros ABM y C'DP externos a la figura y triangulos equilateros
BCN y ADQ internos a la figura. Describe la forma de el cudrilatero M N PQ).

Problema 2.21 Sea C un acircunferencia, tracemos tres cuerdas AB, C'D y
EF cualesquiera con longitud igual al radio de C. Sean M, N y P son los
puntos medios de FFA, BC' y DE, respectivamente. Demostrar que AM NP es
equilatero.

Problema 2.22 Sea ANABC un triangulo en los lados de este se construyen
triangulos ADAB, ABCE y NAFC tales que los angulos en A, C, F son
rectos, respectivamente, y ANAFC' hacia el interior de NABC'. Probar que los
puntos A, C', F son colineales.

Problema 2.23 Dados los vértices, z1, zo, de un tridngulo equildtero, hallar el
tercer vértice zs.



Problema 2.24 Dados tres vértices, z1, z3, 23, de un paralelogramo, halla el
cuarto vértice z, opuesto a zs.

Problema 2.25 Encontrar todos los nimeros complejos z tal que, |z| = 1y
z Z| —

|2 +2 =1

Problema 2.26 Probar que cos = + cos 3% + cos 22 + cos ZZ + cos 2T = 1.
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