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INTRODUCCION

En teoria de gréficas topoldgica, un encaje de una grafica G en una su-
perficie S es un “dibujo” de la grafica en la superficie donde puntos en
la superficie representan vértices de la gréfica y las aristas se representan
por curvas en la superficie de tal manera que estas curvas no se autointer-
secten. Cuando este encaje genera regiones, determinadas por los puntos
y las curvas en la superficie, que son homeomorfas al disco estos encajes
se llaman usualmente mapas o encajes 2-celulares.

El objetivo principal de esta tésis fue el estudio de los encajes de las gréfi-
cas conocidas como gréficas ctibicas bicirculantes y que fueron estudiadas
por T. Pisanski, ya que estas graficas bicirculantes tienen muchas propie-
dades simétricas interesantes, cuya descripcion se realiza eficientemente
a través de las llamadas gréficas de voltaje, que también son estudiadas
en esta tesis.

El estudio de los encajes 2-celulares es amplio y existen técnicas para en-
contrar lo que se conoce como género minimo y maximo de una grafica,
donde por género minimo (méximo) orientable de una gréfica G se entien-
de como el minimo (méximo) ntiimero de toros que se deben agregar a la
esfera para encontrar una superficie donde G tenga un encaje 2-celular.

El problema de encontrar el género de una gréfica en el sentido de com-
plejidad computacional resulta un problema np-duro; sin embargo, algu-
nas de estas técnicas hacen uso de las gréficas de voltaje, esquemas o
sistemas de rotacién y la bisqueda de cierto tipo de arboles generadores
en las gréficas en el caso del género méximo.

En esta tesis estudiamos las caracteristicas de las graficas ctbicas bicir-
culantes asi como su representacién por medio de graficas de voltaje y
estudiamos las técnicas mds usuales en topologia de gréficas con el ob-
jetivo de buscar los géneros maximos y minimos de las gréficas ctibicas
bicirculantes. En el transcuro de esta tesis logramos encontrar varios de
estos géneros aunque para ciertas clases no pudimos lograrlo.

La tesis se divide en 6 capitulos que a su vez se dividen en 2 partes,
la primera donde se estudia la teoria necesaria para poder estudiar los
encajes y las gréficas ctbicas bicirculantes, en la segunda parte nos damos
a la tarea de entender las gréficas bicirculantes ctbicas y sus posibles
encajes.

En la primera parte que inicia en el capitulo 1 se mencionan los resultados
principales de édlgebra que se emplearan y se da una breve exposicion de
la teoria bésica de graficas.
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INTRODUCCION

En el capitulo 2 se da una breve introduccién a la graficas topolégica:
mapeos, isomorfismos, cocientes y cubiertas regulares, basada en [10].

En el capitulo 3 se da la teoria para manejar las gréficas de voltaje, que
son una especie de c6digo que permite describir de forma simple ciertas
graficas que son muy grandes pero que mantienen alto grado de regula-
ridad.

En la segunda parte que inicia en el capitulo 4 se da la definicién y pro-
piedades de las graficas cutbicas bicirculantes simples, dadas en [19], se
estudia la primer parte de este articulo y se trata de dar una explicacién
mas amplia de algunas de las demostraciones que en el articulo se pre-
sentan y que son de importancia para nuestro trabajo.

En el capitulo 5 se da una breve y mas bien informal introduccién a la
topologia de superficies y se trata el género de una gréfica, su relacion
con la topologia y se describen los esquemas de rotacion.

Finalmente en el Capitulo 6 se emplean las técnicas estudiadas para tratar
de encontrar el género minimo y méximo de las gréficas ctbicas bicircu-
lantes simples, las cuales se dividirdn en 4 familias de acuerdo al tipo de
gréfica de voltaje de la que se derivan.
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TEORIA BASICA






PRELIMINARES

1.1 SOBRE LA TEORIA DE GRUPOS

Para este trabajo se dan por hechos y conocidos los teoremas principales
de la teoria de grupos, inicamente daremos algunas definiciones y de-
mostraciones que resultan ttiles tener en mente para los temas a tratar
en esta tesis, quedando ademas de acuerdo en la notacién que se emplea-
ra.

Un grupo se representara como la pareja (A, *). Donde * es la opera-
ciéon del grupo. Aunque se hablard simplemente del grupo A si ya se
sobreentiende la operacién del grupo, la cual se denotard como a*b o
simplemente ab.

Recordemos que un grupo (A, x) es abeliano si para cualesquiera a,b € A
se tiene que axb = b * a.

En esta tesis se empleard principalmente el grupo de los enteros mo-
dulo n con la operacién suma que se escribird como (Z.,+), es de-
cir, consideraremos Z,, = {0,1,2,..,n— 1}, donde si i,j € Z,, se define
i%j =14 j(mod n).

Para el presente trabajo cuando hagamos referencia al grupo Z,, enten-
deremos que hablamos de (Z,,, +), donde el elemento neutro es el o y
dado i € Z,, su inverso es —i; sin embargo, para el caso general, dado un
grupo A, el neutro se escribird como 1y el inverso del elemento a € A es

a

Dado un elemento a de un grupo A definimos el orden de a como el en-
tero positivo mas pequefio para el que se cumple a™ = 1, y escribiremos
ord(a) = m.

Un grupo A se dice generado por el elemento a, si
A={d'li=...,—-2,-1,0,1,2,...}.
En este caso al grupo A se le llama ciclico y se denota como < a >.

De manera mds general llamamos a S C A conjunto generador de un
grupo A si todo elemento de A puede escribirse como un producto finito
de elementos del conjunto S y de sus inversos, en este caso escribiremos

A =<X1,X2,...,%Xn >
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Para el siguiente teorema y de aqui en adelante mcd(a, b), representa el
maximo comun divisor de a y b.

Teorema 1.1.1. Dado < a > con n elementos, entonces < a >= Zn.
Teorema 1.1.2. a es generador de Zr, siy solo si med(n, a) = 1.

Teorema 1.1.3. Sij € Zy, entonces ord(j) =n/med(n,j).

Demostracién. Primero, en efecto j™/m¢d(ni) = 0, pues

jn/med(nj) — (jn)m — (o)m =0.

Segundo, se debe tener que j°"40) = j(ord(j)) = kn para algtn entero
positivo k (sin considerar médulos). Asi que tenemos

ord(j) = kn/j
_ k[n/med(n,j)lmed(n, j)
~ [j/med(n,j)lmed(n,j)
~ kn/med(n,j)]
© j/med(n,j)

Esto implica que debe ser k = j/mcd(n,j), pues es el valor mas pequefio
de k tal que ord(j) es entero. Luego,

ord(j) = kn/j = HmECI — n/med(n, j)

O

Recordar también que dados dos subgrupos, S, T del grupo A, decimos

que T es conjugado de S si existe g € A tal que T = gSg~ .

Observar que si T es conjugado de S entonces T = S, es decir, T y S son
isomorfos.

Finalmente recordar que el indice de un subgrupo H de un grupo A es el
numero de clases laterales izquierdas generadas por H.

1.2 SOBRE LA TEORIA DE GRAFICAS

En esta seccién se exponen las definiciones y teoremas basicas de la Teoria
de Griéficas.



1.2 SOBRE LA TEORTA DE GRAFICAS
1.2.1  Definicion de grdfica

Definicién 1.2.1. Una grifica G = G(V(G), E(G)) consiste de un conjunto
V(G) cuyos elementos son llamados vértices, y un conjunto E(G) de pares (no
ordenados) de vértices, a los elementos del conjunto E(G) se les llama aristas.

Para el presente trabajo el conjunto V(E) se considerara siempre finito.

El tamafio de una grafica es la cantidad de aristas que tiene y se denota
como [E(G)|.

El orden de una gréfica es la cantidad de vértices que tiene y se denota
como [V(G)].

Se dice que dos vértices, a,b € V(G), son adyacentes si{a,b} € E(G).
Una arista, e ={a, b} € E(G) es incidente a un vértice v, si v € {a, b}.
El grado de un vértice es la cantidad de aristas incidentes a éI.

Dada una gréfica G le asignamos una representacion visual (RV) siguien-
do los siguientes pasos:

1. Cada vértice se representa con un punto (dos vértices distintos no tie-
nen asignado el mismo punto).

2. 5i{a, b} € E(G) entonces trazamos una curva del punto que representa
al vértice a, al punto que representa al vértice b.

1.2.2  Tipos de gridficas

Sea G(V(G),E((G)) una graficay a,b € V(G).

Sie=1{a,a} € E(G), ala arista e se le llama lazo. Una arista que no es un
lazo se llama arista propia.

Sif ={a,b} € E(G), aparece més de una vez en E(G), se dice que f es una
multiarista.

Una arista dirigida es una arista a cuyos elementos se les asigna un orden
teniendo como resultado un par ordenado de vértices. La RV de una arista
dirigida, e, consiste de una flecha que va de la primer coordenada a la
segunda, ésta serd llamada la direccién positiva de la arista y se denotara
e’ (la otra direccion es la direccién negativa de la arista, y se indica e™).

Si se le asigna un orden a la arista {a, b}, digamos a primera entrada y b
segunda entrada, entonces se escribird (a, b). Luego el otro caso se escribe
como (b, a).

Si en la grafica G todas las aristas son aristas dirigidas, a G se le llama
grdfica dirigida.
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a) u p b ) " ,

d d

Figura 1: a) muestra la grafica dirigida G donde E = {(a,b), (¢, b),(d,c), (a,c)};
b) muestra la grafica dirigida G donde E ={(b, a), (c,b), (c,d), (c, a)}.

Si las aristas dirigidas (a,b) y (b, a) son elementos de E(G), la RV de
ambas aristas se sustituye por una sola linea sin flechas y se dice que es
una arista doblemente dirigida.

Definiremos una semiarista como una arista que comienza y termina en el
mismo vértice sin ser un lazo, en la figura 2 se muestra su representacion;
esto implica que al dar direcciones a una pregrafica, una semiarista es
automaticamente doblemente dirigida. Intuitivamente una semiarista es
una arista doblada sobre si misma.

/

Figura 2: Semiarista

Definicién 1.2.2. Sea G = G(V(G), E(G)) una grdfica. Decimos que G es
simple si E(G) no contiene lazos ni multiaristas. Si E(G) contiene semiaristas,
a G se le llama pregrdfica. Si G no es pregrdfica, a G se le llama grdfica general.
Una grdfica general que no es simple le llamamos multigrdfica.

Cuando se hable de una gréfica G se entendera que es una grafica general
simple no dirigida a menos que se especifique otra cosa.

Dada una grafica G definimos:
Camino (entre el vértice ap y an): como una susecién vértice arista
aop,€0,a1,€1,...,an_1,€n—1,an, parai=0,1,...,m,

donde a; € V(G) y donde e; = {ai,ai+1} € E(G). Podemos entonces
caracterizar un camino como la sucesién agp, ag, ..., a, 0 como la sucesiéon
eo,€1,...,en—1, que se denotard como W,. Un camino es cerrado si el
vértice inicial coincide con el vértice final. Un camino es abierto si no es
cerrado.

Cuando la grafica sea dirigida conviene a veces denotar un camino por
K . . .,

eg‘o, ef“, ...,e, "7, donde «; € {+,—} dependiendo de la direccién de la

arista e;.

Ciclo: camino cerrado de 3 0 mas v’ertices, con todos los vértices distintos.
Si el ciclo tiene n vértices se escribe Ci,.
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Trayectoria: Es un camino abierto donde todos los vértices son distintos (y
por tanto todas las aristas son distintas). Si la trayectoria tiene n vértices
entonces escribimos T,.

Definicién 1.2.3. Una grifica G = G(V(G),E(G)) es conexa si para cuales-
quiera a,b € V(E) existe un camino que inicia en a y termina en b.

Definicién 1.2.4. Una subgrdfica de una grifica G = G(V(G),E(G)) es una
grafica H(V(H), E(H)) donde V(H) C (V(G)) y E(H) C E(G).

Definicion 1.2.5. Si H(V(H), E(H)) es una subgrdfica de G(V(G), E(G)) que
cumple que, si vi,v, € V(H) entonces {vy,v2} € E(H) si y solo si {vy,v2} €
E(G), entonces a H(V(H), E(H)) se le llama subgrdfica inducida.

Definicion 1.2.6. Una subdivision de una grdfica G = G(V(G), E(G)) es una
nueva grdfica obtenida después de haber hecho una secuencia de subdivisiones
en las aristas; una subdivision de una arista {u,w} € E(G) se obtiene agregan-
do un vértice v en V(G) tal que ahora {u,w} ¢ E(G) pero {u,v} € E(G) Y
{v,w} € E(G).

Ejemplo 1.2.1. En la siguiente figura, a) muestra un lazo, b una subdivision
de dicho lazo, el cual es un ciclo.

a) b) " V3 Y,

u

Figura 3: La gréfica en b) se obtiene subdividiendo la grafica en a) 7 veces.
Definicion 1.2.7. Dada una grdfica conexa G, un vértice de corte es un vértice
v tal que G — v es disconexa. Un bloque es una subgrdfica conexa maximal de G

la cual no tiene vértices de corte.

Ejemplo 1.2.2. En la siguiente figura la grdfica en a) tiene 2 bloques los cuales
se muestran en b), de aqui que v1 es un vértice de corte.

Figura 4: Bloque
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1.2.3 Algunas grdficas especiales

1.2.3.1  Arboles
Definicién 1.2.8. Un drbol es una grdfica conexa que no contiene ciclos.

Definicién 1.2.9. Si T = T(V(T), E(T)) es una subgrdfica de la grdfica conexa
G(V(G),E(G)) y ademds T es un drbol con V(T) = V(G), a T se le llama drbol
generador.

1.2.3.2  Grdficas completas

Definicién 1.2.10. La grdfica G es completa si todos sus vértices son adyacentes.
La grdfica completa de n vértices se denota como Ky,

1.2.3.3 Grdficas bipartitas

Definicién 1.2.11. Una grifica es bipartita si sus vértices pueden dividirse en
dos conjuntos A, B, tales que todos los elementos de A son no adyacente entre
ellos y todos los elementos de B son no adyacentes entre ellos. A, B deben ser no
vacios.

Si todo elemento de A es adyacente con todo elemento de B y todo elemento de
B es adyacente con todo elemento de A y |A| = m,|B| = n, se llama bipartita
completa y se denota como Ky n.

1.2.3.4 Flores

Definicion 1.2.12. Una flor es una grdfica que consiste de un solo vértice y
todas las aristas son lazos, si dicha grdfica tiene n lazos se escribe como Br.. A
una grdfica formada por la union de m flores le llamamos ramo, si cada flor tiene
respectivamente ay, ay, ..., Am lazos al ramo lo denotaremos como Rq, a,,...,anm-

Figura 5: En a) se muestra la flor B3, en b) se muestra el ramo R3 4
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1.2.3.5 Escalera de Mobius

Definicion 1.2.13. La grdfica llamada escalera de Mobius, My, se define de la

siguiente manera:
V(Mn) :{VO/V1/---/V2n—1}
E(MTL) :{{Vi,ViJr]}, i= 0,1,...,211— ]} U {{Vilvi+n}/ i= 0/]/- A | ]}

Las operaciones son médulo 2n.

Figura 6: En a) se representa a M5, en b) a Mg.

1.2.3.6  Grdficas de Petersen Generalizadas

Definicién 1.2.14. Las grdficas de Petersen Generalizadas las cuales denotare-
mos como GP(n, 1), se definen de la siguiente manera:

V(GP(n, 7)) ={uo,u1,...,Un—1,V0,V1,...,Vn—_1}

E(GP(n, 7)) = {{uy, uiz1}, 1=0,1,...,n—1} U {vi,viz+), 1=0,1,...,n—
U {{viui}, i=0,1,...,n—1}

Las operaciones son modulo 2n.

Uo Uy Usg
a) b)
u, Uy
u

£/

U, Us

2 Us

Figura 7: En a) se representa a GP(5,2), enb) a GP(6,3).

1.2.3.7 n-Prismas

Definicién 1.2.15. Los n-Prismas son el subconjunto de las grdficas generaliza-
das de Petersencuando v = 1, es decir, son las grdficas GP(n, 1) que denotaremos

como Py. Ver figura 8.



8

PRELIMINARES
Uo Ug Us
d S N,
uq Uy
u, Us usz Us

Figura 8: En a) se representa a GP(5,1), en b) a GP(6,1).

1.2.3.8 Grdficas de Cayley

En la literatura existen varias definiciones de gréficas de Cayley, pero en
el presente trabajo solo utilizaremos la siguiente:

Definicién 1.2.16. Sea A un grupo, y sea I' = {x1,X2,...,Xn} un conjunto ge-
nerador de A, i.e. A =< T >. Definimos la grifica de Cayley, C(A,T), de la
siguiente manera:

V(G) ={A),

E(G) ={(a,b)} talque a € Ay b = axy paraalgiini € {1,2,...,n}

Notar que una gréfica de Cayley es una gréfica dirigida, ademads en oca-
siones se toma I" sin que sea un subconjunto generador de A.

Dada una grafica de Cayley C(A,T'), si ignoramos la direccién dada a las
aristas, que en la representacién visual seria equivalente a dibujar aristas
sin flechas, a la nueva grafica se le denotard como C(A, meo.

1.2.3.9 Grdfica Circulante

Una gréfica circulante es una gréafica de Cayley sobre Z,,, C(Z,,T'); donde
I" no tiene que ser un subconjunto generador de Z,,.

1.2.3.10 Numero Cromdtico de una Grdfica

Dada una grafica G = G(V(G),E(G)) y un conjunto de colores S =
{a,b, ...}, una coloracién de G con colores de S consiste en asignar a cada
elemento de V(G) un solo elemento de S de manera que los extremos de
cada arista de G reciban colores distintos.

Definicion 1.2.17. El niimero cromdtico, X(G), de G es el minimo niimero de
colores necesarios para colorear G.



TEORIA DE GRAFICAS TOPOLOGICA

En este capitulo se introducen los conceptos que son fundamentales para
el estudio de las graficas de voltaje.

2.1 MAPEO GRAFICO

Definicién 2.1.1. Sean G = G(V(G),E(G)) y G’ = G'(V(G'),E(G’)) grd-
ficas, llamamos mapeo grifico a la funcion ® : V(G) — V(G') que preserva
adyacencias, es decir, si {u,v} € E(G) = E entonces {®(u), ®(v)} € E(G’).

Ejemplo 2.1.1. En la siguiente figura se muestra un mapeo grdfico con la si-
Quiente funcién:
®:V(G) — V(G)

O(a)=0(b) =D(c) =D(d) = D(e) =u.
D(a') = O(b') = D(c/) = D(d') = (') = v.

a) b)
a a'
b b
c c' u @v
d d
e e'

Figura 9: Mapeo Grafico
donde dada una arista en la grdfica a), se le puede asignar cualquiera de las 3

aristas de la grdfica b), pudiendo usar solamente una de ellas para todas.

2.2 ISOMORFISMO

Definicién 2.2.1. Sean G y G’ grificas, decimos que G y G’ son isomorfas con
isomorfismo @ si la funcion © definida como en la seccién anterior es biyectiva
y ademds ®~ también preserva aristas.

Ejemplo 2.2.1. En la figura se muestra un isomorfismo entre 2 grdficas, el iso-
morfismo es:
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O:V—V
®(a) = 1,0(a’) = 1/,®(b) = 2,B(b') = 2/, D(c) = 3,0(c’) = 3',®(d) =
4,0(d)=4',0(e) =5,0(e') =5

a a’

Figura 10: Isomorfismo
Podemos ahora definir lo que es un automorfismo.

Definicion 2.2.2. ® es automorfismo si es un isomorfismo de G en G.

Sabemos que el conjunto de todos los automorfismos de una grafica G
forma un grupo, se le llama Grupo de automorfismos y se denota Aut(G).

También podemos definir ahora lo siguiente:

Definicion 2.2.3. Una grdfica es vértice transitiva si dados dos vértices, vi,v2,
existe un automorfismo, ®, que envia uno de los vértices dados en el otro vértice
dado, es decir, ®(v1) = v, para cualesquiera vi,vz € V(G).

Definicion 2.2.4. Una grdfica es arista transitiva si dadas dos aristas existe un
automorfismo que envia una de las arista dadas en la otra arista dada.

Ejemplo 2.2.2. En la figura 11 se muestra P4, que es vértice transitiva pues se
llega de un vértice a cualquier otro ya sea mediante rotacion, o bien, se intercam-
bia el ciclo interno con el ciclo externo y luego se hace una rotacion; sin embargo,
no es arista transitiva pues, por ejemplo, la arista {uo,vo} no puede enviarse a
{vo, vz} mediante automorfismo.

Uy

Figura 11: Gréfica vértice transitiva



2.3 COCIENTES REGULARES

2.3 COCIENTES REGULARES

Sea G = G(V(G), E(G)) una gréafica y sea A un grupo tal queacadaa € A
se le puede asignar un automorfismo ®, : G — G, y se cumple que:

1. Para 1 € A, el neutro del grupo, ®; : G — G es el automorfismo
identidad.

2.Paraag,be A, OOy = Ogp.
Esto es lo que se llama accién del grupo A sobre la gréfica G(V, E).
Si ademads se cumple

3. Para todo elemento ¢ # 1 en el grupo, se tiene que @.(v) # v, donde
v e V(G),

se dice que A acttia libremente sobre G.

Ejemplo 2.3.1. La grdfica en a) de la figura solo tiene 2 automorfismos que son
la identidad y el automorfismo que envia el vértice v en el vértice w dejando fijo
u, por lo que para esta grdfica no existe un grupo que actiie libremente sobre ella;
pero, para la grdfica en b, Z es un grupo que actiia libremente sobre ella.

a)  u b) "

Figura 12: Automorfismo

Podemos entonces hablar de la drbita del vértice v € V(G), que definimos
como [v] ={®q(v), para toda a € A}. El conjunto de las 6rbitas generadas
por A sobre los vértices se denota como V/A.

Andlogamente para cualquier arista e = {u,v} € E(G), la drbita de e bajo
O es [e] = {{Dp(u), Pp(v)}, para todo b € A}. El conjunto de las érbitas
generadas por A sobre las aristas (ya que @ preserva aristas) se denota
como E/A.

Es importante notar que tanto las 6rbitas de los vértices asi como las 6r-
bitas de las aristas hacen una particion en los vértices y en las aristas
repectivamente.

Ejemplo 2.3.2. El grupo de rotaciones con 5 elementos, que es isomorfo a Zs,
actiia libremente sobre la grdfica de Petersen originando 2 drbitas de vértices y 3
Orbitas de aristas como se aprecia en la figura, siendo la grdfica de la izquierda
un cociente regular.

11
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Uo [u]

(2P Uz

Figura 13: Cociente regular

Definicién 2.3.1. Dada una grifica G = G(V(G),E(G)) y un grupo A que
actiia libremente sobre G, definimos el cociente regular de G, como la grdfica

G/A =G/A(V(G/A),E(G/A)).
Adicionalmente es conveniente definir

Definicién 2.3.2. Accion transitiva de un grupo A sobre una grdfica dada G =
G(V(G), E(G)), es una accién que genera una sola drbita.

2.4 CUBIERTAS REGULARES

Dada la grafica cociente G/A de G como se defini6 en la seccién anterior,
podemos definir la funcién cociente, q, de la siguiente forma:

ga: G — G/A

donde x € V(G).

Sean G = G(V(G),E(G)) y G = G(V(G),E(G)) gréficas, sea A un grupo
que actta libremente sobre G, supongamos ademas que existe la funcién
® tal que es un isomorfismo ® : G/A — G; finalmente considérese
ga : G — G/A, definimos entonces:

‘po:G—)G
tal que
Po=®oqn,

a la funcién py se le llama proyeccién de la cubierta reqular, a G se le llama
cubierta reqular y a G se le llama espacio base.



GRAFICAS DE VOLTAJE

Las graficas de voltaje son una de las técnicas més ttiles para dar una
descripcion sencilla de ciertas familias de gréficas y dado que jugaran un
papel muy importante para el desarrollo del problema a resolver, en este
capitulo se presenta la teoria basica de gréficas de voltaje.

3.1 DEFINICION DE GRAFICA DE VOLTAJE

Definicién 3.1.1. Una Grdfica de Voltaje es la tripleta G(V, E,\p), donde G(V, E)
o simplemente G es una grdfica dirigida, la cual puede ser multigrdfica, \ un gru-
poy Y : E(G) — A, es una funcién que asigna a cada arista de G, un elemento
del grupo.

Al elemento a del grupo A asignado a una arista e € E(G), por medio de
1, se le llama voltaje.

A partir de una grafica de voltaje se construye la llamada grdfica derivada.

Para la siguiente definicién si (x,y) € V x A escribiremos xy = (x,y).
También para la arista (e, z) € E(G) x A escribimos e, = (e, z).

Definicién 3.1.2. Sea G = G(V, E, ) una grdfica de voltaje, definimos la grdfi-
ca derivada como G¥ = GV (V x A, Ey) donde V x A es el conjunto de vértices
de G y las aristas son

Ey ={(Xxa,Yap(e))Va € A, Ve = (x,y) € E(G)}.

A cada arista en By, le llamaremos arista derivada.

Ejemplo 3.1.1. En este ejemplo obtenemos la grdfica de Petersen, GP(10,2),
como grdfica derivada de la grdfica de voltaje representada a la izquierda de la
siguiente figura. Asumiremos que \ = Zs y los voltajes son 0,1,2 como se
muestra en la figura.

Sea G(V, E,) = G una grafica de voltaje y GY(VxA, Ey) = GV¥la grafica
derivada correspondiente:

GV es también una gréfica dirigida, aunque en algunas ocasiones se con-
siderard dicha grafica sin atender a las direcciones de las aristas.

Dada una arista e = (x,y) € G(V, E, ) existe una tnica arista derivada
que tiene como vértice inicial x4, dado por e, y que corresponde a la arista

(Xa, Ya(e))-

13
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Figura 14: Gréfica de Petersen como gréfica derivada.

Sea e = (x,y) € E(G). Ya vimos en la seccién 1.2.2 que, por ejemplo, e
es la direccion positiva de la arista, es decir, corresponde a ir del vértice
Xq al vértice yqq(e) ; por otro lado e, significa recorrer la arista e, de

Yaw(e) @ Xa, sto nos lleva de manera natural a hablar de un voltaje para

e, el cual sera 11)(6)71.

Al conjunto {v x A} para cada v € V(G) se le llama fibra sobre v. Andlo-
gamente para cada e € E(G) al conjunto {e x A} se le llama fibra sobre
e.

Sie = (x,y) € E(G) es arista propia, la arista derivada del elemento e, en
la fibra sobre e tiene como vértice final yq,(¢); sabemos que si a,b € A
y a(e) = b(e) entonces a = b, esto implica que la fibra sobre e es
isomorfa a |A| copias de K;, donde |A| se refiere a la cardinalidad del

grupo.

En general si e = (x,x) y ord({(e)) = n entonces la fibra sobre e estd
formada por |A|/n ciclos de tamafio n.

Ejemplo 3.1.2. Del ejemplo 3.1.1, consideremos la fibra que corresponde a la
arista {u, w} en la grdfica derivada, la cual es isomorfa a |Zs| = 5 copias de
K2, y cada lazo de la grdfica de voltaje deriva en un ciclo de tamarfio 5, ya que
ord(1) = ord(2) =5.

3.2 VOLTAJE NETO

Sea G(V,E, V) una gréfica de voltaje y sea G¥ la grafica derivada respec-
tiva.

Definiciéon 3.2.1. Sea W = ep*0,e1 %1, ..., en*", donde o € {+,—}, un ca-
mino en G. Definimos el voltaje neto de W como

PN (W) =P(eo®)P(er ™) - - -P(en ™), donde P(e™) = (ei)™



3.2 VOLTAJE NETO

Observar que si W = ep%°,e1%7,...,en*", donde a; = + 0 —, es un camino
en G y si suponemos que el vértice inicial de ep™° es x y si elegimos un
xq en la fibra de x, entonces existe un tnico camino, W%, en GV el cual
estd completamente definido por los voltajes asociados a cada arista e; *t.

A cada camino, WV, que comienza en un determinado x, se le llama
levantamiento de W; ya que dicho camino s6lo depende del vértice a, que
es donde comienza, nos referiremos a un levantamiento como W4,.

También es facil ver que si W es un camino del vértice x al vértice y, enton-
ces W, es un levantamiento que comienza en xq y termina en y gy, (w)-

Ejemplo 3.2.1. En la grdfica de voltaje del ejemplo 3.1.1 podemos escoger el
camino

W= {wu ! b T fwu) uug

Este camino tiene como levantamiento en la grdfica de Petersen el ciclo externo
recorrido en sentido inverso.

Definicién 3.2.2. Llamamos proyeccién natural a la funcion py : G¥ — G
que manda la fibra sobre v € V(G) al vértice v y la fibra sobre e € E(G) a la
arista e.

Teorema 3.2.1. Sea C un k — ciclo en una grdfica de voltaje G(V,E, ), P :
E(G) — A, tal que ord(\{n(C)) = m, entonces p1 ' (C) es isomorfo a |A|/m ,
km — ciclos.

Demostracién. Sea x el vértice inicial de una arista de C, nos fijjamos ahora
en x4, en la fibra de x, comenzamos a trazar en G¥ el camino tnico, W, =
Cgq, determinado por W = C, vemos que en W, se encuentran los vértices
Xa, Xapy (W), unidos por un tramo del levantamiento W, después de
haber dado una vuelta completa en C; vemos entonces que este proceso
se repetira hasta que apn(W)" = q, esto es, cuando n = m, que serd
entonces un ciclo de tamafio km.

De lo anterior vemos que hemos usado m vértices de la fibra de x por
tanto debe haber |[A|/m ciclos de tamafio km. O

Veamos ahora otra nocién topolégica aplicada a graficas. Esto serd ttil en
capitulos posteriores.

Ya hemos definido el voltaje neto P (W) donde W es un camino en una
grafica de voltaje G(V, E, ), definimos ahora el siguiente conjunto:

Definicién 3.2.3. Sea W,, un camino cerrado, es decir, que comienza y términa
en el vértice v, llamamos grupo local en el vértice v al conjunto A, que consiste
de todos los posibles caminos cerrados en v, A\, = {Pn(W4)}.

15
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Ejemplo 3.2.2. La grdfica de voltaje de la figura estd considerada sobre el grupo
Z4; el grupo local del vértice u es simplemente {0, 2}, algunos de los caminos
posibles son

W,:2,-2
Wy, :0,0
W, :2,0
Wy :2,0,2,0

2

u <> W

0

Figura 15: Grupo local

Teorema 3.2.2. A, es subgrupo de A.

Demostracién. Solo es necesario demostrar que el neutro y los inversos
estdn en A,. El nuetro estd: Sea W, un camino cerrado cualquiera, a este
camino le ainadimos W, recorrido en sentido inverso, tenemos entonces
un nuevo camino cuyo voltaje neto es 1.

Si el camino cerrado W, tiene voltaje neto a, entonces el camino que se
obtiene al recorrer W, en sentido inverso tiene voltaje a~! y es un camino
cerrado en v, por lo tanto los inversos estdn en A,,.

O

Teorema 3.2.3. Si los vértices x,y € G(V, E, ) estdn en la misma componente
conexa entonces Ay y Ay son conjugados en A.

Demostraciéon. Sea wq un camino cerrado en x, w, un camino cerrado en
Yy, asi que Pn(wy) € Ay, In(w2) € Ay. Formamos entonces el camino
(cerrado en y) w12~ 'wiwi,, donde w1, es un camino con direccién de x
ay, asi que

Y (Wi Twiwiz) = dnwrz) 1o (wr )N (wrz) € Ay
Luego,

Pn (W12)hn (Wi wiwi ) bn (wi2) T = dn(wg) €
Y (w12 Aydn (wia)

Por tanto, Ax C Pn(W12)Ayn(wiz) ™!

Por otro lado, sabemos que Pn(w2) € Ay, vemos que Wiawowis ! es

un camino cerrado en x y que



3.3 HACIENDO CONEXIONES

PN (Wiawawiz 1) = P (wi2)dn(wa)n(wiz) 7! € Ay,

asf que P (W12)Ayn(wiz) ! C As.

Por tanto Pn (w12) Ay (w12)~ " = Ay, donde PN (wr2) € A.
O

Teorema 3.2.4. Si G(V, E, ) es conexa, entonces el niimero de componentes en
GV es [A: A, donde v € V(G) es arbitrario.

Demostracién. Dado v € V(G), cada componente de GY debe contener
un vq para algin a € A, ademds algunas veces v y vy pertenecen a la
misma componente, asi que s6lo es necesario ver cudntos vértices de la
fibra de v pertencen a la misma componente en G v,

Tenemos que v, y Vp pertenecen a la misma componente si y sélo si
a~"b € A, (lo que se traduce como que debe existir un camino cerrado
en v con voltaje neto a~'b) pero esto es cierto si y solo si aA, = bA,,
lo que significa que el nimero de componentes es el nimero de clases
laterales izquierdas dadas por A, en A. O

3.3 HACIENDO CONEXIONES

Sea G(V, E,\) una gréfica de voltaje en el grupo Ay GV la grafica deri-
vada correspondiente; para cada a € A definimos el automorfismo

(O GY — Gg¥
Dy (vp) =Vap sivp € V(GY)

Ademads, usando teorfa basica de grupos podemos ver que:
1. ®; : G¥ — GV es el automorfismo identidad.

2. CDa(Db = (Dab
3.S5ia €A, a#1, P4 no fija nintn elementos ni en vértices ni en aristas.

Los tres puntos anteriores implican que A actta libremente sobre GV, a
esta accion se le llama accién natural.

Teorema 3.3.1. Las 6rbitas de los vértices de la accién natural de A\ sobre GV
se corresponden con las fibras sobre los vértices de GV, también las orbitas de las
aristas se corresponden con las fibras de las aristas.

Demostracién. La 6rbita de la accién natural de A sobre el vértice vq € GV
es el conjunto {Py (vq)| para todo b € A} = {vp 4| para todo b € A}, pero
este dltimo conjunto es precisamente la fibra del vértice v € V(G). La
demostracion para las aristas es analoga. O
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Para el siguiente corolario es necesario recordar la definicién de la fun-
cién po de la seccién 2.4 y la definicién 3.2.2 de p;.

Corolario 3.3.1. La proyeccién natural py : G¥ — G es una proyeccion de
cubierta regular.

Demostracién. Tomamos qa : G¥ — G¥ /A compuesta con
i:GY/A — G,
tal que i([v]) =v donde v es vértice de G, entonces podemos hacer
p1=1iodna
que por definicién es una cubierta regular. O

GV es entonces la cubierta y G es el espacio base o base.

El siguiente diagrama ilustra el corolario anterior:

GY

—>
a¥n

Figura 16: Proyecciones

El siguiente teorema juega un papel muy importante en la teoria de gra-
ficas de voltaje, cuya demostracién se encuentra en [10].

Teorema 3.3.2. [10] Sea A un grupo que actiia libremente sobre la grifica G y
sea G la grdfica cociente resultante. Entonces existe una funcion \p : E(G) — A
y una asignacion uno a uno del conjunto {V(G) x A} a los vértices de G tal que
G = G¥ y la accién del grupo A sobre G es la accion natural de A\ sobre G .

Este teorema nos permite caracterizar a las gréficas ctibicas bicirculantes,
las cuales son descritas en 4.1 .

Teorema 3.3.3. Sea A un grupoy I' = {x1,X2,...,Xn} un conjunto generador
de A. Entonces la grdfica de Cayley C(A,T) es una cubierta reqular de la flor By,.
También si G es una cubierta regular de By, y A es el grupo que actiia libremente
sobre G, entonces se pueden asignar voltajes a By, tal que dichos voltajes generan
Ay tal que B,V = G.



3.4 VOLTAJES EN PREGRAFICAS

Demostracién. Para demostrar la ida del teorema, dada B,, asignamos los
voltajes x1,X2...,Xn a los lazos de B, luego BY =~ C(A,T), y sabemos
que la gréfica derivada es una cubierta regular, en este caso de By. El
regreso del teorema es una aplicacién del teorema 3.3.2, pues estamos
suponiendo que A acttia libremente sobre C(A,T). O

3.4 VOLTAJES EN PREGRAFICAS

Hemos visto la definicién de gréfica de voltaje donde G(V, E) es una gra-
fica general dirigida; sin embargo, si G(V, E) es pregrafica simplemente
asignamos direcciones a las aristas y semiaristas (ya dijimos que las se-
miaristas solo pueden tener una direccién), y también asignamos un ele-
mento del grupo escogido, A, a cada una de las aristas y semiaristas de
G a través de una funcién{ : E(G) — A.

Pero como a nosotros nos interesa obtener gréficas de derivadas de G(V, E)
que sean simples, que no sean pregraficas y ademas no nos interesara la
direccion de las aristas, debemos tener en cuenta las siguientes condicio-
nes:

1. A las semiaristas s6lo se les puede asignar elementos del grupo que
sean su propio inverso y distintos del neutro, (por qué?, porque ya diji-
mos que el voltaje de una arista recorrida en cierta direccién debe ser el
inverso del voltaje dado a la arista en la otra direcciéon. En nuestro trabajo
el grupo es Z,, lo que significa que solo podemos asignar el elemento
n/2 a las semiaristas por lo que solo podemos emplear el grupo Z,, con
N par.

2. Del punto anterior vemos que dado un vértice v € V(G) solo puede
tener una semiarista incidente a él, pues en caso de que tuviera al menos 2,
puesto que tendrian el mismo voltaje (n/2), se formarfan aristas multiples
en la gréfica derivada.

3. Si sobre los vértices x,y € V(G) se definen aristas mdltiples entonces
se les debe asignar voltaje distinto y ademds cualesquiera 2 de ellas que
tengan direccion contraria no deben tener voltajes tales que el voltaje de
una de ellas sea el inverso del voltaje de la otra.

4. Un lazo no puede tener como voltaje al neutro.

Para construir la gréfica derivada, G¥, de la gréfica de voltaje G(V, E, V),
donde G es pregrafica con las condiciones mencionadas arriba, lo que
hacemos es lo siguiente:

Las aristas que no son semiaristas se derivan como ya se ha sefialado en
las secciones anteriores.

Para considerar las semiaristas, sea E el conjunto de las semiaristas de
G, realizamos los pasos que se indican a continuacion.
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i.Sie=(x,0) € Es(G) y W(e) = a € A, considerar a e como un lazo en el
vértice x con su voltaje respectivo.

ii. Hecho el paso 1, construimos la grafica derivada como se ha hecho en
la seccién 3.1.

iil. Como dada una semiarista solo se le puede asignar un elemento que
se su propio inverso, resulta de los pasos 1 y 2 que se tendran aristas
dobles, lo que hacemos en este paso es eliminar una de tales aristas tanto
de E(GY¥) como de la RV de GV.

iv. Como cuarto paso simplemente eliminamos las direcciones de las aris-
tas, pues para nosotros no serdn relevantes.

A continuacién damos dos ejemplos, en uno de ellos se deriva una pre-
gréafica no permitida y en el otro una permitida.

Ejemplo 3.4.1. En a) de la figura 17 la pregrdfica G(V, E,Z4) resulta no per-
mitida ya que en ), la grdfica derivada respectiva, se tienen lazos.

a) b)

-

U uy

Figura 17: Pregréfica no permitida

Ejemplo 3.4.2. La pregrdfica en a) de la figura 18 es G(V,E,Z4) y es una
pregrdfica permitida; en b) se muestra la grdfica derivada respectiva.

a) b)

Uo » U 4

us {Uz

Figura 18: Pregrafica permitida
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GRAFICAS CUBICAS BICIRCULANTES

Este capitulo esta fuertemente basado en el articulo “A classification of
cubic bicirculants"de Tomaz Pisanski [19], el cual se estudié con el fin de
conocer las caracteristicas principales de las gréficas bicirculantes ctibicas.

Acordamos también que al hablar de grafica ctbica bicirculante (gcb) nos
referimos, en el contexto expuesto en este trabajo, a una grafica general
ctbica bicirculante simple no dirigida.

4.1 DEFINICION DE GRAFICA CUBICA BICIRCULANTE

Recuerde que en 1.2.3.9 vimos que una grafica circulante es una grafica
de Cayley C(Zy,T"), ahora con los resultados vistos en el capitulo de gra-
ficas de voltaje ahora podemos ver a estas gréficas como derivadas de
ciertas gréficas Br,; siguiendo este punto de vista definimos lo que son
las graficas bicirculantes:

Definicién g4.1.1. Una grdfica bicirculante es una grdfica G(V, ) para la que
existe un grupo ciclico, < a >, que actiia libremente sobre G generando 2 érbitas.

Observar que en la definicién anterior, al tratarse de una accién libre, las
2 Orbitas tienen la misma cardinalidad.

En el caso en el que todos los vértice de una grafica bicirculante tengan
orden 3, diremos que G(V, E) es una grafica ctibica bicirculante.

Por el teorema 3.3.2 y dada la definicién de gbc, sabemos que dichas
graficas deben derivarse de alguna grafica de voltaje, nos preguntamos
ahora cudles pueden ser tales graficas; primero un grupo ciclico < a > es
isomorfo a un Z,, por lo que a partir de ahora hablaremos de Z, como
el grupo que actia libremente sobre G(V, E) y que genera 2 6rbitas.

Supongamos que Gz, (V,E, ) es una grafica de voltaje de donde se ha
derivado G(V,E), que es una gbc, como hay 2 6rbitas Gz, debe tener
exactamente 2 vértices; luego, por la definicién de grafica derivada, por
cada arista adyacente a uno de los dos vértices de Gz (V, E, ), digamos
u € V(Ggz,), la gréfica derivada tendra al menos una arista adyacente
a uq donde a € Z,, por lo que cada uno de los 2 vértice de Gz, es
adyacente a lo més a 3 aristas.
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De la discusién anterior y considerando que una grafica de voltaje puede
ser una pregréfica, en la figura 19 mostramos cuédles podrian ser gréficas

base de una gbc.
‘ : ‘

a) b) c)

nl/2 nl/2

Figura 19: Posibles graficas base para una gbc, 1,j,0 € Zy,.

Ahora tomando en cuenta lo dicho en los puntos 1-4 de la seccién 3.4, por
el punto 2 sabemos que un vértice solo puede tener una semiarista de mo-
do que las pregraficas a), d) y e) de la figura anterior quedan eliminadas,
por lo que de las gréficas de la figura solamente b), ¢), f) y g) (a las que
denotaremos como T(n,1,j), I(n,1,j), F(n,1) y H(n,1,j) respectivamente)
son graficas base validas de una gbc, mas adelante veremos que ademads
los voltajes, i,j, pueden o deben cumplir ciertas condiciones.

Como tenemos dos orbitas de vértices podemos hacer V(G) = Vq|J V2,
por otro lado, a los elementos de E(G) se les dividird en dos conjuntos,
el conjunto R que estara formado por todas las aristas cuyos vértices de
incidencia se encuentran en la misma 6rbita, ya sea ambos en V7 6 ambos
en V3; en el segundo conjunto, S, estaran las aristas con un vértice en V;
y el otro vértice en V.

A una arista en R se le llamar4 arista circulante o arista rin. A una arista en
S se le llamara arista bicirculante o arista eje.

Clasificamos los vértices de G, que sabemos son de orden 3, de acuerdo
al tipo de aristas incidentes a ellos.

La clase 3R, seran aquellos vértices cuyas aristas incidentes sean todas
aristas circulantes.

La clase 2R + S, aquellos vértices con 2 aristas circulantes y una arista
bicirculante.
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La clase R+ 2S, aquellos vértices con una arista circulante y 2 aristas
bicirculantes.

La clase 3S, aquellos vértices cuyas aristas incidentes sean todas aristas
bicirculantes.

Maés adelante veremos cudles gréaficas pertenecen a qué clase. Mientras
tanto probamos la siguiente proposicion:

Proposicion 4.1.1. En una grdfica ciibica bicirculante, G(V, E), todos los vérti-
ces pertenecen a la misma clase.

Demostracién. Si dos vértices, x1,x2 € V(G), pertenecen a la misma 6rbita
entonces pertenecen a la misma clase pues existe un isomorfismo que
manda x; en x, esto porque Z,, acta libremente sobre G; esto implica
que la proposicién es cierta si G no tiene aristas bicirculantes. También
implica que podemos fijarnos en un solo vértice de cada 6rbita, pues los
demés tienen las mismas propiedades.

Por otro lado, si G tiene una arista bicirculante, e, entonces existen un
vértice x1 € V7 y un vértice y; € V3, tal que e = {x1,yi}, al actuar libre-
mente Z,, sobre G si nos fijamos en particular sobre esta arista vemos
que la 6rbita que se genera, Eq, de e es isomorfa a n gréficas K,, donde
recalcamos que por ser una accién libre, los elementos de E; no tienen
vértices en comun.

Si al menos uno de x; y y; tuviera otra arista bicirculante, digamos e, =
{x1,Y;} entonces repitiendo el razonamiento anterior, tenemos otra fibra
E, isomorfa a n gréficas K3, y tal que E1 NE, = (), ademds como E; agota
los vértices de G se tiene que y; debe pertencer a alguna de las n aristas
de E; lo cual implica que y; también tiene otra arista bicirculante.

Finalmente, si al menos uno de x7 y y; tuviera una tercera arista bicir-
culante entonces con un razonamiento andlogo al del parrafo anterior
tenemos que ambos vértices tendrian 3 aristas bicirculantes.

Se ha demostrado que los vértices de ambas o6rbitas, Vi,V,, tienen la
misma cantidad de aristas bicirculantes, lo cual concluye la demostracién
de la proposicion.

O]

4.2 ESTRUCTURA DE LAS CLASES DE VERTICES

Presentamos la estructura de las gréficas ctbicas bicirculantes, en la figu-
ra 20 se muestran las gréficas de voltaje que serdn la guifa en la clasifica-
cion.

De aqui en adelante cuando se hable de las graficas T(n,1,j), I(n,1i,j),
F(n,1) y H(n,1,j), nos referimos a las gréficas base de la figura anterior,
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a) b) C) i
.‘ 0 .‘ u Vv

"LV
o

Figura 20: a) T(n,1,j), b) I(n,1,j), ¢) F(n, 1) y d) H(n,1,j).

mientras que T'(n,1,j), I'(n, 1,j), F/(n,1) y H'(n,1,j) son las gréficas deri-
vadas respectivas de las gréficas base.

Observe que las graficas b),c) y d) tienen voltaje 0 en una de las aristas
bicirculantes, esto debido a que una grafica derivada de alguna de estas 3
gréficas pero sin tener asignado el voltaje 0 es isomorfa a la misma grafica
base con algtn voltaje 0.

Siendo mads precisos, para las grédficas que pertecen a la clase b), con-
sidérese la figura 21. Sean G| y G} las graficas derivadas de a) y b)
respectivamente, el isomorfismo entre estas gréficas viene dado por:

®: G| — G}

®(u}) =uq, para todo a € Zy.
®(v{) =vp_x/, paratodo b € Z,.

a) i I b) 5

Figura 21: Isomorfismo entre graficas derivadas de gréficas base con y sin voltaje
0. El grupo considerado es Zn,

Para las gréficas que pertecen a la clase c), considérese la figura 22. Sean
G} y G} las gréficas derivadas de a) y b) respectivamente, el isomorfismo
entre estas graficas viene dado por:

®:G] — G)
®(u)) =uq, para todo a € Zy.
®(vy) =Vp_is, para todo b € Zy,.

Para las gréficas que pertecen a la clase d), considérese la figura 23. Sean
G} y G} las gréficas derivadas de a) y b) respectivamente, el isomorfismo
entre estas graficas viene dado por:
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Figura 22: Isomorfismo entre graficas derivadas de graficas base con y sin voltaje
0. El grupo considerado es Z,,

®:G) — G,

®(u}) =uq, para todo a € Zy.
®(vi) =vp_i/, paratodo b € Z,.

Figura 23: Isomorfismo entre graficas derivadas de gréficas base con y sin voltaje
0. El grupo considerado es Z,

4.2.1 Clase 3R

Ya sabemos que en particular esta clase de graficas debe ser la grafica
derivada de una de las 4 graficas T(n, 1,j), I(n,1,j), F(n,1) 6 H(n, 1,j), pero
la tinica de estas graficas que tiene la propiedad de que en su derivada los
vértices de Vj son no adyacentes con los vértices de V, es T = T(n, 1,j);
esto implica que para esta clase se debe tener que n es par. Ademas
podemos asumir que 0 < 1 < j < n—1,i4+j < n, también i,j # n/2,
pues los otros casos o0 no estan permitidos o son graficas isomorfas a las
permitidas.

Podemos considerar primero la gréfica derivada del vértice u € V(T) y
sus respectivas aristas, veremos que la gréfica derivada obtenida puede
ser solamente copias isomorfas de n-prismas, Iy, o bien, copias isomorfas
de escaleras de mobius, M. Para ello consideremos lo siguiente:

1. Derivamos primero la semiarista de u con voltaje n/2, de aqui obtene-
mos una gréfica isomorfa a n/2 gréficas Kz, con aristas {uy, g /2}-

2. Derivamos el lazo en v, el cual tiene voltaje i. Ya sabemos que éste
formaré un ciclo de tamano o(i) = n/mecd(n, i), (teorema 1.1.3), este ciclo
da lugar a dos posibilidades:
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(a) El ciclo derivado, C, es la parte superior de un prisma, esto se da si
o(i) es impar, luego, hay n/(o(i)) ciclos de este tamafio que, por teoria
bésica de grupos, cada dos de ellos forman un prisma y hay en total
(n/(o(1)))/2 prismas.

(Por qué no se puede obtener C de tamafio par de forma que ob-
tengamos un prisma? Supongamos que C tiene tamafio par y que se
forma entonces un prisma, entonces el vértice 0 estd unido al vértice
n/2 por el paso 1 de la derivacion, ademas dado que C tiene tamafio
par, al formar el ciclo que empieza y termina en n/2, justo a la mita
del camino, es decir en (n/2+1i(o(i))/2) (médulo n), se debe llegar
al vértice 0 pero este vértice no puede estar también en dicho ciclo,
luego este C no existe. Por otro lado es claro que una banda C con
tamafio impar no puede ser ciclo de una escalera de Mobius, pues no
se pueden formar parejas disjuntas que formarian los peldafios de la
escalera.

(b) La otra opcién es que el ciclo derivado sea parte de una escalera de
Mobius; ya vimos que si esto se da, el tamafio de C es par. En este
caso tendrfamos n/ o (i) ciclos de esta clase y por tanto esa misma
cantidad de escleras de Mobius.

Podemos hacer el mismo razonamiento con el otro vértice v, luego una
grafica T(n,1,j) estard formada ya sea por 2 conjuntos de gréficas cada
uno de los cuales puede ser un conjunto de prismas isomorfos entre ellos
o un conjunto de escaleras de Mobis isomorfas entre ellas.

Las aristas pueden ser de uno de los 3 tipos siguientes:

{uklukJr‘rL/Z}/ {vk/karn/Z} k= Or ]l' . ,n/2— ]/
{uk/uk+i}/ k - OI]/"‘/n_ ]/
Vikvirih k=0,1,...,n—1.

Nota: en la discusién anterior se consideré como ciclo a un lazo, como
recurso para facilitar la exposicion.

4.2.2 Clase 35

En esta clase todas las aristas tienen un vértice en V7 y el otro en V3,
tales gréficas son las llamadas graficas de Haar ciclicas ctibicas, que son
estudiadas mas ampliamente en [15].

En la figura 20 el dibujo d) es el correspondiente a la grafica base de esta
clase pues es el tnico cuyas aristas derivadas cumplen que son aristas eje.
Notar que podemos asumir que 0 <i<j<n—1,i+j<n

Los tipos de aristas en este caso son:
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{uk,vk},k:O,L...,n—L
{Uk,\)k+i},k:0,1,...,n_1,
{uk,vk+]’},k:0,1,...,n_1.

En la literatura se puede encontrar una descripciéon de las graficas de
Haar ciclicas cabicas la cual relaciona cada grafica de esta familia con
un natural de acuerdo a su escritura en sistema binario; sin embargo,
a nosotros nos serd mas util hacer una descripcién mds visual de esta
familia, para esto tomamos en cuenta lo siguiente:

Nos fijamos en el ciclo formado por las aristas de voltaje 0 y voltaje i, en
la grafica derivada tendremos mcd(n, i) ciclos de tamafio 2 * m ; lo
que hace la arista de voltaje j es unir estos ciclos de manera que la grafica
derivada sea conexa permitiendo representar estas graficas de forma pe-

culiar. Un ejemplo pondra claro lo anterior.

Ejemplo 4.2.1. En este ejemplo se muestra la grdfica derivada H'(36,33,1) (ver
figura 24), la cual para fines de visualizacion se ha dibujado de forma particular,
hay que unir el ciclo interno con el externo (aristas mds gruesas) para completar
el dibujo lo que ocasionard una “torcién”de las aristas correspondientes.

Este ejempo nos da la idea de cémo se pueden ver las gréaficas de esta
familia y que serd muy importante a la hora de establecer algunos re-
sultados en el capitulo 6. De hecho se puede demostrar que una gréfica
pertenece a la familia H’(n,1,j) si y solo si su representacion visual tiene
una forma andloga a la del ejemplo anterior.

4.2.3 Clase S+2R

Cada vértice de V; es incidente con un sélo vértice de V> lo cual hace
que esta clase sea derivada de la grédfica de voltaje b) de la figura 20.
Estas gréficas corresponden a las llamadas gréficas F. Notar que podemos
asumir 0 <i<j<n—1,i4+j <n,1#n/2,j# n/2. Tenemos como
aristas:

{uk,vk},k:O,1,...,n—1,
{uk/uk+i}/ k= O/]/'--/11_1/
Vi vikrjh k=0,1,...,n—1.

A estas graficas se les llama gréficas I. Sus propiedades son estudiadas
en [17] y [14]. Aqui solo mencionamos un corolario que serd muy impor-
tante para nosotros y que se demuestra en [14]:

Corolario 4.2.1. Una grdfica 1'(n,1,j) es grdfica de Petersen generalizada si y
solo si med(n,i) =10 med(n,j) = 1. Si med(n,i) = 1 entonces 1'(n,1,j) =
GP(n,r) donde r es la solucion de la ecuacion j = r x i(mod n).
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33
H(36,33,1) @
1

'(36,33,1)

Figura 24: H'(36,33,1).
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4.2.4 Clase R+25

En esta clase cada vértice es incidente con dos aristas eje y una arista rin,
le corresponde ser derivada de la gréfica c) de la figura 20. Asumimos
que una de las aristas eje tiene voltaje 0, que 0 < i < n/2 y n debe ser par.
Las aristas que se obtienen son:

{uk/vk}/ k: 0,1,...,11*1,
{ug, virit, k=0,1,...,n—1,
Wi, Un 2l (Vo Viegn 2t k=0,1,...,n/2 — 1.

Veremos que esta clase es corresponde, o bien, a graficas isomorfas a r-
prismas, o bien, a graficas isomorfas a escaleras de Mdobius. Para verlo,
derivemos F(n,1,j) en el siguiente orden:

1. Derivamos las dos semiaristas. En este paso obtenemos una gréfica
isomorfa a n/2 gréficas K;. Estas K, serdn los peldafios de escaleras de
Mobius o aristas de las caras laterales de prismas, segtin corresponda.

2. Consideramos a las aristas eje como si fuera un ciclo y derivamos. Ini-
ciemos en el vértice up de la 6rbita de u, avanzamos en i para llegar a v;
en la 6rbita de v, luego avanzamos a u; llegando nuevamente a la 6rbita
de u, con esto hemos construido dos aristas de la grafica derivada, obser-
vemos que estos pasos se repetirdn hasta regresar a uo, para ello se habra
construido un ciclo de tamafio par, esto implica que solo puede haber
r-prismas, con 1 par, o bandas de mobius ciclo mayor de tamafio par.

Ya hemos visto que por la teoria de gréficas de voltaje, dada una gréfi-
ca cuibica bicirculante podemos considerarla como la gréfica derivada de
una de las cuatro gréficas de voltaje mencionadas, pues tenemos que Z,
actta libremente sobre la gréafica por definicién; esto usando el teorema
3.3.2, mds atn con toda la discusiéon anterior sabemos que todas ellas son
obtenidas como gréficas derivadas de gréficas de voltaje, por lo tanto el
siguiente teorema es cierto:

Teorema 4.2.1. Cualquier grdfica ciibica bicirculante de 2n vértices es isomorfa
a una de las siguientes grdficas: T'(n,1,j),H' (n,1,j),1'(n,1,j), 6 F/(n, 1)

4.3 ALGUNAS PROPIEDADES BASICAS DE LAS GBC

Para las siguientes proposiciones se usard la notacion de la seccion 4.2,
para T(n,1,j), H(n,1,j), I(n,1,j), F(n,i) corresponde la notacién de la cla-
se 3R, 3S, 2R+ S, 2S + R respectivamente. También los voltajes asignados
a las diferentes graficas base son los indicados en la figura 2o0.

Proposicién 4.3.1. Una grdfica cibica bicirculante G es conexa si y solo si:
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1. G =H(m,1,j) y med(n,i,j) =1.
2. G=In,1i,j)y med(n,i,j)=1.
3. G=Fn,i) y med(n,i) =16 mecd(n,i) =2y n/2 es impar.

Demostracién. Primero, es claro que las gréficas T(n,1,j) son no conexas
ya que la gréfica de voltaje es no conexa.

Caso 1, usamos el teorema 3.2.4, para ello debemos calcular [A : A,],
con A = Zn, es decir, la cantidad de clases laterales dadas por el grupo
local de un vértice v de H(n, 1,j), donde el teorema 3.2.3 nos dice que no
importa qué vértice usemos.

Tomemos entonces el vértice u, es claro que el grupo local en uwes Ay =<
i,j >, esto es, el generado por 1,j con la operaciéon suma heredada de Z,,;
para que halla una sola componente en la grafica derivada necesitamos
que A1 genere a Z,,. Recordando que un subrupo de un grupo ciclico es
ciclico, debe exister un elemento de la forma ai + bj tal que genera a Ay,
el cual queremos que se igual a Zy, entonces necesitamos que:

mcd(ai+bj,n) =1
Demostraremos entonces que mcd(ai+bj,n) = 1siysolosimecd(n,i,j) =
1

Supongamos que mcd(n,i,j) = 1, entonces
1 =mcd(n,i,j) = med(n, med(i,j)) = med(n, ai+ bj) donde a,b € Z.

Supongamos ahora que mcd(ai+bj,n) = 1y supongamos que med(n,i,j) >
1 entonces existe a > 1 tal que divide a 1i,j, n, pero esto inmediatamente
implica que mcd(ai+ bj,n) > 1, luego se tiene la implicacién deseada y
esto concluye también el caso 1.

Caso 2, el razonamiento es andlogo al caso anterior, ya que nuevamente
es facil ver que el grupo local sobre el vértice v de la grafica I(n,1,j) es
<1i,j>.
Caso 3, en este caso el grupo local en v es < i,n/2 >, asi que nueva-
mente G es conexa si y solo si med(n,i,n/2) =1, como mcd(n,i,n/2) =
mcd(med(n, n/2),1) = med(n/2,1), podemos afirmar que med(n,i,n/2) =
1 siysolosi med(n,i) =10 mecd(n,i) =2 yn/2 es impar.

O

Proposicioén 4.3.2. Una grdfica ciibica bicirculante G es bipartita si y solo si:
1. G=T(n,1,j), nespar yn/med(n,i) y med(n,j) son impares.
2. G =HMmn,ij).
3. G=1I(n,1i,j), nes par e i,j son impares.

4. G =F(n,1).
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Demostracién. Caso 1, ya hemos dicho que, de hecho n debe ser par para
poder asignar el voltaje n/2, también dijimos que G puede estar formada
tUnicamente por escaleras de mobius de tamafio par o prismas de tamafio
impar, pero un prisma de tamafio impar no es una grafica bipartita, las
escaleras de mobius de tamafio par son bipartitas, asi que necesitamos
asegurar que G estd formada solo por esta clase de gréficas, lo cual es
cierto si y solo si el tamanfio del ciclo de una escalera de mobius es par,
lo cual se da si y solo si en T(n,1,j) se da que n/mcd(n,1) y n/mecd(n,j)
son pares.

Caso 2, es claro que cada fibra originada por cada uno de los dos vértices
de H(n,1,j) es un conjunto independientes.

Caso 3, Con el fin de facilitar la escritura, las aristas derivadas del vértice
u que tengan ambos vértices en la érbita de u serdn llamadas aristas rin
exteriores, las aristas derivadas del vértice v que tengan ambos vértices
en la Orbita de v serdn llamadas aristas rin interiores, las aristas restan-
tes seguiran siendo aristas eje; también int® denotard una secuencia de
a aristas rin interiores, s denotard una arista eje y ext? denotard una
secuencia de b aristas rin exteriores.

Podemos suponer que G es conexa, pues cuando no lo es, se da que las
componentes son isomorfas, asi que por la proposicion 4.3.1, asumimos
que mcd(n,i,j) =1.

Sabemos que una grafica es bipartita si y solo si no contiene ciclos im-
pares. Dada G derivada de una gréafica I(n,1i,j) puede haber tres clases
de ciclos: 1) compuestos solo de aristas rin exteriores, 2) compuestos solo
aristas rin interiores, 3) Compuestos tanto de aristas rin interiores como
de aristas rin exteriores, que por tanto deben conter aristas eje. Los ci-
clos del primer y segundo tipo tienen n/mcd(n,i) y n/mcd(n,j) aristas
respectivamente.

Supongamos que G es bipartita, luego n/mcd(n,1i) es par, esto implica
que n debe ser par, esto a su vez implica que 1i,j no pueden ser ambos
pares pues entonces no se cumpliria que mcd(n,i,j) = 1. Supongamos
entonces sin pérdida de generalidad que i es impar, por demostrar que
j es también impar. Haciendo un argumento por contrad1cc1on suponga-
mos que j es par Afirmamos que el ciclo C = sint!’sext!’ tiene tamafio
impar donde j’ = mem(j, 1)/j y i’ = mem(j,i)/i (mem(j, 1) es el minimo
comun mdaltiplo de i, j), pues como i es impar y j es par, i’ es impar y j’
es par, luego el tamafio de C es 2+1’ +j’ que es impar, lo que contradice
que G es bipartita.

Supongamos ahora que n es par y j,i son impares, esto implica que
n/med(n,i) y n/mcd(n,j) son pares, o sea que los ciclos del tipo 1 y
2 son pares. Cualquier otro ciclo puede escribirse como

C =int) sext'' sintizsextizs ...intla sextlr s,
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donde para que C sea un ciclo debe darse que i*xi; +i*i; +...+1ix%
ip+j*j1+j*j2+...+j*xjq = 0(modn), esta expresion puede escribirse
como i*xi’+jx*j’ = 0(modn), como n es par, i,j impares debe darse que
i/,j’ tienen la misma paridad lo que implica que C es un ciclo par.

Caso 4, tenemos ya que n debe ser par, por otro lado sabemos que G esta
formado solo por escaleras de mobius de tamafio par, o bien, solo por r-
prismas con 1 par. Ninguna de estas graficas contiene un ciclo de tamafio
impar asi que son bipartitas.

O]

Proposicién 4.3.3. Una gridfica ciibica bicirculante G es vértice transitiva si y
solo si:

1. G=T(n,1,j) y med(n,i) = med(n,j).

3. G =1(n,1,j) y med(n,i) = mcd(n,j) = 1, G es isomorfa al dodecaedro
G(10,2) 6 existe un entero v tal que % =+1(mod n).

4. G =F(n,1i).

Demostracion. Caso 1, sabemos ya que una grafica T(n,1,j) es disconexa
y la gréfica derivada de cada componente es un conjunto de gréficas de
mobius o prismas, asi que para que T(n,1,j) sea vértice transitiva se nece-
sita que ambas componentes deriven en el mismo tipo de grafica y deben
ser del mismo tamafio, esto es T(n,1i,j) es vértice transitiva si y solo si
mcd(n,i) = med(n,j).

Caso 2, en [15] se demuestra que las gréficas ciclicas de Haar son de
Cayley y por tanto vértice transitivas.

Caso 3, podemos suponer que G es conexa pues cuando no lo es tenemos
que las componentes son isomorfas. Esta propiedad se estudia en [14].

Caso 4, sabemos ya que una grafica F(n,i) es un conjunto de prismas
isomorfos o de escaleras de mobius isomorfos, es claro que cada conjunto
de gréficas es vértice transitivo.

O
Proposicion 4.3.4. Una grdfica ciibica bicirculante G es de Cayley si y solo si:
1. G=T(n,1,j) y med(n, i) = med(n,j).
2. G =H(n,1i,j).

3. G =1(n,1,j) y med(n, 1) = med(n,j) = 1, y existe un entero r tal que
j =rx*i(modn) yi=r=xj(modn).

4. G =F(n,1).

Demostracién. Caso 1, una grafica de Cayley debe ser vértice transitiva,
necesitamos entonces que mcd(n,i) = mcd(n,j), también tenemos que
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esto es suficiente por lo siguiente: Si T(n,1,j) estd formada por prismas,
tenemos 2n vértices con ciclos disjuntos de tamafio n/mcd(n, i) que for-
man en total mcd(n, i) prismas, pero esta gréfica es isomorfa a la grafica
derivada de una flor B, con voltajes 2n/2 = n y 2i tomados en el grupo
Zn, (recordar que una semiarista con voltaje n/2 deriva en lo mismo que
un lazo con voltaje n/2).

Analogamente, si T(n, 1,j) estd formada por escaleras de mobius, tenemos
2n vértices con ciclos disjuntos de tamafio n/mcd(n,i) que forman en
total mcd(n,i) escaleras de mobius, pero esta grafica es isomorfa a la
grafica derivada de una flor B, con voltajes n,2 y 2i tomados en Z;,.

Caso 2, esta demostracion puede verse en [15].
Caso 3, esta demostracion pude verse en [18].

Caso 4, una gréfica F(n,i) corresponde a un conjunto de escaleras de
mobius o prismas isomorfos disjuntos definido sobre 2n vértices siendo
entonces el anélisis similar al expuesto en el caso 1.

O]
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SOBRE EL GENERO DE UNA GRAFICA

Para este capitulo se asumen algunos conocimientos basicos de Topolo-
gia General y Algebraica, y se recuerdan algunas definiciones y teoremas
importantes para el presente trabajo.

Definicién 5.0.1. Una 2-variedad es un espacio topolégico conexo tal que para
cada punto existe un abierto homeomorfo al disco
D ={(xy) e R?x? +y? < 1}.

Definicién 5.0.2. Una superficie es una 2-variedad. Una superficie cerrada es
una superficie compacta y sin frontera.

Ejemplo 5.0.1. En la figura se muestran algunas superficies cerradas: a) es una
esfera, b) un toro y c) una botella de Klein.

a) b) c)

N

Figura 25: Superficies cerradas

Para este trabajo consideraremos tinicamente las superficies cerradas.

Definicién 5.0.3. Una superficie cerrada es orientable si para toda curva cerrada,
C, el sentido de rotacion en direccion de las manecillas del reloj se preserva al
viajar alrededor de la superficie.

Si no es orientable entonces se dice que es una superficie no orientable.

Las superfies cerradas que serdn mds importantes para nuestro trabajo
son la esfera, el toro y el plano proyectivo; a estas superficies se les asigna
una representacion poligonal como se muestra respectivamente en las
figuras 26, 27 y 28.

Para una definicién mads rigurosa sobre region poligonal y su asociacién

a una superficie consultar [8] pagina 162.

’

Dadas 2 superficies, M1 y M;, es posible definir una operaciéon que “une”
ambas superficies y el resultado sigue siendo una superficie, a esta opera-

37



38 SOBRE EL GENERO DE UNA GRAFICA

O-8

Figura 26: Region poligonal asociada a la esfera.

- =

Figura 27: Region poligonal asociada al toro.

) -

Figura 28: Region poligonal asociada al plano proyectivo.



5.1 CARACTERISTICA DE UNA SUPERFICIE

cion se le llama suma conexa, se representa como M1#M; y consiste (intui-
tivamente) en lo siguiente: en cada superficie se selecciona un conjunto
homeomorfo a un disco abierto, que denotaremos St y S, respectivamen-
te, entonces tomamos los conjuntos M1 —S7 y M, — S, y los unimos de
manera que la frontera 9(Mj — S7) coincida con la frontera 9(M; —S>),
ver ejemplo 5.0.2. Notar que la suma conexa de una esfera con cualquier
superficie M da como resultado la superficie M, es decir, la esfera acttia
como un neutro de la operacién.

Para un tratamiento mds formal de esta definicion consultar [8] pagina
164.

Ejemplo 5.0.2. En la siguiente figura se presenta la suma conexa de dos toros,
que da como superficie resultante un doble toro.

o) # Y ) =

Figura 29: Suma conexa de dos toros es un doble toro.

El siguiente teorema es uno de los mds importantes en topologia alge-
braica y lo que hace es decirnos cémo es cualquier superficie cerrada
basdndose en la esfera, el toro, el plano proyectivo y la suma conexa.

Teorema 5.0.1 (Teorema de Clasificacién). Cualquier superficie cerrada es ho-
meomorfa a uno de los siguientes espacios topoldgicos: una esfera, So, la suma
conexa de una esfera con k toros, Sy, o bien, la suma conexa de una esfera con k
planos proyectivos, Ny.

Una demostracion de este teorema se puede ver en [8].

La esfera y las superficies del tipo Sy son superficies orientables, mientras
que las superficies del tipo Ny son no orientables

Dada una superficie cerrada ya sea Sy 6 Ny, a k se le llama género de la
superficie, es decir, k es la cantidad ya sea de toros o de planos proyectivos
que se deben agregar a la esfera para obtener la superficie que se esté
tratando.

5.1 CARACTERISTICA DE UNA SUPERFICIE

Definicion 5.1.1. Un encaje de una grdfica G en la superficie S es una funcion
continua uno a unoi: G — S.
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Dado un encaje, las componentes del complemento S — G se llaman regio-
nes o caras. En general, dado un encaje si una regién es homeomorfa al
disco abierto D (ver def. 5.0.2), a la region se le llama 2-celular. Si cada
region es homeomorfa al disco abierto D, se dice que es un encaje 2-celular.

Ejemplo 5.1.1. En a) se muestra un encaje de B, que no es 2-celular en el
toro, lo cual se demuestra por el hecho de que hay al menos un lazo que es no
contraible; en b) un encaje 2-celular de la misma grdfica en el toro.

a) b)

L[

Figura 30: Encaje que no es 2-celular y encaje 2-celular

Definicién 5.1.2. Una grdfica es plana si puede encajarse en So, que es equiva-
lente a que se pueda encajar en el plano.

El teorema de Kuratowski caracteriza a las graficas planas:

Teorema 5.1.1. [10, pdg. 28] Una grdfica G es plana si y solo si no contiene
alguna subgrdfica que es una subdivision de cualquiera Ks o K3 3.

El siguiente teorema es uno de los teoremas mds importantes o tal vez el
mas importante en teoria de graficas topologica.

Teorema 5.1.2. [10, pdg. 122] Sea G una grdfica (simple o compuesta) conexa
con un encaje 2-celular ya sea en Sy 6 en Ny, entonces se tiene la siguiente
identidad, llamada identidad de euler:

p—q+r=2-2k
donde p es la cantidad de vértices, q la cantidad de aristas y r la cantidad de

regiones, ya hemos dicho que k es el género de la superficie.

Definicion 5.1.3. Dada la identidad de Euler, al miembro derecho, 2 — 2k, se le
llama la caracteristica de la superficie y se denota X(Si.) 6 X(Ny), si la superficie
es orientable o no orientable respectivamente.
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Ejemplo 5.1.2. En el ejemplo anterior vimos que B tiene un encaje 2 celular en
el toro (figura b del ejemplo anterior), entonces para esta grdfica y esta superficie
debe cumplirse la identidad de Euler, para lo cual tenemos:

p=1,q9g=2r=1yk=1,luego
P—q+r=1-241=0=2—-2%x1=2-2k

5.2 EL GENERO MINIMO DE UNA GRAFICA

Definicién 5.2.1. El género minimo, y(G), de una grdfica G (también llamado
simplemente género), es el minimo género de entre todas las superficies en las que
G puede encajarse.

Ademds a un encaje de G en una superficie de género y(G) se le llama encaje
minimo.

Es necesario recalcar que en la definicién anterior estamos considerando
encajes tanto en superficies orientables como en superficies no orienta-
bles; pero cuando se consideran solo encajes sobre superficies orientables
podemos afirmar lo siguiente:

Teorema 5.2.1. [9] Si una grdfica conexa tiene un encaje minimo en Sy entonces
el encaje es 2-celular.

Cuando consideramos encajes en superficies no orientables el teorema an-
terior no es necesariamente cierto, para ver esto necesitamos la siguiente
definicion y el siguiente teorema:

Definicién 5.2.2 (Ntimero cromdtico de una superficie). Supongamos que
G es una grdfica que puede encajarse en una superficie Ny y supongamos que el
niimero cromdtico de la grifica G es x(G) = r; el max x(G) de entre todas las po-
sibles grdficas G que pueden encajarse en Ny define un invariante que se llama el
niimero cromdtico de la superficie no orientable Ny que denotaremos por x(Ny).

Teorema 5.2.2. [1] X(Ny)=
6.

| T2 | para k =1y para k > 3; x(N2)=

A continuaciéon damos un ejemplo de una gréfica conexa con encaje mini-
mo en N3 el cual no es 2-celular.

Consideremos K7, la gréfica completa de 7 vértices. Del teorema anterior
tenemos que K7 no puede encajarse en N, pues su niimero cromético es
7, pero si podemos encajarla en un toro, como se muestra en la figura
31, y dado este encaje simplemente agregamos un plano proyectivo en el
interior de una de las caras de dicho encaje, obteniendo asi un encaje en
N3 y no es 2-celular, lo cual implica que el teorema 5.2.1 no es cierto para
superficies orientables.
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A =~

\
<<

Figura 31: Encaje de K7 en un toro.

Para el caso de una grafica disconexa, esta claro que no es posible encon-
trar un encaje minimo y tener que es 2-celular pero se puede afirmar el
siguiente teorema para el caso de encajes en superficies orientables.

Teorema 5.2.3. El género de una grdfica es la suma del género de sus componen-
tes.

La demostracién de este teorema se encuentra en [11], donde primero se
demuestra que el género de una grafica conexa es la suma de los géneros
de sus bloques, luego si tenemos una gréafica disconexa, agregamos un
vértice a la grafica y luego agregamos una arista a cada componente que
va de algin vértice de la componente al vértice agregado, considerando
que cada arista agregada es un bloque de género 0 tenemos que el género
de esta nueva grafica y la original coinciden.

5.3 EL GENERO MAXIMO DE UNA GRAFICA

Definicién 5.3.1. El género mdximo, ym(G), de una grifica conexa G es el
género mdximo de entre todas las superficies en las cuales G tiene un encaje 2-
celular.

Ejemplo 5.3.1. En la figura 32, en a) se muestra un encaje 2-celular de B, ast
que yY(B2) = 0, pero en b) se muestra otro encaje 2-celular de esta grdfica en el
toro cuyo género es 1, entonces la pregunta es ; Cudl es la superficie con el género
mdximo donde B tiene un encaje 2-celular?

A continuacién definiremos un pardmetro similar al nimero de Euler.

Definicion 5.3.2. El niimero de Betti, 3(G), de una grdfica G con p vértices, q
aristas y h componentes conexas de G es 3(G) = q—p +h.
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a) b)

L

Figura 32: Género Maximo de una gréfica

A

Teorema 5.3.1. Sea G una grdfica conexa, entonces ym(G) < |B(G)|. La igual-
dad se da si y solo si v = 16 2, donde 1 es el niimero de regiones en un encaje
2-celular de G en la superficie Sy.
Demostracién. Tenemos lo siguiente

BG)=q—p+T,
Por otro lado como el encaje es 2-celular también se tiene que

p—q+r=2-2k

Entonces,

k= 2Porid — 40P g 2o | SBAL | = |B(G))

yaqueke Nyr>1.
Es claro que si r = 1 se tiene la igualdad. Cuando r = 2 entonces
k =952 € N, por lo que
S5 = 930 4 ) = 52

Es facil ver que para cualquier r > 2 se tiene la desigualdad, pues en este
caso se tiene B(G) —k > 1.

O]

Cuando se tiene que Yam(G) = B(G) se dice que G es mdximo encajable.

5.4 DISTRIBUCION DE ENCAJES DE UNA GRAFICA

Aunque se ha hablado del género maximo y minimo de una grafica G
sobre una superficie cerrada cualquiera, se suele dividir el estudio de en-
cajes 2-celulares de una grafica sobre superficies orientables y superficies
no orientables, es decir, se busca el género méaximo, ym(G), de entre to-
das las superficies orientables en las que G tiene un encaje 2-celular, se
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busca también el género minimo, y(G), tnicamente considerando super-
ficies orientables, formando entonces lo que llamaremos el intervalo de
distribucion o rango del género para encajes en superficies orientables, que
denotaremos [y, ym].

Andlogamente buscamos el género maximo sobre superficies no orienta-
bles, Ym(G), y el género minimo sobre superficies no orientables, ¥(G),
formando entonces lo que llamaremos el intervalo de distribucién o ran-
go del género para encajes en superficies no orientables, que denotaremos

v, yml.
El siguiente teorema justifica por qué hemos usado la notacién de inter-

valo en las definiciones anteriores.

Teorema 5.4.1. Si una grdfica G tiene un encaje dos celular en las superficies
Sm ¥ Sn, m < m, entonces G tiene un encaje 2-celular en Sy, donde m < k < n.

La demostracion se puede consultar en [10, pag. 132-136].

5.4.1 Algunos resultados sobre intervalos de distribucién

Teorema 5.4.2. [10, pdg. 135] Sea G una grdfica conexa, entonces Yy (G) =

B(G).

Teorema 5.4.3. [1, pdg. 143] Sea G una grdfica conexa, entonces y(G) <
2yo(G) + 1.

Definicién 5.4.1. La deficiencia, £(G, T), de un drbol generador de una grdfica
G se define como el niimero de componentes de G — T de tamafio impar.
La deficiencia, £(G), es el minimo de &(G, T) sobre todos los drboles generadores

T en G.

Teorema 5.4.4. Sea G una grdfica conexa, entonces

Ym(G) = 3 (B(G) —&(G)).

La demostracion de este teorema se puede ver en [16].

5.5 ESQUEMAS DE ROTACION

Dado un conjunto V = {1,2,...,n}, una permutacién ciclica de V es una
permutacién del conjunto tal que solo se puede descomponer en un so-
lo ciclo y es uno que contiene a todos los elementos del conjunto. Por
ejemplo para V ={1,2, 3,4, 5} algunas permutaciones ciclicas son:
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(1,2,3,5,4),(1,3,2,5,4), (1,5,2,4,3).
Dada una grafica G, etiquetamos sus vértices como

V(G)={1,2,...,n}

Para cada i € V(G) con grado ni, sea V(i) = {k € V(G)I{i,k} € E(G)}.

Sea p; : V(i) — V(i) una permutacién ciclica sobre V(i), de tamafio
ny = [V(i)|; a pi se le llama rotacién de i. El conjunto {p1,p2,...,pn}
de rotaciones se llama esquema de rotacién o sistema de rotacion.

Ejemplo 5.5.1. A la grdfica de la figura mostrada se le puede asignar el sistema
de rotacion siguiente:

P1:(2,4) p2:(1,3) p3:(2,4)
P4:(1,6,3,5) ps5:(4,6) pe:(4,5)

Figura 33: Sistema de rotacién

El siguiente teorema hace uso de los sistemas de rotacién y es ttil cuando
se buscan encajes de gréficas en superficies orientables.

Teorema 5.5.1. [1, pdg. 62] Cada sistema de rotacion {p1,p2, ..., pn} determina
un encaje 2-celular de G en una superficie S, tal que hay una orientacion en S la
cual induce un ordenamiento ciclico de las aristas {1, k} incidentes en i en la cual
el sucesor inmediato de {i,k}es {i,pi(k)},1=1,2,...,n.

Demostracién. Sea D = {(a,b)[{a, b} € E(G)}, es decir, D es el conjunto de
aristas de G pero se les ha asignado doble direcciéon, y definamos P* :
D — D como P*(a,b) = (b,pp(a)). Entonces P* es una permutacién en
el conjunto D y las 6rbitas de P* determinan las regiones 2-celulares del
correspondiente encaje. Las regiones obtenidas pueden entonces unirse
de manera que (a, b) se une con (b, a) para formar una superficie S donde
G tendrd un encaje 2-celular. (Dado que cada arista (a,b) en la frontera
de cada regién estd asociada con otra arista (b, a) de otra o posiblemente
la misma regién, se tiene que S es cerrada. Dado que cada (a,b) esta
relacionada con (b, a) S es orientable. Dado que p; es una permutacién
ciclica, S es 2-celular.) O

Ejemplo 5.5.2. En el ejemplo anterior el sistema asociado a la grdfica génera
una sola region la cual se obtiene de la siguiente manera:

Se consideran las aristas doblemente dirigidas, escogemos una arista dirigida
cualquiera, digamos (1,2), esta arista va del vértice 1 al vértice 2, asi que nos
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fijamos en la permutacion ciclica de 2 que es (1,3), la cual indica que hay que
mandar el vértice 1 al vértice 3, asi que ahora estamos en la arista dirigida (2, 3),
ahora repetimos el procedimiento, nos fijamos en la permutacion ciclica de 3 que
es (2,4), ast que ahora estamos en la arista (3,4).

El proceso anterior se realiza hasta que se llega nuevamente a la arista inicial
(observar que P*(4,1) = (1,p1(4)) = (1,2)), lo obtenido serd una regién del
encaje; en nuestro ejemplo la region obtenida fue:

(1,2)(2,3)(3,4)(4,5)(5,6)(6,4)(4,3)(3,2)(2,1)(1,4)(4,6)(6,5)(5,4)(4,1)

En general, se pueden tener varias regiones. Ahora, en qué region se da el encaje
ser responde usando la identidad de Euler p — q +1 = 2 — 2k. Donde r estd dado
ahora por las regiones obtenidas al aplicar el esquema de rotacion, en nuestro
ejemplo v =1, asi que

6—74+1=0=2—-2k — k=1

De aqui que el encaje es 2-celular, estd sobre un toro y es como se muestra a
continuacion:

T‘“ 3

Figura 34: Encaje asociado a la grafica del ejemplo 5.5.1

5.6 ESQUEMAS DE ROTACION EN GRAFICAS DE VOLTAJE

Dada una gréfica de voltaje se le puede asignar un esquema de rotacion,
tal esquema producird un esquema de rotacién sobre la grafica derivada
de la siguiente manera.

Sea G(V,E, ) una grafica de voltaje encajada en la superficie S con es-
quema de rotacién {p1,p2,...,pn}. Definimos el levantamiento P de P en
la gréfica derivada G¥ de la siguiente manera:

si py(v,u) = (v, w) entonces

Pv,g) (v, 9), (W, gb(v,u))) = ((v, ), (w, gb(v, w))),

Para cada g € A. Luego el esquema de rotacién viene dado por

P={puq)l(v,g) € V(G"))

Ejemplo 5.6.1. La siguiente figura a) muestra una grdfica de voltaje G(V, E, Zs)
a la cual le asignamos el siguiente esquema de rotacion:



56 ESQUEMAS DE ROTACION EN GRAFICAS DE VOLTAJE

Pu - ((u/V)OI (u,v)1, (LL,V)Z)

Pv - ((uIV)O/ (LL,V)Z), (LL,V)] )

Ast que la grifica derivada en b) hereda el siguiente esquema de rotacion

Puo : ((wo,vo), (wo,v1), (o, v2)) Py i ((uo,vo), (wo,v2), (U, v1))
Pup  ((wr,ve), (wr,v2), (wr,v3)) py, o ((wr,ve), (wg,v3), (ug,v2))
P ((uz,v2), (u2,v3), (uz,va)) pv,: ((uz,v2), (u2,v4), (uz,v3))
Pus o ((u3,v3), (u3,v4), (U3, vs)) pvy: ((uz,v3), (u3z,vo), (U3, va))
pu4 : ((u4,\)4), (u4,\15), (LL4,V6)) p\)4 : ((U4,V4), (u4lv1 )/ (u4,\)0))

a) b) Uo Vo

0

uy Vi

u v U, v,

Us Vs

Uy A

Figura 35: Graficas de voltaje y esquemas de rotacién

Podemos ahora enunciar el siguiente teorema

Teorema 5.6.1. Sea G(V, E,\p) una grdfica de voltaje con esquema de rotacién
P y P el levantamiento sobre G¥, con encajes en las superficies S y S respectiva-
mente. Entonces podemos afirmar que

Si R es una region del encaje de G, la cual es un k-dgono, entonces ésta deriva en
una region 2-celular que es un k\pn (R)-dgono.

Demostracion. Consecuencia inmediata de la definicidon de los sistemas de
rotacion y del teorema 3.2.1. O

Observar que serfa posible determinar el género minimo orientable de
una grafica si elegimos correctamente el esquema de rotacién, el cual
serd el que maximice k, el nimero de 6rbitas, es decir regiones, pues:

k = 2—p+q—r
- 2

la dificultad de aplicar este método es que hay que elegir el esquema co-
rrecto de entre IT)*_; (n; — 1)! esquemas posibles, aunque varios esquemas
pueden funcionar no sabemos cudntos y cudles de ellos. Hay TTi* ; (n; —
1)! esquemas posibles porque el vértices i tiene orden ni, asi que para
el primer elemento de la permutacién ciclica podemos elegir n; vértices,
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para el segundo n; — 1, asi sucesivamente hasta 1, entonces hay n;! for-
mas, pero de entrada ya sabemos que una rotacién de una permutacién
ciclica produce el mismo encaje, por ejemplo (1,6,3,5) produce el mismo
encaje que (5,1,6,3) en el ejemplo anterior, por lo que en realidad pode-
mos considerar % = (ny —1)!, el producto es porque se hace el mismo
razonamiento para los otros vértices.



ENCAJES DE LAS GRAFICAS CUBICAS
BICIRCULANTES SIMPLES

En este capitulo hablaremos acerca de los encajes de las graficas ctibicas
bicirculantes. El objetivo principal es encontrar el género minimo de las
familias T',F/,H’, I’ de las cuales ya se ha hablado, para algunas de ellas
la respuesta es bastante intuitiva, mientras que para otras es un problema
muy complicado como veremos mas adelante.

Para entender los géneros minimos y maximos de las gréficas bicirculan-
tes comenzaremos primero estudiando el género minimo y méximo de
los prismas y las escaleras de Mobius.

6.1 ENCAJES DE PRISMAS Y ESCALERAS DE MOBIUS

6.1.1  Género minimo de los prismas

Para un prisma, I1;, es claro que y(IT.) = 0, como se puede observar en
la figura 36.

Figura 36: Encaje de T, en la esfera.
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6.1.2 Género minimo de las escaleras de Mobius

Obsérvese que una escalera de Mobius, M., tiene una subgréafica que es
subdivisién de K3 3, ver figura 37, asi que por el teorema de Kuratowski
sabemos que no es plana, asi que y(M,) > 1; sin embargo, podemos
encontrar un encaje dos celular ya sea en S1 0 en N7 como se observa en

las figuras 38 y 39 respectivamente, de lo anterior tenemos que y(M,) =
1.

Paso 1 Paso 2

Vi2 p Vet Vi » Vi1

Vy V4

V3 V2

1. Definir la gréfica. 2. Eliminar aristas eje.

Paso 3

3. Omitir vértices (éstos corresponden a
subdivisiones de Kj 3).

Figura 37: Como se observa, en el paso 3 se ha obtenido una subgréfica de
T'(n,1,j) isomorfa a K3 3.



6.1 ENCAJES DE PRISMAS Y ESCALERAS DE MOBIUS

Vr2 Vr1 Vo V4 Vo

Uro Ur-1 Uop Uy us

Us

<<
Figura 38: Encaje de My, en el toro.
Ur_1 Vo Vi Va V3 V2 Vit
= Ug U,y u, U3 Uro Urq

Figura 39: Encaje de M, en plano proyectivo.
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A continuacién encontramos el género maximo de los prismas y escaleras
de Mobius, en ambos casos se usard el teorema 5.4.4, para lo cual debemos
encontrar el niumero de Betti, 3(G), dado por 3(G) = q —p + h donde
p es el nimero de vértices, q el nimero de aristas y h el ntiimero de
componentes conexas de G, ademds debemos encontrar (G) que es la
deficiencia de G, es decir, el nimero minimo de componentes de G — T
de tamafio impar para todos los posibles drboles generadores.

6.1.3 Género mdximo de los prismas

Dado un prisma G =TT con 2r vértices tenemos que
B(G)=3r—2r+1=r+1

Para elegir el arbol generador dividiremos en 2 casos, uno para r par y el
otro para r impar.

Caso 1: Para el caso r par primero, todo arbol generador T que se encuen-
tre en un prisma de 2r vértices tiene 2r — 1 aristas entonces G — T tiene
3r—(2r—1) = r+ 1 aristas, es decir, un nimero impar de aristas por lo
que G — T tiene al menos una componente de tamafio impar.

Por otro lado note que existe el drbol generador T con aristas dadas por:

E(T) :{{UO,VO}, {'LL] V1 }I e /{uT‘f1 s Vr—1 }}U

{{LL] 7 uz}/ {uZ/ u3}l o /{uT71 ’ uO}}

Figura 4o: Las lineas punteadas son las aristas del arbol generador T que permite
calular &(G).

Este arbol demuestra que &(G) < 1 pero como T — G tiene al menos una
componente de tamafio impar de hecho £(G) = 1, entonces por teorema
5.4.4 se tiene que:
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ym(G) = =5t =1/2

Caso 2: En el caso de r impar note que existe el drbol generador T con
aristas dadas por:

E(T) ={{uq, vi}, {uz,va}, ..., {ur—1,vr 1 U
{{'LH /uZ}/ {UZ,U3}, oo I{uT'*] /uo}}U

{VOI\)]}

Figura 41: Las lineas punteadas son las aristas del drbol generador T que permite
calular &(G).

Para este arbol G — T no tiene componentes de tamafio impar por lo que
E(G) =0.
Entonces por teorema 5.4.4 se tiene que:

YM(G) = =0 — 4

6.1.4 Género mdximo de las escaleras de Mobius

Para una escalera de Moebius con 2r vértices se tiene que
B(G)=3r—2r+1T=1r+1

Para elegir el arbol generador también aqui dividiremos en 2 casos, uno
para 1 par y el otro para r impar.

Caso 1: En el caso de r par observamos que por el mismo argumento del
caso 1 de la seccién 6.1.3 G — T debe tener al menos una componente de
tamafio impar, por lo que &(G) > 1.

53



54

ENCAJES DE LAS GRAFICAS CUBICAS BICIRCULANTES SIMPLES

Por otro lado podemos encontrar el drbol generador T con aristas dadas
por:

E(T) :{{uOIVO}I {LL] V1 }/ oo ,{ur,] s Vr—1 }}U
{{ur, uad {uz, uzl, ... {ur—1,u0}}

Figura 42: Las lineas punteadas son las aristas del drbol generador T que permite
calular &(G).

Para este arbol el nimero de componentes de tamafio impar en G — T es
1, por lo que &£(G) = 1.

Entonces por teorema 5.4.4 se tiene que:
YM(G) = T =172

Caso 2: Para el caso de r impar funciona elegir el arbol de forma anéloga
al caso de r par. La diferencia consiste en que la tinica componente en
G — T es de tamafio par, asi que por el teorema 5.4.4 se tiene que:

YMm(G) = TH=0 — 41

6.2 ENCAJES DE GRAFICAS T'(n,1,j)
6.2.1  Género Minimo

Como vimos en la seccién 4.2 cualquier gréfica de este tipo es discone-
xa, por lo tanto cualquier encaje no serd 2-celular, pero podemos usar el
teorema 5.2.3, con el objeto de dar alguna informacién sobre encajes mi-
nimos de esta clase. Recordemos que estas gréficas estdn formadas por
dos conjuntos de subgréficas cada uno de los cuales puede ser a su vez
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un conjunto de gréficas isomorfas a un prisma IT, o a una escalera de
Mobius M ;.

Una vez estudiado el género maximo y minimo de los prismas y las es-
caleras de Mobius podemos concluir que si del vértice u de la gréfica
de voltaje de donde se deriva T’(n,1i,j) se obtienen prismas y lo mis-
mo sucede para el vértice v entonces por el teorema 5.2.3 tenemos que

y(T'(n,1,j)) = 0.

Si de ambos vértices u, v se derivan escaleras de mobius isomorfas a My,
y M., respectivamente, sabemos ya que habria n/o (i) y n/ o (j) gréficas
isormofas del primer y segundo tipo respectivamente, si consideramos el
encaje en un toro de cada gréfica podemos usar nuevamente el teorema
5.2.3 para afirmar que y(T'(n,1,j)) =n/o (i) +n/o (j).

Supongamos ahora que, de uno de los vértices digamos u se derivan pris-
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mas, pero del vértice v se derivan escaleras de Mobius, entonces y(T'(n, 1,j)) =

n/o(j).

No olvidar que para todos los casos anteriores se us6 el teorema 5.2.3, el
cual solo considera las superficies orientables.

Como no se cuenta con un teorema similar al teorema 5.2.3 para el gé-
nero maximo de graficas no conexas, omitimos el analisis para el género
maximo de las gréficas T'(n, 1,j).

6.3 ENCAJES DE GRAFICAS F'(n,1,j)

6.3.1  Género Minimo

En la seccién 4.2 vimos que estas gréficas son un conjunto de prismas IT,
con r par, isomorfos entre si o bien un conjunto de escaleras de M&bius
M, con ciclo mayor de tamafio par, isomorfas entre si. De la discusién de
la seccién 6.1 sabemos que para estas graficas y(I1,) = 0y que y(M;) =
1 respectivamente. Podemos usar el teorema 5.2.3 para decir algo cuando
esta familia es disconexa, pero a partir de ahora solo serdn de nuestro
interés las graficas conexas.

6.3.2 Género Mdximo

Como estamos considerando solamente las gréficas conexas, entonces so-
lo nos importa el génermo méximo de un prisma IT,, con r par o de una
escalera de Mobius, con ciclo mayor de tamafio par, pero por las secciones
6.1.3y 6.1.4 sabemos que ' (TTy) =1/2 =Tpm (My).
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6.4 ENCAJES DE GRAFICAS H'(n,1,j)
6.4.1  Género Minimo

Para encontrar el género minimo orientable de las gréficas H’ conexas
haremos uso de los esquemas de rotacién. Primero vemos que toda gra-
fica H'(n,1,j) tiene un encaje 2-celular en un toro si consideramos el
siguiente esquema de rotacion:

pu: (4,),0)
p\) : (_i/ _]/O)

Observemos que este sistema induce regiones de tamafio 6, tomamos la
arista ((u,v),1) y sigamos su Orbita:

(('LL,V), 1')((V/ 'LL), _]) ((u/v)/ 0)((\)/ 'LL), _l) ( (u/v)/ ))((vl u)/ O)

que es un ciclo de tamafio 6 y ademads tiene voltaje neto 0, luego en el
esquema de rotacién inducido en la grafica derivada las caras también
son ciclos de tamarfio 6, y solo hay caras de este tipo, mds atin cada arista
estd en 2 caras y hay 3n aristas de modo que el ntiimero de regiones que
hay son %, asi que usando la férmula de Euler en el encaje de la grafica

derivada tenemos

n-3n+r=2-12g

—n+(6n/6) =2—2g

—n+n=2-2g
g=1

Lo anterior implica que H' tiene encaje 2-celular en un toro y que en dicho
encaje todas las caras son hexdgonales, ademds cada vértice pertenece a 3
caras hexagonales.

A continuacién presentamos 2 ejemplos que nos ayudaran a clarificar c6-
mo se puede encajar cualquier grafica H' que tengamos. En lo que sigue,
los elementos de la fibra de u se caracterizan simplemente como 1, los de
la fibra de v como j’, con i,j’ € Z,.

Ejemplo 6.4.1. Consideremos H'(7,1,3)

pu:(1,3,0)
p\) : (_11_310)
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Las regiones son

~—~ o~ —~ —~ —~
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Un mapa para representar este encaje es el de la figura 43.

3) en el toro. Las region etiquetada con A;

Figura 43: Encaje 2-celular de H'(7,1,

corresponde a la regién i del esquema de rotacién.
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Ejemplo 6.4.2. Considerar H'(9,1,4)

pu . (1/4/0)
pv : (_11_4/0)

Las regiones son

W >*® N A WD =
—_ —~ —~ —~ —~ o~ —~ o~ —
~
w
NI SN Nt N

Figura 44: Encaje 2-celular de H’(9,1,4) en el toro.

Observe que en el ejemplo 6.4.2 existen 3 ciclos que no son caras a saber:
(014// 3/ 7// 6/ ] /)/ (O/I 8/3/1 2/ 6//5)/ (4/ 8// 7/2/1 1/5/)

esto sucede porque mcd(n = 9, —i+j = 3) > 1; sin embargo en el ejemplo
6.4.1 existe un solo ciclo hamiltoniano (que no es una cara) a saber:

(2// 114/1 316/1 5[ ] // 013// 215//4IOII 6)
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este ciclo es obtenido porque med(n=7,—1+j=2) =1.

Estos patrones pueden generalizarse para cualquier grafica H'(n,1,j) co-
nexa en 2 casos generales:

caso 1 (a) mcd(n,+i) > 1 0 b) mecd(n,£j) > 10 c) med(n, £i+ Fj) > 1).
caso 2 (a) med(n, 1) =1y b) med(n,+j) =1y o) med(n, £i+Fj) =1).

caso 1: En este caso existen a) o b) o ¢) ciclos segtin sea el caso (notar
que no son disyunciones exclusivas) ya que el orden de un elemento x
. n N
en Z, es igual a ed(na (ver teorema 1.1.3) lo cual genera el tamafio
del ciclo y el ntimero de subgrupos (ciclos en este caso) de Z,, que es

n/m =med(n,x).

caso 2: Por el mismo argumento que en el caso 1 como mcd(n,x) = 1 hay
un solo ciclo que resulta hamiltoniano.

Con lo anterior hemos demostrado que para toda grafica conexa G =
H’(n,1,j), Yo < 1; sin embargo, es posible que alguna grafica de esta
familia pueda encajarse en el plano, veremos si esto es posible y bajo qué
condiciones, para esto procederemos por casos:

Caso 1: Si med(n,i) = 1 o med(n,j) = 1, sin pérdida de generalidad
supongamos lo primero, entonces existe un ciclo hamiltoniano en G que
tomaremos como el mostrado a la izquierda de la figura 45 el cual es
(0,i,1,21,2i/,...,0") y podemos dibujarlo como se muestra a la derecha
de esta figura, esto implica que j = ki, donde podemos asumir que k € IN
y k < n/2 (pues en cualquier otro caso se obtiene una gréfica isomorfa
a las ya consideradas), demostraremos que G contiene una subdivisién
de K33 como subgréfica, lo cual demuestra que las gréficas de este caso
tienen género minimo mayor que 1. Las siguientes aristas son obtenidas
como elementos de las aristas de G al derivar de la grafica de voltaje:

(0, (k1)")
i, (i+K)) = (i, (k+1)i")
(24, (2i +ki)') = (2i, (2 + k)i

A este conjunto de 3 aristas le llamaremos conjunto 1.

Ademads como los vértices de G estdn unidos por al menos una trayectoria
dada por el ciclo hamiltoniano descrito arriba podemos suponer que las
aristas

(0,1), (1,21), (0, (2+ K)i"), (21, ki), (ki/, (k+ DL'), ((k+ 11/, (2+k)')

estdn en G pero como subdivisiones, a este conjunto de aristas le llama-
remos conjunto 2. Como se puede ver en la figura 46 esta gréfica resulta
ser un K33
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Figura 45: A la izquierda esta H'(n,1,j) dibujada sobre un cilindro para facilitar
la visualizacién.

0 i
2i ki
(k+1)i (2+K)i"

Figura 46: G contiene una subdivisién de K3 3.
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En este argumento hay una sutileza a considerar, el problema esta en el
conjunto 2 de aristas, para ver el problema considere la grafica H'(4,1,2)
(ver figura 47). En b) en la figura 47 se muestra la grafica K33 que co-
rresponderia segtin nuestra eleccién de aristas indicada en los parrafos
anteriores, pero resulta que como puede verse en a), esta gréfica es pla-
na.

a) 5 5
0’ 2
0 2!
1 :
b) 0 i=1
2i=2 ki'=2'
(k+1)i=3 (2+k)i=0"

Figura 47: H'(4,1, 2), es de género 0.

El problema estd en que se toman las subdivisiones de la aristas (0, 1),
de (1,2) y (2,2’), pero esto implica que el vértice 2’ debe quedar como
vértice agregado a K33 en la subdivisiéon al mismo tiempo que debe ser
parte de K33 lo que significa que en realidad es una subdivisién mal
hecha. Entonces la pregunta es ;Cudndo el conjunto 1 y el conjunto 2 de
aristas generan una“mala subdivisién”?

Para resolver esto primero veamos que los vértices 0, 1, 21 no generan pro-
blema alguno al elegirlos como parte de K3 3, pero ya no pueden ser parte
de K3, 3 los vértices i/, 21/, pues ya quedan como vértices agregados al mo-
mento de subdividir. Por otro lado j = ki donde 1 < k < n/2, pero por lo
dicho anteriormente entonces 2 < k < n/2, asi que con estas condiciones
sobre k vemos que los vértices 0,1,2i,ki’, (k+ 1)/, (k + 2)i’ aparecen en
ese orden en el ciclo hamiltoniano de la figura 45, con ellos se han encon-
trado 6 aristas que sin generar problemas, por dltimo observar que las
aristas faltantes, es decir (0,ki’), (i, (k+1)i’), (21, (k+2)i’), son diferentes
entre ellas y no estan sobre el ciclo hamiltoniano por lo que estas condi-
ciones sobre k son suficientes para que el conjunto 1 y el conjunto 2 de
aristas generen una verdadera subdivision de K3 3.
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Asi que la tinica forma de generar una “mala subdivisiéon” de K33 es
cuando k = 2, esto es cuando j = 2i, para este caso se obtiene una gréfica
como la de la figura 48 y como puede observarse toda la familia de gra-
ficas H(n, 1,21) conexas con mecd(n,i) = 1 del caso 1 es plana, por lo que
el género minimo para esta familia es 0 y el resto de las graficas de este
casi 1 tienen género minimo igual a 1.

Figura 48: G contiene una subdivisién de K3 3.

Caso 2: Simcd(n,i) > 1y mecd(n,j) > 1, dividiremos nuevamente en 2 ca-
sos. Como H’ es conexa, por la proposicion 4.3.1 se debe tener mecd(n, i,j) =
1, asi que mcd(n,i) # mcd(n,j), luego sin pérdida de generalidad con-
sideremos mcd(n,i) > 3, de aqui que hay al menos 3 ciclos disjuntos e
isomorfos en la grafica pero aqui hay que tener cuidado por lo que se
divide nuevamente en 2 casos:

Subcaso 1: mcd(n,i) = n/2, entonces n/mcd(n,i) = 2 por lo que se
tienen ciclos de tamafio 2, pero como estamos en Z,, de hecho i = n/2;
ademéds la condicion de este subcaso implica que med(n,j) = 2, por lo que
se generan 2 ciclos disjuntos que al unirlos con las aristas que derivan de
la arista con voltaje i = /2 se tiene un prisma, los cuales son claramente
encajables en el plano.

Subcaso 2: Si mcd(n,i) # n/2 # mcd(n,j), entonces no hay ciclos de
tamafio 2 y cada ciclo tiene 2 0 mds copias isomorfas y uno de ellos
tiene al menos 3; recordando la forma que tienen las gréficas de Haar
ciclicas ctibicas como se vio en el ejemplo de la seccién 4.2.2, de hecho
es claro que, si no consideramos las aristas que unen el ciclo interno
con el externo, no hay otra forma (salvo homeomorfismos) de encajar las
gréficas resultantes en el plano, pero al unir el ciclo interno con el externo
se cruzan las aristas por lo que no se pueden encajar en el plano.
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Figura 49: H'(14,8,7) es un prisma.

Otra forma de demostrar que las graficas de esta famili no son planas
es encontrando una subdivisiéon de K33 como subgréfica. En la figura
50 se muestra una subdivision de K33 como subgrafica, aunque es un
caso particular muestra como se puede generalizar, los vértices 3/,1,2’,2
se tomaran en el ciclo externo el 1’ se toma en el pentltimo ciclo y el
3 se debo tomar en el ciclo interno, es facil ver que siempre hay forma
de llegar desde el 1’ hasta el 3 pasando por los ciclos intermedios por
lo que una construccién analoga para cualquier gréfica de este subcaso
funciona.

Por tanto todas las graficas de esta familia tienen género minimo 1.

6.4.2 Género Mdximo

Para el género maximo de estas gréficas trabajaremos con ejemplos parti-
culares que dan sugerencia de cémo debe ser el caso general y dejaremos
para trabajos futuros la generalizacion de estos ejemplos.

Para esta parte haremos uso del teorema 5.4.4, primero el ntimero de Betti
estd dado:

B(G)=q—p+h=3n—2n+1=n+1

El siguiente paso es encontrar &(G), para lo cual debemos encontrar un
arbol generador T tal que el nimero de componentes de tamafio impar
de G — T sea minimo, también en esta parte dividiremos en los mismos
casos que se tomaron en la secciéon anterior del Género Minimo, asi que
usaremos algunas propiedades ya mencionadas en dicha seccién:
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Figura 50: Los niimeros corresponden a los vértices de K3 3 y las aristas en rojo
son las subdivisiones.

Caso 1: mcd(n,i) =1 0o mecd(n,j) = 1, un ejemplo da la pauta de cémo
hay que proceder en estos casos:

Ejemplo 6.4.3. En la figura 51 se muestraa G = H'(7,3,6) y se dan los pasos
de cémo llegar al drbol generador que permite encontrar &(G).

En el paso 1 se da un drbol generador T (aristas punteadas), pero todas las com-
ponentes en G — T son impares, en el paso 2 vemos cémo se ird modificando la
construccion para tener el menor niimero posible de componentes impares. Final-
mente el paso 4 nos muestra un drbol donde G — T tiene 0 componentes impares.

Este patrén es el que debe seguirse para n impar, dada cualquier grafica
de este caso y donde n es impar, puede seguirse el mismo patrén para
conseguir el drbol T. Asi que se conjetura que para esta familia de graficas,
es decir, caso 1 con n impar:

vm(G) = n+;—0 — n—ZH

Ahora veamos qué pasa en este mismo caso cuando n es par.
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PASO 1 PASO 2

/ ; / i
6 7 6

6’ 1 6’

5 2 g 2
PASO 3 PASO 4

. 3
6

6’

Figura 51: H'(7,3,6)
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Ejemplo 6.4.4. En la figura 52 se muestraa G = H’(6,1,2), los pasos a sequir
para llegar al drbol generador que es 1itil son andlogos a los del ejemplo anterior.

Observar que aunque en el paso inicial se tienen ciclos disjuntos al final se tiene
un drbol, donde se tiene 1 sola componente impar en G — T y que de hecho no
puede haber menos porque entonces en la formula para ys se tendria:

ym(G) =820 =7

por lo que ynm(G) no seria un entero lo cual no puede ser. Afirmamos también
que para el caso general es posible realizar una construccion de T andlaga a la de
este ejemplo, ast que conjeturamos que en este caso 1 y donde n es par

n+1-—1
2

n
2

YMI(G) =

Inicio Final

bl

.

.
S

Figura 52: H'(6,1,2)

Caso 2: 5i mcd(n,i) > 1y mcd(n,j) > 1, como en la seccién anterior
tenemos los mismos 2 subcasos:

Subcaso 1: mcd(n,i) = n/2, vimos que aqui solo entran prismas y ya
hemos dicho en la seccién 6.2 cudl es su género maximo.

Subcaso 2: mcd(n,i) # n/2 # mcd(n,j), ahora ya sabemos qué forma
tiene estas gréficas y aunque la forma de construir el drbol generador T
es analogo para todas estas gréficas, se deben hacer pequefios cambios,
por lo que dividiremos nuevamente en casos, los dibujos se trazan con
la misma idea que se usé en la subseccién 4.2.2, es decir, hay que unir
el ciclo externo con el ciclo interno (pues represente el mismo ciclo) de
forma apropiada lo cual depende de los voltajes iy j:

. n 0 _ . n  _ 1
Subsubcaso 1: 35 = 25 0 gy — 28, supongamos lo primero,
esto implica que hay ciclos de tamafio par, en este caso podemos tomar

un drbol como se muestra en los siguientes ejemplos:
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Ejemplo 6.4.5. En este ejemplo ademds de cumplir la condicién del subsubcaso 1,
también cumple con que los ciclos que van del interno al externo son un niimero
par (ver figura 53); observamos que entonces para las grdficas con esta forma:

CTTTTTETY Lod

L
. e
",

Figura 53: Unir el ciclo interno con el externo a través de la arista (a,a) (notar
que hay 2 posibles formas de hacer esto).

Ejemplo 6.4.6. Misma idea que el ejemplo anterior pero aqui se cumple que los
ciclos que van del interno al externo son un niimero impar (ver fig. 54); también
para este caso se tiene que

ym(G) ==t —

Subsubcaso 2: 5y =25+ 1Y qmy = 28 + 1, hay ciclos de tama-

fio impar, ponemos 2 ejemplos que aclarardn cémo hay que escoger los
arboles en estos casos.
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..................
.,

"y
.
‘e
‘e
PELLLLLLL] .
‘e
.
.
g o,

a

Figura 54: Unir el ciclo interno con el externo por las aristas de mayor grosor.
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Ejemplo 6.4.7. En circulo se muestra la parte que cambia en la forma de escoger
el drbol con respecto a como se escogid en el subcaso 1, en este ejemplo hay un
niimero par de ciclos del interno al externo por lo que n es par (recordar que el
ciclo interno y el externo son iguales y hay que unirlos para completar la grdfica,

ver fig. 55).

ym(G) ==l — 1

.

Figura 55: El circulo indica el cambio en la forma de escoger el drbol geneerador.

En este caso no es muy claro cémo debe procederse en general por lo que
afiadimos la gréfica con 6 ciclos (del interno al externo) donde se muestre
como se debe proceder (ver figura 56).

Ejemplo 6.4.8. En este ejemplo hay un niimero impar de ciclos de tamafio impar
del interno al externo por lo que n es impar, asi que el niimero de componentes
impares en G —T es 0 como se muestra en la figura 57, nuevamente hay que poner
atencion a la parte que se encuentra dentro del circulo que es donde se realizan
los cambios; con este drbol se tiene que el niimero de componentes impares de
G — T = 0 asi que:

YMm(G) = nH1=0 — nid
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(S

Figura 56: Grafica con 6 ciclos del interno al externo. Recordar que el ciclo in-
terno y externo cuentan como uno pues son el mismo.
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Figura 57: El circulo indica el cambio en la forma de escoger el drbol generador

Para este caso también presentamos una grafica mds donde se aclara co-

mo se debe continuar aplicando el patrén en las gréficas pertenecientes a
esta clase (ver figura 58).
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Figura 58: Grafica con 5 ciclos del interno al externo. Recordar que el ciclo in-
terno y externo cuentan como uno pues son el mismo.



6.5 ENCAJES DE GRAFICAS I'(n,1,j)
6.5 ENCAJES DE GRAFICAS ['(n,1,]j)
6.5.1  Género Minimo

En general determinar el género minimo de una familia de gréficas es
muy dificil, los estudiados en las secciones anteriores han resultado relati-
vamente sencillos; sin embargo, encontrar el género minimo de las famili
I’(n,1,j) resulta tan complejo que de hecho nos interesa tinicamente el
género minimo de I’(n, 1,j) = GP(n,j), es decir, de las gréficas de Pe-
tersen Generalizadas y atin este problema es bastante complicado, asi que
para esta seccién solo indicaremos cudles son algunos resultados que se
han encontrado respecto a este problema para los casos que no resultan
simples como los prismas y GP(2k, k) cuyo género minimo es evidente-
mente 0 en ambos casos.

En [6] se prueba que el género minimo de GP(2m + 1, es 1 con

m)
m > 2y el género minimo de GP(2m + 2, m) es 2 con m > 5.

Vale la pena mencionar algunas cotas para el género minimo de estas
gréficas, una de ellas es el llamado niimero de cruce de una gréfica G,
que se denota como cr(G), el cual se difine como el minimo ntimero de
cruces de aristas al tratar de encajar en el plano la grafica G, es claro que

Y(G) < cr(G)

pues por cada arista que se cruza se puede agregar un toro para evitar el
cruce, respecto a ¢cr(GP(n, 1)) se han encontrado los siguientes resulta-
dos:

En [3] se prueba que ¢cv(GP(2m +1,2)) = 3, para m > 3.
En [13] se encuentra el nimero de cruce para toda GP(n,j) conn < 16.
En [5] se demuestra el siguiente lema:

Sim es un mimero natural suficientemente grande, entonces la grdfica de
Petersen Generalizada GP(n, 4) no puede encajarse en Sj.

Siendo este tiltimo resultado una cota inferior.

6.5.2  Género Mdximo

Por las razones ya comentadas anteriormente también en para el género
maximo nos enfocaremos en el conjunto I’(n, 1, j) que corresponde a las
graficas de Petersen Generalizadas, lo que encontraremos sera el género
maximo orientable, y a1, de estas graficas usando el teorema 5.4.4.

Para usar este teorema debemos encontrar el ntimero de Betti, 3(G), y la
deficiencia &(G).

Primero, dada una gréfica I’(n, 1,j), se tiene que
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B(G)=q—p+h=3n—2n+1=n+1

Para encontrar &(G) debemos encontrar un arbol, T, como subgréfica de
G tal que obtengamos el minimo ntiimero de componentes de tamafio
imparen G —T.

Para esto, consideramos dos casos, cuando ord(j) es par y cuando es
impar.

Caso 1 (Cuando ord(j) es par): El drbol generador de 1'(8,1,2) marcado
en la figura 59, que llamaremos T, nos permite deducir que G — T consta
de ciclos de tamafio par y una arista disjunta por lo que de hecho &(G) =
1, ya que por el mismo argumento del caso 1 de la secciéon 6.1.3 G —T debe
tener al menos una componente de tamafo impar, por lo que £(G) > 1,
tal argumento es aplicable pues el que ord(j) sea par implica que n es

par.

8+1-1
ym =Sl =4

Vo V4
R ~I
.0 . > .0
K [ N .
. N
B 5 T .,
R 1 13 .,
o Uo y *.
V ‘0’ .
Y u gVo
R )
N . H
. :
uyz
us
: . n :
o ug Tl
\' 6 ’..‘ o \' 3
.
u
sUs 4
., . . R
’. L . 0'
' ..................... o
\" 5 \ 4

Figura 59: El arbol generador T de I(8, 1, 2) es la subgrafica con aristas punteadas,
los ciclos interiores son de tamafio par.

De este ejemplo observamos que cuando ord(j) es par, podemos encon-
trar un arbol generador con este mismo patrén, pues los ciclos inter-
nos son de tamafio impar; para ser mds precisos, si tenemos la grafica
G =1'(n,1,j), con ord(j) par entonces tomamos como &arbol expansivo T
las aristas

T={vi,v2},{v2, vz} ... . {fvn—1,vot U{{uo, vol, {ur, vi}, ... {un—1,vn—1}}

De aqui que

_ n+1-1
YM = 2
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Caso 2 (Cuando ord(j) es impar): Si tomdmos un arbol T similar a los
tomados para el caso par tendriamos que &(G,T) = 547y, lo cual no
necesariamente es la deficiencia minima; sin embargo usaremos este arbol

para construir el arbol generador que usaremos en esta parte.

Tomemos un ejemplo para mostrar la construccién, del cual seréd evidente
como debe hacerse la generalizacion. Sea G = 1'(9,1,3) y sigamos la
construccién de la figura 60.

Figura 60: El arbol generador T de 1(9, 1, 3) es la subgrafica con aristas punteadas
del paso 4.

Luego, en general si tenemos la grafica G = I’(n, 1,j), con ord(j) impar
entonces tomamos como arbol expansivo T las aristas
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T= {{levm+1 }/ {Vm+1 Ivm+2}/ .o I{VTL—1 IVO}} U
{{uOIVO}/ {'LL] V1 }/ oo /{un—l yVn—1 } U {{V] /\)1—0—]'}/ {VZI\)Z—I—]' }/ oo r{vmrvm+j}

donde m = ﬁ(i)‘

Ahora si m es impar, entonces 1+ ord(j) es par, que corresponde al tama-
fio de la componente del ciclo externo de G, por otro lado, en los ciclos
interiores, las componentes que se mantienen en G — T son de tamafio
par, luego &£(G) = 0, entonces

_ n+1-0 _ n+l1
YM = 2 )

que es un entero pues n = m  ord(j) es impar.
Si m es par entonces &(G) =1

_n+1—-1 _ n
YM = 2 )

Nuevamente (G) no puece ser 0 por el mismo argumento del caso 1 de
la seccidén 6.1.3.



CONCLUSIONES

Después de estudiar las técnicas basicas conocidas para encontrar el gé-
nero minimo y méximo de una grafica y aplicarlas a las gréficas ctbicas
bicirculantes, podemos concluir brevemente que

Para las grafcas T'(n,1,j) cuyas componentes son, o bien, escaleras de
Mobius, o bien, prismas, se hallaron los respectivos géneros minimo y
maximo; sin embargo, como T'(n,1,j) es disconexa se usé el teorema
5.2.3 que dice que el género de una gréfica es la suma del género de
sus componentes, aunque para el género maximo no se cuenta con una
herramienta similar.

Para la siguiente familia, las gréaficas F'(n,1i,j) conexas, se demostr6 que
son prismas o escaleras de Mdobius, por lo que también se responde cuél
es su género minimo y maximo.

Miés adelante se tratan las graficas H'(n,1,j), para las cuales se haya el
género minimo, ademads se encontré una nueva forma de representar vi-
sualmente esta familia, con esta representacion y haciendo uso del teore-
ma 5.4.4 tratamos de encontrar el género méximo de ella y mediante el
andlisis de algunos ejemplos intentamos dar una idea bastante clara de
como encontrar un arbol generador que permita calcular la deficiencia
de cualquier gréfica H'(n,1,j), estamos concientes que esto no es una de-
mostracion, pero el género méximo encontrado para estos ejemplos nos
motiva a hacer conjeturas para el caso general.

En la seccién dedicada a las graficas I'(n,1,j) se restringe el problema a
las graficas de Petersen Generalizadas, por razones de complejidad, para
darse una idea de la dificultad de este problema puede se puede consul-
tar [2], en este trabajo se presenta el tnico resultado que se conoce (hasta
donde sabemos) para intentar responder esta pregunta, asi como algu-
nos articulos que exploran el nimero de cruce de estas gréficas, el cual
funciona como cota del género minimo.

Tratando de decir algo acerca de encajes de la familia completa I'(n, 1,j)
tenemos que si se encontrara el género minimmo de las graficas de Pe-
tersen Generalizadas, encajes de las graficas I'(n,1,j) podrian obtenerse
a través de realizar la operacién de amalgama de dos graficas de Peter-
sen Generalizadas; sin embargo, la bisqueda de encajes de amalgamas
de gréficas también es un tema muy nuevo y apenas se estan dando los
primeros resultados.
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