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Presente.

En relacion a su atenta solicitud relativa a la opcion de titulacion por Tesis Individual
con el Titulo "METODOS DE GRADIENTES CONJUSADOS" me permito informarle
que en sesion ordinaria del H. Consejo Académico del 27 de Marzo del afio en curso,
fue aceptado el tema y el M. en C. José Guerrero Grajeda, tuvo a bien ser el
Director de la misma.

El contenido aceptado por el H. Consejo Académico es el siguiente:
1. - Introduccion.

11 -Motivacion.
12.-Objetivos.

2. - Marco tedrico bdsico.

2.1 El problemas general de optimizacion sin restricciones.
2.2 Conceptos fundamentales y ejemplos.

3. El método del descenso mds rdpido.

3.1 Motivacion.

3.2,  Elmétodo del descenso mds rdpido.

3.3.  Aplicaciones del método del descenso mds rdpido al cdlculo del minimo
de una funcion cuadrdtica.

3.4 Resultados computacionales y andlisis de convergencia.

4. Los métodos de direcciones conjugadas-
4.1 Motivacion.

4.2. Los métodos de direcciones conjugadas.
4.3.  Andlisis de convergencia.
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e Shoichiro Nakurama, Andlisis Numérico y Visualizacion Grdfica con Matlab,
Prentice Hall, Primera edicion.

También hago de su conocimiento las disposiciones de nuestra Facultad, en el sentido
de que antes de su Examen Profesional deberd cumplir con los requisitos de nuestra
Legislacion y deberd reimprimir el presente oficio en todos los ejemplares de su Tesis.

Sin otro particular, guedo de usted.

Atentamente
"EL INGENIO PARA CREAR NO PARA DESTRUIR”

A

Ing.\Jor tinez Carrillo
Directorde Ta Facultad de Ingenieria

cep.- Archivo
*TMC/GRSG/ sar

nnnnnnnnnnnnnnnnnnn
rorn @ Queretary e

Centro Universitario, Santiago de Querétaro, Qro. C.P. 76010 Tels. 01 (4) 216 35 99 y 215 16 45 Fax 215 08 98




NG TN S U]

Universidad Auténoma de Querétaro

o N Mg
Facultad de Ingenieria -

C.U., 30 de marzo del 2001.

Ing. Jorge Martinez Carrillo
Director de la Facultad de
Ingenieria de la U.A.Q.
PRESENTE

L ]
T4 BSTAUIR

QMY

N

Loy ®

Me permito comunicar a usted que una vez revisada la tesis titulada "EL METODO

DE GRANDIENTES CONJUGADOS”, del

pasante de La Licenciatura en

Mateméticas Aplicadas,Carlos Ernesto Martinez Rodriguez de acuerdo al articulo 20

inciso h) del Reglamento de Titulacion vigente.

Emito mi Voto Aprobatorio.

Atentamente.
“El Ingenio para Crear no para Destruir”
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-~ Director de Tesis
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Capitulo 1

Introduccién

1.1 Motivacién

Un problema importante en el 4mbito de la optimizacién es la siguiente:
Dada una funcién f: R" — R donde

flx)=zt Az + bz +c (1.1)

z € B, A matriz simétrica, de orden n, positiva definida, b € R", c € R, se
trata de resolver

min £ (2)

por medio de un algoritmo iterativo cuya convergencia se de en un nimero finito
de pasos.

El método de gradientes conjugados tiene como fundamento y antecedente
al método del descenso més répido, cuya aplicacién al problema puede resultar
sumamente ineficiente debido a su pobre velocidad de convergencia.

Con base en lo anterior, se desarrolla el método de gradientes conjugados
cuya convergencia se da en a lo més n pasos. Actualmente este método tiene una
gran cantidad de aplicaciones, como por ejemplo en problemas de estimacién de
parémetros y en solucién numérica de ecuaciones diferenciales parciales. Mds
adelante se darén los detalles sobre esto.

1.2 Objetivos
En general, la presentacién tiene como propésitos fundamentales:
i) Servir como material introductorio, para un curso sobre el tema, razén

por la cual se cuidan aspectos didédcticos tales como la motivacién y la
ilustracién de ideas usando apoyos gréaficos.

1



CAPITULO 1. INTRODUCCION

ii) Mostrar la importancia del método de gradientes conjugados en la resolu-
¢i6n de problemas relevantes para quienes se interesan por las aplicaciones
de las matemdticas.



Capitulo 2

Marco Tedrico Basico

2.1 El Problema General de Optimizacién sin

Restricciones
La formulacién general del problema de optimizacién sin restricciones puede
plantearse de la siguiente manera:
Dada una funcién f: R" — R, hay que resolver min, f(z), z € D C R".
Geométricamente la idea de un minimo de f es la de un punto T*, a partir

del cual todas las curvas de f crecen en todas las direcciones al menos en una
cierta vecindad de z*. Para el caso de dos variables esto se puede ver como

307
257

20]

-4 -2 0 2x 4

Grafica de f(z,) = z? + 10
2.2 Conceptos Fundamentales y Ejemplos

Definicién 2.2.1 Sea f: R" — R, se dice que f tiene un Mnimo local en xo,
si existe una vecindad de radio € con centro en X, tal que

f(x0) £ f(xo+h), Vxo+heV(xp,e), heR".















8 C

(b) Todos los valores propios de

(¢) A puede escribirse como A =
singular.

(d) Todas las submatrices Ay, tie
Veamos una aplicacién.

Ejemplo 2.2.12 Investigar y en
zizg + 223
Se tiene que

Vix) = \

mdas

e (

de donde, si hacemos V f(x) =0,

2r, — 2T, X9
~z% + 4z,

0
0
Por lo tanto una posible solucion es 1 = (

V2f(x) se tiene que

2~ 2.’172
—2.’1!1 4

fTULO 2. MARCO TEORICO BASICO

satisfacen A > 0.

L, L es un matriz triar lar inferior no

n determinantes positivos.

lo caso calcular el minimo de f(x) = z% —

2T, — 221292
—z2 + 4z,

‘—2.’171

)
).

). Si sustituimos 11 en

)=(

o= (3 9)

y como H(xy) > 0 para z;, f(x) tiene un minimo local en T = ( 0 ) La

0

grifica de f la damos a continuacion:

200
150
100

50

-50

- B

Grafica de f(x, 12 — 2219 + 273




2.2,

CONCEPTOS FUNDAMENTALES Y EJEMPLOS

Momdre e canlrcna e ohe ;an canlaiwse = v rdesl)

»

Curvas de nivel de f(x) = 2% — 2%z, + 222.
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3.4. RESULTADOS COMPUTACIONALES Y ANALISIS DE CONVER( NCIAL5

delta = r’*r;

deltao =  ta;
while (i < maxiter) & (delta >(epsilon)~2 * deltao),
q = A*r;

alfa = (delta/(r'*q));
x0 = x0 + alfa*r;
temp=MOD(i,50);
if MOD(i,50) == 0
%input(’si es divisible por 50°);
r = b - A*xo;
display(xo’);
else
input('no es divisible por 50°);
1 r- alfa*q;
display(xo’);
end;
delta = r’*r;
i=i+1;
if i >= maxiter
input(’se excedio el mimero méximo de iteraciones.’)
end
if (delta <= (epsilon)~2 * deltao)
input(’el error es suficientemente pequeiio.’)
input(’el numero méximo de iteraciones fue : *)
display(i)
end
end
error=delta;
input(’la solucién es :’)
display(xo’)
input{ error de’)

C I

Veamos ahora una aplicacién al problema min f (x),
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dado que
1si i=j
viv; = {o i#;’
se tiene
| ex 11P= 2 + 75 + . + 7
es decir
n
lex =3 2. (3.19)
=1

Por otra parte, si ahora consideramos el producto

ebder = (3 nwi)tAQ_mwi)
i=1 i=1

= (mu1 +ngv2+ ... + 1,00 A(M01 + NgV2 + oo + Ny¥n)
= (N1 4 Ngv2 + .. + Mvn) (Am101 + A2ngv2 + .. + AT Un)
= A7+ AemE+ o+ Al

es decir
eiAek = Al’rﬁ + Az’l]g +---4 /\n’f]i (320)
n
= Z ¥ (3.21)
i=1

luego, por la misma razén que antes;

I 7w 2= rire

= (- Z i) (— Z Ain;v;)

=1 =1
(A1 + A2ngve + oo + ATy Un) (Aamv1 + Aompu2 + ... + AnTlnUn)
(Al + Aomgvh + oo + A7, 05 ) (M V1 + A2Tgv2 + oo+ AnTipn)

n
> onial

i=1

i

de donde

n
Il 2= At (3.22)

i=1
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si hacemos ahora el producto r;Ary, se tiene que

riAre = (v +Aemguz +. + AnTaUn) A 01 + Agngue + . + ATy Un)
= (A0t AU + e+ AT V) AN 1+ Aatlgva + oo + Antntn)
2
= (it + Aggth + e+ A0l A3 v1 + AZTg02 + - + AnTlan)
Ai’nlvl + ,\31721;2 + ...+ )\f’,nnv,,

n

= Y N

i=1

es decir

n

riAry = A7 (3.23)

i=1

Ahora ya que se tiene todo lo anterior, si ademés suponemos que Ai=A Vi, se
tiene

eiv1 = €+ AT
t
r;r;
= e+ —5—Ti

(riAr:)
> )‘1271? .
D ie1 )\?n? '
= e+ ———————)\%ﬁl )‘)"2;1 ’22 T
‘n
1

P ei+

f==1 7 '

de donde, z;.1 = x, y la convergencia es inmediata de nuevo para este caso.

Veamos por tltimo el caso en el que todos los eigenvectores son distintos
entre sf. Tenemos la siguiente

Definicién 3.4.2

Il ex la= (eiAek)“i, con A >0, (3.24)
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Ahora
| er+a %= €ks14ersa
(ex + Ary)t A(ex + ATy)
= el Aeg + AnebAry + NerbAey + Mg Ary
= |l ex ”?4 +2)\k1'chek + Ai"';cA"'k
= Jex 4 —2Mrire + AZrt Ary,
t t
- 2 _o TkTk \.t KTk V20t Ap
= ” €L ”A 2(1‘iA1‘k )Tka + (T;:CAT]C) k k
— “ e ”2 ) (7‘;07‘19)2 (T;crk)2
- klla i Arg i Ary
. \2
_ 2 _(Tkrk)
= e s~
es decir
t,. \2
2 2 (rirx)
e =l|le 1—e — = (3.25)
” k+1 “A ” k ”A ( (""]tcA"'k) ” €x ”%)
y por lo tanto
| exsa 3=l ex % w? (3.26)
donde
£, \2
2 (riT)
w2 o= 1-— ) 3.27
Eare len T (327
_ (rire)?
(riAre)(€hqr Aerta)
2

(Z?:l )‘?TI?)(ZLl ’\i"h?) ‘

Nuestro anslisis depende de encontrar una cota superior de w. En [2] puede
verse que el resultado final es:

k-1

< k+1 3.29
” €k+1 ”A-— (k+ 1) “ €o ”A ( )
donde
by
o = Jmax -,
Amin - !

ahora, si suponemos que Amax > Amin, S€ tiene que

k_l_Amax_Amle
k+1 _Amax+AminN
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de donde resulta
Il ex+1 lla=ll eo |4 (3.30)

esto es, la matriz A es mal condicionada, la convergencia puede volverse
excesivamente lenta, mientras que si Amax & Amin, €ntonces

k-1 _/\max_/\min

= 1
i s W WP

lo que nos da

| ex+1 la<]| €o |la (3.31)

esto es, se tiene una buena velocidad de convergencia, lo que corresponde
con lo visto anteriormente.



Capitulo 4

Los métodos de direcciones
conjugadas

4.1 Motivacién

Direcciones de descenso

Nétese que en particular para 2 variables las direcciones del método de de-
scenso més répido siempre se repiten y si le primera fue mala, no hay mejor
suerte en lo que sigue; una alternativa es la siguiente:

Tomemos
dO7 dl ’d2: --~d‘n—l

direcciones ortogonales entre ¢f y la idea es tratar de usar cada una de ellas
en cada iteracién, esto es:

Tp+1 = Tg + agdy (41)

23
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\

Para encontrar o, utilizaremos el hecho de que
dfcek_H =0. (4.2)
De esto se tiene

di(:l:k_H — :L',) = di(zk + opdy — :L'.)
di(ek + aydy)
d',’cek + akdfcdk =0

entonces

diek
ap = ——E% 4.3
k dfcdk ( )

el problema es que para conocer aj debemos de conocer el valor de ey, €l cual
se desconoce.

4.2 Los métodos de direcciones conjugadas

Volvamos con nuestra cuadrética:
1, t
flz)= 3% Az —b'z+c (4.49)

y analizemos el caso particular:

f(z) = az® — 2bx + ¢, para a,b,c€ R, a >0 (4.5)
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Grafica ax? — 2bz + ¢

Proposicién 4.2.1 Supongamos que T, # Tq,Z1,Z2 € R yademds que f(z1) =
f(x2), donde f(x) = ax® — 2bz + ¢ para a > 0, entonces

I, = It T2 (4.6)
2
es punto critico y ademés es minimo de f(z).
Demostracién. A saber
f'(z) =20z —2b
y
f'(z)=2a>0
ahora, hagamos
f(z) =0« 2azx —20=0
por lo tanto
b
2z =2 == 4.7)

es un punto critico para f. Ahora

f(z1) = az?—2bz;+cy ademss
f(ze) = az3—2bza+c

por lo tanto si aplicamos la hipétesis, se tiene que:

az% —2bxo +c= a:cf —2bxi+c

a(z? — %) = 2b(z2 — 1)
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2b($2 - .’L‘])
(23 — =)
2b
T2+ I

1l

por lo tanto
2b= a(iL'z + .’L'1)

es decir

T+ Ty
2

Qo

luego

_ T2+ T

Ty 2 (4'8)

es un mfnimo de f(z), asi z, resulta ser el punto medio entre z; y z2. ®

Para el caso general se tiene el siguiente:

Teorema 4.2.2 Sea f(z) = 1a'Az — b’z + ¢, Zo un punto dado, y sea d un
vector direccion, si
consideramos que la recta

L(a) :z0+ ad

corta a la superficie de nivel f(z) = 6 en los puntos z; y z2, entonces el minimo

de f(z) a lo largo de L se encuentra en ©, = 2522
Demostracién. Sabemos que
1
flzo+ad) = 5(:1:0 + ad)t A(zo + ad) — b (zo + ad) + ¢

= %:z:(t)A.’L‘o + a%zf)Ad + a%thzo + oﬂ%d‘Ad
—blzy — abld+c
= %zf)A:z:o + a:rlz-:z:f)Ad + a%:z:(t)Ad + azéthd
—btzo — ab’d
= (3d‘Ad)a® + [abAd ~ Vdle+ [5zbAze — Vao+d
= (AdAda? + [z — Vdla+ f(z0) = g(0)
es decir

g(a) = (%d‘Ad)o? + (sbAd — bd)a + f(zo0) (4.9)
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es una cuadrética en términos de a. Como sabemos que f(z1) = f (z2) ¥y
ademés que T; = To + a1d ¥ T = To + a2d entonces

glar) = f(@o + ad) = f(z1) = f(@2) = f(@o + ar2d) = g(az).
Por la proposicién anterior g(a) tiene un minimo local en

. 01ton
2

a1 + a2
2
Z1=Zo 4 Zz—2g
= zo+(—2 5 i—)d
T1 + 22 — 2x0

2
T + T2

z, = To+a*d=xzo+( )d

— $0+

= o+ — To

1+ X2
2

es decir:

T1+ 22
T= =g

es el punto medio de z; y T2, y €s el minimo de f alolargopde £. m

Geomeétricamente esto se puede ver en la siguiente figura:

¥

Supongamos ahora por el momento que las curvas de nivel de la cuadrética
son circunferencias. Entonces, por lo que acabamos de ver, si tomamos una
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direccién dg, los puntos medios de las cuerdas paralelas a do estén sobre un
didmetro

y por lo tanto, si se toma un punto zo y se hace d = do y se buscan las
intersecciones de la recta Lo{) : o + adp, en un paso se llega a z1, y entonces
si se toma d; con la propiedad didy = 0, y se minimiza ahora a lo largo de la
recta L£1(@) : z1 + ad; se llega a T2 = Z,,

F 3
W= Xe
d
LAl
*n
ot >

esto es, en dos pasos se llega al minimo.

Una pregunta serfa jque sucede si en vez de circunferencias se tienen elipses?,
se sabe nuevamente que los puntos medios de cuerdas paralelas estén sobre una
recta o un plano o un hiperplano que pasa por el centro, solo que esta recta
no tiene por que ser ortogonal a la familia de cuerdas como en el caso de las
circunferencias. Vease [13].

i
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A continuacién damos una caracterizacién de la linea o plano o hiperplano
que contiene los puntos medios:

Consideremos las rectas £, : T + aqd y Lp : To + aod. Si a es un valor para
el que se tiene un minimo entonces

ga)=f'(zo+ad)=0

ahora, dado que

f(zo+ad) = léd‘Ad]a"’ + [z5Ad — b'd)a+ f(2o)

se tiene

¢'(a) = (I Ad)a + (zhAd — b'd)
entonces

g'(@)=0
implica
(thd)a + (zf Ad — btd) =0
o bien
(thd)a — (btd — :z:f,Ad) =0
de donde
o (btd — zh Ad) _ zhAd — bid
(dtAd) dtAd

_ _(#A-b)d _ (Azo — b)td

- dtAd dtAd
por lo tanto

(AIEI - b)td
ay] = —W— (4.10)
y
_ (A:L'Q —- b)td
Qg = —-—‘W (4.11)
esto es, los puntos minimos a lo largo de £y £ son
. Az, — b)ld
i =z1+oad=z — -(——zl—)——-d (4.12)

dt Ad
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Axo — b)'d
15=12+a2d=:52—-————————( z;fAd) d (4.13)

que como vimos antes, resultan ser puntos medios de cuerdas
paralelas. Consideremos ahora la diferencia entre ellos, lo que nos
da un vector en la recta de puntos medios que pasa por z,

Ty—x] = ZTg-— ——————(Am;t;;)tdd -z + ———-——-——(A:E(;t;;)tdd
R ey T
t t
— Zp—zi4 (Azy — b) Zt:h(iAzg-—b) dd
t ' t £
I (ztA—-b )zt;l((sz—b )dd
t £t t
=z + T4 bdt_A?AJ' od,
= Tg—I1+ —————(ztlAdt_AZéA)dd
= ZI9—Z1+ gﬁl—d—_ffg)t—‘—id
por lo tanto
Ty—T] =Ty — 1+ ﬂg_{%_md (4.14)
si ahora multiplicamos escalarmente por Ad, resulta que
(€3 —z})tAd = (22—z1) Ad+ —(—%iﬂ-:—d)%—dthd

(z3—2})'Ad = z"Ad—ziAd+2iA—25Ad=0

esto es, los puntos medios (una lfnea en el caso de 2 variables, un
hiperplano para n > 3 variables) resulta ser ortogonal a Ad. Asi los
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puntos medios de las cuerdas paralelas a d estén sobre un hiperplano
ortogonal a Ad.

Geométricamente se puede ver de la siguiente manera:

Ad

/i

Obsérvese que con esta informacién, para el caso de 2 variables,
si las curvas de nivel son elipses y se tiene una zp inicial, entonces,
dada una direccién dp, se busca el punto medio de la cuerda

Lo(a) : o + adp,

esto es, el punto donde f alcanza el minimo en la direccién Lo, para
lo cual debemos de resolver

min f(zg + adp) = min g(a).
a o
Llamemos a tal valor o9, y hagamos
T1 = xo + apdp

lo que resta es localizar el minimo de f a lo largo de la recta de los
puntos medios que como ya se vio, es de la forma

Ly(@) : zo + a(Ado)™
lo anterior nos da un punto x2 con la propiedad de que
T2 = Ty

y asf para el caso de dos variables se ha llegado al mfnimo en dos

31



32 CAPITULO 4. LOS METODOS DE DIRECCIONES CONJUGADAS

pasos.

Vayamos ahora al caso general.

Definicién 4.2.3 Sean d; y d; dos vectores; se dice que son A-conjugados o
A-ortogonales si se cumple que

dtAd; = 0. (4.15)

Ahora una observacién importante con respecto al caso de dos variables que
acabamos de analizar es que

eiAdo =0
esto es, €; es A-ortogonal a dp.

Para el caso general se tiene
e}’c +1Adk =0
de esto y como ademds

Thyy1 =T +0pdr Y €ppy = Thy1 — T

resulta
0 = diAersr = diA(Trsr — o)
= d;cA(.’Ek + apdy — .’II,)
= dch(ek + akdk)

d% Aey, + agd}, Ady, por lo tanto
_d;cAek _ dirk
dtAdy — diAdy

Qp =

Un esquema para n dimensiones serfa el siguiente:
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1. Se tiene z¢ y se elige una direccién dp,

se localiza el minimo de f(z) a lo largo de la recta Lo : o+ adp. Como ya
sabemos, el minimo se encuentra en el punto medio del segmento definido
por las intersecciones de Lo ¥ f(z), lo cual nos da un valor para « al que
llamaremos «q.

2. Se hace z; = o+ agdp, este 1, estd en el hiperplano ortogonal a Adp que
contiene a z,, esto es,

T, € Ho = {z/z =21 +di; diAdg=0,i=1,...,n—1}

nétese que la dimensién de Hy es n — 1.

3. Resolver ahora el problema minge s, ().

Como Hj tiene dimensién n—1, tomemos uy, us, ..., un—1 € Hy linealmente
independientes, dado que

z, € Hy=1z, =1, +d!
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donde
(d2)* Adp = 05
el problema es encontrar a

di::c,—:clzel

PEro no conocemos a I ,, por lo tanto, ahora tomemos di € Ho, es decir, d;
es tal que d; Adyg = 0 y encontremos el minimo de f a lo largo de £; : 1 + ad;,
es decir

min f(z1+ady) = min g(a) (4.16)

sea a; tal valor que minimiza f a lo largo de £;, entonces z9 = x; + a;1dy; y al
igual que antes definamos el hiperplano

Hy, ={z/r = 29 + dy; djAdy =0,k =2,... ,n—1} (4.17)

es de dimensién n— 2 pues es A-ortogonal a d; € H, y Hy tiene dimensién n—1,
ademds, z, € Ho N H;, donde

HoNH, ={z/z =z +d;, d:Adg =0=dAdy,i=1,... ,n—1} (4.18)

de esto, resulta que z, puede escribirse como
T, =19 +d2 (4.19)
donde d? € H;. Si tomamos los vectores
Uy, U3, Uq, ..., Un—1
tales que
ufeAdo =0 yu,Ad; =0

para k = 2,3,4,..,n — 1, entonces como

df =Z,—Ty=¢€9
e%Adl =0= uchdl

resulta que df se puede expresar de la forma:

d? = 0dp + 0d; + Boug + Bsus + Byttg + ... + B Un—1 (4.20)

prosiguiendo segtin €] esquema anterior, para el k-&imo paso se llega a que:
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dado dr_; tal que
di_,Ad; =0, i=0,1,2,.k—2,
se construye la recta
Ly1:Tpy +adpy

y se calcula el minimo de f a lo largo de £x—1. Si el minimo se
alcanza para un valor aj_1, se hace

Th = Tp—1 + Qp_1dg_1

en este caso, T, se encuentra en el hiperplano

Hy_1 = {z/t =zt + d; d*Ady_, = 0} (4.21)
luego, por construccién, se tiene que
k-2
g, € [VHi={e/s =z, +d d'Ad; =0,1,...,k -1}  (4.22)
=0

asi, z, tiene la forma

T, =z, +dr, dv € Hy_1.

Si ahora se eligen

Uk, Uk+1, Uk+2,-+-5 Un—1

tales que
ulAdg = 0
'U,:' Adk -1 = 0

parai =k, k+1,..,n — 1, entonces d, puede escribirse de la forma
d* = 0dy +0d; + ... + 0dy_1 + aptug + Q1 Upss + oo+ QG 1Un_1
y si k = n, se tiene
' =zx,+d,
es decir z, = T, esto es, el método converge en 1 pasos.

En conclusién, si a f le aplicamos el proceso descrito anterior-
mente resulta que a lo mds en 7 pasos se llega al mfnimo. A este
proceso se le conoce como el Métode de Direcciones Congugadas, da-
do que requiere generar vectores dg,d;,...,d,_ tales que dedj =0,
para i # j.
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4.3 Andlisis de Convergencia

Para poder dar una demostracién formal de la convergencia en
n pasos, el método de direcciones conjugadas requiere la siguiente
proposicién:

Proposicién 4.3.1 Sean dp,dy,ds, ..., di A-ortogonales, es decir diAd; = 0,
t # j, entonces {di}i';o son Linealmente Independientes.

Demostracién. Sean 8,65, ...,0; escalares tales que 8gdg + 81d; + ... +

Spdr, =0. Pd §; =0 paratodai=1,....k.
Multipliquemos escalarmente por A

b0Adg + 61 Ad;... + 6 Adp, =0
luego multilpiquemos por d
SodtAdp + 61dEAdy + ... + brdiAd =0

entonces §;d Ad; = 0 y como d:Ad; > 0 => §; = 0, por lo tanto los {d,'}i-;o son
linealmente independientes. ®

Ahora sf, tenemos el siguiente resultado:
Teorema 4.3.2 Sean do di,ds,...,dn_1 A-ortogonales, es decir dtAd; =0, 1 #

4. Dado zo € RB", la sucesion {z,} converge a xo en n pasos, es decir Tn = T,
donde

Tryr = Tk + apdy

con
t
rLdx
ap = —E—,
T dLAdy
Demostracién. Consideremos
€0 = Tp — T = agdg +a1dy... + @p_1dn_1 (4.23)

multiplicando por di, A se tiene

dcheo = aodi,ACk) + aldi,Adl... + anmldchdn_l
= akdiAdk

por ser A-congugados; por lo tanto

_ dt Aeg

= = __ 4.24
dt Ad, (4.24)

U
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luego

o = di. Aeg + odo + ... + 6k—_1dk-1)
k= dt Ady,

de nuevo por que di.Ad; =0 paera i =0,1,...k — 1. Ahora recordemos que

T4l = Th + apdy

por lo tanto
z1 = Zo+ aodo
To = xy+oqd =z + agdo+ azd;
T3 = Tg+ agdy = To+ aodo + 1d; + aady
T = <o+ aodo+ a1dy +agds +...+ ap_1dix_1 (4.25)
de donde
ex = ZTp—Te=2To+b0do+ ...+ 6x 1dx_1—Ts
= Tg—Ts+60do+...+8x_1dx_1
er = eg+bodp+...+ 0k 1dr1
ast
oy = diA(eo—l-(Sodo—l- . +6k—1dk—1)
dt Ady,
dchek
. 4.26
Qk diAdk ( )
Ahora, como nosotros sabiamos que Aey = —ry, y ademds
b = ’I‘,tcdk - dfc’l‘k — _d}cAek = —ay
L Ad,  dLAdy | diAdy
es decir
6k = —Qk (4.27)
resulta
€r = XTp— Ty

i

eg + bodp + 61dy + bada + ... + g 1dr1

(codo + 16y + ...+ an_1dn—1) + (60do + 6141 + ... + Op—1dk-1)

= (apdo +a1dy + ... + p_1dy_;) + (~odo — o1dy ~ ... — o _1dy_1)
= opdp + p1dip1 + oo+ Qpo1dy

evidentemente e, = £, — ., = 0 => x, = z. es decir se tiene que en n pasos
se llega al minimo. Ademds en cada paso se elimina una componente del error,
lo cual nos da la convergencia en n pasos. M
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Ahora el problema es jcémo construir las direcciones d; conjugadas?. Una
posibilidad es usar Gram-Schmidt. Veamos el caso para dos vectores.

Uo

Consideremos dos vectores ug y u; linealmente independientes.
Hagamos dy = ug, enseguida descompongamos & u; en dos componentes u™

*

yu

*
u (18]

T >

claramente u; = u* + u*; ut||lup y u* es A-ortogonal a ug. Luego hagamos
dy = u*, es decir acabamos de construir dos direcciones que son A-conjugadas.

Veamos ahora el caso general:
Sean ug, U1, ...4,_1 linealmente independientes,.entonces al igual
que antes témese dy = ug, para ¢ > 0 sea

i—1

di=1ui+ ) Bids (4.28)

k=0

donde las 3;; se deben de elegir de tal forma que las d; resulten
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conjugadas. Determinemos tales valores multiplicando por Ad;

i—1
diAd; = uiAd; + Y BipdiAd;. (4.29)
k=0

Como se requiere que d:Ad; = 0 para todos los vectores anteriores
a d; se tiene entonces

0=ulAd; +fydiAd;  i>j

y de esto resulta

qudj

_— 4.30

,Bij =

eligiendo pues ﬂij de esta manera se obtiene una coleccién de vec-
tores d; conjugados construidos a partir de los u;. Este método,
sin embargo, tiene algunas desventajas. Por ejemplo, para construir
los d; se requieren todos los di anteriores y esto por tanto, implica
almacenarlos en memoria para construir cada nuevo d;.

Una alternativa interesante resulta ser el material de la secci6n
siguiente.

39
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Capitulo 5

El método de Gradientes

Conjugados.

5.1 Construccién del método

Antes de proseguir veamos algunos resultados interesantes:
Recordemos que

Tre1 = —Aegy
por tanto
rhr1 = —A(Trs1 —T.) = — ATk + akdy — z4)
= —Aler + ardy) = —Aex — apAdy
de donde

Thet1 =Tk — akdk.

Ahora, ya tenfamos que

n—1 n-1
(32 = Z akdj = —Aep = — ZakAdj
j=k i=k
n—1
= T =— Z akAdj
j=k

(5.1)

(5.2)

y dado que las d;, para ¢ = 0,...,7 — 1 son A-conjugados, se tiene que para ¢ < j

n—1
dirp == apdiAd; =0
=k

41

(5.3)
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y por lo tanto diry = 0 para ¢ < j.
Ahora, si a la expresién

i—1
di = u; + Z Bk

k=0
la multiplicamos por r;, resulta

i—1

dir; = ujr; + Z Bixdir; (5.4)

k=0

y como dir; = 0 para i < j, se tiene 0 = ulr;, ¢ < j, es decir, cada residual es
ortogonal a todos los u; anteriores, por lo tanto dg,ds,...,d; generan el mismo
subespacio que ugp,uy,...,%; y ademés, 7;, j > i es ortogonal a este subespacio.

De la igualdad (5.4) resulta

i-1
diri =ulri+ Y Badirs (5.5)
k=0
o bien
dir; = ulr;,
dado que

diri=0, k=0,...,i—1.

Ahora veamos la construccién del método de Gradientes Conjugados; este
nombre se deriva del hecho de que las direcciones de busqueda se generan a
partir de los gradientes de f en los zx. En general, se busca que las di sean de
la forma

dr = 71+ cx con la propiedad de que
diAdj = Oparaj=1,2,..,k~—1.
Tomemos
do = ro = —f'(2o);

ahora, hagamos

di =11 +5do
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se quiere que do y dy sean conjugados, es decir,

diAdy = 0=
0 = (r1+74do)Ado = rt Ady +vodh Adg
1__TiAdy
Yo %Ado

43

(5.6)

es decir, si tomamos v} de tal forma, entonces do y dy son A-conjugados, con-

struidos a partir de rg y ry.

Sea ahora dy = ro + y3d, + Y&do, sabemos que

T = Zp-1+ ap-_1dp—1
Ty —Tp—1
= dpy =Tk
Qg1

= d{t)A’I‘z = (————zla_;)xo)tA’l‘g

_ (ziA - Q:E,A)r2 _ (z{A — b+ —zhA
Qo Qg
_ (b—A.’L‘l)t-f-(b-—A.’Eo)tr
_ (o= 42)+ o Azt
- (ry - ro)tr2
Qo
ahora, como
dO = To,
di = ri+9)
entonces
Tere = dire y
rire = (di~vdo)’rs

= dirg —vddire
y como ya sabiamos que diry =0, i < k resulta entonces

PR
(r1—10) ,
Qg

2 =0

o bien djAry = 0, esto es, dg es conjugado de rs.

Ahora, se busca que dj sea A-conjugado de dg y d;, es decir

0 = djAdy = dsA(ra + v2dy + v3do)

= dpArg +y2dhAdy + vEd, Ady

(5.7)



44 CAPITULO 5. EL METODO DE GRADIENTES CONJUGADOS.

y como
déArz = 0=djAd; porser dy y d; conjugados
= 0=1djAdo
= 73 =0, y como habfamos escrito
d2 = ro+3di+v2do

entonces basta escribir
da =z +~idy (5.8)
y calcular % de tal manera que dsAd; = 0, esto es,
0 = dyAd; = (ro ++%dy)*Ady
= rbAd; ++2di Ad,

t
2 _7'2Ad1 _ _d.iA’I‘;)
T MT T34, T dtAd

ahora como r5d; =0; d; =71 +Ydp vy dy = 228, se tiene

. _ _dﬁA’I“z B (:cz;l:l:])tA,,.2
N VA C =P

(.’1:2 - .’l:l)tA’I‘2
B (z2 — 1)t Ad,
(xbA -zt A)ry
(xbA — zt A)d,
(ri —r3)rs
a (”'1 - ”'2)td1

rhro
= .-2< 5.9
T{dl ( )

dado que

rirg =0=rkd;
y ademss ridy = 0.
Ahora

riry
z
7‘1 d1

rire
71 (r1 + v4do)
rhro
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y como ridy = 0, resulta

t
2 __ Tarz
22 5.10
71 Ti"'l ( )

asi, si tomamos a 7% de esta forma, se tiene finalmente que
dz =ry +vid;
resulta conjugado de dy y d; y como se observa dp, d1 y dp han sido construidos
a partir de rg, 7y y 7.

Veamos ahora el caso general:

Teorema 5.1.1 Sean

d = -nrg

di = ri+7id

d — k d . kd k
k= Tt Y _18k—1+---+77d +v5dp

donde Ty = Ty + 63 1dx_, minimza a f(z) a lo largo de la recta I, : 75y +
Op—1dp_1 yry = ~Vf(zx) = b—Azxy, entoncesri_ es A-conjugado adp,dy,--- ,dy_;.

Demostracién. Si k = 1, por la proposicién anterior se tiene €l resultado.
Supongamos entonces que

T, es Aconjugado de do, d;,- - ,dg_2. Pd 7411 es A-conjugado de
do,dy,- - ,dy 1.
Al igual que antes:
Tirq — T
d:ATk+l = (—‘—_——14—]& : )tATk+1
]

t t
i A—xiA
i

ot A— B bt~ ziA

=

kst

= ( . )Tk+1
ai
(ATisr — B)! — (Az; = b)?
— Tk+1
4]
[(AZi1 —b) — (Azi — b))
= Tk+1
(2%
_ (ri — 7‘:‘+1)t Tk+1
- ai
ahora dado que
di = ri+7igdiy 4+ +yid +vhdo

divi = riga+itdea+- 4 Yty + 5 do
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de estas expresiones se tiene que r; y 7;y; son combinaciones lineales de
do,dy, -+ ,d;11 y como se sabe que rfc+1d,- =0para:i=0,1,---,k

= ThaTi = Thy T =0sii<k—1
== deTk+1 =0parai=1,2,--+ ,k—1.

que es lo que querfamos probar. ®

El resultado anterior nos permite generar las direcciones d; de una forma sen-
cilla, dado que si rx, 1 es A-ortogonal a dg,d;, - - - ,d, basta sumarle un miltiplo
de di para que 7% sea A-ortogonal a di, de donde, resulta directo tomar

i1 = Thar + 75 'ds
en general
di=r;i+~_,di_1parai=1,2,...n—1 (5.11)

la cual es bastante simple, pues sélo se requiere conocer de la direccién anterior.

Ahora con respecto a vi_, se tiene que:

0 = di_Adi=d_A(ri+~i_1di1)
= di_ Ari+7i1di Adi 4
; dt_, Ar; (B2 ) Ary
TN T T A, T (BE)Ad,,
i (zi —xi1)" Ary (ziA —xi_ A)'ri
Vit T T —mo)tAde, | (A -2l A)di

(zfA = bt + 0" —zt_ A)'r;
T (ztA—bt+ bt —xt_ A)td;_,
[(b— Azi—1)* — (b — Az:)']rs
[(b - ASL‘,‘_ 1)t e (b - A.’L‘i)t]di_l

¢ e t b
(rly —rhr; _ ri_yri — i

Tt Y 7. - t .t
(riy —rhdia Ti_18i-1 —T{di—1
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y como rid;_ 1 =0y rir; =0,

¢
i _ r,Ti
’Y‘L—l rf__ldi—l
_ Tf’l‘,’
ri_i(ric1 + 93 1di2)
_ rir;
ririo+ 'Y::—lrf—ldi—?
Lo,
= —tﬂ———, es decir
Ti—1Ti-1
; lI:ll
4 p—
Y1 fIri-1ll

puesto que rf_;d;_2 =0.
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(5.12)

Una implementacién computacional del método de Gradientes Conjugados

tomado de [6] es la siguiente:

%Los pardmetros a usar en esta funcién son la matriz A,
%el vector solucién b,una aproximacién x0,
%el mimero méximo de iteraciones.
function y = GradConj(A,bx0,imax)
epsilon = rand/[exp(rand)*10000000]
i=0;
r=b-A*x0;
d=r;
Delta=r;
DeltaNew=r"*r;
DeltaO=DeltaNew;
while (i < imax)& (DeltaNew > (epsilon)~2*Delta0),
q=A*d;
Alfa=(DeltaNew/(d*q));
x0=x0+Alfa*d;
if MOD(i,50)==0
Yoinput (’si es divisible por 50°);%
r=b-A*x0;
else
%input('no es divisible por 50°);
r=r-Alfa*q;
end;
DeltaOld=DeltaNew;
DeltaNew=r"*r;
Beta=DeltaNew /DeltaOld;
d=r+Beta*d;
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=it 1;
%display(x0)
if i>=imax
input(’se excedio el nimero méximo de iteraciones’);
end
if (DeltaNew<=(epsilon)"~2*Delta0)
input(’el error es suficientemente pequefio’);
error=DeltaNew;

display(error);
input(’el nimero méximo de iteraciones fue: °)
display(i);
end
end
y=x0;

5.2 Aplicaciones y resultados computacionales

De entrada, hemos visto que el método de gradientes conjugados puede usarse
para resolver el problema de optimizacién sin restricciones (1.1), pero también
podemos aplicarlo en la resolucién del problema de estimacién de pardmetros
lineales via minimos cuadrados. En este caso, se trata de resolver

min F(z), F(z) = ||Az — b)) (5.13)

con A matriz de mzn, m > n, b vector de B™.
Si A tiene rango n, [5.13] tiene solucién tnica, la cual puede calcularse
resolviendo el llamado sistema de ecuaciones normales

AlAx = Aly
donde A*A es positiva definida.

Para finalizar discutiremos completo el caso de resolver numéricamente una
ecuacién diferencial parcial. Tomaremos el caso de la ecuacién de calor en una
dimensién espacial

%%(m,t) - K(z)%T;(m,t), 0<z<1
donde K(z) = 3z + 1 con condicién inicial
T(z,0)=(1-2)%,0<z<1
y condiciones de frontera

TO,t) = 1,t>0 (5.14)
T(1,t) = 0,t>0.
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La idea propuesta es discretizar [5.14] mediante diferencias finitas, usando
el esquema de Crank-Nicolson, lo que da lugar a

TP+ —Tp 0K (TR — 207 + TP ) + (1 - O)K, (T, — 217 +T7,)

1 1

At - h2

(5.15)
que para # = 1 queda como

T-“+1 -—T;"’ K (Tn+1 _ 2Tn+1 +T:z_—+il) —o

1 i4+1
5.16
AV h? ( )
donde
h es el tamafio de paso de la discretizacién en la variable espacial.
z; = ih; se tomaron valores i = 1,...,9.
Ki = K(l‘,)
T = T(z;,n),. n es el n-ésimo paso de tiempo.
At es el tamafio de paso de la variable temporal.
Partiendo de [5.16] se llega a
1 1
K (17 —2I7 + 1) = _Kigmi1 2K, Tn+1__Tn+1 (0
h? T A2 At : LT AL
(5.17)
parai=1,...,9; (5.17) es, para cada paso 7 de tiempo, un sistema tridiagonal

de ecuaciones algebraicas lineales, cuya solucién es solucién numérica de (5.14)
en el tiempo 7, lo que gréficamente puede verse como

SOLUCION T(x,y} EN UN PASO DE TIEMPO

1.2,

o 01 062 03 04 05 08 07 08 03 d
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Capitulo 6

Conclusiones y comentarios
finales

Hemos dado una visién del método de gradientes conjugados que, esperamos,
cumpla los propésitos diddcticos que nos propusimos. También hemos mostrado
su importancia en la resolucién de varios problemas relevantes en el 4mbito de
las mateméticas aplicadas.

Algunos aspectos que quedaron pendientes son:

1. El uso de precondicionadores para acelerara la convergencia, cuestién que
resulta vital cuando se tratan problemas de grandes dimensiones.

2. La adaptacién del método al caso general de optimizacién sin restricciones,
donde f no tiene por que ser cuadrética.

Estas y otras cuestiones pueden consultarse en los textos especializados que
se incluyen en la bibliografia.
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