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Introduccion

El Andlisis Funcional Geométrico estudia estructuras lineales de dimensiones al-
tas. Algunos ejemplos de esas estructuras son los espacios R" y de Banach, con-
juntos convexos y operadores lineales en dimensiones altas. Una pregunta central
del Anélisis Funcional Geométrico es: jA qué se parece una tipica estructura
n-dimensional conforme n tiende a infinito? Una de las principales herramientas
del andlisis funcional geométrico es la teoria de la concentracidon de medida, la
cual ofrece una visidon geométrica sobre los teoremas limite de la teoria de pro-
babilidad. El Anélisis funcional geométrico por tanto junta tres areas: Analisis
Funcional, Geometria Convexa y Teoria de Probabilidad. En esta tesis nos en-
focaremos en algunas relaciones que existen entre las primeras dos dreas arriba
mencionadas.

En el capitulo uno se introducen las nociones basicas de Convexidad, Anali-
sis Funcional y espacios normados. Todas estas nociones son necesarias para el
desarrollo de los dos capitulos posteriores. El capitulo finaliza con el famoso y
muy util teorema de John.

En el capitulo dos se dan una serie de resultados conocidos sobre aproximacién
de cuerpos convexos por poligonos inscritos de drea maxima y poligonos circuns-
critos de area minima. El capitulo empieza con un importante teorema de A.S.
Besicovitch el cual afirma que en toda figura convexa en el plano se puede
inscribir un hexagono regular afin. Después, se estudia un teorema de E. Sas
sobre poligonos inscritos de area maxima, posteriormente se estudia un teorema
de G.D. Chakerian sobre aproximacién de figuras convexas por pares de poligonos
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paralelos y algunas de sus aplicaciones. En la tltima seccién se ve un teorema de
W. Kuperberg el cual mejora la cota de Chakerian sobre el drea del cuadrilatero
circunscrito de drea minima.

En el capitulo tres se muestra un pequefio resultado, cuya demostracién es inédi-
ta, sobre la distancia de Banach-Mazur entre el triangulo y el cuadrilatero. Des-
pués se demuestra, a todo detalle, que la distancia de Banach- Mazur entre el

., , 5 . :
tridngulo y el pentdgono regular es 1 + B Es importante mencionar que aun-

que este resultado es conocido, no aparece en la literatura una demostracion
con todos los detalles necesarios. El capitulo finaliza con algunas observaciones
a conjeturas existentes sobre la distancia de Banach- Mazur entre el tridngulo y
un cuerpo convexo en general y se enuncia un par de nuevas conjeturas.
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Capitulo 1

Conceptos basicos de Convexidad
y Analisis Funcional

1.1. Nociones basicas de espacios normados

Empecemos recordando brevemente algunas nociones basicas de Anélisis Funcio-
nal.

Definicion 1.1.1 Una norma definida sobre un espacio vectorial lineal X, es
una funcion || - || : X — R que satisface

1. no negatividad: ||z|| > 0 para toda xz € X y ||x|| =0 si, y sdlo si, = 0;
2. homogeneidad: || Ax|| = |\|||x| para toda A € R y para toda x € X,

3. desigualdad triangular: ||z + y|| < [|z[| + [|y|| para toda z,y € X.
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Decimos que (X, || - ||) es un espacio normado, es decir, el espacio X dotado de
una norma || - ||.

Definicion 1.1.2 Una métrica definida sobre un espacio vectorial lineal X, es
una funcion d : X x X — R que satisface

1. no negatividad: d (x,y) > 0 para toda x,y € X yd(x,y) = 0 si, y sélo
Sl, x =Yy,

2. simetria: d (z,y) = d (y,z) para toda x,y € X,

3. desigualdad triangular: d (x,z) < d(x,y)+d(y,z) para toda z,y,z € X.

Podemos definir una métrica (inducida por la norma en (X, || - ||)) sobre X como
d(z,y) = ||z — y||. Utilizando esta definicién de métrica nos dirigimos a definir
una sucesion de Cauchy.

Una sucesién {z,,} en X se dice sucesion de Cauchy, si para cada € > 0 existe
un N € N, tal que d (x,, x,,) < € siempre que n,m > N.

Los Espacios de Banach son espacios normados completos, mds precisamente,
son espacios normados donde toda sucesion de Cauchy es convergente.

Los siguientes son algunos ejemplos cldsicos de espacios de Banach.

1. El espacio de funciones continuas C|0, 1] que consiste de todas las funcio-
nes f : [0,1] — R que son continuas. Esto es un espacio de Banach con
respecto a la norma

[flloc = sup_[£(t)].

t€[0,1]

2. Para 1 < p < oo, el espacio de las funciones p-integrables L,[0, 1] que
consiste de todas las funciones f : [0,1] — R tal que |f|? es integrable,
en el sentido de Lebesgue, sobre [0, 1]. Esto es un espacio de Banach con

respecto a la norma
1 1/p
I = ([ 1swar)
0
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3. Para 1 < p < oo, el espacio de las sucesiones p-sumables [, que consiste
de todas las sucesiones de niimeros reales = (x;) tal que la serie ) . |2;|?
converge. Esto es un espacio de Banach con respecto a la norma

o 1/p
|z, = (Z \xilp> :
i=1

Dados dos espacios de Banach X, Y, se dice que un operador lineal es un mapeo
T : X — Y que satisface T'(az + by) = aT'(z) + 0T (y) para toda x,y € X
y a,b € R. En particular, si Y = R, decimos que T es un funcional lineal. Un
operador lineal T': X — Y es acotado si existe algtin nimero M > 0 de manera
que ||Tz|| < M]||z|| para toda x € X. Al infimo M de entre todos aquellos
ndmeros se le llama norma de T

||
17l = sup 0 up g7l
wex\ioy 1zl =

Un operador lineal T" es continuo si, y sélo si, es acotado.

1.2. Correspondencia entre espacios de Banach
y CUEerpos Convexos

Un conjunto K en R"™ se dice convexo si dados dos puntos de K, el segmento
que los une estad contenido en K. Un vector se dice una combinacion convexa de
puntos x1,...,x,, en R" si tiene la forma

Un conjunto K es un conjunto convexo si, y sélo si, contiene todas las combi-
naciones convexas de cualquier conjunto de puntos de K.

Algunos conjuntos convexos pueden ser construidos de conjuntos arbitrarios to-
mando su envolvente convexa. La envolvente convexa de un conjunto A en R”
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es el menor conjunto convexo que contiene a A, denotado como conv (A). Equi-
valentemente, conv (A) es el conjunto de todas las combinaciones convexas de
puntos de A.

Recordemos que un conjunto convexo K en R™ es llamado simétrico si existe un
punto p € R” tal que si x € K entonces 2p — z € K.

Un conjunto convexo, acotado, con interior no vacio se llama cuerpo convexo.

Sea X un espacio de Banach n-dimensional. Al elegir un mapeo biyectivo X —
R™, podemos identificar a X con el espacio vectorial lineal R™ equipado con
alguna norma || - ||, @ menudo denotado como

X =R [1-1)

para un arbitrario espacio de Banach n-dimensional X.

Un ejemplo cldsico de un espacio dimensionalmente finito es la versiéon n-dimensional
de los espacios [, la cual es denotada como [;. Asi ) es el espacio vectorial lineal
R™ equipado con la norma

1 . ’
lelly = (i feil)? si1<p<oor oo = mix|a.

La siguiente proposicidn establece una correspondencia entre espacios de Banach
dimensionalmente finitos y cuerpos convexos simétricos en R™.

Proposiciéon 1.2.1 (Espacios de Banach y cuerpos convexos simétricos).
1. Sea X = (R™,|| - ||) un espacio de Banach. Entonces su bola unitaria Bx
es un cuerpo convexo simétrico en R".

2. Sea K un cuerpo convexo simétrico en R"™. Entonces K es la bola unitaria
de algiin espacio normado X = (R",|| - ||). Ademds, si consideramos el
funcional de Minkowski de K, definido para toda x € R™ como

||| = inf{t >0 : % € K}.
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Entonces || - || define una norma sobre R, y K es la bola unitaria del
espacio de Banach (R, || - || k).

La Figura 1.1 ilustra la definicion del funcional Minkowski.

Figura 1.1: Funcional de Minkowski

La correspondencia entre los espacios de Banach y los cuerpos convexos estable-
cida en la Proposicén 1.2.1, es simple, pero es una herramienta extremadamente
atil. Esto permite usar argumentos de geometria convexa en el analisis funcional
y viceversa. Esta correspondencia es especialmente Util para los cldsicos espa-
cios [y, donde sus bolas unitarias, denotadas por B;, son fdciles de describir
geométricamente.

Ejemplo 1.2.1

1. La bola unitaria del espacio Euclidiano n-dimensional [5 es la bola unitaria
Euclidiana en R™.

2. La bola unitaria B, de ', con centro en el origen y lado 2.

La Figura 1.2 ilustra las formas de las bolas By, BY y B!, en dimension n = 2.
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Figura 1.2: Bolas unitarias

1.3. Meétrica de Banach-Mazur

El concepto de distancia usualmente cuantifica cuan lejos estdn dos objetos uno
de otro. Cualitativamente, esto puede ser usado para diferenciar dos objetos entre
si. Por ejemplo, si dos puntos en el espacio tienen distancia cero uno del otro,
ellos realmente son el mismo punto. La nocidn de distancia es una versién cuan-
titativa de identificacién; no sélo se puede decir si los objetos son el mismo sino
también medir cuan diferentes son. Cémo uno identifica matemdticamente obje-
tos, depende de su naturaleza. Por ejemplo, en Topologia, identificamos espacios
usando homeomorfismos; en Algebra, identificamos grupos usando homomorfis-
mos; en Geometria Convexa Clasica, podemos identificar politopos usando movi-
mientos rigidos; en Andlisis Funcional, identificamos espacios de Banach usando
isomorfismos. El concepto de distancia de Banach-Mazur, la cual veremos en
este capitulo, es un versidn cuantitativa del concepto de isomorfismo.

Antes de dar la definicion de distancia de Banach-Mazur necesitamos recordar
dos conceptos matematicos importantes. Estos son:

(a) Un operador lineal T : X — Y se dice un Isomorfismo si es biyectivo y
tanto 7' como T~! son acotados.
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(b) Dos espacios de Banach X y Y se dicen Isomorfos si existe un isomorfismo
entre ellos.

Se daran dos definiciones equivalentes de la distancia de Banach-Mazur, una en
el contexto de anélisis funcional y la otra en geometria convexa.

Definicion 1.3.1

1. Analitica. Sean X,Y dos espacios normados isomorfos. La distancia de
Banach-Mazur entre X y Y se define como

d(X,Y)=mf{||T||T7:T: X — Y es un isomorfismo}.

2. Geométrica. Denotemos a C™ como la familia de todos los cuerpos conve-
xos en el espacio Euclidiano R™. La distancia de Banach-Mazur, también
llamada por comodidad la BM-distancia, de D,C € C", es el nimero

d(D,C) = l/I}llf{A ca(C) € D C hy(a(C))},
a,in )
donde h) establece una homotecia con razén A\ y a es una transformacion
afin.

Recordemos que una transformacién afin es una transformacién lineal seguida de
una traslacién.

La Figura 1.3 ilustra la definicién de la distancia de Banach-Mazur entre un
hexdgono y un circulo.

Las nociones analitica y geométrica de la distancia de Banach-Mazur se conec-
tan a través de la correspondencia entre espacios normados y cuerpos convexos
simétricos. De esta forma la distancia de Banach-Mazur entre espacios X y Y es
la misma que la distancia de Banach-Mazur entre sus bolas unitarias Bx y By.

Observacion 1.3.1
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Figura 1.3: Distancia de Banach-Mazur

1. Recordemos que todos los espacios de Banach dimensionalmente finitos,
de la misma dimension, son isomorfos. Por lo tanto, la nocion de distancia
de Banach-Mazur esta bien definida para éstos.

2. La distancia de Banach-Mazur es invariante bajo transformaciones lineales
invertibles S. Esto es d (K, L) = d(SK,SL).

Las siguientes propiedades de la distancia de Banach-Mazur se siguen de las
correspondientes propiedades de los operadores lineales sobre espacios normados.

Proposicion 1.3.1 (Propiedades de la distancia de Banach-Mazur). Sean X,Y
y Z espacios normados n-dimensionales. Entonces:

Recordemos que un isomorfismo T' es una isometria si ||T|| = ||T7!||, o equiva-
lentemente si || Tx|| = ||«|| para toda x € X. Dos espacios X, Y son isométricos
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si existe una isometria 7' : X — Y. También, dado un espacio normado X, tene-
mos que su espacio dual X* consiste de todos los funcionales lineales continuos
sobre X, equipado con la norma del operador. El espacio dual X* es siempre un
espacio de Banach.

Las primeras tres propiedades nos hacen recordar las condiciones de una métrica:
no negatividad, simetria y desigualdad del tridngulo. La dnica diferencia es que
las propiedades que tenemos arriba estan en forma multiplicativa. Para obtener
la forma aditiva simplemente aplicamos el logaritmo:

Corolario 1.3.1 (Meétrica de Banach-Mazur). logd (X,Y) define una métrica
sobre el conjunto de todos los espacios de Banach de dimension n. Equivalente-
mente, log d (X,Y) define una métrica sobre el conjunto de todos los cuerpos
convexos centralmente simétricos en R".

Ya que logd (X,Y) = 0 para espacios isométricos X y Y, podriamos creer que
todos los espacios isométricos (pero no isomorfos!) deberian ser identificados uno
con el otro en el analisis funcional geométrico. Geométricamente esto significa,
por ejemplo, que en R™ todos los elipsoides son considerados el mismo cuerpo,
los cubos y paralelotopos son considerados el mismo cuerpo, pero un elipsoide y
un cubo no se consideran el mismo cuerpo.

Se puede verificar que el conjunto de todos los espacios de Banach de dimensién n
equipados con la métrica de Banach-Mazur es un espacio métrico compacto. Por
esta razoén, este espacio es llamado el compacto de Banach-Mazur. Muy pocas
propiedades del compacto de Banach-Mazur son conocidas, ya que usualmente
es dificil calcular la distancia de Banach-Mazur entre un par dado de espacios
normados. Sin embargo, cuando uno de los espacios es [%, es posible dar una
cota superior sobre la distancia.

1.4. Distancia de Banach-Mazur al elipsoide

En [7], F. John establece una desigualdad la cual es uno de los primeros resultados
sobre la distancia de Banach-Mazur.
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Teorema 1.4.1 Sea K un cuerpo convexo centralmente simétrico con centro
en el origen de R"™, y sea D el elipsoide de volumen maximo contenido en K.

Entonces
D C K C+/nD.

Demostracion. Sabemos que la distancia de Banach-Mazur es invariante bajo
transformaciones lineales invertibles, por lo tanto, podemos suponer que D = B}
aplicando una transformacién lineal apropiada a K y D. Procederemos en esta
prueba por contradiccidn. Supongamos que K & \/nD. Entonces existe al menos
un xo € K tal que

s := ||zoll2 > V/n. (1.1)
Aplicando una rotacién en R™ podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que
el vector x estd dado como zy = (s,0,...,0). Por la simetria y convexidad de

K, tenemos
conv{=£ x¢, D} C K.

Vamos a encontrar dentro del cuerpo convexo conv{+ zg, D} un elipsoide £ de
volumen mds grande que el de D, esto va a contradecir el hecho de que D es de
volumen maximo. Podemos construir a £ simplemente alargando la bola D en
direcciéon de s y comprimiendo ligeramente a D en las direcciones ortogonales,
ver figura 1.4,

Figura 1.4: Teorema de Jhon

Para tal fin, consideremos que el elipsoide £ esta centrado en el origen, y que sus
semi-ejes estdn alineados en las direcciones de los ejes de coordenadas con longi-
tudes (a,b,b,...,b). Aqui a,b > 0 son pardmetros a determinar. Primeramente,
nos gustaria que vol (€) > wvol (D). Ya que D es una bola unitaria, tenemos
vol (€) = ab™ wvol (D), lo cual nos da la primera restriccién

ab” !t > 1.
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En segundo lugar, debemos tener que £ C conv{£ x¢, D}, lo anterior nos da
la segunda restriccién sobre a,b. Ya que los cuerpos £ y conv{+£ x¢, D} son
ambos cuerpos de revolucidn alrededor del eje z, el problema se transforma en
un problema bidimensional. Ahora consideremos el primer cuadrante en R?, ver
figura 1.5 (a). Aqui se tiene que la bola D y el elipsoide £ son tangentes a la
frontera de conv{txy, D}. Sea t la interseccién con el eje y de la linea que pasa
a través de xg y es tangente a D y &, simultdaneamente. Al utilizar semejanza de
tridngulos obtenemos

2
S s —1
G (1.2)
t 1
t
t 42>
1) _ b
T /
b / \
/ / N
/ / D\
/ D / \
/ \ / v
/ \ / \ &
/’ v €& / |
\ 1
/ l ° by §=—s
0 1 e s al ‘
(a) (b)

Figura 1.5: Prueba del Teorema de John

Ahora vamos a usar la tangencia de £ con la recta que pasa a través de los puntos
(0,t) y (s,0). Para este propésito, vamos a contraer a D y £ a lo largo del eje

por el factor —, ver figura 1.5 (b). Esto transforma a £ en la bola Euclidiana £
a

. b . :
de radio b, y transforma a s en § = —s. Aqui la semejanza de tridngulos nos da
a

t

Va2 + 12

Esto es equivalente a s%t? = b?s?+a?t2. Dividiendo en ambos lados de la ecuacién
por ? y utilizando (1.2), se tiene que a* = s?(1 — %)+ b2. Si elegimos b? = 1 —¢
para € > 0 suficientemente pequefio; entonces a® = 1 + (s> — 1)e. Ya que en

0> | o
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nuestro supuesto tenemos s > /n, se concluye que (1.1) implica:
a2 D > (14 (n—1)e)?(1— (n—1)e) > 1.

Lo cual es una contradiccidn, ya que lo anterior implica que el volumen de D es
menor que el volumen de €. U

Como un ejemplo de aplicacién del Teorema de John, veamos el siguiente.

Teorema 1.4.2 Sea X un espacio de Banach n-dimensional arbitrario. Enton-
ces se tiene que

d(X,13) < +v/n.

Demostracion. Vamos a demostrar este teorema haciendo uso del Teorema de
John mencionado arriba. Sea By la bola unitaria del espacio de Banach X,
por la Proposicién 1.3.1 tenemos que Bx es un cuerpo convexo centralmente
simétrico. Luego, como By, la bola unitaria de [3, es la bola unitaria Euclidiana
en R", entonces podemos aplicar una transformacién afin a Bj tal que resulte
ser el elipsoide de volumen maximo en Bx. Aplicamos ahora el Teorema de John,
de lo cual se sigue el resultado deseado. U



Capitulo 2

Poligonos de area maxima
inscritos y poligonos de area
minima circunscritos

2.1. Teorema de Besicovitch

Antes que nada, introducimos algo de notacién necesaria. Dado un cuerpo con-
vexo K, denotamos el drea de K como | K |. Dados dos puntos, digamos p y ¢ en
R?, denotamos como pq al segmentos de recta que une al punto p con el punto
q. La longitud de pg se denotard como |pq|. Para decir que dos segmentos son
paralelos utilizamos el simbolo ||.

En 1948 Besicovitch en [1] probé el siguiente teorema:

Teorema 2.1.1 Para cualquier cuerpo convexo K existen puntosa, b, c,d, e, f €
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14 circunscritos

1
0K, tal que |ab| = |ed| = §|fc
y fc se intersectan en el punto medio de fc.

,ab || ed || fc y de manera que las lineas ad, eb

Cualquier hexagono que satisface estas condiciones es una imagen afin de un
hexdgono regular. Besicovitch uso su teorema para calcular el area mas grande
que puede tener un cuerpo convexo centralmente simétrico inscrito en un cuerpo
convexo dado.

Demostracion. La Figura 2.1 muestra la idea gréafica. Para una direccién fija ¢
se escogen puntos sobre JK de la siguiente manera: primero se escoge un punto
arbitrario a, luego se selecciona otro punto b tal que ab tenga la direccion 6.
Entonces se elige a ed tal que |ed| = |ab| y ed || ab, finalmente se escogen f y ¢
de forma que fc es equidistante de ab y ed.

Es posible seleccionar a a de manera que |fc| = 2|ab|. Ademads, en las posiciones
extremas de a se tiene |ab| = 0 & |fc| = |ab|, y usando continuidad junto con
el Teorema del valor intermedio, tenemos que existe una posiciéon de a donde
la relacidn requerida se mantiene, es decir, |fc| = 2|ab|. Nétese que fcy ab
son Unicos para cada 6 ya que K es estrictamente convexo. Sea o el punto de

interseccion de ad,eby fc. Queremos que % = % Denotemos % = a(h).
Obviamente, a(f) = 1 — (0 + 7). Finalmente, usando la continuidad de a(#),
existe 0y tal que (b)) = 5 y en consecuencia el hexdgono correspondiente
abcde f es afin regular. U

Figura 2.1: Teorema de Besicovitch
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2.2. Teorema de Sas y aproximacion poligonal de
Cuerpos convexos

Las Series de Fourier han sido usadas para estudiar las mejores aproximaciones,
interior y exteriormente, a un cuerpo convexo K por n-agonos convexos cuando
n es un entero mayor o igual a 3. Esto se muestra en el siguiente teorema de E.
Sas. El teorema es igualmete demostrado en [12].

Teorema 2.2.1 Sea K un cuerpo convexo de drea 1. Para cualquier n > 3,
sea a,,(K) el drea mdxima de entre todos los poligonos convexos inscritos en K,
con a lo mas n vértices. Entonces,

an(K) > —sen <2—”) , (2.1)

2 n

la igualdad se da si, y sélo si, K es un elipse.

Demostracion. Si 2¢ denota el didmetro de K, claramente se puede suponer que
(¢,0) y (—¢,0) son dos puntos sobre la frontera de K. Bajo esta suposicién la
curva frontera de K puede ser representada paramétricamente por

z(w) = ccos(w), y(w)=e(w)sen(w) (e(w)>0,0<0<27) (2.2)

(Obviamente y(0) = y(7) = 0y se puede definir e(0) = e(m) = 0). Las funciones
e(w), z(w) y y(w) son vistas como funciones sobre (—oo,c0) de periodo 27.

T . . . .
Sea ¢, = —. Si un w es dado y es ¢ un entero, sea w; = w + i€,. Ahora, si

n
p(w) = (z(w),y(w)), y si P(w) denota al poligono en K con vértices en los
puntos p(w;)(i = 0,1,2,...,n — 1), entonces por geometria elemental sabemos
que

a(P(w)) = § (o) — #(win)) () + y(owir)
1 n—1
9 (@(wi—1) — 2(wis1))y(w;)
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Lo anterior junto con (2.2), implica que

a(P(w)) = csen(e,) > y(w + i€, )sen(w + ie,).

i=1
Por lo tanto, el valor medio de a(P(w)) sobre el intervalo [0, 27| esta dado por

1 21

a(P(w))dw = cgsen(en) /0 ' y(w)sen(w)dw.

2m J, s

Si y; denota la parte superior de 0K, y s la parte inferior con respecto al gje z,
entonces, sustituyendo x = ccos(w), encontramos

1=a() = | (i (2) — yala))de = o / " y(w)sen(w)dw.

—C
Consecuentemente,

L[ Plw))dw = L sen(e,).

%0 2m

De lo anterior se siguen dos posibles resultados para toda w

a(P(w)) = %sen(en) (2.3)
6 existe un w* tal que .
a(P(w*)) > %sen(en). (2.4)

Lo anterior establece la desigualdad buscada en (2.1).

El caso de la igualdad es un poco mas técnico. Si K es un disco circular, entonces
el n-dgono regular inscrito en el circulo tiene drea mdxima, y es claro que en
este caso, y por tanto también para elipses, en (2.1) se da la igualdad. Queda
por demostrar que la igualdad en (2.1) implica que K es un elipse. Para este
propdsito pueden emplearse las Series de Fourier. Pero primero necesitamos hacer
algunas observaciones respecto a la suavidad de la frontera de K, y una condicién
necesaria en relaciéon a que un poligono convexo inscrito tenga drea maxima.
Claramente, la igualdad en (2.1) implica que (2.3) debe satisfacerse para toda
w (de otro modo (2.4) seria cierta) y esto también implica que no hay ningun
poligono convexo en K de a lo mds n vértices cuya drea sea mas grande que
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a(P(w)). De lo anterior es facil deducir que en cada punto p(w) debe haber una
linea soporte paralela al segmento de recta p(w — €,)p(w + €,). Esto muestra
en particular que 0K no contiene segmentos de recta. Ademas, tal segmento
deberia contener en su interior relativo a un punto p(wy) y, si d es suficientemente
pequefio, otro punto p(wg + J), lo cual es imposible ya que el segmento de
recta entonces tendria que ser paralelo a p(wy — €,)p(wo + €,) y p(wg — § —
€n)p(wo + § — €,). Ademds, en cada punto frontera, por decir p(wy), el dominio
puede tener sélo una linea soporte. Esto puede ser visto como sigue. Sea L la
linea soporte en p(wy) paralela a p(w_1)p(w;), y supdngase que hay otra linea
soporte, digamos L', en p(wy). Entonces, seleccionando 7 tal que el segmento
de recta p(wo + 1 — €,)p(wo + 1 + €,) es paralelo a L', uno puede inferir que
K tiene lineas soporte paralelas en p(wy) y p(wo + 7). Esto es imposible ya que
0K no contiene segmentos de recta y || puede ser escogido arbitrariamente
pequena seleccionando L’ cercana a L. Se puede mostrar ahora que la igualdad
en (2.1) se dada sélo para elipses. Ya que es evidente que para cualquier wy hay
un « > 0 tal que y(w) es mondtona sobre wowy + v y wy — awy y se sigue que
y(w) tiene derivadas laterales en todas partes. Ya que en cada punto de K hay
sélo una linea soporte, también se sigue que las dos derivadas laterales deben ser
iguales. por lo tanto, para cada wy la derivada y'(wy) existe y debe ser igual a la
pendiente del segmento p(wy — €,)p(wo + €,). Ya que y'(wp) = (dy/dx)z'(w)
se sigue que para toda w

y/(w> _ y(’LU + 6“) — y(w — En) I'/(U)> _ 1

=t t e — 2w )" W) = Teenrey WlwFen) —ylw=en)) (25)

Notamos que esto muestra que y’ es continua. Ahora consideremos la expasion

de Fourier
[oe)

y(w) = (axcos(kw) + bysen(kw)). (2.6)

k=0
Una evaluacién obvia de los coeficientes de Fourier de y(w + €,) — y(w — €,)
muestra que

y(w)~Y %f;j(bncos(kw) — aysen(kw)). (2.7)

sen
=1

k
También se observa que (2.5) implica que

y'(w) ~ io:(kbkcos(kw) — kaysen(kw)).

k=1
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Restando esta relacién de (2.7) y aplicando la identidad de Parseval, uno puede
concluir que

2a; + i(ai + b°) (k - M)Q =0. (2.8)

sen(e,)
Es necesario mostrar que para k > 2 y n > 3 se tiene que
ksen(e,) — sen(ke,) # 0. (2.9)

Esta desigualdad, y de hecho una desigualdad mds fuerte ksen(e)—|sen(ke)| > 0,
puede facilmente ser probada por induccién con respecto a k. Uno tiene sélo que
notar que 0 < ¢, < 7 y por lo tanto

(k+1)sen(e,)—|sen(k+1)e,| = (k+1)sen(e,)—|sen(ke,,)cos(e, )+cos(ke,, )sen(e,,)|

> (k + 1)sen(e,) — |sen(ke,)| — sen(e,) = ksen(e,) — |sen(ke,)|.

De (2.8) y (2.9) se sigue que ap = 0y que ar = b = 0 si k > 2. Por lo tanto
y(w) = ajcos(w)+bysen(w); por lo tanto ya que y(0) = 0 debemos tener a; = 0
y consecuentemente y(w) = bysen(w). Junto con z(w) = ccos(w) esto implica
que la frontera de K es un elipse (z/c)? + (y/b1)* = 1. O

2.3. Teorema de Chakerian

Sea K un cuerpo convexo en el plano y sea p un poligono inscrito en K. Ahora,
para cada lado ¢; de p, consideremos el vector normal a ese lado (v;) y el cual
apunta hacia el exterior del poligono. Ahora, consideremos la linea soporte de K
la cual tiene como normal exterior a v;. De este modo, obtenemos un poligono P,
circunscrito a K, cuyos lados son paralelos a los lados de p. En tal caso diremos
que P es el poligono paralelo a p. Notemos que solamente para el caso cuando
p es tridngulo, podemos asegurar que p y P son homotéticos. esto tendrd cierta
ventaja, como veremos mas adelante. Ahora estamos en condiciones de enunciar
el siguiente Teorema de G. D. Chakerian [3].

Teorema 2.3.1 Sean K un cuerpo convexo, p un poligono inscrito en K y sea
P el poligono paralelo a p, circunscrito a K. Entonces

[K|* > [p]| P|.
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Demostracion. La Figura 2.2 muestra la idea geométrica. La prueba del Teorema
de Chakerian depende del concepto de Minkowski del drea mixta, A(K, L), de
dos cuerpos convexos K y L. En este caso py P son n-agonos paralelos, A(p, P)
es facilmente descrita como sigue. Sea o un punto interior fijo de P. Si [; es la
longitud de un lado de p y d; la distancia de o al correspondiente lado paralelo
de P. Entonces

1
Alp, P) = B Zdili>

sumado sobre todos los lados de p. En [10] uno puede encontrar un tratado
de las propiedades de areas mixtas y una prueba de la siguiente desigualdad
fundamental de Minkowski:

A(K,L)* > |K]|L].

Ahora consideremos un cuerpo convexo K, con un m-agono inscrito p y un n-
agono paralelo circunscrito P. Cada lado de P contiene al menos un punto de K.
Si escogemos tal punto sobre cada lado de P, entonces estos puntos, tomados
juntos con los vértices de p, son los vértices de un 2n-dgono () inscrito en K.
Fijado un punto o dentro de p, si [; es la longitud de un lado de p, sea d; la
distancia de o al correspondiente lado paralelo de P. Al hacer un esbozo de la
situacion, nos damos cuenta de que el drea de () es dada por

1
Q= izdili ZA(p,P)'
Usando el hecho de que @) C K, y la desigualdad de Minkowski, tenemos,
|K]? > |QJ* = |A(p, P)|* > |pl| P],

lo que prueba el Teorema. O

%: P
d; p
0

Figura 2.2: Concepto de Minkowski de area mixta
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2.3.1. Aplicaciones del Teorema de Chakerian

Ahora se derivan un nimero de corolarios del Teorema de Chakerian, y todas las
pruebas siguen basicamente el mismo patrdn.

Corolario 2.3.1 Cualquier cuerpo convexo K esta contenido en un triangulo
con darea no mayor a dos veces el area de K.

Demostracion. Sea Ty un triangulo de drea minima que contenga a K. Entonces
por un teorema demostrado por G. D. Chakerian y L. H. Lange en [2], sabemos
que los puntos medios de los lados de Ti pertenecen a K. Sea t el tridngulo
inscrito en K formado por los tres puntos mencionados, y sea T el tridngulo

1
paralelo a t y circunscrito a K. Tenemos que |t| = Z|T0| y |T| > |Tp], por lo
tanto,

1 1
K 2 W7 2 |73 1] = {1

entonces |7y| < 2|K|, lo cual queriamos demostrar. O

El resultado del Corolario 2.3.1 es en un sentido lo mejor posible, ya que un
paralelogramo K no esta contenido en un tridngulo de drea menor que dos veces
el drea de K. Este resultado lo demostré Gross en [6], quien ademds demostrd
que si /X no es un paralelogramo, entonces existe un tridngulo 7' O K de manera
que |T| < 2|K]|.

Corolario 2.3.2 Cualquier cuerpo convexo K estd contenido en un cuadrilatero
C, de drea no mayor que \/2 veces el drea de K.

Demostracion. Sea Cy un cuadrilatero de drea minima que contenga a K. De
nuevo, por el Teorema de Chakerian y Lange, tenemos que los puntos medios
de los lados de C pertenecen a K. Sea c el cuadrilatero inscrito en K formado
al unir los puntos medios de los lados de Cyy. Sea C' el cuadrilatero paralelo a ¢



2.4 Teorema de Kuperberg 21

circunscrito a K. Tenemos que |C| > |Cy|, es facil ver que c es un paralelogramo

1
con |c| = =|Cy|. Por lo tanto
2

1 1
|Kﬁzwmnzbamaw:;%ﬁ

entonces |Cy| < v/2| K|, como se queria. O

Por otro lado, estimaciones buenas para el valor minimo de n-dgonos inscritos,
para n > 4, no son conocidas aparentemente. Sin embargo, el siguiente corolario
del Teorema de Chakerian muestra como obtener una desigualdad con el n-agono
inscrito de area maxima.

Corolario 2.3.3 Cualquier cuerpo convexo K esta contenido en un n-agono P

, 2 2 ,
de drea no mayor que —csc | — | veces el drea de K.
n n

Demostracion. Sea p un n-agono de area maxima inscrito en K, y sea P el
n-agono circunscrito paralelo a p. Por el Teorema de Sas, tenemos

n . (27
Ip| > (2—sm (—)) |K|.
m n
n (27
P 2 il (gesin (27) ) IliP)
7r n

de lo cual se sigue el resultado. ([l

Por tanto

2.4. Teorema de Kuperberg

En esta seccién se mostrard, mediante el Teorema de Kuperberg, que en realidad
la cota v/2 en el Corolario 2.3.2 nunca se alcanza.
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Teorema 2.4.1 Todo cuerpo convexo K de drea 1 esta contenido en un cua-
drildtero de drea menor que v/2.

Demostracion. Se sabe por el Corolario 2.3.2, derivado del Teorema de Chakerian,
que cada cuerpo convexo K de area 1 estd contenido en un cuadrildtero de drea
< /2. Para demostrar el teorema, supongamos por el contrario que existe un
cuerpo convexo K de drea 1 tal que el drea mas pequena del cuadrildtero Cj
circunscrito a K es v/2. Por el Teorema de Chakerian y Lange, sabemos que los
puntos medios, a,b,c,d, de los lados de Cy pertenecen a K (ver Figura 2.3).
Obviamente, tales puntos forman un paralelogramo C' de 4rea v/2/2.

ll l1 }L

Cv

m

Uy

my ™2

Figura 2.3: Teorema de Kuperberg

Supongamos por simplicidad que C' es un cuadrado (C' puede ser transforma-
do en un cuadrado por una transformacién afin que preserva areas). Sean [y y
[y dos lineas tangentes a K en los puntos h y f, respectivamente, y ademas
paralelas a ab, y sean my y my dos lineas tangentes a K en los puntos e
y g, respectivamente, y ademds paralelas a bc. Esas cuatro lineas delimitan
a un rectangulo R el cual contiene a K: Sean 11,1y, 7, M3 los lados de R
conl; C l; y g C my; para i = 1,2. Sea K; = afbgchde, observemos
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1 —
que |Ky| = §|ab|(|l1| + |m1|). Recordemos que |R| > |Cy| = 2|C|, es de-

cir, [my||ly] > 2|abl®. Por tanto, usando el hecho de que la media aritméti-
ca de dos nimeros es siempre al menos su media geométrica, tenemos que

53] = glabl([i] + ) > \/Jabl sl [ lab| > v3labl? = V3IC| = 1. Como
K, C Ky |K;| = 1, entonces K; = K. Observemos que el perimetro de R
es 4(2)? y como sabemos que de entre todos los rectangulos de perimetro fijo
el de mayor drea es el cuadrado, y un cuadrado de lado (2)% tiene drea /2,

obtenemos que |R| < V2. Por otro lado, |R| > V2, se sigue entonces que R es
un cuadrado.

Notemos que cada lado de R contiene un lado de C' 6 toca a K en sélo un
punto. Por lo tanto, uno de los lados I; o I, digamos [;, toca a K en solo un
punto, y uno de los lados 77 o T3, digamos 77, toca a K en sélo un punto (ver
Figura 2.4). Estos dos puntos de tangencia son vértices de K y puntos medios
de lados adyacentes de R (el Teorema de Chakerian y Lange es aplicado aqui
nuevamente, ya que |R| = v/2, el minimo). Ahora, una rotacién del lado I; sobre
su punto medio para un angulo positivo suficientemente pequeno transformara
al cuadrado R en un cuadrilatero T' el cual atn contiene a K y cuya area sigue
siendo /2. Pero esto contradice al Teorema de Chakerian y Lange: uno de los

lados de T" toca a K en sélo un punto el cual no es punto medio de aquel lado.
O

h

Figura 2.4: Teorema de Kuperberg
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Capitulo 3

Distancia de Banach-Mazur en el
plano

3.1. Distancia de Banach-Mazur entre el triangu-
lo y el cuadrilatero

Mostraremos que la distancia de Banach-Mazur entre el triangulo y los cuadrila-
teros es menor o igual a 2. Es importante mencionar que la idea de demostracién
es original.

Teorema 3.1.1 La distancia de Banach-Mazur del tridngulo t a cualquier cua-
drilatero C' no es mayor a 2. La distancia 2 se alcanza si, solo si, C' es un
paralelogramo.

Demostracion. Consideremos al tridngulo de drea minima que contiene a C. Por
el Teorema de Zalgaller en [15], se sabe que existe un tridngulo Tj de drea minima
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tal que al menos dos lados de Tj contienen lados de C', y ademds, los puntos
medios de los lados de Tj pertenecen a la frontera de C.

Tenemos dos casos:

1. Sélo hay dos lados de C' que pertenecen a lados de Tj.

Claramente, tales dos lados deben ser lados consecutivos de C'. Sean
ay, as, as,ay los vértices de C'y sean ay,b,c los vértices de Ty (ver Fi-
gura 3.1). Sin pérdida de generalidad, supongamos que la distancia de a4
a bc es mayor o igual que la distancia de as a bc, y sea p en a,b tal que
pay || be. Definamos a ¢ como el tridngulo formado por los vétices aq, p
y a4. Dado que los puntos medios de T pertenecen a C', tenemos que

|t| > =|Tb], lo que implica que la razén de homotecia de T a t es menor

o igual que 2. Ademas, la igualdad se da si, y sélo si p = as y a4 son
puntos medios de los correspondientes lados de T;. Como también a3 es
punto medio de bc, tenemos que la igualdad se da si, y sélo si C' es un
paralelogramo.

Figura 3.1: Distancia del tridngulo al cuadrilatero

2. Tres lados de C' pertenecen a lados de Tj.
Observemos primero que, para este caso, C' no puede ser paralelogramo.

Sean ay, as, as, a4 los vértices de C', como antes, y sean aq, b, a, los vértices
\a4b| |a1b\
|a4a3\ \a1a2|
(ver Figura 3.2). Sea p un punto sobre ajay tal que pas || a1b y definamos
a t como el tridngulo formado por los vértices p, az y a4, entonces tenemos

de Ty. Sin pérdida de generalidad supongamos que <2
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1 )
que |t| > Z|T0\, lo que de nuevo prueba que la razén es menor o igual que
2.

Para demostrar que la distancia 2 se alcanza si, y sélo si C' es un paralelo-
gramo, hagamos lo siguiente: si ag no es el punto medio de a4b, entonces
la razén de homotecia es menor que 2, por tanto podemos suponer que
asz es el punto medio de a4b. Claramente ay es también punto medio de
a1b. En este caso, sea t el triangulo formado por los vértices ai, a3 y as y
sea Tj el tridngulo homotético a ¢ con centro de homotecia en ay4. Luego,
como |ajasas| < |ajazay| tenemos que la razén de homotecia de 7)) a t es
menor que 2. En conclusién, la distancia 2 no se alcanza para el caso 2. []

Figura 3.2: Distancia del tridngulo al cuadrilatero

3.2. Distancia de Banach-Mazur entre el triangu-
lo y el pentagono regular

Antes de mostrar cudl es la distancia de Banach-Mazur entre el tridngulo y el

pentagono (Teorema 3.2.2), se mostrardn algunos resultados previos. Observemos
2o C—Aentoncesa+c—
b YA brd

lo siguiente: si tenemos que a, b, ¢, d € R,

Teorema 3.2.1 Sea abc un tridngulo con vértices no colineales, y sea a't'c el
triangulo directamente homotético al triangulo abc con razén de homotecia ).
Entonces la siguiente relacion entre sus dreas es cierta
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|’V | = A\? - |abc|.

Demostracion. Sea o el centro de homotecia y cn, ¢/m las alturas correspondientes
!/ /
. : oa oc
de los triangulos (ver Figura 3.3). Sabemos que u = u = \. Ahora,
loal loc]|
como los triangulos oab y oa’b’ son semejantes, al igual que los tridngulos oca y
' : ld't|  |dd| . B .
oc'a’, se sigue que —— = —— = \. También los tridngulos nca y mc’'a’ son
|ab| |cal
d'm|
n|
relaciones: |a't/| = A-|ab| y |¢'m| = X |en|. Al calcular las dreas de abcy a'b'c,
2
ab| - |cn A% - |abl - |en
abl Jenl gy _ X clabfenl
_ 2 2
anterior demuestra el resultado. 0

semejantes, por lo que = A. De lo anterior se obtienen las siguientes dos

respectivamente, tenemos que |abc| =

Figura 3.3: Areas de tridngulos directamente homotéticos

Definicién 3.2.1 Sea K € R? un cuerpo convexo y abc un triangulo inscrito
en K, es decir, a, b y c son puntos no colineales en la frontera de K. Sea a'b'c’ el
triangulo circunscrito a K directamente homotético a abc con a't’ || ab, b'c’ || be
ydad' | ca. Sean f € UV NK, ge b/ NK yh e da N K. Entonces, decimos
que abc genera a un cuadrilatero, si el cuadrildtero es convexo y ademads tres de
sus vértices coinciden con los del triangulo abc y el cuarto vértice es f, g o h.
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Por dltimo, decimos que abc genera a un hexagono, denotado por h(abc), si el
hexagono es la union de tres cuadrilateros generados por abc, y ademads tres de
sus vértices son f, g y h.

Nota. Dado un tridngulo abc como en la Definicién 3.2.1 tenemos que |h(abc)|
es constante, no importa cémo se elijan a f, gy h.

Ejemplo 3.2.1 Sea K un pentagono regular. Sean abc, d'b'c’, f, g y h como
en la Definicién 3.2.1 (ver Figura 3.4). En este ejemplo tenemos que abc genera
a los cuadrilateros abch,afbc y abgc. Por otro lado, el triangulo abc también
genera al hexagono h(abc) = abch U afbc U abgc.

Figura 3.4: Ejemplo 3.2.1

Lema 3.2.1 Sea K € R? un cuerpo convexo. Sean abc, a'b/'c y f, g y h como
en la Definicién 3.2.1 (ver Figura 3.5). Si \ es la razén de homotecia de a't'c’ a
abe, entonces

+_ Inabo)

labe|
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Demostracion. Sea o el centro de homotecia de los tridngulos. Sea x el punto
|ot/|

donde og intersecta a bc. Ahora, la razén de homotecia se calcula como ob) =
0

0 .
M = ). Sean p y n puntos sobre bc tal que op y gn son alturas de los tridngulos

|ox|
obc y gcb, respectivamente. Por la semejanza que existe entre los tridngulos xpo
gn gr
lgn| = 9] Ahora, sumamos

y xng, tenemos la siguiente relacién entre lados, = :
_ _ lpol  |wol
uno a cada miembro de la igualdad

lgnl +pol _ |gx| + |zo| _ |go]

[pol o] Jwol’
be| - be| -
Ya que |bgco| = b (|g7;\ + Ipo]) y |obe| = M, tenemos que
lbgeo| _ lgn| + [po| _ log
|obc] [pol o]’
b
es decir, [bgcol =
lobe]|
h b
Andlogamente obtenemos que lochal = joa 10| = A. Sumando las expresiones
local |oab

anteriores se tiene que

lafbo| + |bdco| + |ceao|  |h(abc)| )
laob| + |boc| + |oca| —  |abc]

Como corolario directo se obtiene el siguiente.

Corolario 3.2.1 El producto de las areas de los triangulos circunscrito e inscrito
en K es menor o igual que el cuadrado del drea de K, esto es

d'V'c| - abe| < |K |2



3.2 Distancia de Banach-Mazur entre el triangulo y el pentagono
regular 31

Figura 3.5: Lema 3.2.1

Demostracion. El tridangulo a'b'c’ es directamente homotético al tridngulo abc con
razén de homotecia \. Por el Teorema 3.2.1 se tiene |a’b/c’| = A? - |abc|, luego,
se multiplica por el drea del tridngulo abc en ambos miembros de la igualdad
anterior, |abc| - |a'b'd| = A? - |abc|?, y como |h(abc)| = X - |abe|. Se sigue que

labe| - |a'b'd| = |h(abc)|? < |K|?. La igualdad se da cuando el tridngulo abc estd
inscrito en un hexdgono, y cuyos Vvértices coinciden con los vértices alternados
del hexagono. O

Teorema 3.2.2 La distancia de Banach-Mazur entre el pentagono regular y el

> 5
triangulo es 1 + 5

Demostracion. Antes que nada, hagamos una observacién muy importante para
el desarrollo de la demostracion.

Observacion 3.2.1 Derivado de la demostracién del Lema 3.2.1 tenemos que,
abgc, bcha y cafb son los cuadrildteros generados por el triangulo abe, y ademas
que h(abc) es la union de esos cuadrildteros. Entonces, se tiene que

labgc| + |bcha| + |cafb|  h(abc) + 2|abc|
|abc| B labc]| B

A+ 2.
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Debemos minimizar a A, entonces el problema se traduce en minimizar a

labgc| + |bcha| + |cafb|  |abgc|  |bcha| |cafOb|
labc]| ~ abc| labc]| labe|

Una vez claro lo anterior, nos disponemos a desarrollar la demostracién.

Analizaremos primero el caso cuando un vértice del tridngulo abc es también
vértice de P. Sin pérdida de generalidad, digamos que a = a;. Por conveniencia,
supongamos que |a1by| = 1. La demostracién de este caso se divide a su vez en
los siguientes casos.

1. Analizaremos primero el caso cuando b € bjc; y ¢ € dye; (ver Figura
3.6). Observemos primero que la razén de homotecia A disminuye cuando
be || bidy. Para ver lo anterior, supongamos que |c1b| > |dyc|. Sea b* € bycy
tal que b*c || ¢1d;. Tenemos que h(aibc) = aibycice;.

Luego, se tiene que
la1b*c| — |aibe| >0 (3.1)
con la igualdad en (3.1) si, y sélo si ¢ = dj, el caso de la igualdad lo

analizaremos después.

Ahora, como b*c || ¢1d;, se tiene que h(aib*c) = aibicice;. Por lo tanto,
[(arbe)| _ [Alarbe)]
la,b*c| |ay be]
cuando bc || bydy. En conclusidn, b tiene que ser igual a b*.

tenemos que , lo cual nos dice que A\ disminuye

ai

C1 dl

Figura 3.6: Caso la
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Hagamos unas definiciones y observaciones que nos ayudaran a seguir con
la demostracién.

Sea k un punto sobre bc tal que ¢k es la altura del tridngulo ccid; y sea
m un punto sobre c;d; tal que a;m es la altura del triangulo ajcidy (ver
Figura 3.7). Sean |cik| = h, |bk| = = y |aym| = 1. Luego, observemos

que el dngulo Zbcik = 18° y que tan(18°) = % Por otro lado, se sabe

V5 —1 10 + 2¢/5
I A

que sen(18°) = y cos(18°) = 1

Con lo anterior ya establecido se deduce que

10+ 25
2(v5—1)

v 10 + 24/5 bicid
+2v/5 y la1bycrdye | — 3
4(\/5 - 1) laycid, |

n = sen(72°) + sen(36°) =

por lo que se tiene |ajcidy| =

ai

Figura 3.7: Caso 1b

18° h(vb—1
Como f = mo), entonces tenemos que x = L Luego, se
h cos(18°) 10 +2v/5
142 —h h
tiene que |a be| = (1+ x;(n ) = g +an— 5~ xh. Observemos que

h bicid
x1 = -, por lo que |a;bc| = " _ th. Por otro lado, como laabierdae| =
2 2

V5V 10 + 25
4(v/5 —1)

|&101d1|

, de lo cual se

\/5, entonces |a1b101d161| = \/5|6L101d1| =
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deduce que

:\/5\/10+2\/5 VEV10+2v5  h

TR B

|h(aibc)] VA1) 5

Ahora nos disponemos a definir la funcién a minimizar, esta es,

V5V10+2V5  h
_|h(asbe)| 4(y/5 — 1) 2
M) = jaibe] g —zh '

Para simplificar los célculos hagamos lo siguiente: sea a@ = tan(18°) y
B = |a1bicidieq|, entonces tenemos que

26 —h
AMh) = ——. 2
Se sigue que, la derivada de A es
—2ah? —
N(h) = ah +8a6h2 n
(—2ah? + 1)
lgualando \ a cero tenemos que
—2ah?® 4 8aBh —n = 0. (3.3)
Utilizamos la férmula general para resolver (3.3)
_ —8af + \/(8ap)’ — 4(~20)(~n) -
e —4a ’ '
8t — \/(8aB)* — 4(~2a)(—n)

Sustituyendo valores en (3.4) y (3.5) tenemos que
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4 4 2
hy = - i1 :
10 +2v/5
2
—8?— 64(?) _st
hy = » 1
10 +2v/5

Reduciendo la expresién anterior tenemos

o —2v5+4
1 —_4(\/5_1)7
10+ 2v/5
o —2v5 -4
TV
10+ 2v/5

Por ultimo tenemos los siguientes valores:

1
hy = 5\/5 — 2v/5 ~ 0,36327126.

1
hy = 5\/85 + 38v/5 & 6,518638
10 4+ 2v/5
Como |aym| = # ~ 1,53884176, tenemos que descartar a hs.
2(v/5 1)
Sustituyendo h; en (3.2) tenemos que

5
Ah) =1+ g ~ 2,11803398.
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|h(alel)‘ _
|alel‘

) ) 5
V/5. Por lo tanto, para este caso el minimo A posible es A =1+ g

Cuando se cumple la igualdad en (3.1) obtenemos que A =

Observacion 3.2.2 En este caso hemos obtenido que existe una pareja
de triangulos homotéticos que aproximan al pentagono, los cuales tienen
una razon de homotecia igual a 1 + V5 es decir, sus dreas se relacionan en
larazonl : %—l—\/g . Si observamos ademas que el triangulo de drea minima,
el cual contiene al pentdgono regular, tiene drea igual a 2+/5 + 2 veces el
drea de uno de los triangulos formados por tres vértices consecutivos del
pentagono, concluimos que no es posible que los tres puntos a, b y ¢ estén
todos contenidos en dos lados consecutivos del pentagono. Con esto, sélo
es necesario analizar los casos que se muestran a continuacion.

. b€ ayby yc € eyd;y (ver Figura 3.8). Observemos que en este caso siempre

se tiene que h(a bc) = aibcyce;.

C1 dl

Figura 3.8: Caso 2

b b
Fijemos el vértice c. Debemos minimizar jabere] | Jarbeey| = \+ 1.
‘albc‘ ‘ale|
b b
Sabemos que ‘CL1 C1C| _ |a1C1|, donde m = ayey N be, y \al 661| _
la1bc| laym)| la1be]

lasces| =1+ ‘n61|, donde n = a;cNbe;. Debemos entonces minimizar

|a1bc| |bn|
larcr| | ne

, lo cual se logra cuando b = b; y ¢ = dy. En tal caso,
|aym| |bn|



3.2 Distancia de Banach-Mazur entre el triangulo y el pentagono

regular 37
larer] VB +1 |ne| ,
tenemos que = = = 7 — 1, se sigue que \ =
|aym]| 2 |b1n|
|a1c1] 1 [net| V5.

laym| ~ |bin| N

3. b€ aby y ¢ € c1dy (Ver Figura 3.9). Fijemos el vértice c. Si |a1b| < |d|
entonces h(a;bc) = aibice;. Observemos que |aibicer| no depende de la
posicién de ¢ sobre el segmento c¢;dy, sin embargo, |a;1bc| se maximiza,
de manera que se mantenga la condicién |a1b| < |dic|, cuando b = b; y
c = c;1. En tal caso tenemos que \ = V5.

ai

Figura 3.9: Caso 3

Si |ayb| > |dic| tenemos que h(aibc) = aibeice;. Debemos minizar a

b b
[arbese] = ‘alcl‘, donde m = ajc; Nbe, y jasbee, = lasce +1 =
la1bc| |aym| la;bel |a1bc|
|neq| lajc1|  |ne|

+1, donde n = a;cNbe;. Debemos entonces minimizar
|bn| laym|  |bn|

lo cual se logra cuando b = by, y como consecuencia ¢ = d;. Con lo anterior,
al igual que en el caso 2, tenemos que A = V5.

4. b€ byicy y c € aje,. Este caso es andlogo al caso 2.

5. b € biey y ¢ € cidy (ver Figura 3.10). Siempre se tiene que h(a bc) =
aibicicey sin importar donde estan colocados b y c. Fijemos al vértice c.
Luego, observemos que |a;bicicer| no cambia si movemos a b sobre byc;.

Por tanto, sélo debemos incrementar el valor de |a;bc|, lo cual se logra
al tener b = b;. Se cae en el caso 2 con la pequeiia diferencia de que si
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ai

€1

C1 & dl

Figura 3.10: Caso 5

tenemos ¢ = di, entonces b puede estar en cualquier posicién sobre by c sin
cambiar el valor de A = /5.

6. b € cidy y ¢ € ajey. Este caso es andlogo al caso 3.
7. b€ cidy y c € dyey. Este caso es analogo al caso 5.
8. b,c € c1d;y (ver Figura 3.11). Aqui h(a1bc) = a1bibee;.

ai

€1
a b ¢ dy
Figura 3.11: Caso 8
Debemos minimizar a
|a1b1bc| . |a1b1b| . |b1m|

laibe]  |aib] ~em]|”’
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donde m = a;bNbic, y

larbce|  ajeic| _ len|

laibe|  Jaibc] R

|bym|  |ein|

donde n = a;cNbe;. Debemos entonces minimizar lo cual

lem)| |bn|
se logra cuando b = ¢1 y ¢ = d;. En tal caso tenemos A = /5.

Por dltimo supongamos que ninguno de los tres vértices del tridngulo abc es
vértice del pentdgono regular. Para este supuesto hay tres opciones.

1l.a € aiby, b € aje; y ¢ € ¢1dy. Sean @ € a1by y V' € ae; tales que
a'c || biey y e || erdy. Si |laral < layd’| y |arb| < |aib'|, es claro que
h(abc) = h(a'/c) y ademas |abc| < |a’b'c|. Por lo tanto, para disminuir a
A se debe aumentar |abc| para lo cual se debe escoger a = a’ y b = b (ver
Figura 3.12 a)).

Figura 3.12: Opcidn 1a

Silaja| > |a1a’| y |aib| > |a1b'|, entonces existe un ¢ € cyd; con ac || by

6 b || exd; tal que h(abc) = h(abc’) y ademas |abc’| > |abc| (ver Figura

3.12 b)).

[Alabe)| _ |h(bibe)]
|abc]| |bibe|

Para mostrar lo anterior hagamos la siguiente construccién: sea a’ € a;b;

Supongamos que be || ejdy, entonces se tiene que
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tal que a’c || byc1. Sean hy y hy tal que sen(72°) + hy — hy es la altura del
tridngulo a’bc desde o’ (ver Figura 3.13). Sean hg tales que sen(72°) + hs
es la altura del tridngulo a’ca desde cy hy la altura del tridngulo a’ba desde
b. Sean y = |be;| y # = |d’a|. Entonces tenemos lo siguiente:

hy = ysen(36°), hy = ysen(72°), hy = (1 — y)sen(36°),
hy = (1 — y)sen(72°), de donde

Figura 3.13: Opcidn 1b

(1 + 2ysen(18°))[sen(72°) 4 y(sen(36°) — sen(72°))]

|a'be| = 5
(h(abe)| = sen(72°) N Tsen(72°) _(3+ V5 \ ([ sen(72°) |
2 2 2 2

acral = xsen(72°)

1 —
dleal = x(sen(72°) + (1 — y)sen(36°))

5 :

\a'bal = (1 — y)sen(72°).

2

Observemos que dado cualquier a € a’by, se tiene que la funcién A =
|h(abe)]

viene dada por
|abc|

|h(a'be)| + |d'cral

A = .
(z,9) la’be| + |a’ca| — |a’bal
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(sen(72°) + (1 — y)sen(36°))

Sean h = |h(a'bc)|, t(y) = |d'be|, Bly) =

2
20
o= %7). Entonces la funcidon A queda como sigue:
h+ za
Mz,y) = ————.
(@3) t(y) + xB(y)

Como queremos encontrar el minimo \ para cada y fijo, entonces calcula-
mos la derivada parcial de X respecto de x, esto es

Nz, y)  atly) = By)h

Ox (t(y) +2B(y))*

Observemos que si at(y) — B(y)h < 0 entonces el valor minimo de A se

t
alcanza cuando a = b;. Ahora, como la funcién % es una recta con
Yy
pediente negativa, su maximo lo alcanza en y = 0, esto es
T(O) _sen(72°)  1+4/5
B sen(36°) 2
t h 3 5
Por lo tanto, tenemos que M < — = i \/_ para 0 <y < 1. Con lo
Bly) « 2

anterior se demuestra que el valor minimo de A se alcanza cuando a = b;.
En conclusién, para esta opcidén caemos en el caso 1, ya que para cada y
dado, A alcanza su minimo cuando a = b;.

2. a €biey, becidy y ¢ € diey (ver Figura 3.14). Aqui se debe cumplir que
|cia| = |dyc| para tener un valor éptimo de |abe| dado |h(abc)|.

Utilizando algunas definiciones que se hicieron en el Caso 1 con respecto
10 +2v5
2(v/5 1) y

a la Figura 3.7, se tiene que |ajbc| = g — zh, donde n =

h(V5 - 1)

r = ————= = htan(18°).
10 + 25
142 1
Por lo tanto, |abc| = % = h(§ +1x)y
n 1 h 1
|h(abc)| = |a1be|+|abe| +|acib|+|cbdy | = 5—xh+h(§+x)+§ = §+h.
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ai

fo. 4

C1 b dl

Figura 3.14: Opcidn 2

Entonces el objetivo es minimizar a la funcién

Ui
—+h
Y L

labc| 0

mds explicitamente
Sk
Ah) = A .
5 + h2tan(18°)

Calculamos la derivada de A\(h)

—h?tan(18°) — g — hntan(18°)
h 2
(5 + h2tan(18°))

Lo cual nos dice que )\ es negativa y por consecuencia que A es estricta-
mente decreciente. En conclusién, A toma su valor minimo en a = by y
Cc = eq.

N(h) =

. a € ayby y byc € c¢dy (ver Figura 3.15). En esta opcién dados a, by ¢

siempre se tiene que h(abc) = abybce;. Luego, para poder minimizar a A,

b b
jabees| _ [ber] De lo dltimo se deduce que

primero se debe minimizar a = :
|abc] |bm)|
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ay

by €1

&1 b C dy
Figura 3.15: Opcién 3

c tiene que ser igual a d;. Con esto ultimo se termina la prueba, ya que
siempre se cae en uno de los primeros 8 casos. Por lo tanto, la minima

V5

lambda posible es: A =1 + -
En conclusién, la distancia de Banach-Mazur entre el tridngulo y el pentdgono

5
regular es 1 + g O

3.3. Distancia de Banach-Mazur entre cuadrilate-
ros

Se dice que dos cuerpos convexos A y A’ son afinmente equivalentes, y se escribe
A ~ A’ si hay una transformacién afin no singular la cual transforma a A en A’
y viceversa. Claramente, si A ~ A"y B ~ B’ entonces

d(A,B) = d(A', B)).

Esto es bastante atil para simplificar el estudio sobre la distancia de Banach-
Mazur entre cuerpos convexos. Notemos ademas que A’ y B’, no necesariamente
se obtienen aplicando la misma transformacién afin a A y B, es decir, A" se
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pudo haber obtenido mediante una transformacién afin o; y B’ mediante una
transformacion os.

Lema 3.3.1 Cada cuadrilatero convexo es afinmente equivalente a un cua-
drilatero con vértices sucesivos (1,0),(0,0),(0,1), y (p,q), el cual pertenece al
triangulo T' con vértices (1,1),(1/2,1/2),(1,0).

Demostracion. De los cuatro tridngulos cuyos vértices son vértices del cuadrilate-
ro, consideremos un tridngulo K cuya d4rea es la mas grande. Apliquemos una
transformacion afin la cual transforme a K en el tridngulo M con vértices suce-
sivos (1,0), (0,0), (0,1) tal que el cuarto vértice (p,q) del cuadrildtero esté en
el primer cuadrante. Ya que la transformacién afin no cambia la proporcion de
areas, el area de M no es mas pequena que el area de cualquiera de los tres
tridngulos restantes cuyos vértices estan en (0,1),(0,0),(1,0) y (p, q). Esto im-
plica que (p, ) estd en el triangulo N con vértices (0,1),(1,0) y (1,1), en caso
contrario uno de los tridngulos restantes tendria drea mas grande que la de M.
Al bisecar a N en dos triangulos con la linea y = x, podemos tomar uno de ellos,
por decir T', y asumir que (p, q) pertenece a éste, con lo que la prueba termina.
O

(0,1) (1,1)

M

(0,0) (1,0)

Observe que el cuadrilatero del Lema 3.3.1 es degenerado en un tridngulo si, y
sélo si, (p, q) estd en el segmento que une a los puntos (1/2,1/2)y (1,0), y es
un paralelogramo si, y sélo si, (p,q) = (1,1).



3.3 Distancia de Banach-Mazur entre cuadrilateros 45

Teorema 3.3.1 La distancia de Banach-Mazur entre dos cuadrilateros convexos
es a lo mas 2. La distancia 2 se alcanza si, y sdlo si, uno de los cuadrilateros es
un paralelogramo y el otro es un triangulo.

Demostracion. Sean a = (0,1), b = (1,1), ¢ = (1,0), o = (0,0) y d =
(1/2,1/2). De acuerdo al Lema 3.3.1, podemos aplicar transformaciones afines
adecuadas a los dos cuadrildteros de manera que sus tridngulos de area maxima
respectivos se transformen en el tridngulo aoc. Ademas, podemos suponer que
los dos vértices restantes, uno en cada cuadrilatero, se transforman en los puntos
x, y contenidos en el tridngulo abd.

Tenemos dos casos posibles:

1) El cuadrilatero aocy contiene al cuadrildtero aocz (ver figura 3.16 (a)).
Aplicamos una homotecia con centro en o, de manera que el segmento
ac se transforma en el segmento a'c, el cual pasa por y. Si el vértice
x se transforma mediante esta homotecia en el vértice 2/, es claro que
el cuadrilatero a’oc’x’ contiene al cuadrildtero aocy. Ademds, la razén de
homotecia es menor o igual que 2 y la igualdad se da solamente cuando
y = by x estd sobre ac, es decir, si, y sélo si, uno de los cuadrildteros es
un tridangulo y el otro es un paralelogramo.

a b
x
m
2 Y
a b 0
y // S
L]
xr 7/ d
/
o0 d o
c n ¢
(a) (b)

Figura 3.16: Prueba del Teorema de John
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2) Ninguno de los cuadrilateros contiene al otro (ver figura 3.16 (b)). Supon-

gamos que ox intersecta al segmento ay en x’ y que oy intersecta a cx en
y'. Aplicamos una homotecia a axco con centro en o, tal que = coincida

, . o :
con z'. La razén de homotecia es ﬁ y axco se transforma en mx'no,
ox
como se muestra en la figura 3.16 (b). Sea s la interseccién de oy con

e . . loy|
nz’. Si aplicamos una homotecia con centro en o y razén |—‘ tendremos
0s
que el cuadrildtero ma’'no se transforma en un cuadrilatero que contiene al
g ) : loy| - |ox|
cuadrilatero ayco. La razén de esta segunda homotecia es — ———,
|oy'| - |ox'|
;o] : L
que s =y’ - ﬁ Se sigue que la distancia de Banach-Mazur entre estos
ox

cuadrildteros es menor o igual que

_ oyl -lox[ _ oxyl
lo!| - |oy'|  [oxy'|
|ozy|

Tenemos entonces que el maximo valor de €S una cota superior

Ox/ /
para la distancia de Banach-Mazur. Para enc|ontgal el maximo se hace lo
siguiente: Sea p en el rayo oy, de manera que zp || 2’y (ver figura 3.17). Por
2’|yl
|0 [yol

la semejanza entre los tridngulos xop y 2’0oy tenemos que
Por lo que, |z2'| = t|z'o| y |py| = t|oy|. Ahora, como

lozy/| = |ox'y'| + [2"zy'| = (1 +t)]oz'y/|

lopz| = ozy| + [pry| = (1 + y)loxyl,

opz| _ oxy| . g
tenemos que = . Se sigue que, como los tridngulos opz y
lozy'|  |oz'y|
oxy’' comparten altura desde x entonces @ = ‘Op,‘ < 2, con igualdad
loxy'|  |oy/|

si, y sélosi, p=>by y =d, es decir, si, y sélo si, uno de los cuadrilateros
es el cuadrado abco y el otro el tridngulo aco.

Con lo que concluimos que la distancia de Banach-Mazur entre cuadrilateros es
a lo mas 2, con igualdad si, y sélo si, uno de ellos es un tridngulo y el otro es un
paralelogramo. 0
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C

Figura 3.17: Distancia de Banach-Mazur entre caudrildteros

3.4. Conjetura de Lassak y Teorema de Fleischer

Sea C"™ la familia de todos los cuerpos convexos y sea M" la familia de todos
los cuerpos convexos centralmente simétricos, ambos en R"™. Por mds de siete
decadas la nocién de distancia de Banach-Mazur entre C; D € M™" ha jugado un
papel importante en el Andlisis Funcional, ya que C'y D pueden ser consideradas
las bolas unitarias de espacios normados. Mostraremos algunos de los resultados
mas importantes sobre la distancia de Banach-Mazur entre cuerpos convexos
centralmente simétricos.

1. Stromquist probé en [14] que d(C, D) < = para arbitrarios C, D € M?,

DO Lo

. 3
y que la cota 3/2 no puede mejorarse. El caso d(C, D) = = se alcanza

cuando C' es un paralelogramo y D es un hexdgono (ver Figura 3.18).

2. Por el célebre Teorema de John (Teorema 1.5.1) tenemos que d(C, B) < n,
donde C € C™ es arbitrario y B es la bola unitaria del espacio Euclidiano n-
dimensional. De este teorema se puede concluir facilmente que d(C, D) <
n? para todo C, D € C".

3. Gordon, Litvak, Meyer y Pajor establecieron en [5] que d(C, M) < n para
cadaCeC"y M € M".
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Figura 3.18: Ejemplo de Stromquist

4. Hasta donde se sabe no se ha demostrado un estimacién concreta mejor
1
que n?. Lassak conjetura en [9] que d(C, D) <1+ 5\/5 (=~ 2,118) para

todo C, D € C?, con la igualdad sélo para el tridngulo ¢ y el pentdgono
regular P. Para un posicién de a(t) con respecto a P tal que a(t) C P C

1
(1 + 5\/5) a(t) podemos ver la Figura 3.19.

Figura 3.19: Conjetura de Lassak

5. Marek Lassak demostré en [9] que d(C, D) < 3 para todo C, D € C™.

6. Hasta ahora la mejor aproximacién a la conjetura de Lassak, para el caso
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cuando uno de los cuerpos es un triangulo, fue dada por Fleischer, Mehl-
horn, Rote, Welzl y Yap en [4], donde demuestran que

para todo cuerpo convexo K y t un triangulo. Fleischer, Mehlhorn, Rote,
Welzl y Yap utilizaron el tridngulo de area maxima inscrito en K para

9 . ,
dar la cota de 1 Ellos buscaron el caso extremo del cociente de areas

entre un hexdgono convexo H y su tridngulo ¢ de drea maxima inscrito.
La importancia de esto radica en el hecho de que se tiene una cota para el
cociente de areas entre h(t) y t, donde ¢ estd inscrito a un cuerpo convexo
K.

El hexdgono para el cual se obtiene el caso extremo se construye de la siguiente
manera: Sea abd un tridngulo rectdngulo isésceles con |ab| = |ad| y sea el
segmento bc paralelo a ad de tal forma que |bc| = Z|ad| (ver Figura 3.20). Ahora,
sea af paralelo a bd y ed paralelo a ac de modo que la altura del tridngulo adf

desde el punto f es —|ab| y fe || ad. Al hexdgono formado por los vértices

a,b,c,d,ey f lo denotaremos como Hj.

b/

a’ d
Figura 3.20: Ejemplo de Fleischer

Si t es un tridngulo de drea maxima inscrito en Hy, se cumple que
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|[Ho| 9

il 4
Se puede ver que los tnicos triangulos de drea maxima inscritos en Hy son los

siguientes: i) abd y acd, i) fbdy ace vy iii) bef y bee. Para cada caso se obtiene

. " . . 13 9
un tridangulo homotético con razén de homotecia \;) = 7 i) = 5 Yy Niiiy = 1
respectivamente, que contiene a Hj.

b/

d
fe
ii) f
Figura 3.21: Tridngulos inscritos
. 3
Ahora mostraremos una manera (diferente) de obtener la cota d(K,t) < ot

previamente obtenida por Lassak en [8], para lo cual utilizaremos la notacién
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|p, ab| para la distancia del punto p a un segmento ab.

Teorema 3.4.1 La distancia de Banach-Mazur entre el triangulot y un cuerpo

, 5
convexo K es menor o igual a 3

Demostracion. Sabemos que bajo una transformacién afin adecuada podemos
transformar a t en un tridngulo equildtero ¢ y a K en K’ conservando la razén
de dreas entre t y K. Sea T” el tridngulo homotético a t’ el cual contiene a K’
(ver Figura 3.22). Sean a, by c los vérticesde ' y d, e y f los puntos de tangencia
entre 77 y K'. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que la altura de t/
|77
'
entonces A = 1 + hy + ho + hs. Supongamos ademas que hs > hy > hy. Sean
ay,by,c1,dy,er y fi los puntos donde se intersectan las fronteras de 7'y 17,
donde T es el tridngulo inversamente homotético a ¢’ y cuyos lados pasan por los
puntos a, by c. Como abc es un tridngulo de drea maxima inscrito en K’, entonces
tenemos que |abc| > |efg|. Luego, como tenemos que hg > hy > hy, entonces

es 1. Sean hy = |e,ab|, ho = |f,bc| y hs = |g,ac|. Sabemos que A =

: 1
lefg| > |bicig|. Ya que |abc| = 7 entonces se debe cumplir |bycig| < 7 es

decir, (h1+hs)(1+h3) < 1. De lo anterior deducimos que (A—1—h3)(1+h3) < 1,
con lo cual se obtiene que

A< 1+h3+1+h3.
Es fécil ver, derivando la expresién anterior, que f(h3) = ] 4—1h3 + 1+ hs es una
funcién creciente; entonces, como el valor maximo que puede tener h3 es 1, se
deduce que A < g O

Un resultado muy relacionado con la distancia de Banach-Mazur al tridngulo, es
el siguiente obtenido por E.G. Straus en [13].

Teorema 3.4.2 Sea K un cuerpo convexo en el plano. Supdngase que uno
de los lados de un triangulo t de drea maxima inscrito en K, pertenece a OK.
Entonces \/5 - |t| > | K|, con la igualdad si, y sélo si, K es un pentdgono regular
afin.
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Figura 3.22: Conjetura de Lassak

Por el caso extremo dado por Fleischer, Mehlhorn, Rote, Welzl y Yap en [4]
podemos ver que el teorema de Strauss, establecido como antes, es falso. Para

convencernos de ésto, es suficiente con observar que (con respecto a la Figura
3.20)

|Hol 9
= - > /5.
labd| 4
Sin embargo, si nos restringimos a considerar solamente pentagonos convexos el
resultado siguiente se mantiene.

Teorema 3.4.3 Sea P un pentdgono convexo y sea T' un triangulo inscrito de
area maxima. Entonces

con la igualdad si, y sélo si, P es un pentagono regular afin.

Demostracion. Sean ay, by, c1,dy, e; los vértices de P en orden ciclico (ver Fi-
gura 3.23). Si los vértices de un tridngulo de drea mdxima inscrito son vértices
consecutivos de P, entonces es facil ver que 2|T'| > |P|. Sin pérdida de gene-
ralidad, supongamos que ajcid; es un tridngulo inscrito con area maxima, y
ademas, después de aplicar una transformacién afin adecuada, podemos suponer
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que aq, c1, d; son vértices de un pentagono regular a;bc;d;e. Por la maximalidad
de |ajc1d;| tenemos que by y e; estdn contenidos en el trapecio ¢1digf, con
fag |l erdy, dig || cray, 1 f || diaq, y los puntos ay, f, g colineales. Supongamos
‘f ety ardy| = Q h entonces

que ‘61,&1d1| Z |bl,&101‘, si ‘61,&1d1| <

\/5 . \alcldl\.

|(l1()1€1d161| S |a1b61d16| =

Entonces, supondremos que |ej,aid;| > ¥2= - h. Sean m € a1gy j € eg los
puntos donde la linea paralela a a;d; a traves de e; intersecta a los segmentos
a9y dyg, respectivamente. Claramente, tenemos que |byjd;| < |bieidy|. Ahora,
sea k un punto sobre el segmento bey tal que |bk| = [je|; si |by, a1c1| < |k, a1cq|
entonces nuevamente tenemos que |a1bycidie;| < |ai1bcidye|, tal que podemos
suponer que |by,ajc1| > |k, ajc1|. Se sigue que |bierdy| > |byijdy| > |kjdy]|.

Sea el = x, entonces el drea de kjd; es
|gd. |
V5 -1 V5 — 1
kid;| = d| - — 1A=
kj — o)l (= —at1]ne g
V5 —1 V5 —1 1
- 9 +x |a1d1\- B —I+1 hi’
5—1 541
— \/; +x <f2 —x) laycrdy ],

(1 +x— .1'2> ‘&101611‘.

Ahora, ya que = < 1 tenemos que x — x? > 0, y entonces |bied;| > |ajcidy| lo
cual contradice la maximalidad de |a;c;d;|. Por lo tanto, tenemos que |by, ajci| <
|k, aic1| y entonces /5 - |ajcidy| > | P| con la igualdad si, y sélo si, by = b vy
e; = e. Concluimos que v/5 - |aicidy| > |P| con la igualdad si, y sélo si, P es
un pentagono regular afin. 0

Uno podria preguntarse si el resultado anterior se puede extender a cualquier
figura convexa K. Con respecto a esto, Makeev conjetura en [11] lo siguiente.
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1 dq

Figura 3.23: Contra ejemplo a Struas

Conjetura 3.4.1 Sea t un tridngulo de area maxima inscrito en una figura
convexa K y sea 'T' el triangulo homotético a t, circunscrito a K. Entonces
|T| < 5|t].

Sin embargo, la Conjetura 3.4.1 es falsa. El contraejemplo se obtiene al considerar
el triangulo ace en Hy (ver Figura 3.24). Si a/c'¢ es el tridngulo homotético a

. . . la'd| 9 .
ace circunscrito a Hy, entonces se tiene que PR de donde se sigue que
ac
!0 81 7 . .
la'ce'| = T lace|. Como T 5, ésto contradice la conjetura de Makeev.

/
a

Figura 3.24: /5 - |ayc1dy| > |P]

Sin embargo, creemos que lo siguiente es cierto.
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Conjetura 3.4.2 Existe un triangulo t de drea maxima en K y su homotético
T, circunscrito a K, tal que |T| < 5]t|.

Utilizando el caso extremo de Fleischer, tenemos que para el tridngulo abd, la

h(abd 13
razén de homotecia \ es: ‘\(&T|)| =5 < /5. Si d'b'd es un tridngulo ho-
a

motético a abd circunscrito a Hy, tenemos que

117 7/ 13 ?
la't'd'| = 5 labd| < 5|abd)|.

Queda como trabajo futuro analizar si la Conjetura 3.4.2 es cierta o no.
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Capitulo 4

Conclusiones

En este trabajo que consta de tres capitulos tratamos de entender lo que significa
la métrica de Banach- Mazur desde el punto de vista de la Geometria Convexa.
Se estudiaron los resultados mas relevantes que actualmente existen sobre el
tema. Se estudiaron y se comprendieron las técnicas utilizadas por los autores
de tales resultados. Lo anterior nos ayudd a reproducir algunos de los resultados
con nuestras propias técnicas y en algunos casos, a mejorarlos.

Queda mucho trabajo futuro derivado de esta tesis. En primer lugar, queda seguir
estudiando los resultados de Fleischer en [4] y cémo mediante estos resultados se
puede desarrollar un algoritmo que determine cuando un robot se puede mover
por cierta trayectoria. Nos falta dar una prueba para la conjetura de Lassak y
una prueba para la conjetura derivada de la conjetura de Makeev.

Hay mas trabajo que hemos hecho sobre el tema y que hemos decidido adn
no incluir en este trabajo de tesis. Seguiremos desarrollando estos temas y los
resultados obtenidos formaran parte de mi tesis de maestria. Tenemos la confianza
de que buenos resultados de investigacién pueden salir derivados de esta tesis.
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