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RESUMEN

Este trabajo tiene la finalidad de revisar las interpretaciones de la dualidad de
un programa lineal, de una forma simple y eficaz. En él se aborda la historia de la
dualidad y como a lo largo del tiempo esta teoria ha sido de gran utilidad para la
solucion de problemas relevantes y de interés para la Matematica Aplicada. Esta
revisibn no pretende ser exhaustiva, ya que el tema es de gran extension; sin
embargo presenta al lector aspectos representativos de la dualidad en la
programacion lineal e interpretaciones que no siempre aparecen reunidas en los
libros de texto y que por estar dispersas en diversos materiales didacticos, no son

tan familiares a los estudiantes de programacion lineal.

El tema esta dirigido al lector familiarizado con la programacion lineal, es
decir, que tenga conocimiento de lo que es un programa lineal, sus diversas

variantes y que conozca la aplicacion del método simplex y sus fundamentos.

En el segundo capitulo encontrara la definicion de dualidad y cémo llegar al
problema dual a partir del primal sin importar en qué forma se encuentre éste.
También encontrara teoremas que le seran muy utiles al tratar con el problema
dual y que serviran para un mejor entendimiento de los temas que se veran en los
capitulos posteriores. Este capitulo es importante para un buen manejo de los
problemas a solucionar ya que brinda las herramientas necesarias para su

solucién.

Ya que se ha podido llegar al problema dual, a partir del primal, y se ha
podido encontrar la solucion se revisan las ideas del analisis de sensibilidad, por lo

que el siguiente capitulo esta dedicado a ello.

Para iniciar con las interpretaciones de la dualidad en programacion lineal, se
muestra brevemente una interpretacion geomeétrica del dual, y posteriormente se
analizan varios problemas de programaciéon lineal junto con sus respectivos

duales, analizando las relaciones primal-dual asi como las interpretaciones que



pueden darse a estas relaciones, a las variables duales y a los objetivos duales, a
fin de mostrar cdmo de los planteamientos primales originales pueden surgir otras
interpretaciones de los problemas planteados originalmente, que amplian la vision
de estos planteamientos y generan propuestas equivalentes para estos

problemas.

Partiendo del ejemplo tipico del problema de la produccion que busca
maximizar el ingreso usando recursos limitados y que puede también considerarse
como la busqueda del valor minimo y de los precios justos de los insumos
utilizados, que es la interpretaciéon economica del dual, se analizan de igual forma
diversos problemas como el de la dieta a costo minimo, el problema del transporte
a costo minimo, el problema de apareamiento maximal bipartita y otros mas. El

altimo capitulo muestra estos analisis.

Como conclusion general, este trabajo muestra que el concepto de dualidad
en la interpretacion del dual de un programa lineal aporta informacion adicional a
los problemas planteados, permitiendo una extension del planteamiento primal y la
posibilidad de una interpretacion distinta, pero equivalente a la original, que

enriquece la discusion de los problemas que se desean resolver.
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1 Introduccidn

1.1 Antecedentes del concepto de dualidad

El término “dual” no es exclusivo de las matematicas, mucho menos de la
programacion lineal. En otras areas del conocimiento la dualidad tiene numerosos
significados y aunque es un concepto muy generalizado e importante, no tiene una

Unica definicion aceptada universalmente.

Ejemplos de ello son los siguientes. En Mecanica Cuéantica se ha hablado
de la dualidad onda-particula para describir el comportamiento de la luz; el cual
puede verse como el de una particula (foton) cuando la luz obedece las leyes de la
reflexion como una particula sélida o puede verse como el de una onda, cuando
obedece las leyes de la refraccién, como una onda en el agua. La idea en fisica es
gue el fendémeno de la luz puede describirse ya sea como particula o como onda,
pero no con ambos conceptos a la vez; de esta manera el concepto de dualidad

proporciona un enfoque completo del fenédmeno (Zimmerman, 2012).

En Ingenieria Eléctrica, las cantidades y términos que describen los
fendmenos eléctricos suelen formar parejas de “duales”, por ejemplo: voltaje e
intensidad de corriente; circuito en serie y circuito en paralelo; capacitancia e
inductancia. Las relaciones entre estos duales se forman, por ejemplo, al
intercambiar el voltaje por la intensidad de corriente en una expresiéon, con lo que
se obtiene una expresion valida de la misma forma, asi, mientras que el voltaje V,
la intensidad de corriente | y la resistencia R se relacionan por la ley de Ohm
como: V = IXR, con el concepto de conductancia G (dual de la resistencia) se

obtiene la relaciéon: | = VxG.

Analogamente, con los conceptos de capacitancia C e Inductancia L, se
tienen las expresiones para la corriente (I) y el voltaje (V) en un circuito por las

siguientes formas diferenciales duales (Cheevers, 2011).
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En Geometria Proyectiva hay ejemplos donde las proposiciones vienen en
pares duales, con la propiedad de que si en una de ellas se intercambian las

palabras “punto” por “linea” o viceversa, se obtiene la proposicién dual.

De este modo, la proposicion “dos lineas determinan un punto” tiene
como dual “dos puntos determinan una linea”. Un buen ejemplo de par de

teoremas duales son el de Pascal y el de Brianchon, que se plantean enseguida.

Teorema de Pascal. Los pares de lados opuestos de un hexagono
inscrito en una cénica, se intersecan en tres puntos que caen en una misma linea

recta, denominada la linea de Pascal (Castafieda, 2004). La Figura 1 ilustra el

teorema.
A
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Figura 1. La Linea de Pascal MNO contiene las intersecciones de
las prolongaciones de lineas de lados opuestos del hexagono
ABCDEF (adaptado de Pascal’s Theorem, Wolfram MathWorld).
Teorema de Brianchon. Las tres diagonales que unen los vértices
opuestos de un hexagono circunscrito a una curva conica, se cruzan en el mismo

2



punto. El punto de interseccion se denomina punto de Brianchon. (Wellman,

1987). La Figura 2 ilustra el teorema.

A B

) D

Figura 2. Ejemplo del Teorema de Brianchon.

En algunos casos, existen proposiciones que son su propio dual, el

teorema de Desargues es uno de ellos, el cual dice lo siguiente:

Teorema de Desargues. Si las lineas que unen los vértices
correspondientes de dos triangulos pasan por un punto comudn, entonces los

puntos de interseccion de los lados correspondientes son colineales.
El teorema dual resulta ser:

Si los lados correspondientes de dos triangulos tienen puntos de
interseccion sobre una misma linea, entonces las lineas que unen los vértices
correspondientes pasan por un punto comun (Weisstein, 2012). La Figura 3 ilustra
el teorema.



Figura 3. Ejemplo del Teorema de Desargues (adaptado de
Desargue’s Theorem, Wolfram MathWorld).

De una forma mas general, la idea de dualidad en el plano proyectivo
puede extenderse a espacios proyectivos de dimension n, donde los puntos
corresponden a hiperplanos y viceversa. La dualidad en este sentido puede hacer

gue exista una forma de intercambiar concurrencia con colinealidad.

Por ejemplo, dada una linea L en el plano, su punto dual es encontrado
trazando una linea L’ que pase por el origen y que sea perpendicular a L. El punto
dual a L quedara del otro lado del origen, sobre la linea auxiliar L’ a una distancia
igual al reciproco de la distancia del origen a la linea L. De este modo, para la
linea azul, la distancia p,O es el reciproco de la distancia OX En la Figura 4 se
observan tres puntos y tres lineas duales entre si, un par rojo, uno azul y otro
verde. La linea que pasa por dos de los puntos, supdngase verde y azul, es la
linea dual al punto de intersecciéon de las lineas duales a dichos puntos, es decir,

la linea verde y la azul.

En la geometria de los sélidos (poliedros) la dualidad se observa al

intercambiar puntos por caras, con los lados siendo duales de los propios lados.

4
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Figura 4. Ejemplo de dualidad en el plano proyectivo

Asi por ejemplo considerando los solidos Platonicos, el icosaedro es el
dual del dodecaedro y el cubo es dual del octaedro; el tetraedro es su propio dual.
Una propiedad interesante de los sdlidos platonicos es que sus duales son
también solidos platonicos. La Figura 5 ilustra estos poliedros y sus duales.

Figura 5. llustracién de los soélidos Platonicos y sus duales
(Annie, 2011).



En Teoria de Graficas, una gréfica dual G' de una grafica plana es una
grafica que tiene un vértice por cada region de G, y una arista por cada arista en G

uniendo a dos regiones vecinas.

En la Figura 6, se muestran la grafica G y su dual G’. Puede verse que en
cada region determinada por las aristas de G la gréafica dual tiene un vértice y las
aristas en G’ estan determinadas por la adyacencia entre las regiones de G, es
decir, si las regiones A y B son adyacentes, entonces los vértices de G’ que
representan dichas regiones estaran unidos por una arista. Siendo G una grafica
plana, su dual G’ también es plana, y ademas, la grafica dual del dual G’ es
nuevamente G (Bondy & Murty, 1976, p. 141).

Figura 6. llustracién de una gréafica G y su grafica dual
G’. Las regiones A y B son adyacentes por lo que
existe una arista en G’, entre los vértices que
representan las regiones.

En Légica el concepto de dualidad también aparece de modo natural. Asi,

” ” [T L]

se dice que dos conectores binarios "+" y “+” son duales entre si, cuando — (A*B)
es equivalente con —A + —B, de manera que, por ejemplo, se puede verificar que

el dual de una tautologia es una contradiccion e inversamente.
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En Algebra Booleana al igual que en teoria de conjuntos, los operadores

duales satisfacen las leyes de De Morgan, que establecen lo siguiente:

(a+b)=axh (ax*b)=a+b

“ o” [T

En el Algebra Booleana se definen los operadores “«” y “+” de la siguiente

forma:

0%0=0 0+0=0
0%1=0 0+1=1
1%0=0 y 1+0=1
1%9=1 1+41=0

En la Teoria de Conjuntos se tienen los ya conocidos operadores “~’

(interseccién) y “U” (unién), que también son duales entre si.

En Algebra Lineal, dado cualquier espacio vectorial V sobre un cierto
campo F, se define el espacio dual V* como el conjunto de todos los funcionales

lineales en F, es decir, transformaciones lineales de V a F.

Dado que V* es también un espacio vectorial, es natural pensar en su
dual V**, que en el caso de dimension finita V y V** son isomorfos. (Rascon, y
otros, 2006).

De forma general, la dualidad puede verse como una transformacion de
conceptos, teoremas 0 estructuras matematicas validos en otros conceptos,
teoremas o estructuras nuevos igualmente validos, en una relacibn uno a uno,
donde si el dual de A es B, entonces el dual de B sera A. Siendo posible el caso

en que el dual de A es A misma, a lo cual se le da el nombre de auto-dual.

La dualidad permite obtener nuevos teoremas y resultados a partir de los
ya conocidos al intercambiar términos o simbolos en los teoremas originales. Y por

supuesto que también juega un papel muy importante en la Programacién Lineal.


http://es.wikipedia.org/wiki/Espacio_vectorial
http://es.wikipedia.org/wiki/Cuerpo_(matem%C3%A1ticas)
http://es.wikipedia.org/wiki/Funcional_lineal
http://es.wikipedia.org/wiki/Funcional_lineal
http://es.wikipedia.org/wiki/Transformaci%C3%B3n_lineal

Uno de los descubrimientos mas importantes de la Programacion Lineal
es el de la teoria de dualidad cuya definicién se debe a John von Neumann. La
primera vez que se escribioé de forma explicita el teorema fundamental de dualidad
fue en un manuscrito que circulé de forma privada, pero que nunca fue publicado.
La aportacion de von Neumann estuvo muy relacionada con su desarrollo de la
Teoria de Juegos, donde el propdsito de maximizar la ganancia esperada de un
jugador estd intimamente ligado al propdsito de su rival de minimizar la ganancia
esperada del primer jugador. Cabe hacer notar, que fue complicado demostrar la
validez de la prueba dada por von Neumann. La primera prueba formal publicada
se debe a Gale, Tucker y Kuhn (Gale, 2007).

En el desarrollo de las ideas de dualidad, el término “programa dual’
surgié de modo natural para indicar el problema asociado a un programa lineal en
el que se encontraron propiedades interesantes que luego llevaron a teoremas
formales describiendo estas propiedades y sus relaciones con el problema
original. A fin de esclarecer las discusiones del nuevo hallazgo (la dualidad) en
programacion lineal, el matematico Tobias Dantzig, padre de George B. Dantzig,
el creador del método simplex, propuso utilizar el término “primal” para referirse al
programa original; desde entonces, la literatura ha reportado la pareja de
problemas “primal” y “dual” en las discusiones sobre dualidad en programacion

lineal.
1.2 Impacto de la dualidad en la programacién lineal

La dualidad es un concepto que nos amplia el conocimiento de las
propiedades que tienen las variables y las restricciones de un programa lineal;
ejemplos de ello son:

1. La interpretacion econdmica del problema dual proporciona los
precios sombra que miden el valor marginal de los recursos en el problema primal,

lo que da un gran poder en la toma de decisiones.



2. Permite interpretar el método simplex, es decir, aporta un mayor
conocimiento de lo que se quiere hacer y del papel que juega cada uno de los
datos y procedimientos en la solucién del problema.

3. Permite interpretar los resultados del andlisis de sensibilidad, al
conocer el papel que juegan cada una de las variables del primal y dual, es mas
sencillo dar una interpretacion a los cambios que se le puedan hacer al problema

original asi como las nuevas soluciones.

4. Su relacion con el problema primal es tan estrecha que permite

moverse de un problema a otro sin dificultades.

En algunos casos se puede ahorrar bastante esfuerzo computacional si
se maneja directamente el problema dual (Hillier, y otros, 2006), lo que facilita la
capacidad de modelar circunstancias de problemas reales en las que el enfoque

primal resulta mas laborioso.

En otros casos, sin embargo, la dualidad nos muestra relaciones entre las
variables y las restricciones primales y duales que en el planteamiento original del
problema primal no son evidentes. Algunos ejemplos de esto son las equivalencias
de encontrar un flujo maximo en una red y la del enfoque de encontrar una
cortadura minima en la misma red; o el caso de encontrar un apareamiento
maximal y el de hallar el recubrimiento minimo de nodos en una grafica bipartita al

resolver el problema original.

Cuando se tienen estas interpretaciones alternas de los problemas
primales, el modelado en optimizacién se enriquece, y da mayor alcance a las

aplicaciones gque se pueden modelar con la programacion lineal.



2 Teoria de la dualidad

2.1 ldeaintuitiva de dualidad

La dualidad es una relacion entre programas lineales, no un tipo de
programa lineal; al problema asociado al original (primal) se le conoce como
problema dual.

La siguiente idea da una forma de entender la manera en que surge el

problema dual de un problema. Para que sea mas sencillo de entender se vera
con un ejemplo.

Considérese el siguiente programa lineal:

Maximizar z = 4x, + X, +3X,
Sujeto a

X, +4X, <2

3X, =X, + X, <4

Xx; 20, j=123

Sea z* el valor 6ptimo de la funcién objetivo. Para X = (1, 0, 0) solucion
factible tenemos que z = 4 por lo que 4 es una cota inferior del éptimo. Y si X =
(0, 0, 3) tenemos z = 9, con lo que 9 es otra cota inferior del 6ptimo mejor que la
anterior. Asi se podria continuar hasta acercarse lo mas posible al valor 6ptimo de

la funcién, pero, ¢cémo saber cuando parar?, el siguiente razonamiento responde
a esa pregunta.

Multiplicando las restricciones por las nuevas variables no-negativas: yi,
y» (nétese que el namero de variables a introducir es igual al niamero de

restricciones); el problema equivalente es como sigue:

Maximizar z =4x, + X, +3X,
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Sujeta a
y, (%, +4x,) <2y,
Y, (8%, — X, +X5) <4y,
Y1, Y2, %, 20,j=123
Entonces cada solucién factible X = (X1, X2, X3) debe satisfacer ambas
desigualdades, y por consiguiente también su suma.
Yo (X +4X%,) + Y, (33X, — X, + %) <2y, +4Y,
que al reagrupar queda:
(Y, +3Y,)% +(4Y, = Y,)X, +Y,X; <2y, +4y, .. (1)
Ahora, supdngase gue las siguientes desigualdades se cumplen:
(y, +3y,) =4, (4y,-vy,)=1 vy,>3 ... (2)
Es decir, que los coeficientes de las variables x; en la desigualdad (1) son
al menos los valores de los correspondientes coeficientes de la funcién obijetivo.
Esto nos permite obtener una cota superior para el valor de la funcién objetivo:
AX, + Xy + 3% (Y, +3Y,)% +(4y, — Y,)X, +Y,X, <2y, +4y,
En particular para el valor 6ptimo de la funcién objetivo se tiene,
Z" =4x + X, +3x; <2y, +4y,
Puesto que nos interesa encontrar el maximo valor para z*, la pregunta
ahora es, ¢qué tan pequefia puede ser 2y; + 4y, para que aun se satisfagan las

desigualdades (2)?, esto se puede representar como otro problema de

programacion lineal como sigue:
Minimizar w =2y, +4y,
Sujeta a
(y,+3y,)>4
(4y,-y,) 21
y, >3

Y1, Y2, Y520

11



En este nuevo problema, el objetivo busca el minimo valor de la cota
superior para z (es decir, la suma 2y, + 4y,) con las restricciones de las
desigualdades (2), que se requieren para que el objetivo del problema de
maximizar esté acotado superiormente conforme a las desigualdades (1)
originales.

De hecho el problema resultante es el problema dual asociado al
problema original. Esto puede ser comprobado por el lector m4s adelante, cuando

se presente la manera de encontrar el dual a partir del primal (programa original).
2.2 Definicion

Asociado a cada problema de programacion lineal se tiene otro problema

de programacion lineal denominado dual, éste sera formulado a continuacion.
Definicion 2.1 Dado el problema primal:
n
Maximizar z=>¢;x,
j=1
Sujeta a

Zr_' ax <b,i=12,...m
j=1

1]°7) 1

X;20,j=12,...,n
El problema dual asociado es:

Minimizar w=>h,y,
i=1

Sujeta a
> agy2¢;,j=12...n

y. 20,i=12,...,m
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Esta pareja de problemas primal-dual, se dice que estan en su forma
canonica: el problema de maximizar con restricciones menor o igual, y el problema
de minimizar con restricciones mayor o igual; ambos con variables no-negativas.

La forma estandar de un programa lineal se expresa con restricciones de

igualdad y se escribe como sigue:

Maximizar z = cx
Ax+Uh=b ... (3)
x,h>0

Donde U es una matriz identidad y h es un vector columna de las
llamadas variables de holgura. De igual forma el programa lineal dual en su forma

estandar se escribe como:
Minimizar w=b'y
Sujeta a
A'y —Vk =c'
k >0,y sin restricciones

Donde V es una matriz identidad y k es un vector columna de las

llamadas variables de holgura para el problema dual.

También puede darse el caso en que el primal tenga forma mixta, es decir
con restricciones de igualdad y desigualdad por lo que a continuacion se muestra
como estén relacionadas las restricciones y variables de ambos problemas duales.

1. Si la funcion objetivo del problema es a maximizar entonces la del
dual sera a minimizar y viceversa (mas adelante se vera la propiedad involutoria

de la dualidad que nos dice que la dualidad es relativa).

2. Silarestricciéon del primal a maximizar tiene signo “<” 0 “2”, en el dual

la variable correspondiente tendra signo “” o “<”, respectivamente. Si la variable
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en el primal es “< 0” 0 “=2 0”, en el dual la restriccidon correspondiente tendra signo

“<” 0 “2”, respectivamente.

3. Silarestriccidon del primal a minimizar tiene signo “<” o “2”, en el dual
la variable correspondiente sera “< 0” o “z2 0”, respectivamente. Si la variable en el
primal es “< 0” 0 “2 0, en el dual la restriccién correspondiente tendra signo “2” o

“<”) respectivamente.

4. Para ambos problemas. En el caso en que la restriccion del primal

sea “=", |la variable correspondiente del dual sera sin restriccion de signo (s. r.s.) y
al revés si la variable primal es s. r. s. entonces la restriccion correspondiente en el

“n

dual sera “=".

Lo anterior se resume en la Tabla 1 a continuacion.

Correspondencia entre las variables y restricciones de los problemas

Primal — Dual (Dual — Primal)

Funcién Objetivo Maximizar Funcién Objetivo Minimizar
> >
Variable “gv Restriccion “gv
“s.rs’” “=
s e
Restriccion “g Variable “>
‘= “s.rs”

Tabla 1. RELACIONES PRIMAL - DUAL

Una propiedad muy importante es la propiedad denominada involutoria de
la dualidad (Bazaraa, 2005), que indica que las definiciones de primal y dual son
relativas, esto se verd en el siguiente lema, pero antes conviene recordar el

siguiente resultado.
Observacion 2.1 Min z=—-Max (-z).
Demostracion:

Seaminz= CX*, entonces
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!

Vx>0, cox=>2cxX' =12

min
—eX<—exX' =-27,.
Max (—z) = Max(—cx) = —cx* = —Minz
—Max (—z) =Minz. m
Con este resultado serd mas sencilla la demostracién del lema siguiente.
Lema 2.1 (Propiedad involutoria). El dual del dual es el primal.
Demostracion:
Dado el siguiente problema dual en su forma candnica.
Minw = bty
s.a. Aty > ¢t

y=0

Puede reescribirse como sigue:
—Max (—w) = —(=b"y)
s.a.—Aty < —ct

y=0

El dual del problema anterior es
—Min z' = —(—cx)
s.a.—Ax = —b

x=0

Pero esto no es mas que

Max z = cx
15



s.a. Ax < b
x>0
Que es el problema primal originalcon z=-2z". m

A continuacion se ejemplifica la construccion del dual a partir del primal
con los criterios de la tabla mostrada anteriormente.

Dado el problema:
minz = 2x; + 2x, + 3x3
s.a. X +2x, <5
—x1+x3=3
X, — X3 = —4
—X1 + Xy — X3 =2
X1,%X, =20, x38.7.5.
Su dual se determina de la siguiente manera:

Funcién Objetivo. Como es a minimizar, en el dual serd a maximizar. Y los

coeficientes de las nuevas variables y; seran los valores del lado derecho (b;);

nétese que como se tienen cuatro restricciones se tendran la misma cantidad de
variables en el dual.

maxw = 5y, + 3y, — 4y; + 2y,

Restricciones. Utilizando la Tabla 1 se determina el signo correspondiente

en cada restriccion y variable del dual. Como las variables primales x;, X, son “2”,
por la tabla las restricciones correspondientes en el dual seran “<”; en el caso de la
variable x3 no hay restriccion de signo por lo que la restriccion correspondiente del
dual sera igualdad; asi:
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S.a. Y1 —Y2—Ya<2

2y1 tyst+y, =2
Y2—=¥3—Ys =3

Variables. La primera restriccion en el primal es “<”, por lo que la variable
dual correspondiente sera “< 0”.La segunda y cuarta restricciones en el primal son
“>” por lo que las variables duales correspondientes seran “= 0”. Por ultimo la
tercera restriccion en el primal es de igualdad, por lo que la variable dual debe ser

sin restriccion de signo.

Entonces, el dual queda:
maxw = 5y; + 3y, —4y; + 2y,
5.A. Y1 =Y — Vg < 2
2y, +y3+y, <2
Y2=Y3— Y4 =3
i <0,y,=>20,y35.7.5.,y, =0

La tarea de encontrar el dual de un programa lineal mas grande se vuelve
verdaderamente tediosa, por lo que es bueno mencionar la existencia de software

gue sirve para obtener el dual de un programa lineal.

Un ejemplo es la Universidad de Canberra, Australia que tiene en linea
una pagina Web para obtener el dual de cualquier programa lineal. La liga es:
http://www.tutor.ms.unimelb.edu.au/duality/duality.html

Para el problema del ejemplo anterior, los datos se cargan como sigue:

Primal Problem
OFC 2 2 3 min -
X, X, Xy - - RHS
[1] |1 2 0 <=~ |5 [1]
[2] -1 0 1 >= v 13 2]
[3] © 1 1 = - 4 [3]
[4] -1 1 1 = - 2 [4]
0 || x>=0


http://www.tutor.ms.unimelb.edu.au/duality/duality.html

Y el dual que se obtiene es:

Dual Problem

OFC -5 3 -4 2 max

i Yy Y3 Y RHS
[1] -1 -1 0 -1 == 2 [1]
k] 2 0 1 1 <= 2 [2]

k3] -0 1 -1 -1 = 3 [3]
tatOR: AN 0 I Mew Problem I

Notese que los australianos cambian el signo de la variable y; ya que en

el contexto original y; < 0.

También con el paquete WinQSB (Chang, 2003) se puede obtener el dual

de un programa lineal (en el menu Format).

Para introducir el problema primal en WinQSB es necesario tomar en
cuenta que dicho paquete no admite valores negativos del lado derecho por lo que
en el ejemplo se cambid la tercera restriccidbn por su equivalente con signo no

negativo del lado derecho. Entonces el programa lineal se carga como:

Variable --> X1 | X2 | X3 | Direction | R.H.S.
Minimize 2 2 3

C1 1 2 = ]
c2 1 »= 23
C3 1 1 = 4
C4 -1 1 -1 3= 2
LowerBound 0 T

UpperBound M M M

YaniableType| Continuouz| Continuouz Continuous

Y el dual obtenido es:
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Vanable --» C1 cC2 C3 C4 Direction A. H. 5.
Maximize LT 3 4 2

1 1 -1 -1 €= 2
x2 2 -1 1 = 2
x3 1 1 -1 = 2
LowerBound -H 0 -H 0

UpperBound 0 M M M

YanableType| Continuous Continuous Unrestricted Continuous

2.3 Relaciones Primal — Dual

Existen varios teoremas importantes sobre dualidad que dicen en qué
forma las soluciones de ambos problemas se relacionan; se presentan algunos a

continuacion.

Teorema 2.1 (Débil de dualidad). Si X es una soluciéon factible para el
problema primal canonico y y es una solucion factible para el problema dual,

entonces z=cx<yb=w.

Demostracion:

Por ser X solucion factible del primal se tiene AX < b, y para y solucion

factible se cumple A'y = c'.

Multiplicando la primera restriccion por y'y la segunda por X' se obtiene
yAx<yb y x'Ay>x'c’. Ademas se tiene (XtAty)‘ = y'Ax > (Xtct)' =cx, asi
w=yb>y'Ax>cx=2z.m

Corolario 2.1 Sean X y VY soluciones factibles de los problemas Primal y

Dual, respectivamente. Si cx = b° ¥, entonces X y y son soluciones 6ptimas de

los problemas Primal y Dual, respectivamente.

Demostracion:
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Supéngase que existe x’ solucién éptima del primal tal que cx’ > ¢cx = b*
y esto contradice el teorema débil de dualidad. De la misma forma para y, asi X y

y son soluciones Optimas de los problemas Primal y Dual, respectivamente.m

Antes de pasar al siguiente teorema recordemos que existe una solucion
factible asociada a una base, por lo que se puede escribir el programa lineal como

sigue, donde x; y x5 son las variables basicas y no-basicas respectivamente:

max z = c'x; + cx; .. (4)
S.a. AIXI +A]x] = b

xpx;p 20

Multiplicando A; % por la izquierda en la restriccion obtenemos
x, +AI_1A]x] :Al_lb (5)

Entonces la solucién béasica factible queda determinada como sigue

DEI == Al_lb
Multiplicando (5) por c, se obtiene

clx; + ' A7 Apxy = c'AT b
y restando de la funcion objetivo en (4) la ecuacion anterior queda
[¢] — clAT Ay, =z — c'AT D

Ademas ya que zp = ¢; Afl b es la solucién asociada a la base.

Entonces el programa lineal en forma explicita respecto a la base es:

[¢] — clAT A, =z — c'AT D
s.a. x; + A7 A, = AT

xpxp 20
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Y como para cada posible base existe una correspondiente forma
explicita del problema entonces si x* es solucion éptima el problema con dicha
solucion puede ser escrito de forma explicita.

Teorema 2.2 (Fuerte de dualidad). Si el problema primal tiene una
solucion factible y el correspondiente dual también tiene una solucion factible,
entonces existen x* solucion factible 6ptima del problema primal, y y* una solucién

factible 6ptima del problema dual que cumplen:

Maxz = cx* = Minw = y*b.
Demostracion: Dado el problema Primal en su forma estandar (3) y

haciendo
=@ 0x=()B=4 U,
Obtenemos el problema equivalente
max z = c'x’'
P’y Bx'=b
x'=0

Como por hipotesis el problema primal tiene una solucion optima finita,
existe una solucién Optima basica x* de P asociada a una base /. Entonces se
puede escribir Pen forma explicita respecto a dicha base como sigue:

max z,
0x; +[(c") = 2/]x; = 2 — 2,
x; + (B)™'B/x; = (B")7'b
x,x; =0
Donde zo = (c’)! (BY)'b yZ' = (¢)! (B))!1B.

La solucién éptima basica es X~ = ((B!) b 0), es decir, x;” = (B}) by

Se puede reescribir la funcion objetivo como sigue:

z=2zy+ 0x; + [(¢") = 2/ ]x;
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z= (' (BNTb + [() = () (BNT'B]x; + [(c) — () (BN'B/]x]
Donde
() = () (BH'B'<0
() = ()'(BH'B/ <0
La Ultima desigualdad se da por ser X~ solucién 6ptima. Al reescribir las

desigualdades, se obtiene:

() < (' (BY B!
(¢ < (c)'(BH B
Que es equivalente a:
(cD'BH B BN =" ()
peroB=(B! BNyc =" (), ademasB=(A4 U)yc =( 0),
asi que la desigualdad queda:
()'(BHA =z 0)
O bien
(cH(BHA>c
(I BH =0
Aplicando la traspuesta se tiene:
A BN =t
UtlcH'(8H1F =z 0
Seay = [(c)! (B)!]!, entonces ¥ es solucién factible del problema dual
ya que las desigualdades anteriores son las restricciones del dual D.
Al evaluar en la funcién objetivo dual se obtiene bty = bt(c/(B)~1)t =
(c!(BH™1h)t = (c'x*)t = c'x*; ya que es un escalar, entonces Yy es 6ptimo para el

dualy bty = clx*.m

2.4 Teorema Fundamental de Dualidad

Teorema 2.3 (Fundamental de dualidad). Para los problemas primal y

dual, una de las siguientes proposiciones se cumple:
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1. Ambos problemas tienen soluciones optimas X" y y*, concx’ = y*b.

2. Uno de los problemas tiene valor objetivo no acotado, por lo que el

otro problema debe ser no factible.
3.  Ambos problemas son no factibles.
Demostracion:

1. Sean x y y soluciones factibles de los problemas primal y dual
respectivamente. El teorema débil de dualidad establece Z=cx < bty =w,
entonces el algoritmo simplex garantiza que existe el 6ptimo para el primal y por el

teorema 2.2 existe la solucién 6ptima del dual tal que z* = w*.

2. Por contradicciéon. Supdngase sin pérdida de generalidad que z - « y
que existe ¥ solucion factible del dual. Entonces, existe x tal que bty < cx lo que

contradice el teorema débil de dualidad.
3. Esta posibilidad se muestra en el ejemplo 3 a continuacion.
|
Enseguida se muestran ejemplos de los tres casos.

Ejemplo 1. Para el siguiente problema lineal ambos problemas tienen

soluciones optimas.

max z = 2x

s.a. x<7

x=0

Se puede ver que la solucion éptima es x = 7, z,,5, = 14.

Su problema dual es:
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minw =7y

s.a.y =2

y=0

P

Cuya solucién es y = 2, wy,q, = 14.

Ejemplo 2. El siguiente problema lineal tiene valor objetivo no acotado,
por lo que el dual es no factible.

max z = 2x; + 3x,
s.a. 2x; —3x, <2
3x1 =2

Gréficamente se ve que z — oo; la funcidn objetivo no esta acotada.

Restriccion 1

N V4

El dual de este programa lineal esta dado por:

minw = 2y; + 2y,
s.a. 2y; +3y, =2
24



V1 = O,yz <0

Del gréfico se ve que no hay factibilidad para este problema.

ﬁ.

Restriccion 2

P f
\ Restriccion 1

%

N

Ejemplo 3. Dado el siguiente problema lineal.

Max z = 2xq — X + 2x3
s.a. -xq1+x,+ x3 <1
X1 — xZ+2.X3 <5

-3

IA

xl_ XZ_X3

Se observa que al cambiar la tercera restriccion  x; — x, —x3 < —3 por
su equivalente con el lado derecho no negativo —x; + x, + x3 = 3, la primera y

tercera restriccion implican la no factibilidad del problema.
La primera restriccion indica:
-x1+x,+ x3 <1
Y la tercera dice:

—x1+x2+x3 >3
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entonces deberia suceder:

3<—x;+x,+x3 <1
Lo que es imposible por lo que no se tiene factibilidad en el primal.
Ahora, considérese el dual del problema anterior.

anW = 3’1 + 5y2 - 3y3

v

2
-1

s.a. -y, t+y,+ Y3
Yi—= Y2—Y3

yi+ 2y;—y3 =22

Y1, Y2, Y3 20

v

Se ve que como en el primal, la primera restriccion y la segunda implican:
2<-y;+y,+ y3<1
Por lo que el dual tampoco es factible.

Los problemas primal y dual estan tan estrechamente relacionados que al
obtener la solucién 6ptima de uno, se obtiene de inmediato mucha informacién de

la solucién éptima del otro.

2.5 Holguras complementarias

A continuacion se presenta el concepto de holguras complementarias que
al igual que el teorema fundamental de dualidad permiten usar el problema dual

para resolver el primal.

Para aplicar los siguientes teoremas, nuestro problema primal debe estar

en forma estandar.
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Teorema 2.4 (Débil de holguras complementarias). Una condicion
necesaria y suficiente para que un par de soluciones factibles de problemas
lineales duales P y D sean Optimas es que:

Yy(AX-b)=0y(c-yA)x=0.
Que es equivalente a:

1. Siuna de las restricciones se satisface como desigualdad estricta, la
variable correspondiente del dual es nula (e.i. si AX — b >0, entoncesy = 0; si ¢ —
yA >0, entonces x =0).

2. Si una variable de uno de los problemas es positiva, la restriccion
correspondiente del dual se satisface como ecuacion (e.i. siy > 0, entonces Ax - b

=0;six>0,entoncesc-yA=0).
Demostracion:

Sean P y D en su forma estandar

Maximizar z = cx
P Ax+h=0>b ... (6)
x,h =0

Minimizar w = by*
D ytA—kt=c¢ .. (7)
v,k >0

Sean (x,h) y (¥,k) soluciones factibles de (6) y (7) respectivamente.

Entonces

multiplicando por y* en la primera ecuacioén por la izquierda y x en la

segunda por la derecha, queda:
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Sumando ambas ecuaciones resulta:
yth+ k'x = y'b—cx
Necesidad.

Si las soluciones son Optimas, ytb = cx, por lo que yth + kfx = 0, pero

yt h, k,x > 0lo que implicay*h =0y k‘x = 0.
1. Si uno de los problemas lineales se satisface como desigualdad, i.e.
k > 0 entonces x =0
h > 0 entonces ¥t =0
2. Si una de las variables de unos de los problemas es positiva, i.e.
¥ >0 entonces k =0
yt >0 entonces h=0
Suficiencia.

Si se satisfacen las condiciones del teorema (incisos 1y 2),5‘h =0y

kx = 0 por lo que y'b = cx, entonces por el corolario 2.1 % y y¢ son soluciones

Optimas de P y D respectivamente.m

El teorema débil de holguras complementarias indica las posibilidades
para las variables y restricciones primales y duales cuando se sabe que alguna
variable es positiva 0 que alguna restriccion se cumple con desigualdad estricta (o
sea, con holgura positiva). Sin embargo, no dice si es posible que

simultdneamente sean cero tanto las variables como las holguras, de modo que en
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los productos yth = 0 y kfx = 0 ambos factores sean nulos. El siguiente teorema

muestra que eso no ocurre.

Teorema 2.5 (Fuerte de holguras complementarias). Si los problemas
lineales duales tienen una solucion factible, entonces existe una pareja de

soluciones optimas de P y D tales que
yV'+(Ax-b)>0y (c— yA)+x'>0.
Que es equivalente a:

1. Si una de las restricciones de uno de los problemas lineales es
igualdad, entonces la variable correspondiente del otro problema es positiva (e.i. Si

Ax —b =0, entonces y > 0, si c — yA = 0, entonces x > 0).

2. Si una variable de uno de los problemas es nula, entonces la
restriccion correspondiente del otro es desigualdad estricta (e.i. si y = 0, entonces

Ax—Db >0, si x=0, entonces c — yA > 0).
Demostracion:

La demostracion de este teorema es un poco larga por lo que no se veran
los detalles en este texto; una referencia detallada se encuentra en Prawda, J.
(1992). Para el desarrollo de la demostracidbn se requieren los resultados

siguientes:

Lema de Farkas. Sean A matriz mxn, b eR ". Entonces, uno y sélo uno

de los sistemas siguientes tiene solucion:

AX <b,conx>0, xeR"

(@)

yA>0, yo <0, cony>0, YeR™

Basandose en el Lema de Farkas, se puede probar el siguiente teorema:
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Teorema 1. El sistema de desigualdades:
AX>0,conX >0, XeR"

donde A es antisimétrica (o sea AT = — A) posee una solucién x* tal que:

AX* + x* >0
Y con base en este teorema, se puede probar el siguiente resultado

Teorema 2. El sistema de desigualdades lineales:

AX —tbh>0,y>0 ...(8)
—-yA"T + tc' 20,x>0 ...(9)
yb" —cx>0,t>0 ...(10)

Con A matrizmsxn; x,ceR"; y,beR™ teR

Tiene al menos una solucion y*, x*, t* que cumple:

Ax* — ttb + y*' >0 ...(11)
VAT + trcT + x*T >0 ...(12)
y*b' —cx* + t* >0 ...(13)

El Teorema 2 es la base para demostrar el Teorema Fuerte de Holgura

Complementaria:

Al tener ambos programas soluciones factibles, el teorema fundamental
de dualidad asegura que existen soluciones Optimas factibles x* y y* para el
primal y dual respectivamente, que ademas cumplen la igualdad de los objetivos
primal y dual: cx* = y*b.

Eligiendo el valor particular t = 1 en las hipoétesis del Teorema 2, y puesto
que y*b' — cx*= 0, la desigualdad (13) queda confirmada y las desigualdades
(11) y (12) dan el resultado deseado para las soluciones optimas x* y y*:
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AX* — b + y*T >0

¢ y*AT + x*T >0

2.6 Precios Sombra

Sean P y D en su forma canodnica y sea B la matriz 6ptima basica del
problema primal y cg el vector de costos correspondiente, entonces el valor 6ptimo
de la funcién objetivo primal esta dado por z' = cgB™b = y'b, de donde:

_or*

y*=_—_=c,Broseaque vy =

o>
ob

ob,

Asi la tasa de cambio del valor objetivo 6ptimo z* respecto al i-ésimo
requerimiento b; es justamente la variable dual i-ésima y;. El hecho de que yi* >0

implica que z* crece o se mantiene constante cuando b; crece.

Econémicamente, se piensa en y como un vector de precios sombra
para el vector del lado derecho, es decir, si la restriccion ~ésima representara una
demanda de producto de al menos b; unidades del producto / y cx representara el
costo total de produccion, entonces yi esel precio justo que se deberia pagar por

tener una unidad extra del producto /.
La idea de precio sombra se muestra en el siguiente ejemplo:

Un productor independiente elabora dos tipos de salsa de tomate que
vende en jarras al supermercado de la zona. Para la realizacién de una jarra de la
primera salsa se requieren 3 kg. de tomates y 4 tazas de vinagre. Para la segunda
se requieren 5 kg. de tomates y 3 tazas de vinagre. La primera salsa le produce un
beneficio de $24 por jarra y la segunda $30. El supermercado le impone al

productor las siguientes condiciones:

e Producir por lo menos 5 jarras de salsa a la semana, para garantizar

la oferta de distribucion.
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e EIl supermercado vende tomates y vinagre al productor, pero con

limite de a lo mas 47 kg de tomate y 3 botellas de vinagre por

semana, para no afectar las ventas al publico.

e Cada botella de vinagre contiene 16 tazas y el supermercado

monopoliza la venta de tomate y vinagre.

El programa lineal a resolver para el problema es el siguiente, donde las

unidades en las restricciones son kg de tomate y tazas de vinagre:

Variable > | Salsal | Salsa2 | Direction | R.H.S.
Mazimize 24 30
tomates 3 L] {= 47
yinaqgre 4 3 {= 48
Hum_jamras 1 1 »= b
LowerBound 0 0
UpperBound M M
YariableType| Continuous Continuous
La solucion 6ptima es:
Decision Solution Unit Cost or Total Reduced Basis Allowable Allowable
Yariable Yalue Profit clj) Contribution Cost Status Min. cli] Max. clj)
[1]  salsal 9.0000 24.0000 216.0000 1] basic 18.0000 400000
z Salsa? 4.0000 30.0000 120.0000 1] baszic 18.0000 400000
: Objective = Function [Max.]) = 336.0000
[ Left Hand Right Hand Slack Shadow Allowable Allowable
|| Constraint Side Direction Side or Surplus Price Min. RH5 Max. RH5
(1] tomates 47 0000 <= 47 0000 1] 4 3636 36.0000 &0.0000
E ¥inagre 48.0000 <= 48.0000 1] 27273 28.2000 626667
3| Num_jarras 13.0000 = 5.0000 8.0000 0 -M 13.0000

Que indica usar 47 kg de tomate y 48 tazas de vinagre para producir 13

jarras que generan un ingreso maximo de $336. Como puede verse, los precios

sombra de los ingredientes son: $4.3636 por kg de tomate y $2.7273 por taza de

vinagre. Asi, esos valores son los correspondientes aumentos al ingreso 6ptimo de

$336 por cada unidad que se aumente de los insumos. Es decir, disponer de 1 kg

de tomates mas aumenta el ingreso 6ptimo en $4.3636 y una taza de vinagre
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disponible adicional lo aumenta en $2.7273, por lo que el insumo mas valioso son

los tomates.

Podria preguntarse entonces si conviene conseguir mas tomates o mas

vinagre para aumentar el ingreso, y en qué cantidades. En la soluciéon optima

aparecen a un lado de los precios sombra los valores minimo y maximo entre los

gue pueden variar los coeficientes del lado derecho (restricciones) sin que cambie

la base oOptima. Asi, mientras se disponga de cantidades que no se superen los

80kg de tomate y las 62.667 tazas de vinagre, la base sigue siendo Optima, y el

calculo del ingreso extra puede hacerse con los precios sombra de la tabla.

Si el supermercado permite al productor obtener un kg de tomates mas, el

programa lineal queda:

VYanable --» Salzal Lalza2 Direction H. H. 5.
Maximize 24 30
tomates 3 L] {= 48
yinagre 4 3 {= 48
Mum_jarras 1 1 »= 5
LowerBound 0 0
UpperBound M M
YanableType| Continuouz| Continuous
Y su solucion 6ptima es la siguiente
10:42:38 | | Tuesday | August | 14 2012 | |
Decizsion | Solution Unit Cost or Total Reduced Baszsiz Allowable Allowable
Varable | Value Profit cfj] | Contribution Cost Status | Min. c[j] | Max. cfj)
1| salsal 8.7273 24.0000 2094546 1] basic = 18.0000 40.0000
2| Salsa2 4 3636 30.0000 130.9091 0 basic = 18.0000 40.0000
] Objective Function [Max.] = 3403636
N Left Hand Right Hand Slack Shadow Allowable Allowable
Constraint Side Direction Side of Surpluz Price Min. RHS Max. BHS
I tomates | 48.0000 = 48.0000 1] 4 3636 36.0000 | 80.0000
2| winagre 43.0000 = 48.0000 1] 2.72¥3 28.8000 @ 64.0000
3 |Hum_jarras | 13.0909 = 5.0000 8.0909 1] -M 13.0909

Observe que el aumento en el 6ptimo es $340.3636 - $336.00 = $4.3636,

gue es el precio sombra por kg de tomate encontrado para el problema original.
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2.7 Dual simplex

El método dual simplex es una herramienta muy Uutil debido a que al
contrario del algoritmo simplex, éste no requiere de variables artificiales para
funcionar. Aunque también tiene una pequefa desventaja, el problema debe ser

dual factible para poder utilizar el método.

Es importante recordar que la forma en que opera el método simplex es: a
partir de una solucién basica factible se trata de llegar a una solucion basica

optima, buscando la factibilidad del dual.

Supdngase que X" = (X1, X3) es solucién 6ptima basica del problema de
maximizar en forma general, en la Tabla 2 se muestra el resultado de la ultima
iteracion del algoritmo simplex aplicado a dicho problema (sin pérdida de
generalidad se han ordenado las variables de esa manera para un mejor manejo

de la tabla), asi zmsx = zo Yy X1 = 0, ahora por holguras complementarias y; = 0,

y-y1=¢ -z

X1 x] x_I
X, U @ahal (4D)1h
—z 0 ¢/ —z —Z

Tabla 2. Resultado de la ultima iteracion del Simplex a un problema
de maximizacion.

Debido a este ultimo resultado el algoritmo dual simplex busca y; =2 0 o lo
que es lo mismo ¢’ — z; £ 0, que en la tabla simplex es el objetivo. O sea que el

objetivo del algoritmo simplex es obtener la factibilidad en el dual.

El algoritmo dual simplex parte mas bien de la factibilidad del dual y trata

de llegar a la factibilidad en el primal. Esto se debe a que la Unica solucion factible
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para ambos es el 6ptimo, asi ambos algoritmos garantizan la optimalidad en la

ultima tabla.

La manera de operar del algoritmo dual simplex es muy similar a la del
algoritmo simplex que ya se conoce, la diferencia radica en que se comienza con
la factibilidad en el primal y se quiere llegar a la del dual, ademas la forma de
elegir las variables que entran o salen de la base también es diferente como ya se
vio (2.6.1).

Algoritmo Dual simplex para un problema de maximizar
Paso 1. Considérese una solucion basica que sea dual factible.

Paso 2. Encontrar una x, = min {x;}, si X, < 0 indicara que la variable x;

saldra de la base, seguir con el paso 3, de lo contrario la solucién es basica

factible también para el primal por lo que es 6ptima, y el algoritmo termina.

Paso 3. Si todos los elementos de la fila correspondiente a X, son
positivos o cero, entonces existe una clase de soluciones del dual tal que w —» —oo.

De lo contrario escoger y}, tal que:

= min{— |ny <0
Yp Y

Que fija la variable que entra a la base, en este caso x;. Ir al paso 2.

Ejemplo. Dado el siguiente problema lineal, resolver con el algoritmo

simplex dual.

max z = 3x; + 2x, + X3
s.a. 2x1+x,+x3 <7
3x1 —2x3=29
X3 6
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En su forma explicita:

max z = 3x; + 2x, + X3

S.a. le+xZ+X3+h1 =7
—3x1 + Z.X3 + hz == _9
.X3 + h3 == 6

X1,X9,hq, Ry, hy =0
Paso 1.

Se debe escoger una base, sean I = {2,5,6}, ] = {1,3,4}, se tiene detA! #
0, por lo que I es base. A continuacion se pone el problema en forma explicita

respecto a esa base para ver si es dual factible.

¢/ -z, =c/ = clAaHA

1 0 0 2 11
=B 1 00— o0 0)<0 1 0)(—3 2 0)]
0 0 1

: 2 1 1
=3B 1 0)—-|(2 0 0) <—3 2 0)]
0 1 0

o
[N
o

=3 1 0)—-(4 2 2)
=(-1 -1 -2

Como ¢/ —z; <0, el problema es dual factible, se puede utilizar dual

simplex para su solucion.

Xy | X3 | hy | hy | h3
X, |12 |1 |1 1 0 0 7
h, |-3 [0 |2 1 0 -9
h; |0 |0 0 1 6
-z |-1 /0 |-1 |-2 |0 0 -14

Paso 2.

Segun el algoritmo, h, debe salir de la base.
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. . -1
Paso 3. Escogemos el minimo de los cocientes {—}, en este caso

Gnicamente tenemos uno asi que debemos usarlo, por lo que x; es quien debe

entrar a la base. Realizando las operaciones pertinentes se tiene

X1 X2 X3 hy h, hs
x, | 0 1 713 |1 213 |0 1
h, |1 0 -2/3 -1/3 |0
|0 |0 |1 0 |1
-z| 0 0 -5/13 | -2 -1/3 |0 -11

Se ha obtenido la factibilidad primal por lo que x = (3 1 0) es la solucién

optimay zZmax = 11.

El lector puede resolver el problema utilizando el método simplex y se

dard cuenta que necesita hacer mas operaciones de pivoteo para llegar a la

solucién, para este ejercicio en particular el esfuerzo computacional es minimo ya

que es un problema pequefio y es por ello que podria no apreciarse la importancia

del simplex dual, pero recuérdese que en la practica los problemas no suelen ser

asi de pequefios. Mas adelante se vera que el Simplex Dual es también una

herramienta poderosa en el andlisis de sensibilidad.
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3 Andlisis de sensibilidad

Como ya se habia mencionado el analisis de sensibilidad es una de las
herramientas mas importantes cuando de programacion lineal se trata, ya que es
gracias a él que dado un problema lineal y su solucién se pueden hacer cambios
al problema original con la garantia de que el resultado actualizado sera 6ptimo sin
necesidad de repetir todos los célculos Esto puede ser muy util al tratar con

problemas cuya cantidad de variables y restricciones sea complicada de manejar.

Para hacer la comprensién del tema lo mas clara y sencilla posible, se

considerara el siguiente problema lineal.

max z = cx
s.a. Ax=0»
x=0

En este capitulo se trabajara con el programa lineal siguiente:
max z = 2x, + x, + 2x3\
s.a. x; +2x3<8
X1 +x3 =5 .. (14)
2x1 +x; —x3 <12

En su forma estandar: J

max z = 2x, + x, + 2x3
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s.a. X, + 2x3 + hy =8
X1 +X3 _hz =5
2X1+X2—X3 +h3=12

X1, X9,X3,hy, hy, hy =0

Cuya tabla 6ptima es:

Phaze 2 [Iter 5

Basic Rxb6 X7 Solution

x1 ®2 HE] Sxd 3 4]

| 000] 3000  ©000]  0.00[ 3000  blocked _1.00] 3600

| ooo]  100f 100  0.00 1.00 0.00 ! ]

0.00 0.50 [T

- 0.50
I

Tabla 3. Tabla o6ptima con el algoritmo de dos fases (usando el
paquete Tora. Las variables de holgura se designan con S o s, y las
artificiales con R).

La Tabla 3 indica la solucion éptima z* = 36 con x; = 10, X, =0 y X3 = 8.

Ademas en el problema se tiene lo siguiente:

8 0 1 1
c=02 1 2),b=<5>yA=<1 0 1).
12 2 1 -1

3.1 Cambios en el vector del lado derecho b

Si es necesario modificar alguno de los valores del lado derecho b por b’

entonces sera reemplazado (A") b por (A')*b’. Se tendran dos casos:

1. Si (Ah)™b’ = 0y como el vector de costos no presenta cambios, la
base 6ptima que se tenia sigue siendo éptima.

2. Si (AD)'b’ < 0 para alguna / € I entonces se habra perdido
factibilidad en el dual. por lo que aplicamos el dual simplex para

obtener la nueva solucion éptima.
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Ejemplo 1. Si en el problema (14) hubiera la necesidad de cambiar

8 8
b=<5>porb’=<3).
12 12

Se tiene:
1 0 O 1 0 0
Al = ( 1 1 —1) y (AD)"! = (1/2 0 1/2 )
-1 2 0 3/2 -1 1/2

Analizando (Al)!b":

1 0 0 8 8
(ADb’ = (1/2 0 1/2 ) ( 3 ) = (10) >0
3/2 -1 172/ \12 15

La base éptima original sigue siendo 6ptima y los valores Optimos se

mantienen.

8 10
Ejemplo 2. Ahora supdngase que se cambia b = < 5 ) por b’ = ( 5 )
12 12

Analizando (A!)!b":

1 0 0 10 10
(AD'p’ = (1/2 0 1/2 ) ( 5 ) = (11) >0
3/2 =1 1/2/ \12 16

Al igual que en el ejercicio anterior la base éptima es la misma pero ahora
los valores Optimos cambian a z* = 42 cuando x; = 11, x, =0y x3 = 10.

8 -2
Ejemplo 3. Ahora sup6ngase que se cambia b = < 5 ) por b’ = ( 5 )
12 12

Analizando (A!)!b":

1 0 0 -2 -2
(AI)‘lb’=<1/2 0 1/2)( 5 ):( 5 )
3/2 -1 1/2 12 -2
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Como hay valores negativos del lado derecho, es decir no hay factibilidad

en el primal, se debe usar el dual simplex para encontrar la nueva solucién éptima.

X1 X, x3 hy h, hs
x3 |0 1 1 0 1 0 2
x |1 1 0 0 5 5 5
hy 1|0 2 0 1 5 5 -2
-z |0 3 0 0 3 1 6

En este caso todos los elementos de los renglones correspondientes a

%3 Y hy son no negativos por lo que el problema no tiene solucion.

3.2 Cambios en la matriz de restricciones 4

Al hacer algan cambio en la matriz de restricciones se tienen dos casos.

3.2.1 Cambios en columnas no basicas
Supongase que la columna no basica A; es cambiada por A/, entonces
habra que actualizar la columna correspondiente por (AI)'lAJ-’ y su coeficiente de

costo reducido por d - z;' = d - /(A A

Como unicamente es importante el signo de los coeficientes de costo

reducido, si ¢ — z{ < 0 la solucién continua siendo éptima.

Si por el contrario ¢ — z{ > 0, se habréa perdido la optimalidad por lo que se
aplica el algoritmo simplex para obtener la solucién Optima correspondiente al
nuevo problema.

1

Ejemplo 1. Sea A4, = (1) la columna por la que serda cambiada A,.
1

Entonces se deben realizar los siguientes calculos:

1 0 0\/1 1
(4AH1A, = (1/2 0 1/2 > <1> = <1>
3/2 -1 1/2/\1 1
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1
Jd-z/=1-(2 2 0)(1)
1

=1-4=-3<0

Entonces la solucién continda siendo 6ptima.

3.2.2 Cambios en columnas basicas
En este caso supdngase que la columna basica A; es cambiada por Ay,

entonces puede suceder que A" ya no sea una base.

Para determinar si A" es base o no, se debe calcular y; = (A")'A)" . Si
algin elemento de vy;’ es cero se dira que A" ya no forma una base. Si esto
sucede debera agregarse una variable artificial que tomara el lugar de la variable
Xi', cuyo valor correspondiente de yj fue cero, en la base para luego proseguir

con el método de las dos fases, que se usa comunmente en programacion lineal.
Si A sigue siendo base, entonces se tienen las siguientes posibilidades:

1. Si hay factibilidad primal x;" 2 0 y factibilidad en el dual c; - z;<0,
entonces X;' es solucion factible éptima y Unicamente se debe
pivotear para hacer la columna unitaria.

2. Si xI’ es solucién factible pero no es 6ptimai. e. ¢c; — z; > 0. Se debe
aplicar el algoritmo simplex pero a la transformacion en la tabla
optima (se obtiene al calcular yj’ = (Al)-1Aj’ y ¢j - zj’ = ¢j - cI(A)-1A]

y tomando a xI' como solucion factible inicial).

Si x;" cumple las condiciones de optimalidad pero no es factible, se puede

aplicar dual simplex para obtener la nueva solucién optima.

0
Ejemplo 1. Sea A = <1> la columna por la que sera cambiada A;.
3
Primero se verificara que A;’ sea una base.
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1 0 0\ /0 0
i = (An1ag = (uz 0 12 ) (1) - (s/z)
3/2 -1 1/2/\3 1/2

Para X3 se tiene que y1" = 0 por lo que A;" ya no es una base. Entonces
se agregara una variable artificial a; que tome el lugar de X3 en la base y se

calcula c3 - z3'.

0
¢t-2,=2-(2 2 0)3/2|=2-3=-1.
1/2
La nueva tabla queda:
x1 xz x3 h1 hz h3 a1
a; |0 1 0 0 1 0 1 8
x, |1 1 15 0 05 05 O 10
h; |0 2 05 1 15 05 O 13
—z |0 3 -1 0 -3 -1 0 -36
7 0 -1 0 0 -1 0 0 8
x1 xz x3 h1 hz h3 a1
x, |0 1 0 0 1 0 1 8
x |1 0 15 0 -05 05 -1 |2
h; |0 0 05 1 -05 05 -2 |3
—z |0 0 -1 0 0 -1 3 -12
7 0 0 0 0 0 0 1 16
Fin de fase 1.
X, X, x3 hy h, hg
x, |0 1 0 0 1 0 8
x |1 0 15 0 -05 05 |2
h; |0 0 05 1 -0.5 0.5 |3
—z |0 0 -1 0 0 -1 |-12

La soluciéon optima es z* =12 cuando x;=2, X, =8 yx3=0.
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1
Ejemplo 2. Sea A} = (1) la columna por la que sera cambiada A;.
2

Primero se verificara que A;’ sea una base.

1 0 0 1 1
y; = (ADH714] = (1/2 0 1/2 ) <1> = (3/2) > 0
3/2 -1 172/ \2 1/2
Por lo que A;’ alin es base.

1
cl-z/=2-(2 2 0)3/2|=2-5=-3
1/2

La tabla queda:

Xy Xy X3 hy h, s
X3 1 1 1 0 1 0 8
x;, (32 1 0 0 1/2 1/2 10
h, |12 2 0 1 3/2 1/2 13
-z 3 -3 0 o -3 - -36

Pivoteando para volver la columna unitaria se obtiene:

X1 X X3 hy  hy hs
X3 O 13 1 0O 2/3 -1/3| 4/3
X, 1 2/3 O 0O 1/3 1/3 | 20/3
hy 0O 10/3 O 2 8/3 2/3 | 58/3
-z 0 -1 0 0 -2 0 -16

Entonces la nueva solucion 6ptima es z* = 16 cuando x; = 20/3, X, = 4/3 y

X3 = 0.
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3.3 Adicidén de una nueva restriccion

Supdngase que es necesario agregar una nueva restriccion al problema.

Podrian suceder dos cosas.

1. La nueva restriccion se satisface con la solucion 6ptima que
se tenia. Si esto sucede, la solucion seguira siendo Optima
para el nuevo problema.

2. La nueva restriccion no se satisface con la solucion optima
que se tenia. En cuyo caso se puede usar el algoritmo dual

simplex para obtener la nueva solucion éptima.

El lector puede darse cuenta facilmente que al agregar una nueva

restriccidn la region de soluciones factibles no puede ser mayor a la que se tenia.

Ejemplo 1. Supdongase que se desea afadir la siguiente restriccion al

problema (14):
X1 +2x, —x3 <18

Entonces la solucion éptima del problema original es z* = 36 cuando x; =
10, xo = 0 y x3 = 8 debe satisfacer la nueva restriccion para continuar siendo

optima.
Sustituyendo se tiene:
X, +2X, — X, =10+2(0)-8=2<18

Satisface la desigualdad por lo que la solucién continla siendo éptima

para el nuevo problema.

Ejemplo 2. Supdngase que al problema (14) se agrega la restriccién:
1
—x1+5x2+x3 =7

Sustituyendo x; = 10, x, =0y x3 = 8 en la restriccion:
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—x1+;x2+x3:—1O+;(0)+8:—2<7

Por lo que no satisface la nueva restriccion, por lo tanto se debe poner la

nueva restriccion en su forma estandar.
1
—x1+§x2 +x3_h4_ = 7
Para un mejor manejo se multiplica por -1 y se obtiene:
xl_ExZ_x3+h4 = _7

A continuacion se agrega la fila correspondiente a la tabla éptima del

problema original.

X, X X3 h  hy, hy hy
X3 0 1 1 0 1 0 0 8
X1 1 1 0 0 12 % 0 10
hy 0 2 0 1 32 % 0 13
h, 1 -12 -1 0 0 O 1 -7
-z 0 -3 0 0O -3 -1 0 -36

Pivoteando para que las columnas basicas sean unitarias queda:

Xy X3 X3 h  hy hy hy
X3 0 1 1 0 1 0 0 8
X1 1 1 0 0 12 % 0 10
hy 0 2 0 1 32 % 0 13
h, 0 -1/2 0 0 1/2 -1/2 1 -9
-z 0 -3 0 0O -3 -1 0 -36

Se observa que el problema es dual factible respecto a esa base por lo

que se aplica dual simplex.

46



Xy, X, X3 hy h, | hg h,
X3 0 1 1 0 1 0 0 8
X 1 1 0 0 1/2 % 0 10
h, 0 2 0 1 3/2 % 0 13
h, 0O -12 0 o 1/2 -1/2 1 -9
-z 0 -3 0 0O -3 -1 0 -36

Pivoteando:

X, X, x3 h;y h, hy h,
X3 0 1 1 0 1 0 0 8
X4 1 12 O 0 1 0 1 1
hy 0O 32 0 1 2 0 1 4
hs 0 1 0 o -1 1 -2 18
-z 0 2 0 0O -4 0 -2 -18

La nueva solucién éptimaes z* =18 cuando x; = 1,x, =0y x5 = 8.

Hay méas cambios que puede sufrir un programa lineal, pero por no ser

necesario utilizar alguno de ellos en los temas vistos en este documento no fueron

tomados en cuenta.
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4 Interpretacion geomeéetrica del dual

La interpretacion geomeétrica que a continuacion es presentada muestra
claramente la relacion entre las variables primales y las restricciones duales, asi
como el papel que juega el vector del lado derecho “b” (vector primal de
requerimientos) como vector de costos en la funcidon objetivo del problema dual,
debido a que la interpretacibn geométrica del problema dual que se muestra

examina la region factible del dual junto con el espacio de columnas de la matriz

de restricciones primales. (Luenberger, 1989).

Para que el lector aprecie con mayor claridad este hecho se tiene el

siguiente ejemplo.

Considérese el siguiente problema con las variables x;, x5, X3, x4y dos

restricciones que seran llamadas y;, vz

Yanable --> X1 2 | 3 x4 Direction H. H. 5.
Minimize 5 3 5 10

bl 0.5 -2 2 35 = 2
Y2 3 -2 -1 1 = 1
LowerBound 0 0 0 0

UpperBound M M M M

YanableType| Continuousz Continuouz Continuous  Continuous

Figura 7. Problema Primal para el ejemplo de la interpretacion geométrica.

El problema dual asociado es:
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VYariable --» 1 Y2 Direction R. H. 5.

M aximize 2 1

<1 T I— 5 - .
w2 -2 -2 = 3
>3 2 -1 €= 5
=4 35 1 €= 10
LowerBound -M -M

UpperBound M M

YanableType| Unrestricted Unrestricted

Figura 8. Problema Dual para el problema del
ejemplo de interpretacion geomeétrica.

En el que las variables son y;, y,y cuyas restricciones son Xx;a Xa.

Se tiene que:

1)

2)

Las restricciones primales pueden escribirse como igualdad vectorial,

SR

Donde a; = (0.5, 3); a2 = (-2, -2); az = (2, -1) y a4 = (3.5, 1) son los

vectores columna de la matriz de restricciones primales. Entonces el

es decir:

vector (2,1) del lado derecho es una combinacion lineal de los
vectores columna de la matriz de restricciones primales, con los pesos
X1, X2, X3, X4 2 0. La combinacién lineal que minimiza el objetivo

primal es la solucién de este problema.

La region factible del problema dual se muestra en la Figura 9, donde
se ven las cuatro restricciones duales X;, Xz X3 Xz que se
corresponden con las cuatro variables primales del mismo nombre. Y
en color rojo se ve también el vector (2, 1) que es el vector de costos
de la funcion objetivo dual: w = 2y; + y,, representada en la figura por
la linea punteada. Ademas, en la regién factible dual estan graficados
también los vectores columna de la matriz de restricciones primal as,

dp, dz, Y as.
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3) El vector de costos dual (2, 1) es el gradiente de la funcion objetivo
dual, y apunta en la direccion de crecimiento de esa funcién. Como el
dual es de maximizar, de la gréfica se ve que el 6ptimo dual ocurre en

la interseccidn de las restricciones X; y X4, marcada con el punto rojo.

_4}

1 1 1 1 1 1
-6 -4 -1 0 2 4 &

Figura 9. Interpretacion geométrica de la dualidad.

50



4)

5)

6)

Los vectores columna primales ai, ap, as, a4 asociados a las variables
primales se corresponden con las restricciones duales Xxi, X2, X3, Xa Y
resultan perpendiculares a las fronteras de dichas restricciones duales,
ya que si (ax, ay) son las coordenadas del vector columna primal a, la

pendiente de la restriccion dual correspondiente es:— ay/ ay.

Las restricciones duales X; y X4 son entonces activas en la solucién
optima dual, indicando que las respectivas variables primales Optimas

X1* ¥ Xo* son positivas en el primal.

La solucion éptima dual es: y,* = 2.2, y,* = 2.3, w* = 6.7, mientras que
la solucién éptima primal es: x;* = 0.15, Xxo* = x3* = 0, X4* = 0.55. De
donde se concluye que la combinacién lineal de vectores columna

primal que resuelve la ecuacion (15) es: 0.15a; + 0.55a4 = (2, 1)
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5 Interpretaciones econdmicas del dual

En los capitulos anteriores, se han mostrado las relaciones entre los
programas lineales primal y dual, resaltando las ligas existentes entre las variables
de uno y las restricciones del otro, entre los objetivos a optimizar y los vectores de
constantes en las restricciones, y también entre las posibilidades de los distintos

tipos de soluciones que pueden tener los programas lineales.

En este capitulo se exploran las interpretaciones que pueden darse al
dual de un programa lineal, en diversos ejemplos de problemas tipicos que surgen

en la programacion lineal.

La posibilidad de dar una interpretacion util al dual de un problema tipico
de programacion lineal da otra vision del problema primal, y permite extender la
comprension del planteamiento original con la informacion adicional que aporta la
teoria de dualidad, generando en ocasiones, enfoques que no estaban en la

descripcion del problema primal o que por lo menos no eran evidentes en él.

Partiendo del problema primal, y luego de construir el respectivo dual, la
interpretacion de este Ultimo se centra en comprender el significado de las
variables duales, y de su participacion en el objetivo y en las restricciones duales.
Los valores Optimos de las variables duales o precios sombra, son entonces el

primer elemento que permite establecer una interpretacion atil del problema dual.

En las siguientes secciones se muestran ejemplos varios de estas

interpretaciones.
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5.1 El problema de la produccion

Este problema puede presentarse de dos formas, el primer tipo trata de
maximizar el ingreso por la venta de n productos que se fabrican usando m
recursos en cantidades limitadas by, b,, ...,b, Y en el segundo tipo se trata de
minimizar el costo de producir m productos que se solicitan en cantidades de al
menos by, b, ..., by, Y que se fabrican con n recursos cuyos costos se conocen. En

seguida se vera cada uno de ellos.

Problema tipo I. Una empresa produce n articulos, que puede vender a
precios unitarios P;,P,, ..., B,. Para producirlos utiliza m recursos, de los cuales
s6lo tiene cantidades limitadas b4, b, ..., b,,. La cantidad de recurso i que se
requiere en la produccion de cada articulo j se denota por a;;. Entonces el
problema de produccién que surge es el de maximizar el ingreso obtenido de
producir x; unidades de cada articulo, considerando los recursos que utiliza cada
articulo y limitado por la cantidad disponible de cada recurso. El programa lineal

asociado es como sigue:

max I = Pyxqy + Pyx, + ...+ Pyxy,

s.a. a1%1 + apx, + o+ agx, < by
Ay1X1 + Ay%y + ..+ aypx, < b,
Am1X1 + QpaXe + o+ Xy < by

X1, X2, .. Xp >0

Ejemplo. Tienda de comida rapida.
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Una tienda de comida rapida vende 4 platillos usando raciones de

5 ingredientes de la manera siguiente:

Platillo Pollo Arroz | Jamén | Verdura | Queso | Precio$
1 1 2 0 3/2 Yo 48
2 2/3 2 1/3 1 Yo 46
3 Yo 2 1 Yo 1 50
4 Ya 5/2 0 2 3/2 46
Raciones 325 1000 350 400 400
disponibles

El problema primal trata de maximizar el ingreso de la venta de los

platillos, sujeto a las restricciones de disponibilidad de insumos:

Variable --> | Platillo1 | Platillo2 | Platillo3 | Platillo4 | Direction | R.H.5.
Maximize 48 46 h0 46

Pall TR 05 025« a5
Arroz 2 2 2 2.5 €= 1000
Jamdn 0.333 1 €= 350
Yerdura 1.5 1 0.5 2 €= 400
Queso 0.5 0.5 1 1.5 = 400
LowerBound 0 0 0 0

UpperBound M M M M

YanableType| Continuous Continuous Continuouz  Continuous

La solucién 6ptima del primal es como sigue:
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"Decision | Solution
Variable | Value

Platillo 1 | 100.0000
! Platillo 2 | 100.0000
{| Platillo 3 | 300.0000
Platillo 4 1]
i Objective | Function
| Left Hand
Constraint Side

Pollo J16.6000
Arroz 1.000.0000
Jamadn 333.3000
Verdura = 4000000
Queso 400.0000

Unit Cost or Total Reduced Basziz |Allowable
Profit c[j] Contnbution Cost Status | Min. c[j)
480000 4 8000000 1] basic 46.0000
46.0000 4 6000000 1] basic 38.8000
RK0.0000 15,000.0000 1] basic 44 0000
46.0000 1] -25.0000  at bound -M
(Max.]= 24 400.0000

Right Hand Slack Shadow Allowable
Direction Side of Surpluz | Price  Min. BHS

€=
£=
€=
£=
£=

3250000 8.4000
1.000.0000 0
350.0000 @ 167000
400.0000 0
400.0000 0

0 316.6000
18.0000 9600000
0 333.32000

4 0000 3749249
12.0000 3500000

Allowable
Max. c[j]
60.0000
48.0000
86.0000
¥1.0000

Allowable
Max. RH5
M
1.050_2260
M
4125749
425 0000

Entonces la cantidad 6ptima de platillos de cada tipo que la tienda de

comida rapida debe preparar para garantizar el mayor ingreso sujeto a la cantidad

de recursos disponibles es de 100 platillos del tipo 1, 100 del tipo 2, 300 del tipo 3

y no debe realizar platillos del tipo 4.

Con el software WinQSB se obtiene el planteamiento del problema dual:

Yariable --» Pollo | Armoz | Jamon | Yerdura | Queso | Direction | A.H. 5.
Minimize 325 1000 350 400 400

Platillo 1 1 2 1.5 0.5 = 48
Flatillo 2 0.666 2 0.333 1 0.5 »= 46
Platillo 3 0.5 2 1 0.5 1 = 50
Platillo 4 0.25 2.5 2 1.5 = 46
LowerBound 0 0 1] 1] ]

UpperBound M M M M M

YanableType| Continuous Continuous Continuous Continuous| Continuous

Una interpretacién del dual de este problema de produccién podria ser:

La funcién objetivo dual tiene como variables los ingredientes y sus

coeficientes de costo son las disponibilidades de ellos (en raciones). El objetivo

primal es maximizar el ingreso por venta de platillos. Entonces, para que el

objetivo dual también represente un valor,

interpretarse como el precio de los ingredientes para los platillos.
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Si por alguna razén la tienda decide no operar, y otra empresa quiere
comprar el lote de ingredientes para preparar los platillos, el comprador querra
minimizar el valor del lote de ingredientes (el objetivo dual), pero la tienda de
comida rapida pedira que el equivalente de los platillos en ingredientes no valga
menos que el precio de venta de éstos. Las restricciones duales representan ese
equivalente de platillos en términos de los ingredientes, por eso se pide que su
valor sea mayor o igual al precio de venta de los correspondientes platillos.

Los coeficientes de la funcion objetivo dual son las disponibilidades de
recursos, asi que las variables duales: y1, Y2, Y3, Y4, Y5 pueden verse como los
precios que se fijaran a los cinco insumos para lograr una transaccion justa, es
decir los precios sombra de los insumos. Las restricciones duales indican la
composicion de cada platillo en cuanto al valor de sus componentes; por ejemplo,
la restriccion de “Platillo 1” indica que el platillo 1 usa una porcion de pollo (con
valor y;), usa 2 porciones de arroz (cada una con valor y,), etc. y en total el valor
del platillo 1 expresado por los precios de sus insumos debe ser al menos el valor
de venta de un plato de dicho platillo.

Solucién 6ptima dual:

Decision | Solution Unit Cost or Total Reduced Basziz  Allowable Allowable
"I.F'anahle Yalue Profit c[j] = Contribution Cost Statuz | Min. cfj] Max. clj]
1 Pollo ] 3250000 0 8.4000  at bound 316.6000 M
1 Aoz 18.0000 | 1,000.0000 18,000.0000 0 basic | 960.0000 1,050.2260
i| Jamén ] 3500000 0 16.7000 | at bound 333.3000 M
| verdura 4.0000 4000000 | 1.600.0000 0 bazic | 374.9249 4125749
i| Queso 12.0000 | 4000000 @ 4 800.0000 0 basic | 350.0000 4250000

Objective  Funchion [Min.]= |24 400.0000

Left Hand Right Hand Slack Shadow Allowable Allowable

Constraint Side Direction Side of Surpluz| Price | Min. HH5 Max. RHS
| Pratilo 1 48.0000 3= 48.0000 0 100.0000 46.0000  60.0000
'| Platillo 2 460000 »= 46.0000 0 100.0000 38.8000  48.0000
i| Platillo 3 = 50.0000 3= 50.0000 0 300.0000 440000 86.0000
| Pratilo 4~ 71.0000 3= 46.0000 25.0000 ] -M 71.0000
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Asi la solucién optima del problema dual da el valor justo de cada uno de
los insumos el cual es: 0 para el pollo, 18 para el arroz, 0 para el jamén, 4 la
verdura y 12 el queso, luego el valor total del lote es igual al valor maximo de
ingresos que podria aportar la venta de los platillos. Notese que los ingredientes
que tienen precio sombra cero (pollo y jamon) son insumos que en la produccion
Optima del primal tienen sobrantes que ya no pueden usarse para preparar nuevos

platillos.

Ademas, la informacion de los precios sombra, indica que el ingrediente
mas valioso es el arroz, pues tiene el mayor precio sombra (18), lo que indica que
si es posible conseguir mas arroz, por cada porcion conseguida se podra
aumentar la produccion, y la funcién objetivo primal aumentara su valor justo en 18

unidades monetarias.

Problema tipo Il. Una empresa recibe un pedido para producir m
articulos, en cantidades de by, b,,...,br, . Para producirlos, usa n recursos, que
compra a costos unitarios: ¢, Cy,...,Cn. Llamando a; a las unidades de articulo i
que se obtienen con cada unidad de recurso j, el problema de produccion es el de
minimizar el costo de producir los m articulos comprando y; cantidades de recurso
j, Y garantizando generar al menos b; unidades de cada articulo, y considerando

los recursos que utiliza cada articulo. El programa lineal asociado es como sigue:
min C =c1y; + Y, + .+ Cp¥n
S.a. a;1y1 + a2y, + ...+ alnyn > bl

Az1y1 + Q22Y2 + .+ QznYn = by

Ami1)1 + Am2Y2 + ..+ AmnYn = bm

Y1, Y2, Yn 20

57



Esta clase de problemas suele presentarse en empresas del sector
gubernamental, donde unidades de produccion especializadas en un producto
abastecen a un organismo que da un servicio y deben hacerlo a costo minimo.
Ejemplos de ello son las refinerias de PEMEX que generan gasolinas combinando
diversos destilados con costos de produccion conocidos para surtir al sistema de
distribucion a gasolineras, o las plantas de asfalto o de concreto hidraulico que
producen mezclas de asfalto o concreto para el mantenimiento carretero que

realizan los municipios o la Secretaria de Comunicaciones y Transportes.
Ejemplo. Procesadora de maiz.

Una planta industrial produce almidon, miel, harina y aceite a partir de
distintos granos de maiz que consigue en el mercado: Amarillo, Blanco y Sur
Central. El rendimiento de producto en cada tipo de grano y su costo por tonelada

es como sigue:

Almidoén _ Harina Aceite Precio
Grano Miel (Its)
(kgs) (kgs) (Its) Dlls/ton
Amarillo (1 ton) 300 100 650 120 270
Blanco (1 ton) 200 80 570 160 275
Sur Central (1
180 60 700 140 256
ton)

La planta recibe un pedido de: 30 toneladas de almidén, 25 000 litros de
miel, 40 toneladas de harina y 35 000 litros de aceite. EIl problema primal es
entonces minimizar el costo de producir el pedido, generando por lo menos las

cantidades pedidas de cada producto. El programa lineal es:
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Yanable --» Amarillo Blanco Sur Central | Direction H H 5.
Minimize 270 275 256
Kg_Almidon 300 200 180 = 30000
Lt Miel 100 a0 &0 »= 25000
K.g_Harina 650 570 700 = 40000
Lt Aceite 120 160 140 = 35000
LowerBound 0 0 0
UpperB ound M M M
YariableType| Continuousz Continuouz Continuous
Con solucion optima:
! L - - L L L L
Decision ;|  Solution Unit Cost or Total Heduced Bazis Allowable Allowable
______ 1lnl'a:|l|.=.|h|e Yalue Profit c(j]  Contribution Cost Status Min. cj) Max. clj]
] Amarillo 1875000 270.0000 506250000 0 basic 2062500 343.7500
| Blanco 781250 2750000 21,484 3800 0 bhasic 216.0000 304 4706
Sur Central o 2560000 1] 31.3125 at bound | 224 6875 M
i Objective Function Min.)= | 72.,109.3800
] Left Hand Right Hand Slack Shadow | Allowable Allowable
Constraint Side Direction Side or Surplus Price Min. RH5 Max. RHS
i kg_Almidén | 71_875.0000 »= 30.000.0000 418750000 0 -M #1.875.0000
| Lt _Miel 25,000.0000 3= 25,000.0000 0 1.5938 17.500.0000 291666700
|| ka_Harina | 166.406.3000 ¥= 40.000.0000 126.406.3000 1} -M 166.406.3000
Lt_Aceite | 35,000.0000 3= 35,000.0000 0 0.9219 30,000.0000 500000000

Entonces, la planta debera comprar 187.5 toneladas de grano Amarillo,

El problema dual es el siguiente:

otros productos se generaron justamente en las cantidades pedidas.

78.125 toneladas del Blanco y nada de Sur Central para lograr el costo minimo de
$72,109.38 y cubrir la demanda. Los productos que resultaron con excedentes

son el Almidén y Harina, con 41.875 y 126.4063 toneladas respectivamente; los

Yarnable --> | Kg_Almidon | Lt_Miel | Ko_Harina | Lt_Aceite Direction R. H. 5.

M aximize 30000 25000 40000 35000

Amarillo 300: 100 650 120 = 270
Blanco 200 80 h70D 160 = 275
Sur Central 180 G0 F00 140 = 256
LowerBound ] ] ] ]

UpperBound M M M M

YanableType| Continuous Continuous Continuousz Continuous
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Una interpretacion del dual es como sigue:

La planta desea valorar su produccion, a fin de maximizar el ingreso por el
pedido que tiene que producir, con lo que las variables duales v, Y2, V3, Y4, SOn
los precios de: el Kg_almidén, el Lt Miel, el Kg_harina y el Lt aceite

respectivamente, La funcion objetivo dual es:
Ingreso = 30000y, + 25000y, + 40000y; + 35000y,

El comprador del pedido acepta pagar los precios que pida la planta
siempre que sean justos, de modo que el valor del contenido de almidén, miel,
harina y aceite de cada tonelada de grano no rebase el precio de mercado del
propio grano usado para producirlos. Por ejemplo, una tonelada de maiz amarillo
contiene 300 kg de almidon, 100 It de miel, 650 kg de harina y 120 It de aceite;
entonces con los precios que fije la planta esa tonelada tendria el valor siguiente

(primera restriccion dual):
Ton_Amarillo = 300y, + 100y, + 650y5 + 120y,

Este valor debe ser igual o menor al precio de una tonelada de maiz
amarillo: 270 dlls.

Analogamente con las demas restricciones.

La tabla de solucién para el primal WinQSB nos proporciona la
informacion necesaria para la resolucion del dual, por lo que no es necesario
resolverlo nuevamente. La solucién para el dual esta dada por los precios sombra
de las variables del primal por lo que los precios justos de los productos son: 1.59
por litro de miel, 0.92 por litro de aceite y nada por kg de almidon y harina. Almidén
y harina, son los u(nicos productos que excedieron la cantidad solicitada
originalmente en el pedido, por lo que su precio sombra resulta cero. De la tabla
Optima del primal también puede verse que el precio sombra mas grande es el de

la miel ($1.59 por litro), es decir es el producto que resulta mas caro producir. Si el
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pedido aumenta en un litro de miel, el costo total aumenta en $1.59 y viceversa, Si

el pedido se reduce en un litro de miel, el costo baja en $1.59.

5.2 El problema de la dieta

Este problema se ha tipificado como el problema de minimizar el costo de
una dieta basada en n alimentos x;, x5, ..., X, CUY0S COStOS sSon cy, ¢y, ..., C, Y tales
que el valor nutricional aportado por ellos cubra al menos las cantidades

by, by, ..., by, de m nutrientes conociendo que la cantidad de nutriente i que aporta

el alimento j es a;;. El programa lineal asociado es:

min ¢ = ¢1xq + Cx; + ...+ cpxy

s.a. a11X1 + ay2%, + o+ apxy, = by

Ay1X1 + ApXy + o+ aypX, = by

Am1X1 + QpaXo + o+ QnXn = by,

X1, Xy, Xy =0

(nétese la similitud con el segundo problema de produccion)
Ejemplo. Dieta para alimentar ratones.

Problema primal: Un veterinario usa avena, cacahuates y leche en polvo
para alimentar ratones, la siguiente tabla muestra las unidades de nutrientes en

cada uno de los alimentos asi como su costo por kilo:

Contenido nutricional: | Grasa | Proteina | Vitaminas | Fibra | Costo/ kg.
Avena (1kg) 2 12 6 0 15
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Cacahuates (1kQ) 18 10 12 4 22
Leche en polvo (1kg) 7 20 5 10
Minimo requerido 125 223 112 45
(unidades)
El programa lineal queda:
minw = 15x; + 22x, + 10x;
2x1 + 18x, + 7x3 = 125
12x; + 10x, + 20x3 = 223
6x, + 12x, + 5x3 > 112
20x; + 4x, > 145
X1,%X2,%X3 =0

Al introducir el problema en WinQSB se obtiene:
Variable --» Avena | Cacahuate | Leche en | Direction R. H 5.
Minimize 15 22 10
Graza 2 18 7 3= 125
Proteina 12 10 20 »= 223
Vitaminas [ 12 5 »= 12
Fibra 20 4 »= 145
LowerBound ] 0 ]
UpperBound M M M
YanableType| Continuous Continuous Continuous

La solucién 6ptima del primal arrojada por el software es:
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Decizion | Solution |Unit Cost or Total Reduced Basziz Allowable Allowable
____________ '1|I" anahle Yalue Profit cfj] ' Contribution Cost Statuz | Min. cfj] | Max clj)
| Avena 6.4080 15.0000 96.1195 1] bazic 3.4207 | 91.0000
Cacahuate 42102 220000 92.6238 1] bazic 6.8000 281429
Leche en polvo 52001 10.0000 52.0013 1] bazic 7.0h68 271327
| Objective Function [Min.] = 240.7446

| Left Hand Right Hand Slack |Shadow Allowable Allowable
| Constraint Side Direction Side of Surplus | Price Min. RHS Max. BHS
| Graza 125.0000 = 125.0000 1] 1.0074 1200135 3294474
Proteina 223.0000 3= 223.0000 1] 0.1439 151.4194 402.7143
Vitaminas 114.9706 3= 112.0000 2.9705 1] -M 114.9706
Fibra 145.0000 »= 145.0000 0 05619 131.2174 303.5510

Entonces el veterinario deberia alimentar a los ratones con una dieta de
6.4 kg de avena, 4.2 kg de cacahuate y 5.2 kg de leche en polvo para
proporcionarles los nutrimentos necesarios al menor costo, si utiliza esa cantidad

de alimentos el costo total seria de $240.74.

El planteamiento del problema dual es:

VYariable --» Grasza | Proteina | Vitaminas | Fibra Direction R. H. 5.
Maximize 125 223 112 145

Avena 2 12 [ 20 {= 15
Cacahuate 18 10 12 4 {= 22
Leche en i 20 L] {= 10
LowerBound 0 0 0 0

UpperBound M M M M

YanableType| Continuous Continuous Continuous Continuous

Una interpretacion del problema dual de la dieta es:

Si en vez de alimentar a los ratones con avena, cacahuates y leche se les
dieran los nutrientes directamente, un laboratorio que produzca los nutrientes
como complemento alimenticio para la dieta, buscard maximizar la venta de los
nutrientes, fijando los precios de: Grasa, Proteina, Vitaminas y Fibra (que son las
variables del dual y,,y,,v5,v4). Pero el comprador pedira que el costo de los
nutrientes en el complemento alimenticio no supere el precio de su equivalente en

ingredientes naturales. Por ejemplo, en la primera restriccion del dual un kg de
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avena contiene 2 unidades de grasa, 12 de proteina, 6 de vitaminas y 20 de fibra,

por lo que con las variables duales, su valor seria:
Precio por kg de avena = 2y, + 12y, + 6y3 + 20y,

Este valor del kg de avena, en términos de las variables duales, no debe
superar el valor de compra de un kg. de avena: $15. Lo mismo sucede con las

otras restricciones.
Las variables duales son los precios sombra de los nutrientes.

Asi los precios que el laboratorio debe dar a los nutrientes para que su
valor no supere al de los ingredientes naturales deben ser: 1.01 la unidad de
grasa, 0.143 la de proteina, 0 la de vitaminas y 0.56 la de fibra.

De la tabla primal se ve que el mayor de los precios sombra es el de la
grasa ($1.01 por unidad), lo que indica que es el nutriente mas caro. Si la dieta
solicita aumentar la grasa en una unidad, eso impactara al costo total en $1.01 y
viceversa, si se reduce la cantidad de grasa en una unidad, el costo total también
se reduce en $1.01. El dnico nutriente que tiene precio sombra cero son las
vitaminas, pues en la mezcla 6ptima, se tiene un exceso de vitaminas. La dieta

solicita al menos 112 unidades, pero la solucién 6ptima da 114.976 unidades.

5.3 El problema del transporte

Las aplicaciones reales de los problemas de transporte y asignacion
tienden a requerir un nimero muy grande de restricciones Yy variables, de manera
que una solucion con método simplex puede requerir en principio de un buen
esfuerzo computacional. Por fortuna una caracteristica clave de estos problemas
es que la mayor parte de los coeficientes a; de las restricciones son iguales a

cero, como resultado se han podido desarrollar algoritmos simplificados especiales
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gue logran ahorros computacionales sorprendentes para explorar esta estructura

especial del problema.
Un problema de transporte consta de:

- Un conjunto de m puntos de oferta. Cada punto de oferta i tiene asociado
una oferta a.

- Un conjunto de n puntos de demanda. Cada punto de j tiene asociada una
demanda b;.

- Cada unidad enviada desde un punto de oferta i a un punto de demanda |j

tiene un costo unitario de transporte cj;.

Considérese x; como el numero de unidades enviadas desde el punto de
oferta i al punto de demanda j. El programa lineal del problema del transporte es

entonces:

m n
mlnz z cijxij
i=1 j=1

Sujeto a

Yi=1xij =s; i=1,..,m (restricciones de oferta)
Yizix;; =d; j=1,..,n (restricciones de demanda)

XUZO i=1,...,m, j=1,...,7’l
Las restricciones de oferta indican que en cada nodo origen el total de
carga enviada a los nodos destino es igual a la oferta disponible en ese origen.
Las restricciones de demanda indican que en cada nodo destino el total de carga

recibida desde nodos origen iguala a la demanda en ese nodo destino.

Si la oferta total es igual a la demanda total, es decir:

65



m n
PRI
i=1 j=1

Se dice que el problema esté balanceado o equilibrado.

Si la oferta total supera a la demanda total (16) se puede balancear el
problema de transporte incorporando un punto de demanda artificial o dummy que
tenga como demanda el excedente de oferta del problema, como las asignaciones
al punto artificial no son reales, se le asigna un costo unitario de cero, en general
el costo unitario no necesariamente debe ser igual a cero, basta con que tenga
igual valor a todos los puntos de oferta disponibles de forma de no generar

preferencias.
Yim1a; > X b** ... (16)

La demanda ficticia:

b;

m
bni1 = Zai -

n
i=1 j=

1

Costo:

Cing1 =0, i=1,..,m

Asi como un problema de transporte puede no estar balanceado cuando la
demanda es inferior a la oferta también es posible que la demanda supere a la
oferta, en este caso se recurre a un punto de oferta artificial llamado origen ficticio

om+1, CON valor de oferta equivalente a la diferencia entre oferta y demanda.

m n
Sa<s
i=1 j=1

La oferta artificial:

m

n
j=1

i=1

Costo:



Para facilitar la discusion sobre el dual del problema de transporte,
conviene generalizar el problema relajando las restricciones de igualdad estricta a
restricciones de desigualdad en el problema original. De esta forma, la formulacion
general del problema de transporte con m origenes y n destinos queda:

m n
mlnz 2 Cijxij
i=1 j=1

Sujeto a

n - -
Z x.<a i=1,..,m (restricciones de oferta)

™
x.=b j=1,..n
zz:i v (restricciones de demanda)

xij; =0 i=1,..,m, j=1,..,n
De este modo, las restricciones de oferta indican que el total de
carga enviada por cada origen a los nodos destino no supera la oferta
disponible en ese origen. Y las restricciones de demanda indican que en
cada destino el total de carga recibida desde nodos origen es al menos la
demanda de ese nodo destino.

Entonces, el dual asociado al problema primal anterior es:

m n
maxw = —Z a;u; + Z b;v;
i=1 j=1

s.a.—u; +v; <¢;  V(Q,j)
u,v; =20 i=1,..m, j=1,..,n
Donde u; es la variable dual asociada a la restriccion primal del origen O;
mientras que v; es la variable dual asociada a la restriccion primal del destino D;,
En sentido estricto, siguiendo las reglas para escribir el dual de un programa
lineal, las restricciones de oferta en el primal (“<”), dado que es un problema de

minimizar, dan origen a variables duales u; < 0, pero cambiando signo a las u; se
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obtienen todas las variables duales no-negativas, como se ve en el planteamiento

anterior.

Asi, las variables duales u; representan el costo de compra de la carga a
transportar en el lugar de origen (punto de oferta) y las variables v; representan el
precio de venta de la carga en el destino (punto de demanda). El objetivo dual
entonces representa el ingreso neto obtenido al pagar en el origen la carga a
costos u; y venderla en el origen a precios v;; es el problema economico del
exportador que compra en origen y vende en destino, pagando ademas el costo
del transporte (Ruiz & Landin, 2002). Las restricciones duales puede rescribirse

como:
Vi S Ui+ Cj Vi,

La restriccion dual indica que el precio de la carga en el destino j, no debe

superar la suma de su precio en el origen i mas el costo de transportarla.
Ejemplo. Problema de transporte con dos origenes y tres destinos.

Una empresa industrial tiene dos plantas de produccion, con capacidad
mensual de 150 y 300 unidades respectivamente. Hay tres centros de consumo
con demandas de 100, 180 y 170 unidades mensuales respectivamente. La
matriz de costos unitarios de distribucién se indica en la tabla siguiente. La Figura
10 ilustra la red de transporte.

El objetivo primal es planificar la distribucion abasteciendo las demandas

de los tres centros de consumo con el minimo costo.

Destino
_ D1 D2 D3
Origen
Planta A 10 20 30
Planta B 20 50 40
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Tabla 4. Matriz de costes unitarios de
distribucion para el ejemplo del problema
de transporte.

100

150

180

300

170

Figura 10. Diagrama para el ejemplo del problema
de transporte.

Si se representa mediante x; la cantidad de articulos enviados desde la
planta i al centro de consumo j el modelo lineal correspondiente a este problema

(primal) es:

MIN Z = 10x41 + 20x15 + 30x13 + 20x,1 + 50x,, + 40x,3
S.a. Xq1 + x5 +x13 <150
Xp1 + X2 + X3 < 300

X11 + X1 = 100
X12 + X9, = 180
X13 + X33 = 170

X11, X12, X13, X21, X22, X23 = 0

Cuya solucion 6ptima es:
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Decision | Solution  Unit Cost or Total Reduced Baziz  Allowable Allowable
Variable | Value Profit ¢[j)] Contribution Coszt Statuz | Min. cfj] Max clj]

=1 1] 10.0000 0 20,0000 | at bound | -10.0000 M
=12 150.0000 20,0000 | 3.000.0000 0 basic -M 40.0000
=13 1] 30.0000 0 20,0000 | at bound | 10,0000 M
=21 100.0000 20,0000 @ 2,000.0000 0 basic 1] 40.0000
K22 30.0000 50,0000 | 1.,500.0000 0 bazic | 30.0000 M
x23 170.0000 40.0000 @ 6.,800.0000 0 basic 1] 60.0000

Objective = Function [Min.]=  13.300.0000

Left Hand Right Hand Slack Shadow  Allowable | Allowable
Constraint Side Direction Side or Surplus. Price | Min. RHS Max. BRHS
o1 150.0000 {= 150.0000 0 -30.0000 | 150.0000  180.0000
02 200.0000 = 200.0000 0 0 3000000 M
D1 100.0000 »= 100.0000 0 20.0000 1] 1000000
D2 180.0000 »= 180.0000 0 50.0000 150.0000 180.0000
D3 170.0000 »= 170.0000 0 40.0000 1] 170.0000

Indicando que se deben enviar 150 unidades de carga del origen 1 al
destino 2; 100 unidades del origen 2 al destino 1; 30 unidades del origen 2 al
destino 2 y 170 unidades del origen 2 al destino 3. Esta solucion da un costo total
de $13,300 y resuelve el problema del transportista de satisfacer la demanda a

costo minimo.

El planteamiento del problema dual, con WinQSB es:

Variable --> 00 | 02 [ D1 | D2 | D3 [Diection|R H.5.
M aximize 150; 300 100 180 170
®11 1 1 <= 10
x12 1 1 {= 20
X13 1 1 <= 30
=X 1 1 = 20
22 1 1 = 50
®23 1 1 <= 40
LowerBound -M -M 1] 1] 1]
UpperBound 0 1] M M M
YariableType | Continuous Continuous Continuous Continuous Continuous

Noétese que las variables duales O;, y O, correspondientes a los nodos
origen 1y 2,y las variables u; y u, en el planteamiento original, son no-positivas.
De modo que rescribiendo el programa dual para tener todas las variables no-

negativas, resulta:

MAX W = —150u, — 300u, + 100v, + 180v, + 170w,
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s.a. —u; +v; <10
—uy +v, <20
—uy +v3 <30
—u, +v, <20
—u, + v, <50
—U; +v3 < 40

Uq, Uy, V1, Vp, V3 = 0

Y la solucion 6ptima de este programa es:

' Decision | Solution | Unit Cost or Total Reduced Baziz  Allowable | Allowable
Vallahle Yalue Profit ¢fj] = Contribution Cost Status Min. c[i]  Max. clj)
/] 01 30,0000  -150.0000 @ -4.500.0000 0 basic | -180.0000 -15%0.0000
i 02 1] -300.0000 1] 0 at bound -M -300.0000
1 D1 20,0000 100.0000 @ 20000000 0 basic 0 100.0000
i D2 50.0000 180.0000  9.000.0000 0 basic 150.0000 | 180.0000
il D3 40,0000 170.0000 6.800.0000 0 basic 0 170.0000

Objective Function [Max.)= 133000000 [Mote:  Alternate Solution | Existsll]

Left Hand Right Hand Slack Shadow  Allowable Allowable
Constraint Side Direction Side of Surplus Price Min. RH5 Max. RHS
T =1 -10.0000 = 10.0000 20,0000 0 -10.0000 M
0| =iz 20.0000 {= 20.0000 0 150.0000 -M 40.0000
il x13 10.0000 <= 30.0000 20.0000 0 10.0000 M
il == 20.0000 <= 20.0000 0 100.0000 1] 40.0000
i| =22 50.0000 {= 50.0000 0 30.0000 30.0000 M
i| %23 40.0000 <= 40.0000 0 170.0000 0 60.0000

Lo que indica que el precio de la carga en el origen 1 es 30; cero en el

origen 2; 20 en el destino 1; 50 en el destino 2 y 40 en el destino 3.

En la solucién dual éptima se nota que los precios de venta en los
destinos D1, D2 y D3 son 20, 50 y 40 respectivamente, coinciden con los costos
de transporte desde el origen O2; es por eso que el precio de compra en 02
resulta cero, conforme a la interpretacion de las restricciones duales. Por otra
parte, de la tabla primal se nota que el rango de variacion de la disponibilidad en
02 es desde 300 hasta infinito (“M” en el listado de WinQSB) con un precio
sombra cero; esto indica que aunque se aumentara la disponibilidad de carga en

02, el costo total seguiria siendo el mismo. En cambio, por cada unidad de carga
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que se aumentara en el origen O1, el costo disminuiria en 30. Esta situacion

podria entonces sugerir transferencia de carga de O2 a O1, a fin de reducir costos.

5.4 El problema de la ruta mas corta

De manera general el problema de la ruta mas corta tiene que ver con la
determinacion de la distancia mas corta entre un origen y un destino aunque

también podria tratarse de la ruta con menor costo entre el origen y el destino.

Asi este problema puede verse como una red con costos o distancias en

los arcos y en la que se tienen m nodos de los cuales uno es el origen y otro el
destino.

Sean x; las variables primales que indican el flujo del nodo i al nodo jde

modo que es 1 6 0 dependiendo de si se usa el arco (i, j) 0 ho se usa en la ruta.

Su planteamiento original es el siguiente: (de Bazaraa, p. 483)

m m

min- > > cx;

i=1 j=1

. . 1si i=1
sa Y X;—Y X;=10si izlom
e ~1si  i=m

X; =001 1i,j=12,..m

Sin embargo, el problema puede ponerse como un programa lineal
ordinario con variables no-negativas (de modo que no tiene que plantearse como
programa entero) ya que la matriz de restricciones es unimodular (0 sea que
cualquier subdeterminante es 1, 0 6 -1) lo que garantiza que las soluciones son

enteras del tipo 0, 1. Entonces el problema queda:
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min Z D ciX;

1si i=1
m m
sa ) X;— > Xg=40si i=zlom
i k= . .
= ! ~1si  i=m

X; >0 i, j=12,...,m

El dual se plantea de la siguiente manera:

max W, —w,
sa. w,—w; <¢; 1,j=12,...m

w, s.rs. i=12,..m

El problema primal busca minimizar el costo total de la ruta del nodo
inicial al nodo final, con las restricciones primales indicando el equilibrio de flujo (lo
gue entra menos lo que sale es igual a la disponibilidad de flujo en el nodo;

considerando que flujos entrantes son positivos y salientes son negativos).

Las variables duales son “precios” asignados en los nodos 1, 2,..., m. El
dual puede representar el problema del importador (a diferencia del dual del
transporte que representa el problema del exportador). El importador distribuye un
producto en el nodo origen (nodo 1); el cual compra en el nodo final (hodo m) vy
utiliza la red de transporte con los costos asociados a los tramos de la ruta por
donde circula. Por ejemplo, el nodo final puede ser un lugar en el extranjero o una

ciudad grande donde compra producto para vender en un &rea rural remota.

Su ingreso neto es el objetivo dual, la diferencia entre el precio de venta
en el origen (nodo 1) y el precio de compra en el destino (nodo m): w; —wp,. Las

restricciones duales que se pueden rescribir:
W, =Cj+ W conij=12 ..,m

indican que para que el importador venda su producto en el nodo i, el precio de
venta en dicho nodo no debe exceder el precio del producto en el nodo j (el nodo

previo de donde trae el producto) mas el precio de transportarlo.
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Un ejemplo de ruta méas corta con 6 nodos:

Considérese la red de transporte siguiente, donde los valores en los arcos

indican el costo de cruzar por esos arcos:

Figura 11. Diagrama para el ejemplo del problema de la
ruta mas corta.

El programa primal es:

Variable > | X12 | X13 | X14 | X35 | X2 | X35 | X45 | X46 [ X56 |[Direction|R. H.5.
Minimize 10 9 12 8 20 10 8 14 6

Nodol 1 1 1 = 1
Nodo2 -1 1 1 = 0
Nodo3 -1 1 = 0
Nodod -1 1 1 = 0
Nodo5 -1 -1 -1 1 = 0
Nodob -1 -1 A = -1
LowerB ound 0 0 0 0 0 0 0 0 0

UpperBound M M M M M M M M M

Cuya solucién éptima es la siguiente, donde se ve la ruta mas corta :

Nodol — Nodo2 — Nodo5 — Nodo6 con costo minimo de 24.
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{ Solution | Unit Cost or Total Reduced Basziz | Allowable Allowable
Yalue Profit c[j] ' Contribution Cost Status | Min. cj] Max. clj)
1.0000 10.0000 10.0000 0 basic 2.0000 @ 11.0000
0 9.0000 1] 1.0000  at bound | 8.0000 M
0 12.0000 1] 2.0000  at bound | 10.0000 M
1.0000 8.0000 8.0000 0 basic 0 9.0000
0 20.0000 1] 6.0000  at bound | 14.0000 M
0 10.0000 0 0 basic 9.0000 @ 18.0000
0 8.0000 1] 0 basic 6.0000 8.0000
0 14.0000 1] 0 at bound | 14.0000 |
1.0000 6.0000 6.0000 0 basic -M 6.0000
] Objective Function [Min.] = 240000 [Hote: | Alternate | Solution | Existzll)
] Left Hand Right Hand Slack Shadow Allowable Allowable
Constraint Side Direction Side of Surpluzs  Price  Min. RHS Max. BRHS
1 Model 1.0000 = 1.0000 0 0 1.0000 M
1 Modo2 0 = 1] 0 -10.0000 0 1.0000
| Modo3 0 = 0 0 -8.0000 0 1.0000
1 Modo4 0 = 1] 0 -10.0000 0 1.0000
| Modos 0 = 0 0 -18.0000 0 1.0000
1 Modog -1.0000 = -1.0000 0 -24 0000 | -1.0000 0
El problema dual es:
WYariable --» Modol | Modo2 | MNodo3 Modo4 Nodo%h Modob Direction | R. H. 5.
M aximize 1i -1
X2 1 1 {= 10
X13 1 -1 <= 9
X114 1 -1 <= 12
X25 1 -1 {= 8
X26 1 -1 = 20
X35 1 -1 €= 10
X45 1 -1 <= 8
X465 1 -1 <= 14
il 1 -1 <= [
LowerBound -M -M -M -M -M -M
UpperBound M ] M ] M ]
YariableTppe | Unrestricted Urnrestricted Unrestricted Unrestricted Unrestricted| Unrestricted

Representa el problema del importador que compra su producto en el
nodo 6 (el extranjero) y lo vende en el nodo 1 (origen). La diferencia de su venta
menos su costo es el objetivo dual. Las restricciones duales expresan la condicion

de que los flujos factibles son tales que el precio de venta en un origen “i” no debe
exceder el precio de venta del producto en el nodo previo desde donde viajé (nodo

j) mas el costo de transporte involucrado.
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5.5 Flujo Maximo

El problema de flujo maximo es un problema tipico de redes que al igual

que el de la ruta més corta puede ser escrito como un programa lineal.

Este problema considera una red que tiene n nodos y m arcos para
transportar carga desde el nodo origen (nodo 1) hasta el nodo destino (nodo n).
Cada arco (i, j) tiene una capacidad maxima de flujo u; y el objetivo es encontrar el
flujo maximo f que se puede enviar desde el origen hasta el destino.

Si se define a x; como el flujo que pasa a traves del arco (i, j), el problema
lineal que representa el problema de flujo maximo es el siguiente (Bazaraa et al,
1990, p. 564-566):

max f
f sii=1

n n - =
3-8 zJ':l X _Zk:1 Xi =9~ f sii=N

0 de otromodo - (A7)
X; <u; 1, j=12..,n

X; 20 i,j=12,.,n

El primer conjunto de restricciones representa el flujo de conservacion en
los nodos: la primera suma indica el flujo saliente al nodo en cuestion y la segunda
el flujo entrante, asi, cuando se trata del nodo origen esta restriccion debe dar
como resultado la cantidad total de flujo que pasa por la red o sea f, para los
nodos intermedios se debe tener un flujo neto cero debido a que el flujo que entra
a cada nodo es el mismo que sale de él por lo que la restriccidon es igual a cero y
para el nodo destino la restriccion debe ser igual a la cantidad total de flujo pero

con signo negativo, es decir: —f.

El segundo grupo de restricciones indica la cantidad maxima de flujo que
puede pasar por cada arco y el resto de las restricciones indican que no esta

permitido tener flujos negativos en la red.
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Para tratar con el dual de este problema es necesario introducir el

concepto de cortadura.

Una cortadura en una grafica es un conjunto de arcos tales que si se quita
uno del conjunto, la grafica resulta desconectada. En una red de caminos que
conectan origen con destino, una cortadura es un grupo de arcos tales que si se

extraen de la grafica, resulta imposible viajar del origen al destino.

Entonces, sea A un conjunto de nodos que contiene al nodo origen (nodo

1) pero no al nodo destino (hodo n) y A el conjunto complemento, la cortadura
queda determinada por (A A)= {arcs (i,j):ieA j eﬁ} y la capacidad de la
cortadura es la suma de las capacidades de los arcos (i, j) en la cortadura. Luego

la cortadura de minima capacidad es llamada cortadura minima de la red.

Sean @i y h; las variables duales asociadas a las restricciones de
conservacion de flujo del primal, y a las restricciones primales de capacidad limite
en los arcos respectivamente. Entonces, el problema dual asociado con el

problema de flujo maximo primal es el siguiente:

min W:Zi=12j=1giihij
S.a.
Oy —0,=1 ... (18)
g;—9;+h; 20 i,j=12,..,n
g;,h. >0 i,j=12,...,n

ij —

Segln Bazaraa et al (1990), dada una cortadura (A, A) cualquiera y

escogiendo los siguientes valores para las variables duales:

[0 siieA
971 i ieA

... (19)

" |0 enotrocaso

{1 si (i,j) (A A
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Se satisfacen todas las restricciones del dual por lo que la solucion es
factible, ademas el valor de la funcién objetivo asociado a dicha solucion factible
iguala la capacidad de la cortadura. Asi, el resultado optimo del dual no es mas

gue la cortadura minima de la red.

El transporte de carga es un ejemplo donde la basqueda de flujo maximo

y cortadura minima aparecen de modo natural (Moreno, E. 2004).

Cuando se desea enviar o transportar alguna carga en una red desde un
origen a un destino se busca la forma de llevar la mayor cantidad de carga o lo
que es lo mismo se busca obtener el maximo flujo posible en la red. Ejemplos de
ello son los movimientos de ciertos productos (abarrotes, frutas y verduras en
tiempo de cosechas, ropa, etc.) desde el lugar de produccion hacia alguna ciudad,

mercado o puerto.

Por otro lado, el encargado de la inspeccion y control de los vehiculos de
carga (inspeccion sanitaria, cumplimiento del peso, vigilancia, etc.) enfrenta costos
proporcionales a los niveles de flujo controlado y busca minimizar dichos costos.
Si un planificador de caminos se propone ayudar al encargado buscara un
proyecto para inspeccionar flujos de transporte, por lo que seréa suficiente escoger
una cortadura en la red. De esta forma cualquier transportista que intenta evitar
arcos incluidos en la cortadura no alcanzaria el destino n, porque estaria operando
en una red desconectada. Entonces, la mejor eleccion para el planificador es una

cortadura de minima capacidad, para minimizar los costos de control o inspeccién.
Un ejemplo de flujo maximo en unared con 6 nodos.

La red que se muestra representa las posibilidades de difusion de un
contaminante en una red de canales que distribuye agua. El contaminante esta en
el nodo 1 y puede alcanzar el nodo final 6 moviéndose por la red. Los arcos
representan los canales que llevan el agua, y los numeros en los arcos
representan la capacidad maxima de contaminante (p. ej. miles de litros) que

puede moverse por ellos. El interés es saber cual es el fluyjp maximo de
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contaminante que puede alcanzar el nodo final 6, para estimar las medidas de

control necesarias.

El planteamiento de flujo maximo como programa lineal es:

Yanable -->

F [ X12 | 13 | X14 | X256 | X26 | X35 | X45 | X46 | X56 |Direction|R. H. 5.

M aximize

Nodo 1

Hodo?2

Nodo3

Modo4d

Nodo5

Modob

Capl2

Capl13

Capl4

Cap2h

Cap2b

Cap35

Capdb

Cap4b

Caphb

1

LowerBound

UpperBound

YariableType

0 0 0 0 0 0 0 1] 1] 1]
M M M M M M M M M M

tinuous tinuous tinuous tinuous | tinuous tinuous tinuous itinuous tinuous tinuous

-

— ey X1 —
Moo NMOLOo oo o a 9

Cuya solucién éptima es:
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{ Solution | Unit Cost or Total Reduced
Yalue Profit cfj] | Contribution Cost
28.0000 1.0000 28.0000 0
10.0000 1] 0 0
6.0000 1] 0 0
12.0000 1] 0 0
] 1] 0 -1.0000
10.0000 1] 0 0
6.0000 1] 0 0
] 1] 0 -1.0000
12.0000 1] 0 0
6.0000 ] 0 0
| Objective | Function [Max.] = 28.0000 [MHote:
] Left Hand Right Hand  Slack
Constraint Side Direction Side or Surplus
| Modo1 0 = 0 0
| Modo2 0 = 0 0
| Modo3 0 = 0 0
| Modos 0 = 0 0
| Modos 0 = 0 0
| Modos 0 = 0 0
] Capl2 10.0000 <= 10.0000 0
] Capl3 6.0000 <= 9.0000 3.0000
] Capl4 12.0000 <= 12.0000 0
] Cap2h 1] <= 8.0000 8.0000
] Cap?b 10.0000 <= 20.0000 10.0000
] Cap3b 6.0000 <= 10.0000 4. 0000
] Capdh ] <= §.0000 §.0000
] Capdb 12.0000 <= 14.0000 2.0000
] Caphb 6.0000 €= 6.0000 0

B asis
Statug
basic
basic
basic
basic

at bound

basic
basic

at bound

basic
basic

Alternate

Shadow
Price
1]
1.0000
1]
1.0000
1]
1.0000
1.0000
1]
1.0000

1.0000

Allowable Allowable

Min. cj] Mazx. cfj]
0 M
-1.0000 M
-1.0000 1]
-1.0000 M

-M 1.0000
-1.0000 M
-1.0000 1]

-M 1.0000
-1.0000 M
-1.0000 M
Solution  Existsll])

Allowable Allowable

HMin. RHS Max. RHS
0 |
0 10.0000
0 6.0000
0 2.0000
0 6.0000
0 |
0 20.0000
6.0000 M
0 14.0000
0 M
10.0000 M
6.0000 M
0 M
12.0000 M
0 9.0000

Esta solucion indica que el flujo maximo de contaminante que puede

llegar al nodo final 6 es de 28, con los flujos indicados para los arcos (1,2); (1,3);

(1,4) (2,6); (3,5); (4,6) y (5,6). El problema dual es:

Yariable -->

Minimize 10 9 12 8
F 1

X12
X13
X14 -
X25 1 -1 1
X26 1 -1

X35 1

X45 1
X46 1
X56
LowerBound -M -M
UpperBound ] ]
VarniableType

-

[
[EPRETY

0
L] M L] M

T
E 4
o
A
=
=
=

3
k4

stricted stricted strich

hinuous itinuous ki

20

0

8 14 [

=y
Y
-
BN W W W W Y
L | [

itinuous it

Nodo 1] Nodo2 [ Nodo3 [ Nodo4 [ Nodo5 [ Nodo6 | Capl2 [ Capl3 [ Capl4 [ Cap25 | Cap26 | Cap35 [ Cap45 | Cap46 | Cap56 [ Direction[R. H. §.
10

oo oo oo Qo =
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El objetivo dual, que es la suma de capacidades en los arcos representa
la capacidad de una cortadura en la red original, y el objetivo trata de minimizar
esa capacidad de una cortadura. La solucion 6ptima del dual es:

! Solution  Unit Cost or Total Reduced Basiz  Allowable Allowable
. Variable | Value Profit c[j] | Contribution Cost Statuzs | Min c(j) Max cfj]
[ 1| Modo1 0 0 0 0 at bound 0 M
2| Modoz 1.0000 1] 1] 0 basic 1] 1]
3| Nodo3 0 0 0 0 basic 0 0
4| Modod 1.0000 1] 1] 0 basic 1] 1]
| 5| Modo5 0 0 0 0 basic 0 0
6| Modob 1.0000 1] 1] 0 basic 1] 1]
7| Capl2 1.0000 10.0000 10.0000 0 basic 1] 20.0000
8| Cap13 1] 9.0000 1] 3.0000 | at bound 6.0000 M
IEN Capl4 1.0000 12.0000 12.0000 0 basic 1] 140000
(10| Cap25 1] 8.0000 1] 8.0000 | at bound 1] M
11 Cap2b 1] 20.0000 1] 10,0000  at bound 10.0000 M
2] Cap35 1] 100000 1] 4 0000 | at bound 60000 M
13 Capdhb 1] 8.0000 1] 8.0000 | at bound 1] M
(14| Cap4b 1] 14.0000 1] 2.0000 | at bound 120000 M
15| Caphb 1.0000 6.0000 6.0000 0 basic 1] 9.0000
] Objective | Function [Min_) = 28.0000 [Mote:  Alternate  Solution  Existsll])
] Left Hand Right Hand Slack Shadow Allowable Allowable
Constraint Side Direction Side or Surplus. Price | Min. HH5 Max. RHS
1| F 1.0000 »= 1.0000 0 28.0000 1] M
2| x12 1] »= 1] 0 10.0000 | -1.0000 M
3| x13 1] »= 1] 0 6.0000 | -1.0000 1]
4| x4 1] = 1] 0 12.0000 | -1.0000 M
5| xo5 1.0000 = 1] 1.0000 0 -M 1.0000
6| x26 1] = 1] 0 10.0000 | -1.0000 M
7| s 1] »>= 1] 0 6.0000 | -1.0000 1]
8| =45 1.0000 »>= 1] 1.0000 0 -M 1.0000
9| x48 1] = 1] 0 12.0000  -1.0000 M
10| xs6 1] »= 1] 0 6.0000 | -1.0000 M

Esta solucién dual indica que los arcos incluidos en la cortadura de
capacidad minima son: (1,2); (1,4) y (5,6). De este modo, el problema dual puede
servir para encontrar cuales arcos de la red (canales) deben ser cerrados para
desconectar el origen 1 del nodo final 6. En la grafica siguiente se muestra esta
cortadura, cuya capacidad total de 28 coincide con el flujo maximo. Si se bloquean

esos canales, el contaminante no lograra alcanzar al nodo final 6.
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Desde un punto de vista practico, también es importante notar que la
cortadura minima sugiere los arcos que suman la capacidad minima para lograr
aislar el origen 1 del nodo final 6. Como el esfuerzo o costo de bloguear un canal
es mayor a medida que mas capacidad tiene, esta solucién de cortadura minima
representa también la de menor costo para el control deseado. Asi, no es
necesario bloquear todos los arcos de la red y por lo tanto se disminuye el costo

para el control.

5.6 Apareamiento maximal bipartita

En teoria de gréaficas, se llama bipartita a una gréfica en la cual los nodos
se pueden clasificar en dos tipos, digamos S y T de modo que cualquier arco (i, j)
de la grafica siempre va de un nodo tipo S a un nodo tipo T_Es decir, no hay arcos

gue unan nodos del mismo tipo. Enseguida se da un ejemplo.
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La gréfica G, con los nodos a, b, c, d, e, f, g que se muestra enseguida:

Los nodos tipo S son: a, ¢, e, f; los nodos tipo T son: b, d, g.

Un apareamiento (también llamado acoplamiento) en una grafica bipartita

es un subconjunto de arcos tal que entre ellos no se tienen nodos en comun. En la

grafica anterior, el subconjunto de arcos: {(a, g), (¢, b), (f, g)} no forman

apareamiento, pues el nodo g esta tanto en el primer arco como en el tercero. En

cambio, el subconjunto {(c, b), (f, g)} siforma un apareamiento.
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El problema del Apareamiento maximal en una gréfica bipartita consiste
en encontrar el apareamiento de mayor tamafio que puede formarse en la grafica,
es decir el de mayor niumero de elementos. La representacion como programa
lineal, suponiendo que hay S nodos del primer tipo y T nodos del segundo tipo es

la siguiente:

Masz le]

i€s
j €T

T
ZXL-- <1 parai=1,2,..,§

s
ZXU <1 paraj=12..T
i=1

Xy = 160 parai=1,2,..,5; j=1,2,..,T

Donde, la variable x; representa al arco (i, j) y sera 1 6 0 segun
pertenezca al apareamiento o no; el hecho de que la matriz de restricciones
resulte unimodular permite reescribir el problema con condiciones de no-
negatividad y plantearlo como programa lineal ordinario. El primer grupo de
restricciones indica que cada nodo tipo S puede estar asociado a lo mas a un arco
del apareamiento; el segundo tipo de restricciones indica lo mismo para cada nodo
del tipo T.

El programa dual del problema de maximo apareamiento bipartita es:

S T
Min W =>U, +>V,

i=1 j=1
U, +V; 21 paratodoarco (i, j) conieS, jeT
U,,V; 20 ieS, jeT

Las variables duales estan asociadas a los nodos de la gréfica, las
variables U; a los nodos tipo S y las Vj a los nodos tipo T. El objetivo dual es la

suma de esas variables duales, y las restricciones duales estan asociadas a los
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arcos de la grafica. Las restricciones duales indican que la suma de la variable
dual asociada al origen i mas la variable dual asociada al destino j para todo arco
(i, j) debe ser al menos uno. Este planteamiento se puede interpretar como un

problema de recubrimiento de nodos para la gréfica original.

Un recubrimiento de nodos es un subconjunto de nodos con la propiedad
de que cada arco (i, j) de la grafica incide al menos en un nodo del recubrimiento.
El programa dual se interpreta entonces como el problema del recubrimiento
minimo de nodos para la grafica. Este resultado es en realidad el Teorema de

Kdnig que dice:

Teorema de Konig. El nUmero de arcos en un apareamiento maximal
bipartita es igual al nimero de nodos de un recubrimiento minimo de nodos de la

gréfica (Borowski & Borwein, 1989).
El siguiente ejemplo ilustra el uso del maximo apareamiento.

Un departamento universitario de lenguas con 6 miembros que conocen
varios idiomas, ofrece a la Unién Europea traducir textos variados de un paquete
de 8 posibles trabajos. Las compatibilidades de los miembros del departamento y
los idiomas requeridos en cada trabajo se muestran en la gréfica. ¢Cual es el
maximo numero de trabajos que se pueden hacer? La tabla siguiente muestra las

compatibilidades entre los profesores del departamento y los trabajos solicitados.

Miembro| inglés | francés | aleman | italiano | ruso polaco | griego | sueco
1 X
2 X X X
3 X X
4 X X X
5 X X
6 X
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La grafica bipartita siguiente ilustra estas compatibilidades:

inglés
M1

francés
M2

aleman
M3 italiano

ruso
M4

polaco
M5

griego
M6

sueco

El programa planteado en WinQSB es:

Variable -->  [M1Gr|M2Fr|M2AI] M21t [M3In [M35u] M4Fr | M4AI [M4Po|M5Ru[M5GT MR Y| Direction | R. H. 5.

M aximize 1 1 1 1 1 1 1 1 1
M1 1

M2 1 1 1

M3 1 1

M4 1 1 1
M5
ME
In 1

Fr 1 1

Al 1 1
It 1

Ru
Po 1
Gr 1

Su 1

LowerBound 1] 0
UpperBound M M M M M M M M M

=
=
=
=
=
=
=
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Cuya solucion es:

Decision ;| Solution | Unit Cost or Total Reduced  Basiz | Allowable Allowable
'v'anahle Yalue Profit ¢fj] | Contribution Cost Statusz Min. cfj] Max. clj)
1| MiG 1.0000 1.0000 1.0000 0 bagic 1.0000 M
2| M2Fr 0 1.0000 0 0 at bound -M 1.0000
3| M2al 1.0000 1.0000 1.0000 0 baszic 1.0000 M
4| Mz2i 0 1.0000 0 0 at bound -M 1.0000
5| M3In 1.0000 1.0000 1.0000 0 baszic 1.0000 M
6| M35u 0 1.0000 0 0 at bound -M 1.0000
7| M4 1.0000 1.0000 1.0000 0 bagic 1.0000 M
8| Maal 0 1.0000 0 0 baszic 1.0000 1.0000
9| M4Po 0 1.0000 0 0 at bound -M 1.0000
10| M5Ru 1.0000 1.0000 1.0000 0 bagic 1.0000 2.0000
11| M5Gr 0 1.0000 0 0 baszic 0 1.0000
(12| MGRu 0 1.0000 0 0 basic 0 1.0000
] Objective  Function [Max.] = 5.0000 [Hote: Alternate Solution  Exists!l]
] Left Hand Right Hand Slack Shadow Allowable Allowable
Constraint Side Direction Side or Surplus| Price | Min. RHS5 Max. RHS
ER M1 1.0000 = 1.0000 0 1] 0 1.0000
2] M2 1.0000 €= 1.0000 0 1.0000 0 1.0000
3] M3 1.0000 {= 1.0000 0 1.0000 0 1.0000
4] M4 1.0000 €= 1.0000 0 1.0000 1.0000 1.0000
5 | M5 1.0000 €= 1.0000 0 1] 0 1.0000
6 | ME 0 {= 1.0000 1.0000 1] 0 M
7] In 1.0000 €= 1.0000 0 1] 1.0000 M
'8 | Fr 1.0000 €= 1.0000 0 1] 1.0000 1.0000
IER Al 1.0000 {= 1.0000 0 1] 1.0000 M
0] It 0 €= 1.0000 1.0000 1] 0 M
11 Au 1.0000 €= 1.0000 0 1.0000 1.0000 2.0000
[12] Po 0 {= 1.0000 1.0000 1] 0 M
13 ] Gr 1.0000 €= 1.0000 0 1.0000 1.0000 2.0000
114 Su 0 €= 1.0000 1.0000 1] 0 M

Esta solucion indica que sélo se podran hacer 5 trabajos, que en este
caso son: M1 traduce Griego; M2 Traduce Aleman; M3 traduce Inglés; M4 traduce

Francés y M5 traduce Ruso.

De la solucién éptima se tienen también los precios sombra positivos para
los nodos: M2, M3, M4, Ru (ruso) y Gr (griego). Estos nodos forman el

recubrimiento minimo de la grafica como se muestra enseguida.

87



inglés

M1
francés

aleman

italiano

Cualquier arco de la grafica tiene un extremo en alguno de los nodos del

recubrimiento {M2, M3, M4, Ru, Gr}.

La interpretacion del dual como recubrimiento de nodos es util para la
planeacién de los trabajos. Sup6ngase que para organizar las traducciones se
requiere conocer las recomendaciones de diccionarios bilingies a usar, las

fuentes de Internet, las tarifas usuales en el mercado, los formatos de traduccion,

Entonces basta con convocar a una junta a las cinco personas que
representan el recubrimiento minimo de nodos: los miembros del departamento:
M2, M3, M4 y a los solicitantes de trabajos en Ruso y en Griego para detallar toda

esa informacién para cualquier idioma solicitado. No es necesario reunir a los 6

profesores del departamento con los 8 solicitantes de traducciones.
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5.7 Juego de dos personas de suma cero

Sea un juego de suma cero para dos personas cuya matriz de pagos es:

Jugador de las columnas

Jugador de los

renglones Estrategia 1 | Estrategia 2 Estrategia n
Estrategia 1 a ai, A1n
Estrategia 2 ayq Az Aon
Estrategia m Ay Ao Amn

Tabla 5. Matriz de recompensas general de un juego de dos personas
(jugador de los renglones y jugador de las columnas).

Si el juego no tiene punto silla, o sea, no hay dos estrategias tales que si
alguno de los jugadores abandona su estrategia empeora su situacion, entonces
los jugadores deben elegir al azar sus estrategias. De este modo las recompensas
de cada uno seran los valores esperados asociados a la distribucion de

probabilidades con las que jugaran sus estrategias. Sean entonces:

Xj = probabilidad de que el jugador de los renglones elija la estrategia “i”
yj = probabilidad de que el jugador de las columnas elija la estrategia ‘j”

a;j = ganancia para el jugador de los renglones cuando éste usa la estrategia “i” y

(1122

Su adversario usa la estrategia j”. Coni=1,2, ... m j=1,2, ...n

El programa lineal del jugador de los renglones es:

maxz = v
s.a. v<agx;tazyx,t o+ apx,
v S alel + azzxz + A + amzxm

V< Xy + Xy + -+ QpnXm
Xy +x,++x,=1 x; =20 (i=12,..,m)vs.r.s.
Las restricciones primales indican que la recompensa esperada v del

primer jugador es el minimo de los valores esperados obtenidos con las
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probabilidades x; elegidas por el primer jugador, para cualquier estrategia del

oponente. La dltima restriccion garantiza que las probabilidades x; sumen uno.

De esta manera, el primer jugador maximiza el minimo de los posibles

valores esperados.

Puede verse al programa lineal del jugador de los renglones como el
problema primal y al del jugador de las columnas como su problema dual.
Ademas, es facil ver que al sacar el dual a partir del problema del jugador de los
renglones el problema resultante es efectivamente el problema del jugador de las
columnas. El programa dual es el programa lineal del jugador de las columnas, es

entonces:

min u = w
s.a. w2 a1 y1 + a2y, + ot A1nYn
W 2 Q1Y + QY2 + o+ Aopdn

W 2 am1Y1+ QGnzY2 + -+ Qundn
Yi+Y, +-1Y, =1

;20 (j=12,...,n);w s.r.s.

Las restricciones duales indican que la recompensa esperada w que el
oponente esta dispuesto a ceder al primer jugador es el maximo de los valores
esperados para el primer jugador para cualquier estrategia que utilice el oponente,
por lo que su objetivo sera minimizar ese maximo valor esperado que recibiria el
primer jugador. De igual forma que en el primal, las ultimas restricciones

garantizan que las probabilidades y; sumen uno.
Ejemplo: Violaciones al reglamento de camiones de carga.

Las autoridades del transporte de carga carretero en todo el mundo
enfrentan el problema de controlar a los camioneros que violan los reglamentos
buscando aumentar su productividad. Las practicas mas comunes de los

camioneros para mover mas carga y asi aumentar sus ingresos son:

B1) llevar sobrecargado el camion;
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B2) exceder el limite de velocidad autorizado;

B3) reducir las horas de suefio de sus conductores.

Estas medidas permiten mover mas carga y aumentar el negocio del

transportista, pero a la vez aumentan el riesgo de accidentes y de dafios al

camino. Las autoridades de transporte tienen varias medidas de control. Por

ejemplo:

Al) aumentar el patrullaje en los caminos;

A2) colocar basculas de pesaje en ciertos puntos del camino;

A3) colocar topes en zonas donde se excede la velocidad,;

A4) realizar inspecciones a vehiculos y a conductores que mueven carga.

Las autoridades enfrentan altos costos por los accidentes y por el exceso

de carga que dafan los caminos, mientras que los camioneros buscan aumentar

sus ingresos moviendo mas carga al violar los reglamentos. La situacion se presta

para modelar como un juego entre autoridades del transporte y camioneros, donde

las estrategias del primer jugador (la autoridad) son Al, A2, A3 y A4, mientras que

las estrategias del segundo jugador (camioneros) son B1, B2 y B3.

Supongamos que se ha estimado el ahorro en reparaciones de camino y

en el pago de servicios de auxilio para la autoridad de transporte por los

accidentes de camiones (en millones de pesos al semestre) como se indica en la

tabla, segun la combinacion de estrategias de los jugadores (autoridad vs

camioneros).

B1l: sobrecarga

B2: exceso
de velocidad

B3: reducir suefio de
los conductores

Al:Patrullaje 95 120 25
A2: Basculas 60 -150 -140
A3: Topes 70 120 20
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A4: Inspecciones 120 -90 65

Los valores negativos en la tabla indican que esa combinacion de
estrategias representa una pérdida para la autoridad del camino; por ejemplo, si se
decide poner basculas en el camino para detectar sobrecarga, pero el camionero
decide reducir las horas de suefio del conductor, la medida de control no tiene
efecto y el costo estimado por accidentes derivados de conductores cansados es
de 140 millones que paga la autoridad por reparar el camino y pagar servicios de
auxilio a los accidentados. En cambio, las combinaciones con entradas positivas
indican que la medida de control si tiene efecto y genera ahorros para la autoridad

del transporte.

Entonces, el programa lineal que representa el problema de la autoridad

de transporte es el siguiente:

Variable --> Xt | X2 | %3 X4 v Direction|R. H. 5.
M aximize 1
EstiB1 95 60 70 120 -1 = 1]
EstiB2 120 -150 120 -390 -1 = 1]
EstiB3 25 -140 20 65 -1 = 1]
SumProb 1 1 1 1 = 1
LowerBound ] ] ] ] -M
UpperB ound M M M M M
YanableType | Continuous Continuouz Continuouz Continuous Unrestricted

Las variables primales son X;, X, X3 Xz que representan las
probabilidades con las que la autoridad elige sus estrategias A1 — A4,y V que es
el minimo valor esperado del juego. Las tres primeras restricciones primales
indican el valor esperado para la autoridad para cada estrategia B1 — B4 del
oponente (camioneros). La ultima restriccion representa la suma unitaria de las
probabilidades X1, Xz, Xz, Xa.

La soluciéon 6ptima del juego se muestra enseguida.
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Decision | Solution  Unit Cost or Total Reduced Baziz | Allowable Allowable
Wariable | Value Profit c[j] | Contribution Cost Status Min. cfj] Max. cfj]
q] *1 0.6200 0 0 0 basic -4.1176  40.0000
2 =2 0 0 0 -181.8000 | at bound -M 181.8000
3 3 0 0 0 -4.2000  at bound -M 4 2000
4 x4 0.3800 0 0 0 basic -40.0000 | 210.0000
L] Y 40_2000 1.0000 40_2000 1} bhasic 0 1.0000
o Objective Function [Max.] = 402000 [Mote: | Alternate  Solution = Exists!l)
o Left Hand Right Hand Slack Shadow | Allowable | Allowable
Constraint Side Direction Side or Surplus.  Price | Min. HHS | Max. RHS
1| EsuB1 64.3000 »= 0 64.3000 0 -M 64.3000
2| EsuB2 0 »= 0 0 -0.1600  -155.0000 | 95.0000
3| EsuB3 0 »= 0 0 -0.8400 -6B8.4043 | 47.8571
4| SumProb = 1.0000 = 1.0000 0 40.2000 0 M

Esta solucion muestra que la autoridad debera emplear su estrategia Al
el 62% del tiempo, y la estrategia A4 el 38% del tiempo restante, sin usar A2 ni A3;

con esto tendra un ahorro esperado de 40.2 millones de pesos al semestre.

El planteamiento del programa dual, que representa el interés del

camionero es el siguiente:

Variable --> vi,. | v2 | ¥3 | W  |Diection|R H.5.
Minimize 1
EstiAl -95 -120 -25 1 >= 0
EstiA2 -60 150 140 1 >= 0
EstiA3 -f0 -120 -20 1 ¥= 0
EstriA4 -120 90 -65 1 ¥= 0
SumProb 1 1 1 = 1
LowerB ound 0 0 0 -M
UpperBound M M M M
VariableType | Continuous Continuous: Continuous; Unrestricted

Las variables primales Y1, Y, Y3 representan las probabilidades que el
camionero tiene de elegir sus estrategias B; — B3, mientras que W es el maximo
valor esperado que puede recibir en el juego el oponente (o sea, la autoridad en
este caso). Las restricciones duales muestran que W es siempre mayor o igual

que el valor esperado del juego cuando la autoridad usa sus estrategias A1 — A4.
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La solucion dual es:

Decigion | Solution  Unit Cost or Total Reduced Baziz | Allowable Allowable
Yan Yalue Profit cfj] | Contribution Cost Status Min. cfj] Max. clj]
1] Y1 0 1] 1] 64.3000 at bound | -64.3000 M
2 Y2 0.1600 1] 1] 1] basic -95.0000  155.0000
3 Y3 0.8400 1] 1] 1] baszic | -155.0000 | G8.4043
4 W 402000 1.0000 402000 1] basic 1.0000 M
N Objective  Function [Min.] = 402000 [Hote:  Alternate Solution Existsll]
] Left Hand Right Hand Slack Shadow | Allowable | Allowable
Constraint Side Direction Side of Surpluz| Price | Min. BH5 Max. BHS
1] EstrAl 0.0000 »= ] ] 0.6200  -41176 | 40.0000
2| EsttA2 | 181.8000 »= ] 181.8000 0 -M 181.8000
3| EstiA3 4 2000 »= ] 4. 2000 0 -M 42000
4| EstiAd 0.0000 »= ] ] 0.3800 -40.0000 Z10.0000
5| SumProb | 1.0000 = 1.0000 ] 40.2000 0 M

Indicando que los camioneros deberan usar su estrategia B2 el 16% del
tiempo, su estrategia B3 el 84% restante y no usar la estrategia 1. El valor

obtenido del juego es el mismo que en el primal: 40.2.

Desde el punto de vista de la Teoria de Juegos, los vectores de
probabilidad solucion; el primal (0.62, 0, 0, 0.38) y el dual (0, 0.16, 0.84) son
las soluciones del equilibrio de Nash. Mientras los jugadores se mantengan en
esas soluciones la autoridad estara segura de no recibir menos del valor del juego:
40.20, y los camioneros estardn seguros de no dejar que el oponente gane mas
del valor del juego: 40.2
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6 Conclusiones

La dualidad permite resolver de manera mas rapida y sencilla algunos
problemas de programacion lineal, ademas, con ella se puede obtener una
solucién para un problema que ha sido resuelto con anterioridad y al que se le han
realizado algunos cambios, lo que es muy util en la préctica, sin tener que resolver
todo el problema nuevamente y facilita profundizar en el contenido econémico del

problema.

Con el concepto de precio sombra se puede considerar a las variables
duales en la solucién 6ptima como valores implicitos asociados a las constantes
de las restricciones primales, con la propiedad de que indican el efecto que en la
solucion primal tendrian variaciones en estas constantes. Este enfoque de las
variables duales como precios sombra permite interpretar econémicamente los
problemas duales extendiendo la vision original del problema primal hacia
planteamientos distintos pero equivalentes del mismo problema.

De esta forma, los objetivos duales cambian un enfoque de Max a uno de
Min y viceversa, planteando un problema diferente pero que llega a la misma
solucion objetivo Optima, con restricciones duales que suelen revelar condiciones
de interés en el problema primal, que originalmente no se habian contemplado.
Asi, por ejemplo se encuentra que maximizar el ingreso del problema de la
produccion sujeto a restricciones de insumos es equivalente a minimizar el valor
del lote de insumos sujeto a que las combinaciones que de ellos se usan en la
produccion sean al menos el valor del articulo producido. Ilgualmente, encontrar un
apareamiento maximal en una gréfica bibartita equivale a encontrar un
recubrimiento minimo de sus nodos, y encontrar un flujo maximo en una red

equivale a encontrar una cortadura minima.

Buscar la interpretacion del dual de un programa lineal de un problema
particular abre una oportunidad a explorar planteamientos alternos al problema

original, que generalmente llevan a profundizar en la naturaleza del planteamiento
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primal y a visiones extendidas del problema que mejoran su comprension y

enriquecen la discusion del mismo.

A manera de resumen, enseguida se muestran los casos analizados en

este trabajo, en una breve sintesis que indica los significados de los problemas en

sus versiones primal y dual. Este resumen puede sugerir a los lectores interesados

los pasos a seguir para interpretar problemas de interés particular con la ayuda de

la teoria de dualidad expuesta en este trabajo.

Problema Primal

Problema dual asociado

1P. Produccién tipo I: Maximizar el ingreso
por la fabricacion de n articulos usando m
insumos sujetos a disponibilidad en
cantidades limitadas b.

1D. Minimizar el valor total de los m
insumos disponibles en cantidades b,
sujetos a que el valor equivalente de
producto fabricado sea al menos el precio
de venta de los productos.

2P. Produccién tipo 1l: Minimizar el costo
de producir n articulos con costos c, sujeto
a producir al menos cantidades b de cada
uno.

2D. Maximizar el valor de los n articulos
producidos sujeto a que el equivalente de
valor de los contenidos en los insumos no
rebase el costo ¢ de adquirir esos insumos.

3P. Transporte: Minimizar el costo de
transportar el total de unidades enviadas,
de cierto producto, de m puntos de oferta a
n puntos de demanda, sujeto a cantidades
a; de oferta y b; de demanda en cada nodo.

3D. Exportador: Maximizar el ingreso neto
obtenido al pagar en el origen (punto de
oferta la carga a precio u; y venderla en el
destino (punto de demanda) a precios v;,
sujeto a que el precio de la carga en el
destino j, no debe superar la suma de su
precio en el origen i mas el costo de
transportarla.
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4P. Ruta mas corta: Minimizar la distancia
entre un origen y un destino en una red de
n nodos con distancias d; en los arcos.

4D. Importador: Maximizar el ingreso neto,
i.e. la diferencia entre el precio de venta en
el origen (nodo 1) y el precio de compra en
el destino (nodo m). Sujeto a costos
asociados a los tramos de la ruta por donde
circula.

5P. Flujo maximo: Maximizar la cantidad de
flujo f que es posible pasar a través de una
red de n nodos y m arcos desde un nodo
origen (nodo 1) a uno destino (nodo n),
sujeto a capacidades maximas de flujo uj;
para cada arco (i, j).

5D. Encontrar la cortadura de menor
capacidad en la red.

6P. Apareamiento maximal: encontrar el
apareamiento de mayor tamafo en la
gréfica, dado que el primer grupo de
restricciones indica que cada nodo tipo S
puede estar asociado a lo mas a un arco
del apareamiento y el segundo tipo de
restricciones indica lo mismo para cada
nodo del tipo T.

6D. Recubrimiento minimo: minimizar la
cantidad de variables activas, dado que las
variables duales estan asociadas a los
nodos de la grafica segun pertenezcan a
cada tipo en la grafica y las restricciones
duales indican que la suma de la variable
dual asociada al origen i mas la variable
dual asociada al destino j para todo arco (i,
j) debe ser al menos uno.

7P. Juego de suma cero: Maximizar el
minimo de los posibles valores esperados
del primer jugador, dado que las
restricciones indican que la recompensa
esperada v del primer jugador es el minimo
de los valores esperados obtenidos con las
probabilidades x; elegidas por el primer
jugador, para cualquier estrategia del
oponente.

7D. Minimizar el maximo valor esperado
que recibiria el primer jugador dado que las
restricciones duales indican que la
recompensa esperada w que el oponente
esta dispuesto a ceder al primer jugador es
el maximo de los valores esperados para el
primer jugador para cualquier estrategia
gue utilice el oponente.
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