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RESUMEN

Son los numeros racionales los que usualmente nos sirven para expresar medidas o
calculos con precision. Dicho de otra manera, todos los usos practicos de los numeros se
hacen sélo con los numeros racionales. Cuando se busca extender este conjunto de nimeros
con el fin de evitar un oscuro e inexacto uso del lenguaje matematico y ganar una clara
visién de la relacién entre los nimeros y la recta numérica, se presenta la dificultad de
entender qué tipo de numeros integran el conjunto de los racionales y de que formas
diferentes se nos pueden presentar. Poder entender lo anterior, permite darse cuenta de que
existen nimeros que no pertenecen a este conjunto a los cuales se les llama por tal motivo
irracionales. Este salto en la extension para la mayoria de los estudiantes de bachillerato les
presenta una gran dificultad. Supongo que uno de los motivos es la carencia de un método
diferente al de la denominada matemdtica moderna que tradicionalmente aborda esta
extension a partir de la teoria de conjuntos, ademas de la problematica que de por si
presenta el imaginar el infinito, el uso de imagenes que consideramos inexactas, asi como
las dificultades logicas que se encuentran con los conjuntos y los procesos infinitos. Por tal
motivo el propésito de este trabajo de tesis es presentar una propuesta de la ensefianza de
los Numeros Reales en el bachillerato a partir de la geometria. Viendo a los reales positivos
como longitudes de segmentos una vez que se ha acordado cual es el segmento unitario.
Introducir al estudiante con ayuda de los nimeros racionales, a los procesos infinitos, via la
expresion decimal y la nocion de serie. Con los irracionales, la idea de inconmensurabilidad
de segmentos también involucra procesos y argumentos con la idea del infinito.

(Palabras clave: Numeros Reales, ensefianza, geometria, infinito, bachillerato)



ABSTRACT

Rational numbers are the ones that we usually use to express measures or
calculations accurately. In other words, all the practical uses with numbers, are done only
with rational numbers. When we wish to expand this group of numbers in order to avoid an
inaccurate and obscure use of the mathematical language, and to have a clear picture of the
relationship between numbers and the numerical line, we encounter the difficulty of
understanding what kinds of numbers make up the group of rational numbers, and in how
many different ways they can be presented to us. Understanding this lets us know that there
are numbers which do not belong to this group, so that is why they are named irrational
numbers. This leap in expansion usually represents a great difficulty for most high school
students. I guess that one of the reasons for this, is the lack of a different method from that
of the so called modern mathematics, which traditionally deals with this expansions from
groups theory, besides the difficulty to imagine infinity, the use of images that we consider
to be inaccurate, as well as the natural difficulties found in studying infinite groups and
processes. For this reason the purpose of this thesis is to give a proposal in the teaching of
Real Numbers at the high school level through geometry by looking at positive Real
Numbers as longitudes of segments, once it has been agreed upon which is the unit
segment. With the help of rational numbers, we propose introducing the student to the
infinite processes, through decimal expression and the notion of series. With irrational
numbers, the idea of incommensurability of segments, also involves processes and
statements with the idea of infinity.

(Cue words: Real Numbers, teaching, geometry, infinity, high school )
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I. INTRODUCCION

Se pueden identificar dos elementos involucrados en la ensefianza de las mate-
médticas; éstos son, por un lado, el drea que comprende la investigacién en educacion vy,
por el otro, la ensefianza en el aula junto con los aspectos que la rodean: pedagdgicos,
contextuales, administrativos, académicos y curriculares, es decir, el proceso vivo de en-
sefianza-aprendizaje. Es en el sentido de este segundo elemento en que se desarrolla el
presente trabajo de tesis que consiste en desarrollar una notas de clase sobre la enseflanza
de los nimeros reales en el bachillerato, esto con la finalidad de aportar algunas ideas
en la ensefianza de algunas propiedades de los nimeros Naturales, Enteros, Racionales,

Irracionales y Reales.

I.1 Antecedentes

Al inicio del primer semestre de 1996 la Academia de Matemdticas de la Uni-
versidad Auténoma de Querétaro comenzé con la elaboracién de una propuesta de mo-
dificacién a los planes y programas del nicleo de mateméticas del plan de estudios de
la Escuela de Bachilleres. Esta modificacién ya fue aprobada y es la que actualmente se
encuentra vigente.

En el nuevo plan de estudios se proponen cambios significativos, motivados no
solamente por cuestiones académicas, sino también por situaciones de tipo filosdfico,
esto impulsé que se propusiera una nueva préctica docente y nuevos contenidos en los

programas.



Dentro de los dos primeros semestres de matematicas, se estudia Algebra y en las
primeras semanas del curso de mateméticas I, del primer semestre se propone estudiar a

los nimeros reales desde dos distintos enfoques:

1. A partir de la teorfa de conjuntos en forma constructiva desde los naturales.

2. A partir de la geometria, viendo a los reales positivos como longitudes de segmentos

una vez que se ha acordado cual es el segmento unitario.

Tradicionalmente el primer enfoque es el que acostumbran abordar los maestros
de bachillerato, posiblemente esto es debido a la tendencia que durante muchos anos pre-

valeci6 de estudiar matemésticas teniendo como punto de partida la 16gica y los conjuntos.

1.2 Justificacion

Para la elaboracién de este trabajo se tomaron en consideracién dos situaciones.
La primera es que se tiene conocimiento que el estudio de los nimeros reales bajo el
segundo enfoque sefialado en los programas antes mencionados nadie lo utiliza en los
bachilleratos a donde va dirigido el nuevo programa (al menos no hay ningin antecedente
conocido), esto es seguramente motivado por la inclinacién a enseniar bajo la influencia
de la “matemética moderna” como ya se habia mencionado o bien por que no existe
en la bibliografia “comercial” algin texto que hable de este enfoque. Por otra parte el
sistema de los ndmeros reales se ha construido para remediar un defecto: el carécter
incompleto del sistema de los nimeros racionales. Los nimeros racionales son los que
regularmente nos sirven para expresar medidas o cédlculos con precision, normalmente los
usos practicos de los nimeros se hacen sélo con los nimeros racionales, de tal manera
que cuando se busca extender este conjunto de niimeros con el fin de evitar un oscuro e
inexacto uso del lenguaje y ganar una clara visién de la relacién entre los nimeros y la
recta numérica, se presenta la dificultad primeramente, de entender que tipo de nimeros

integran el conjunto de los racionales y de que formas diferentes se pueden presentar, esto



para después poder entender que existen nimeros que no pertenecen a este conjunto a
los cuales se les llama por tal motivo irracionales, este salto en la extensién regularmente

a un estudiante de bachillerato le presenta una gran dificultad.

1.3 Objetivo general

El objetivo general del presente trabajo es desarrollar y escribir unas notas sobre
la ensefianza de los nimeros reales en el bachillerato de nuestra Universidad, que sirvan
como texto tanto al alumno como al maestro y que colaboren a entender el segundo
enfoque que seniala el programa de matemdticas I y que consiste en asimilar quienes son
los niimeros reales y sus propiedades principales a partir de la geometria, viendo a los
reales positivos como longitudes de segmentos una vez que se ha acordado cual es el
segmento unitario. Con lo que respecta a los nimeros racionales, se pretende introducir
al estudiante a los procesos infinitos, via la expresién decimal y la nocién de serie y con

los irracionales hacerlo a partir de la idea de inconmensurabilidad.



II. REVISION DE LITERATURA

Después de investigar cudles han sido los trabajos que sobre esta linea se han
realizado en nuestro pafs nos encontramos que el registro de este tipo de investigacio-
nes nos remiten en la mayoria de los casos a estudios realizados en el nivel medio, al
menos esto fue lo que pudimos constatar en el reporte que presenta el CINVESTAV,
las memorias de los congresos tanto de la SMM (Sociedad Mateméatica Mexicana) como
de la ANPM (Asociacién Nacional de Profesores de Matematicas), las publicaciones de
la revista EDUCACION MATEMATICA (Revista de difusién a nivel nacional), asf co-
mo de la propia bibliograffa referida en cada uno de los articulos encontrados en estas
fuentes, necesariamente nos llevan a los estudios que sobre este tema han realizado los
propios miembros del CINVESTAV: David Block, Alicia Avila, Martha Dévila y Eduar-
do Mancera (al menos este es el resultado del rastreo realizado), mientras que a nivel
internacional nos encontramos infinidad de bibliograffa (al menos la referida) , como la
de Piaget, Kieren, Lerner, Pérez j., Streefland, Vergnaud, Behr, Borasi, Dienes, Nesher,
Ohlsson, etc.

También es importante mencionar que la mayoria de estos trabajos por no decir
todos se encuentran ubicados en Estudios sobre la Enseflanza y el Aprendizaje de las
Mateméticas a nivel bdsico, particularmente en estudios sobre el alumno y en “Investi-
gaciones cualitativas sobre habilidades, errores y conceptualizaciones de los alumnos” (al
menos asf lo senala el registro del CINVESTAV).

A continuacién presentamos un resumen de la informacién encontrada, asf como

de la visién que presenta la National Council of Teachers of Mathematics (NCTM) que



es el mdximo organismo de profesores de Matema4ticas que existe en los Estados Unidos.

II.1 Los reales y las fracciones en la escuela Mexicana

La mayorifa de los estudiosos sobre esta linea concluyen que la raiz del problema
de la ensefianza de los ntimeros reales es la forma en que se enserian los sistemas niimericos
en los niveles m4s elementales y fundamentalmente atribuyen gran parte del problema
a la forma en que se aborda el estudio de los fraccionarios (asf llamados en los niveles
referidos). Eduardo Mancera (1992) atribuye esta problemética en primer instancia a las
dificultades potenciales relativas a los diversos significados asociados a este concepto, ya
que en la matemdtica, en general, y en las fracciones en particular, se confunde frecuen-
temente a los significados (los cuales se refieren al plano conceptual) con los significantes
(que se refieren al plano de las representaciones). Por ejemplo, el niimero cinco se puede
escribir como 5,1+ 4,3 + 2, 129, V, etcétera. De esta manera se confunde al concepto con
la representacién escrita, la cudl no es tnica de éste.

Los lingiiistas denominan a este fenémeno sinonimia (varios significantes estan
asociados a un mismo significado). Se puede presentar la situacién inversa: varios signi-
ficados estdn asociados a un mismo significante (homonimia), esto tiene mucha impor-
tancia en la problematica educativa asociada a fracciones.

Por otra parte Alicia Avila (1986), analiza la ensefianza oficial de las mateméticas
elementales en México desde 1940 a 1980 y en ella menciona que los niimeros racionales
(que son el primer antecedente de niveles elementales del conocimiento de niimeros re-
ales) han ocupado un lugar en el curriculo de la escuela elemental por més de un siglo y
dice que durante este tiempo ha predominado una ensenanza rigida basada en modelos
esquematicos, después menciona que con la reforma de 1972 (adn vigente en los tres
ultimos grados de primaria) se incorporaron algunas “explicaciones” con apoyos graficos
de la multiplicacién, la divisién con base en el inverso multiplicativo, la resolucién de

problemas con estas dos operaciones y la representacién en la recta numeérica, sin em-



bargo, estas innovaciones correspondian més a una preocupacién matemstica que a una
propuesta psicopedagdgica, posteriormente en 1980 se reformaron los planes y programas
de los tres primeros grados de educacién primaria, con esta reforma parcial aparece un
tratamiento didéctico con mds apoyo grafico y presentado mas cuidadosamente que en
curriculos anteriores.

A pesar de que en esta reforma se declara al nifio como el centro de la preocu-
pacién y se incorporan apoyos graficos y objetivos para que: “de acuerdo con su forma
de conocer, construya su conocimiento”, el tratamiento dado a las fracciones no rebasa
las presentaciones anteriores. S6lo hubo cambios en la dosificacién y expansién de la
etapa de manipulacién de objetos. Es decir, si bien se promueve la construccién de los
conceptos con base en el manejo de material recortable que se proporciona al nifio, la
légica que sustenta la propuesta diddctica no es distinta de la que se puede ver en los
progrmas y en los textos de los setentas: “Se trata de que el nifio comprenda, en primer
término que una fraccion es una expresion de la forma § en donde el denominador indica
las partes en que estd dividido un todo (constituido generalmente por una naranja, un
pastel, un circulo, un rectdngulo o un poligono regular) y el nimerador las partes de ese
todo”.

Posteriormente, se pretende que el estudiante establezca equivalencias con base en
el mismo modelo de participacién de la unidad para que, finalmente, resuleva problemas
con adicién y sustraccién de fracciones.

Tales propuestas no se basan en el conocimiento de lo que el estudiante aprende
realmente al respecto, en cémo aprende , en lo que no puede aprender y el por qué no
puede hacerlo. Por lo cual, dichos esfuerzos han sido inttiles en relacién a la mejoria
del aprendizaje de las matematicas. Esto ha sido similar en otros paises, en parte por
que la presentacion de las fracciones en los libros de texto mexicanos coinciden mucho o
fueron adoptados del extranjero. Esto en cuanto al trato que se le ha dado a los niimeros
racionales a nivel bdsico.

En el nivel medio de nuestro pais (secundaria) durante mucho tiempo se sufrié un



“duro golpe”, ya que los esfuerzos dedicados a este nivel se encaminaron a introducir los
elementos de la llamada “matematica moderna”, en secundaria se dio mucho espacio a la
l6gica y los conjuntos y se sacrificaron temas importantes. Por otra, parte el tratamiento
que se le da a las fracciones resulta muy pobre y conduce a concepciones limitadas que se
han arraigado mucho entre los estudiantes provocando en los profesores de bachillerato
una fuerte dificultad para abordar temas que requieren el uso adecuado de los niimeros
reales.

Por otra parte en la secundaria se hace demasiado énfasis en los aspectos operati-
vos, los planteamientos diddcticos de los libros reflejan la concepcisén de que si se aprenden
a realizar las operaciones con las fracciones se pueden resolver diversos problemas en los
que los contextos dados implican el uso de diferentes procedimientos representados por
una fraccién. Es importante mencionar que no existe en este nivel un enfoque que se
pueda decir que sea el unificador ya que las formas en que se representan los racionales
responden solamente a las diferentes formas en que lo hagan los autores de los diferentes
textos comerciales, ademds en la escuela secundaria la preocupacién por aspectos dis-
ciplinarios en algunos casos es mayor que en la primaria y (Mancera 1992) se tiene un
retroceso por el énfasis puesto en los aspectos operativos, en vez de hacer intentos en

relacién a lo conceptual.

I1.2 La aportaciéon de la NCTM

Una comisién especial del NCTM elabor6 los estdndares para el curriculum y
evaluacién de matemdticas, para responder de esta manera a las inquietudes que existen
en torno a la educacién matemaética, actualmente estos estdndares son considerados como
el “hilo conductor” en este terreno de la educacién no sélo en Estados Unidos, sino
también en otros paises.

Un estdndar especifico es un criterio que se usa para juzgar la calidad del cu-

rriculum en matemdticas o los métodos de evaluacién. Por lo tanto, los estdndares son



afirmaciones acerca de lo que se valoriza.

Estos esténdares se deben ver como una componente de la respuesta de la comu-
nidad de matemdtica educativa en los Estados Unidos a la actual crisis en el aprendizaje
y la ensefianza de la matemaética, esta propuesta a obtenido buena aceptacién en la comu-
nidad matems4tica y hay consenso de que la mayorfa de los estudiantes necesitan aprender
més y muchas veces diferentes enfoques de las matematicas. No solamente los enfoques
principales y los contenidos matemdticos tienen que cambiar, sino también la metodo-
logia de ensenanza. Esta debe incluir experimentacién, investigacién y comunicacién de
ideas matemaéticas, asi como razonamiento matematico.

Hay cinco metas principales que se proponen en el documento del NCTM y que
se reflejan en las propuestas para los niveles de preprimaria hasta el iltimo afio de la

ensenianza medio-superior. La propuesta es de que cada alumno debe:

e Ser capaz de resolver problemas matemadticos.

Aprender a comunicarse matemdticamente.

Aprender a razonar matemdticamente.

Saber valorar las matematicas.

Tener confianza en su capacidad de hacer matemadticas.

Esto implica que los estudiantes deben tener numerosas y variadas experiencias

relacionadas que les permitan:

e Resolver problemas complejos.
e Leer, escribir y discutir matematicas.

e Formular conjeturas, probar y formar argumentos acerca de la validez de una con-

jetura.



e Valorar la empresa intelectual llamada matemaética, los habitos del pensamiento

matematico y el papel de la matemadtica en el quehacer humano.

e Explorar, adivinar y cometer errores para ganar confianza en sus actividades ma-

temadticas.

En la actualidad en los niveles denominados P-4 (nivel elemental), la NCTM
propone que el curriculo de matematicas debe incluir fracciones y decimales ya que estos
constituyen una proporcién considerable del conocimiento que tienen los estudiantes de
los mimeros. Ademds sefnala que cuando un estudiante de este nivel posee un conoci-
miento sélido de los conceptos de fraccion y decimal, es capaz de utilizarlo para describir
fenémenos del mundo real y aplicarlo a problemas que impliquen medicién, probabilidad
y estadistica, también indica que cuando un estudiante comprende las fracciones y los
decimales, toman mayor conciencia de la utilidad y de la potencia de los mimeros y se
amplfa su conocimiento del sistema numérico. Por tal motivo recomienda que la docencia
en estos niveles ayude a que el estudiante utilice las frapciones y los decimales, explore sus
relaciones y construya los conceptos iniciales de orden y equivalencia. También recomien-
da que como estas ideas el estudiante las construye muy lentamente, es muy importante
que los profesores utilicen materiales fisicos, diagramas y situaciones del mundo real a la
vez que se esfuercen de manera continua para relacionar las experiencias de aprendizaje
del estudiante con el lenguaje oral y los simbolos.

El uso de simbolos y lenguaje conciso para representar nimeros constituye un
importante desarrollo histérico y practico. Durante el ciclo medio, los estudiantes llegan
a reconocer que los mimeros tienen muiltiples representaciones, de forma que el desarrollo
de los conceptos de fraccién, razén, decimal y porcentaje y la idea de representaciones
multiples de estos nmimeros requieren una atencién y un énfasis especial. La capacidad de
generar, leer, usar y apreciar multiples representaciones de la misma cantidad constituye
un paso critico cuando se aprende a entender y utilizar matemadticas.

Es en los nfveles denominados 5-8 (nivel medio), en donde los estudiantes cons-

truyen el conocimiento de los mimeros racionales, que tanta importancia tienen no sélo

9



por sf mismo, sino también como base de las expresiones racionales en dlgebra. Se re-
comienda por tal motivo en estos niveles que el aprendizaje se base en la experiencia
relacionada con aspectos de la vida cotidiana o con materiales concretos disennados para
reflejar ideas matematicas subyacentes. Los estudiantes deben trabajar con rectas nume-
radas, modelos de 4rea y graficas asf como con las expresiones numeéricas que aparecen
en calculadoras y en computadoras.

En los niveles 9-12 (medio superior), la NCTM propone que el curriculo de ma-
temadticas incluya el estudio de estructuras matemadticas para que el estudiante sea capaz
de comparar y contrastar el conjunto de los nimeros reales y sus diversos subconjuntos
respecto a sus caracteristicas estructurales.

La estructura de la matemaética se asemeja a la estructura de acero de una cons-
truccién moderna. Los estudiantes deben ser conscientes de esta estructura, de c6mo
ofrece una base sélida sobre la que se construyen diversas corrientes de contenidos, y
de c6mo mantiene unidas todas estas corrientes de forma simultdnea. Por ejemplo, uno
de los pilares de este edificio es la propiedad asociativa, sobre la que se apoyan objetos
y operaciones de dreas matemdticas tan diversas como aritmética, dlgebra, funciones, y
transformaciones geométricas. El conocimiento de estos amplios principios estructurales
permite que los estudiantes adopten un enfoque més constructivista ante temas mate-
méticos nuevos, y les ofrece una estructura conceptual que hace maés facil la memorizacién
a largo plazo.

En la parte de la docencia, se considera que las estructuras matemaéticas en forma
de listas de propiedades generales no constituyen un punto de partida adecuado. Por el
contrario, los estudiantes comprenden el significado de la estructura de las matematicas
después de un periédo de tiempo considerable, por medio de una acumulacién general de
experiencias y de actividades con un centro de atencién mas preciso.

No resulta ni necesario ni adecuado que escuchen la palabra estructura constan-
temente aplicada a las actividades que realizan. También es muy importante reconocer

que estructura matemdtica y formalismo no son sinénimos. En matemdticas, como en un
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edificio, todos los estudiantes pueden llegar a asimilar y apreciar la estructura subyacente
conozcan o no el vocabulario y los simbolismos técnicos correspondientes. El grado de
simbolismo debe estar en consonancia con el nivel de madurez matemética que tengan

los estudiantes.

I1.3 Otras aportaciones

Hart (1981) senala que en un amplio nimero de estudiantes de escuelas publicas
se identificé que al internarse en el campo de las fracciones, lo hacen intentando extender
las reglas de los nmimeros naturales y que estas ideas se refuerzan cuando son apoyadas
con objetos gréficos.

Rasimba-Rajohn (1982) estudié la forma en que dos métodos de medidas raciona-
les (conmensuracién y fraccionamiento de la unidad) corresponden a dos tipos diferentes
de conocimientos. Es decir, se diferencia el proceso de conmensuracién, por el cual tra-
tamos de verificar si una unidad dada, sin fraccionar, cabe un nimero exacto de veces en
otro segmento dado; del proceso relativo a la medicién de un segmento dado por medio
de fraccionar la unidad hasta cubrir el segmento dado con partes enteras o fraccionarias
de la unidad.

Para verificar esto se aplicé un cuestionario para observar la relacién que se da
entre los dos métodos y se encontré que éstos efectivamente corresponden a diferentes
comportamientos.

Generalmente, poco se habla de la necesidad de considerar la conmensuracién y
todo se refiere a un proceso de medicién y la comprensién de los algoritmos relativos a las
fracciones. El trabajo de Rasimba-Rajohn es importante porque resalta las diferencias
conceptuales entre estos procesos no sélo en el plano conceptual sino también en el
algoritmico.

Behr, Lesh, Post y Silver (1983) plantean el problema de los diversos significados

relativos al concepto de fraccién, se hace un tratamiento utilizando también la nocién
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de constructo, en este sentido se enfatizan las dimensiones que las personas usan pa-
ra conceptualizar aspectos relativos a los nimeros racionales, esto permitié realizar las

siguientes categorfas de subconstructos:

1. Medida fraccionaria.
2. Razén.

3. Tasa.

4. Cociente.

5. Coordenda lineal.

6. Decimal.

7. Operador.

Freudenthal (1983) plantea que el término fraccién es mds adecuado que nimeros
racionales positivos, en tanto es la fuente fenomenoldgica del nimero racional , esto
adquiere sentido puesto que el origen de los mimeros racionales se encuentra en la nocién
de quebrado o fraccién.

Seniala la utilizacién de las fracciones en diversos aspectos del lenguaje usual y
analiza algunos de los significados que se le da como comparador (...es la mitad de largo
que...), descriptor de una cantidad (...la mitad de un pastel...), formador de multiplos
(...tres cuartos de hora...), expresién de cantidad (...dos tercios de veces tan largo...),
determinacién de ciclos (...medio tiempo alrededor del reloj...), expresiéon de mezclas
(...tres partes de sal y dos partes de pimienta...) y expresién de relaciones (...de cada
cinco hombres uno es un chino...).

Borasi y Michaelsen (1985) discuten las operaciones con fracciones haciendo una
comparacién con los procedimientos correspondientes de razones. Se presentan algunas
diferencias entre las operaciones con nimeros racionales y las razones, las cuales implican

“wa»

la validacién de procedimientos con los simbolos “3”.
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Post, Behr y Lesh (1986) explican que la nocién cuantitativa de nimero racional
incluye aspectos como: reconocimiento de que un nimero racional es un nimero; com-
prensién de que los nimeros racionales pueden expresarse de diversas formas (decimales,
razones, divisiones indicadas, puntos en una linea, medida y partes de un “todo”); los
nimeros racionales pueden ordenarse usando procedimientos gréficos y simbélicos , y que
el criterio para establecer el orden no se basa en el conteo; el conjunto de niimeros raciona-
les es denso lo cual contrasta con la idea del conteo en los nimeros naturales; la habilidad
para determinar lo razonable de los resultados obtenidos por procesos de estimacién; los
nuimero racionales tienen valor absoluto y relativo, y que pueden ser ordenados en cada
uno de estos sentidos.

Ohlsson (1988) plantea que la comprensién del concepto de fraccién se ubica en
la manera que se pasa de la teorfa matematica a las aplicaciones por medio de mapeos re-
ferenciales. Se plantea que el significado del concepto de fraccién y términos relacionados
constituyen un campo seméntico diferente. Para evitar confusiones se les denomina tér-
minos cociente, los cuales no son téminos matemaéticos sino referidos a las aplicaciones. De
esta forma los significados de los términos cociente corresponderdn a las interpretaciones
de las fraccciones.

Ohlsson considera que la dificultad asociada a las fracciones es de naturaleza se-
mantica, lo cual es debido a la naturaleza compuesta de las fracciones. ;C6émo se combina
“n” con “m” para generar “>”7 y a la impresionante disposicién de ideas relacionadas,
no sélo superpuestas, en torno al concepto: fracciones, medidas, proporciones, cocientes,
razones, “tasas”, nimeros racionales.

Francisco Tomés (1990) plantea que el nmimero racional no es solamente una
ampliacién del concepto de nimero, como tampoco lo era la idea de nimero entero. Es
eso, y también algo mds que eso. Por que representa una nueva construccién dialéctica
del pensamiento, con la aparicién de nuevas contradicciones, con una nueva y mas amplia

funcionalidad productiva.
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Se realiz6 ademds un rastreo de la bibliograffa que regularmente utilizan los
profesores en los cursos de bachillerato, asf como los apuntes que normalmente manejan
para observar cual es el tratamiento que se le da a la presentacién de los niimeros reales

y en general siempre se observé la siguiente linea de presentacién:
1. Se definen a los nimeros racionales como el cociente de dos enteros.

2. Algunos otros profesores después de la definicién dan algunos ejemplos de ntimeros

racionales.

3. Después de haber definido mimero racional como el cociente de dos enteros, se

presentan estos nimeros en forma decimal.

4. Después se les ensefa un algoritmo para que “aprendan” a presentar los nimeros

decimales “infinitos y periédicos” como el cociente de dos enteros.

5. A continuacién se definen a los irracionales como los niimeros que no son racionales

y se dan algunos ejemplos de ellos.

6. Finalmente con la union de racionales e irracionales se construyen los mimeros

reales.

Después de observar la manera en que se presentan los reales en bachillerato

podemos concluir que:

1. La manera de presentarlos todavia es muy “mecanisista”, preocupada tinicamente
en la comprensién del concepto y en la adquisicién sélo de algoritmos y de situa-

ciones de aplicacién en el mejor de los casos.

2. Obedece especialmente a la preocupacién de presentar a los reales como un conjunto

y describirlo solamente.

3. Existe poca preocupacién de localizar estos nimeros en la recta de reales por las
dificultades que esto presenta y por el poco tiempo asignado en los programas de

bachillerato este tipo de temas.
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4. La generacién en que se editaron la mayorfa de los libros tradicionales fue la época
en que se le dio mucho énfasis a la teorfa de conjuntos, hoy ya debe cambiarse esta

vision.

9. Debe existir una preocupacién por no sélo hacer comprender el concepto, sino

interiorizarlo, saberlo expresar y aplicar.
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III. METODOLOGIA

II1.1 Identificacién del problema

La primer parte del trabajo consistié en participar en las reuniones de discusién
que se realizaron al interior de la Academia Universitaria de Matemséticas, esto con
la intencién de revisar los programas de bachillerato de la Universidad Auténoma de
Querétaro. Posteriormente se realizé una discusién de los objetivos del proyecto, de
sus alcances y de sus limitaciones y se determiné que el proyecto se desarrollarfa con el
programa de matematicas I. Una de las ventajas que presenta este programa.es la de haber
sido revisado recientemente a la luz de los estdandadares internacionales de la NCTM, de
algunos programas externos como los del CCH, los de la Universidad de Guadalajara,
entre otros. Después de la eleccién del trabajo a desarrollar, se realizaron una serie de
entrevistas con profesores que imparten la materia, esto con la intencién de conocer cudl
es la bibliograffa comercial que utilizan para preparar su curso y cuél es el enfoque que
usualmente utilizan para la enseflanza de los nimeros reales, asf como del contenido y de
la metodologia en su ensefianza. Fué ahf en donde se identificé que no existia propuesta
para ensenar los nimeros reales a partir de la geometria, viendo a los reales positivos
como longitudes de segmentos una vez que se ha acordado cual es el segmento unitario,

esto por cierto, recomendado en el programa de matemadticas .
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ITI1.2 Investigacién bibliografica

Posteriormente se investigé cuéles han sido los trabajos que sobre esta linea
se han realizado en nuestro pafs encontrando registros en el CINVESTAV, las memo-
rias de los congresos tanto de la SMM (Sociedad Matemética Mexicana) como de la
ANPM (Asociacién Nacional de Profesores de Matematicas), las publicaciones de la re-
vista EDUCACION MATEMATICA (Revista de difusién a nivel internacional), asf como
de la propia bibliograffa referida en cada uno de los articulos encontrados en estas fuentes.
Mientras que a nivel internacional nos encontramos infinidad de bibliografia (al menos
la referida) , como la de Piaget, Kieren, Lerner, Pérez j., Streefland, Vergnaud, Behr,

Borasi, Dienes, Nesher, Ohlsson, etc.

II1.3 Diseno del plan de trabajo

A raiz de todo esto se disefi6 un plan de trabajo que incluyé primeramente
la elaboracién de unas notas que pudieran servir como texto tanto al alumno como
al maestro en este tema. Posteriormente en un curso regular de mateméticas I en el
bachillerato de la U.A.Q. se trabajaron las notas elaboradas, dando seguimiento a la
forma en que los estudiantes iban construyendo por si solos los conocimientos planteados
en la propuesta. Finalmente, después de este curso se hacen los ajustes pertienentes a

este documeto y se realiza la redaccién final.

IT1.4 Contenido matematico

A continuacién se describe brevemente el contenido matematico del material
propuesto, esto con la intencién de dar una nocién de las principales ideas que se manejan

en las notas:
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IT1.4.1 Numeros naturales

En esta parte del material, se representan geométricamente a los nimeros na-
turales en la recta, esto después de haber definido segmentos orientados y segmento
unitario. Posteriormente se resalta la importancia del concepto de base en los sitemas
de nimeracién. Lo anterior es de utilidad para poder entender el cardcter posicional del
sistema decimal. Se pone especial énfasis en la nocién de base 2 a partir del problema
llamado la “reparticién de las monedas” el cual permite dar una idea de la forma en
que se pueden cambiar representaciones de diferentes bases y su manejo como suma de

potencias.

IT1.4.2 Nuimeros enteros

Se representa geométricamente a los niimeros enteros a partir del segmento
unitario. Se revisa el teorema fundamental de la aritmética y el algoritmo de la divisién
para despues con las mismas ideas que se utilizaron para nimeros naturales, generalizar

los cambios de base utilizando al sistema de base 10 como intermediario.

I11.4.3 Niimeros racionales

A partir de un segmento unitario, representar naturales y enteros no implica
mayor dificultad, pero representar geométricamente racionales no siempre es tan facil,
para poder hacerlo, se define primeramente a los mimeros racionales como cociente de
dos enteros del tipo § (b # 0), posteriormente se identifica a un segmento unitario de
la forma %, este puede medir a cualquier racional de la forma anterior. Se reconoce la
equivalencia entre un nimero racional definido como cociente y su expresién decimal
(por cierto periédica), a su vez se ensefia un algoritmo que permite convertir racionales
expresados en forma decimal a su forma de cociente. Se interpreta la expresién decimal

de un nimero racional como una serie infinita para despies hacer la conversién a su

forma cociente. Este procedimiento permite resolver de una manera creativa la célebre
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paradoja de Zenén de Elea denominada “Aquiles y la tortuga”. Estas ideas permiten
introducir al estudiante de bachillerato a los procesos infinitos, via la expresién decimal
y la nocién de serie. Esta aproximacién es valiosa como recurso para después iniciar las

ideas del Calculo Infinitesimal.

I11.4.4 N1umeros irracionales

Después de ententer que tipo de nimeros integran el conjunto de los racionales,
de saber como pueden representarse geométricamente y conocer las formas diferentes co-
mo se pueden presentar, se manifiesta el hecho de que existen mimeros que no pertenecen
a este conjunto a los cuales se les llama por tal motivo irracionales. Esta extensién de
los racionales permite dar una clara visién de la relacién entre los nimeros y la recta.
Posteriormente se presenta la forma de construir geométricamente algunos irracionales
Yy a su vez se mencionan algunos irracionales que no se pueden construir. Este tema
permite dar una idea de la inconmensurabilidad de dos segmentos y a su vez esta nocién
permite también involucrar procesos y argumentos con la idea de infinito. Finalmente se
destaca el hecho de que los niimeros con expresién decimal no periddica son irracionales

y se propone una forma de construir irracionales en expresién decimal.

IT1.4.5 Niimeros reales

Se presenta a los nimeros reales como la unién de los racionales e irracionales
y se resalta la relacién biunivoca entre los reales y la recta de ntimeros. Una de las
partes centrales de este tema es el estudio de algunas leyes que gobiernan a los niimeros
reales como son: las propiedades de campo, de la igualdad, de orden y valor absoluto.
Se destaca también la importancia de las demostraciones en el quehacer matemstico
y con la ayuda de las propiedades se ilustran algunos teoremas sencillos con el objeto
de introducir la idea de demostracién. También estas propiedades se aprovechan para
presentar al estudiante una serie de ejemplos que permiten ilustrar la forma en que se

puede resolver las ecuaciénes lineales con una variable.
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IV. RESULTADOS Y DISCUSION

El objetivo principal de este trabajo, es la elaboracién de unas notas que sirvan
como texto en el estudio de los nimeros reales en el bachillerato, se ha buscado que
las ideas planteadas sean innovadoras, desde el punto de vista de su contenido y de su
propuesta pedagdgica, la postura de la presentacién es constructivista, ya que permite
el desarrollo de habilidades y actitudes adicionales al aprendizaje. Podemos sefialar en-
tre algunas de ellas la actitud para resolver problemas, necesaria para que el estudiante
pueda experimentar la potencia y la utilidad de las matematicas en el mundo que nos
rodea, también se distingue la importancia que se le d4 a la matem4tica como instrumen-
to de comunicacién, se pone especial énfasis en el razonamiento a lo largo de todas las
actividades que se desarrollan, esta actitud de razonar permite al estudiante evidenciar
que las matemdticas pueden dar significado a lo que acontece en nuestro mundo, cons-
truyendo argumentos vélidos en contexto de algin problema en particular. También se
busca que existan conexiones matemdticas para que el estudiante amplie sus perpectivas,
considerando a las mateméticas como un todo integrado, en vez de un conjunto aislado
de temas, esto es 1til, ya que le permite reconocer su relevancia y utilidad tanto dentro
como fuera de la escuela.

Presento a continuacién la versién completa de las notas para “Los Numeros

Reales en el Bachillerato”.
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Prdélogo

En la Universidad Auténoma de Querétaro, se creyé que era necesaria una
reforma curricular en las matemdticas que se ensefian en el bachillerato. Se consider6
que dicha reforma deberfa incidir tanto en los contenidos como en el enfoque del proceso
docente. Esto debido a que los contenidos deberian contribuir mejor a la conformacién
del perfil del egresado, esto para caracterizarlo como poseedor de una cultura mas amplia
que la proporcionada por la ensefianza secundaria bésica fundamentalmente para aquellos
que vayan a continuar con estudios profesionales, completa y 1itil por las herramientas
que proporciona para la vida cotidiana. La nueva propuesta de contenidos y enfoque del
proceso docente, pretende ofrecer una visién mds amplia de lo que son las matemaéticas,
busca favorecer la intuicién y razonamiento matematico, asi como la confianza en la
solucién de problemas y el aprender a comunicarse matematicamente.

Los nuevos programas fueron ya aprobados, los miembros de la Academia Uni-
versitaria de Matemdticas que participamos en las discusiones para los cambios en los
contenidos, podemos considerarnos satisfechos, no sin antes pensar que éstos todavia
pueden ser perfectibles. La nueva preocupacién desde este nuevo enfoque debers ser
entonces el proceso docente, para ello se han organizado una serie de cursos y talleres
que permiten difundir entre los profesores esta nueva visién, sin embargo considero que
todavia hay mucho por hacer en este sentido. Otro de los problemas de caracter didéctico
al que nos enfrentamos en la nueva propuesta surge del hecho de que no existen textos
de estudio que se adapten a nuestros programas, por tal motivo deberd ser preocupacién

y tarea de cada uno de los miembros de nuestra comunidad, generar materiales que se
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adapten a este nuevo enfoque.

Las notas de “La ensenanza de los nmimeros reales en el bachillerato” pretenden
ser una propuesta diddctica para el programa de mateméticas I que aborda este tema
en sus primeras semanas. Considero que es una propuesta novedosa desde el punto de
vista de que no existe antecedente alguno en este nivel, de ensefianzar los nimeros reales
apoyados en la geometria. Por otra parte tampoco existe antecedente de algiin material
que se haya escrito con el nuevo enfoque propuesto en los programas aprobados. Sera por
tanto de sumo interés la lectura de estas notas para todos los docentes de la Universidad
Auténoma de Querétaro o de sus escuelas incorporadas que participen en la ensefianza
en el bachillerato o bien para todos aquellos docentes que la propuesta les aporte algo en

el tema.
J. Carlos Arredondo Veldzquez

Universidad Auténoma de Querétaro

Querétaro, Qro. Noviembre de 2001

22



Capitulo 1

Los niimeros naturales

Mucho antes de que se inventara la escritura, el hombre empez6 a rayar las rocas
y las paredes de las cuevas y a tallar muescas en varas (tarjas) para indicar “cudntos”.
Tales marcas fueron el inicio de los sistemas de numeracién.

Aunque los hombres en una época muy temprana hacifan ya marcas e incisiones
para indicar “cudntos”, y anteriormente habfan desarrollado un lenguaje hablado para
el nimero, no fue sino hasta muchos afios después cuando los nombres hablados de los
nimeros y las tarjas (varas a las que aludimos antes) se fusionaron y se desarrollaron en
un sistema de simbolos representativos de nimeros.

Todos los sistemas de numeracién que aparecieron inicialmente parecen ser el
resultado del crecimiento natural de la accién de tarjar y es asi como nace el sistema
egipcio, el babilénico, los sistemas griegos, los nimeros romanos, el sistema maya, el
sistema chino y los nimeros indoardbigos.

A partir de lo anterior, podemos afirmar que el primer tipo de ndmeros que
construyé la cultura humana como resultado de la necesidad de saber “cudntos” fué el
que hoy conocemos con el nombre de nimeros naturales. De quienes fueron sus inventores
no se tienen noticias, ya que los grupos humanos antes mencionados los utilizaron sin
existir entre ellos conexién alguna, dandoles incluso formas muy diversas.

Estos ntimeros naturales fueron los que sirvieron a los hombres desde epocas muy
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remotas para contar y manejar representaciones numeéricas de conjuntos concretos como:
animales, drboles, semillas, flechas, etc.
En general diremos que los nimeros naturales o enteros positivos son los que

sirven al ser humano para contar y estos son:

N=1{1,2,3,4,5,..}

1.1 Representaciéon geométrica en la recta

1.1.1 La Recta de nimeros

Llamaremos recta de nimeros a una recta que por conveniencia trazaremos
en forma horizontal, de tal manera que para cada uno de los nimeros le corresponde
exactamente un punto de la recta y a cada punto le corresponde exactamente un nimero,
a esta relacién uno a uno de ida y vuelta entre los niimeros y los puntos de la recta se le
conoce con el nombre de relacion biunivoca.

De hecho, en este capitulo y en los siguientes, se tratard de hacer explicita esta
correspondencia haciendo uso de los instrumentos geométricos tales como la regla y el

compés.

Recta de Numeros

1.1.2 Segmentos orientados

Llamaremos segmento AB a un segmento de recta que tiene como extremos a
los punto A y B (no importando donde empiece y donde termine), y segmento orien-
tado AB , al segmento rectilineo de origen A y extremo B. Diremos entonces que dos
segmentos AB y CD son congruentes si tienen la misma longitud. Una manera practica

de visualizar esta congruencia es verificando que las puntas de un compds puedan ser
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colocadas sucesivamente en los extremos de ambos segmentos sin cambiar su abertura,

podemos observar esta propiedad en la siguiente figura:

A B C D

Segmentos congruentes

- . . . . _) ——> .
Si al mismo tiempo las orientaciones de los segmentos AB y CD son las mismas,

entonces diremos que los segmentos son iguales, y escribiremos:

—_—

—
AB=CD.

1.1.3 Segmento unitario

. . s 4 ,
Consideremos ahora un segmento orientado OU sobre la recta de los nimeros
reales. Realicemos el convenio de llamar positivo al sentido en que se recorre la recta al
pasar de O a U (como normalmente se acostumbra), también daremos a la longitud de

este segmento orientado el valor adimensional de 1, es decir:

—

oU =1

Para tomar la medida del segmento unitario con el compds, se hace una abertura
cualquiera y con centro en O se traza un arco que corte a la recta de los niimeros reales
en el punto U, entonces la abertura del compds tomada serd la medida del segmento

unitario.
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De esta forma, todo segmento que sea congruente, y que al mismo tiempo tenga

—
la misma orientacién que OU, tendra una longitud positiva de 1.

1.1.4 Representacién geometrica en la recta

Si con la medida del segmento unitario oU que se tiene en la abertura del
compés copiamos segmentos consecutivos, es decir, si hacemos ahora centro en el punto
U y con la misma abertura de comp4s trazamos un arco que cruce a la recta en el punto V,
y a la vez hacemos lo mismo para encontrar el punto W, entonces los puntos localizados

s0n:

esto nos garantiza que:
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entonces
—_

— —
OV =0U+UV =

—

+1=2

—
OW =0U+UV+VW=1+14+1=3,

Si ahora sobre la recta colocamos en cada uno de los puntos marcados la longitud

del segmento orientado que tiene como origen a O, entonces se obtiene

1 2 3,
o U 4 w
Si este mismo procedimiento lo hacemos para puntos
O7P1’P27P37P4)P57"'7
siendo
OP, = PPy = PPy=PP, = PP, = ... = 1

entonces los puntos y las longitudes de los segmentos orientados desde el origen O

seran:

1 2 3 4 5

—) 900 Ol
P, P, Pj

Qo

N
~

N

Puede observarse que para cada uno de los puntos localizados en la recta de
reales, le corresponde uno y solo un nimero que representa la longitud desde el origen
hasta el punto y viceversa, esta es una de las partes de la relacién biunivoca a la que
nos referimos anteriormente, ademéds debe notarse que los mimeros encontrados son los

nimeros que llamamos naturales.
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1.2 Representaciones posicionales

Se conoce que la notacién que usamos para los numerales 1,2,3,4,5,6,7,8,9
tiene origen hindd. Alrededor del siglo X los drabes tomaron estos conocimientos de los
hindtes e introdujeron su uso en Espafia, de donde pasaron a toda Europa, tuvieron que
pasar largos siglos para que la forma que hoy conocemos y que se nos hace tan familiar
pudiera darse. Procederemos ahora a identificar algunas propiedades posicionales en base
10 de nuestro sistema de numeracién para los mimeros naturales y buscaremos compararlo

con algunos otros sitemas posicionales de diferente base.

1.2.1 Potencias de base 10

Sabemos ya desde cursos elementales, que el sistema posicional de base 10 no
es otra cosa que una suma de productos de potencias de base 10. También es conocido

que las potencias de base diez son expresiones de la forma:
10°,10%, 102,103,104, 10%, ...

Donde convenimos que:

100 = 1 = 1
100 = 10 = 10
102 = 10x 10 = 100
10° = 10 x 10 x 10 = 1000

10* = 10x10x10x 10 = 10000

Debe notarse entonces que:

10™ = 10 x 10 x ... x 10 (n veces) = 1000...000(con n ceros)
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1.2.2 Notacién en base 10

Se presume que el sistema posicional en base 10 que usamos comenz6 a uitilizarse
en la india alrededor del afio 500 de nuestra era. Una vez conocido este sistema, los tinicos
digitos utilizados son del 1 al 9 y el 0. Esta notacién no se popularizé sino hasta el siglo
IX, después de que el mateméatico Al-Juarizmi de Bagdad (Mohamed ibn Musa) escribi6
un tratado de aritmética dirigido a los comerciantes donde recomendaba el uso de este
sistema.

Para identificar algunas propiedades de este sistema posicional, consideremos un
niimero natural, por ejemplo el 5379. Sabemos que en el sistema decimal el primer digito
a la derecha (en este caso, el 9) corresponde a las unidades, el siguiente a la izquierda (el
7) a las decenas, el siguiente a la izquierda (el 3) a las centenas y el tltimo (el 5) a las
unidades de millar. De esta forma podemos decir que el niimero 5379 es una abreviatura

de las expresiones:

5379 = 5000+300+70+9
= 5%x1000+3x100+7x%x10+9
5x 103+ 3 x 102 +7 x 101 +9 x 10°

Otro ejemplo podria ser el nimero 580907 el cual consideramos una forma abre-

viada de las expresiones:

580907 = 500000 + 80000 + 900 + 7
= 5x 100000+ 8 x 10000+ 0 x 1000 +9 x 100 +0 x 10+ 7
= 5x10°+8x10°4+0x103+9x 1024+ 0 x 10" +7 x 10°

También el nimero 304507 sera una forma abreviada de la expresion:

304507 = 3 x 10°+0 x 10* +4 x 103 + 5 x 102 +0 x 10! + 7 x 10°
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En general cualquier nimero natural se puede representar en notacion decimal

comao:

n = Qmam-1Qm—2...A1400

en donde cada letra a; es un digito entre 0 y 9, de forma que la expresién de n en

notacién decimal es una breviatura de:

n=ay, X 10™+an_1 X 10" 1 +a, 5 x10™ 2+ ... +a; x 10" + ag x 10°

1.2.3 Notacién en base 2

Hemos aprendido que nuestra notacién decimal es un sistema posicional que se
presenta como la forma abreviada de una suma de potencias de base 10 en donde los
factores de las potencias de base 10 son digitos entre 0 y 9.

Veamos ahora que ocurre con el sistema posicional de base 2 también conocido
como el sistema binario.

Este sistema es muy importante en la actualidad ya que es el sistema que utilizan
las computadoras electrénicas para su funcionamiento.

Para entender cual es la manera en que se usa este sistema veamos la solucién

del siguiente problema.

1.2.4 El problema de la reparticién de las monedas

Un coleccionista de antigiiedades habfa guardado durante mucho tiempo 63

monedas de una gran valor. Decidi6 que el dfa en que su hija mayor cumpliera 15 anos le
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regalarfa la cantidad de monedas que ella le pidiera del total, decidié entonces repartir las
63 monedas en 6 pequenas bolsas de tela fina para que no se maltrataran, las repartié de
tal manera que para cualquier cantidad de monedas que su hija le pidiera entre 1 y 63, él
no tendrfa la necesidad de abrir las bolsas y contar monedas, sino que sabiendo cuantas
tenian cada una de ellas solo entregarfa el nimero suficiente de bolsitas que tuvieran la
cantidad pedida. Podrias decir ;Cudl fué la forma en que el coleccionista repartié las 63

monedas en las 6 bolsitas?

Solucién:

La manera en que distribuyo las 63 monedas en las 6 bolsitas fue la siguiente:

32 16 8 4 2 1

Esta distribucién de las monedas en las bolsitas garantiza que cualquier nimero
entre el 1 y 63 de monedas pedidas, podré entregarse sin necesidad de abrir ninguna de

las bolsitas.

Por ejemplo, si la hija del coleccionista pide 7 monedas, entonces las bolsitas que

se deben entregar son:

Ya que:

4424+1=7
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Ahora, si la hija del coleccionista pide 53 monedas, entonces las bolsitas que

deberédn entregarse son:

32 16 4 1

Ya que:
324+16+4+1=353

Veamos ahora, algunos aspectos interesantes de esta distribucién, para ello note-
mos que las cantidades propuestas en la distribucién se pueden expresar como potencias

de base 2 de la siguiente manera:

1 = 20
2 = 2!
4 = 2°
g§ = 28
16 = 2¢
32 = 25

Ahora realicemos los siguientes convenios:

1. Acordemos que el acomodo de las bolsitas siempre sera en orden creciente de derecha

a izquierda (32, 16, 8, 4, 2, 1).

2. Pondremos debajo de cada una de las bolsitas el nimero 1 que indicard que la
bolsita debe entregarse para una cantidad de monedas pedida y el nimero 0, en

caso de no tener necesidad de ser entregada.

3. Si una o varias bolsitas no deben de entregarse y su posicién consecutiva estd en la

parte final de la izquierda, entonces no deberan colocarse en el acomodo.
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Por ejemplo, si la cantidad pedida es 18, sefialaremos que debemos entregar 16+2 = 18

monedas de la manera siguiente:

Podemos observar que la bolsita de 32 monedas no se colocé en el acomodo, ya
que es una bolsita que no se entregard y que se encuentra localizada en la parte final de
la izquierda.

La manera de representar simplificadamente la entrega de las bolsitas para este

nimero es por consiguiente:

18 = 10010
= 164+0+0+2+0
= Ix224+0x2B+0x224+1x214+0x20

Ahora veamos la manera en que se entregarian 58 monedas. Es facil notar que
las bolsitas que hay que entregar son todas excepto la que contiene 4 y una moneda, lo

cual representamos de la forma:

58 = 111010
= 32+16+8+0+2+40
= IxPH1Ix2+1x84+0x22+1x21+0x2°

De manera inversa ahora pensemos que las bolsitas entregadas fueron 100111.

;Qué cantidad de monedas fueron las que se pidieron?

100111 = 1x254+0x2%4+0x28 +1x2241x2141x2°
= 3240+0+4+2+1
= 39
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Podemos decir ahora que los mimeros expresados con ceros y unos como el 100111
forman parte del sistema que se conoce con el nombre de binario.
Lo anterior nos permite entender que cualquier nimero natural se puede repre-

sentar en notacién binaria como:
n = bmbm—lbm—-2---b1b0

en donde cada letra b; es el mimero 0 6 1, de forma que la expresién de n en notacién

decimal es una breviatura de:
n=by X2+ by 1 X2 by X 2™ 24 b x 24+ by x 2°

De manera andloga podemos pensar en sistemas posicionales que sean represen-
taciones abreviadas de sumas de potencias de base diferente a la de 10.
Por ejemplo si el niimero 4532 est4 en base 6, entonces podemos afirmar que esta

representacién posicional es la forma abreviada del nimero:

4x63+5x62+3x6'+2x6°

1.2.5 Representacién generalizada

Todo esto se puede generalizar si tomamos un entero positivo cualquiera b > 1

como base. Cualquier mimero n puede escribirse como:
n=by b +bq b b bE by b+ b - B

con by, by_1, ...,by nimeros enteros entre 0,1,2,3,...,b — 1. La expresién obtenida de

esta manera:

n = b,-b,-_lb,-_g...bo

se llama la representacion posicional de n en base b.
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De esta manera, todos los nimeros naturales pueden representarse en cualquier
base b, eligiendo b > 1, de hecho a lo largo de la historia varios sistemas posicionales de
diferente base se han utilizado. Por ejemplo, los mayas usaban base 20, los babilonios
usaban base 60. Para indicar la hora, nuestros relojes hoy en dfa usan todavia una
combinacién de base 12 y base 60, de hecho en las computadoras se usa la base 2. El por
qué usamos nosostros la base 10 no es del todo conocida, pero seguramente la costumbre

de usarla tiene que ver con el mimero de dedos de nuestras manos.

1.2.6 Cambio de representaciones posicionales de base b a base

10

Después de la discusién anterior, podemos notar que la manera en que se puede

cambiar una representacién posicional en base b a una de base 10 es la siguiente:

1. Se expresa la representacién posicional de base b como una suma de potencias con

base b.
2. Se realizan las sumas de las potencias en base b.

3. El resultado obtenido es el equivalente del miimero en base b pero ahora expresado

en base 10.

Ejemplo: Si el niimero 11011 estd en base 2 convertirlo a base 10.

Solucién:

1. La representacién del mimero como suma de potencias es:

Ix244+1x2PB+0x22+1x214+1x20
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2. La suma de las potencias es :
164+8+0+2+1=27
3. Por lo tanto el nimero 11011 en base 2 es igual al nimero 27 en base 10.

Ejemplo: Si el nimero 3241 estd en base 5 convertirlo a base 10.

Solucidén:

1. La representacién del mimero como suma de potencias es:
3x 5 +2x52+4 x5 +1x5°
2. La suma de las potencias es :
3754 50 4+ 20 + 1 = 446

3. Por lo tanto el nimero 3241 en base 5 es igual al nimero 446 en base 10.

1.2.7 Cambio de representaciones posicionales de base 10 a base

b

En los ejemplos anteriores observamos que el nimero 11011 en base 2 es igual al
ntimero 27 en base 10. Veamos ahora que sucede si el nimero 27 en base 10, lo dividimos

por 2, el resultado seré:

1 3

27
0o 7
1
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Si el cociente de la divisién, lo volvemos a dividir por 2 se obtiene:

211 3

1

Si esta operacién de dividir cocientes la seguimos realizando hasta obtener un

cociente igual a cero, entonces los resultados son:

3 1 0
oo 2[5 o1
0 1 1

Agrupemos ahora los residuos de todas estas divisiones de derecha a izquierda

en forma posicional, el nimero que obtenemos es:

11011

Este ndmero es la representacion en base 2 del nimero 27 en base 10.

El ejercicio anterior nos permite notar el hecho de que cambiar la representacién
de un nimero expresado en base 10 a su equivalente en base 2, puede realizarse haciendo
divisiones consecutivas por 2 hasta obtener un cociente igual a cero. Esto nos podria
hacer suponer que realizar el mismo procedimiento, pero ahora dividiendo por 5, nos
puede permir cambiar la representacién de un nimero en base 10 a un nimero en base
5. Veamos si esta afirmacién es cierta para el siguiente ejercicio:

Se conoce que el nimero 3241 en base 5 es el nimero 446 en base 10. Veamos si

el comportamiento de los residuos nos permite verificar esto.

Solucién:

Dividimos al nimero 446 y a sus cocientes por 5 y obtenemos:
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8 9 1 7

o4 4 6 5/8—9—
4 6 3 9
1 4
3 0
[T s[a
2 3

Por tanto la representacién posicional en base 5 seré:

3241

Que es la esperada.

De lo anteriormente expuesto podemos sugerir una estrategia que permita cam-
biar representaciones posicionales en base 10 a base b, esta estrategfa se justificard amplia-
mente en el préximo capitulo, por el momento basta saber que puede utilizarse siguiendo

el procedimiento que se describe a continuacién:
1. Se divide la representacién posicional en base 10 por el nimero b.
2. El cociente obtenido se vuelve a dividir por el nimero b.
3. Se vuelve a repetir el paso anterior hasta que el cociente que se obtenga sea cero.

4. Los residuos de estas divisiones se ordenan de derecha a izquierda, obteniendo asf

la representacién posicional del nimero en base b.

Ejemplo: Si el nimero 143 estd en base 10 convertirlo a base 7.

Solucién: Los resultados de las divisiones ordenados de derecha a izquierda son:
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6 4

0 1 9
714 5 3
7’T ‘-7’? &= 716 4 =
1 2

3 3
5

1

Por lo tanto, el mimero encontrado en base 7 es 1215.

Ejercicios:

1. Trace la recta de los niimeros reales, localice el punto O y con el compés identifique

en esta recta los primeros siete nimeros naturales.

2. Carl Friedrich Gauss es llamado “El principe de las matematicas” dominé el siglo
XXI en matemaéticas, en fisica y en astronomia. Desde nifio demostré una prodigiosa
habilidad con los nimeros. A los diez afios, su maestro de escuela, que queria
paz en la clase, ordené a los nifios que sumaran todos los nimeros del 1 al 100
(1+2+3+...+98+99+100). El pequefio Gauss, casi inmediatamente, escribié

el resultado en el pizarrén. ;Cuél es el resultado inmediato que escribié Gauss?

3. A los chinos se les atribuye ser los inventores de los cuadrados mégicos. En su
forma tradicional, el cuadrado estd construido de tal modo que los ndimeros de
cada hilera, cada columna y cada diagonal suman lo mismo, al valor sumado se le
llama la constante mégica. Completa el siguiente cuadrado mégico con los primeros

9 nimeros naturales sabiendo que su constante magica es 15.

4. Transforma los siguientes nimeros, dados en base 2, a base 10.
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a) 10
b) 111111

c) 1000001
5. Transforma los siguientes mimeros, dados en base 5, a base 10.

a) 21
b) 103

c) 412
6. jPodria el nimero 4132 ser una representacién posicional en base 47 ;Por qué?

7. Transforma los siguientes nimeros, dados en base 10, a base 2.

a) 57
)
)

) 111

=)
IS

22

o0

2

o

.

e)l
8. Los siguientes nuimeros estdn en base 10. Represéntarlos en base 3,5y 7.

a) 627
b) 88

c) 920

9. Observando que las tablas de sumar y multiplicar en base 2 son:

+10 1 10 1
010 1 0/0 O
1({1 10 110 1

40



a) Transforma a base 2 los ndmeros 17 y 51.
b) Multiplica estos nimeros en base 2.

¢) Transforma a base 2 el nimero 867. ;Qué observas?

10. Para elevar al cuadrado un nimero que termine en 5 (por ejemplo el 25), se puede

utilizar el siguente método:

e Se considera la cantidad de las decenas (para nuestro ejemplo 2) y se multiplica

por el nimero natural siguiente (en este caso 3).

e Al resultado obtenido (para el ejemplo 6), se le afiade a la derecha el cuadrado

de 5, que es el 25, obteniendo asi el resultado. Es decir que 25% = 625.

Otro ejemplo, podria ser elevar al cuadrado 75. Si observamos que 7 X 8 = 56,
entonces 752 = 5625. Explica por qué siempre funciona este método. (Suge-

rencia: Un nimero n terminado en 5 es de la forma n = 10a + 5).

11. Escribe un nimero de 3 cifras de la forma abe, escribe ahora el nimero al revés
en la forma cba, realiza la diferencia del mayor menos el menor, de tal forma que
el resultado sea def. Al mimero def obtenido escribelo alrevés en la forma fed
y realiza la suma de los nimeros, es decir, def + fed. El nimero encontrado,
siempre serd 1089. Por ejemplo, si el nimero el nimero pensado es 953, tenemos
que: 953 — 359 = 594 y entonces 594 + 495 = 1089. Experimenta con varios
nimeros y observa si se cumple siempre esta propiedad. Explica detalladamente

por qué ocurre esto y cudles son las condiciones para que suceda.
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Capitulo 2

Los niumeros enteros

Es en tiempos de los sumerios de cuando datan los primeros registros de opera-
ciones aritméticas, y aparece entonces la necesidad de restar. Con ellos se toma conciencia
de 1a necesidad de introducir el mimero cero y los nimeros negativos, para asf usarlos
con todos los derechos que los nimeros naturales tenfan (esto es, se suma y multiplica
también con nimeros negativos). Por ejemplo la introduccién del cero permite dar senti-
do a la expresién a — a, y la introduccién de los mimeros negativos permite la operacién
6 — 10, es asf como nace el conjunto de los niimeros enteros, formado por los nimeros

naturales (o enteros positivos), el cero y los mimeros negativos.

Z={.,-3-2,-1,0,1,2,3,..}

2.1 Representaciéon geométrica en la recta

Consideremos el segmento unitario de orientacién positiva

—_—

oUu =1

Acordaremos entonces, que un segmento con una orientacién en el sentido inverso,



. —— . . . ., .
es decir UO ser4 negativo o que tiene una orientacion negativa, de tal manera que:

—

U0 = -1

Para identificar los nimeros enteros en la recta de reales, tomemos una aber-
tura de compds igual a la del segmento unitario —O_U , con esta abertura de compds y
haciendo centro en O copiamos segmentos consecutivos hacia la derecha para los puntos
Py, Py, P, Py, Ps, ..., ala vez hacemos lo mismo para los puntos P}, Py, P}, Py, P, ..., pero
ahora copiando hacia la izquierda, es decir con segmentos orientados en forma negativa.
Si sobre la recta colocamos en cada uno de los puntos marcados la longitud del

segmento orientado que tiene como origen a O, entonces tendremos

4
v

P, P, P, 0 P, P, P

Podemos notar tres tipos de mimeros localizados en la recta:

1. Los ntimeros que representan las longitudes positivas de cada uno de los puntos

desde el origen (1,2,3,4,...), estos son los niimeros naturales 6 enteros positivos.

2. Los mimeros que representan longitudes negativas de cada uno de los puntos desde

el origen (..., —3 — 2 — 1), estos son los enteros negativos.

3. El niimero que representa el punto origen desde donde se miden cada una de las

longitudes de los segmentos orientados, este es el mimero entero 0.

Estos tres tipos de niimeros, formarén el conjunto de los enteros.
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2.2 Divisibilidad y niimeros primos

Procederemos a continuacién a estudiar algunas propiedades importantes de los
nimeros enteros, sobre todo aquellas que tienen que ver con los niimeros enteros que son
primos, estos nimeros gozan de gran popularidad en las matemaiticas desde el tiempo de
los griegos cldsicos y el estudio de su distribucién y propiedades forman una de las partes

mis bellas y profundas de las matemaéticas: la teorfa de los nimeros.

2.2.1 Definicién de divisibilidad de enteros

Se dice que un entero a, distinto de cero, divide a otro entero b, si existe un
entero, digamos c, tal que:

b=ua-c.

Expresamos el hecho de que a divide a b, por:
alb.

En caso de que a no divida a b escribimos:
atb.

Ejemplo: Podemos afirmar que 4 | 8, ya que existe el nimero entero 2, tal que

8=4-2.

Ejemplo:Podemos afirmar que 13 15, ya que no existe ninguin nimero entero c, tal

que 15 =13 -c.

Ejemplo:Podemos afirmar que —9 | 27, ya que existe el nimero entero -3, tal que

27 = (—9)(-3).
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Observaciones:

1. Otras formas de expresar que “a divide a b” son:

“b es divisible por a”,
“b es muiltiplo de a”,
“a es divisor de b”,

“a es factor de b”.

2. Sia€Zya#0 entonces a | 0.
3. Si a € Z entonces 1 | a.

4. Sia € Zya#0 entonces a | a.

Observacién importante (Cero no divide a ningiin nimero): Debe no-
tarse que la definicién de divisibilidad no permite que el divisor sea el niimero cero, serd
de suma importancia nunca olvidar esta restriccién. Podrfa pensarse que hacer esta dis-
tincién en la definicién no es relevante, ya que olvidarlo no llevaria a error alguno, por
ejemplo podriamos afirmar que 01 5, diciendo que esto es debido a que no existe ninguin

nimero entero, tal que multiplicado por 0 de como resultado 5.

Pero podriamos afirmar erréneamente con este mismo argumento que 0 | 0, ya
que existe el mimero entero 0, tal que multiplicado por cero da como resultado el mismo

cero.
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En general, debemos acostumbrarnos a decir que 015y 0 10, ya que la definicién
de divisibilidad no permite que el divisor sea cero, es decir que la divisién por cero no

esta definida en matematicas.

2.2.2 Los nimeros primos

Para poder entender la definicién de los nimeros primos, demos respuesta a las

siguientes preguntas:

1. ;Cuéles mimeros enteros dividen al 127
Respuesta: El £1,£2 +3,+4,£6 y +12.
2. ;Cuales mimeros enteros dividen al 77

Respuesta: El £1 y £7

Podemos observar que hay nimeros que tienen mds divisores que otros y algunos

de ellos de hecho tienen muchos divisores.

2.2.3 Definicién de niimero primo

Un numero entero p > 1 se llama primo si tiene exactamente cuatro y sélo

cuatro divisores.

Si un miimero entero mayor que 1, no es primo, decimos que es compuesto.

2.2.4 La criba de Eratdstenes

Para determinar todos los nimeros primos que existen hasta un entero positivo

n no existe ninguna férmula, pero se puede utilizar un método conocido como la criba
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de Eratéstenes, ideado por el sabio alejandrino Eratéstenes (284-192 a.J.C.). El método
consiste en escribir todos los nimeros enteros desde 1 hasta n. Se tacha el 1, se conserva
el 2 y se tachan todos los multiplos diferentes de 2 (el ndmero 2 es el tnico par que
es primo). Se conserva el 3 y se tachan todos los multiplos diferentes de 3. Se hace lo
mismo con el 5, con el 7, etc.Al término del proceso, los enteros no tachados son nimeros

primos.

Ejemplo:Usando la criba de Eratéstenes hallar los nimeros primos menores que 50.

Realizando el procedimiento recomendado se tiene:

Entonces, los mimeros primos menores que 50 son:

2,3.5,7,11,13,17,19, 23,29, 31, 37,41, 43, 47.

2.3 El teorema fundamental de la aritmética

Se dice que los nimeros primos pueden verse como los ladrillos constructores de
los demés mimeros enteros, esta afirmacién la puede respaldar el teorema fundamental

de la aritmética.
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2.3.1 El teorema fundamental de la aritmética

Todo entero n > 1 se puede expresar como producto de primos siendo esta
factorizacién unica salvo posiblemente, por el orden.

De manera equivalente podemos afirmar que para cada nimero entero n > 1

existen ntimeros primos p; pa, ..., Pk (N0 necesariamente distintos) tales que n = p1-pa-...-Pk

. Ademis esta descomposicién es tnica salvo posiblemente, por el orden.

O bien decir simplemente que:
T 79 7
n=py Py - Pm
Donde cada r; es un nimero positivo y los primos p; son distintos.

Ejemplo: Obtener la descomposicién en primos del nimero 72

Solucidn.

Primos

(se saca mitad)

(se saca mitad)

(se saca mitad)
(se saca “tercera”)

(se saca “tercera”)

—
—- W W o O N
L W N NN
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La descomposicién en primos es:

72-8.9=2.2.2.3.3=2%.32

Esta descomposicién es unica para el mimero 72, salvo por el orden de los primos.

Ejemplo: Obtener la descomposicién en primos del niimero 10000

Solucidn.

Primos

=

(se saca mitad)

se saca mitad

L\ I A B )

( )
(se saca mitad)
(se saca mitad)

(se saca “quinta”

- O Nt O O

”

Nt o ©
I B TR B <) B N T O R S R )

)
(se saca “quinta”)
se saca “quinta
( [43 : t )
( )

se saca “quinta”

- ol oL oot o o o ©

La descomposicién en primos es:

10000=10-10-10-10=2-5-2-5-2-5-2-5-—-24~54

Esta descomposicién es unica para el mimero 10000, salvo por el orden de los

primos.
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Ejercicio:Supongamos que 14 - z = 308. ;Quién es z?

Solucién.

Para dar solucién a este ejercicio, descompongamos en primos al nimero 308 :

Primos
!
3 0 8 2 (se saca mitad)
1 5 4 2 (se saca mitad)
77 7 (se saca “septima”)
1 1 11 (se saca “onceava”)
1

La descomposicién en primos es:

308=2-2.7-11

Descompongamos en primos ahora al nimero 14 :

Primos
\
1 4 2 (se saca mitad)
7 7 (se saca “septima”
1

La descomposicién en primos es:

14=2-7
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Ambas descomposiciones en primos nos permiten presentar a la igualdad

14 .-z = 308
en la forma
2.7.2=2-2-7-11
entonces
x=2-11
luego
Tz =22

Ejercicio:Encuentre el resultado final de las siguientes operaciones:

(8)(9)(25)
(10)(12)(15)

Solucidn.
Puede notarse que para obtener el resultado de una manera rdpida en este caso,

se puede descomponer cada uno de los ntimeros en factores primos, es decir:

(2)2)@B)B)G)(G) _ 4
(2)(5)(@(2)B3)(5)

2.4 Criterios de Divisibilidad.

Siempre es ttil para una descomposicién en primos saber que propiedades debe
cumplir un nimero para que se pueda dividir entre 2, 3,4, ...12. A continuacién senalamos

estas propiedades:

1. Un ndmero es divisible por 2, si su tltima cifra es par. Por ejemplo los nimeros

2346,198568 y 111111114 son divisibles por 2, ya que su iltima cifra es par.
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. Un mimero es divisible por 3, si la suma de sus cifras es un muiltiplo de 3. Por
ejemplo el nimero 12372 es divisible por 3, ya que la suma de sus cifras es 1 +2 +

3+ 7+ 2 =15 que es un miltiplo de 3 (15 es multiplo de 3).

. Un nimero es divisible por 4, si las dos tltimas cifras son un miltiplo de 4. Por
ejemplo los nimeros 23720 y 7565944 son divisibles por 4, ya que sus dos tultimas

cifras (20 y 44) son multiplos de 4.

. Un nuimero es divisible por 5, si la tltima cifra es 5 6 0. Por ejemplo los niimeros

6430 y 418685 son divisibles por 5, ya que su ultima cifra es 5 6 0.

. Un nimero es divisible por 6, si es divisible por 2 y 3. Por ejemplo el nimero 12372
es divisible por 6, ya que es divisible por 2 (dado que su tltima cifra es par) y

divisible por 3 (dado que la suma de sus cifras es 15 y esta es multiplo de 3).

. Un nidmero es divisible por 7, si después de repetir el siguiente algoritmo se obtiene

0 6 un muiltiplo de 7:

e Se considera la tltima cifra del mimero y se multiplica por 2.
e Al resultado de la multiplicacién se le resta al mimero original sin considerar
la 1ltima cifra.

e Del nimero obtenido en la resta, se considera la tltima cifra y se multiplica

por 2.

e A este resultado de la multiplicacién se le resta al nimero sin considerar la

iltima cifra.

e Se continda con el mismo procedimiento, hasta obtener un nimero pequeno

del cual podamos saber, si es miltiplo de 7 6 no.
Por ejemplo, veamos si el nimero 568727 es divisible por 7.

e La tltima cifra del nimero es 7 si ésta se multiplica por 2, entonces se obtiene

como resultado 14.
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10.

e Si del nimero original no se considera la tltima cifra 7 y se le resta el resultado
de la multiplicacién 14 se obtiene: 56872 — 14 = 56358.

e Del nimero obtenido 56858, se considera la ltima cifra 8 y se multiplica por
2 para obtener un resultado de 16.

e Si del mimero no se considera la tltima cifra 8 y se le resta el resultado de la
multuplicacién 16 se obtiene: 5685 — 16 = 5669.

e Del niimero obtenido 5669, se considera la 1ltima cifra 9 y se multiplica por 2

para obtener un resultado de 18.

e Si del mimero no se considera la ultima cifra 9 y se le resta el resultado de la
multiplicacién 18 se obtiene: 566 — 18 = 548.

e Del mimero obtenido 548, se considera la 1ltima cifra 8 y se multiplica por 2
para obtener un resultado de 16.

e Si del ntimero no se considera la tltima cifra 8 y se le resta el resultado de la

multiplicacién 16 se obtiene: 54 — 16 = 38.

e Como 38, no es multiplo de 7, entonces 568727 no es divisible por 7.

Un nimero es divisible por 8, si las tres tltimas cifras son 0 6 un multiplo de 8.
Por ejemplo los mimeros 456000 y 23467888 son divisibles por 8, ya que sus tres

ultimas cifras de cada uno de ellos son 0 6 muiltiplo de 8.

Un ndmero es divisible por 9, si la suma de sus cifras es un muiltiplo de 9. Por
ejemplo el mimero 63711252 es divisible por 9, ya que la suma de sus cifras es

6+3+7+1+1+2+5+2=27 que es un miltiplo de 9 (27 es muiltiplo de 9).

Un ntmero es divisible por 10, si es divisible por 2 y por 5, es decir, si termina en
0. Por ejemplo los nimeros 3540 y 85673000 son divisibles por 10, ya que terminan

en 0.

Un numero es divisible por 11, si al restar la suma de sus ciiras que ocupan un

lugar par con la suma de las cifras que ocupan un lugar impar se obtiene un 0 6
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un multiplo de 11. Por ejemplo, veamos si el nimero 9795126 es divisible por 11:
La suma de sus cifras que ocupan un lugar par es (7 + 5+ 2) = 14 y la suma de
sus cifras que ocupan un lugar impar es (9 + 9 + 1 4 6) = 25. La resta de ambas
serd entonces: (9 +9+1+6) — (7+5+2) = 25— 14 = 11, como el resultado es
multiplo de 11, por lo tanto, 9795126 es divisible por 11.

11. Un nitimero es divisible por 12, si es divisible por 3 y por 4. Por ejemplo el nimero
1208316 es divisible por 12, ya que es divisible por 4 (dado que su dos ultima cifras
son multiplo de 4) y divisible por 3 (dado que la suma de sus cifras es 21 y esta es

muiltiplo de 3).

2.5 Algoritmo de la divisién

Si a y b son enteros con a # 0 y b > 0,entonces existen dos enteros ¢ y 7, unicos,

tales que:

a=bg+r, con0<r<b.

Ejemplo: Utilizando el algoritmo de la divisién, encontrar ¢ y tales que 45 =

q-10+r.

Solucién: Con la divisién usual (la que se nos enseno en primaria) podemos encontrar

facilmente los nimeros buscados, estos son 4 y 5, ya que

4

104 5

5

Ejemplo: Utilizando el algoritmo de la divisién, encontrar q y tales que 93 =

q-10+r.
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Solucién:

Como

9

10,9 3

3

entonces los mimeros buscados son 9 y 3.

Ejemplo: Dados los enteros a = 4537 y b = 10, realiza una aplicacién repetida del

algoritmo de la divisién, obteniendo una serie con las siguientes caracteristicas:

a=¢q - -b+r,donde 0<r <b,
q1 = q2 - b+ 9, donde 0<ry<b,
g2 =q3-b+rs, donde 0<r3<bh,

Repite este procedimiento hasta que g, < b.
;Que observas que ocurre con 10s NUMEros gn; Tn, -1, - 72, ri?

Solucién:

Aplicando el algoritmo de la divisién por primera vez se tiene que:

4537 = 453 - 10 4+ 7;
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de donde:
g1 = 453 Y 0<r=7<10

Como ¢, = 453 > 10, entonces volvemos a aplicar el algoritmo de la division:
453 =45-104+3
ahora
q2 = 49 Y 0<ro=3<10
Con estos nuevos resultados, podemos expresar ahora el nimero a como:

4537 =  453-10+7
= (45-10+3)-10+7
= 45-10-10+3-10+7
= 45x102+3x10'+7

Como g, = 45 > 10, entonces volvemos a aplicar el algoritmo de la divisién:
45=4-104+5
se obtiene que
=4 y 0<r3=5<10
Con los resultados obtenidos podemos expresar ahora el nimero como:

4537 = 45x1024+3x 101 47
= (4-10 4+ 5)102 + 3 x 10" +7
= 4x103+5x102+3x10'+7

Como g3 = 4 < 10, entonces hemos terminado.
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Se puede observar que los mimeros gs, 73,72 y 71 ordenados en forma descendente,
presentan al mimero 4537 en notacién posicional de base 10. Esto es muy razonable, ya
que son estos niimeros los coeficientes de la suma de las potencias de base 10.

Este ejercicio puede dar una idea del procedimiento que se propuso en el capitulo

anterior para cambiar la presentacién de un mimero dado en base 10 a uno dado en base

b.

Para dar una justificacién més clara, veamos el siguiente procedimiento general:

Dado un mimero a, este puede expresarse como:

a=q b+m,
Si
0< T < b,
entonces
q1=qa- b+ 7y,
Por lo que el nimero a puede expresarse como
a = (g -b+r)-b+m
= q2b2 + T‘le + ™
Si
O < To < b,
entonces
g2 =q3- b+ s,

Por lo que el ntimero a se puede expresarse ahora como
a = (gg-b+rs) b2+ rb 41
= Q3b3 + 7’3b2 + T‘2b1 +n
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Si continuamos con el procedimiento, hasta que
gn < Db

entonces la ultima expresién del nimero seré:

a = gt +rabtl 4 bt bl 4

Podemos observar que con este procedimiento lo inico que hacemos, es expresar
el mimero como una suma de potencias en base b, por lo que los coeficientes de esta suma
serdn la expresién abreviada de la cantidad, es importante también sefalar que todos

estos coeficientes necesariamente deben ser menores que b.

Ejemplo: Convierta el niimero 37 en base 10, a un mimero expresado en base 2.

Solucién: Aplicando el algoritmo de la divisién, con divisor 2 por primera vez se

tiene que:

3r=18-2+1,;

de donde
g =18 J 0<rm=1<2

Como ¢; = 18 > 2, entonces volvemos a aplicar el algoritmo de la divisién:
18=9-240

de donde
g2 =9 Y 0<ro=0<2

58



Como g, = 9 > 2, entonces volvemos a aplicar el algoritmo de la division:
9=4-2+1

ahora se tiene que

gs =4 J D<r3=1<2

Como q3 = 4 > 2, entonces volvemos a aplicar el algoritmo de la division:

4=2-2+0

se tiene entoces que

qs =2 J 0<ry=0<2

Como ¢4 = 2 > 2, entonces volvemos a aplicar el algoritmo de la division:
2=1-2+0

de donde
gs =1 Yy 0<rs=0<2

Como g5 = 1 < 2,entonces hemos terminado.

Se puede notar que los nimeros ¢s,7s,T4,73,72 Y 71 ordenados en forma descen-

dente forman el nimero 100101 en base 2, este nimero es efectivamente el equivalente

del nimero 37 en base 10.

Ejercicios:

1. Contesta Falso o Verdadero a cada una de las siguientes afirmaciones y dé la razén
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de tu respuesta.

a)3|0
b) 0|7
¢) 17 | 2223
d) 32| 1024

e) 23 | 11231

2. Realiza cada una de las siguientes demostraciones: (NO es suficiente dar ejemplos

particulares)

a)Sia|b y a|c entonces a|b+c

b)Si a|b y b|c entonces a|c
3. Expresar los siguientes mimeros como producto de potencias de primos.

a) 360
b) 2048
c) 777
d) 317
e) 514

4. Utilizar la criba de Erat6stenes para encontrar todos los nimeros primos menores

que 200.

5. Para cada una de las siguientes igualdades, encontrar el valor de z utilizando el
teorema fundamental de la aritmética.
a) 22 -z = 2024
b) 20 - z = 1260
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¢) 14 -z = 1190

6. Realiza cada una de las siguientes demostraciones: (NO es suficiente dar ejemplos

particulares)

a) Si n es par, entonces n® es par.

b) Si n es impar, entonces n* es impar.
Si n?

c) Si n? es par, entonces n es par.

d) Si n? es impar, entonces n es impar.

7. Demostrar que si n es un cuadrado perfecto (el cuadrado de un entero) y sin =

P p5? . ... - po es su descomposicién en primos, entonces cada o; es par.

8. Un nudmero es perfecto, si es la suma de todos sus divisores propios (divisores
positivos diferentes del nimero). Por ejemplo, el nimero 6 es perfecto dado que
es la suma de sus divisores propios 1,2 y 3. Un nimero es abundante, si la suma
de todos sus divisores propios es mayor que él. Por ejemplo, el nimero 12 es
abundante, ya que la suma de sus divisores propios 1,2,3,4,6 resulta ser mayor
que él. A partir de estas dos definiciones encuentra todos los nimeros perfectos y

todos los abundantes que sean menores que 50.

9. Encontrar el resultado de cada una de las siguientes operaciones (se recomienda

descomponer en primos) sin el uso de la calculadora.

) (14)(12)(25)
(2)(3)(35)

b) () (35) (%)

10. En la tumba de una pirdmide egipcia estd grabado el mimero 2520. Encuentra para
qué mimeros del 1 al 12 es divisible este nimero y explica el por qué de tu respuesta

(Por ejemplo, el ndmero 2520 es divisible por 2, ya que su ultima cifra es par).
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11. Piensa en un numero de 3 cifras de la forma abc. Escribe ahora el mimero abcabc
repitiendo las tres cifras pensadas. El mimero asf presentado siempre es divisible
por 1001 y por si fuera poco también es divisible siempre por 7,11,13,77,91 y 143.

Por ejemplo, supongamos que el nimero pensado es 652, entonces se tiene que:

652652 = 1001 x 652, entonces el nimero es divisible por 1001.
652652 = 7 x 93236, entonces el nimero es divisible por 7.
652652 = 11 x 59332, entonces el nimero es divisible por 11.
652652 = 13 x 50204, entonces el mimero es divisible por 13.
652652 = 77 x 8476, entonces el nimero es divisible por 77.
652652 = 91 x 7172, entonces el nimero es divisible por 91.
652652 = 143 x 4564, entonces el nimero es divisible por 1001.

Explica detalladamente por qué siempre sucederd esto.

12. Dados los enteros a y b, realiza una aplicacién repetida del algoritmo de la division,

obteniendo una serie con las siguientes caracteristicas:

a=q -b+r,donde 0<r<b,
q1=qy b+me, donde 0<re<b,
ga=qs-b+rs, donde 0<r3<b,

Repite este procedimiento hasta que g, < b.
a) a = 4235, b=10
b)a=77,b=2

¢)a=137,b=5
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Capitulo 3

Los niimeros racionales

Pensando en cuestiones practicas, la humanidad estaba destinada a no tener
limitaciones en la divisién. Por ejemplo, pensemos que hubiera necesidad de dividir dos
manzanas entre cuatro ninos. Es inttil decir que esto no tiene solucién, justificando que
no hay mimero en la tabla de multiplicar que al multiplicarse por 4 dé 2. En la préactica lo
que hacemos de una manera muy natural, es dividir cada manzana en dos partes iguales
y dar a cada uno de los cuatro nifios un pedazo de la misma.

Siguiendo este sistema, la humanidad rompi6 sus unidades generales de medicién
en partes mas pequefias, ddndoles nombres también a éstas, de esta manera tan simple

y natural podria decirse que es como nacieron los nimeros racionales.

3.1 Definicion de nimero racional

Los nuimeros racionales son aquellos que se pueden escribir en la forma (b #0),

donde a y b son mimeros enteros. En notacién de conjuntos, podemos escribir:
a

Debemos notar que todos los niimeros enteros son racionales, ya que éstos pueden

63



escribirse en la forma ¢ , esto es posible si a cada entero lo expresamos con denominador

unitario, de tal manera que:

21 2 10
R |

1 2
L

)

Dado que todos los nimeros enteros son racionales, podemos afirmar entonces,
que el conjunto de los nimeros enteros, es un subconjunto del conjunto de los nimeros

racionales. Esto lo denotamos de la siguiente manera:
ZcCQ
Para los nimeros naturales, enteros y racionales, también podemos decir que:
NcZcQ

Debemos también identificar que existen algunos nimeros racionales que no son

enteros. Algunos ejemplos de estos nimeros son:

1176
2’ 471005’

Procederemos ahora a dar una idea de como se pueden representar los mime-
ros racionales en la recta de reales con ayuda de instrumentos geométricos, es decir,

buscaremos entender ¢c6mo asociarle a cada fraccién 2 yn punto de la recta de reales.
b

3.2 Representacién geométrica en la recta

Para poder representar a los racionales en la recta de reales, hagamos antes las

siguientes consideraciones que tiene el uso de la regla y compds para algunos trazos.
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3.2.1 Copia de un dngulo
Si se desea copiar un 4ngulo con regla y compas, se recomienda realizar el

siguiente procedimiento:

1. Consideremos que el dngulo que deseamos copiar es ZABC'y que su abertura es la

que se muestra en la siguiente figura:

2. Para poder copiar este dngulo, se hace una abertura de compés cualquiera y ha-

ciendo centro en el vértice B, se traza un arco que cruce ambos rayos del dngulo

dado.
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4. Con la misma abertura de compss y haciendo centro en B’, se traza un arco que

—
cruce en algtn punto el rayo B’C” .

5. Acontinuacién se abre el compés a la medida de la abertura del dngulo dado. (Debe

notarse que con el compds se estd midiendo el angulo para ser copiado).

6. Con la misma abertura de compds del dngulo medido, se traza un arco haciendo

centro en el punto de cruce del primer arco y del rayo, de tal forma que ambos

arcos se crucen en un punto .
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7. Uniéndo el punto P y el extremo del rayo B’, se traza el segundo lado del 4ngulo

copia.

Finalmente tendremos que:

LABC = LABC’

3.2.2 Trazo de una recta paralela por un punto exterior

Veamos ahora como se puede trazar dada una recta, otra que sea paralela
y que pase por un punto exterior. Esta construccién la vamos a realizar con el apoyo de

una secante, veamos el procedimiento.

. —
1. Consideremos que se desea trazar una recta paralela a la recta AB y deseamos que

esta paralela pase por el punto exterior P.
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9. Se debe trazar una secante con una inclinacién cualquiera, de tal manera que pase

por el punto P y que cruce a la recta en un punto al cual llamaremos C.

3. Se copia el 4ngulo ZPCB , en el punto P de 1a secante. El segundo lado del dngulo

en P serd entonces la paralela a la recta inicial.

3.2.3 Divisién de un segmento unitario en n partes iguales

Supongamos que se desea dividir un segmento unitario AB en tres partes iguales,
seguramente no es dificil imaginar que realizar esta divisién con una regla graduada o con
algtin otro instrumento de medicién serfa complicado e inexacto. Por ejemplo, pensemos
que el valor unitario se diera en centimetros, entonces para dividir este segmento en tres
partes iguales tendriamos que realizar la divisién de 1 entre 3, esto lo podrfamos hacer

de la siguiente manera:

00 3 3 3
31 0
1
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Se nota lo dificil e inexacto que puede resultar, tomar con cualquier instrumento
de medicién, por muy preciso que este sea, la cantidad de 0.333... centimetros. Serd nece-
sario entonces buscar un procedimiento que pueda darnos la certeza de que la inexactitud
pueda ser minima, este procedimiento que proponemos es a partir de una construccion

con regla y compds el cual describimos a continuacién.

—
1. Sea el segmento unitario AB, el que se quiere dividir en 3 partes iguales.

A B

2. A partir del extremo A del segmento, se traza una semirrecta AC con cualquier

inclinacién.

hS
-]

3. Con una abertura de compds cualquiera y con centro en A, se trazan 3 arcos
consecutivos que crucen a la semirecta en los puntos Ty, Ty y T3. De esta forma,

sobre la semirrecta se construyen tres segmentos congruentes.
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AT, =TT, = T7T3

4. El extremo T3 del tltimo segmento se une con el punto B. Después se trazan rectas
paralelas a este segmento que pasen por los puntos Tz y T:. Las paralelas cortaran
al segmento AB en los puntos P, y P,. Estos puntos dividen al segmento en tres

partes iguales.

Es importante notar que el procedimiento utilizado nos puede servir para dividir

un segmento unitario en el nimero de partes que se quiera.

3.2.4 Representacién geométrica en la recta

Pensemos ahora que se desea localizar a todos los nimeros racionales de la forma

§ en la recta de reales, es decir, se desean localizar los mimeros:

3 2

21
) 37 3, 37 ) 3

3 g e

wilw

2
3

Q| =

0
3

Para poder encontrar los puntos de la recta que corresponden a este tipo de

racionales, se requiere una medida unitaria que mida tercios, esta medida puede ser un
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—
segmento como OT = % Encontrar una unidad asi, permitir4 localizar a todos los reales

de la forma %

Para dar solucién a este problema, consideremos al segmento

—

oU =1

Sabemos que si localizamos el punto U en la recta de reales, este quedaré en
correspondencia con el nimero 1 = % Procederemos entonces a dividir este segmento en

tres partes iguales con los puntos P, y Ps.

Podemos observar que el punto O estd en correspondencia con el racional (y a su
3 _
3

vez nimero real) 3 =0, P, con j (esta es la unidad buscada), P, con 5 y U con

0/3 1/3 2/3 3/3

—
Entonces con la unidad encontrada 17 = %, podemos localizar a todos los niimeros
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racionales (y reales a la vez) de la foma 3.

0/3 13 2/3 33 43 \ ‘

En general, para localizar cualquier nimero de la forma § (b > 0) siendo a y b

nimeros enteros, podemos proceder de la siguiente manera:

— )
1. Se traza el segmento unitario OU, sabiendo que U se encuentra en correspondencia

con el real 1.
. 3 __-) .
2. Se divide el segmento OU en b partes iguales con los puntos By, By, ..., By-1.
. . . 1 . —=* 1
3. El punto B, estar4 en correspondencia con el unitario ¢, es decir, OBy = 3.

_} (.—
4. Copiando | a | veces el segmento unitario OB; o bien B;O segin sea necesario se

obtendra la localizacién del racional % en la recta de reales.

Ejercicio: Localiza el nimero racional % en la recta de reales.
Solucién:

Considermos el segmento unitario:



Sabemos que el nimero real asociado al punto U en la recta de reales es 1.

Para encontar el nimero racional % en la recta de reales, dividamos el segmento

—
U en cuatro partes iguales con los puntos Cy,Cy y Cs.

Puede observarse que el punto O estd en correspondencia con el racional (y asu
vez numero real) % =0, Cy con 3, C; con ;21, C3 con % (que es el que buscabamos) y U
4 _
con 7 = L.
0/4 1/4 2/4 3/4 4/4

—
De hecho el segmento OC; = % puede servir de medida unitaria para localizar

cualquier nimero de la forma £.

Ejercicio: Localiza el nimero racional —g en la recta de reales.

Solucién:
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Para dar solucién a este ejercicio, bastara con encontrar la unidad para tercios
%, dividiendo al segmento unitario en tres partes iguales y después copiar esta unidad de

tercios siete veces a la izquierda por ser un mimero negativo.

/ .
113! -1/3 0/3 1 1/3
P'7\\

3.3 Notacion decimal periédica

Otra forma cormin de presentar a los mimeros, es a partir de su expresién
decimal, nos proponemos a continuacién explicar la manera en que pueden identificarse los
niimeros racionales cuando son expresados en forma decimal. A manera de introduccién
proponemos la segunda Paradoja de Zenén de Elea, la cual nos llego a través de la Fisica

de Aristoételes.

3.3.1 Paradoja de Aquiles y la tortuga

Aquiles, famoso guerrero griego, es considerado el mds veloz de los mortales.

Una intrépida tortuga reta a Aquiles a una carrera, atin sabiendo que Aquiles es 10 veces
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mids répido que ella. Por tal circunstancia Aquiles concede a la tortuga una ventaja de 1

km. (1000 mts.), con esta ventaja podrias decir:
s Cudndo Aquiles alcanzard a la tortuga?

Para dar respuesta a esta pregunta pensemos en lo siguiente:
Si Aquiles recorre el kilémetro de ventaja, la tortuga habra recorrido 100 metros

m4s, en ese momento los 100 metros serdn su nueva ventaja.

f 100 metros f

Mientras Aquiles recorre los 100 metros que los separan, la tortuga tomard una

nueva ventaja de 10 metros.

1 10 metros

Es claro entonces, que si Aquiles recorre los 10 metros de nueva ventaja, la tortuga

tomars otra ventaja de 1 metro.

' 1 metro '

Puede entenderse en base al anterior razonamiento, que si la tortuga tiene cual-
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quier ventaja, entonces el tiempo que tarda Aquiles en recorrer esta ventaja permitird
a la tortuga tomar una decima parte de la ventaja anterior como su nueva ventaja. En

base al razonamiento anterior, la respuesta a la pregunta inicial es:
“Aquiles nunca alcanzard a la torutga”

;Estés de acuerdo con este razonamiento?

Dejemos para el final de esta seccién la discusién de este razonamiento, esto con
la finalidad de que el conocimiento de los niimeros racionales expresados en forma decimal

colabore para que podamos entender en donde radica la confusién del razonamiento.

3.3.2 Niimeros decimales periédicos

Llamaremos ntmero decimal periédico, a todo nimero que al final de su repre-
sentacién decimal en la parte no entera, tenga algtin grupo de digitos repetido en forma
infinita.

Por ejemplo, el niimero:

4.2141414...,

es un nimero decimal periédico, dado que 14 se repite al final del nimero en la parte no

entera de forma infinita. La forma abreviada de representar este nimero es:
4.214

Otro ejemplo de un nimero decimal periddico, es aquel que al final de su parte

no entera tienen el 0 (o “colas de ceros”), ejemplos de estos nimeros son

5=5.000... = 5.0
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13.45000... = 13.450

Por ejemplo, en nuestra vida diaria, observamos precios como $198.95, estos

también se consideran periédicos en el sentido de que:

198.95 = 198.95000... = 198.950

3.3.3 Representacién de nimeros decimales periédicos como

potencias de base 10

Procederemos ahora a representar los mimeros decimales periddicos, como po-
tencias de base 10. Esto con la intencién de identificar algunas de las propiedades que
tiene nuestro sistema nimerico en base 10 y que nos serviran para el estudio de los

nimeros racionales.

3.3.4 Msis sobre potencias de base 10.

En el capitulo nimero 1 ya comentamos lo que ocurre con las potencias de base

10, por ejemplo, notamos que:

100 = 1 =1

100 = 10 = 10
102 = 10x 10 = 100
1038 = 10x10x 10 = 1000

10* = 10x10x10x 10 = 10000

Veamos ahora que
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1072 = 45 = 15 = 01

107° = % = g = -001
107 = 7 = mm = -0001
107° = 3 = tmog = -00001

En general podemos decir que:

10" =

10x10x...x10 (n veces)

1
1000...000 (con 7 ceros)

= 0.000...0001 (con n — 1 ceros después del punto decimal)

3.3.5 Notacién en base 10

Identifiquemos ahora como es posible representar la parte no entera de los niime-

ros decimales como una suma de potencias de base 10.

Por ejemplo, el mimero:

453
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es posible expresarlo como la suma:

4+ .05+.003

o bien, como la suma de los productos:

4x.1+5x.014+3x.001

Finalmente puede expresarse como la suma de potencias de base 10 :

453 =4x 1071 +5x1072+3x107®

Otro ejemplo podria ser el nimero .12954 que se expresa como:

12954 = .14 .02+ .009 + .0005 + .00004
= 1x.14+2x.014+9x.001+5x.0001+4 x .00001
= 1x107'4+2x1072+9x103+5%x107*+4x 1075

Con lo anterior, podemos pensar entonces en nimeros que tengan parte entera y

parte no entera.

Por ejemplo el mimero 872.651, se puede expresar como

872.651 = 8004+704+2+ .6+ .05+ .001
= 8x100+7x104+24+6x.1+5x.01+1x.001
— 8x102+7x10'+2x10°+6x10"1+5x%x 10724+ 1x 1073

En general, cualquier nimero se puede representar en notacién decimal como:

n= amam_lam_g...alao.blbg...br_gbr_lbr
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en donde cada letra a; y b; es un digito entre 0 y 9, de forma que la expresién de m en

notaciéon decimal es una breviatura de:

no=  ap X 10™ 4 am 1 X 10™ L 4 am_g x 10™2 4+ .. 4+ a; x 10! + ag x 10°

+by X 107 4 by x 1072+ ...+ by x 10772 4 b, x 1077+ + b, x 1077

3.4 Cambios de notaciéon

Veamos ahora cual es la manera en que un decimal periédico, se puede repre-
sentar en la forma ¢ (b # 0), donde a y b son nimeros enteros, es decir, evidenciaremos
con este cambio de notacién que todos los decimales periddicos, también son nimeros

racionales.

3.4.1 Numeros decimales periédicos con “colas de ceros”.

El primer cambio de notacién que realizaremos, serd el de los nimeros decimales
periédicos con “colas de ceros” a su representacién en forma de cociente.
Si el mimero decimal periédico es un entero, se entiende que su representacion en

forma de cociente es inmediata, ya que bastara representarlo con denominador unitario.

Por ejemplo, el nidmero:

3 =3.000... =3.0 = %

Pensemos ahora en un nimero decimal periédico con “cola de ceros” que no sea

entero, por ejemplo en el niimero:

0.45000... = 0.450 = 0.45
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De este nimero sabemos que su representacién como sumas de potencias de base

10 es:
45 = 4x.14+5x%.01
= 4x1071+5x107?
4
= 1ot T 17 = 176+ 16
Si realizamos la suma de fraccionarios se obtendra que:
4 5 45
4= — 4+ — = —
10 + 100 100
Aqui podemos observar que .45 = 100 representa 45 centésimos.
Pensemos ahora en el nidmero:
53.0163000... = 53.01630 = 53.0163
En suma de potencias de base diez tenemos:
53.0163 = 5x104+3+0x.1+1x.01+6x.001+ 3 x.0001

= 5x1004+3x10°4+0x1071+1%x10246x103+3x 107
= ittt

50 1.
+ 3 —F 100 + 1000 1000 + To000 10000

530163
10000

O bien también podemos expresarlo como 53 enteros mas 163 diezmilésimos.
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Con los ejemplos anteriores no hemos dado cuenta de la facilidad con la que un
nimero decimal periédico con “cola de ceros” se puede representar como un cociente.

Los siguientes son ejemplos de este cambio inmediato.

0.15 = 1_105'6
0.089 = T%g—o
ELEE
5.63 = 8
23.0086 = %

Después de este cambio, podemos afirmar que cualquier decimal periédico con

a

“colas de ceros”, es un nimero racional, ya que es posible expresarlo en la forma % (b#0),

donde a y b son nimeros enteros.

3.4.2 Numeros decimales periédicos sin “colas de ceros”.

Veamos ahora la forma en que un decimal periédico sin “cola de ceros” se puede

expresar en forma de cociente.

Para realizar este cambio, un procedimiento ilustrado con un ejemplo concreto es el

siguiente:

1. Llamemos N al nimero decimal periédico sin “cola de ceros”, por ejemplo:

N = 0.1323232... = 0.132

2. Multipliquemos este mimero por una potencia de base 10, de tal forma que el

resultado localice el punto decimal al final del primer periodo. En este caso debemos
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darnos cuenta que requerimos recorrer el punto decimal tres cifras a la derecha, por

tanto multiplicaremos por 1000 = 103

(N = 0.132)(1000)

1000N = 132.32

3. Multipliquemos ahora el nimero de tal forma que el resultado localice el punto

decimal al inicio del primer periodo. En este caso serd necesario multiplicar por 10.

(N = 0.132)(10)

10N =1.32

4. Los niimeros obtenidos en los pasos 2 y 3 se restan y el resultado que se obtiene

permite mediante un sencillo despeje, encontrar el cociente buscado.

Restando
1000N = 132.323232...
10N = -1.323232...
900N = 131.000000...

Observemos que las “colas” de nimeros después del punto decimal se cancelan.

Ahora despejando:
131

N=-2
990

Finalmente tenemos que el cambio nos permite afirmar que:

— 131
132 = —
0.13 990

Por consiguiente podemos decir que 0.132 es un mimero racional.

83



Ejercicio:Represente el mimero 5.2727... como cociente de dos enteros (6 racional).

Solucidn:

Sea
N =527

Multipliquemos por 10? de tal manera que el punto decimal se recorra al final

del primer periodo:
100N = 527.27

Como no es necesario multiplicar el mimero para que el punto se localice al inicio

del primer periodo, procedemos inmediatamente a restar las cantidades:

100N = 527.272727...
-N = -5.272727...
99N = 522.000000...

Despejando se obtiene que:

522

=— =527
99

N

Podemos afirmar entonces que 5.27 es racional.

Los ejercicios anteriores, nos permiten suponer que los decimales peridicos sin

a

“colas de ceros”, tambien son racionales ya que es posible expresarlos en la forma %

(b # 0), donde a y b son nimeros enteros.
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3.4.3 Numeros decimales con “colas de nueves”

Una apreciacién importante con respecto a los decimales periédicos es el hecho
de advertir que debe evitarse la escritura de este tipo de niimeros con “colas de nueves”,
esto por resultar innecesaria. El por que se dice esto puede ilustrarse con el siguiente:

Ejercicio:Represente el mimero 2.999... como cociente de dos enteros (6 racional).

Solucién:

Sea

N=29

Multipliquemos por 10 de tal manera que el punto decimal se recorra al final del
primer periodo:

10N = 29.9

Como no es necesario multiplicar el niimero para que el punto se localice al inicio
del primer periodo, procedemos inmediatamente a restar las cantidades:
10N = 29.9999...
-N = -2.9999...
9N = 27.0000...

Despejando se obtiene que:

27
N=—=3
9
Podemos afirmar entonces que:
2.9999... =3

Suele caerse en la equivocacién de pensar que la expresion decimal es tan cercana

al mimero entero, que resulta irrelevante considerarlos como dos cantidades iguales, pero
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debemos notar, en base al ejercicio anterior, que ambas cantidades son iguales, lo mismo
que las siguientes igualdades:

56.99 = 57
12.8399 = 12.84

En general, cuando tengamos que escribir una expresién decimal, debemos evitar
que esta tenga “colas de nueves” o si lo llegamos a hacer, debemos siempre tener presentes

las igualdades anteriores.

3.4.4 Los nimeros racionales como expresiéones decimales

En base a la discusion anterior, podriamos suponer cierta la siguiente afirmacién:
“Todo mimero racional tiene expresion decimal periddica”,

o bien que el reciproco también es cierto:
“Todo nimero decimal periddico es racional”.

Observemos entonces que la periodicidad caracteriza a los racionales.

Resumimos todo esto en el siguiente:

TEOREMA:

“Un niumero es racional si y sélo si su expresion decimal es periddica”

A continuacién realizaremos la demostracién de este teorema, esto con la finalidad

de ampliar el estudio de este tema, sin embargo no recomendamos que en un curso de
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bachillerato se presente a los estudiantes.

DEMOSTRACION:

== Primero demostraremos que dado un racional en la forma %, su expresién decimal

es necesariamente periodica.
Para poder hacerlo, dividamos a entre b utilizando el algoritmo de la divisién y

supongamos que el cociente que resulta es de la forma:

D.dydqds...

Esto se puede expresar como:

D dy dy ds
bl a
rn O
ra 0
rs 0
rqy 0
Ts
en donde:
0<r <b,
0<ry<b,
0<rz<hb,
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con

b>0

Podemos notar que el algoritmo de la divisién, nos permite afirmar que todos los
residuos r; son siempre menores que b, por tanto existe un nimero finito de enteros no
negativos que pueden cumplir con esta propiedad, por lo que deberd suceder entonces

que

e Uno de sus residuos sea cero, en este caso todas las cifras decimales que siguen son

cero, resultando un decimal periédico con “cola de ceros”.

e O bien que ocurra que en alglin momento necesariamente algtin residuo se repita
(a lo mds en b pasos), en este caso sucederd que todas las cifras decimales que
se obtengan a partir de este momento se repiten en el mismo orden, asi como los
residuos, lo cual hace que el cociente se convierta en un decimal periédico sin “cola

de ceros”.

Lo cual demuestra la primer parte de este teorema.

<=Demostraremos ahora que dado un decimal periédico, este puede expresarse en la

forma %.
Para poder hacerlo, supongamos que el decimal periédico es de la forma:
q = D.didyds...dmd i 1dm ...y
Notemos que el periédo de este nimero es:

Gmr 18z .
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Si multiplicamos ¢ por 10™, entonces el punto decimal se recorre m digitos hacia

la derecha, esto nos permitir4 localizarlo al inicio del periodo

qIOm = pd1d2d3dn} .dm+1dm+2...dn

~

parte entera parte no entera

Si multiplicamos ahora el nimero q por 10", el punto se recorrerd n digitos hacia

la derecha, quedando al final del periodo

q-10" = Ddidyds...dmdmi1dmrs. dn  -Grridmrz.dn

-~

~

parte entera parte no entera

obtengamos la diferencia de ambos nimeros

q- 10" = Dd1d2d3...dmdm+1dm+2mdn -dm+1dm+2---dn
q- 0™ = Dd1d2d3...dm .dm+1dm+2...dn
q(10™ — 10™) E .00000000000

En la resta se puede observar que la parte no entera por ser la misma en ambos
nimeros da como resultado cero, si llamamos F a la diferencia de las partes enteras de

los decimales:

E = Ddydyds...dmdrmy1dmyo. dn — Ddydads...dn,
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entonces se tendrd que el valor de q es:

_E
7= om — 10m)

como

E,(10" —10™) € Z y (10™ — 10™) 0

entonces

q€Q

Que era lo que se queria probar.

3.4.5 Sumas infinitas en potencia de base 10

Para el comun de las personas pensar en la posibilidad de obtener el resultado
de una suma infinita podria resultar mas que imposible, esto debido a que el término
infinito se asimila como algo que no tiene fin (y esto es cierto).

A continuacién explicaremos como es posible obtener el resultado de algunas
sumas infinitas expresadas en potencias de base 10.
Para poder explicar esto recordemos primero que los mimeros decimales periédi-

cos pueden expresarse como sumas de potencias de base 10.

Por ejemplo, el nimero periédico con “cola de ceros”

23.079000... = 23.0790 = 23.079

puede expresarse como

2x 100 +3x10°4+0x10 ' +7x1024+9x102+0x 1074 +0x107°...
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o también como

2x 100 +3x10°+7x10724+9x 1073

Utilicemos ahora ésto de manera inversa, es decir, transformemos una suma con
potencias de base 10, en forma de cociente(en la forma ).

Por ejemplo la suma
Ix1034+1x10"+8x10°+4x101+0x10"2+5x 1073

puede ser expresada en cocientes también como

— 9x1000+1x1048x1+%+ 5
— 9000 + 10 + 8 4+ .4 + .005
_ 9018.405

y en forma de cociente es
9018405

1000

Si observamos detenidamente este ejemplo, podemos darnos cuenta que obtener
una suma finita de potencias de base 10 no debe representar ninguna dificultad y el

resultado puede darse manera inmediata.

Por ejemplo, si la suma es
4x10°4+8%x10'+2x10°+5x 107 +2 x 107

esta dard como resultado

= 482.5002

4825002
10000

De manera anéloga podemos proceder cuando tengamos una suma de potencias

de base 10 periddica pero sin cola de ceros.
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Por ejemplo, la suma
7Tx100+5x 107242 x 1073 +5x 1074 +2x 107° + ...

puede expresarse como

Sy 2 0 2
e

7 =
+ 108 10* 105

en notacién decimal es

7.05252... = 7.052

entonces si cambiamos de notacién decimal a la de cociente se tiene que

1000N 7052.525252...
—10N = -70.525252...
990N = 6982.000000...

despejando se obtiene
6982

N”990

este procedimiento nos permite decir que

Tx1004+5x10724+2x 103 +5x%x 1074 4+2 x 107° + ...

= 7.05252...
= 7.052

6982
990
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Por lo anterior, podemos afirmar que para una suma infinita en potencias de
base 10, es posible encontrar su resultado en forma decimal o cociente, cuando esta suma

infinita es periédica.

3.4.6 La paradoja de Zenén, ejemplo de una mala medicién

Nos propusimos al inicio de esta seccién entender en donde radica la confusién
del razonamiento de la paradoja de Aquiles y la tortuga. Para poderlo hacer, recordemos
que Aquiles cedi6 1 Km. de ventaja a la tortuga y que su velocidad era 10 veces mayor
a la de su contrincante. Para la explicacién de lo que ocurre en esta carrera, el sentido
comun nos permite pensar que en alglin momento Aquiles deber4 alcanzar a la tortuga
y ganar la competencia, pero el razonamiento que se realizo al inicio de la seccién nos

hacia ver que esto nunca ocurrirfa.

La confusién en el razonamiento radica justamente en la solucién de una suma

infinita de potencias de base 10.

Para poder explicar esto comparemos las distancias que recorren ambos en los

diferentes tiempos senalados:

En el mismo tiempo:
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La tortuga recorre (en Km.): Aquiles recorre (en Km):

1
0 1
1 1 1
10+100 1+1_0
1 1 1 1 1
6 T 100 T Tooo 1+I6+T®
1,5, 1 5 1 1, 1 4 1
10t 700t 000 T 1+ 0t o0 T 1000 T

Entonces Aquiles alcanzard a la tortuga después de recorrer

1+1+ 1 + L + ... Kms
10 100 1000 7 '

pero esta suma infinita, en notacién decimal es

1.111...=1.1

cambiando este decimal periédico a cociente se tiene que

De lo anterior concluimos que Aquiles debe recorrer 1 + % de kilémetros para
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alcanzar a la tortuga (que en su caso habré recorrido hasta el momento 3 de kilémetro)

Finalmente podemos concluir que:

“Aquiles st alcanza a la tortuga”

Ejercicios

1. De acuerdo con el método de la recta auxiliar, localiza en la recta los racionales

siguientes:
1 2 5 15
a)3,-3,3:"%
5 8
b) 7, -3
21 4 15
)T ,3,7%

2. ;Todos los nimeros enteros son racionales? ;jPor qué?

3. Expresa cada uno de los siguientes racionales como la suma de potencias de base
10.

a) 2.07

b) 0.283
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c) 45.010096
d) 3950.00003105

e) 900102.0403001

4. Da la expresién decimal(identificando el periodo) o la forma £ | segun sea el caso,

para los niimeros racionales siguientes:

a) 7.385

f) 0.14731473

g) —0.999

b. De cada una de las siguientes sumas infinitas en potencias de base 10, da la expresién

decimal peridédica y después exprésala en la forma .

a) N=5-102+1-10+ 3 + 3, + 3.

b) N'=7-10"+ g5 + g5 + 165 + 15 + 137 + 15
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Capitulo 4

Los niimeros irracionales

Se sabe muy poco de la vida de Pitdgoras. Parece ser que naci6 en Grecia en la
isla de Samos y vivi6 ahf alrededor del afio 544 a.c., cuando reinaba el tirano Policrates.
En algin momento Pitdgoras no soport la tiranfa y fué a vivir en Crotona en el sur de
Ttalia. Allf fundé una escuela filoséfica (los pitagéricos) que florecié hasta 510 a.c.

Las ensefianzas de los pitagéricos se trasmitian por via oral y todas se atribufan
al venerado fundador de la escuela.

Para los pitagéricos toda la naturaleza estaba determinada por nimeros enteros
o fracciones, en lenguaje moderno podemos decir que los pitagoricos pensaban que toda
la naturaleza se podia entender por medio de los niimeros racionales.

Por otra parte, tenian el teorema de Pitdgoras. Imaginemos lo que ocurrié cuando
al proponer un tridngulo rectdngulo con catetos de longitud igual 1 y usar este teorema

encontraron la hipotenusa c :
=12+1"=14+1=2

entonces:

c=2

gran sorpresa se llevaron al notar que este nimero contradice la doctrina basica de la
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escuela, ya que no se puede construir en forma de fraccién a partir de los nimeros enteros,
por tanto habfan descubierto un mimero que no era racional, es decir habfan encontrado
los niimeros irracionales.

Se cuenta que los pitagéricos trataron de guardar el secreto de tan grave asunto
y que Hipasus, uno de los miembros de la escuela, murié, al ser arrojado al mar, por

divulgarlo.

4.1 Definicién de niimero irracional

Los nimeros irracionales, son los niimeros que no son racionales.
La anterior definicién nos permite afirmar que los nimeros irracionales no se
o . . . ) .
pueden expresar en la forma ¢, o bien, si se expresan en forma decimal no serdn periédicos.
Dicho de otra manera, los irracionales son los nimeros que le faltan a los ra-
cionales para completar el total de los nimeros. Es por eso que se suele llamar a los
irracionales como el complemento de los racionales y por tal motivo se denotan como Q.

Algunos ejemplos de nimeros irracionales son:
V2,2 v/5, las raices cuadradas de mimeros primos, , e, etc.

Un conjunto notable de los niimeros irracionales son las raices cuadradas de los
mimeros primos. Se presenta a continuacién la demostracién de este hecho con la finalidad
de que el profesor en caso de considerar necesario se la presente a su vez a los estudiantes
como una muestra del rigor que debe seguir la demostracién de una afirmacién general

como la anterior.

TEOREMA:

“Si p es primo, entonces /P es irracional”
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DEMOSTRACION:

Realizaremos esta demostracién por el método de reduccion al absurdo esta con-
siste en suponer lo contrario de lo que queremos demostrar y luego por medio de la l6gica
buscaremos llegar a una afirmacion absurda, lo que muestra que nuestra suposicién es
insostenible y por tanto que la afirmacién original es correcta.

Supongamos que ,/p no es irracional, es decir supongamos que es racional.

Esto nos permite escribir el nimero como:

\/ﬁz%cona,beZyb#O,

si elevamos al cuadrado se tiene que:

esta igualdad nos permite afirmar que en la descomposicién de primos del ndmero a?,

deberd aparecer un factor p, por lo cual la descomposicién serd de la forma:
b2 _ 2 o1, 00 ag n r
p=a =q gy *q3 .." Gy P

debe notarse que todos los exponentes de la descomposicién en primos, incluso o, son
pares, esto por que a’ es un cuadrado perfecto(debe recordarse que esto se demostré en
el ejercicio 7 del capitulo de enteros), por tanto o, > 2.

Ahora, si la igualdad anterior la dividimos por p, entonces se tienen que:

2

a
b2 = -; = q?l . qg@ . q;’?a . qsn .paT—l

entonces a, — 1 > 1 y ademds es un niimero impar. Esto es una contradiccién, puesto
que p*~! es uno de los factores de la descomposicién en primos de b® y por ser este

nimero un cuadrado perfecto, no puede tener ningun factor con exponente impar. Dado
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este absurdo podemos afirmar que ,/p es irracional.
A continuacién nos proponemos explicar como se pueden representar algunos
irracionales en forma geométrica en la recta de reales, previniendo que no todos son

construibles geometricamente con las herramientas que hemos estudiado.

4.2 Representacién geométrica en la recta.

En el capitulo anterior nos dimos cuenta que dado cualquier mimero racional

a

7 , siempre es posible encontrar con regla y compds un valor unitario %, que

de la forma
copiado | a | veces en la direccién correcta permita medir al nimero racional dado.Sin
embargo no podemos decir lo mismo para los irracionales, en primer lugar por que no
se pueden expresar en la forma £ y por que dado un irracional no puede decirse que se

pueda encontrar una unidad que los mida.

4.2.1 Trazo de una recta perpendicular

Las construcciones que usaremos requieren el conocimiento del trazo con regla
y compés de una recta que pase por un punto en forma perpendicular a una recta dada.

A continuacién se sugiere una forma de hacerlo:

1. Sea P un punto cualquiera de una recta, por el cual se pretende pasar una perpen-

dicular.

2. Haciendo centro en P y con una abertura de compds cualquiera, se trazan arcos a
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la derecha e izquierda de P, cruzando a la recta en los puntos Ay B.

3. Haciendo centro en los puntos A y B respectivamente y con una abertura de compds
mayor a la mitad del segmento AB, se trazan arcos por arriba y por debajo de la

recta, de tal manera que los arcos se crucen en los puntos C'y D.

4. Uniendo los puntos en donde se cruzan los arcos, se tiene la perpendicular que pasa

por P.
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4.2.2 +/2 y su representacién geométrica

Uno de los nimeros irracionales es v/2 (dado que no se puede expresar como
cociente), para representar este nimero en la recta de reales, recordemos que dado un
trisngulo rectdngulo con catetos de longitud unitaria, por el teorema de Pitdgoras se

obtiene la longitud de la hipotenusa con un valor de V2.

2

En relacién al anterior tridngulo proponemos para la construccién de V2 en la

recta de reales el siguiente procedimiento:

1. Se traza una recta de reales, se localiza el punto O y con una abertura de comp4s

cualquiera se identifica el punto P, para el cual suponemos que OP = 1.

2. Se traza ahora una perpendicular en P y se localiza en esta el punto F’, de tal
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manera que PP’= 1.

3. Se traza el segmento OP’, el cual por el teorema de Pitdgoras tendrd una longitud

de V2.

4. Con el compés se copia el segmento OP’ = V2 en la recta de reales, esto se logra

haciendo centro en O y cruzando a la recta de reales en un punto al cual llamaremo

I

Se puede notar que el punto I, asocia en la recta de reales al irracional v/2.
A partir de esta medida en la recta de reales se podrdn localizar por copia con-

secutiva a los puntos que asocian a los nimeros irracionales que son multiplos enteros de

V2.
(., —3V2,—2v2, —V2,V2,2V2,3V2..}
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4.2.3 Numeros irracionales construibles

Los niimeros irracionales que son geométricamente construibles son aquellos que
se obtienen de algin procedimiento con regla y compds, ejemplo de estos nimeros son
las raices cuadradas de numeros racionales positivos y las raices cuadradas de estos.

Ejemplos de niimeros irracionales construibles son

VBNV S + VI, ,/\/ﬁ_ VVI238, ete

Para poder trazar la rafz cuadrada de un nidmero racional positivo que permita

contruir geométricamente a este tipo de irracionales se sugiere el siguiente procedimiento:

1. Sea a un nimero racional positivo; localicemos en la recta de reales con el compds

un segmento OA =a.

2. Con una abertura de compds igual a la longitud de 1 y haciendo centro en A, se

traza el segmento AB = 1.

3. Se traza una circunferencia cuyo didmetro sea OB y se levanta una perpendicular al

didmetro en el punto A, de tal manera que la recta perpendicular y la circunferencia
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se crucen en el punto R.

4. Se tiene entonces que AR = va. Podemos entonces copiar este segmento en la
recta de reales haciendo centro en O para localizar el punto de la recta que asocia

el nimero +/a.

Se puede percibir que repetir el mismo procedimiento para va, permite locali-

zar en la recta de reales a \/+/a, asf sucesivamente para cualquier mimero de la forma

4.2.4 Numeros irracionales no construibles

Existen tres problemas cldsicos de construcciones geométricas sin solucién de la

antigua matemadtica griega, estos son:
1. La cuadratura del circulo,
2. La duplicacién del cubo,
3. La triseccién del dngulo.

Estos problemas trataron de resolverse durante més de 2000 anos y fué hasta el
siglo XIX cuando se logré probar definitivamente la imposibilidad de resolverlos con las
herramientas geométricas(regla y compas).

La imposibilidad de estas construcciones geométricas, nos permitirdn mostrar

que no es posible construir tampoco algunos nimeros iracionales.
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4.2.5 La imposibilidad de construir con regla y compas la raiz

cubica de 2

Se dice que Pericles murié a causa de una terrible peste que azot6 a Grecia y que
mermo6 la poblacién en grandes proporciones. Debido a esta calamidad se envié a una
comisién de personas a la ciudad de Delfos a consultar con el ordculo de Apolo sobre
como terminar con la peste, a lo que el ordculo contesté que el altar de Apolo, que
era de forma cubica, deberia ser duplicado. La solucién que dieron los atenienses, fué
simplemente duplicar la longuitud de las aristas, por lo que octuplicaron el cubo. Como
no duplicaron el cubo de la manera en que el ordculo se los pidi6, la peste continué
haciendo estragos en la poblacién. Esta leyenda fué la que di6 origen a este famoso
problema que no es posible resolver con una construccién geométrica.

Del problema anterior veamos un caso particular que nos permita ilustrar la
imposibilidad de trazar con regla y compds, una longitud de segmento igual a la rafz
cuibica de dos.

Supongamos que el cubo dado, tienen lados de longitud 1y, por tanto, un volumen

de 1.

volumen igual a 1

Si se desea duplicar el volumen (lo cual no es posible hacer con regla y compds),
entonces el cubo buscado debe tener un volumen de 2.

Pensemos ahora que el valor de cada lado de este nuevo cubo es [.
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volumen igual a 2

Dado que el volumen es 2 y el lado [ , entonces se tiene que:

Ixlxl=2

por tanto

IB=2

finalmente

=2

La imposibilidad de duplicar el cubo de este ejemplo, radica justamente, en que
no es posible construir geométricamente cada uno de sus lados, es decir, no es posible

construir la rafz cibica de 2.

Este es s6lo un ejemplo de un nimero irracional que no se puede construir, otros

pueden ser los nimeros:

7, /7, e, V7T, etc.

4.3 Construyendo irracionales

Una de las formas de caracterizar a los mimeros racionales se basa en la perio-
dicidad de su expresién decimal. Por el contrario, y de acuerdo a nuestra definicién, los

nimeros irracionales deberdn distinguirse por su no periodicidad, es decir, por la extra-
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vagancia en la serie de mimeros de su expresién decimal. Pero, jcémo distinguir en la
expresién decimal de un nimero la existencia (o ausencia ) de un periodo de mimeros?
Al identificar ntmeros decimales no periédicos debemos tener cuidado de no
cometer errores de apreciacién, ya que existen nimeros que tlenen periodos tan grandes
que observar los primeros digitos no garantiza siempre identificarlos como periédicos.
Por ejemplo, si en la presentacién decimal de % nos fijamos sélo en los primeros

6 digitos después del punto decimal, es decir
0.142857...

al no identificar periodo, podriamos reconocerlo erréneamente como no periédico, sin

embargo si consideramos 6 digitos mds notaremos que si es periédico, ya que:

1
7= 0.142857142857142857... = 0.142857
Por lo anterior, no podrfamos estar seguros de que un nimero cOmo
0.342657239062768...

sea no periédico, ya que podrfa ser un nimero que posiblemente pudiera tener un periodo
de los 15 digitos sefialados o incluso més.

Una manera de asegurarnos que una expresion decimal es no peri¢dica, podria
ser la de disefiar a la serie de mimeros en la parte decimal que la componen, precisamente
con este fin.

Por ejemplo, consideremos el nimero
N = 0.07007000700007000007 ...

Aqui, los puntos suspensivos indican que el patrén con que hemos iniciado conti-

nua indefinidamente (otra vez un proceso infinito manej ado de manera parcial y finita).
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Lo que se quiere decir es que, en los puntos suspensivos, siguen seis ceros, después un
siete, luego siete ceros, después un siete, etc.

Pensando un poco en este nimero, se nota que no tiene periodo alguno.

Con este procedimiento en mente, podemos modificar un poco la definicién y

conseguir cuantos nimeros irracionales queramos, por ejemplo (con los mismos digitos):
A = 0.07000700000700000007...

B = 0.07000070000000700000000007...
C = 0.07000007000000000700000000000007...

En el nimero A observemos los ceros. Primero un cero, un siete, tres ceros, un
siete, cinco ceros, un siete, etc. Es decir, los ceros van aumentando de dos en dos. Para
el nimero B, se tiene que el aumento de ceros es de tres en tres y en C es de cuatro en
cuatro.

De igual forma, si aumentamos ceros de cinco en cinco, de seis en seis, de siete
en siete, etc. construimos una infinidad de nimeros irracionales y solo empleamos dos
digitos. Por supuesto, al variar estos digitos se obtienen mas irracionales.

Podemos inclusive sustituir el siete (digamos en N) por un bloque de nimeros,
por ejemplo 333:

D = 0.033300333000333000033300000333...

4.3.1 El nimero pi

El niimero , es la razén de la longitud de una circunferencia a la longitud de

su diametro.
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d = longitud del
didmetro

perimetro = p = longitud de la circunferencia

Es decir
r=2
d

Para poder entender un poco més de quién es pi, imaginémos una circunferencia

cuyo didmetro tenga una longitud de 1 y localicemos en ella un punto P cualquiera.

A continuacién tracemos una recta de reales e instalemos la circunferencia en
ella, de tal manera que P coincida en el origen. Acontinuacién con la longitud unitaria

localicemos los puntos que asocian a los enteros 0,1,2,3 y 4.
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Pensemos ahora que podemos hacer girar la circunferencia (esto no es posible

con regla y compéds) sobre la recta de reales:

Cuando el punto P se instala nuevamente en la recta de reales, quedara localizado

entre los puntos que asocian a los niimeros 3 y 4.

El punto P estard localizado en la recta de reales a una longitud de 7 del origen.

Dicho de otra manera, el punto P tuvo que recorrer 7 veces el didmetro (3 veces

y un poco m4s) sobre la recta de reales para volver a quedar instalado sobre la recta.

111



Otra forma de ver esto también podrfa ser “enrollar” la recta de reales en la
circunferencia, de tal manera que se observe que la medida del didmetro que es unitario
completara 3 unidades completas y un poco més (la medida del didmetro puede ser

instalado 7 veces en la circunferencia).

Debe sefialarse que esta razén asi definida () es una constante universal y que
es la misma para todas las circunferencias, independientemente de su tamano.

Es en el afio de 1761, cuando el matemético alemdn Lambert demostrd, por
primera vez que 7 es un numero irracional, aunque debemos decir que durante muchos
afios calcular su valor con mayor presicién fué uno de los pasatiempos favoritos de los

matemaéticos.

A continuacién damos una aproximacién del valor de  :
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I

3.

14159
50238
59230
34211
09384
438111
64462
66593
27120
45432
72458
96282
01133
94151
09218
07446
89122
44065
23094
95022
86199
11902
00081
91451

26535
41971
78164
70679
46095
74502
29489
34461
19091
66482
70066
92540
05305
16094
61173
23799
79381
66430
36285
24749
51100
98858
70029
18398

89793
69399
06286
82148
50532
84102
54930
28475
45648
13393
06315
91715
48820
33057
81932
62749
83011
86021
53096
96206
89202
25446
63123
15709

113

23846
37510
20899
08651
23172
70193
38196
64823
56692
60726
o8817
36436
46652
27036
61179
56735
94912
39501
62027
07497
38377
81639
77381
895...

26433
58209
86280
32823
53594
85211
44288
37867
34603
02491
48815
78925
13841
57595
31051
18857
98336
60924
55693
03041
02131
79990
34208

83279
74944
34825
06647
08128
05559
10975
83165
48610
41273
20920
90360
46951
91953
18548
52724
73362
48077
97986
23668
41594
46597
41307



4.4 Los irracionales y los segmentos inconmensura-

bles

Ahora, relacionaremos el aspecto algebraico de los nimeros irracionales visto en

las secciones pasadas con la idea geométrica de la inconmensurabilidad.

4.4.1 Segmentos conmensurables

Dos segmentos de recta son conmensurables si existe una unidad (tercer seg-
mento) que quepa un numero entero n de veces en el primer segmento y un nimero entero

m de veces en el segundo.

Omm——)
Om——— (e s )
Ormm— O (— — ———

Dados los dos segmento en la parte izquierda de la figura anterior, podemos ver
que el segmento mas pequefio en la parte derecha cabe tres veces en el primero y cinco
veces en el segundo. De esta forma decimos que dichos segmentos son conmensurables.

Notemos en este momento que para afirmar que dos segmentos no son conmen-
surables (y que a partir de aqui les llamaremos inconmensurables) debemos estar seguros

que ninguna unidad mide un nimero entero de veces a dichos segmentos.

Un ejemplo de la situacién anterior se d4 al considerar el lado de un cuadrado y

la diagonal:
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El argumento para observar que es imposible la existencia de un segmento unidad
que pueda caber un numero entero de veces en el lado y la diagonal involucra un proceso
que se repite indefinidamente.

Supongamos que existe una unidad que cabe un numero entero de veces en el
lado del cuadrado y otro mimero entero de veces en la diagonal. A partir de aqui, diremos
simplemente que la unidad mide al lado y mide a la diagonal. De ser asf, consideremos
el siguiente esquema.

Cc

O

70

A B
Dado el lado AB y la diagonal AC, construyase el punto F sobre AC tal que
AF = AB
Sea E el punto en CB tal que EF es perpendicular a AC. Observemos ahora
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que los tridngulos EFA y EBA son congruentes, por ser ambos tridngulos rectdngulos
con la misma hipotenusa (AE) y un cateto igual (AF = AB).

Esto nos permite decir que:
EF = EB.

Claramente, L ECF = 45° por ser AC la diagonal de un cuadrado y como el
angulo en F' es recto y la suma de los dngulos interiores del tridngulo CFE debe de ser
180°, se tiene que L FEC = 45°. Todo esto dice que el tridngulo CFE es is6sceles y por
lo tanto:

CF =FEF

En conclusién:

CF =EB.

Ahora, como la unidad (que est4 fiijja) mide a AC'y a AF' = AB, debe de suceder
que mide tambien a la resta de estos segmentos, es decir, mide a AC — AF = CF.

Anslogamente, como la unidad mide a BC (lado del cuadrado) y a CF = EB,
mide tambien a la resta BC — EB = EC.

Resumiendo, tenemos que la unidad mide a CF'y a EC.

Pero si observamos nuestra situacion, tenemos que E'C es la diagonal del cuadrado
con lados EF y CF, que es un cuadrado mds pequefio que el original y al que también
mide la unidad con la que empezamos.

Repitiendo todo el argumento anterior sobre este nuevo cuadrado llegaremos a
un tercer cuadrado (mucho més chico) y al que nuestra unidad deberd medir su lado y
su diagonal.

Finalmente notemos que si se repite este argumento indefinidamente, encontra-
mos segmentos (lados y diagonales de cuadrado) cada vez mas chicos y a los que nuestra
unidad deberd medir, lo ctal no es posible por que eventualmente dichos segmentos serén

mas pequenos que la misma unidad.
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De esta manera, nuestra suposicién inicial acerca de la existencia de una unidad
con las caracteristicas descritas no puede sostenerse, demostrandose asf la inconmensu-
rabilidad de el lado de un cuadrado y su diagonal.

Pero, ;qué tiene que ver esto con los irracionales?

Para responder a esta pregunta, primero notemos que por el Teorema de Pitdgo-
ras, si llamamos a a la longitud del lado [ del cuadrado, la longitud de la diagonal d serd
v/2a. El hecho de que estos dos segmentos sean inconmensurables nos dice que no existe

una unidad u ni enteros n y m tales que

[ =nu
d=mu
Esto en longitudes, se escribe
a=n

Al dividir la segunda ecuacién entre la primera se tiene

_2@:\7521”_
a n

lo que afirma que ¥/2 es irracional.

Ejercicios

1. A partir del metodo de construccién de los irracionales de la forma /a, construye:

a) V3
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2. Hay una interesante manera de colocar tridngulos rectdngulos, uno a continuacién
de otro. Si consideramos el tridngulo con catetos de longitud 1, entonces la hipote-
nusa tiene la longitud de v/2. Ahora podemos considerar un tridngulo rectdngulo
con un cateto de longitud 1 y el otro de longitud v/2 y colocar este dltimo cateto
sobre la hipotenusa del primer tridngulo. La hipotenusa de este segundo tridngulo
rectdngulo medira (\/5)2 +1 = /3. A continuacién construimos un tridangulo
con catetos de longitudes 1 y v/3 e hipotenusa V4 y se coloca junto al segundo
trigngulo. Si continuamos con el mismo proceso se obtendra una espiral como la

siguiente

Construye con regla y comp4s esta espiral pitagérica hasta llegar a V6

3. Para cada par de racionales, menciona un irracional que se encuentre en medio de

ambos.

a) + =0.333 y % = 0.3000

b) } =0.2 y 1 =0.142857
7

1
5
c) Z = 0.0425531914 y 5z = 0.04

e) 0.000339595 y 0.000339494

f) 31.31004902525 y 31.31004902626
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4. Responde verdadero o falso segiin corresponda a cada una de las siguientes afirma-

ciones.

Todos los decimales periédicos son racionales.

Todos los irracionales son reales

El cero es entero, racional y real

El —5 es entero, natural y real

Todos los racionales junto con los irracionales forman los reales

Todos los reales son construibles geométricamente.
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Capitulo 5

Los niimeros reales

El conjunto de los niimeros reales forma un sistema numeérico que constituye uno
de los grandes logros del pensamiento humano y por consiguiente uno de los patrimonios
mds importantes, esto debido a los grandes siglos de evaluacién conceptual que llevaron
a él y que ahora que se encuentra maduro, nos permite recoger los frutos de este esfuerzo

en cada una de sus aplicaciones.
Nos proponemos ahora en este ltimo capitulo distinguir quienes son los niimeros

reales y algunas de las propiedades que los identifican.

5.1 Los reales como la unién de racionales e irracio-

nales

El conjunto de los mimeros reales es la unién de los mimeros racionales y de los

irracionales.

En lenguaje de conjuntos se dice que:

QuUQ'=R
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Lo anterior nos permite afirmar que:

QCR y que NCZCQCR

Una manera sencilla de representar las anteriores relaciones puede ser a partir

del siguiente diagrama:

Reales

Sin embargo, las relaciones anteriores, que son importantes, no deben confundir
una de las ideas fundamentales del presente trabajo que consiste en destacar que cada
punto de la recta de reales asocia un dnico nimero real y que para cada uno de estos
puntos le corresponde uno y sélo un nimero real. Esto lo podemos ilustrar con el siguiente

diagrama:

4
v

Puntos en la recta

"Para cada punto en la recta le corresponde uno y sélo un niimero real”
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5.2 Los nimeros reales como decimales

En términos de su expresién decimal , llamaremos mimero real a toda aque-
lla expresién decimal, tanto periédica (racional), como no periédica (irracional) que no
términa en cola de nueves.

Esta definicién no considera como niimeros reales a expresiones decimales de la

forma:

35.999999...

2.9999999...

ya que tienen “colas” de nueves.
Sin embargo, es necesario recordar que una igualdad como la siguiente es verda-

dera:

35.999999... = 36

Esto en base a la discusién que se realizé en el estudio de los mimeros racionales.

5.3 Propiedades de los niimeros reales

En el desarrollo de un sistema matemadtico, una de las bases que siempre se
establece, es el conjunto de propiedades que el sistema cumple. Estas propiedades son
algo asi como el reglamento de funcionamiento del sistema, en donde se establece de una

manera clara que es lo que se puede hacer y los que no estd permitido realizar. Nos
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proponemos a continuacién estudiar las principales propiedades que tienen los nimeros

reales, esto con la finalidad de iniciar formalmente su uso de una manera eficiente.

5.3.1 Las propiedades de campo

Se dice que el conjunto de los niimeros reales forma un “campo”, esto es debido

a que la operacién suma y producto cumple con las siguientes propiedades:

Propiedades de la adicién

1. Cerradura: Si a y b son elementos de R, entonces la suma también es elemento

de R, y a los nimeros a y b les llamamos sumandos.

a,beR= (a+b)eR

2. Asociatividad: Sia, b y ¢ son nimeros reales, es igual que a la suma de a y b se

le sume el valor ¢, a que el valor a se le sume a la suma de b y c.

a,byceR= (a+b)+c=a+(b+c)

3. Elemento identidad: La suma de cualquier elemento de R y el cero es el mismo
elemento, por lo que al nimero cero le llamamos el elemento identidad para la

suma.

a€ER=a+0=04+a=a

4. Elemento inverso: Para todo a € R, existe otro elemento de R, denotado por

(—a), llamado el inverso para la suma, de modo que la suma de los dos es 0.

a€ER=a+(-a)=(-a)+a=0
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5. Conmutatividad: Si a y b son nimeros reales, el orden en que se sumen no afecta
el resultado.

a,beER=a+b=0b+a

Propiedades de la multiplicacién

1. Cerradura: Sia y b son elementos de R, entonces el producto también es elemento
de R, y a los niimeros a y b les llamamos factores, el simbolo que emplearemos para
la multiplicacién serd un punto a media altura, con objeto de que no se confunda

con la letra x.

a,beR=(a-b)eR

2. Asociatividad: Si a, b y ¢ son mimeros reales, es igual que el producto de a con b

se multiplique por ¢, a que el valor de a se multiplique por el producto de b con c.

a,byceR= (a-b)-c=a-(b-c)

3. Elemento identidad: El producto de cualquier elemento de R y el uno es el mismo

elemento, entonces el nimero uno es el elemento identidad para la multiplicacién.

a€ER=a-1=1-a=a

4. Elemento inverso: Para todo a € R, a # 0, existe otro elemento de R, denotado
por (i), llamado el inverso de la multiplicacién de modo que el producto de los dos

es 1.

aGR,a#Oia.(%)=(a).a=1

124



5. Conmutatividad: Si a y b son niimeros reales, el orden en que se multipliquen

no afecta el producto.

a,bcR=>a-b=b-a

Propiedad distributiva (del producto respecto a la suma)

1. A la izquierda:

Seana,bycceR=>a-(b+c)=a-b+a-c

2. A la derecha:

Seana,byceR= (a+b)-c=a-c+b-c

Para las siguientes expresiones a,b y ¢ € R. Estas expresiones ilustran las pro-

piedades de campo enunciadas.
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Expresién

(—9)-1=-9

(2+5)eR

2-(a+b)=2-a+2-b

—(m +8) + (m +38)

3-2-1)=3-2)-r

76+ (a + 3b) = (a+ 3b) +7b

(3 m=1

(r+6)-5=r-5+6-5

(p+29) +3¢=p+ (2¢+3q)

(13-t)eR

27 +0 =27

a-(2-a)=(2-a)-a

Propiedad que ilustra

Elemento identidad para la multiplicacién

Cerradura para la suma

Distributiva a la izquierda

Elemento inverso para la suma

Asociatividad para la multiplicacién

Conmutatividad para la suma

Elemento inverso para la multiplicacién

Distributiva a la derecha

Asociatividad para la suma

Cerradura para la multiplicacién

Elemento identidad para la suma

Conmutatividad para la multiplicacién
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5.3.2 Proposiciones que se demuestran

En mateméticas, a una proposicién cuya verdad necesita ser demostrada se le
llama teorema. Demostrar consiste en encadenar de manera légica conocimientos que
se suponen verdaderos, de manera tal que se haga evidente la verdad enunciada en el
teorema. La redaccién de demostraciones constituye uno de los trabajos fundamentales
en el quehacer matemético, es por eso conveniente familiarizar lo més pronto posible a
los estudiantes en esta tarea que no es nada facil. Nos proponemos por tanto, con ayuda
de las propiedades de los niimeros reales ilustrar algunos teoremas sencillos con el objeto
de introducir la idea de demostracién y aprovecharlo a la vez para reforzar cada una de
las propiedades de campo sefialadas, todo esto serd ttil para prepararnos a abordar los

conocimientos algebraicos que vendran después.

Ejemplos:
Teorema:
Si a,b € R, entonces (2a) - (3b) = 6ab
Demostracion:
(2a) - (3b) = 2-(a-3)-b Asociativa para la multiplicacién

= 2-(3-a)-b Conmutativa para la multiplicacién

= (2-3)-(a-b) Asociativa para la multiplicacién

= 6ab
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Teorema:

Sia,b,myn € R, entonces (m +n) + (a+b) =(a+m)+(n+b)

Demostracion:
(m+n)+(a+bd) = [(m+n)+a]+b Asociativa para la suma
= [a+(m+n)]+b Conmutativa para la suma
= [(@a+m)+n]+b  Asociativa para la suma
= (a+m)+(n+b) Asociativa para la suma
Teorema:

Sia,b,cydeR, entonces d(a+b)+c]=d-a+(d-b+d-c)
Demostracion:
dila+b)+c] = d-(a+b)+d-c Distributiva por la izquierda

= (d-a+d-b)+d-c Distributiva por la izquierda

= d-a+(d-b+d-c) Asociativa para la suma

5.3.3 Propiedades de la igualdad

En matematicas cuando utilizamos el simbolo = (igual que), quemos significar
que lo que se encuentra en ambos lados del simbolo representa lo mismo (que ambos

son iguales). Las siguientes propiedades establecen las relaciones de igualdad entre los
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nimeros reales, estas pueden parecer triviales, pero son importantes en el desarrollo 16gico

de este sistema.

1. Reflexiva:Todo niimero es igual a sf mismo

SiaeR = a=a

9. Simétrica: Si un nimero es igual a otro, entonces éste es igual al primero

Sig,beRya=b= b=a

3. Transitiva: Si un primer mimero es igual a un segundo, y éste igual a un tercero,

entonces el primero, es igual al tercero.

Sia,b,ceR,a=byb=c=>a=c

4. Sustitucién: Si un mimero es igual a otro, en cualquier expresién en que aparezca

el primero puede reemplazarse por el segundo sin alterar el valor de la expresion

Sia,beRya=>b= a puede ser sustituido por b o viceversa.

5. Aditiva:

Si a,b,cy d son cuatro nimeros reales y a = byc=d, entoncesa+c=>b+d

6. Multiplicativa:

Si a,b, ¢ y d son cuatro nimeros reales y a=>by c= d, entonces a-c=b-d
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Para las siguientes expresiones a,b y ¢ € R. Presentamos estas expresiones

nuevamente para ilustrar las propiedades de la igualdad enunciadas

Expresion Propiedad que ilustra
Sia=5yb=c,entoncesa+b=5+c¢ Aditiva
Sia+b=cyc=6, entoncesa+b=206 Sustitucién

Sia=8y 8=c, entoncesa =c Transitiva
Si2a+b+3=c, entonces ¢c =2a+b+3 Simétrica

Sia=by3b+1=c, entoncesa-(3b+1)=b-c Multiplicativa
0=0 Reflexiva

Demostraciones:

Teorema: (Ley de cancelacion para la suma)

Siz,y,z€ Ryz+z=y+ zentoncesz =1y
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Demostracion:

rt+z+(—2)=y+z+(-2) Aditiva de la igualdad
T+ [z+ (—2)) =y+[z+ (—2)] Asociativa para la suma
z+0=y+0 Sustitucién
T=1 Existencia de idéntico para la suma

Teorema: (Ley de cancelacién para el producto)

Siz,y,z€ Ryxz-z=1y-zentoncesz =y

Demostracion:
z-z-(H=y-z-(3) Multiplicativa de la igualdad
-z =y-[z- ()] Asociativa para la multiplicacién
z-1=y-1 Sustitucién

T=y Existencia de idéntico para el producto
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Teorema:

Siz,y € Ryz=yentonces —z = —y

Demostracion:
T+ (—z) = y+ (—x) Aditiva de la igualdad
0 = y+ (—x) Sustitucién
(=) +0 = (-y)+y+(-2) Aditiva de la igualdad
(=) +0 = [(—y)+y]+(-2) Asociativa para la suma
(—y)+0 = 0+ (—=z) Sustitucion
-y = -z Existencia de idéntico para la suma
- = -y Simeétrica de la igualdad
Teorema:

1 1
Siﬂ?»yER,ﬂ?#O,y#oyx=yentonces;=§
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Demostracion:

z-(3) = y- (1) Multiplicativa de la igualdad
1 = y-(3) Sustitucién
(i) 1 = (%) Sy (3)] Mutiplicativa de la igualdad
(%) 1 = [(%) yl - (2) Asociativa para la multiplicacién
(%) +1 = 1. (%) Sustitucién
% = % Existencia de idéntico para la multiplicacién

Simétrica de la igualdad

8 |
< =

5.3.4 Solucién de ecuaciones

Iniciando nuestro estudio de lgebra apoyado en las propiedades de los mimeros
reales estudiadas, diremos que una ecuacién es una igualdad entre dos expresiones alge-
braicas. Resolver una ecuacién es encontrar los valores numéricos que al sustituirlos en el
lugar de las variables hacen cierta la igualdad. Para poder realizar esto se requiere dejar
la variable sola de un lado de la ecuacién, es decir, despejar la variable. Suele ocurrir que
un estudiante tenga dificultades en el procedimiento de despejar una variable, muchas
de las veces los errores ocurren por el uso inadecuado de las propiedades de los mimeros
reales. Presentamos a continuacién una serie de ejemplos que ilustran la forma en que se
puede ir acostumbrando a un estudiante a usar adecuadamente estas propiedades en la

solucién de ecuaciones lineales con una variable.
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Ejemplos:

Dada la igualdad z + 7 = 9, encontrar el valor de z, justificando cada uno de los

pasos del procedimiento.

z+T74+(=7) = 9+ (—7) Aditiva de la igualdad
s+ T7+(=7) = 2+7)+(-7) Sustitucién de la igualdad
s+ [T+ (=7 = 2+[7T+(-7) Asociativa para la suma
z+0 = 2+0 Sustitucién
x = 2 Existencia de neutro para la suma

Dada la igualdad 4z = 16, encontrar el valor de z, justificando cada uno de los

pasos del procedimiento.

()42 = (3)-16 Multiplicativa de la igualdad
3)-(4z) = (3 4-4) Sustitucién de la igualdad
(3)-4]-z = [(3)-44 Asociativa para la multiplicacién

l-z = 1-4 Sustitucién
x = 4 Existencia de neutro para la multiplicacién
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Dada la igualdad 3z + 5 = 23, encontrar el valor de z, justificando cada uno de

los pasos del procedimiento.

(3z+5) +(-5) = 23+ (-95) Aditiva de la igualdad
Bz +5)+(=5) = (1845)+(-5H) Sustitucién de la igualdad
3z+ 5+ (=5)] = 18+ [5+ (-5)] Asociativa para la suma
3z+4+0 = 1840 Sustitucién de la igualdad
3z = 18 Existencia de neutro para la suma
(3)-3z = (3)-18 Multiplicativa de la igualdad
(3) - (3z) = (3)-(3-6) Sustitucién de la igualdad
[(3)-3]-= = [(3)-3]-6 Asociativa para la multiplicacién
l-z = 1-6 Sustitucién de la igualdad
z = 6 Existencia de neutro para la multiplicacién
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Dada la igualdad 2z + 6z = 15, encontrar el valor de z, justificando cada uno de

los pasos del procedimiento.

(2+6)-z = 15 Distributiva por la derecha
8-z = 15 Sustitucién de la igualdad
(3)-8-z = (315 Multiplicativa de la igualdad
[(3)-8-2 = (5)-15 Asociativa para la multiplicacién
1.z = 2 Sustitucién de la igualdad
x = % Existencia de neutro para la multiplicacién

5.3.5 Propiedades de orden

En matemadticas es comiin encontrar situaciones donde existe la necesidad de
comparar dos cantidades para saber cual de ellas es mayor, es por tanto necesario distin-
guir que los mimeros reales es un campo ordenado. Esto significa que dados dos elementos

diferentes uno de ellos necesariamente es mayor que el otro.

5.3.6 Orden de los reales

Si a y b son mimeros reales, decimos que a < b (a es menor que b), si b se

encuentra a la derecha de a en la recta de reales.
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A

v

Dado que b se encuentra a la derecha de a

Por ejemplo cuando decimos que ¢ > 0, estamos afirmando que ¢ es un real que

se encuentra a la derecha del cero, por tal motivo podemos concluir que ¢ es positivo.

4
v

0 c

Dudo que c se encuentra u lu derechu de 0, entonces c es positivo.

De manera similar podemos afirmar que todos los nimeros ¢ < 0, se encuentran

a la izquierda de cero y por tal motivo son negativos.

c 0

Dado que c se encuentra a la izquierda de 0, entonces c es negativo.

Debemos notar entonces que el cero no es positivo ni negativo.

Procedemos ahora a mencionar las propiedades de orden que distinguen a los

ndmeros reales.
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1. Tricotomia: Si a y b son mimeros reales, sélo una de las siguientes afirmaciones
es verdadera:

a < b, a=1b 0 a>b

2. Transitiva: Si a,by ¢ son nimeros reales, a < by b < ¢, entonces a < c.
3. Aditiva: Si a,b y ¢ son nmimeros reales y a < b, entonces a + ¢ < b+ ¢

4. Multiplicativa:Si a, b son mimeros reales y a < b, entonces

ea-c<b-c sélosic>0.

ea-c>b-c,sb6losic<0.

Ejemplos:

Teorema:

Sia€Rya#0 entonces a? > 0

Demostracion:

Como a # 0, entonces tenemos dos casos a considerar, Cuando a > 0 y cuando

a < 0. Hagamos la demostracién para ambos casos.

e Primer caso: cuando a > 0.

a-a>0-a Multiplicativa de orden

a’>>0 Por sustitucion
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e Segundo caso: cuando a < 0.

a-a>0-a Multiplicativa de orden

a’?>0 Por sustitucién

Dada la desigualdad 52 + 1 > 11, encontrar los valores de z, justificando cada

uno de los pasos del procedimiento.

bz +1)+(-1) > 11+ (-1) Aditiva de orden
bz+1)+(-1) > (10+1)+(-1) Sustitucién de la igualdad
Sz+[14+(-1)] > 10+[1+(-1)] Asociativa para la suma
o + 0 > 10+ 0 Sustitucién de la igualdad
ST > 10 Existencia de neutro para la suma
(3) - (5z) > ()10 Multiplicativa de orden
() - (52) > (3)-(5-2) Sustitucién de la igualdad
[(})-5) -z > [(3)-5]-2 Asociativa para la multiplicacién
l-z > 1-2 Sustitucién de la igualdad
T > 2 Existencia de neutro para la multiplicacion
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Dada la desigualdad 7 — 4z < 27, encontrar los valores de z, justificando cada

uno de los pasos del procedimiento.

(- +7—-4z < (=7)+27 Aditiva de orden
(- +7—-4z < (=7)4+7+20 Sustitucion de la igualdad
(=) +7 -4z < [(-7)+ 7] +20 Asociativa para la suma
04z > 0+20 Sustitucién de la igualdad
—4x > 20 Existencia de neutro para la suma
(-1) - (-4z) > (-1)-20 Multiplicativa de orden
(-1) (—4z) > (-1)-20 Sustitucién de la igualdad
(-3) (-9]-z > (—1)-20 Asociativa para la multiplicacién
1.z > -5 Sustitucién de la igualdad
x > -5 Existencia de neutro para la multiplicacién

5.3.7 Valor absoluto

El valor absoluto de un niimero real a, denotado por |a| es la distancia del punto

que asocia en la recta al origen.
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Por ejemplo si se desea encontrar el valor absoluto de 6,0 y —4 respectivamente,
hacerlo se traduce en encontrar la distancia del origen a cada uno de los puntos de la

recta de reales, por tal motivo podemos decir que

6)=6  |-4/=4  |0|=0
/6/=6
EIG ;"
] !
/4/=4

Debemos observar que si un mimero es positivo o cero, su distancia al origen es él
mismo, en cambio si un nimero es negativo, su distancia al origen es su inverso aditivo.
A partir de lo anterior podemos establecer la siguiente

Definicién: El valor absoluto de un mimero real z (que se denota por |z|) es:

T siz>0
|z| = ,
—I siz <0

e Ejemplo:

., Cuél es el valor absoluto de —5 ?

Respuesta:

Encontrar el valor absoluto de —5, es lo mismo que encontrar la distancia desde

el origen hasta el punto —5, por tanto |—5| = 5.
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e Ejemplo:

¢ Cudles son los valores de z, tales que |z| = 7?

Respuesta:

Pensar en los valores de z que cumplen con esta igualdad, se traduce en encontrar

los puntos de la recta de reales que se encuentran a 7 unidades de distancia del origen.

Estos puntos son 7 y —7.

/7/=7

Y

<-4

S

/-7/=7

propiedades del valor absoluto

1. Sia € R, entonces |a|] > 0.
2. |la] =0,s0losia=0
3. Sia,beR, entonces |[a—b| =|b—al.

4. Sia,by c € R, entonces |a — b| < |a — ¢| + |c — b| (Desigualdad del tridngulo).

Observacion:

Debemos distinguir que el valor absoluto de una resta de dos reales, es la distancia
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entre ellos, por tal motivo la propiedad nimero tres es cierta.

e
- : TS
0 a\ \b
1 1
——
/a-b/=/b-a/

Ejemplo:
Encontrar los valores de z, tales que |z — 6] = 2

Solucién:

El problema, en términos geométricos se reduce a encontrar los valores para T

que se encuentran a una distancia de 2 unidades en la recta de reales del punto 6.

P
0

Es claro que los valores de z que responden la pregunta son 4 y 8, sin embargo
propongamos la solucién de este problema, en términos de las propiedades vistas. Se

pueden distinguir en la solucién los siguientes dos casos:

e Cuando z > 6, es decir cuando el punto z se encuentra a la derecha del nimero
6 en la recta de reales, esto tiene por consecuencia que z — 6 > 0, por tal motivo
podemos decir que

iz~ 6| =2 —6=2

143



luego la primer solucién es

=28

e Por el contrario si z < 6, entonces z se encuentra a la 1zquierda del nimero 6 en la,
recta de reales, esto tiene por consecuencia que £ — 6 < 0, por tal motivo se dice
que

|z —6]=—(z—6) =2

luego la segunda solucién es

Ejercicios:

1. Justifica cada una de las siguientes expresiones con alguna propiedad de los niimeros

reales.

ea)7-8+a)=7-8+7 a
e b)7-(3-v2)=(7-3)-v2
e ¢) Si 1 =z entonces z =
°d)(-a)+0=-a

e ¢)(~1)-1=—1

o )+ (—m) =0
eglz-l+y - l=zx+y

o h) (VB+7) A= =1

®i)Siz+y=zentonces (z+y)+3=2+3
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2. Escribe las propiedades usadas en la demostracién del siguiente:

Teorema: Si z es cualquier mimero real, entonces

z:0=0-2=0
Demostracién:
0+0 = 0
z = z
z-(040) = z-0
z-0+z-0 = z-0
—(z-0) = —(z-0)
—(z-0)+[z-0+2-0] = —(z-0)+z-0
[-(z-0)+z-0]+z-0 = —(z-0)4+z-0
0+2z-0 = 0
z-0 = 0
0-z = 0
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3. Demuestra los siguientes teroemas, usando las propiedades y resultados vistos.

a) Teorema: Si z es cualquier nimero real, entonces
—(—z)==zx

b) Teorema: Si z es cualquier nimero real distinto de cero, entonces:

B || -
Il
8

4. Para las siguientes igualdades, encuentra el valor de z, escribiendo en cada paso la

propiedad que se este usando.

a)3z+1=4

b) —z =6

)Tz +v2=14++2
d)i=2
e)mx—m=0

f)3z+2=22-2

9. Encuentra el valor de z para:

a) lz—3|=2
b) |z +5/=0
c) |z —7=-3
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