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RESUMEN

El propésito de este trabajo de tesis es presentar una propuesta para integrar
la ensefianza de la Geometria Fractal en el bachillerato. Esta propuesta se estructura por
medio de la presentacién de una metodologia y un material didactico dirigido al profesor a
través del cual se desarrollan los conceptos basicos con los cuales trabaja la Geometria
Fractal. Se presentan asi mismo los fundamentos mateméticos que sustentan la construccion
de los elementos con los que esta Geometria trabaja, formalizindola asi desde un enfoque
puramente matematico. Es objetivo del trabajo el desarrollar y fundamentar los elementos,
en cuanto a contenido y metodologia, contenidos en un manual para el profesor suficientes
para disefiar un curso. No es parte de los objetivos del mismo el disefio riguroso del curso
ni su implementacion, lo cual queda como recomendacién para futuros trabajos. Para
sustentar esta propuesta, se utilizan los elementos fundamentales del constructivismo, por
lo que en su disefio se incluyeron actividades que van mediando la construcciéon de
conceptos tales como el de dimensién fractal, proceso iterativo y autosemejanza. Se
presenta como resultado un Manual de Geometria Fractal para el Profesor de Bachillerato
en el que se han concentrado y filtrado los sustentos mateméaticos y tedricos que permiten
ubicar a 1a Geometria Fractal en el contexto educativo del Estado, basado en una revision
bibliogrifica y de paquetes computacionales que ademas, sintetiza textos originales de los
creadores de esta Geometria. Se presentan ademas los lineamientos generales para orientar
el disefio formal de un curso, basados en la investigacién bibliografica realizada sobre el
tema y adecuados al material elaborado.

(Geometria Fractal, ensefianza, bachillerato)



SUMMARY

A teacher manual is presented as part of a proposal for the introduction of Fractal
Geometry in the math curricula of High School. This material was designed according to a
constructivist approach that encourages the integral participation of the student and a
change of role of the teacher. Since all formative processes in mathematics needs a formal
support, it is included a special chapter containing the mathematical construction and
discussion of the elements of the Fractal Geometry through Iterated Function Systems.
General guiding for the design and implementation of a complete course are given as well
as a brief software review.

(Fractal Geometry, teaching, high school)
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1 ANTECEDENTES

Desde tiempos inmemorables, el hombre ha mostrado una necesidad de entender e
interpretar los fendmenos naturales tales como la lluvia y el fuego, asi como un asombro por
el mundo que le rodea incluyendo las estrellas, el sol y la luna. Dicha necesidad y asombro lo
llevé a la creacion y veneracion de dioses tales como el dios de la lluvia o el dios del fuego, y
a la incansable observacion y estudio de la naturaleza. Para buscar una comunicacién con sus
dioses se construyeron magnificos templos los cuales también sirvieron para la observacion
de las estrellas y en los que se crearon y aplicaron los conocimientos matematicos de la
antigiiedad.

Con el acelerado desarrollo tecnoldgico de la humanidad que se dio a partir del
Renacimiento y después de mil afios de oscurantismo en Europa, los descubrimientos en la
fisica, las matematicas y la ingenieria se interrelacionaron, adelantandose constantemente los
unos a los otros y demandando la generacion de mds y mas saber, proceso que ha resultado
ser irreversible.

Las matematicas, desde sus inicios, se han constituido como una ciencia cuya
importancia se manifiesta, en el ambito mundial, al observar que practicamente no hay
curriculum a nivel medio o medio superior que no incluya temas matematicos.
Fundamentalmente, en lo que respecta a las ramas de las matematicas como el algebra, la
geometria, la trigonometria y el calculo, la relevancia de las matematicas se hace evidente
cuando se trata de interpretar y modelar el mundo que nos rodea mediante un lenguaje
universal. '

Por otro lado, y contrastando con el hecho de que su importancia esta reconocida
en ambitos cientificos, parece ser que nos encontramos ante una creciente desvalorizacion de
las matematicas entre los estudiantes. En el caso de preparatoria, en general, prevalece la
idea de que las matematicas son una ciencia “muerta” y “vieja” que no tiene aplicaciones
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practicas a corto plazo. Es decir, los estudiantes perciben que lo que estan estudiando en sus
cursos de matematicas son conocimientos generados en la época de los Griegos en el siglo
III AC (si estan estudiando algebra) o en el siglo XVII principalmente (si ya van en calculo),
y los cuales no van a aplicar de una manera practica a menos que cursen una carrera en
ciencias “exactas” o alguna ingenieria. Desgraciadamente, en cierta forma, su percepcion es
correcta, ya que un estudiante de preparatoria que en su carrera no estudie o aplique las
matematicas, dificilmente encontrara otra ocasion para conocer y apreciar un poco mas de
esta maravillosa ciencia y por lo tanto, perdera la oportunidad de aplicarla en su profesion y
en su vida.

Los responsables de esta desvalorizacion son, en gran parte, los programas
escolares, los cuales no incluyen material contemporaneo, y un tremendo desconocimiento
del proceder actual de esta ciencia en ambitos educativos a todos los niveles. La actual
tendencia hacia la globalizacion de la educacion media superior y superior ha generado una
demanda de profesionistas en areas de trabajo tales como la electronica, el analisis de
materiales y la comunicacion, lo que nos conduce a pensar que es importante dar al
estudiante la oportunidad de apreciar las matematicas como una ciencia “viva” y “dinamica”
donde, dia a dia, se van generando conocimientos nuevos, algunos con aplicaciones
inmediatas, al menos en estas areas. Es notable que algunos de estos nuevos conocimientos
sean totalmente accesibles al estudiante de preparatoria, ya que se podria pensar que estos
“frescos” conocimientos estan fuera del alcance de nuestros alumnos o, mas aun, de los
mismos profesores; sin embafgo, existe una matematica desarrollada en épocas recientes,
parte de la cual se puede entender y trabajar con tan solo los conocimientos tradicionales de
un alumno de bachillerato.

Una parte de esta ciencia “viva” y “dinamica” es la llamada “Geometria Fractal”
cuyos origenes, como rama de las matematicas, se ubican en el siglo XX (mas
especificamente en la segunda mitad de la década de los setentas) y que alin se encuentra en
una etapa inicial de desarrollo. Mas aun, una parte muy importante de la Geometria Fractal,
la aleatoriedad, juega un papel central en el crecimiento de estructuras tales como la de las
células nerviosas, tineles de termitas, cultivos de bacteria, sistemas de raices, propagacion
de fuegos en los bosques, dis_tribuciones galacticas, cordilleras de montafias, deltas de rios,

formacion de nubes, asi como en el crecimiento de la secuencia de nucleotidos en el DNA, el



de la coliflor y el del brocoli, el de los pulmones y los rifiones, asi como el del sistema
nervioso y el del cardiovascular (Buldyrev et al, 1994). El campo nuevo de la Geometria
Fractal extiende la geometria clasica (euclideana) de tal forma que se pueden modelar
objetos del mundo real tales como montaiias, nubes y paisajes (Jones, 1993). Este es un tipo
de geometria al que se puede acceder con conceptos matematicos estudiados en el
bachillerato como serian el de funcion, proceso, iteracion, limite y nimero complejo.

El proposito de este trabajo de tesis es presentar una propuesta que facilite la
integracion de la enseflanza de la Geometria Fractal en el bachillerato. Esta propuesta se
estructura por medio de la presentacion de una metodologia y un material didactico dirigido
al profesor a través del cual se desarrollan los conceptos basicos con los cuales trabaja la
Geometria Fractal. Se presentan asi mismo los fundamentos matematicos que sustentan la
construccién de los elementos con los que esta geometria trabaja, formalizandola asi desde
un enfoque puramente matematico.

La propuesta se basa en un analisis detallado de las experiencias que se han tenido
en otros paises tales como Estados Unidos de América y Canada, en un anilisis bibliografico
sobre el tema y en una correlacion entre algunos de los conceptos matematicos que aparecen
en los planes analiticos del bachillerato y temas tipicos de la Geometria Fractal. Es objetivo
del trabajo el desarrollar y fundamentar los elementos, en cuanto a contenido y metodologia,
suficientes para disefiar un curso. No es parte de los objetivos del mismo el disefio riguroso

del curso ni su implementacion, lo cual quedarad como recomendacion para futuros trabajos.



2 MARCO TEORICO

2.1 Educacion Matematica e Investigacion en

Educacion Matematica

Se pueden identificar dos elementos involucrados con la ensefianza de las
matematicas; éstos son, por un lado, el area que comprende la investigacion en educacién vy,
por el otro, la ensefianza en el aula junto con todos los aspectos que la rodean: pedagoégicos,
contextuales, administrativos, académicos y curriculares, es decir, el proceso vivo de
ensefianza — aprendizaje.

A lo largo del desarrollo de la ciencia, se observa frecuentemente una ruptura entre
los descubrimientos y posturas teoricas planteadas a través de la investigacion y, la
aplicacion y experiencia fuera de ambientes controlados. La relacion, o falta de ésta, entre la
investigacion de la forma de aprender (investigacion en educacion matematica) y aquellos
otros que tienen que ver con los métodos de ensefianza de las matematicas (didactica de las
mateméticas), no es una excepcion, y hasta hace algunos afios la brecha entre la teoria en
educacion matematica (surgida de la investbigacic’m) y la didactica de las matematicas (surgida
de la experiencia en el aula) era considerable. Una de las razones de esta situacion tiene que
ver con el hecho de que la investigacién en educacion matematica se encontraba en el
proceso de formalizacion como un area reconocida de estudio, lo que hacia dificil, aun para
los investigadores, integrar sus avances en una estructura organizada. Y, por el otro lado, la
didactica de la educacion matematica vivia sus propias discusiones pedagogicas y
curriculares acerca de su relacion con la matematica como cuerpo tedrico y el proceso de

enseflanza - aprendizaje.



Afortunadamente, en afios recientes, pareciera ser que esta distancia se ha ido
salvando. Actualmente se observa mejor comunicacion e integracion entre la investigacion
enfocada al aprendizaje de las matematicas (principalmente desde la psicologia) y el trabajo
en el aula. Hay autores que opinan que las teorias epistemoldgicas relativas al conocimiento
matematico ejercen una influencia determinante sobre la educacién matematica en la
actualidad (Moreno y Waldegg, 1992), entendiendo por ésta, la labor que fealiza el profesor
dentro del salon de clase, en conjunto con aquellos otros factores que intervienen y que
hacen posible que las matematicas se ensefien y se aprendan; estos factores son, por ejemplo,
el disefio y el desarrollo de planes y programas de estudio, los libros de texto, las
metodologias de la enseflanza, las teorias del aprendizaje y la construccién de marcos
tedricos para la investigacion educativa. En general, los autores se refieren a que, si bien no
todo profesor de matematicas pertenece oficialmente a alguna escuela filosofica,
frecuentemente los profesores obedecen a tendencias 0 modas de corrientes internacionales
que se anexan a sus propias opiniones y experiencias y que llegan a ellos a través de
exposiciones en congresos, revistas especializadas u otros canales de comunicacion en el
area.

De acuerdo con Steffe y Kieren (1994) y a Fischbein (1990), entre otros, quienes
analizan las tendencias actuales de la educacion matematica, la perspectiva filosofica mas
aceptada y con mayor influencia en este campo en nuestros dias es el constructivismo. Esta
postura reconoce la matemadtica como una actividad esencialmente abstracta, en donde la
abstraccion reflexiva constituye el eje de la actividad y donde la interiorizacion de las
acciones es su punto de partida hacia su aprendizaje, es decir, basa sus supuestos en una
concepcion sobre el aprendizaje de las matematicas que requiere de procesos reflexivos en
los individuos. No se trata de concretarse a recibir informacién con los procesos de
asimilacion que conlleva; se trata de que el participante, en el proceso de aprendizaje, se
haga consciente de su proceso de aprendizaje, de qué aprende y como lo aprende.

Este paradigma tiene sus raices en la filosofia, la educacion y, principalmente, en la
psicologia. Su idea central es que el aprendizaje se construye, es decir, que las personas
construyen nuevo conocimiento sobre los fundamentos de conocimiento previo; desde esta
perspectiva, los alumnos se enfrentan a situaciones de aprendizaje con el conocimiento

ganado mediante experiencias previas como una herramienta inicial que va a influenciar el
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conocimiento nuevo o modificado, el cual podra generar en cada nueva experiencia a través
de actividades de aprendizaje.

Se van a utilizar los elementos fundamentales del constructivismo para sustentar la
propuesta metodologica de este trabajo. Es necesario, sin embargo, describir primero
algunas otras posturas que, mediante su comparacion, hagan evidentes las bondades de esta
postura cognitiva.

Se analizaran primeramente las concepciones sobre los objetos de estudio en
matematicas. Hay tres formas de concebir los objetos matematicos y su conocimiento desde
una postura filoséfica (Malone & Taylor, 1992). Conforme a la concepcion realista,
nosotros descubrimos los objetos matematicos y éstos objetos preexisten en la realidad. De
acuerdo con la concepcion idealista, nosotros inventamos los objetos matematicos y estos
objetos se aplican a la realidad. Conforme a la concepcién constructivista, nosotros
construimos los objetos matematicos y estos objetos estructuran la realidad; es decir, la
realidad no esta dada, es también una construccion humana.

Conviene hacer una breve reflexion alrededor de la estructura de la clase que se
vive en las escuelas y determinar las consecuencias que cada una de éstas posturas tiene en
el aprendizaje de las matematicas y, por supuesto, en su ensefianza.

Tanto bajo la concepcion idealista como en la realista, la matematica puede ser vista
como un “objeto de ensefianza”, el cual se descubre por el matematico que lo justifica en una
estructura formal para que luego sea ensefiado por el profesor en un contexto de
descubrimiento y justificacion. Desde esta perspectiva, el profesor se debe a la tarea de
mostrar, ejempliﬁcaf y justificar; si la matematica es un “objeto de ensefianza”, la tarea del
alumno es recibir y decodificar. La evaluacion en este enfoque queda definida de manera
clara: los contenidos que el profesor transmite deben ser repetidos por el alumno fielmente y
éste no tiene posibilidad de modificarlos.

Al exponer las bondades de la postura constructivista, no debe entenderse que no
se valore la importancia de las otras concepciones cognitivas. Sin embargo, a diferencia del
realismo y del idealismo, el constructivismo implica una visién activa del alumno que,
continuamente, durante su proceso de aprendizaje, quedara involucrado en procesos de

reflexion y analisis, buscando cambiar la conceptualizacién de las matematicas como un

“objeto de aprendizaje”.



Antes de pasar al detalle de estos procesos, se analizaran algunas de las corrientes
en educacion matematica que han ido influenciando los procesos de ensefianza — aprendizaje.
Se ha dicho que, a lo largo del camino en el cual se han construido teorias de la educacion
matematica, la ensefianza de las matematicas se ha ido influenciando por posturas diversas.
Todas estas posturas han provocado efectos en la educacion matematica y han modificado
los procesos de ensefianza y aprendizaje (Gadanidis, 1994). Por ejemplo, se pensaba que los
alumnos aprenderian mejor mediante el ejercicio y la practica, pero luego se descubri6 que, a
pesar de que los alumnos si adquirian rapidez en el calculo, eso no garantizaba que
aprendieran a utilizar procedimientos maduros 'para resolver problemas; surgia en ese
momento la necesidad del conocimiento significativo que enfatizara el entendimiento de
patrones y principios matematicos en una forma integral. Durante los afios entre las dos
guerras mundiales, se argumenté a favor del aprendizaje incidental de las matematicas, es
decir, aprender matematicas resolviendo situaciones muy especificas en disciplinas
separadas. Como resultado de esta postura, se dividio el curriculum en areas de estudio y se
enfoco la ensefianza de solucion de problemas en lugar de la ensefianza de contenido
especifico; aunque generalmente aceptada, no dejo de haber opositores a este movimiento.

En la década de los setentas, algunas teorias del aprendizaje alcanzaron su auge.
Por ejemplo, las teorias conductistas en los Estados Unidos de América, que proponian una
serie de técnicas disefiadas bajo el supuesto de que el aprendizaje consiste en la modificacion
de ciertas conductas observables, provocadas por un programa de ensefianza basado en la
relacion estimulo-rcfor.iamiento (Moreno y Waldegg, 1992). Desde este punto de vista
conductista, el conocimiento se visualizaba como un “objeto” que se transmite y que se
adquiria mejor o peor, dependiendo del vehiculo que lo transportara; la concepcion realista
seguia siendo el eje director.

El efecto que el conductismo tuvo en la educacién matematica repercutid
fuertemente en el disefio de material didactico del tipo estimulo - respuesta, es decir, la
preocupacion se centraba en la forma en la que se transmitian los conceptos matematicos y
el papel del alumno no pasaba de ser estrictamente un receptor. Si los resultados obtenidos
no eran los deseados, se cuestionaba el método y se buscaba otro.

La concepcién conductista dominé en algunos paises a la educacion matematica

durante el presente siglo, hasta que surge un nuevo modelo basado en la tesis Kantiana y en
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las investigaciones de Jean Piaget sobre el aprendizaje (Moreno y Waldegg, 1992). Este
modelo visualiza al conocimiento como algo inherente a las personas, que se produce y
- construye mediante un proceso continuo de asimilaciones. Esta es una perspectiva
constructivista, y la actividad del sujeto que aprende resulta primordial, a diferencia del
conductismo, no hay un “objeto de ensefianza” sino un “objeto de aprendizaje”.

A pesar de que hay varias posturas sobre lo que el constructivismo realmente es, en
general existe acuerdo en dos principios: (1) el conocimiento es construido mediante
procesos activos por el que aprende y (2) llegar a aprender algo es un proceso de
organizaciéon y adaptacion del mundo conforme lo va experimentado el que aprende
(Kilpatrick 1987, Vergnaud 1987).

Concretamente, en lo que respecta al aprendizaje de las matematicas, Fischbein
(1990) expresa su postura de la siguiente forma:

Aprender matematicas es construir matematicas . . . La tarea del profesor es crear un ambiente que
requiera de una actitud matemadtica, conceptos matematicos, y soluciones matemadticas . . . el
ambiente debe de ser programado de tal forma que sea problematico para inspirar a los estudiantes a

la busqueda de soluciones (pag. 7). ,
Esta perspectiva sobre el aprendizaje contrasta en forma tajante con aquella en la

que la persona aprende mediante la transmision pasiva de la informacion de un individuo a
otro, y donde la clave es la recepcion y no la construccion. Para el constructivismo, el rol del
que aprende es activo, de tal forma que durante el proceso de aprendizaje sus ideas se
fortalecen en cuanto a complejidad y poder; es decir, los alumnos aplican sus conocimientos
actuales, notan los elementos relevantes que surgen durante las nuevas experiencias de
aprendizaje, juzgan la consistencia de conocimiento previo y del que estd surgiendo vy,

basados en su propio juicio, pueden modificar su aprendizaje (Fischbein, 1990).

2.2 El Constructivismo en la Enseiianza

Visualizar una clase bajo la mirada del constructivismo invita a la reflexion y al
cambio; por lo que a continuaciéon se discuten algunas de las implicaciones que el
constructivismo tiene en la ensefianza.

En primera instancia, la ensefianza ya no puede ser vista como la transmision de

conocimiento del que lo tiene hacia el que no; por el contrario, los maestros actuarian ahora



como guias proporcionando a los alumnos oportunidades para probar la efectividad de su
conocimiento actual.

En segunda instancia, dado que el aprendizaje esta basado en conocimiento previo,
entonces los profesores se darian ahora a la tarea de generar ambientes de aprendizaje que
desafien el conocimiento previo para dar la oportunidad de construir el nuevo.

En tercer lugar, si los alumnos se dan ahora a la tarea de aplicar su conocimiento
actual en situaciones nuevas para poder construir nuevo conoéinﬁento, entonces es también
tarea del profesor el de motivar a sus alumnos hacia el aprendizaje incorporando problemas
que tengan relevancia para ellos, es decir, que les sean significativos.

Finalmente, si se trata de que se construya conocimiento en forma activa, se
necesita tiempo para lograrlo. La bondad de dar tiempo a los alumnos radica en que, de esta
manera ellos, tienen la oportunidad de reflexionar sobre sus nuevas experiencias, sobre como
llegaron a ellas y sobre como las superaron.

Para Gadanidis (1994), la personalidad tedrica de la educacion matematica actual es
el constructivismo. Muchos otros autores opinan que la filosofia que dirija los cambios en el
curriculum, y en general en la educacion matematica, debe de ser la constructivista, una
teoria de crecimiento cognitivo y aprendizaje que ha ganado fuertes seguidores en los
ultimos afios (Forman y Pufall, 1988; Newman, Griffin y Cole, 1989; Piaget, 1973; Resnick,
1989; Vygotsky, 1978).

2.3 El Constructivismo en la Ensefianza de las
Matematicas

Conviene ahora enfocar la atencion al salon de clase de matematicas, que tiene
similitudes y diferencias con respecto a la enseiianza y el aprendizaje de otras areas del
conocimiento y que, por lo tanto, requiere de ciertos elementos particulares adicionales.

Las implicaciones constructivistas para el saléon de clase de matematicas demandan
un cambio en los actuales métodos de ensefianza. Esto se refiere a que el salon de clase debe
de ser un espacio que permita que el alumno trabaje en un ambiente de descubrimiento de

relaciones matematicas donde, mediante actividades de aprendizaje disefiadas por el

profesor, sean construidos conceptos nuevos. Lograr esto requiere explorar la incorporacion



de elementos adicionales a una clase tradicional, tales como el uso de la tecnologia, la
introduccién de “manipulativos” (tales como cubos, palitos y hojas de papel), actividades de
discusion e investigacion individuales y por equipo, y brindar oportunidades de reflexion
para los alumnos y el profesor. En el salon de clase, los maestros deberan proporcionar
oportunidades para que los estudiantes representen su conocimiento en una variedad de
formas en el transcurso de la leccion, ya sea escribiendo, dibujando, usando simbolos o
asignando lenguaje a lo que es conocido (Malone y Taylor, 1992). Se trata de presentar
problemas que el estudiante pueda entender, pero que requieran de la construccion de nuevo
conocimiento para resolverse y que, en consecuencia, se promueva la creacion de conflictos
cognitivos; de proveer de multiples oportunidades para la construccién de conocimiento, no
esperar resultados instantaneos; y de permitir a los estudiantes independencia en la
construccion de conocimiento, no intervenir a menos que sea necesario (CMESG, 1991).

De acuerdo con este mismo reporte del Grupo Canadiense de Estudio para la
Educacion Matematica (CMESG, 1991), las ideas filosoficas centrales sobre las
matematicas, compatibles con el constructivismo son que las matematicas deben de ser
vistas como un proceso, no como un producto, y las matematicas deben tener significado.

Como cualquier actividad intelectual, la actividad matematica es dependiente de una
enorme variedad de restricciones motivacionales, afectivas, imaginativas y lingtiisticas, entre
otras. La perspectiva constructivista ha permitido una vision diferente sobre el aprendizaje
de las matematicas que involucra conceptos tales como el infinito, limite, funcién y grafica.
El aluinno aprende matematicas, no mediante una absorcion de conceptos, definiciones,
teoremas y demostraciones, sino mediante la construccion de é€stos a través de esfuerzos
intelectuales propios. Con la introducciéon del constructivismo en la investigacién en
educacion matematica ya no es requisito el usar experimentacion controlada con énfasis en
pruebas estadisticas para probar hipotesis y generalizaciones empiricas para poder decir que
se esta trabajando cientificamente (Stefee y Kieren, 1994). En el constructivismo, no se
estudia la realidad sino la construccion de la realidad, lo cual significa que, en educacién
matematica, se estudia la construccion de la realidad matematica del estudiante dentro del
espacio de su experiencia. Es posible ahora reunir ambos ambientes y disefiar investigaciones

en educacion con enfoque constructivista sin tener que salir del aula y sin generar grupos
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especiales de estudio, lo cual abre las posibilidades para que los educadores se involucren en

nuevos disefios educativos.
El constructivismo enfatiza la importancia de entender las ideas matematicas del

alumno. Por otro lado, estd siendo reconocido el hecho de que los profesores también

construyen ideas, ideas acerca de las matematicas, de la habilidad de sus estudiantes para

hacer matematicas y de las fo

1994).

rmas mas efectivas de ensefianza de las matematicas (Cooney,

Ya que el investigador-profesor constructivista ha buscado formas por medio de las

cuales los estudiantes puedan construir sus propias estructuras de conocimiento matematico,

uno de los productos de tales investigaciones ha sido la descripcion de una variedad de

construcciones (por ejemplo, unidades de estudio de varios tipos y niveles relativas a los
racionales y proporciones) y mecanismos constructivistas (por
de de

e composicion y descomposicion). Tales descripciones pueden

numeros naturales, nimeros

de operaciones

ejemplo, operaciones unicidad, operaciones particion,

proporcionalidad, unidades d
servir al profesor en dos formas. Primero, ofrecen guias para escuchar y observar a los
estudiantes. Segundo, ofrecen fuentes potenciales para el contenido y organizacion de

algunos programas de matematicas (Steffe y Kieren, 1994).

2.4 La Geometria Fractal desde una Perspectiva

Constructivista

El constructivismo enfoca su atencién a la manera en la que una persona aprende;

sugiere que el conocimiento
surgen en respuesta a las
matematicos en ambientes
experiencias que involucren
evaluacion, comunicacion )

significado a las experiencias

matematico es el resultado de la formacion de modelos que
preguntas y a los retos que son planteados por problemas
activos de aprendizaje. El reto consiste, entonces, en crear

al alumno y le permitan apoyar sus procesos de construccion,

y aplicacion de modelos matematicos necesarios para dar

de aprendizaje.

La ensefianza de la Geometria Fractal permite introducir a los alumnos a un

ambiente de aprendizaje acti

vo con elementos tales como:
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v El uso apropiado de la tecnologia en practicas que involucren el uso de
calculadora, calculadora graficadora o computadora.
v El disefio de procesos activos en los cuales los alumnos participan en la
solucién de problemas, discusiones grupales y la elaboracion de proyectos.
v¢ Actividades que promuevan la reflexion de los alumnos acerca de sus
procesos de aprendizaje, tales como el uso de reflexiones escritas y
discusiones grupales.
v¢ El uso de técnicas constructivistas donde los alumnos demuestren el domino
de un conceptg matematico mediante la investigacion historica de sus raices,
experimentando con distintas técnicas de solucion a un problema y trabajando
en forma colaborativa.

Parece ser evidente entonces que el ambiente constructivista es un ambiente natural
en el cual ensefiar la Geometria Fractal (Hanna y Harrison, 1994).

Se ha dicho que el constructivismo tiene implicaciones importantes en la ensefianza.
En primera instancia, la ensefianza ya no puede ser vista como la transmision de
conocimiento del que lo tiene hacia el que no; por el contrario, se esperaria que los maestros
actuen ahora como guias que proporcionen a los alumnos oportunidades para probar la
efectividad de su conocimiento actual.

La propuesta planteada en este trabajo contempla este aspecto, por lo que se han
disefiado actividades que van mediando la construccion de conceptos tales como el de
dimension fractal, proceso iterativo y autosemejanza. La seccion “construcciones”
proporciona al profesor los elementos necesarios para que éste guie a los alumnos hacia la
construccion del concepto mediante discusiones grupales, preguntas que invitan a la
reflexion, actividades en equipo, tal y como se recomienda en los Estdndares del NCTM de
1989 (Hanna y Harrison, 1994).

En segunda instancia, dado que el aprendizaje esta basado en conocimiento previo,
entonces se busca que los profesores se den ahora a la tarea de generar ambientes de
aprendizaje que desafien el conocimiento previo para dar la oportunidad de construir el
nuevo. En la ensefianza de la Geometria Fractal, tienen lugar actividades variadas que se
ajustan a esta perspectiva: el uso de la computadora como una herramienta para la

investigacion y experimentacion alrededor del proceso iterativo en funciones en el plano real
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y en el complejo, tal y como lo plantea la experiencia previa en salones de clase de
universidad, bachillerato y secundaria (Devaney, 1989; Hanna y Harrison, 1994; Solomon,
1989; Harrison, 1991; Buldyrev et al, 1994; Talanquer e Irazoque, 1993; Bannon, 1991,
Cibes, 1990; Barton, 1990), el uso de “manipulativos” que facilitan al alumno la
construccion del conceptd de autosemejanza entre otros (Simmt y Davis, 1998; Ching et al,
1994; Coes III, 1993; Esbenshade Jr, 1991) y discusiones grupéles sobre propiedades
particulares de los objetos fractales, como por ejemplo el hecho de que un perimetro infinito
encierre un 4rea finita en el llamado Copo de Nieve. '

En tercer lugar, si los alumnos se dan ahora a la tarea de aplicar su conocimiento
actual en situaciones nuevas para poder construir nuevo conocimiento, entonces es también
funcion del profesor motivar a sus alumnos hacia el aprendizaje, incorporando problemas
que tengan relevancia para ellos, es decir, que les sean significativos. En etapas avanzadas de
la ensefianza de la Geometria Fractal, el alumno puede llegar a disefiar sus propios
programas computacionales que generen figuras fractales, en este proceso, el fractal
generado adquiere un significado especial para los alumnos. Aunque la mayoria de los
problemas de aplicacion que involucran conceptos de la Geometria Fractal tienen que ver
con sistemas dinamicos (Cibes, 1990; Devaney, 1989), en su mayoria fisicos, el hecho de
que estos sistemas se relacionan en muchas formas con la realidad, da relevancia para el
alumno.

Como ya se ha mencionado, se trata de que se construya conocimiento en forma
activa. Es importante considerar que la propuesta puede integrarse a los cursos de
matematicas de diversas maneras y que el ‘contacto de los profesores con el disefio
constructivista de la misma podra ser transferido a un disefio similar en sus clases al ensefiar
otros conceptos. Si bien un taller de tres o cuatro semanas tal vez no es tiempo suficiente
para profundizar en todos los temas, el presentar a los alumnos conceptos de matematica
moderna con este enfoque generara inquietudes que los llevaran a la construccion de los
conceptos a través de actividades e investigaciones propias, dandoles la oportunidad de
reflexionar sobre sus nuevas experiencias, sobre como llegaron a ellas y sobre como las
superaron. Lo fundamental es dejar en ellos la inquietud por nuevo conocimiento.

La propuesta métodolégica de este trabajo se ha desarrollado tomando una

perspectiva constructivista, basada en lo expuesto anteriormente, y haciendo énfasis en el
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disefio de la parte que corresponde al manual de Geometria Fractal para el profesor de

bachillerato y a las actividades para los alumnos, las cuales se describen con detalle en el

apartado de Metodologia.

2.5 Revision de Trabajos Previos Realizados en el Area

El desarrollo de este trabajo consta de cuatro etapas que se describen en el
apartado de Metodologia; cada una tiene un producto especifico. En relacion con la segunda
etapa del trabajo se analizaron 30 publicaciones, que se refieren a las experiencias en otros
paises al integrar Geometria Fractal en sus cursos de bachillerato. Dicho analisis se ha
realizado desde tres enfoques distintos: se buscaron diferencias y semejanzas de tipo
didactico, se analizo el contenido especifico de cada articulo en cuanto a Geometria Fractal
se refiere y, finalmente, se estudiaron las caracteristicas generales, observaciones y
resultados obtenidos en dichos cursos.

Es importante mencionar que en todos los trabajos analizados se menciona la alta
motivacion observada en los participantes del curso, en que este representé algo diferente
por su estructura y el uso de material didactico aun a pesar de tratar temas matematicos
avanzados. Se enfatiza asi mismo, en la mayoria, que el papel del profesor cambi6, dejando
de ser un expositor para convertirse principalmente en un guia o facilitador en las
experiencias de aprendizaje. El disefio mas comun observado de estos cursos fue la
integracion de temas de Geometria Fractal en cursos de algebra y calculo en preparatoria y,
la asignacion de 2 o 3 semanas terminales dentro de un curso de célculo, exclusivas para
tratar temas de Geometria Fractal. En cuanto a la evaluacion, se realizaron
fundamentalmente presentaciones finales por parte de los alumnos, sin embargo este es un -
tema que no se profundiza lo suficiente en la literatura revisada y el cual sera tratado mas
adelante.

A continuacién se muestran, en la Figura 1, a manera de cuadro sindptico las
caracteristicas didacticas encontradas en dichos trabajos, estas incluyen el tipo de curso, los
conceptos introducidos, la audiencia a quien fue dirigido, el material utilizado, las
actividades que realizaron los participantes, el papel del profesor expositor y la forma de

evaluacion.
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Se observa una gran diversidad en las aproximaciones de distintas escuelas en el
manejo de la Geometria Fractal. Algunos han sido cursos completos con duraciéon de un
semestre, otros insertan ciertos temas dentro de cursos tradicionales de matematicas
mediante talleres, practicas de laboratorio, como actividad adicional o en la ejemplificacion o

introduccion de un nuevo concepto.

Curso Completo (un semestre)

(Dimension Fractal
Tipo de Curso i:lr;la Completo en un Curso Autosemejanza
er‘ _ Proceso Iterativo
Practica de Laboratorio Transformaciones
ConceptoT .
Plano Complejo
"Manipulativos" Graficas
Regla, Compas y mapas Sistemas Dinamicos
Material del Curso el pasy p C
Paquetes Computacionales (308
Calculadora Graficadora
.. [Presentacion Final
Forma de Evaluacion .
Proyecto Final
Facilitador o guia .. Profesore
Papel del Profesor ) gu Dirigido a >
Expositor ‘ Alumnos

Proyecto de Investigacion

. Lecturas y/o Discuciones

Actividades del Alumno§ | | y .
Practicas de Laboratorio

Actividades Colaborativas y/o Individual es en el Salon de Clase

Figura 2.4.1 Caracteristicas diddcticas encontradas en trabajos previos sobre la ensefianza de
la Geometria Fractal

Es importante mencionar que, los trabajos analizados, representan en su mayoria

situaciones particulares de ciertas escuelas o proyectos académicos de algunos profesores, lo
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que se refleja por un lado en la gran diversidad de propuestas y por el otro en una notable
particularizacion de temas, actividades y forma de evaluacion.

En el Anexo 1, se describen las caracteristicas generales y el tema o temas de la
Geometria Fractal de cada articulo revisado, entre los cuales se encuentran las ex;;eriencias
acerca de la ensefianza de la Geometria Fractal en ambitos mas generales, no solamente
confinados al bachillerato. En este anexo, se observa que se sigue dando una gran
importancia al aspecto motivacional del alumno que participa en estos cursos y su papel
activo en el prbceso de aprendizaje. Es también digno de mencionarse el enfoque
metodologico propuesto en estos articulos, el cual incluye aspectos constructivistas tales
como la participacion en discusiones y trabajos en equipo, el uso de problemas significativos,
por ejemplo en Buldyrev (1994), simulaciones de situaciones reales, como en Ching (1994),
el uso de la tecnologia, ejemplificado en Talanquer y Irazoque (1993). Para mayor detalle de
estas actividades, consultar el Anexo 1.

Tomando en consideracion los trabajos analizados se disefi6 la propuesta que este
trabajo propone, la cual se resume en la tabla No. 1 y que sera discutida ampliamente en la
seccion de Resultados. Esta propuesta debe considerarse como un lineamiento general para
el disefio de un curso cuya estructura debera particularizarse por el profesor o grupo de

profesores a la situacion especifica de cada institucion.

- De 2 a 3 semanas en el cierre del dltimo curso de Matematicas del

Tipo de curso en cuanto Bachillerato, de ser este Célculo.
a extensidén - De no ser Calculo, se detalla una opcion en la seccion de Resultados.

_ - - Lecturas y posteriores discusiones en clase.
Actividades del alumno |-  Pricticas de Laboratorio.

- Proyectos de investigacién o simulacién en Equipo.
- Construccién de material diddctico.

Poblacién a quién va | Los alumnos a través del profesor.
dirigido

Papel del profesor Facilitador o guia del proceso.

- Proyecto de investigacion de una aplicacion de la Geometria Fractal y

Forma de evaluacién exposicidn grupal de resultados en clase.
- Desarrollo y entrega de material didactico enfocado a la ensefianza

de la Geometria Fractal elaborado bajo criterios especificos.

Tabla No. 1 Caracteristicas generales de la propuesta para la ensefianza de la
Geometria Fractal en el bachillerato
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Como conclusion de esta seccion, a continuacion se resume el impacto que puede

tener sobre el aprendizaje de las matematicas del alumno el participar en un curso de

Geometria Fractal. Esta lista esta basada en el analisis de los trabajos previos realizados en el
area (Solomon, 1989, CMESG, 1991; Hanna y Harrison, 1994; Gura y Lindley, 1994,
Harrison, 1991; Lewis y Kaye, 1990).

2.6 Beneficios para el alumno que participa en un curso

de Geometria Fractal

Segun la revision bibliografica realizada y tras un analisis detallado de trabajos en el

area, se enuncian algunos de los beneficios para el alumno que participe en un curso de

Geometria Fractal.

El alumno, a lo largo de su proceso de aprendizaje,

adquirira la idea de que las matematicas estan vivas y son dinamicas ya que esta
matematica tiene sus origenes, como rama de las matematicas en el siglo XX,
tendra la posibilidad de “ver” objetos matematicos nuevos tales como los
Conjuntos de Julia, el Conjunto de Mandelbrot, el Helecho de Barnsley y muchos
mas que no han sido designados con un nombre especifico,

reunira varios conceptos matematicos en una aplicacién, como por ejemplo en la
construccion de los Conjuntos de Julia donde se integran los conceptos de niimero
complejo, plano complejo, evaluacion de funciones de variable compleja, iteracion
de funciones de variable compleja, 6rbita de un punto, convergencia, divergencia y
limite, ademas de todos aquellos que normalmente estan incluidos en los
prdgra.mas analiticos del bachillerato,

tomara un papel activo en su aprendizaje, ya que el papel del profesor cambia de
expositor a guia o facilitador al disminuir el énfasis en procedimientos de
mecanizacion 0 memorizacion individuales para enfatizar en solucion de problemas
en equipo,

tendra enfoques nuevos en el aprendizaje de ciertos temas tales como nimero y

plano complejo, solucion de ecuaciones de variable real o compleja, entre otros,
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e reunira varias disciplinas en una actividad como seria en el caso de la programacion
para resolver ecuaciones polinomiales de variable compleja.
El impacto en el desarrollo de un alumno que logre estos objetivos a lo largo de un
curso que ha sido planeado para dar oportunidad a ello se reflejard no solamente en su
desempefio académico, sino, ademas, en sus actitudes hacia las matematicas y hacia la vida

misma.
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3 PROBLEMA

3.1 Planteo del problema

Hay suficiente evidencia de que la Geometria Fractal ha sido ensefiada con éxito en
ambitos educativos a nivel bachillerato y que esto ha sido provechoso para el profesor y para
el estudiante; con relacion a esta afirmacion, pueden consultarse los trabajos de Gura y
Lindley (1994), Harrison (1991), Lewis y Kaye (1990). Las experiencias a este respecto se
ubican principalmente en el sistema educativo estadounidense y canadiense. Es, por esto
mismo, que el material disponible sobre el cual se han disefiado estos cursos, la teoria y las
actividades practicas se encuentran todas ellas adecuadas a estos sistemas educativos, es
decir, acordes a los programas curriculares norteamericanos y en el idioma inglés
principalmente.

Por otro lado, se ha observado que la mayoria de los profesores de nivel medio y
medio superior no tienen conocimiento de esta geometria debido a distintas causas; entre
-éstas la dificultad del idioma, la poca disponibilidad de materiales adecuados a su contexto y,
la falta de tiempo para profundizar en el tema; esto representa uno de los obstaculos que
como consecuencia limitan el acceso de los alumnos de bachillerato av este tipo de
matematica.

Se observa entonces que el material, tanto en lo que se refiere a accesibilidad del
idioma asi como en cuanto a diversidad y profundidad, no es adecuado para utilizarse en
forma inmediata en los cursos de bachillerato.

Dadas estas circunstancias, y siendo uno de los objetivos de este trabajo el de
sentar bases suficientes para el disefio formal de un curso de Geometria Fractal, es

importante poner este material al alcance del profesor promedio de bachillerato. Es por ello
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que uno de los principales propositos de este trabajo es el de concentrar y filtrar los
sustentos matematicos y teoricos que permitan ubicar la Geometria Fractal en el contexto
educativo del Estado, para lo cual se realiza una revision bibliografica y de paquetes
computacionales; se adecuan partes de los textos originales de los creadores de esta
geometria; se analizan cursos, talleres, otras propuestas y experiencias en este campo en
contextos educativos de paises como Estados Unidos de América y Canada, y se retine todo
este material en una propuesta metodoldgica y conceptual que ha sido adecuada al contexto
de la ensefianza de las matematicas del bachillerato en algunas escuelas de Querétaro, es
decir, elaborada de tal forma que el lector pueda hacer uso del material a lo largo de uno o
varios cursos de matematicas; en el cierre del ultimo curso de matematicas del bachillerato o,
bien, en un curso o taller adicional.

Este trabajo no pretende hacer un analisis curricular de la educacion media en
México; lo importante es crear la posibilidad de la ensefianza de esta matematica en el
bachillerato. Tampoco pretende disefiar un curso de Geometria Fractal para el bachillerato,
sino, sentar las bases metodologicas y conceptuales y, plantear los lineamientos generales

para que ésto ocurra en un futuro.

3.2 Cuestionamientos a los que responde la Investigacion

La mayoria de los planes curriculares del bachillerato en México comprenden las
areas matematicas de algebra, trigonometria, geometria euclideana, geometria analitica y
calculo, que representan parte de los conocimientos matematicos gestados por el hombre
desde las civilizaciones Egipcia y Babilonica hasta los trabajos sobre la fundamentacion del
calculo realizados en el siglo XVIII. De ninguna manera se pretende desvalorizar la
tremenda importancia de este cumulo de conocimientos y sus valiosas implicaciones en el
desarrollo tecnologico de cualquier sociedad. Sin embargo, desde una vision holistica de las
matematicas, esta estructura curricular podria dejar la impresion de que las matematicas han
sido descubiertas o creadas en su totalidad cuando, por el contrario, son una ciencia viva y
en permanente descubrimiento o creacion. Es por esto por lo que podemos comenzar a
pensar en la posibilidad de integrar parte de la matematica moderna a los planes curriculares
y, de esta forma, contribuir a una revalorizacion de esta ciencia tanto por profesores como

por alumnos. El primer cuestionamiento que surge es, entonces, sobre la factibilidad de
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enseflar matematica moderna a estudiantes de bachillerato. La siguiente pregunta que habria
que responder seria la parte de la matematica moderna mas adecuada para este proposito.
Dentro de lo que se conoce como “Matematicas Modernas”, encontramos la teoria
del caos, la Geometria Fractal, las matematicas discretas y la teoria de redes, entre otras. Es
la Geometria Fractal la que se quiere hacer llegar a nuestros alumnos por lo llamativo de los
objetos con los que trabaja y porque es posible conocer parte de ella con los conocimientos
matematicos que ya poseen. La factibilidad de introducirla al contexto educativo de la
ensefianza de las matematicas en el bachillerato en México, y mas especificamente en
Querétaro, es una de las preguntas a las que este trabajo da respuesta. Responde también a
la cuestion de definir la forma en la que esta matematica puede introducirse en la ensefianza
de las matematicas, sus implicaciones y su impacto en alumnos, profesores e instituciones
educativas. Se analiza y se propone, asimismo, el material que los profesores pueden utilizar
en la implementacion de estos temas en sus clases, y se propone una metodologia surgida del

analisis de las experiencias que se han tenido en la implantaciéon de temas similares en otros

sistemas educativos.

3.3 Hipétesis

El disefio experimental de este trabajo podria ser clasificado por su grado de
aplicacion, el cual se ubica dentro del tipo de investigacion generalizable a ambientes
educativos; es un disefio del tipo investigacion y desarrollo que por sus caracteristicas
busca desarrollar productos efectivos para su uso en la escuela como materiales de
 entrenamiento parav profesores y materiales de aprendizaje (Gay, 1996). Por lo tanto es un
disefio que no permite enunciar hipétesis verificables mediante un experimento, sin embargo

si es posible enunciar a manera de hipétesis las expectativas del proyecto:
1. Se postula que es posible concentrar en forma de material didactico dirigido a

profesores del bachillerato y adecuado al contexto educativo del pais los supuestos

tedricos y conceptuales de la Geometria Fractal.
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Este material sera desarrollado considerando tres factores principales:

i. Su aplicabilidad al contexto educativo de la ensefianza de las matematicas del
bachillerato para que su implementacion pueda ser inmediata, sin interferir con la
evolucion natural de los planes de estudio en la preparatoria.

ii. Su integracion al curriculum de tal forma que la conexién entre los temas nuevos y
los que ya se ensefian sea natural.

iii. Su adaptabilidad a la infraestructura que impere en cualquier escuela preparatoria
con el objetivo de que la disponibilidad de equipo no sea un impedimento para la
posible implantacion.

Se esperaria que los profesores de bachillerato resultaran ser altamente motivados a
interesarse en la Geometria Fractal para enseiiarla a sus alumnos y como una alternativa para
la ensefianza y/o ejemplificacion de algunos conceptos matematicos. Que sean motivados
para entenderla e introducirla a sus estudiantes bajo un modelo constructivista aprovechando
que ésta les sera presentada en su idioma (espaiiol), con un disefio especial para ellos y
adecuada al nivel de profundidad acorde a su preparacion; sin embargo, esta hipotesis queda

solamente como una posibilidad futura del trabajo.

3.4 Limitaciones

3.4.1 Limitaciones del Trabajo

El onigen de las fuentes bibliograficas consultadas, las cuales corresponden a los
paises de Estados Unidos de América y Canada, puede considerarse como una limitante del
trabajo por generar una posible vision particularizada a éstos sistemas educativos
unicamente. Las razones tienen que ver primeramente con la accesibilidad del idioma (inglés)
y, en segundo lugar, con la relativa semejanza de estructuras de ensefianza que existe entre
el sistema mexicano y el sistema de estos dos paises. Un tercer elemento que influenci6 la
decision sobre las fuentes de consulta lo constituye la accesibilidad del material relacionado
con el tema, el cual incluso, fue adquirido personalmente en universidades canadienses y
norteamericanas.

Una segunda limitante de este trabajo es que éste llega hasta una propuesta

general, sin considerar su implementacion dentro del mismo. Se ha dejado esto para que sea
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tratado en forma particular por los profesores o instituciones interesadas y forma parte de las

recomendaciones finales.

3.4.2 Limitaciones del Trabajo en cuanto a su posible

implementacién

Ya que existe evidencia de que la ensefianza de la Geometria Fractal es posible a
estudiantes de bachillerato (Gura y Lindley, 1994; Harrison, 1991; Lewis y Kaye, 1990), lo
que este trabajo busca es elaborar un manual que proporcione al profesor el material
suficiente y necesario para dar un curso de, o incluir en su curso de matematicas, temas de
Geometria Fractal en donde se aprecie la relacion y aplicacion existente entre los
conocimientos adquiridos tradicionalmente y los conocimientos de la Geometria Fractal.

Desde esta perspectiva, el trabajo contempla posibles limitaciones. Por un lado, se
encuentra una posible reserva o actitud negativa de los profesores y/o estudiantes hacia lo
nuevo o hacia el cambio, lo cual va de la mano con la saturacion de temas encontrada en los
programas analiticos del bachillerato. Un profesor puede no tener tiempo ni deseos de
“estudiar” o “aprender” matematicas modernas para sus estudiantes; aun si, este material se
le da completamente disefiado y adecuado para su entendimiento y su uso en el salon de
clase.

Por otro lado, si el profesor desea estudiar y aprender temas nuevos con los cuales
“tentar” a sus estudiantes hacia las maravillas recientemente descubiertas de las matematicas,
entonces puede ser que el profesor se encuentre con que una gran parte (casi todo) del
material bibliografico no estd ni en su idioma ni a un nivel matematico apropiado para su
rapida comprension. Por citar un ejemplo, podemos mencionar que, de los 30 articulos
revisados, fueron encontrados s6lo 2 en espaiiol, los cuales nos hablan de los conceptos de

‘la Geometria Fractal, sin hacer mencién de la didactica involucrada en la ensefianza de dicha
ciencia.

Una de las principales razones por las que la Geometria Fractal ha tenido tanto
auge ha sido el desarrollo tan grande de la tecnologia computacional que hay hoy en dia.
Mandelbrot (1982) mismo apunta su importancia en el sentido de que, gracias a ella, las
teorias matematicas y fisicas son transformadas y enriquecidas debido a la generacion de

patrones infinitamente complicados, los cuales son ahora visibles; en sus propias palabras
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“visto desde muy cerca, el papel de las computadoras graficas cubre un amplio rango. [. . . ]
fundamentalmente permiten una visualizacion (Mandelbrot, en el prologo de Fractals for
the Classroom, Peitgen et al, 1992). Luego entonces es de esperarse que, en la ensefianza de
dicha ciencia, se dé un gran uso de equipo computacional; una Ultima limitante es la falta de
equipo computacional adecuado. Sin embargo, el disefio de las actividades para el alumno
del producto de esta investigacion no esta basado en el uso de la tecnologia, ya que se

incluyen actividades con papel y tijeras, compas y regla, y papel y lapiz.

3.5 Suposiciones del trabajo

Este estudio asume que todo profesor de matematicas desea ser mejor profesor
cada dia, por lo que esta dispuesto a invertir parte de su tiempo en “conocer, comprender y
ensefiar” cualquier rama de las matematicas que le permita tener mas conocimientos para
seducir a sus estudiantes a enamorarse de las matematicas.

El entendimiento de los conceptos basicos de la Geometria Fractal, tales como
dimension fractal, autosemejanza y proceso iterativo, requiere del dominio de conceptos
matematicos tales como funcioén, composicion de funciones y semejanza. Partimos del
supuesto de que los alumnos han recibido una preparacion minima en sus cursos de
matematicas de bachillerato, por lo que cuentan con las herramientas necesarias para la
construccion de los conceptos de la Geometria Fractal. En el Anexo 2, se describe
detalladamente la relacion entre cada uno de los conceptos fractales y los conocimientos

matematicos previos necesarios.

3.6 Definicion de términos

En este trabajo, se entiende por propuesta la fundamentacion tedrica y conceptual
de un material elaborado para el profesor de bachillerato donde se proveen los conceptos,
ejemplos y ejercicios necesarios para la ensefianza de la Geometria Fractal a nivel

bachillerato, la cual ha sido disefiada considerando tres partes principalmente: la matematica,

la educativa y la practica.
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Se entiende por manual el producto principal de esta propuesta, el cual fue
totalmente disefiado para que el profesor de bachillerato lo use en sus clases. Incluye los
temas basicos de la Geometria Fractal relacionandolos con los algunos temas que se cubren
en el programa del bachillerato, una serie de “construcciones” de cada uno de estos temas, la
fundamentacion matematica de la Geometria Fractal y una revision del software relacionado
con el tema.

Por fundamentacion matemdtica se entienden aquellos sustentos puramente
matematicos que constituyen la base matematica para la Geometria Fractal como una rama
de las matematicas; éstos incluyen la definicion y ejemplificacion de espacio métrico,
introducciéon de las ideas topoldgicas basicas para la descripcion de subconjuntos de
espacios, la presentacion de un espacio métrico cuyos elementos son los subconjuntos
compactos no vacios de un espacio métrico, el teorema del punto fijo y el concepto de
sistemas de funciones iterables (SFI) y como es que éste puede definir un fractal.

Por otro lado, la fundamentacion educativa incluye aquellos sustentos educativos
que constituyen la justificacion educativa del proyecto, la discusion acerca del estado de la
educacion matematica en épocas recientes hasta nuestros dias, sobre el constructivismo en la
ensefianza de las matematicas, sus caracteristicas en el salon de clase y su aplicacion en la
ensefianza de la Geometria Fractal.

A lo largo de este trabajo, se han considerado los Estdndares del Consejo Nacional
de Profesores de Matematicas (NCTM por sus siglas en inglés), los cuales se han tomado
como guia para el disefio de la propuesta, ya que se adecuan perfectamente a la postura
constructivista y, ademas, conjugan las observaciones ganadas a través de la experiencia en
la ensefianza de las matematicas.

Otra de las principales fuentes de informaciéon mencionada en el presente trabajo es
el Centro de Informacion de Recursos Educacionales (ERIC por sus siglas en inglés), el cual
es un sistema de informacion nacional estadounidense que actia como una red de
“bodegas”; cada una de estas proporciona una coleccion de materiales para un area
educativa especifica. Los documentos que forman la coleccion del ERIC provienen de
diferentes fuentes, las cuales incluyen proyectos de investigacion y desarrollo con fondos
federales, sistemas de escuelas y otras agencias educacionales, conferencias y reuniones,

publicaciones educativas y publicaciones personales.
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3.7 Justificacién de la Investigacion

Hay muchos temas dentro del domino de los fractales que se adecuan al curriculum
de matematicas del bachillerato de tal forma que su inclusion se hace en una forma natural
(Hanna y Harrison, 1994). En forma adicional, el uso de la computadora como una
herramienta de apoyo en algunos cursos de matematicas es un tema ampliamente discutido y
que ha provocado un cambio de consideracion en los métodos actuales de la ensefianza. Por
lo tanto, el introducir la ensefianza de la Geometria Fractal apoyada en estas herramientas
complementa, diversifica y enriquece la presencia de la computadora en la clase de
matematicas, es decir, que en ciertos contextos, ya se cuenta con el medio necesario para
desarrollar este nuevo aprendizaje.

Los temas de la Geometria Fractal permiten una mayor riqueza y variedad a ciertos
temas que actualmente se ensefian en el bachillerato y, por su estructura, inyecta una nueva
vitalidad a las clases de matematicas.

Esta propuesta es provechosa para los alumnos porque les permitira conocer parte
de lo que se conoce como matemadticas modernas y darse cuenta de que las matematicas son
una disciplina “viva” y “dinamica”, 1a cual continua su desarrollo hasta nuestros dias y cuyas
aplicaciones siguen siendo cada vez mas vastas; asi mismo, les permitira maravillarse el saber
que estas matematicas son tan, o quiza mas, accesibles que las que usualmente estudian en el
salon de clase y que no tendran que esperar a llegar a su licenciatura para ver algunas
aplicaciones.

La experiencia con estudiantes, segun lo reporta la literatura revisada, ha mostrado
que éstos se involucran inmediatamente con la Geometria Fractal a tal grado que superan el
estado de observacion para convertirse en creadores y descubridores. En la creacion y
exploracion de los fractales puros hay una gran posibilidad de que surjan hechos
matematicos que los alumnos descubren a través de las actividades de aprendizaje (Hanna y
Harrison, 1994). El enfoque constructivista puede resultar de gran beneficio para los
alumnos ya que, ademas, adquiriran experiencia en el manejo de procesos reflexivos y
autodidactas, en el escuchar y exponer ideas, y en organizar sus conocimientos para
utilizarlos para la generacion de otros; también esto permitira desarrollar habilidades y

actitudes que no obtienen desde un papel pasivo en una clase con un enfoque tradicional.
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Desde el punto de vista de los profesores, esta propuesta es provechosa ya que les
permitira explorar nuevas formas de ensefianza o de ejemplificacion de temas clasicos del
curriculum matematico del bachillerato, mostrar y enseifiar a los alumnos parte de lo que se
trabaja hoy en dia en las matematicas, trabajar con ellos en un tema interdisciplinario en el
salon de clase (computacion, biologia, fisica y matematicas), experimentar con computadora
y con manipulativos en la clase de matematicas. Ellos mismos contaran con las posibilidades
de exploracion en matematicas y reforzaran sus propias ideas y bases matematicas. Al mismo
tiempo, la estructura expuesta permite el desarrollo de nuevas habilidades en los profesores
tales como la integracion de los elementos de la ensefianza constructivista enunciados
anteriormente, las experiencias en el escuchar y permitir la participacién de los alumnos, y

aprender a desarrollar modelos de entendimiento (CMESG, 1991).
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4 METODOLOGIA

El disefio experimental de este trabajo, clasificado por su grado de aplicacion, cae
dentro del tipo de investigacion generalizable a ambientes educativos. Es un disefio del tipo
investigacion y desarrollo que por sus caracteristicas busca desarrollar productos efectivos
para su uso en la escuela como materiales de entrenamiento para profesores y materiales de
aprendizaje (Gay, 1996).

El desarrollo de este trabajo consta de cuatro etapas; y dentro de cada una de éstas

fueron generados productos especificos.

4.1 Investigacion Bibliografica

Se trabajo, en primer lugar, en una investigacion bibliografica para reunir material.
Esta investigacion se llevo a cabo utilizando medios electronicos como la base de datos
ERIC y la red mundial de comunicaciones (World Wide Web, Internet). También se trabajo
en forma presencial, principalmente en la biblioteca de la Universidad de Calgary en
Canada, la del Instituto de Matemadticas de la UNAM, la de la Universidad de Chicago en
Estados Unidos, y la del ITESM Campus Querétarb, obteniéndose alrededor de 40
publicaciones representativas. También se incluye la asistencia al 750 y 760 Congreso Anual |
de la Asociaciéon Nacional de Profesores de Matematicas (NCTM) en Minesota, y
Washington, D.C., Estados Unidos de América, donde se asistié a conferencias relacionadas
con el tema. Una vez reunido material suficiente, se procedio a su analisis y clasificaciéon en

dos grupos: matematico formal y educativo.
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4.2

Justificacion Educativa

La segunda etapa del trabajo consistid en la justificacion educativa del proyecto

para lo cual se analizaron 30 de las publicaciones sobre las experiencias en Estados Unidos y

Canada, integrando la Geometria Fractal a sus cursos de bachillerato. Asimismo, se

determin¢ la estructura metodoldgica a seguir para el disefio del proyecto.

Se encontraron semejanzas importantes durante este analisis, principalmente en lo

que se refiere a los temas introducidos y al nivel escolar en el cual los cursos fueron

implantados.

4.3

Elaboracion del Manual

La tercera etapa del trabajo consisti en la elaboracion de un manual dirigido al

profesor de bachillerato y que incluye los temas:

El Porqué de la Geometria Fractal en el Bachillerato

Integracion Curricular de la Geometria Fractal en el Bachillerato

Introduccion a la Geometria Fractal

Antecedentes Historicos sobre el Desarrollo de la Geometria

Primeros Fractales (El Conjunto de Cantor, la Curva de Koch, la Curva Llena
Espacio de Peano, el Tridangulo de Sierpinski)

Autosemejanza

Dimension Fractal (Dimension Autosemejante, Dimension por Compads,
Dimension por Cuadricula)

Proceso Iterativo

Comparacion entre la Geometria Euclideana y la Geometria Fractal
Introduccion a los Fractales modernos

Los Conjuntos de Julia

El Conjunto de Mandelbrot

Fractales como Solucion de Ecuaciones Polinomiales

Construcciones (de los Primeros Fractales, de los conceptos de Autosemejanza,
Dimension Fractal, y Proceso Iterativo, de los Conjuntos de Julia, del Conjunto

de Mandelbrot y de Fractales como solucion de ecuaciones polinomiales)
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o Definiciones Generales
o Sugerencias para una posible implementacion de un Curso de Geometria Fractal
e Matematicas Subyacentes a la Construccion de los Fractales

e Revision del Software relacionado con los Fractales

e Bibliografia

En todas y cada una de estas secciones se incluye la bibliografia que respalda el
contenido, destacan los trabajos de:
e Mandelbrot en “The Fractal Geometry of Nature”
e Devaney en “Chaos, Fractals and Dynamics”
e Barnsley en “Fractals.Everywhere”
e Peitgen et al en “Fractals for the Classroom”

e McGuire en “An Eye for Fractals”

Dentro de la estructura del manual, se incluye material listo para que el profesor
trabaje directamente con sus alumnos. Este material ha sido disefiado con un enfoque
constructivista por lo que se enfatiza la creacion de un “ambiente de aprendizaje” que ayude
a los alumnos a crear esquemas adecuados para el entendimiento de las matematicas, en este
caso, de los conceptos relacionados con la Geometria Fractal.

El material dirigido al profesor define los conceptos de la Geometria Fractal y le
proporciona una opcion para que sean discutidos con sus alumnos de tal forma que el
conocimiento sea activamente construido mediante procesos de organizacion y adaptacion
adecuados.

El disefio de este manual se hizo conforme a una analisis previo de las experiencias

en la ensefianza de la Geometria Fractal en otros paises, principalmente en Estados Unidos

de América y Canada.
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4.4 Estructura Matematica de la Construccion Formal

de un Fractal

En la cuarta etapa del trabajo, se formalizd en una estructura matematica la
construccién de los elementos con los que trabaja la Geometria Fractal. Esta parte se
presenta para proporcionar un soporte estrictamente matematico que sustenta a la
Geometria Fractal como parte de la teoria matematica; ésta seccion se sustenta en los
trabajos de Barnsley (1988) en “Fractals Everywhere”, Edgar (1990) en “Measure,
Topology and Fractal Geometry”, Devaney (1992) en “A First Course in Chaotic
Dynamical Systems” y Christie (1976) en “Basic Topology” y se trabajan los conceptos
dentro de un cuerpo axiomatico formal.

El trabajo, en su conjunto, va dirigido a profesores de matematicas del bachillerato
con una preparacion minima de licenciatura en alguna ingenieria 0 en matematicas y con la
inquietud hacia la mejora continua. Se toma como contexto educativo el observado en los
colegios de bachilleres (COBAQ), tomandolo como una muestra representativa de una
institucion de gobierno a nivel nacional, y en la preparatoria del ITESM Campus Querétaro,
considerando a esta como una muestra representativa de las instituciones particulares a nivel
nacional.

Por ser un trabajo de tipo investigacion y desarrollo, el producto final esperado es
un manual para el profesor, adecuado para la ensefianza de la Geometria Fractal en el

bachillerato, y no su implementacion, la cual quedara como una alternativa de trabajo,

estudio y analisis para el futuro.
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S RESULTADOS

Se ha planteado, en este trabajo, como uno de los objetivos principales, el de
concentrar en forma de material didactico dirigido a profesores de bachillerato y adecuado al
contexto educativo del pais, los supuestos tedricos y conceptuales de la Geometria Fractal.

El material desarrollado consiste de un Manual de Geometria Fractal para el
Profesor de Bachillerato que no solamente concentra la informacion relevante, sino que
ésta se presenta conforme a una postura constructivista, la cual permite el desarrollo de
habilidades y actitudes adicionales al aprendizaje de los temas de la Geometria Fractal
presentados en este manual.

Este material didactico ha sido desarrollado considerando tres factores principales:
su aplicabilidad, su integracion al curriculum y su adaptabilidad en cuanto a infraestructura.
En cuanto a su aplicabilidad, se refiere a que éste sea congruente con el contexto educativo
de la ensefianza de las matematicas del bachillerato, para que su implementacion pueda ser
inmediata sin importar la evolucion natural de los planes de estudio de la preparatoria. Se ha
buscado que su integracion al curriculum permita una conexion entre temas inherentes a la
Geometria Fractal y aquellos otros que ya pertenecen a los planes analiticos del bachillerato.

Estos temas se presentan en forma desglosada en la Tabla 2.
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Temas: Conceptos aplicados:

Primeros Fractales | Transformaciones geométricas, limite, infinito, razones, semejanza,

convergencia, series y sucesiones.

Autosemejanza Triangulo de Pascal, congruencia, proporcion, semejanza, limite.

Dimension Fractal Geometria, dimension, logaritmos, longitudes, areas, voliimenes,

semejanza, funcidn lineal, escala.

Proceso Iterativo Composicion de funciones, funcion lineal, funcién cuadratica,
funciones trigonométricas, funciones exponenciales y logaritmicas,
evaluacién de funciones, iteracion, plano cartesiano, grafica de

funciones, series y sucesiones, convergencia, limite.

Los Conjuntos de | Numeros complejos y sus operaciones, plano complejo, evaluacion
Julia de funciones complejas, grafica de funciones, funciones lineales,

funciones cuadraticas, funciones trigonométricas, exponenciales y

logaritmicas.
El Conjunto de Numeros complejos y sus operaciones, plano complejo, evaluacion
Mandelbrot de funciones complejas, grafica de funciones, funciones cuadraticas.
Fractales como Nuimeros complejos y sus operaciones, plano complejo,
Solucion de evaluacion de funciones complejas, grafica de funciones, funciones
Ecuaciones polinomiales, raices de funciones polinomiales.

Polinomiales

Tabla No. 2 Conceptos del curriculum de matematicas del bachillerato relacionados con los temas de la
Geometria Fractal tratados en el Manual de Geometria Fractal para el Profesor de Bachillerato

Su adaptabilidad en cuanto a infraestructura se ha pensado de tal forma que no sea

indispensable el contar con equipo computacional para aprovechar el contenido de las

actividades propuestas.
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5.1 Descripcion del Manual de Geometria Fractal para

el Profesor de Bachillerato

La primera parte del manual contiene la teoria necesaria para que el profesor pueda
impartir el curso junto con una serie de “construcciones” o “practicas de laboratorio”
dirigidas al estudiante, las cuales se recomienda sean trabajadas dentro del enfoque
constructivista con el que fueron disefiadas.

Esta es la seccion principal, pues es aquella con la que se espera que,
invariablemente, se trabaje, ya sea por parte de los profesores o de los alumnos, en un curso
completo o tomandolo por secciones para combinarlo con un curso de matematicas. Esta
parte consta de varias secciones.

La seccion de Antecedentes Historicos sobre el Desarrollo de la Geometria tiene
por objetivo el ubicar al lector en el contexto del desarrollo historico de la geometria para
mostrar que, aparte de la Geometria Fractal, se han generado muchas otras geometrias a lo
largo del crecimiento de las matematicas, las cuales han permitido descubrimientos
impresionantes para la humanidad. Un ejemplo es la geometria analitica, cuya importancia
para el desarrollo del calculo es reconocida, y otro es la creacion de la geometria eliptica
usada por Einstein para desarrollar su teoria de la relatividad. Esta seccion es importante
porque, a través de esta contextualizacion histdrica, se pretende que el lector abra su mente
a nuevas areas de aprendizaje lo cual, se espera, generara una actitud positiva ante el
descubrimiento de temas nuevos.

Una vez concluida esta parte se introducen al lector los Primeros Fractales de tal
forma que se analiza su origen en el tiempo y su construccion. Durante esta 1ltima parte se
introducen dos de los principales conceptos de la Geometria Fractal como son el de
autosemejanza y el de proceso iterativo. Asimismo se explica el impacto que tuvo, en su
época, el descubrimiento de estos objetos matematicos. Con los Primeros Fractales se
busca que el lector construya en su mente una nocion intuitiva de lo que es un fractal, lo que
forma una parte de la creacion de un ambiente mental que servirda de base para la
construccion de una definicion posterior.

Antes de seguir adelante con la descripcion, construccion y definicion de los

Fractales Modernos, se construyen tres conceptos fundamentales de la Geometria fractal:
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Autosemejanza, Dimension Fractal, y Proceso Iterativo. Esta seccion es importante porque
estos conceptos forman parte de la definicion misma de un fractal y es, a través de ejemplos
y ejercicios,' que se prepara al lector para una definicion formal de lo que es un fractal.

En el siguiente capitulo, se hace una Comparacion entre la Geometria Euclideana
y la Geometria Fractal. La intencién educativa de esta seccion es la de recalcar las
caracteristicas de los objetos de la Geometria Fractal a través de una comparacion con
objetos familiares como son los de la geometria euclideana y se enfatiza la gran aplicabilidad
de la Geometria Fractal para la modelacion de objetos naturales.

Enseguida, se hace una Introduccion a los Fractales Modernos en donde se da al
lector una nocion intuitiva de lo que son los primeros fractales algebraicos. En este capitulo
se enuncia una definicion de un objeto fractal utilizando los conceptos previamente
construidos en secciones anteriores. El objetivo de esta seccion es introducir histéricamente
a los Conjuntos de Julia que son los precursores de los fractales modernos. Estos conjuntos
son sumamente importantes ya que se construyen en el plano complejo y a través de
procesos iterativos en funciones muy simples. Su estudio integra todos los conceptos
tratados hasta este momento en el manual y los cristaliza finalmente en figuras de gran
belleza.

La conclusién natural en la presentacion de los conjuntos de Julia es la construccion
y descripcion del fractal descubierto por quien le dio nombre a esta geometria: El Conjunto
de Mandelbrot. Con esta parte se puede dar por concluido un recorrido completo a través
de las bases de la Geometria Fractal, se esperaria que, en este punto, el lector cuente con
una definicion de lo que es un fractal y con la posibilidad de describir las propiedades que lo
definen. Hasta aqui se ha hecho también mencion de los alcances y las aplicaciones de esta
geometria en la modelacion de importantes fenémenos fisicos.

Se hace necesario hacer mencion de los sistemas dinimicos caoticos, con el
objetivo de introducir apropiadamente los Conjuntos de Julia y el Conjunto de Mandelbrot,
sin profundizar en la teoria ni en las aplicaciones fisicas por quedar estas fuera de los
propositos del presente manual.

Antes de entrar a la seccion de construcciones de los fractales y conceptos antes
mencionados (practicas de laboratorio), se generaran algunos Fractales como Solucion de

Ecuaciones Polinomiales en donde se podra observar la relacion existente entre el punto
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inicial, para la aproximacion de las raices en el método Newton-Raphson, y la raiz a la cual
finalmente converge.

En el siguiente capitulo, Construcciones, se acompafia al alumno hacia la
construccion de los primeros fractales, de los conceptos de autosemejanza, dimension fractal
y proceso iterativo, de los conjuntos de Julia y el de Mandelbrot y, finalmente, de los
fractales como solucion de ecuaciones polinomiales. Se incluyen preguntas, actividades e
investigaciones que permiten al alumno tomar un papel activo en su aprendizaje, trabajar en
equipo, reflexionar acerca de lo que esta haciendo, aplicar conocimientos previos y generar
nuevos.

A lo largo del manual se menciona una seccion llamada Definiciones Generales
cada que se hace referencia a un concepto no definido ain. En esta seccién se conjugan las
definiciones de todas las secciones previas con el fin de dar flexibilidad al profesor que desee
tomar so6lo parte del manual.

El manual ahora adquiere un enfoque hacia la didactica que resume las razones que
apoyan su introduccion en el bachillerato, el como introducirla y la experiencia propia y de
otros en esta aventura. El objetivo de este capitulo, /mplementacion de un Curso de
Geometria Fractal, es el de crear un ambiente de confianza en los profesores lectores que
les muestre que las posibilidades de implementacion de este tipo de cursos son muy grandes.
Dada la gran importancia que tiene el hacer sentir al profesor confianza para introducir la
Geometria Fractal en sus cursos, los detalles acerca de la forma en la que se puede
aprovechar con garantia de maximos beneficios el contenido del manual se ha dedicado un

espacio de esta seccion a la implementacion mas adelante.

La segunda parte del manual muestra las Maremdticas Subyacentes a la
Construccion de los Fractales para dar al profesor una vision completa de esta matematica;
no se espera que estos temas sean tratados con los alumnos, pero si se considera importante
que el profesor profundice en ellos.

Esta parte fue disefiada para proporcionar la oportunidad de conocer el sustento
matematico formal de esta geometria, el tratamiento de los conceptos se hace aqui desde una
perspectiva puramente matematica (teorema-demostracion), pero enunciada y desarrollada

verbalmente; a lo largo de este capitulo se construye el espacio en el que viven los fractales
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que, vistos desde esta perspectiva, son conjuntos de puntos que cumplen con ciertas

condiciones especificas.

Por dltimo, el Manual incluye una revision del software que existe alrededor del
tema, asi mismo se proporcionan dos ejemplos de programas utilizados en el manual.

En el capitulo Revision del software se le da al profesor una vision general del
software disponible en el mercado en relacion con la Geometria Fractal, anexando una
descripcion detallada de las capacidades de cada paquete. El objetivo de proporcionar esta
descripcion es el de abrir una gama de opciones para que el profesor disefie su curso de
acuerdo con sus intereses y necesidades.

La revision del software se apoya en la siguiente bibliografia:

o Wegner (1992) en “Fractals for Windows”
e Wahl (1995) en “Exploring Fractals on the Macintosh”
e Devaney (1990) en “Chaos, Fractals and Dynamics’.
Y en los paquetes “Fractals for Windows”, “Fractint”, “Fractland”’, “Fractal Design”,
“Eractal Vision”, “Chaos”, “Fractals for the Macintosh” y “Exploring Fractals on the

’

Macintosh’.

El manual se presenta en su version completa a continuacion.

5.2 Manual de Geometria Fractal para el Profesor de

Bachillerato
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1 Prefacio

La finalidad de este Manual de Geometria Fractal para el Profesor de Bachillerato es
la de proporcionar al profesor de Bachillerato material suficiente para impartir un curso
completo o un taller de Geometria Fractal, o para la ejemplificacion o introduccién de
algunos conceptos propios del curriculum de matematicas del bachﬂlerato; y esta dirigido
principalmente a estudiantes que cursen alguno de los ultimos dos semestres de su
bachillerato, aunque es posible adaptar el material a otros niveles del mismo. Uno de los
objetivos del presente manual es el de proporcionar al profesor elementos para que pueda
mostrar al estudiante de preparatoria una pequefia parte de la matematica del Siglo XX, es
decir, temas de matematicas cuyos origenes, como matematica formal, se encuentran en este
siglo. Con estos nuevos conocimientos el estudiante podra apreciar que las matematicas no
son una disciplina muerta sino una ciencia “generalmente acumulativa” cuyo desarrollo
continua hasta nuestros dias y entonces tendra elementos que amplien su concepcién sobre
lo que son las matematicas y sus alcances. Una vez logrado lo anterior, es de esperarse que

modifique sus actitudes hacia la materia y su aprendizaje.

El manual consiste de tres partes principales. La primera contiene la teoria necesaria
para que el profesor pueda impartir el curso junto con una serie de “construcciones” o
“practicas de laboratorio” dirigidas al estudiante las cuales se recomienda sean trabajadas
dentro del enfoque constructivista con el que fueron disefiadas. En la segunda parte se
muestra la construccion de los fractales desde un enfoque formal, para dar al profesor una
vision completa de esta matematica, no se espera que los temas de esta seccion sean tratados
con los alumnos, pero si se considera importante que el profesor profundice en ellos. Y por
ultimo se incluye una revision del software que existe alrededor del tema, asi mismo se

proporciona el codigo de los programas utilizados en el manual.

Se hace necesario hacer mencion de los sistemas dinamicos cadticos, con el objetivo de

introducir apropiadamente los conjuntos de Julia y el conjunto de Mandelbrot, sin
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profundizar en la teoria ni en las aplicaciones fisicas por quedar estas fuera de los propositos

del presente manual.

2 El porqué de la Geometria Fractal en el

Bachillerato

“ ... los fractales y el caos, para el estudiante, han sacado a las matemdticas
del reino de la historia antigua colocdndola en el siglo XXI. Y para el maestro
proveen una oportunidad tinica e innovadora para ilustrar la dindmica de las
matemadticas y sus muchos vinculos interconectados.”

(Peitgen, et al., 1992)

La importancia del estudio de la Geometria Fractal en el bachillerato radica

principalmente en que:

permite el refuerzo, la aplicacion e integracion de conceptos curriculares del bachillerato,
ofrece la posibilidad de la introduccion de la computadora como una herramienta para la
experimentacion en matematicas,

logra un enfoque integral de la ensefianza de las matematicas tomando en cuenta la teoria,
la experimentacion y la simulacién;

ofrece la posibilidad de introducir a los alumnos a un ambiente de investigacion cientifica,
refuerza en el estudiante la idea de que las matematicas no son totalmente abstractas e
“independientes” de los fenomenos y objetos de la vida real,

muestra al estudiante que las matematicas son una disciplina “viva” y “dinamica” en la

cual se sigue trabajando dia a dia,

fomenta la interaccion del alumno con contenidos matematicos mediante actividades que

lo motivan y estimulan,
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y en que le permite apreciar al estudiante que:

e el desarrollo de las matematicas no termina con Newton y Leibniz, como podria pensar al
estudiar calculo, sino que continua hasta nuestros dias. El estudiante podra conocer parte
del trabajo de personas como Mandelbrot, Peitgen, Jurgens, Saupe, Falconer y Barnsley,
entre otros, quienes trabajan en actualmente en investigacion en diversos campos de las
matematicas relacionados con la Geometria Fractal,

o las matematicas, como profesion, no sélo llevan a la ensefianza; sino a la investigacion,
desarrollo y aplicacion de nuevas teorias,

e existen areas en las matematicas contemporineas las cuales son accesibles desde la
preparatoria,

e es posible “experimentar” con las matematicas,

o las matematicas son “bellas”, belleza que sdlo es mencionada y pocas veces, 0 nunca,
mostrada,

e las matematicas son una disciplina ordenada y estructurada con muchas ramas
relacionadas entre si,

e las matematicas tienen aplicaciones en la vida real, y no es necesario esperar a terminar
una carrera para poder verlo,

e estudiar matematicas no significa memorizar formulas y procedimientos para tratar de

aplicarlos en algin problema en particular.

3 Integracién Curricular de la Geometria

Fractal en el Bachillerato

Dentro de la Geometria Fractal se encuentran conceptos y temas relacionados con las
matematicas estudiadas en el bachillerato, por lo que presentan una excelente alternativa
para introducir o ejemplificar algunos temas o conceptos. A continuacion se presenta, a
manera de tabla, una relacion entre los temas del presente manual y los conceptos aplicados

en la ensefianza o en la ejemplificacion de los mismos:
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Temas: Conceptos aplicados:

Transformaciones geométricas, limite, infinito, razones,

Primeros Fractales
semejanza, convergencia, series y sucesiones.

Autosemejanza | Triangulo de Pascal, congruencia, proporcion, semejanza, limite.

Dimension Fractal | Geometria, dimension, logaritmos, longitudes, areas, volumenes,

semejanza, funcion lineal, escala.

Proceso Iterativo Composicion de funciones, funcion lineal, funcion cuadratica,
funciones trigonométricas, funciones exponenciales y
logaritmicas, evaluacion de funciones, iteracion, plano

cartesiano, grafica de funciones, series y sucesiones,

convergencia, limite.

Los Conjuntos de Numeros complejos y sus operaciones, plano complejo,

Julia evaluacion de funciones complejas, grafica de funciones,

Funciones Lineales, funciones cuadraticas, funciones

trigonomeétricas, exponenciales y logaritmicas.

El Conjunto de Numeros complejos y sus operaciones, plano complejo,

Mandelbrot evaluacion de funciones complejas, grafica de funciones,

funciones cuadraticas.

Fractales como Numeros complejos y sus operaciones, plano complejo,

Solucién de evaluacion de funciones complejas, grafica de funciones,

Ecuaciones funciones polinomiales, raices de funciones polinomiales.

Polinomiales

Tabla No. 3.1 Conceptos del curriculum de matemdticas del bachillerato relacionados con los temas
de 1a Geometria Fractal tratados en el Manual de Geometria Fractal para el Profesor de

Bachillerato
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s en el intervalo

El conjunto de Cantor esta formado por un conjunto infinito de punto

unitario [0,1] y su construccion es de la siguiente manera:
Dado el intervalo unitario [0,1], |
- se divide en tres partes iguales,
- se remueve el tercio central (sin los extremos),
- se divide cada uno de los intervalos restantes en tres partes iguales,

- se remueve el tercio central de cada uno (nuevamente sin los extremos),

este proceso se repite un nimero infinito de veces.

Una ilustracion grafica de este proceso se muestra én la figura 6.2, mas es imposible
dibujar el conjunto completo (con detalle infinitesimal), ya que el conjunto de Cantor se
obtiene después de remover los tercios centrales un nimero infinito de veces. Por lo tanto
podemos decir que el Conjunto de Cantor es la figura limite resultante cuando el proceso de

construccion se repite un nimero infinito de veces.

- e - e

Fig. 6.2 Ilustracién gréfica de la construccién del conjunto de Cantor

A primera vista puede parecer que se ha removido tanto del intervalo f0,1] durante la
construccion que nada sobra, pero, de hecho, el conjunto de Cantor es el conjunto de puntos
que “sobran” después de remover el tercio central del intervalo [0,/ ], sin incluir los
extremos, y de cada uno de los tercios restantes, un nimero infinito de veces. Es decir, un
punto x pertenece al conjunto de Cantor si se puede garantizar que, sin importar cuantas
veces se repita el proceso, x nunca sera removido. Podemos comenzar a listar los primeros
elementos del conjunto conforme se va iterando, ya que se puede garantizar que los

extremos de los intervalos creados en cada iteracion nunca van a ser removidos:

Conjunto deCantor:{O,ll 2127812 7 8 19 20 25 26 }
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En el primer paso de su construccion, los Gnicos elementos pertenecientes al conjunto
de Cantor son los puntos 0 'y I, ya que estos estan en los extremos del segmento original.
Una vez removido el tercio central, los elementos 0, 1, 1/3, y 2/3 por ser elementos de los

extremos. Y asi sucesivamente.

Esto podria llevar a pensar que el conjunto de Cantor sélo esta formado por extremos
de los intervalos que se van generando en cada iteracion, lo cual es incorrecto ya que se
pueden mostrar elementos del conjunto que no son EXtremos. No se incluye la demostracion

de Ia afirmacion anterior, pero se invita al lector a revisar el trabajo de Peitgen et al, Fractals

for the Classroom, pag. 81.

Es pos1ble afirmar que la cardinalidad del conjunto de Cantor es igual a la cardinalidad
del intervalo /0,1] y para demostrarlo es necesario mostrar como es que a cada punto en el
intervalo /0,1], le corresponde un punto del conjunto de Cantor:

e se sabe que cada punto en el intervalo [0,1] tiene una expansion binaria,

e cada expansion binaria corresponde a una ruta en el arbol binario para decimales
binarios,

‘o cada una de éstas rutas tiene una ruta correspondiente en el arbol terciario para el
Conjunto de Cantor,

e cada ruta en el arbol terciario del Conjunto de Cantor identifica un unico punto en el

Conjunto de Cantor por medio de una direccion en expansion triadica.

Por lo tanto, para cada numero en el intervalo, existe un nimero correspondiente en el
conjunto de Cantor. Para diferentes numeros, hay diferentes puntos. Luego entonces, la
cardinalidad del conjunto de Cantor debe de ser al menos tan grande como la cardinalidad
del intervalo. Pero, por otro lado, no puede ser mayor ya que el conjunto de Cantor es un
subconjunto del intervalo. Por lo que se afirma que. las cardinalidades son iguales. No se
incluyen los detalles de la demostracion de la afirmacién anterior, pero se invita al lector a

revisar el trabajo de Peitgen et al, Fractals for the Classroom, pag. 88.
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Las caracteristicas generales del. conjunto de Cantor son:
Esta formado por pequeiias réplicas de si mismo ya que, si se toma una parte del conjuntd
de Cantor y se le da una amplificacion suficiente, entonces se encuentra una figura que es
igual al conjunto original. Tal caracteristica, mas adelante, se definira como
“autosemejanza” (ver Definiciones Generales).
Tiene una estructura con infinito detalle, es decir, se ve detalle a escalas arbitrariamente

pequefias; mientras mas se agranda el conjunto, mas intervalos vacios se hacen visibles al

0jo.

ii) Su definicién es muy simple a pesar de tener una estructura con infinito detalle (algunas

veces se refiere a este conjunto como “Polvo de Cantor”).

i) Se genera mediante un proceso infinito y repetitivo en forma especial, llamado “proceso

iterativo” (ver Definiciones Generales). Especial porque una vez aplicado el proceso
(dividir y remover), al resultado del mismo (los segmentos resultantes) se le aplica de
nuevo (dividir y remover), una y otra vez. Cada una de estas aplicaciones se conoce
como “iteracion”.

Su geometria no se puede describir facilmente en términos clasicos, es decir, no es el
lugar geométrico de los puntos que satisfacen una condicién geométrica simple, ni

tampoco es el conjunto de soluciones de cualquier ecuacion simple.

v) La geometria local del conjunto es tosca de describirse; cerca de cada uno de los puntos

_ hay un gran nimero de otros puntos, separados por huecos de longitud variable.

vii) A pesar de que el conjunto es, en alguna forma, un conjunto muy grande, no numerable

(infinito) (ver Definiciones Generales), su tamafio no esta cuantificado por las medidas

usuales como la longitud. Por cualquier definicion razonable, el conjunto tiene longitud

C€ro.
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La Curva de Koch

Karl Weierstrass (1815- 1897) precipitod una Crisis menor en las matematicas en 1872
con el descubrimiento de una curva que no tiene derivada en ninguno de sus puntos, un
segundo ejemplo de este tipo de curvas es la curva de Koch que fue publicada por primera

vez en 1904,

Helge Von Koch (1879-1924) fue un matematico
sueco cuyos principales resultados en matematicas fueron
en el tema de un namero infinito de ecuaciones lineales
con un numero infinito de variables. Construy6 una curva
continua que no contiene rectas o segmentos de recta
uniformes en el sentido de que se puedan ver como una

recta cuidadosamente doblada. Esta curva tiene una

complejidad comparada a la que se ve en una costa
natural, con dobleces y dobleces dentro de dobleces. Fig. 6.3 Helge von Kock
Después de un numero infinito de pasos se construy6 una curva que tiene un nimero infinito
de esquinas las cuales resultan ser todas ellas puntos singulares. Por lo tanto se tiene una

curva continua no diferenciable (ver Definiciones Generales) en ninguno de sus puntos.

Su construccion es de la siguiente manera:

Dado un segmento de recta inicial,

- se divide en tres partes iguales,

- se remueve el tercio central,

- se substituye por un tridngulo equilatero Figura 6.4 Curva
. generadora de la curva de
sin base como se muestra en la figura 6.4. Koch

A esta curva se le llama “curva generadora”.
- cada uno de los segmentos resultantes se reemplaza por la curva generadora,

este proceso se repite un nimero infinito de veces.
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Una ilustracién grafica de este proceso de
~ construccion se muestra en la figura 6.5, aunque, otra
vez, es imposible dibujar el conjunto con todo detalle,
porque el conjunto final se obtiene después de un
nimero infinito de iteraciones (ver Definiciones

Generales).

Por lo tanto se dice que la curva de Koch es la

000

figura limite resultante cuando el nimero de iteraciones
. Lo Figura 6.5 Ilustracion grafica
tiende a infinito. de la construccion de la curva
de Koch

Al medir la longitud de la curva en cada uno de los pasos de su construccion, se
aprecia que esta longitud crece por un factor de 4/3, después de un numero infinito de pasos

en su construccion se puede ver que la longitud tiende a infinito:

Segmento Original Longitud = 1

~1.33

4
la. Iteracion  Longitud = 3

16
2a. Iteracion - Longitud = ry 1.78

) ) 64
3a. Iteracion  Longitud = 7 237

. . 256
4a. Tteracion  Longitud = TN 3.16
y asi sucesivamente.
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Organizando estos perimetros en forma de sucesion, se ve que se incrementan
formando una sucesion geométrica (ver Definiciones Generales) que tiende a infinito

conforme el namero de iteraciones (variable ) tiende a infinito:

penso={(3.(3)-(5- (3 ()}
L4 @@

;Cémo es posible que la longitud de un segmento de recta, cuyos extremos son
conocidos, sea infinita? Por otro lado, la curva de Koch no ocupa area en el plano asi que, ni

la longitud, ni el area, nos permiten describir el tamafio de ésta curva. Lo cual la hace una

curva singular.

La curva de Koch tiene caracteristicas similares a las del conjunto de Cantor:

) Esta formado por pequefias réplicas del conjunto original. Se pueden apreciar 4 réplicas o
16 réplicas o 64 réplicas, dependiendo de la division que se tome. Lo que significa que
este fractal también tiene la propiedad de ser “autosemejante” (ver Definiciones
Generales).

i) Tiene una estructura con infinito detalle, es decir, se ve detalle a escalas arbitrariamente
pequeiias; mientras més se agranda el conjunto, més esquinas se hacen visibles al ojo.

iif) Su definicion es muy‘ simple a pesar de tener una estructura compleja.

iv) Se genera mediante un proceso infinito y repetitivo en forma especial, llamado “proceso
iterativo” (ver Definiciones Generales).

v) Su geometria no se puede describir facilmente en términos clasicos, es decir, no es el
lugar geométrico de los puntos que satisfacen una condiciéon geométrica simple, ni

tampoco es el conjunto de soluciones de cualquier ecuacion simple.
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Es importante mencionar que si el proceso se detiene en un paso cualquiera antes del
infinito, entonces no se tiene la curva de Koch ya que ésta mostraria segmentos rectos bajo
suficiente amplificacion, lo cual haria que no estuviera formada por pequeiias réplicas de si

misma, que su longitud no fuera infinita y que tuviera derivada en alguno de sus puntos.

Una variacion interesante de éste fractal
ocurre cuando el proceso se inicia con un
triangulo equilatero, donde en cada uno de sus
lados se forma una curva de Koch. A ésta figura,
6.6, se le conoce como “copo de nieve” por su

parecido con los cristales de nieve, figura 6.7.

Fig. 6.6 Copo de nieve de Koch

/

Fig 6.7 Estructuras naturales de copos de nieve

Qué sucede con el area encerrada por estas curvas en el copo de nieve? Ya que la
curva de Koch tiene longitud infinita, como anteriormente se explicd, se mostrara que el
copo de nieve es un objeto en el cual un perimetro infinito encierra un érea finita. Para

demostrarlo hay que medir el area del copo de nieve en cada uno de los pasos de su

construccion.
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Se comenzara calculando la altura de un
triangulo equilatero de lado a, ya que sera

necesaria para el calculo de todas las areas.

Recordando que :

Area de un triangulo = ¥; (base x altura).

Usando la figura 6.8, se encuentra que el

area de un triangulo de lado a es:

Area(a) = %(a{—?a} = :{‘Eaz

Ahora se calcula el area del copo de nieve
de Koch en los primeros pasos de su
construccion. Tomando un triangulo equilatero

de lado 1 (Fig. 6.9) y calculando su area:

El area de la figura inicial (@ = 1) es:

Azl(l{_@}zﬁ
°2¥ 2 4

El area en la primera iteracion de
acuerdo a la figura 6.10, es igual al area del
triangulo equildtero maés el area de los tres

nuevos tridngulos pequefios:

i
)
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Fig. 6.8 Tridngulo Equilatero de
lado a

Fig. 6.9 Tridngulo Equilatero de
lado 1

Fig. 6.10 Primera Iteracion en la
construccién del Copo de Nieve




El area de la segunda iteracion (Fig.
6.11) es igual al area anterior mas el area de

los 12 nuevos triangulos pequefios:

o =23 i) 5 3

2
= 3 + 3(1 f‘-—) + (3)(4(1) (—@J
4 IN 4 9) 4 Fig. 6.11 Segunda Iteracion en la

construccion del copo de nieve.

Fl area en la tercera iteracion es:

w22 0 2ot o

y en la cuarta iteracion,
2
o= 2 3oy B (Y e 2L oor + 35 0067
Generalizando se obtiene que el 4rea en la enésima iteracion es:

prea, =2+ 22 (1)) ()2(3X4)+—f3—(§j3(3X4)2+...+i4§(%)"'l(3)(4)"-2

Factorizando se encuentra que:

Area,,—T[ { )(3)+( ) 6Xo)+(5 ) 6o +..+( ) -1(3)(4)"'2}
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Simplificando ahora:
Y 2 n-2
Arean-—-ﬁ 1+ 1+1(ﬂj+l ﬁ) ++1(i
4 3 319) 3\9 3.9

1 1(4) 1(4) 14\ : s
Donde se puede verque -+ | — [+ | = | +t..+t | = €s una serie geometrica,
3 39/ 3\9 3\9

donde a=1/3 y r=4/9

2 n-2
Por lo tanto l+l(i)+l(i) ++l(ﬂj = % ,
3 39/ 3\9 3\9 1-4

= 1 , /
Luego entonces Area_ = 3 1+ A = ﬁ(§) = V3 ‘
41 1- % 4\5) 5

Por lo que se puede afirmar que el area del copo de nieve es Area = 2—;/— Se ve entonces

que el area contenida por el perimetro es finita.

Esta relacion mostrada entre el proceso geométrico y la serie geométrica lleva a
preguntarse si no habra un “lenguaje” que permita describir mateméticarnente la suma areas
" de formas cada vez mas y mas pequefias, como se ve en la construccion del copo de nieve,
en exactamente la misma forma en la que se discute la suma de numeros- cada vez mas
pequefios, como sucede en una serie. De hecho, si existe este lenguaje y es una combinacion
de lo que se conoce como topologia del punto fijo'y el concepto de distancia Hausdorlff, la
cual es una generalizacion del significado de distancia entre dos puntos hacia el concepto de
distancia entre dos conjuntos de puntos. Esta union provee el marco tedrico donde podemos
encontrar una analogia perfecta entre, el proceso infinito de sumar nimeros en una serie
geométrica con su comportamiento limite por un lado y, el proceso infinito de sumar areas
de triangulos méas y mas pequefios en la construccion del copo de nieve con su

comportamiento limite, por el otro. De hecho este lenguaje describe igualmente los procesos
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de construccion discutidos para el conjunto de Cantor y la curva de Koch y se profundiza al

respecto en la Seccion 15 del presente manual.

Una variacion muy interesante de la construccion
de la curva de Koch se muestra en la figura 6.12,
notese la semejanza con las formaciones hexagonales

\‘f
. P

de un panal de abejas.

El proceso de construccion es muy parecido al de

la curva de Koch, es decir, se comienza con un 2

-
~
)
&l

segmento de recta inicial, se establece la “curva

generadora”, y se sustituye ésta en si misma, una y otra Fig. 6.12 Formaciones
hexagonales

vez. Se invita al lector a construir otros disefios

Curva Llena Espacio de Peano

Hasta el momento se han discutido construcciones de figuras fractales que involucran
un proceso iterativo y se ha visto que los conjuntos resultantes tienen ciertas caracteristicas
particulares. Antes de introducir el siguiente fractal es necesario comentar un concepto que
resultara fundamental en el estudio de la Geometria Fractal, el de dimension. Hablando de
dimensiones en una forma intuitiva, las curvas son percibidas como tipicos objetos de una
dimension y los planos como tipicos objetos de dos dimensiones, en el sentido geométrico
de dimension. Sin embargo, éste no se adecua a todo tipo de curvas. En 1890 Giuseppe
Peano e inmediatamente después, en 1891, David Hilbert, discutieron acerca de curvas que
viven en el plano, acerca de curvas que “llenan el espaéio”, es decir que dada una parte de

un plano, existe una curva que toca todos y cada uno de los puntos en dicha parte del plano

(Peitgen et al, 1992).
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Peano (1858-1932) fue el fundador de la
légica simbolica y su interés se centro en la
fundamentacion de las matematicas y en el

desarrollo de un lenguaje l6gico formal.

El siguiente fractal se conoce como la curva llena

S

espacio de Peano la cual es una curva que consiste

Fig. 6.13 Giuseppe Peano
totalmente de puntos singulares, es decir, de puntos con una caracteristica especial. Durante

su construccion, esta curva se dobla tantas veces que termina ocupando un area en el plano,
pues pasa por todos los puntos de su interior. El problema inicial al construir tal curva,
estaba en que una curva, por definicion, no tiene ancho; por lo tanto no puede ocupar un
area en el plano y es por eso que la curva llena espacio de Peano pasé a ser una singularidad

matematica.

Su construccion es similar a la construccion de la curva de Koch:

Dado un segmento de recta inicial,

- se substituye por la curva generadora, )3
mostrada en la figura 6.14, la cual, si _ 2 A JA
se genera en la direccion indicada por 1:; +5-\’1 )9
las flechas, se intersecta a si misma en eV , A8
dos puntos, >
- cada uno de los segmentos resultantes Fig, 6,14 Curva generadora de Ia

se reemplaza por la curva curva llena espacio de Peano

generadora,

este proceso se repite un numero infinito de veces.
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Una ilustracion grafica de
este proceso se muestra en la
figura 6.15, aunque una vez mas,
es imposible dibujar el conjunto
con todo detalle, porque el
conjunto final se obtiene después
de un numero infinito de
iteraciones  (ver  Definiciones
Generales), es decir, que la curva
llena espacio de Peano es la figura
limite resultante cuando el nimero

de iteraciones tiende a infinito.

.
bl

Fig. 6.15 Tlustracion grafica de la construccion de la
curva llena espacio de Peano

La invencion de curvas llena espacio fue un gran evento en el desarrollo del concepto

de dimension. Ellas cuestionaron la percepcion intuitiva de curvas como objetos

unidimensionales, ya que llenan el plano (el cual es un objeto intuitivamente percibido como

bidimensional). Esta contradiccion formé parte de una discusion que duré varias décadas al

principio de éste siglo. La curva llena espacio de Peano es un ejemplo de una figura

unidimensional que a lo largo de un proceso iterativo se convierte en una figura

bidimensional, tras un niimero infinito de iteraciones.

El Triangulo de Sierpinski

El triangulo de Sierpinski fue introducido en
1916 y es tal vez uno de los fractales mas populares
por la diversidad de formas en las que se puede
generar y por su relacion con el tridngulo de Pascal.
Este fractal es aproximadamente 40 afios mis joven

que el Conjunto de Cantor. El tridngulo fue

nombrado en honor a Waclaw Sierpinski (1882- Fig. 6.16 Waclaw Sierpinski

1969), figura 6.16, matematico polaco, quien fue uno de los mateméticos mas
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influyentes de su tiempo en Polonia y cuya reputacion era conocida a nivel mundial.

Curiosamente uno de los crateres de la luna lleva su nombre.

Se construye de la siguiente manera:

Dado un triangulo equilatero en el plano,
- se localizan los puntos medios de cada lado,

- se forma un triangulo cuyos vértices sean estos

puntos, quedando determinados cuatro

tridngulos congruentes como se muestra en la Fig. 6.17 Primera
iteracién en la
figura 6.17, construccién del
- se remueve el triangulo central, tridngulo de Sierpinski

este proceso se repite un numero infinito de veces.

Una ilustracion grafica de este proceso se muestra en la figura 6.18, aunque una vez
mas, es imposible dibujar el conjunto con todo detalle, porque el conjunto final se obtiene

después de un nimero infinito de iteraciones (ver Definiciones Generales):

Fig. 6.18 Iustracion grafica de la construccién del tridngulo de Sierpinski



Al igual que en los fractales anteriores, el triangulo de Sierpinski es la figura limite
resultante cuando el niimero de iteraciones tiende a infinito, es decir, es el conjunto de
puntos en el plano que sobran después de remover los tridngulos centrales un numero

infinito de veces.

El triangulo de Sierpinski tiene caracteristicas similares a las de la curva de Kochya
las del conjunto de Cantor:

) Esta formado por pequeiias réplicas del conjunto original: 3 réplicas o 9 réplicas o 27
réplicas o . . . Lo cual nos lleva una vez mas al concepto de “autosemejanza”’, que se
definira mas adelante.

i) Tiene una estructura con infinito detalle, es decir, se ve detalle a escalas arbitrariamente
pequeiias; mientras mas se agranda el conjunto, mas triangulos se hacen visibles al ojo.

iif) Su definicion es muy simple a pesar de tener una estructura con infinito detalle.

i) Se genera mediante un proceso infinito y repetitivo en forma especial, llamado “proceso

iterativo” (ver Definiciones Generales).

Al medir el area del triangulo de Sierpinski en cada uno de los pasos de su
construccion, se aprecia que esta area disminuye por un factor de 3/4, después de un nimero

infinito de pasos se puede ver que el area tiende a cero. A continuacién se muestra este

proceso.
‘ Triangulo Original Area=1
., 3
: la. Iteracidn Area = Z =0.75
.. 9
e 2a. Iteracion Area = ig =(.5625
., 27
3a. Iteracion Area = a =0.421875
4a. Tteracié Ar ——-8i“031640625
a. [teracion ea 56 O

y asi sucesivamente.
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;Tiene realmente area el tridngulo de Sierpinski? Cuando el nimero de iteraciones
tiende a infinito el area desaparece, pero de alguna forma esta ocupando un espacio

bidimensional. ;Es posible que este tridngulo este entre una'y dos dimensiones?

El triangulo de Sierpinski es un ejemplo de una figura bidimensional que a lo largo del
proceso se convierte en una figura unidimensional después de un nimero infinito de
iteraciones, asi como la curva de Peano es un ejemplo de una figura unidimensional que a lo

largo de un proceso iterativo infinito se convierte en una figura bidimensional.

Existen notas interesantes que involucran al triangulo de

Sierpinski y que fomentan la curiosidad e invitan a la reflexion. 1 ; 1

Un ejemplo se encuentra en la tabla triangular de nimeros, 1331

figura 6.19, que es conocida como el triangulo de Pascal, la ) ; ‘:0613 ; N
cual fue llamada asi en honor al gran matematico y cientifico ~Fig 6.19 Los primeros 5
francés Blaise Pascal (1623-1662) poco después de la re“glmf::;:éng“m

composicion de su famoso Traité du triangle arithmétique,

publicado después de su muerte en 1665. Se sabe que este triangulo aritmético aparecio en
China alrededor de 1303, pero el que Pascal lo aplicara para resolver problemas
relacionados con probabilidad y su gran contribucion a la teoria de este triangulo, fue lo que

finalmente decidié su nombre.

Una relacion entre el triangulo de Sierpinski y el
triangulo de Pascal se encuentra, por ejemplo, al
sombrear los nameros impares y dejar en blanco los
pares, la figura resultante asemeja al triingulo de

Sierpinski, como se puede ver en la figura 6.20.

Otras relaciones interesantes se pueden

encontrar al sombrear los nimeros divisibles por 3, o Fig. 6.20 Figura resultante al
c . .. . sombrear los niimeros impares en
los divisibles por 5, 0 lps divisibles por 9. Se invita al el triAngulo de Pascal hasta el
renglén 32

lector a dibujar éstos patrones y a investigar otros posibles.
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Cada una de estas figuras resultantes tiene hermosas regularidades y autosemejanzas

las cuales describen propiedades basicas de la teoria de numeros del tridngulo de Pascal.

Aparte de estas relaciones discutidas, el tridngulo de Sierpinski depara otras sorpresas:
Una forma extremadamente interesante de generarlo es el “juego del Caos”. Para jugarlo es
necesario tener: un dado cuyas 6 caras estén marcadas con los niumeros 1, 2 y 3 (o asignar 1
al 4,2 al 5y 3 al 6), una hoja de papel, un lapiz y una regla. Lo primero que hay que hacer
es marcar tres puntos en la hoja de papel con los nimeros 1, 2 y 3 formando un triangulo
como se muestra en la figura 6.21 (no es necesario que el triangulo sea equilatero). El juego
comienza con la seleccion de un punto al azar en la hoja de papel, figura 6.22, el cual se
marca como py, (este punto puede estar dentro, fuera o en el triangulo). Se lanza el dado y la
posicion del nuevo punto p;, se localiza a la mitad del segmento determinado por los puntos
Doy el vértice que marco el dado (1, 2 6 3). El proceso se ejemplifica en las siguientes dos
figuras. En la figura 6.23, el dado marco 3, por lo que el nuevo punto se ubica a la mitad de
la distancia entre el punto anterior y el vértice 3. Este proceso continiia un nimero infinito
de veces. En la figura 6.24, el siguiente tiro del dado ha marcado 1, por lo que el siguiente

punto se ha colocado a la mitad de la distancia del punto previo y el vértice 1. Y asi

sucesivamente.
3 3
[ [ J Po
[ _J
1
Fig. 6.21 Inicio del Juego del Caos. Fig. 6.22  ler. Paso en el Juego del
Marcado de los puntos. Caos.
; P ’ P
[ ] 1 ° 1
Po Po
[ - ° // [ «.-. o
s
P24 k
° s, * s,
Fig. 6.23  2do. Paso en el Juego del Fig. 6.24 3er. Paso en el Juego del
Caos. Caos.
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El proceso anteriormente descrito va a generar, a la larga, una figura muy semejante al
triangulo de Sierpinski como se muestra en la figura 6.25 en la cual se puede observar el
juego después de 100, 500, 1000 y 2000 tiradas. Se dice muy semejante porque habra
algunos puntos, los primeros, que no perteneceran al triangulo pero, conforme el nimero de
tiradas aumenta, los puntos caeran siempre en el triangulo de Sierpinski. Para efectos
practicos, y con la ayuda de la computadora, puede observarse un bonito resultado con
alrededor de 3,000 tiradas si se usa un programa computacional o puede generarse usando

una hoja electronica de célculo, como en la figura 6.25.

N N
“’0
e %,
P o
.
W Ve,
* o *
L N "‘
* A -
.
DAL LA
N .

Fig 6.26 El juego del Caos después de 100, 500, 1000 y 2000 tiradas.
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Se acaba de construir el triangulo de Sierpinski por medio de un proceso aleatorio, es
decir, usando la aleatoriedad se construyé una figura perfectamente determinada. ;COmo es
posible esto? ;Qué pasa si se cambia a un dado “cargado”? ;Se volveria a construir la misma

figura? ;Existen otros fractales que se puedan construir por medio de un proceso aleatorio?

La respuesta a la Gltima pregunta s si, si existen muchos otros fractales generados por
medio de variaciones al “Juego del Caos” y se recomienda al lector interesado consultar el

trabajo de Peiten et al, 1992.

Para entender el funcionamiento del Juego de Caos, es decir, como es que el jugarlo
siempre genera la misma figura, es necesario el uso de ciertos conceptos aun no definidos,

por lo que esta explicacion se dejara para mas adelante.

Se han construido distintos fractales que en su construccion guardan semejanzas
importantes. Antes de concluir con la presente seccion, se invita al lector a rescatar su

espiritu aventurero para descubrir otros patrones geométricos con comportamientos

semejantes.

Como ultimo ejemplo, se muestra una variacién muy interesante del triangulo de
Sierpinski, usualmente conocido como la “alfombra de Sierpinski”, la cual es lograda al

realizar el mismo proceso a partir de un cuadrado. Se muestran los primeros pasos de su

construccion en la figura 6.26.
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Fig. 6.26 Tustracién grafica de la construccién de la alfombra de
Sierpinski

Todos los ejemplos anteriores (el conjunto de Cantor, la curva de Koch, la curva llena
espacio de Peano y el triangulo de Sierpinski) son conjuntos a los que nos podemos referir

usualmente como fractales, lo cual da una buena idea de lo que es un fractal,
pero, g‘,QUI'E Es UN FRACTAL?

El término “fractal” fue inventado por Benoit Mandelbrot para describir figuras y

formas geométricas muy “fracturadas”. La definicion formal que Mandelbrot dio en 1977 es:

Un fractal es un conjunto para el cual la dimension Hausdorff-Besicovitch excede

estrictamente la dimension topoldgica.
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La cual es un poco complicada para lo que se ha visto de fractales hasta ahora. Mas
adelante se regresara a esta definicion para estudiarla un poco mejor. Por lo pronto se dara

una definicién de acuerdo a los fractales estudiados:

Un fractal es una estructura, no necesariamente matemadtica, visualmente
compleja, la cual estd formada por pequeiias réplicas de si misma a cualquier

escala y su construccion involucra un proceso iterativo infinito.

Nuestra definicion no involucra el concepto de dimension, como la de Mandelbrot, ya
que aun no se ha estudiado la dimension de los fractales ya vistos. Sin embargo es
importante mencionar desde ahora que las propiedades fundamentales de los fractales son:

1. Autosemejanza, es decir, formado por pequefias réplicas de s mismo.
2. Dimension fractal (fraccionaria), es decir, usualmente no es un nimero entero.

3. Proceso iterativo infinito involucrado en su construccion.

Los fractales vistos hasta ahora son ejemplos de fractales que cumplen las tres propiedades
mencionadas pero, como se vera mas adelante, no es necesario que una figura cumpla con
todas ellas para poder considerarse un fractal, como por ejemplo la curva de Peano tiene

dimension 2 y si es un fractal. Mas adelante se construiran fractales con la propiedad de

autosemejanza solo hasta cierto punto.

Antes de construir y analizar los fractales contemporaneos, es necesario ver
formalmente los conceptos de autosemejanza, dimension fractal y proceso iterativo, los

cuales son fundamentales para el entendimiento de los siguientes fractales.
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7 Autosemejanza

El concepto de autosemejanza es clave en el estudio de la Geometria Fractal y para

entenderlo mejor es necesario recordar el concepto de semejanza en la geometria euclideana:

Dos poligonos son semejantes si tienen la misma forma, sin imporiar su
tamaiio. Es decir, si hay una correspondencia entre sus vértices tal que los
dngulos correspondientes sean congruentes (tengan la misma medida) y los
lados correspondientes sean proporcionales (hayan aumentado o disminuido en

la misma proporcion).

Por ejemplo, en la figura 7.1 se observan dos tridngulos semejantes ya que sus angulos
correspondientes son congruentes y la proporcion entre sus lados correspondientes es

constante. Por lo tanto se cumple que

LAz /A, /B= /B, £LC = LC"

yque

a_b_c_1

ka k kb k
B

C B’
a
Ka kc

C b A CcC kb A

Fig. 7.1 Concepto de semejanza en geometria euclideana.
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El concepto de autosemejanza es mas exigente en cuanto a las condiciones que deben

de mantenerse entre dos o mas objetos:

De acuerdo a los fractales ya construidos afirmamos que: un objeto geométrico es

autosemejante si consiste de una coleccion arbitraria de pequeiias réplicas de si

mismo.

Es importante hacer notar que una figura autosemejante no necesariamente es un
fractal, como por ejemplo un segmento de recta, o un cuadrado o un cubo, ya que su

dimensién, como se vera mas adelante, no es fraccionaria.

Un buen acercamiento intuitivo al entendimiento del concepto de autosemejanza
incluye la habilidad de aplicar una regla iterativa en un ambiente geométrico como se hizo en
la construccion de los primeros fractales (el conjunto de Cantor, la curva de Koch, la curva
llena espacio de Peano vy el triangulo de Sierpinski) en los cuales se comenzo6 con una regla
que da un método para dividir repetidamente un poligono o segmento inicial en poligonos o
segmentos semejantes pero mas y mas pequefios. En cada iteracion del proceso, la regla es
aplicada a todos y cada uno de los poligonos o segmentos que componen la figura. Las
siguientes iteraciones continian generando cada vez mas y mas pequeiios poligonos o
segmentos semejanteé ya que el proceso es repetido una y otra vez, sin parar. Nuestro
interés se centra en las propiedades que presenta la figura después de un nimero infinito de

iteraciones, es decir, en la “figura limite”.

Se puede clasificar la autosemejanza dependiendo de las caracteristicas de los objetos a
los que se aplica. Por ejemplo, si las réplicas son exactas con respecto al todo, entonces se
dice que la figura es estrictamente autosemejante. Se discutiran ademas, la autosemejanza

estadistica, y la autosemejanza en un punto.

La autosemejanza estricta se ejemplifica facilmente en el conjunto de Cantor, figura

7.2, porque éste conjunto puede ser visto como una coleccion de pequefias piezas, cada una

de las cuales es una version exacta del conjunto completo reducido a una cierta escala. Esto
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se debe a que los elementos del conjunto de Cantor son los extremos de ciertos intervalos de

numeros reales que siempre contienen un numero infinito de elementos.

Fig. 7.2 Autosemejanza en el Conjunto de Cantor

La curva de Koch, figura 7.3, y el triangulo de Sierpinski, figura 7.4, son también
ejemplos de fractales estrictamente autosemejantes, ya que se pueden encontrar pequefias

réplicas del conjunto completo dentro del conjunto mismo.

&

M

f ¥
o Lt

Fig. 7.4 Autosemejanza en el
Tridngulo de Sierpinski.

Fig. 7.3 Autosemejanza en la Curva
de Koch.
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Cuando consideramos los fractales donde pequefias copias parecidas al todo tienen

variaciones, tenemos la llamada autosemejanza estadistica. Esta se refiere a que se mantiene

una misma distribucion en términos estadisticos entre los agrandamientos de pequefias partes

con respecto al todo.

Cuando se consideran los fractales donde pequefias copias parecidas al todo tienen

variaciones, se tiene la llamada autosemejanza estadistica. Esta se refiere a que se mantiene

una misma distribucion, en términos estadisticos, entre los agrandamientos de pequefias

partes con respecto al todo.

o
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Fig. 7.5 Ejemplo de Autosemejanza Estadistica en
la Curva de Koch modificada mediante un Proceso
Aleatorio
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Por ejemplo, si en la construccion de
la Curva de Koch, en lugar de reemplazar
el segmento por una curva generadora
como se explicO anteriormente, ahora se
introduce un factor aleatorio (como el
lanzar una moneda) que determinara si ésta
curva se inserta en posicion normal o
invertida. Esto genera, después de varias
iteraciones, una curva que es en cierta
forma como la Curva de Koch pero no
exactamente igual, como se aprecia en la
figura 7.5. Es decir que si se agranda una
fraccion de la misma, no se observa al todo
reflejado en forma perfecta. Sin embargo,
la relacion entre el intervalo pequeiio y el
todo estara dada por una distribucion

estadistica constante.

Este tipo de fractales se llaman
aleatorios porque muestran aleatoriedad a

cualquier escala, es decir, en cada paso de



su construccion existe un elemento aleatorio. Al relacionar el tamafio de las variaciones
aleatorias a la escala, el fractal es autosemejante estadisticamente en el sentido de que el
agrandamiento de pequefias partes del conjunto tiene la misma proporcion estadistica que el

conjunto completo.

Aun en figuras autosemejantes, se pueden encontrar también distintos grados de
autosemejanza al buscar puntos con la propiedad de poder identificar cerca de ellos

pequeiias réplicas del todo a cualquier grado de amplificacion.

Si se observa la figura 7.6 vemos que el triangulo de Sierpinski es autosemejante en
cualquier parte que se tome de él, ya que se pueden encontrar pequeiias reducciones del
todo en cada punto. Por otro lado, el arbol de dos ramas, en donde se ve un tronco y dos
copias reducidas del todo, es autosemejante solo en las ramas y no en el tronco. Y en los
rectangulos, donde se observan uno dentro de otro, son autosemejantes inicamente en un
punto en particular, el centro, que es aquel en el cual el tamafio del rectangulo tiende a cero,
ya que en ninguna otra region se observa una réplica de la figura completa a escala debido a

la rotacion de los rectangulos.

Fig. 7.6 Ejemplificacion de autosemejanza estricta, parcial y en un punto.

La propiedad de autosemejanza es inherente a los fractales y se puede presentar en
distintos grados dependiendo de las caracteristicas individuales de cada objeto. En objetos
naturales tales como el brocoli, la coliflor y ciertos arboles, la propiedad de autosemejanza
no es estricta ya que ésta se observa solamente hasta cierto punto. Por ejemplo, si se

desprende una parte de un brocoli, ésta sera una pequeiia réplica del todo, e incluso puede
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desprenderse una segunda parte a la anterior en la que se observe lo mismo, pero el proceso
no puede extenderse indefinidamente pues llegara el momento en el que partes de otras

‘partes ya no semejen al objeto original.

Para dar un significado operacional a la propiedad de autosemejanza, es necesario
restringir las figuras limite (aquellas que se forman cuando el nimero de iteraciones tiene a
infinito) a aproximaciones finitas en las cuales ya no se note diferencia al pasar de un paso a
otro de la construccion. Esta autosemejanza es “calculada” usando el método llamado

autosemejanza en una cuadricula donde las mediciones son hechas en una iteracion finita

usando cuadriculas de varios tamafios. La idea basica es que, en algin paso finito en la
generacion de la figura autosemejante, es alcanzado un punto en el que a partir de ahi las

revisiones con cuadricula mas pequefia no detectaran diferencias adicionales en la figura.

En el siguiente ejemplo se aplica el concepto de autosemejanza en una cuadricula, y
para apreciarlo de una mejor manera se ejemplificara con tres tamafios diferentes de cuadro.
El proceso consiste en colocar una cuadricula sobre el objeto y sombrear todos aquellos
cuadros que lo cubran, aun lo que sélo lo cubran parcialmente. Decimos que un objeto es
autosemejante cuando, a partir de cierta iteracion, el nimero total de cuadros sombreados se

mantenga constante para ese tamaiio de cuadro en particular.

En la figura 7.8 se muestra el proceso para las primeras cuatro iteraciones de la
construccion del triangulo de Sierpinski. Para la cuadricula mas grande vemos que el niimero

de cuadriculas no varia, es decir, la figura fue autosemejante desde un principio.

Por supuesto, se puede aplicar una cuadricula tan fina como se desee, mientras mas

fina la cuadricula, mas precision en la medicion de autosemejanza.

Si una figura es autosemejante entonces, para cualquier tamafio de cuadricula y
suficientes pasos en su proceso de construccion, la aproximacion de las cuadriculas que
cubran a la figura completa y la amplificacion de éstas mismas secciones pareceran ser

exactamente las mismas si se comparan.
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8 Dimension Fractal

“Los fractales empaquetan un infinito en un grano de arena.

Este infinito aparece cuando uno trata de medirlos”
McGuire, 1991

Los métodos de la geometria clasica y del calculo no son apropiados para el estudio de
los fractales por lo que son necesarias técnicas alternativas. La herramienta principal de la

Geometria Fractal es la dimension en sus muchas formas.

A finales del siglo pasado y principios del presente, uno de los mayores problemas en
matematicas fue el determinar el significado de “dimensiéon” y cuales propiedades tiene.
Desde entonces la situacion ha empeorado de alguna forma ya que los matematicos han
establecido cerca de diez diferentes nociones de dimension: dimensién topolégica, dimension
Hausdorff, dimension fractal, dimension autosemejante, dimension por cuadricula, dimension
por capacidad, dimension por informacién, dimension Euclideana, entre otras. Aunque
todas ellas estan relacionadas, todas son formas especiales de la dimension fractal de
Mandelbrot, la cual a su vez estd basada en el trabajo de Hausdorff (1919), algunas sélo
tienen sentido en ciertas situaciones, y no tienen sentido en otras, en algunos casos todas
tienen sentido en la misma situacion y son iguales. Algunas veces algunas tienen sentido péro
no concuerdan. En el presente manual se presentaran tres de estas dimensiones: la dimensién

autosemejante, dimension por compas y dimension por cuadricula.

A pesar de que los matematicos han desarrollado diferentes nociones de dimension,
como ya se menciond, la mas comunmente usada, a la cual se referira como dimension
euclideana, es la que involucra el nimero direcciones o grados de libertad mostrados por un
objeto y se mide en términos de longitud, area y volumen. Usando esta nocién, todos los
objetos de la geometria euclideana tienen dimension entera no negativa. Por ejemplo, se dice

que un punto es 0-dimensional; una recta uni-dimensional y se mide en términos de longitud,
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un cuadrado bi-dimensional y se mide en términos de area; y un cubo tri-dimensional y se

mide en términos de volumen.

8.1 Dimension Autosemejante

Como su nombre lo indica, esta dimensidn se aplica a figuras con la propiedad de
autosemejanza. Se dice que una estructura es estrictamente autosemejante si puede ser
dividida en partes mas pequefias, cada una de las cuales es una pequefia réplica de la

estructura completa.

Una de las principales caracteristicas de un fractal es su dimension fraccionaria, como
ya se mencioné anteriormente, y para entender como es que a los fractales se les puede
asignar una dimensioén fraccionaria basada en la dimension euclideana, es necesario expandir
la nocién de dimensién euclideana analizando como los segmentos, los cuadrados y los

cubos pueden ser divididos en cierto nimero de figuras autosemejantes a la original.

Para ejemplificar esta situacion, se dividiran como se muestra en la figura 8.1, en

piezas cuya dimension lineal sea //n veces el tamaiio de la original, de esta forma obtenemos

. 2 . .
n piezas para el segmento, n piezas para el cuadrado y n’ piezas para el cubo:

I i a. 2 G } ' / / /
Segmento de longitud n Vn / / AN

/ 1/n

1/n

1/n /

Y 1/
Cuadrado de 4rea n® " Cubo de drea r° "

Fig. 8.1 Division de un segmento, un cuadrado y un cubo en piezas autosemejantes cuya dimension
lineal sea 1/n el tamafio de la original
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Es posible notar que los exponentes del nimero de piezas (n, n y n ) indican la dimension

del objeto:
para el segmento (dimension 1) numero de piezas = ”1,
para el cuadrado (dimension 2) | mimero de piezas = n’,
para el cubo (dimensién 3) mimero de piezas = n’,

por lo que buscaremos despejar este exponente.

Aplicando la funcion logaritmo a ambos lados de la igualdad se obtiene:

para el segmento log(mimero de piezas) = log(n1 ),
para el cuadrado log(niumero de piezas) = log(nz),
para el cubo log(mimero de piezas) = log(n3).

Ahora se aplican propiedades de los logaritmos para convertir el exponente en coeficiente:

para el segmento log(mimero de piezas) = 1 log (n),
para el cuadrado log(mimero de piezas) = 2 log (n),
para el cubo log(mimero de piezas) = 3 log (n).

Obsérvese que todas las piezas son autosemejantes puesto que el agrandar o aumentar n

veces una pieza cualquiera nos devolvera el objeto original. Por lo tanto
log(mimero de piezas) = log(nD) = Dlog (n)
donde D es la dimensi6n y n es la amplificacién necesaria para obtener el objeto original.

Finalmente se despeja D para obtener una formula que nos dé la dimension de

cualquier estructura autosemejante, siempre que se tengan el nimero de piezas
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autosemejantes y la amplificacion necesaria para obtener el objeto original de cualquiera de

éstas piezas:

3 log(numero de piezas)

D =
Autasemejante — Jog(amplificacion)

Una forma equivalente de expresar esta formula es en funcion de la escala usada para

obtener cada pieza del objeto original:

_ log(ntimero de piezas) _logn
Autosemejante log(‘:‘;‘a ) log %

D

Aplicando la primera formula a las figuras estudiadas se observa que es coherente con

los datos conocidos:

D Iog(nl ) llog(n)
= = =1 s
log(n)  log(n)

D= Iog(n 2) _ 2log(n) _,
log(n)  log(n)

Iog(n } ) 3log(n)
D= = =3,
log(n)  log(n)

para el segmento

para el cuadrado

’

para el cubo

Ahora se usara esta formula para encontrar la dimension de los fractales construidos en

la seccion 6. Recuérdese que todos estos fractales fueron autosemejantes.

Dimension Fractal del Triangulo de Sierpinski.

Para calcular la dimension del triangulo de Sierpinski, es necesario dividir la figura en
piezas autosemejantes y encontrar la amplificacion necesaria para que cada una de éstas

piezas sea igual al original. Si se divide la figura como se muestra en la figura 8.2, se
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obtienen 3 partes iguales y se necesita una amplificacion de 2 en cada una de ellas para

obtener la original:

p - log(niimer 0 de p.iezas) _ 1080) _ | sg4062.
log(amplificacién) log(2)

Fig. 8.2 Divisién del
triangulo de Sierpinski en
3 piezas autosemejantes

La dimension fractal del Triangulo de Sierpinski es aproximadamente 1.585

Dimension Fractal de la Curva de Koch.

En la figura 8.3 se puede ver que es posible dividir la curva de Koch en 4 partes
iguales y cada una de las cuales necesita un factor de amplificacion 3 para ser igual a la

original:

- |
Pl
@ m"— D- log(nimero de piezas) _log(4) 161859,

log(amplificac ién) B 10g(3)

Fig: 8.3 Division de la Curva de
Koch en 4 piezas autosemejantes

La dimensién fractal de la Curva de Koch es aproximadamente 1.262
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Dimension Fractal del Conjunto de Cantor.

Existen fractales cuya dimension fractal esta entre 0 y 1. Uno de éstos es el conjunto
de Cantor, analogo unidimensional del Triangulo de Sierpinski, donde encontramos 2 piezas,
como se ve en la figura 8.4, cada una de las cuales necesita una amplificacion de 3 para

obtener el original:

D= log(m'xmero de piezas_)
log(ampliﬁcac i6n)

T _log(2) _ 0.630929..

- log(3)

Fig. 8.4 Divisién del Conjunto de Cantor en 2 piezas autosemejantes

La dimensién fractal del Conjunto de Cantor es aproximadamente 0.631

Dimensién Fractal de la Curva llena espacio de Peano.

También existen fractales cuya dimension es un nimero entero, como la curva llena
espacio de Peano. En la figura 8.5 se observa la curva generadora y la primera iteracion,
donde se ha sefialado con linea punteada una division posible. Dada esta division, se

encuentran 9 piezas iguales las cuales necesitan una amplificacion de un factor de 3 para

obtener el original:

............

P D= log(nimero de piezas) _ log(9) _
I - log(amplificacion)  log(3)

Fig. 8.5 Division de la curva llena espacio de Peano
en 9 piezas autosemejantes.

La dimension fractal de la Curva Llena Espacio de Peano es 2
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8.2 Dimensiéon por Compas

Existen fractales en cuya construccion no se involucra una férmula o un proceso -
especifico como es el caso de algunos fractales naturales como una linea costera o una
frontera natural (como seria un rio). Una forma de calcular su dimension es por medio de
mediciones sucesivas con una herramienta de medicion cada vez mas precisa, proceso
desarrollado por Lewis Fry Richarson, meteorélogo inglés, cuyo trabajo llevé a Mandelbrot,

entre otros, a hacer la famosa pregunta ;Cuanto mide la costa de Gran Bretaiia?

Para encontrar la dimension fractal del perimetro de la linea costera de una isla, de un
estado o de un pais, se necesitan un buen compas, un mapa con la escala sefialada, papel
milimétrico o logaritmico, calculadora, papel y lapiz. El proceso es el siguiente: se toma el
compas y se fija en cierta abertura de acuerdo a la escala del mapa (se verad un caso
especifico en el ejemplo), luego se coloca el punto del compas en el punto inicial (de
preferencia una esquina o extremo) y se “camina” el compas cuidadosamente a lo largo de
la linea costera asegurandose de “pisar” siempre sobre ésta. Es importante mencionar que, al
caminar sobre la linea costera, no se toman en cuenta islas (aunque éstas formen parte de la
isla, estado o pais) pero si peninsulas, bahias y demas. Una vez contados el nimero de pasos
y establecida la longitud correspondiente a dicha abertura, se repite el proceso con una
menor abertura del compas y se vuelven a contar los pasos y a registrar los datos. Este
proceso se lleva a cabo con menores aberturas del compds mientras sea aun practico

“caminar” sobre la linea costera.

Una vez registrados todos los datos, se tienen dos opciones: graficar en papel
logaritmico (escala logaritmica en sus ejes) o graficar en papel milimétrico una vez calculado
el logaritmo de todos los datos, lo cual es equivalente. Esto es posible ya que los datos se
relacionan entre si a través de una funcion potencia. El uso del papel logaritmico, o el
equivalente, es necesario, ya que, por un lado, en uno milimétrico seria muy dificil debido a
la disparidad de los datos a graficar y, por el otro, la curva generada no seria una linea recta,

como se muestra en la figura 8.7.
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Fig. 8.7 Gréfica de la funcion f{x) = ¥’ en ejes convencionales y en ejes logaritmicos.

Para ejemplificar la anterior afirmacion, se graficara la funcion potencia f{x) = x°, en
ambos ejes, el convencional y el logaritmico. Primero se aplicara la funcion logaritmo base

10 en ambos lados de la igualdad:
Log y = log ¥

Después se aplicaran las propiedades de los logaritmos para finalmente llegar a una funcion
lineal de la forma y = mx + b:

Logy=2logx
donde se aprecia que la pendiente de la recta en la grafica lineal es 2 y la ordenada al origen

es 0.

Retomando el proceso de encontrar la dimension por compas, en el eje horizontal se
marca el inverso de la medida del compas (//abertura compas) para que sea creciente la
numeracion de dicho eje. Esta cantidad puede interpretarse como la precision de la
medicion: mientras mas pequeiia sea la abertura, mas precisa es la medicion. El eje vertical
es para los logaritmos de la longitud total. Se tomara base 10 para trabajar facilmente con la
calculadora en el uso de los logaritmos, pero es posible utilizar otra base de igual forma. La
grafica logaritmica mostrara siempre como la longitud total de la linea costera (log(longitud

total)) cambia con un incremento en la precision (log(//abertura compds)).

Se puede observar, graficamente, que los puntos en la grafica se pueden aproximar a

una recta de la forma y = mx + b donde y = longitud total y x = l/abertura compds. Dicha
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aproximacion a una recta puede hacerse por el método “minimos cuadrados” o usando la
calculadora o computadora. Luego entonces la relacion entre la longitud total y la escala o

el tamafio de la abertura del compads puede ser expfesada por

1
log(longitud total)=m-lo +b
g( & ) g abertura compas

donde m es la pendiente de la recta encontrada y b la interseccion con el eje vertical. Dicha
relacion expresa como cambia la Jongitud total cuando la abertura del compds cambia,
siempre que la grafica en el papel logaritmico pueda ser aproximada a una linea recta. La

pendiente m es la clave para encontrar la dimension fractal del objeto.

;Cual es la relacion entre la dimension autosemejante, Daussemgane, Y la funcion
potencia obtenida de las mediciones de longitud usando diferentes aberturas de compas?
Tomando la relacion logaritmica longitud total — abertura del compds (péagina actual) de la
dimensién por compas por un lado, y la relacion, también logaritmica, mimero de piezas —
lescala de la dimension autosemejante (pagina 100) por el otro. Es necesario hacer la
conexion entre la longitud total y el mimero de piezas para poder obtener una férmula que
las relaciones. Si se asume que al tener una escala = I se mide una longitud total = 1, esta
conexion se da por longitud total = mimero de piezas x escala ya que cuando se mide a
diferentes escalas s, el objeto completo estd compuesto de pequefias copias de tamafio s

cada una de las cuales tiene una longitud total de nimero de piezas veces escala.
Si se aplica la funcion logaritmo base 10 a la ecuacion

longitud total = numero de piezas x escala

se obtiene:

log(longitud total) = log(miméro de piezas) + log(escala).
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Si se substituye log(longitud total) y log(mimero de piezas) de las relaciones
logaritmicas anteriores y se toma la abertura del compds de la dimension por compas como

la escala:
m log (1/escala) = Dautosemejante l0g(1/escala) + log(escala)

donde la ordenada al origen de la dimensién por compas es cero ya que la funcién potencia

no tiene término independiente.
Ya que log(//escala) = - log(escala) se obtiene:
- m log (escala) = - D gussemejante l0g(escala) + log(escala)
Finalmente, se divide entre log(escala) y se despeja Dausasemejante
D utosemejante = 1 + m.

Por lo que la dimensién autosemejante se puede calcular usando la pendiente de la

grafica logaritmica de la longitud total y la precision 1/abertura compds

Datoseneiane = 1+ m,

y la dimension por compas se define como

[Dcampé: = 1 + 1’,

Se calculara ahora la dimension por compas de la costa del pacifico de la Repiblica
Mexicana. Primero se fija la abertura de nuestro compas, para lo que es necesario referirse a
la escala del mapa, 1:12,500,000. Es decir, 1 cm equivale a 12,500,000 cm o0 a 125 Km. Por

lo que se haran mediciones con cuatro aberturas diferentes: 4 cm, 3cm, 2cmy lcm.
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Una vez contados los pasos y calculadas las distancias, obtenemos la siguiente tabla:

Abertura Real Abertura Longitud
del Compas | Equivalente del Total Log(1/Abertura) | Log(Longitud
(cm) Compas (Km) (Km) Total)
4 cm 500 Km 3500 Km -2.699 3.544
2cm 250 Km 4250 Km -2.398 3.628
1cm 125 Km 4750 Km -2.097 3.677

Tabla 8.1 Datos registrados para calcular la dimensién por compas de la linea costera del pacifico
de la Repiiblica Mexicana

La siguiente grafica muestra la relacion existente entre el logaritmo de la precision de

la medicion (log(//abertura)) y el logaritmo de la longitud total en una grafica logaritmica

(log(longitud total)):
E R | : o
o :
a i 365
E M
80 : : 36 :
= i
) ! ;
- ! o3 i
b 3 ; [ o7
(=] i :
- : o I <4 :
3 .25 2 a5 a1 05 0
|
Log(1/abertura) j

Fig. 8.9 Graifica logaritmica de los datos registrados

Ahora podemos aproximar a una recta los puntos dados usando el método de minimos
cuadrados o usando la computadora y encontrar la pendiente de dicha recta a la cual se le
suma 1 y es la dimension fractal de nuestro pais. Usando una hoja electronica de datos,
encontramos que la pendiente de la recta aproximada es 0.22, por lo que dimension fractal

(por compas) de la costa del pacifico de México es 1.22
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8.3 Dimension por Cuadricula

Esta dimension es muy apropiada para estructuras que nos sean autosemejantes y que
no se puedan medir por medio de un compas, tales como polvo, olas de mar y nubes,
ademas es aplicable a cualquier estructura en el plano y puede ser facilmente adaptada a
estructuras en el espacio, lo cual la hace muy popular aunque no sea muy precisa.

El procedimiento es relativamente sencillo, tanto como el de la dimension por compas,
siempre que se pueda colocar el objeto dentro de cuadradbs, si es una imagen, o de cubos, si
es un objeto. Para calcular la dimension fractal de imagenes en el plano, primero se coloca
una cuadricula cubriendo totalmente la imagen y se cuenta el nimero de cuadriculas que la
contienen. Este nimero va a depender, por supuesto, del tamafio de cuadricula que se haya
escogido. Una vez registrados los datos anteriores, se cambia el tamafio de la cuadricula a
uno mas pequefio (se recomienda que se reduzcan las cuadriculas por un factor de 2), se
vuelve a contar el nimero de cuadriculas que contienen a la estructura y se registran estos
datos. Este proceso se repite con varios tamafios mas de cuadricula y el radio o proporcién
entre el tamafio de cuadricula y el numero de cuadriculas que contienen la figura es la

dimensidn fractal de ésta. Por lo que la dimension por compds se define como

D adricuta = m = pendiente de la rectal

Para encontrarla se grafican los resultados en una grafica logaritmica: log(numero de
cuadriculas) para el eje vertical y log(//tamario cuadricula) para el eje horizontal o en papel
logaritmico. Después se encuentra la pendiente m de la recta a la cual se aproximan los

puntos por el método de minimos cuadrados o con el uso de la computadora.

Se calculara ahora la dimension por cuadricula de la Costa del Pacifico de la Republica
Mexicana. Se comenzara por colocar la primera cuadricula sobre nuestro mapa, que en este
caso es de 11 cuadros x 11 cuadros (por cuestiones de espacio, solo se colocan parte de la
cuadricula, lo cual no afecta en el calculo de la dimension pues solo se toman en cuenta las
cuadriculas sombreadas) y se cuenta el nimero de cuadriculas que la cubren, para después
hacer lo mismo con varias cuadriculas mas pequefias cada vez, usualmente se usa la mitad

del tamafio que la anterior, y se grafican estos datos en un papel logaritmico o el

equivalente:
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Una vez contadas las cuadriculas, obtenemos la siguiente tabla donde la escala de la
cuadricula es igual a I/(nimero de cuadriculas por renglon) que seria igual a //(mimero de

cuadriculas por columna) de haber podido colocar la cuadricula completa:

1/ Escala Cuad. Numero de Cuadriculas | Log(1/ Escala Cuad.) | Log(Num. De Cuad.
Sombreadas Somb.)
11 20 1.041 , 1.301
22 44 1.342 1.643
44 105 1.643 2.021

Tabla 8.2 Datos registrados para calcular la dimension por cuadricula de 1a linea costera del
pacifico de la Republica Mexicana

La siguiente grafica muestra la relacion existente entre el logaritmo del numero total de

cuadriculas y el logaritmo del nimero de cuadriculas sombreadas:
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Log(1/Escala de la Cuadricula)

Fig. 8.14 Gréfica logaritmica de los datos registrados

Ahora aproximamos una recta por €l método de minimos cuadrados y encontramos la

pendiente de dicha recta, 1.21 la cual es la dimension fractal (por cuadricula) de la costa del

Pacifico de nuestro pais.
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(Hubo diferencia entre la dimension por compas y la dimension por cuadricula? ;Por

qué?

Es importante hacer notar que, en el plano, la dimensiéon por cuadricula nunca
excedera 2, a comparacion de la dimension autosemejante, la cual facilmente puede exceder
el 2 para una curva en el plano. Esto es debido a que la dimensién por cuadricula ignora las

partes que se empalman, lo cual no sucede con la dimension autosemejante.

La dimensién por cuadricula es una de las mas usadas para mediciones en todas las
ciencias ya que es facil de programar en una computadora tanto para objetos en rectas
(usando segmentos), como para objetos en el plano (usando cuadriculas) y para objetos en el

espacio (usando cubos).

Como ya se mencioné anteriormente Mandelbrot, en su ensayo original, defini6 a un
fractal como un conjunto con una dimension Hausdorff estrictamente mayor que su
dimension topologica. El problema de esta definicion es que excluia a un nimero de
conjuntos que evidentemente eran fractales por lo cual resulté insatisfactoria. De cualquier
forma, es importante mencionarla ya que es incluida en gran parte de la bibliografia

relacionada con los fractales.
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9 Proceso Iterativo

Durante la construccion de los Primeros Fractales fue introducido el concepto de
Proceso Iterativo en figuras geométricas como un proceso infinito y repetitivo en forma
especial, especial porque una vez aplicado el proceso al resultado del mismo se le aplica de
nuevo y asi sucesivamente. Este proceso iterativo geométrico fue aplicado en la
construccion del conjunto de Cantor, la curva de Koch, La curva llena espacio de Peano y el

tridngulo de Sierpinski.

Ahora es necesario analizar lo que es un proceso iterativo en funciones algebraicas
reales y complejas para la construccion de los siguientes fractales. Se comenzara con algunas
definiciones importantes las cuales se han tratado de adaptar, junto con los ejemplos y
gjercicios, al uso de la computadora y/o calculadora. Esto es importante pues mas adelante
se vera que sin el uso de la computadora no hubiera sido posible el desarrollo de la

geometria fractal ni la construccion de los fractales contemporaneos.

Definicion.
Una funcién es una “regla” o “proceso” que convierte ciertos nimeros en otros,
posiblemente diferentes, con la restriccion de que cualquier nimero de entrada genera
uno y sélo un numero de salida. Algunas veces se compara una funciéon con una

maquina, figura 9.1, la cual “procesa” el dato de entrada convirtiéndolo en otro,

posiblemente diferente, de salida.

Funciéon

Datos de ; Datos de
' J(x) —> Salida

Entrada

Fig. 9.1 Representacion del concepto de funcién como una maquina
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Ejemplo.
Considerando la funcién raiz cuadrada, la cual, como ya se sabe sélo acepta, como
datos de entrada, numeros no negativos. En la figura 9.2 se puede ver la
representacion de esta funcién como una maquina, donde si se ingresa el numero

natural 4 como dato de entrada, la funcion “produce” el numero natural 2.

Funcién

4 — Ny 2

Fig. 9.2 Ejemplo de representacion de una funcion especifica como una maquina

Definicion.
Una_iteracion es el proceso de evaluar una funcion repetidamente, tomando cada dato
de salida como el nuevo dato de entrada. Si se continta con la analogia de la maquina
como funcién, entonces la maquina se convierte en iteracion cuando es alimentada con

los datos de salida, como se puede ver en la figura 9.3.

Funcion

Dato de fx) _ Dato de
_—
Entrada : Salida

l

Es importante fijar una notacion para identificar el nimero de iteraciones realizadas:

Fig. 9.3 Representacion de iteracién por medio de una maquina.

Notacion.

Primera iteracion F'(x)=f(x)
Segunda iteracion F*(x)= f(f(x)
Tercera iteracion F(x)= f(F(r (), y asi sucesivamente.
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Tomando la funcion del ejemplo anterior

Sea f(x)=~x
Primera iteracion F'(x)=+/x
Segunda iteracion Fi(x)=~~x
F(x)=+ \;Fxt , y asi sucesivamente.

Tercera iteracion

La odrbita de x, es el conjunto formado por las iteraciones sucesivas de ese nimero. La

Definicion.
notacion para representar la rbita de x, para la funcion f (x) es:

orbita de x, = {f(xo)-f(f(xo ))- f(f(f(xo )))-

Continuando con el ejemplo:
Se tiene la funcion f(x)= vx y el punto xo = 256,

={J256,W256,\NJ256 \/m}

entonces la orbita de xp es

={16,4,2,1.4142...,1. 1892...,1.0905...,1.0442.......

la cual se observa que tiende o converge a 1.
Es decir, que conforme el nimero de iteraciones crece, los valores dentro de la orbita

se acercan mas a 1.
De hecho, para esta funcion, la drbita de cualquier nimero positivo tiende a 1

(Por qué?
.Sera porque conforme el nimero de iteraciones crece, el exponente tiende a cero?

Definicion.
Un punto fijo es aquel nimero para el cual la 6rbita se mantiene constante. Es decir, xo
es un punto fijo si F'(x)=F2(x)=F*(x)=F*(x)=..=F"(x)=...
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Ejemplo.
Sea la funcion f(x)=~/x yel punto x; =0,
entonces se puede ver que la orbita de xoes x, = {0,00,...}

Luego entonces x, = 0 es un punto fijo.

Definicién Intuitiva.

Un andlisis de orbita es el proceso de “entendimiento” de todas las orbitas de un

sistema dinamico dado, es decir, el proceso de caracterizacion de todas las orbitas de

un sistema dinamico.

Definicién Intuitiva.

Un sistema dindmico es un proceso en movimiento. Por ejemplo el movimiento de las

estrellas y galaxias en el espacio, las casas de bolsa, el clima, el incremento o
decremento de poblaciones y el movimiento de un péndulo. Los sistemas dinamicos

son estudiados con el fin de predecir hacia donde se dirige el sistema.

Uno de los mas grandes descubrimientos del siglo XX en Matematicas es que sistemas
muy simples, ain aquellos que dependen de una sola variable, pueden ser tan impredecibles

como el clima y la razén de este comportamiento impredecible ha sido llamada “Caos”.

Definicion Intuitiva.
La teoria del caos es la rama de las matematicas que trata de explicar el hecho de que
sistemas sensibles a condiciones iniciales tengan resultados complejos e impredecibles.
Un ejemplo muy comun es el conocido como “efecto mariposa”, €l cual dice que, en
teoria, el aleteo de una mariposa en China puede afectar el clima en Nueva York, que
esta a miles de millas de distancia. En otras palabras, es posible que un pequefio
cambio produzca resultados impredecibles, y algunas veces drasticos, al disparar una

serie de eventos cada vez mas significativos.
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Definicion.
Una orbita periddica (o ciclo) es aquella que eventualmente regresa a donde empezo,
es decir, la 6rbita de x, es periodica si F¥ (x,)= x, para un'entero N.
Si el punto x, es periddico entonces el entero positivo mas pequefio, N, para el cual

F"(x,)= x, se le llama periodo.

Ejemplo.
Para la funcidn f{x) = -x’, con el punto xo = -1.

La orbitade xp= {1, -1, 1, -1, . . .} y su periodo es 2.

Existen también orbitas llamadas eventualmente periddicas (o eventualmente fijas) que,
al principio, estan formadas por puntos no periddicos pero a lo largo de la 6rbita aparecen

puntos fijos o periddicos.

Analisis grafico de un proceso iterativo

Existe un procedimiento geométrico para describir el comportamiento de Orbitas
usando solamente la grafica de la funcion f{x). El graficar las iteraciones de la funcion nos

puede ayudar también a entender mejor el proceso de iteracion.

Primero se grafica la funcién dada, por ejemplo | Eje Y-
fix) = ¥, después se incorpora la grafica de la recta )
y =x, la cual forma un angulo de 45° coneleje Xy el |1 t : o

eje ¥, como se puede ver en la figura 9.4. La

importancia de esta recta radica en que se puede { /

pensar en ella, como un espejo que va a reflejar el y //

valor del dato de entrada, ya evaluado, para que sea el | A el . Eje X
proximo valor a iterar. Fig. 9.4 Anlisis Gréfico (Paso 1)
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Abhora se localiza el punto inicial x, en el eje X'y
se traza una recta vertical del punto xo, sobre el eje X,
al punto (xo, flxo)), sobre la grafica de la funcién,
como se ve en la figura 9.5.

El primer elemento de la oOrbita de xo es el
namero x; = flxo) y la grafica de la funcién permite
leer este nimero, ya que (xo, f{xo)) es el punto en la

grafica directamente arriba o abajo de xo.

Una vez que se marca el primer elemento x; de
la 6rbita de x, en nuestro plano, es necesario evaluar
de nuevo la funcion, pero con éste primer elemento x;
como dato de entrada.

Para lograr esto graficamente, se traza una recta
horizontal del punto (x,, f{xo)) a la recta diagonal
Y =X, como se muestra en la figura 9.6, es decir, se va
al punto (f{xo), fA(xo)), lo cual hara que estemos sobre

el punto x; = f{xo).

Ahora, si se traza una recta vertical de este
punto a la funcion original, se llega al punto (f{xo),
ff(x0))), en donde se encuentra el segundo elemento
de la orbita de xo, el numero f{fxo)). Y asi

sucesivamente.

Es decir, los puntos, x, que se toquen y que
estén sobre la funcion fix) son los elementos de la

orbita de xo:

EAVAGEN) WAV TCR) NS S RN
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Fig. 9.5 Analisis Grafico (Paso 2)

: %1 Eje X

Fig. 9.6 Analisis Grafico (Paso 3)

EjeY.

Fig. 9.7 Analisis Gréfico (Paso 4)




Ejemplo:

, EjeY
Analisis grafico de la funcion
f(x)=x*para dos puntos, uno en el

intervalo (0,1) y el otro en el intervalo

(1,+ ).
Por medio de este analisis grfico, /
figura 9.8, es relativamente facil encontrar -

que -1, 0 y 1 son los puntos fijos de la

Eje X

funcion, que la orbita de cualquier punto en B

los intervalos (-1,0) y (0,1) tiende a cero y Fig. 93 Anahs}(sx?ff:c 0 de la funcién

que la 6rbita de cualquier punto en los intervalos

(-0,-1) y (1,+ ) tiende a infinito.

Ejemplo:

Analisis grafico de la funcién | gjev
fx)= Jx para dos puntos, uno en el =
intervalo (0,1) y el otro en el intervalo : ) /"/
(1,+ ).

Una vez mas se puede

observar, figura 9.9, que es

relativamente facil el “ver” que esta ;A

funcion tiene dos puntos fijos: el 0 y el * 1 Eje X

1, y que la orbita de cualquier punto, Fig. 9.9 Analisis GréfilcodelaFuncién
Sx)=vx

no cero, en el dominio de la funcion tiende a 1.
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Definicion.
Supongamos que una funcién flx) tiene un punto fijo p. El punto p es un punto

atractor si todos los puntos “cercanos” a p tienen Orbitas que conducen a p. Es decir,

que un punto p es atractor si existe un intervalo que lo contenga tal que las orbitas de

sus puntos tienden a p.

Ejemplo:

El punto fijo

x = 0 es un punto atractor

ra
d
.
v
)
P N
""« | N
: s . ,,

para la funcion f(x)= x> oy

ya que todos los puntos =

del intervalo -1 <x <1 . Pra

(sin incluir los puntos -] /
extremos) tienen Orbitas ¥y = fﬁ/

que tienden a cero, como

se muestra en la figura
Fig. 9.10 Intervalo atractor del punto fijo 0 para la funcién
9. 10 f(x) - xl

El analisis grafico de Orbita ayuda a resolver el problema de localizar el intervalo a <x < b

para el cual el punto p es atractor.

Definicion.
Supdngase que una funcién f{x) tiene un punto fijo p. El punto p es un punto repulsor

si todos los puntos cercanos a p tienen orbitas que se alejan de p.
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Ejemplo:

. EjeY -
El punto fijo x = 1 es un punto g Y = %2
repulsor para la funcion / T/ - x
f(x)=x* ya que todos los 1} i e
Al
puntos en el . intervalo S
7
1/2 < x < 3/2 (sin incluir los i ya
puntos extremos ni el punto fijo s
1) tienen orbitas que T o . ke
eventualmente salen del
intervalo, como se puede veren 7 172 1 372 Eje X
la figura 9.11. Fig. 9.11 Anélisis Grafico para el intervalo del punto
repulsor 1.
. EjeY
{
- ;
Ejemplo:
Yy=xt -4 s
Anélisis grafico de !
f(x)=x*+x-4. Esta funcién Y ya
. : " > 5 Bje X
tiene dos puntos fijos, x =2y x = - i<
5 I —
2, ambos son repulsores ya que si se e /
’ - —"1 /.‘

selecciona un punto inicial lo N

P 4_______; ) g

~ suficientemente cercano a it

cualquiera de ellos, la Orbita ' - .
: Fig. 9.12 Andlisis Grafico de la funcion

eventualmente se aleja del punto. fx)=x*+x-4

Los puntos fijos atractores pueden ser “vistos” facilmente en la computadora a
comparacion de los repulsores. Se puede ver que el comportamiento tipico de las orbitas es
que tienden al punto fijo atractor o a infinito. Si no existe un patron después de miles de

iteraciones, se dice que los resultados son cadticos.
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Ejemplo:
EjeY y=xA2-(1{2)
oy
Analisis grafico de la funcién

fix) = x* - % . Esta funcién tiene dos

1-43 143
-3 .

3

puntos fijos, x= 5 i C

- Eje X

el primero es atractor ya que si se
selecciona un punto inicial lo _ ya ”
suficientemente cercano a éste, la orbita »
tiende al punto; y el segundo es repulsor
ya que si se selecciona un punto inicial lo

suficientemente cercano a éste, la Orbita eventualmente se aleja del punto.

Definicion.
Se dice que una orbita en un sistema dinamico es estable si tiene la propiedad de que,
si el punto inicial es cambiado ligeramente, el comportamiento de la nueva orbita es
semejante al comportamiento de la oOrbita original. Una 6rbita es inestable cuando
Orbitas de puntos cercanos presentan comportamientos muy diferentes al

comportamiento de la orbita original.

La 6rbita de un punto atractor siempre es estable mientras que la de un punto repulsor
nunca lo es. También es cierto que cualquier punto en el intervalo de atracciéon de un punto

atractor o periddico es estable.

Las orbitas periddicas pueden ser atractoras o repulsoras, como los puntos fijos.

Una sucesion de iteraciones puede representar una gran variedad de situaciones reales
tales como las amortizaciones. Una amortizacion es el proceso de pago de un préstamo a
través de pagos iguales en determinado tiempo. En un préstamo amortizado, el dinero de
cada pago consiste en un pago de interés y un pago a capital. Después de descontar los

intereses, el resto del pago es abonado a capital.
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10 Comparacion entre la Geometria

Euclideana y la Geometria Fractal

A pesar de que los inicios de la Geometria Fractal se encuentran a finales de siglo
XIX, los fractales son definitivamente una invencion moderna y han sido reconocidos como

utiles para los cientificos naturales dentro de los tltimos diez afios.

Mientras que las formas estudiadas en la geometria euclideana tienen uno, o cuando
mucho algunos tamafios caracteristicos o escalas de longitud tales como el radio de una
esfera o el lado de un cubo; los fractales estudiados en la Geometria Fractal como la curva

de Koch o una linea costera no tienen un tamaifio caracteristico.

La geometria euclideana provee descripciones concisas y precisas de objetos hechos
por el hombre, pero no es muy apropiada para describir formas naturales ya que nos lleva a
descripciones imprecisas y pesadas. Es muy posible que esta limitacion de nuestro lenguaje
tradicional de formas sea en parte responsable de la gran diferencia cualitativa entre los
objetos producidos en masa y las formas naturales. Los fractales, por otro lado, proveen una
excelente descripcion de muchas formas naturales y han dado un nuevo sabor al lenguaje

figurativo computacional.

Finalmente, mientras que las formas euclideanas son descritas usualmente por una
formula algebraica simple (e.g. 7*> = x* +y* define un circulo de radio 7), los fractales, en
general, son el resultado de un proceso de construcciéon o de un algoritmo usualmente

recursivo que le sienta a la perfeccion a las computadoras.

Podemos decir que la geometria es, a grandes rasgos, un lenguaje matematico para
describir, relacionar y manipular formas y que las diferencias basicas entre ésta y la

geometria fractal son las descritas en la figura 10.1.
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Geometria Euclideana Geometria Fractal

* tradicional * moderna

(mas de 2000 afios) (~ 10 afios)
* basada en un tamaiio caracteristico o | * sin tamafio o escala especifica

escala
* apropiada para objetos hechos por el | * apropiada para formas naturales

hombre
* figuras descritas por formulas * figuras descritas por algoritmos

( iterativo o recursivo)

Fig. 10.1 Diferencias basicas entre la Geometria Fractal y la Geometria Euclideana.

El foro ideal para la geometria euclideana esta en la descripcion de posiciones relativas
y en coOmo se mueven las cosas. Las elipses casi describen las trayectorias de los planetas
alrededor del sol; y las lineas codifican el movimiento de las galaxias alejandose del centro
del universo. Sin embargo, el mundo fisico geométrico que realmente nos rodea, es muy
distinto al de las lineas rectas, los solidos de revolucion, y demas, con los que se ha

entrenado nuestro yo cientifico para modelar y entender el mundo fisico (Barnsley, 1988).

La geometria tiene que ver con el hacer objetivas nuestras intuiciones espaciales, y la
Geometria Fractal extiende este proceso. Es muy dificil al principio, y después se incrementa

su facilidad para cuantificar y explotar las relaciones geométricas que se observan en el

mundo fisico (Barnsley, 1988).
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11 Introduccion a los Fractales Modernos

Un fractal es un objeto que cumple con ciertas caracteristicas basicas como la de
autosemejanza, la construccion por medio de un proceso iterativo, una estructura fina a

cualquier escala y dimensién fraccionaria.

Otro tipo de fractales son los descubiertos por
Gaston Julia en 1918, éstos se diferencian de los

anteriores en que su construccion no es geométrica,

sino que vienen de un proceso recursivo sobre una

sencilla funcién matematica que involucra numeros f’ﬁ'g‘*
. . . . ¥aiy
complejos. Se puede decir que los conjuntos de Julia wiey *
g SHH
s

“viven” en el plano complejo. Su autosemejanza es de

naturaleza diferente a la de los fractales de
construccion geométrica tratados anteriormente, los 'g?
cuales estin compuestos de copias reducidas, pero é&'

semejantes, de si mismos. Los conjuntos de Julia
pueden ser “cubiertos” por copias de si mismo, pero

estas copias se obtienen mediante transformaciones

algebraicas no lineales en lugar de geométricas; esto

significa que no se preservan angulos ni distancias. En Fig. 11.1 Ejemplos de Conjuntos
la época en la que Julia desarroll6 su trabajo no existia la de Julia

tecnologia suficiente que le permitiera “ver” aquellos conjuntos que ahora llamamos
fractales, y a pesar de que Julia fue un matematico muy famoso en los afios veinte, su trabajo
fue esencialmente olvidado hasta que Benoit Mandelbrot lo trajo a la luz al final de los

setentas a través de experimentos con las computadoras.

El descubrimiento de curvas complejas que no podian tratarse con los métodos
clasicos de la matematica de los siglos XIX y XX, provoco una crisis que obligo a los

matematicos a revisar ciertas definiciones como las de linea, curva, superficie y sélido, en
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busca de la formulacion de definiciones mas rigurosas. Se buscod “unificar” estas nuevas
definiciones bajo un marco comun, que finalmente se encontro en el concepto de dimension,
y entonces se busco una definicion de dimensién que acomodara a estas curvas recién

descubiertas.

Hausdorff' public6 en 1919 una definicion de dimension no restringida a nimero
enteros positivos, sino que permitia dimensiones racionales, por ejemplo, la curva “copo de
nieve” de Koch tiene una dimension Hausdorff de 1.262. Esta definicion logré una mayor

aceptacion de aquellas curvas extrafias por parte de los matematicos.

Todas estas nuevas ideas permanecieron dentro del mundo de los matematicos puros
hasta que en 1975 Mandelbrot comenzé a relacionarlas con objetos de la naturaleza. El se
dio cuenta de que las curvas-monstruo se acoplaban a la realidad mejor que las formas
idealistas de la geometria clasica. Por ejemplo, al observar una seccion de la costa de
Australia obtenemos, en una primera aproximacion, que mide una milla y se representaria
por medio de una linea recta en un mapa, en una segunda aproximacion vemos que tiene
entradas y salidas y se representa entonces con una linea ondulada, y asi con cada
aproximacion veriamos mas y mas complejidad, la cual tratariamos de representar con mas y
mas precision, hasta donde nos fuera posible, sin llegar nunca al valor definitivo de dicha

longitud. Exactamente como ocurre con el calculo del perimetro de la curva “copo de nieve”

de Koch.

Mandelbrot us6 el término “fractal” para referirse a objetos que muestran esta
creciente complejidad cuando se observan mas de cerca. Las curvas-monstruo y las lineas
costeras son, entonces, ejemplos de fractales. Su libro “The Fractal Geometry of Nature”
(La Geometria Fractal de la Naturaleza) publicado en 1982, fue escrito para demostrar la
naturaleza fractal de la realidad: lineas costeras, montafias, nubes, . . . Mandelbrot definié un
fractal como cualquier objeto cuya dimensién Hausforff fuera estrictamente mayor que su
dimension euclidea: una curva tiene dimension euclidea de 1, el fractal “copo de nieve” tiene

dimensién Hausdorff de 1.262, y la curva llena espacio de Peano tiene dimension Hausdorff

de 2.
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Mandelbrot utilizé6 computadoras para simular montafias, islas y lineas costeras por
medio de fractales. También dedicé mucho tiempo a la exploracion de fractales formados
por la iteracion de algunas funciones simples. En estas funciones trabajé con matematica
compleja, lo que €l hizo fue tomar un punto del plano complejo, evaluar la funcién con dicho
punto y con el resultado obtenido volver a evaluar la misma funcién, repitiendo este proceso
cientos de veces, para todos y cada uno de los puntos del plano complejo. Para la mayoria
de estos puntos los valores iterados se hacian cada vez mayores; y al graficar los puntos que
no se hacian cada vez mayores, descubrié que las irhégenes resultantes eran fractales. Es
evidente que llevar este proceso a mano tomaria afios para experimentar con una sola

funcion, y es por eso que la experiencia de Mandelbrot con las computadoras resulto crucial

para sus descubrimientos.

El trabajo de Mandelbrot fue importante desde el punto de vista practico y teérico: en
su libro mostré como los cientificos pueden usar fractales para describir la naturaleza en una
forma mas efectiva y su investigacion con iteracion de funciones indicé el camino para usar

fractales en forma practica. Por ejemplo, para simular el crecimiento de cristales en estudios

de estructuras.

Los fractales forman parte de un campo muy nuevo llamado “teoria de los sistemas
complejos”. Dicha teoria estudia la forma en que los fendémenos complejos pueden
producirse de causas simples. Estudian sistemas que han resistido las teorias clsicas como la
prediccion del tiempo, la turbulencia, el crecimiento hormonal, etc. Las herramientas
incluyen la teoria del caos, los fractales, automatas celulares y redes neuronales. Los
fractales también son usados fuera del mundo cientifico, existen técnicas computacionales

que hacen posible simular objetos naturales, como paisajes montafiosos o planetas, usando

computadoras.

Ya que los algunos objetos naturales son simulados por medio de fractales, es
razonable el preguhtarse si la naturaleza puede ser codificada usando fractales, es decir,
descrita por medio de algoritmos, lo cual haria posible la “re-creacion” de la naturaleza

utilizando un nimero finito de instrucciones.
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12 Los Conjuntos de Julia

Ya que la construccion de los Conjuntos de Julia no es geométrica, sino algebraica, y
provienen de un proceso recursivo sobre una funcion no-lineal que involucra nimeros

complejos, se dara un pequefio repaso antes de entrar de lleno a su construccion.

Dada la ecuacion simple y = x". Si n tiene un valor diferente de uno, la ecuacion es
no-lineal. Geométricamente, sin = 1 la grafica es una linea recta, para otro valor de » la

grafica es una curva, de ahi la palabra no-lineal.

Un numero real se puede representar geométricamente por un punto en la recta real.
De una forma similar, en un sentido geométrico, existe una recta en la cual se pueden

representar los nimeros imaginarios.

Definicion Intuitiva.
Un nimero imaginario se define como la raiz cuadrada de un nimero real negativo.
La palabra imaginario viene de imaginar que -1 o cualquier otro nimero real

negativo tiene raiz cuadrada, lo cual es una suposicién matematica muy util que se
. . , . . . . /—
desarrollé en el siglo XVII. La unidad de los nimeros Imaginarios es j = /1.

e ., 2
Por definicion, i =-1.

Definicion Intuitiva.

La interseccion perpendicular de un eje real y un eje imaginario, crea un plano

llamado el plano complejo.

Definicion.
Un punto en el plano complejo es un namero complejo, z, y sus coordenadas se

escriben con la notacién z = a + bi donde a es la coordenada para el ejereal y b

para el eje imaginario.
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Ejemplo.

En la figura 12.1 se puede ver el plano imag
complejo y la grifica del nimero | €l nﬁ;nglro complejo _Li
-3+

complejo z=-3+2; ./ 2

+1i

. t t t——+——> real

Es importante notar que en el plano | 302 1 12 3

4.
complejo no se usan pares ordenados 2
para identificar un punto en el plano, T3

sino la notacion especial que se definio
. Fig. 12.1 Representacién grafica de un
anteriormente. numero complejo

Una transformacién de un nimero complejo z consiste en aplicarle ciertas
operaciones algebraicas. En el corazén mismo de la Geometria Fractal no-lineal, se usa una
transformacion simple de z la cual consiste en elevarlo al cuadrado y sumarle un valor
constante: f(z) = £+ c. Donde la constante ¢ es un punto fijo en el plano complejo y que,

por lo tanto, consiste de una parte real y una parte imaginaria.

Ejemplo:

Dados los nimeros complejos z = 2 - 3i, ¢ = ] + 5i

., 2 .
y la funcién fz) =z + c, se tiene:

) = 2-3) +(1+5)
= (2-30) (2- 30 + (1 + 5i)
= (2 - 202)(3)i + 3%%) + (1 + 5i)
= 4G D+ 12+ 3)i
= (4-9+ 1)+ (-12 + 3)i
= -4+ -7i
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Generalizando esta transformacion por medio de variables se tiene:
Dado el nimero complejo ¢ = a + bi, considere la funcion definida por f(z) = e
donde z = x + yi recorre los complejos. Se tiene
/&) =a+y) + @+ by
=G+ y)(x +yi) + (a+ bi)
= (¢ + 2xyi + y’i¥) + (a + bi)
=& + YT+ 2+ b)i
=& -y )+ (2 + b

donde x” - y2+ a es la parte real y 2xy + b la parte imaginaria.

Definicién.

Otro concepto importante es el de valor absoluto de z, el cual es un nimero real

denotado por | z | y representa la distancia del origen, o centro, del plano complejo

al nimero z.
Ejemplo.
La expresion | z | = I representa todos imag
N
los puntos sobre el circulo de radio 1 con (z{=1

i
centro en el origen. De hecho, esta es una |/
definicion de dicho circulo.

| ] T real
Esto divide al plano complejo en tres

regiones: la region exterior al circulo, el -i

circulo mismo y la regi6n interior al

circulo. Fig. 12.2 Grafica en el plano
complejo de |z} = 1.

Se usara este mismo ejemplo para introducir las siguientes definiciones.
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. . 2 . .
En el plano complejo, la funcion f{z) = z + ¢ tiene un comportamento

caracteristico bajo iteraciones. Para el caso trivial, ¢ = 0, se observan tres casos:

cuando el punto inicial de la iteracion esta dentro del circulo {z| = 1, el punto

atractor de la orbita es cero pues las iteraciones convergen al origen,

cuando el punto inicial de la iteracién estd fuera del circulo, se dice que el
punto atractor es el infinito ya que las iteraciones llevan a puntos cada vez mas

lejos del circulo,

cuando esta sobre el circulo, las iteraciones llevan de un lugar a otro en el
circulo y es inestable para el méas pequefio cambio de |z| = /. Es decir, justo fuera

del circulo y justo dentro del circulo.

La figura que resulta después de un cierto nimero de iteraciones se conoce como la

figura atractor de dicha iteracion.

El punto inicial cuyas iteraciones tiendan a infinito se llamara punto escape (en el

caso del circulo, son aquellos que estan fuera del mismo) y si las iteraciones no tienden a

infinito ni presentan una érbita con un patrén ciclico se llamara punto prisionero (en el caso

del circulo, son aquellos que estan dentro del mismo). Algunos puntos iniciales no escaparan

ni permaneceran prisioneros, sino tendran una 6rbita con un patrén ciclico (en el caso del

circulo, son aquellos que estan sobre el mismo).

Todos los puntos iniciales para una funcion en el plano complejo estan divididos en

estos tres conjuntos:

aquellos que escapan llamado conjunto escape (fuera del circulo),

aquellos que no escapan llamado conjunto prisionero (dentro del circulo)

aquellos que forman la frontera entre los dos conjuntos anteriores llamado

conjunto de Julia (sobre el circulo).

El conjunto de Julia para f{z) = 7 es el circulo y no es un fractal ya que no es

autosemejante
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Una prueba para determinar si un conjunto prisionero es conexo €s:

Dado un niimero complejo c.

Si el punto inicial zp = 0 + 0i escapa a infinito bajo iteracion de la funcion
fz) = 22 + ¢, entonces el conjunto prisionero de esa funcion es disconexo ya que todos

los Conjuntos de Julia son simétricos con respecto al origen.

Si zo = 0 + 0i no escapa a infinito, entonces el conjunto prisionero €s conexo.

Ejemplo.
Dado el conjunto de Julia para ¢ = -0.122 + 0.745/ (Conejo de Douady), se

determinara si es conexo o no.

De acuerdo a la prueba antes mencionada se itera la funcion
fz) =2 + (-0.122 + 0.745),

con el punto inicial z, = 0 + 0i:

Sz = (0 + 0i)° + (<0.122 + 0.745i) = -0.122 + 0.745i = z,
flz) = (-0.122 + 0.745i)% + (<0.122 + 0.745i) = -0.662 + 0.563i = z;
f(z2) = (-0.662 + 0.563i) + (-0.122 + 0.745i) = -0.001 - 0.001i = z;
fz3) = (<0.001 - 0.0013)* + (-0.122 + 0.745i) = -0.122 + 0.745i = z,
Sz = (<0.122 + 0.745i)% + (<0.122 + 0.745i) = -0.662 + 0.563i = z;
fzs) = (-0.662 + 0.563i)° + (-0.122 + 0.745i) = -0.001 - 0.001i = z

y asi sucesivamente.

Se observa que el valor de z, es igual al valor de z;, y de ahi en adelante los valores de
las siguientes iteraciones entran en un ciclo, por lo que se afirma que el conjunto

prisionero es conexo.
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Ejemplo. .
Dado el conjunto de Julia para ¢ = 0.354 + 0.536/ (Polvo Fatou), se determinara si es

conexo o no.

De acuerdo a la prueba antes mencionada se itera la funcion
flz) =27 + (0.354 + 0.536i), .

con el punto inicial zo = 0 + 0i

flzg) = 0.354 + 0.536i =z,
fz) =0.192 + 0.915i = z;
f(zz) = -0.447 + 0.888i = z;
flz) = -0.234 - 0.258i = z4

flzig) =-0.235 + 1.219i = zy;
fz1) =-1.078 - 0.038i =z,
fzix) = 1514+ 0.6171 = z;3
flz1y) = 2.266 + 2.404i = z,4

fz19) = -0.290 + 11.433i = 2,5
Sflz1s) = -130.284 - 6.095i = z;5
fz1g) = 16937.231 + 1588.808i =z,
Sz17) = 284345479.731

+ 53820029.572i = z;8

flzg) = 0.342 + 0.657i = z5
flzs) = 0.040 + 0.9851 = z5
flzg) = -0.615 + 0.615i = z;
fz7) = 0.355-0.220i = zg
flzg) =-0.431 + 0.380i =z
flzg) = 0.396 + 0.864i = z;0

Se observa que conforme el numero de iteraciones crece el valor de la funcién crece,

por lo que el conjunto prisionero no es conexo.
Estas iteraciones pueden realizarse facilmente en una hoja electronica de datos como

se muestra en la figura 12.9, en donde se observa el valor de la constante compleja ¢ y

los valores iniciales y finales de cada iteracion.
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c= 0.354 + 0.536 i
Parte Real Parte Imag. Parte Real Parte Imag.
z1 0.000 0.000 0.354 0.536
2 0.354 0.536 0.192 0.915
z3 0.192 0.915 -0.447 0.888
z4 -0.447 0.888 -0.234 -0.258
25 -0.234 -0.258 0.342 0.657
z6 0.342 0.657 0.040 0.985
z7 0.040 0.985 -0.615 0615
z8 -0.615 0615 0.355 -0.220
z9 0.355 -0.220 0.431 0.380
210 0.431 0.380 0.396 0.864
z11 0.396 0.864 -0.235 1.219
z12 -0.235 1.219 -1.078 -0.038
z13 -1.078 -0.038 1.514 0.617
z14 1.514 0617 2.266 2.404
z15 2.266 2.404 -0.290 11.433
z16 -0.290 11.433 -130.284 -6.095
z17 -130.284 -6.095 16937.231 1588.808
z18 16937.231 1588.808 |284345479.731 53820029.572
z19 HHHEHHEHEHE AR TR
220 HHEHHHEEREE R |

Fig. 12.9 Primeras 20 iteraciones de la funcion f{z) = 7+ (0.354 + 0.536i)
con el punto inicial z, = 0 + 0i
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13 El Conjunto de Mandelbrot

Gaston Julia  (1893-1978) fue un
matematico famoso a nivel mundial en los afios
veintes, pero su trabajo quedé en el olvido hasta
que Benoit Mandelbrot lo trajo a la luz al final de
los afios setentas. Fue su tio, el matematico Szolem
Mandelbrojt, profesor en el Colegio de Paris, quien
lo introdujo al trabajo de Julia. Los estudios de

Mandelbrot en los trabajos de Julia, su interés en el

estudio de ciertos fendmenos fisicos y sus

conocimientos computacionales lo llevaron a 4 :
) ) ) Fig. 13.1 Benoit Mandelbrot
descubrir su famoso conjunto y a la creacion de la .

Geometria Fractal.

Mandelbrot comenzé a trabajar en la investigacion de los Conjuntos de Julia por
medio de graficadores
computacionales. Una de
las preguntas que se hizo
fue: ;para qué valores de
¢ los conjuntos de Julia
tienen “substancia
conectada”? La respuesta
que encontrd fue un
principio increiblemente
organizado. El Conjunto
de Mandelbrot, figura

13.2, es la parte del plano

Fig. 13.2 El Conjunto de Mandelbrot
complejo donde los valores de ¢ tienen conjuntos de Julia que nos son “polvos”. Todas las

regiones contenidas en el Conjunto de Mandelbrot estin conectadas; en algunos lugares,
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estas conexiones son tal finas que tienen el ancho de un punto.

El Conjunto de Mandelbrot ha sido mencionado como uno de los objetos mas bellos
y complejos en toda la matematica. Es generado por medio de la iteracion de la funcién
flz =F+cconzyc representando nimeros complejos y, como los conjuntos de Julia,

esta contenido en la region formada por los intervalos (-2, 2] y [-2i, 2i] en el plano

complejo.

A diferencia de los Conjuntos de Julia, el Conjunto de Mandelbrot se define al fijar el
nimero complejo inicial, zo = 0 + 0i, y permitiendo a ¢ que recorra los complejos. Si las
iteraciones de la funcion f(z) = 2’ + ¢ no tienden a infinito para algtin valor especifico de c,
entonces éste punto ¢ se considera dentro del conjunto de Mandelbrot. En otras palabras, si
el conjunto de Julia para la funcién f(z) = 2 + ¢, es conexo, entonces el punto ¢ pertenece

al conjunto de Mandelbrot.

Si se escoge un punto ¢ que esté contenido en el conjunto de Mandelbrot para llevar
a cabo las iteraciones, entonces sucedera una de las tres siguientes opciones:
- la érbita puede converger a un punto, por lo que se dice que el punto ¢ es convergente,
- la érbita puede ser ciclica, por lo que se dice que el punto ¢ es ciclico,
- la 6rbita puede oscilar en una region aparentemente aleatoria, por lo que se dice que el

punto es oscilatorio.

Todos estos puntos, convergentes, ciclicos y oscilatorios, son puntos prisioneros ya

que estan contenidos en el conjunto de Mandelbrot.

La orbita de cualquier punto que esté fuera del conjunto de Mandelbrot tiende a
infinito. Puede ser que al principio parezca punto prisionero y de repente la 6rbita comience
a crecer rapidamente, o que desde un principio crezca muy rapido. Las bandas alrededor del

Conjunto de Mandelbrot indican que tan rapido crecio la oOrbita del punto.
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La figura 13.3 muestra el conjunto de Mandelbrot y algunos ejemplos de conjuntos
de Julia relacionados a algunos de los puntos interiores y exteriores del conjunto. Es
importante notar que todos los conjuntos de Julia relacionados con los puntos interiores del
conjunto de Mandelbrot son conjuntos conexos (conectados) ya que las iteraciones bajo
éstos ntmeros no tienden a infinito, y los relacionados con los puntos exteriores son

conjuntos disconexos (desconectados) ya que las iteraciones bajo éstos numeros tienden a

infinito.
flzy=22+cc=a+hi
/"‘\"“ﬂ‘
c= -1.840i ¢ S
- .'.\I. /":l
-,
hY
)
A
Ao’
i c=0.25+0i
real
i
c=0.5+0i
. 3
cx 21400 - o

Fig. 13.3 Ejemplos de relacién entre el Conjunto de Mandelbrot
y algunos Conjuntos de Julia

El conjunto de Mandelbrot no es estrictamente autosemejante, pero se puede encontrar
cierta autosemejanza en pequefia escala. Existen copias miniatura del conjunto en el espacio
que rodea al cuerpo principal, conectado por filamentos muy delgados. Este conjunto es

generalmente més interesante cerca de su frontera, y se encuentra cierta semejanza entre el
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conjunto de Mandelbrot (después de varios acercamientos) y los conjuntos de Julia cuyas

constantes ¢ estn en esa region.

Una prueba para determinar si un punto ¢; pertenece 0 N0 al Conjunto de Mandelbrot es:

Un punto c; pertenece al conjunto de Mandelbrot si el conjunto de Julia asociado a tal
punto es conexo. Esto es, si las iteraciones de la funcion f(z) = Z + ¢; no escapan a infinito,

entonces el punto ¢; esta en el conjunto de Mandelbrot.

Recordando los dos tltimos ejemplos de la seccion anterior, se ve que el Conjunto de
Julia llamado “Conejo de Douady” si es conexo por lo que el punto ¢ = -0.122 + 0.745i s
pertenece al Conjunto de Mandelbrot y que el Conjunto de Julia llamado “Polvo Fatou™” no

es conexo por lo que el punto ¢ = 0.354 + 0.536i no pertenece al Conjunto de Mandelbrot.
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14 Fractales como Solucion de Funciones

Polinomiales

Existen muchos problemas tanto en las matematicas y en las ciencias en general,

que involucran la determinacion de las raices de una ecuacion de la forma f{x) = 0, donde f

es una funcion diferenciable.

Todos hemos aplicado la formula para encontrar las raices de una ecuacion
cuadratica de la forma ax’ + bx + ¢ = 0 donde a, by ¢ son numeros reales y a = 0. Se sabe
que las formulas para resolver ecuaciones de tercer y cuarto grado son muy complicadas y
que no existen formulas para resolver ecuaciones de grado 5 o mayor. Sin embargo, existen

métodos que permiten aproximar las raices de éstas ecuaciones.

Nota: Fueron Niels Henrik Abel (1824) y especialmente Evariste Galois (1831)
quienes al introducir la idea matematica de Grupo, demostraron, en forma
independiente, que una ecuacién polinomial de grado mayor a cuatro no tiene
solucién algebraica, esto significa que sus raices no pueden ser expresadas en
términos de un numero infinito de sumas, restas, multiplicaciones, divisiones o

raices que involucren a los coeficientes del polinomio.

Uno de los mas antiguos algoritmos para encontrar las raices de una ecuacion es el

llamado “Método de Newton Raphson” desarrollado por Sir Isaac Newton y Joseph

Raphson. El método es el siguiente:

1. Supéngase que se busca una raiz de una funcion analitica de la forma f{z) = 0 donde 2
puede ser un nimero complejo de la formaz =a + bi donde a y b son numeros reales.

2. Se da una primera aproximacion a la raiz: z;. Esta primera aproximacion se obtiene
aproximando, adivinando o a partir de la grafica de f.

3. Después se evalua la expresion

Z,,=2Z,= f' (z,) donde f ' es laderivada de f.
f'(z.)
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Pero, ;de donde viene dicha expresion? Si se observa, en la figura 14.1, la
tangente L a la curva y = f{z) en el punto (z,, f(z1)), y la abscisa al origen de L, que
se representa con z;, vemos que si z; es una aproximacion a la raiz r, z; es una mejor

aproximacion puesto que su posicion sobre el eje X esta mas cerca de laraiz r.

o)

Fig. 14.1 Representacion grafica del método de Newton-Raphson

Para deducir una formula que exprese z> en términos de z;, se usara el hecho de que

la pendiente de la recta L es f ’(z;), de tal forma que su la ecuacion de dicha recta es

y"f(zl)zf'(zlxz-zl)-

Ya que la abscisa al origen de L es 2, igualamos y con 0 y se obtiene:

O—f(zl)=f'(zlxzz _zl)'

Sif’(z;) # 0, entonces se puede despejar z2 de esta ecuacion:

e _f(zl)
k)
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Si f'(z;) = 0, entonces la recta L no cruzara el eje X, por lo que no habra una

siguiente aproximacion.

Una vez encontrado el valor de z; se repite este proceso, reemplazando z; con z2 y
empleando la tangente en (z5, f{z)), para encontrar una tercera aproximacion:

)
P f'(zz)

En general, si la enésima aproximacion es x, y si fixy # 0, la siguiente

aproximacion sera:

4. Finalmente se repite este ultimo paso un cierto nimero de veces, dependiendo de la

precision que se desee, ya que cada nuevo valor de z sera una mejor aproximacion de la

raiz de la ecuacion.

Si las aproximaciones se acercan mas y mas a r cuando el numero de
aproximaciones crece, se dice que la sucesion converge a r y se representa de la

forma:

limx, =r

n—wo
Algunas veces sucede que la sucesion no converge, es decir, que cada aproximacion
se aleje del valor de r, entonces es muy posible que f'(z;) se halle muy cerca de 0 o

que una aproximacion caiga fuera del dominio de f, como sucede en el caso de las

ecuaciones:
2-32+6=0 si z=1,
Z-2z=0 si z;=1s z =06,ysi z;=057,

Este proceso iterativo es muy similar al que hemos usado en los capitulos anteriores

para construir algunos fractales como los Conjuntos de Julia y el Conjunto de Mandelbrot.
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Este método se ejemplifica en la busqueda de una aproximacion a una raiz de la

ecuacion polinomial z> -2 =0:

1. Yaquef(z) =2 — 2, entonces se tiene que la formula de iteracion es:

2z} -2
n+l =z, 27

n

z

Ahora se escoge una primera aproximacion para zo, por ejemplo zo = 10. Aunque esta
seleccion es totalmente arbitraria, no es posible escoger como valor inicial el 0 ya que el
denominador seria 0, lo cual haria que el término completo fuera infinito.

Una vez escogida la primera aproximacion, se calcula la segunda:

102 -2

- 200)

z, =10 ~5.1000

Aplicando algunas veces mas esta formula, se ve que se esta aproximando a un valor en

particular:
2o =10.0000

z; ~ 5.1000
z; = 2.7461
z; ~ 1.7372
z4 ~ 1.4442
zs ~ 1.4145
zs =~ 1.4142

Se observa que z, tiende a 2 conforme el nimero de aproximaciones, o

iteraciones, crece.

No todos los puntos iniciales eventualmente convergen a la raiz V2, ya que si el

- - . 3 . . ’ ’ yh
punto inicial es zp = -10 entonces las aproximaciones convergiran a la raiz - 2.

Dependiendo del punto inicial, y en este ejemplo en particular, las aproximaciones siempre

convergiran a J2 oa - /2, excepto cuando el punto inicial este sobre el eje imaginario.

cada raiz tiene su “region de atraccion”, es decir, que existe un conjunto de puntos que

converge a dicha raiz a través de las iteraciones del método.
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Si se trabaja en el plano complejo, donde cada punto puede ser representado por un
niimero complejo de la forma a + bi. Se puede asignar un color o un tono de gris a cada
uno de éstos puntos, dependiendo de la raiz a la cual converge después de un cierto namero
de iteraciones (en el programa usado para generar las figuras de esta seccion y de la portada
del Manual se designaron 50 iteraciones). De esta forma se obtiene un “mapa” de las
“regiones” del plano que finalmente convergiran a la raiz correspondiente y dicho “mapa”,

siempre que el grado del polinomio sea mayor que dos, es un fractal.

En la figura 14.1 se muestra el mapa de regiones que corresponde a la ecuacion
polinomial z2— 1 = 0y representa, como se menciond anteriormente, las “regiones” del
plano complejo que convergirén a una raiz correspondiente. En este caso hay dos raices 1y
-1, las cuales se localizan sobre el eje real X, por lo que el plano ha quedado dividido en dos
regiones, una que representa a aquellos nimeros complejos que al ser iterados en el Método
de Newton-Raphson convergiran a la raiz 1 (lado derecho del plano) y otra que representa a

aquellos niimeros complejos que convergiran a la raiz -1 (lado izquierdo del plano).

Fig. 14.2 Representacion Grafica del Método Newton-Raphson
para la ecuacién ffz) =2~ 1

Sir Arthur Cayley (1821-1895), matematico inglés, publicé en 1879 una descripcion
del comportamiento global del método de Newton-Raphson para ecuaciones cuadraticas.

Mostré que existen dos regiones de atraccion en el plano complejo, divididas por el bisector
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perpendicular al segmento de recta que conecta las dos raices de la ecuacion cuadratica y
que se observa un comportamiento cadtico en la recta divisoria, es decir, si se toma como
punto inicial un punto que esté sobre la recta divisoria no se vera convergencia alguna, en
cambio si se toma uno a la izquierda o a la derecha de la recta divisoria se vera una

convergencia a una de las dos raices complejas

;Se podria esperar entonces el mismo comportamiento para tres 0 mas raices? ;Se
podria pensar que las regiones de atraccion de una ecuacion polinomial de tercer grado
dividan el plano en tres partes iguales partiendo del origen? La respuesta se muestra en la

figura 14.2 donde se pueden observar las regiones de atraccion de las tres raices de la

ecuacion polinomial z*> -1=0.

Fig. 14.3 Representacioén Grifica de las “regiones” convergentes a cada raiz para la
ecuacién z’- 1 = 0 usando el método Newton-Raphson.

Se muestran también las tres raices complejas de la ecuacion, las cuales son los
vértices de un tridngulo equilatero y se localizan dentro de lleno de la region que les

corresponde. Cualquier punto en la grafica representa un nimero complejo que puede ser
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usado como punto inicial para el método de Newton-Raphson y su coloracion, o tono de
gris, representa la raiz a la cual converge bajo las iteraciones del método, por lo que es
posible apreciar que es relativamente facil escoger un punto inicial que convergird a una

cierta raiz sin importar que tan lejana esté de él.

Si se hacen acercamientos a fractal resultante, figura 14.4, se puede observar
aparece una y otra vez una figura que semeja la original, por lo que decimos que es

autosemejante.

&%

Fig. 14.4 Ar'npliﬁcncién de una parte de la grafica de las “regiones” convergentes a
cada raiz para la ecuacién z’- 1 = 0 usando el método Newton-Raphson.
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En la figura 14.2 se pueden observar las regiones de atraccion de las cuatro raices de

la ecuacion polinomial z* -1=0.

Fig. 14.5 Representacion Gréfica de las “regiones” convergentes a cada raiz para la
ecuacion z*- 1 = 0 usando el método Newton-Raphson.

Se pueden observar las cuatro raices complejas de la ecuacion, las cuales se
encuentran en los vértices de un rombo y se localizan dentro de lleno de la region que les
corresponde. Una vez mas es importante mencionar que cualquier punto en la grafica
representa un nimero complejo que puede ser usado como punto inicial para el método de
Newton-Raphson y su coloracién, o tono de gris, representa la raiz a la cual converge bajo
las iteraciones del método, por lo que es posible apreciar que es relativamente facil ‘escoger

un punto inicial que convergira a una cierta raiz sin importar que tan lejana esté de él.

Este proceso de encontrar las regiones que convergen a cada raiz se ha podido
ejemplificar muy bien con el uso del lenguaje computacional “Lenguaje C” y el desarrollo

del siguiente programa computacional.
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# include <graphics.h>
# include <conio.h>
# include <dos.h>
# include <stdio.h>
# include <math.h>
# include <stdlib.h>
# include <time.h>
# include <dos.h>
# include "editgraph.h"
# define VGA 0xa000
# define Negro 16
# define size 5
# define tol 0.0000001
# define ite 50
# define pi 3.141592654
Coord Pos;
typedef double 1d;
typedef 1d distvect[size-1];
typedef 1d comp;
typedef comp cx[2];
typedef 1d poli;
typedef cx roots[size-1];
typedef cx polc[size];
typedef 1d polr[size];
typedef int clr[size];
typedef struct
{
polc poc; int deg;
}polyc;
void xy_plane()

int i,j; setcolor(BLACK);
line(0,0,639,0);
line(639,0,639,479);
line(0,479,639,479);
line(0,479,0,0);
line(320,0,320,639);
line(0,240,639,240);

=0;

for(i=0;i<=20; i++)

{
line(j,238, j,242);
J=it32,
}
=0;
for(i=0;i<=16; it++)

{

line(318,, 322,));
J=3+30;
}

}
void lines(float x1, float y1,float x2 , float y2)

{
line(32*x1+320,-30*y1+240,32*x2+320,-
30*y2+240);

void circl( float x, float y, float rad)
{

int i: float xini,xfin,yini,yfin, param.del,
del=2*pi/200; param=0;
setcolor(BLACK);
for(i=0; i<=200; i++)
{
xini=x+rad*cos(param);
yini=y-+rad*sin(param);
xfin=x+rad*cos(param-+del),
yfin=y-+rad*sin(param-+del);
lines(xini,yini, xfin,yfin);
param=param-+del;
}
}

void cs(cx z1,cx 22, cx out)

{
out[0]=z1[0]+z2[0];
out[1]=z1[1]+z2[1];
}

void cr(cx z1,cx z2, cx out)

{
out[0]=z1[0]-22[0];

out[1]=z1[1]-22[1];

} .

void cm(cx z1,cx 22, cx out)

{
out[0]=z1[0]*z2[0] - z1[1]*z2[1];
out[1]=z1[0]*z2[1] + z1[1]*z2[0];

}

void conj(cx z1, cx out)

{

out[0]=z1[0];

out[1]=-z1[1];

}
void complexify(ld x, cx out)
{
out[0]=x;
out[1]=0.0;
}
1d absolute(cx z)

{
return(sqrt((z[0]*z[0])+(z[1]*z[1])));
}

void cd(cx z1, cx z2, cx out)

{

out[0]=(z1[0]*z2[0]
z1[1]*22[1])/((z2[0]*22[0D+(z2([1]*22[1]));

out[1]=(-z1[0]*22[1]
zI[1]*22[0D)/((z2[0]*z2[0])+(z2[1]*22[1]));

}
void complex_poli(polr inp, polc outp)
{
inti;
for(i=0; i<=size-1; i++)
{
outp(i] [0]=inpl(i];
outp[i][1]=0;

}
}
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void cxrmd(ld a, float b, cx out)

{
out[0]=a+(b-a)"‘(((ﬂoat)randO)/ 32767.0);
out[0]=a+(b-a)"‘(((ﬂoat)randO)/32767.0);

H
void derive(polc p, polc outp, int degin , int
*degout)

L

int i;

*degout = degin - 1;

for(i=degin; i>=0; i--)

{ _
outp[degin-i][0]=(p[degin-i][0])*(1);
outp[degin-i][1]=(p[degin-i][1])*@);

}

}
void div_sint(cx val, polc inp , polc outp,int
degin , int *degout)
{
inti, cxz;
*degout=degin;
outp([0][0]=inp[0](0];
outp[0][1]=inp[0][1];
for(i=0; i<= degin-1; i++)
{
cm(outp(i],val,z) ;
cs(z, inp[i+1], outp[i+1]);
}

H
void eval_polyc(cx val, polc inp, int deg_inp ,
cx outp)
{
polc z1; int i;
div_sint( val, inp, z1, deg_inp, &i),
outp[0]=z1[deg_inp]{0];
<}>utp[l]=zl[deg_inp][l];
void newt_rap(cx val, polc inp, int deg_inp, cx
outp)
{
cx zl, 22, z3;
polyc derivp;
derive(inp,derivp.poc,deg_inp, &derivp.deg);
eval_polyc(val, inp, deg_inp, z1),
eval_polyc(val, derivp.poc, derivp.deg , 22),
if(absolute(z2)>0.00001)

{
cd(zl, 22, 23);
cr(val, z3, outp),
}

else

{
outp[0]=val[0];
outp[l]=val[l];
}
}
void initializec(polc inp)
{

int j;
for(j=0; j<= size-1; j++)

{
inp(j][0]=0.0;
inp(j](11=0.0;
}

}
void initializer(polr inp )
{
int j;
for(j=0; j<= size-1; j++)

{
inp(j]=0.0;
}
} . . .
void nr(cx val, polc inp, int deg_inp, cx outp)
{
cx z1,22; int i;
for(i=0; i<= ite; i++)
{
newt_rap(val, inp , deg_inp, z1);
eval_polyc(val,inp, deg_inp, z2);
if(absolute(z2) <= tol)
{
outp[0]=z1[0];
outp[1]=z1[1];
break;
}

else

{
val[0]=z1[0];
val[l]=z1[1];
}
}
outp[0]=z1[0];
outp[1]=z1[1];
}
void main()
{
float real,imag; distvect dist;
1d alfa, beta, incx, :
* incy, minrsx, Maxrsx, minrsy, maxrsy,aux1;
int xosc = 200, yosc = 120;
int Left, Rigth, Top, Botton;
roots rs; clr cl;
int Driver, Mode, Pixels = 16;
polyc pcl,pc2,p;
¢x ini ,y,root,aux;
int degr.j, 1k;
int X,cli,paint;
long int i;
char far *p;
struct REGPACK Regln, RegOut;
detectgraph (&Driver, &Mode);
initgraph
(&Driver,&Mode, "c:\\tc\\library\\lib");
cl[0]=RED;
cl[1]=BLUE;
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cl[2]=YELLOW; minrsy=rs[i][1];

cl[3)=GREEN; }

cl[4]=WHITE, maxrsx=rs[0][0];
cl[5]=LIGHTGREEN; for(i=0;i<=size-2;i++)
initializec(pc1.poc);

printf(* Da los coeficientes del polinomio de if(maxrsx>=rs[i][0])
grado <= %d",size-1); IMAXTSX=MAXTSX;
for(i=0;i<=size-1; i++) clse

{ maxrsx=rs[i][0];

printf(" Da la parte real de a[%i] ->\n ", i), }
scanf("%f",&real); maxrsy=rs[0][1];
pcl.pocli][0]=real; for(i=0;i<=size-2;i++)
pe.pocli][0]=real; {
printf(" Da la parte imaginara de a[%i] ->\n if(maxrsy>=rs[i][1])
", 1) Maxrsy=maxrsy,
scanf("%f",&imag); else
pel.poc(il[1]=imag; maxrsy=rs{il[1];
pe.poc[i][1]=imag; }

} minrsx=-10; maxrsx=10;
pcl.deg=size-1; minrsy=-8; maxrsy=8;
pc.deg=size-1; alfa=minrsx-.5;
for(i=0; i<=size-2;i++) beta=maxrsy+0.5;

{ incx=maxrsx-minrsx+1;

ini[0]=1; ini[1]=1; incy=maxrsy-minrsy+1;

nr(ini,pcl.poc,pcl.deg,root); zoom:

rs[i][0]=root[0]; for(k=0; k<=480; k=k+1)

rs[i][1]=root[1]; for(1=0; 1<=640; I=1+1)

if(pcl.deg==1) {
break; ini[0]=alfa+(1*(incx)/640.0),
else ini[1]=(beta)-(k*(incy)/480.0);
{ nr(ini, pc.poc, pc.deg, y);
div_sint(root,pcl.poc,pc2.poc,pcl.deg,&1); for(i=0;i<=size-2;i++)
for(j=0; j<=size-1;j++)
{ cr(rs[i],y,aux);
pel.poclj][0]=pc2.poclj][0]; ' dist[i]=absolute(aux);
pel.poc[jl[1]=pc2.poc(jl[1]; }
} cli=size-1;
pcl.deg=I-1; for(i=0;i<=size-2;i++)

y {

} if(dist[i]<=0.00001)
for(i=0; i<=size-2;i++) {cli=i;

{ break; }

printf("%if + i %f \n", rs[i][0],rs[i][1]); else

cli=cli;
minrsx=rs[0][0]; . }
for(i=0;i<=size-2;i++) paint=cl[cli];
putpixel (Lk , paint);
if(minrsx<=rs[i][0]) }
MINrSX=minrsx; xy_plane();

else for(i=0;i<=size-2;it++)

minrsx=rs[i][0];

} circl(rs[i][0],rs[i][1],.1);
minrsy=rs[0][1]; }
for(i=0;i<=size-2;i++) getch();

{ }

if(minrsy<=rs[i][1])

minrsy=minrsy;
else (Kanthimathinathan, 1996)
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15 Construcciones

15.1 Construccion de los Primeros Fractales

15.1.1 El Conjunto de Cantor

En la siguiente figura se muestra el segmento original y la primera iteracion del proceso de

construccion del Conjunto de Cantor. Realiza unas iteraciones mas, cuenta los puntos

evidenciados con mucho cuidado y responde las siguientes preguntas:

Durante la construccion del Conjunto de Cantor:

;Cuantos elementos del Conjunto de Cantor se encuentran en la primera iteracion?

{Cuales son?
;Cuantos elementos del Conjunto de Cantor se encuentran en la segunda iteracion?

(Cuales son?

;Cuantos elementos del Conjunto de Cantor se encuentran en la tercera iteracion?

{Cuales son?
;Cuantos elementos del Conjunto de Cantor se encuentran en la cuarta iteracion?

{Cuales son?

;Cuantos elementos del Conjunto de Cantor se encuentran en la enésima iteracion?

(Cuales son?
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De acuerdo a la informacion anterior,
;Cuantos elementos tiene el Conjunto de Cantor?
(Cuales son?
Describe con tus propias palabras lo que es el Conjunto de Cantor.
;Después de cuantos pasos aparece el Conjunto de Cantor?
;Es posible dibujar el Conjunto de Cantor en tu cuaderno? ;Por qué si o por qué no?

;El Conjunto de Cantor esta formado por segmentos o por puntos? ;Por qué?

Si amplificamos mucho una parte del Conjunto de Cantor, jqué encontraremos? ;Por qué?

Cual es la cardinalidad del Conjunto de Cantor?

;Como es posible que la cardinalidad del Conjunto de Cantor sea igual a la cardinalidad del
conjunto generador [0,1] si hemos removido segmento tras segmento un numero infinito de

veces?

;Por qué decimos que el Conjunto de Cantor estid formado por pequefias replicas del

- Conjunto de Cantor?

Z,Cuél es la longitud del Conjunto de Cantor?
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15.1.2 Construccion de la Curva de Koch

En la siguiente figura se muestra la primera iteracion en la construccion de la Curva de

Koch. Realiza unas iteraciones mas, cuenta los puntos evidenciados con mucho cuidado y

responde las siguientes preguntas:

Describe con tus propias palabras lo que es la Curva de Koch.

Suponiendo que la longitud del segmento original sea 1,

/Qué longitud encontramos en la primera iteracion del proceso de construccion de
la Curva de Koch?
;Qué longitud encontramos en la segunda iteracion del proceso de construccion de
la Curva de Koch?
i Qué longitud encontramos en la tercera iteracion del proceso de construccion de la

Curva de Koch? _

/Qué longitud encontramos en la cuarta iteracion del proceso de construccién de la
Curva de Koch?
¢ Qué longitud encontraremos en la enésima iteracion del proceso de construccion de

la Curva de Koch?

De acuerdo a la informacion anterior,

¢ Qué longitud tiene la Curva de Koch?

(Después de cuantas iteraciones aparece la Curva de Koch?
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(Es posible dibujar la Curva de Koch en tu cuaderno? ;Por qué si o por qué no?

;La Curva de Koch esta formada por segmentos, por puntos 0 por qué? (Por qué?

Si amplificamos mucho una pa&e de 1a Curva de Koch, ;qué encontraremos? ;Por qué?
;Qué es una serie geométrica? ;Qué significa “tiende a infinito”?

;Cémo es posible que la longitud de un objeto matematico con extremos definidos sea

infinita?

¢Por qué decimos que la Curva de Koch esté formado por pequefias replicas de la Curva de

Koch?

En la siguiente figura se muestra un triangulo equilatero para la construccion del fractal
conocido como el Copo de Nieve de Koch. Realiza unas iteraciones, cuenta los puntos

evidenciados con mucho cuidado y responde las siguientes preguntas:
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Suponiendo que cada lado del triangulo mide 1 unidad

;Cuéanto mide el perimetro de la figura formada en las primeras 4 iteraciones del

proceso de construccion del Copo de Nieve de Koch?

;Cuanto mide el area de la figura formada en las primeras 4 iteraciones del proceso

de construccion del Copo de Nieve de Koch?
De acuerdo a la informacion anterior:
;Cuanto mide el perimetro de la figura “copo de nieve?

;Cuanto mide el area de la figura “copo de nieve”?

;Qué conclusiones puedes obtener basandote en los resultados del perimetro y el area de la

curva de Koch?

,Como es posible que una figura con perimetro de longitud infinita encierre un érea finita?

Describe con tus propias palabras lo que es el “Copo de Nieve” de Koch.

15.1.3 La Curva Llena Espacio de Peano

Hablando de dimensiones en forma intuitiva, ;percibimos a los puntos como objetos de qué

dimension?, ;a las rectas?, ;a los planos? y ;a lo s6lidos?
En la siguiente figura se muestra el segmento inicial para la construccion de la Curva-llena-

espacio de Peano. Realiza unas iteraciones mas, cuenta los puntos evidenciados con mucho

cuidado y responde las siguientes preguntas.
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Describe con tus propias palabras lo que es la Curva-llena-espacio de Peano.
;Cuantas iteraciones son necesarias para dibujar la Curva-llena-espacio de Peano?
.Es posible dibujar la Curva-llena—gspacio de Peano en tu cuaderno?

. Qué significa “figura limite”?

Qué significa “figura unidimensional”? ;“figura bidimensional”? Da un ejemplo.

(Coémo es posible que una “figura unidimensional” se convierta en una “figura

bidimensional”?

¢En la construccion de qué fractal se realiz6 el proceso que llevo a una figura a convertirse

de una recta a puntos?
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15.1.4 El Triangulo de Sierpinski

En la siguiente figura se muestra el triangulo equilatero inicial para la construccion del

Triangulo de Sierpinski. Realiza unas iteraciones mas, cuenta los puntos evidenciados con

mucho cuidado y responde las siguientes preguntas.

Describe con tus propias palabras lo que es el Tridngulo de Sierpinski.
;Cuil es el area del tridngulo original si la longitud de cada uno de sus lados es 1?

Suponiendo que el area del tridngulo original sea 1,
;Cual es el area de la figura formada en la primera iteracion del proceso de

construccion del triangulo de Sierpinski?

;Cuil es el area de la figura formada en la segunda iteracion del proceso de

construccion del triangulo de Sierpinski?
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;Cual es el area de la figura formada en la tercera iteracién del proceso de

construccion del triangulo de Sierpinski?

;Cual es el area de la figura formada en la cuarta iteracion del proceso de

construccion del triangulo de Sierpinski?

;Cual es el area de la figura formada en la enésima iteracion del proceso de

construccion del triangulo de Sierpinski?

De acuerdo a la informacion anterior:

;Cuil es el area del Triangulo de Sierpinski?
;Después de cuantas iteraciones aparece el Triangulo de Sierpinski?
;Es posible dibujar el Triangulo de Sierpinki en tu cuaderno? ;Por qué?

(El triangulo de Sierpinski esta formado por planos, por segmentos, por puntos o por qué?

(Por qué?

;Por qué decimos que el Tridngulo de Sierpinski estd formado por pequefias replicas del

Triangulo de Sierpinski?

;Tiene realmente area el Triangulo de Sierpinski? jEs posibie que este tridngulo este entre

una y dos dimensiones?
;Por qué decimos que el triangulo de Sierpinski es un ejemplo de una figura bidimensional

que a lo largo del proceso se convierte en una figura unidimensional después de un nimero

infinito de iteraciones?
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/Qué es el Triangulo de Pascal? A continuacion se muestra un triangulo compuesto por
“celdas” en las cuales puedes escribir los numeros del triangulo de Pascal, para luego

sombrear todas aquellas celdas con nimero impar, a las de numero par borrales el numero.

;Encuentras un patrén geométrico en el triangulo?

;Cual es su relacion con el Triangulo de Sierpinski?

;Qué crees que sucederia si sombreamos solo las celdas de nimeros miltiplos de 37 ;De 57

De 9?7

;Crees que funcione para multiplos de cualquier nimero?
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Ahora veremos un juego conocido como el “Juego del Caos”. El juego es muy simple, solo
necesitamos el tablero que presentamos a continuacion, el cual tiene 3 puntos con los
numeros 1, 2y 3, un dado con sélo 3 nameros (o asignemos 1 al 4,2al5y3 al 6 en un

dado normal), un lapiz, y una regla.

Las instrucciones son muy sencillas: escoge un punto inicial (po) al azar, tira el dado, marca
un punto (p1) a la mitad del camino del punto inicial (po) al punto (P1); ahora vuelve a tirar
el dado y a marcar puntos. (Es posible que este proceso genere una figura en particular?
;Cuantas iteraciones serian necesarias para contestar la pregunta anterior?

Si tienes acceso a una computadora, puedes simular el juego en una hoja electronica de
datos, si no, tu profesor te puede mostrar la figura generada después de 500, 1000 y 1500

iteraciones ;Puedes pensar en alguna explicacion a lo anterior?

Conclusién:
Todos los ejemplos anteriores son conjuntos a los que nos podemos referir

usualmente como fractales, lo cual nos da una buena idea de lo que es un fractal. Entonces
;como definirias hasta ahora lo que es un fractal? ;Cuales serian sus principales
caracteristicas? ;Puedes pensar en alguna otra estructura, matematica o de la naturaleza,
que presente alguna de éstas caracteristicas?
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15.2 Construccion del Concepto Autosemejanza

Observa detenidamente los siguientes pares de figuras:

e

Si se sabe que los cuadrados y los tridngulos son “figuras semejantes” y que los
rectangulos no lo son ;Qué puedes concluir acerca del concepto “figuras semejantes”?
;Cuando dos figuras son semejantes? Explica con tus propias palabras lo que entiendes por

“semejanza”.
;Puedes pensar en algin objeto natural que presente esta caracteristica?

Ahora observa detenidamente los tres fractales en siguiente figura y sus partes

seleccionadas:

A
%%Yv el rh"?

Vo )
k-
: vv. ‘
A 0 2530 00 4
S
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Si sabemos que los tres fractales de la figura anterior son autosemejantes, que cada
una de las partes seleccionadas, al amplificarlas lo suficiente, es exactamente igual a la
figura original y que esta figura original esta formada totalmente por partes que cumplen
con esta misma caracteristica. Explica con tus propias palabras lo que entendiste por

“autosemejanza”.

(Puedes pensar en algun objeto natural que presente esta caracteristica?

Autosemejanza estadistica

Para construir una figura con autosemejanza estadistica es necesario incluir un
elemento aleatorio en su construcciéon, como por ejemplo el lanzar una moneda. Para
ejemplificar esto incluiremos este elemento aleatorio en la construccion de la curva de
Koch: en lugar de reemplazar el segmento original por una curva generadora como se
explico en la Seccion 6, ahora el factor aleatorio determinara si ésta curva se inserta en

posicion normal o

invertida.
Construye las
primeras cinco

iteraciones para que

puedas apreciarlo.
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;Qué tipo de curva se generara despues de un namero infinito de iteraciones? ;Se

parecera en alguna forma a la Curva de Koch original? Si amplificamos una parte de la

figura ;encontraremos la figura original? jPorqué?

Diferentes Grados de Autosemejanza

Las siguientes tres figuras presentan diferentes tipos de autosemejanza:

autosemejanza estricta, autosemejanza parcial Yy autosemejanza €n un punto,

respectivamente. (Cual seria la diferencia entre cada una de éstas autosemejanzas?

v

A
o LA A

¥

A A
A A L A

;Cuales son los llamados “fractales naturales”? (;Puedes dar algunos ejemplos?

;Qué tipo de autosemejanza encontramos en los fractales naturales?

;Como compararias una parte de la coliflor con la coliflor completa? ;En qué forma son
parecidos? ;Son esencialmente autosemejantes? ;Puedes nombrar otro vegetal dicha
propiedad?

Autosemejanza en Cuadricula

;Qué significa hacer “operativa” a la autosemejanza? ;Por qué es importante?
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Sombrea cada cuadro que cubra cada una de las siguientes figuras y determina en qué paso
de su construccion podemos decir que el triangulo de Sierpinski es autosemejante, para las

tres diferentes cuadriculas:

Ll
|
|
L1

£ .“Nv.
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15.3 Construccién del Concepto de Dimension Fractal

Explica con tus propias palabras lo que entiendes por “dimensién”.
Da ejemplos de objetos matematicos de dimension 0, 1,2y 3.

Da ejemplos de las unidades en las que podrian medirse los siguientes objetos matematicos:

un segmento, un cuadrado y un cubo.
;Son autosemejantes estos objetos matematicos? ;Por qué?
¢En cuantas partes iguales los podrias dividir?

15.3.1 Construccién del concepto de Dimension Autosemejante

Dado un segmento de recta de longitud uno,
Segmento de longitud 1

Dividelo en n partes iguales y expresa el nimero de partes en la forma: n’

;Cuanto mide cada una de estas partes?

Toma sdlo una de esas partes y observa que €s semejante al segmento original, ;por qué
factor de amplificacién hay que multiplicarla para que tenga el mismo tamaifio del segmento

original?

Ahora hagamos el mismo analisis con un cuadrado:

Dado un cuadrado de lado de longitud uno.

Divide sus lados en n partes iguales.

L Cuadrado de lado 1
;Cuantas partes (cuadraditos) hay en total?
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Expresa el nimero de partes en la forma: n’
;Cuanto mide de lado cada una de estas partes?
Toma una de esas partes ;Es semejante al cuadrado original? ;Por qué factor de

amplificacién hay que multiplicarla para darle el tamaiio del cuadrado original?

Ahora analicemos un cubo:

Dado un cubo de aristas de longitud uno.

Divide cada uno de sus lados en n partes iguales.

) Cubo de Arista 1
;Cuantas partes (cubitos) hay en total?

Expresa el nimero de partes en la forma: n’
.;,Cuanto mide de lado cada una de estas partes?

Toma una de esas partes (un cubito) ;Es semejante al cubo original? (Por qué factor de

amplificacién hay que multiplicarla para darle el tamaiio del cubo original?

Analizando los datos encontrados, trataremos ahora de encontrar una formula para

encontrar la dimension de las figuras anteriores.

;Qué relacion encuentras entre el exponente del nimero partes y la Dimension Euclideana

de cada una de las figuras anteriores?

;Existe alguna forma de despejar este exponente?
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(Podemos generalizar esta forma de determinar la dimension de un objeto autosemejante?
. Qué datos necesitariamos para calcular esta dimension?

Completa la siguiente tabla para resumir tus conclusiones:

Objeto | Nuamero de piezas D Relacion entre el Despeje de 1a dimensién

(forma n°) Dimensi6én numero de piezas y
la dimension.

cuadrado

cubo

Con la informacién anterior, construye una formula general para encontrar la Dimension

Autosemejante.
. Qué necesitamos saber para poder calcularla?
;Sirve para cualquier objeto o existe alguna restriccion?

Ahora apliquemos nuestra férmula a las figuras fractales que ya construimos anteriormente.
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Curva de Koch

Asumiendo que el segmento original en la construccion de la curva de Koch fuera de

longitud uno.

En la primera iteracion,

;Cuantos segmentos hay en total? Curva Generadora de la Curva de Koch
;Cuanto mide cada uno de ellos si el segmento original mide 1 unidad?

Toma una de esas partes ;Es semejante al segmento original?

;Cual es el factor de amplificacion necesario para que cada uno de estos segmentos sea del

tamaifio del original?

Con los datos anteriores, encuentra la dimension de la Curva de Koch.

Triangulo de Sierpinski

Asumiendo que el triangulo original en la construccion del triangulo de Sierpinski fuera de

area uno.

En la primera iteracion,

;Cuantos triangulos sombreados hay en total?

Primera Iteracién en la

/Qué area tiene cada uno de ellos? Construccién del
Triangulo de Sierpinski

Toma una de esas partes ;Es semejante al triangulo original?

;Cual es el factor de amplificacion necesario para que cada uno de tridngulos sea como el

original (considerado como un triangulo totalmente relleno)?
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Con los datos anteriores, encuentra la dimension del triangulo de Sierpinski.

Conjunto de Cantor

Asumiendo que el segmento original en la construccion del Conjunto de Cantor es de

longitud uno.

En la primera iteracion,
Primera Iteracion en la Construccion del Conjunto de

;Cuantos segmentos hay en total? Cantor
;Cuanto mide cada uno de ellos?
Toma una de esas partes (Es semejante al segmento original?

;Cual es el factor de amplificacion necesario para que cada uno de estos segmentos sea del

tamafio del original?
Con los datos anteriores, encuentra la dimension del Conjunto de Cantor.

Curva llena Espacio de Peano

Asumiendo que el segmento original en la construccion de la Curva llena espacio de Peano -

es de longitud uno.

En la primera iteracion,

;Cuantos segmentos hay en total?

Primera Iteracion en la Construccion de la

, . C il i P
;Cuanto mide cada uno de ellos? urva llena espacio de Peano

Toma una de esas partes ;Es semejante al segmento original?
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;Cual es el factor de amplificacion necesario para que cada uno de estos segmentos sea del

tamafio del original?

Con los datos anteriores, encuentra la dimension de la Curva llena espacio de Peano.

Completa la tabla para resumir tus conclusiones:

Nimero de Factor de _ log(num. de piezas)
Objeto piezas amplificacion log(fact. de amplific)
(forma n®)

Curva de
Koch

Triangulo de
Sierpinski

Conjunto de
Cantor

Curva llena

espacio de Peano

(Qué diferencia encontraste entre las dos tablas de dimensiones?

. Qué tipo de dimension tienen los fractales?

¢Qué significa que un fractal tenga dimensién entre 0y 17

(Qué significa que un fractal tenga dimension entre 1 y 2?

. Qué significa que un fractal tenga dimension entre 2 'y 37

. Podemos encontrar la dimension de todos los fractales?
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,Como defini6 Mandelbrot un fractal? ;Por qué hubo problemas con esta definicion?

Duplicacién de dimension de longitud en figuras fractales y no fractales

;Qué pasa con el area de cada figura si duplicamos su longitud?

Area =

a Area de la figura duplicada =

Area =

Area de la figura duplicada =

Area =
al\
b

Area de la figura duplicada =

;Qué crees que pase con el area del tridngulo de Sierpinski, en algin paso de

construccion, al duplicar sus dimensiones?

Asumiendo, en bien de la operatividad, que la figura de la
derecha sea el Triangulo de Sierpinski, su area seria la suma

de las areas de todos los tridngulos sombreados.

Ntmero total de triangulos =

Figura Representativa del
Triangulo de Sierpinski
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;Qué crees que pasara con el area al duplicar sus dimensiones? ;Se duplica? ¢ Se triplica?

;Se cuadriplica? ;No hay relacion?

Figura Representativa :
Dimensiones del Triangulo de Sierpinski

;Cual es el namero total de triangulos el nuevo triangulo?

En comparacioén con el resultado obtenido al duplicar las dimensiones de las figuras no

fractales, ;Qué puedes concluir?

15.3.2 Construccién del concepto Dimension por Compds

Dado el siguiente mapa de la Republica Mexicana, determina a cuantos kilometros
equivalen 4, 2, y 1 centimetros, luego encuentra la longitud de 1a linea costera del Pacifico

de nuestro pais con estas tres diferentes aberturas del compas:
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Con los datos anteriores completa la siguiente tabla y después graficalos:

Abertura Real Abertura Longitud | Log(1/Abertura) | Log(Longitud
del Compas Equivalente del Total Total)
(cm) Compas (Km) (Km)
4cm
2cm
lcm
| - - 33
3 !
= :
= — —365
e j
- | |
- ) — + 3.6
o= |
- ‘; ( ‘
Lo L :’ i i ~eg
. %D ! 1 , ] DY
I ) | f i l
=~ i ] | 2 e
; - i T T J.J
; 3 25 2 5 <1 05 0
: Log(1/abertura)

Ahora aplica el método de minimos cuadrados o usa la computadora para encontrar
la pendiente de la recta que mas se aproxima a los puntos que encontraste y que es la

dimension fractal (por compis) que estamos buscando. ;Qué conclusiones obtienes de

dicho numero?
15.3.3 Construccién del Concepto de Dimensiéon por Cuadricula

Dado el siguiente mapa de la Reputblica Mexicana, encuentra el nimero de cuadriculas que

cubren la linea costera del Pacifico de nuestro pais con diferentes tamafios de cuadricula:

162



b5

W¥

P g

R BN mwwéﬁhiﬁﬁfﬁJi

.cCcnth_.

LY AR HU Ol

R

. =]

VI OPUTK
. D—_O1K ._9

163



pre~ gn

ilowak
Cr.u O R pwosa

00 EY.J ,3 2 VG LD

e ey [

‘COR” .r_ afvwoed | -

X .
N 6% LN s 300 473 p o Lo ‘ y

IXAR Y

B : .

164

— S % e o abn Ny A | i O TS L ,

R w . 4 : _ . . . Nf f/

) 1 .i:\..\.f.« — nTcl! JUNN e el Adl 3 . ) - . . . . ,. s N . 2 e—— : ;iR
1..0“_?!\ w ' . , 1% . \ / o "

1" T . SN I | S Y TS &
T B L . o : . . ) . s i 1. - . ; 3 ...| | el

3
3
EAK
A
a{f




— 1
X3
2
e
N - O
>
S~
A
-
1

3

U

’

3
TS T

t

ht

et ¥R

\
H1 17

L‘;

3

o

PLdY
Al

D EIBEL]

Fizgs:

in.,. AN A.Q ..ﬁ/., 4. b TN W

]

e
RSN 7
I-._-
¥
[
_— e
{
N
4/

el s el T
OAS SR IR I

: - N B
[ - -y T S e e i, STSSS M LY RN OV DI MY N
s Al Sy MY ERREY N A AT TR <o 1.
h . . ooy Q0T vay.- y - -

165




Con los datos anteriores completa la siguiente tabla y después graficalos:

Numero Total de | Numero de Cuadriculas Log(Num.Tot. Log(Num. De Cuad.
Cuadriculas Sombreadas Cuad.) Somb.)
11
22
44
3 27 | i
'6 _— :
o588 15 }
kST |
023 ;
| . ) 1 T
25 a9 |
Ese |
264 05 |
i g, '
—l 0 t +
0 0.5 1 1.5 2

Log(1/Escala de la Cuadricula)

Ahora aplica el método de minimos cuadrados o usa la computadora para encontrar
la pendiente de la recta que mas se aproxima a los puntos que encontraste y que es la
dimensién fractal (por compas) que estamos buscando. ;Qué conclusiones obtienes de

dicho nimero?

;Encontraste diferencia entre la dimension por compas vy la dimension por

cuadricula? Si si encontraste diferencia, ja qué crees que se deba?

;Crees que se pueda aplicar esta dimension a objetos fuera del plano? ;Qué usarias

en lugar de cuadrados?
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15.4 Construccion del Concepto Proceso Iterativo

Describe con tus propias palabras lo que es un proceso iterativo.
;Por qué es importante el uso de la computadora y/o calculadora?

;Qué diferencia hay entre el proceso iterativo que vamos a realizar en esta seccion y los que

realizamos en la seccion de Primeros Fractales?
;Qué es una funcion? ;Qué es una iteracion?

;Qué es una orbita? ;Qué significa “converge a 177 ;Qué es un “punto fijo”?

;Qué es una orbita periodica?

Describe con tus propias palabras lo que es un analisis grafico del proceso iterativo de una

funcion.

;Es imprescindible el uso de la recta y = x? (Por qué?

;Cual es la diferencia entre un punto atractor y uno repulsor?
;Qué es un Sistema Dinamico?

Encuentra las primeras tres iteraciones de las funciones para los valores iniciales dados.

a)fix) =2x+ 1;x0=1. b) f{x) =¥’ xp="-1
) flx) =% xo = -2 df) =%+ I, xo=11

e)f(x) =x(3-x); xo=2.1
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Dada la formula recursiva (en términos de si misma) f,+; = 2/t,. Encuentra las primeras

diez iteraciones para cada valor inicial, ;qué puedes observar en cada orbita?, ;podrias

encontrar un valor inicial para el cual todas las iteraciones de ésta funcion fueran la misma?

a)to=1 b)to=4 C)to=a

Utiliza tu calculadora para verificar que la iteracion de la funcién raiz cuadrada
eventualmente nos lleva al nimero 1, siempre y cuando el nimero inicial sea positivo.

Trata con los valores iniciales x=10, x=0.1yx= 123.

Haz un analisis grafico de algunos puntos iniciales alrededor del 1. ;Por qué sucede esto?

Utiliza tu calculadora para investigar qué sucede cuando iteramos la funcién f{x) = x*. Trata
con valores iniciales positivos y negativos alrededor de x = -1 y x = 1. Haz un analisis
grafico de algunos de éstos puntos iniciales. jExisten puntos fijos para esta funcion? De

haber, ;son atractores o repulsores?

Verifica que la 6rbita de x bajo la funcion seno tiende a O sin importar el valor inicial de x.
;Por qué? jPorqué es importante trabajar en radianes y no en grados? Realiza un analisis
grafico para explicar el comportamiento general de las orbitas. (Pasa lo mismo con la

funcién coseno? ;Por qué?

Lista los primeros 15 puntos en la érbita de 0 bajo cada una de las siguientes funciones.

;Puedes predecir qué sucedera en todas las iteraciones subsecuentes?

a)F(x)=x+1 | b) F(x) =2(x+1)
) F(x)=Va(x* 1) d) Fx)=x*-1
e) Fx)=x*-2

Realiza un analisis de orbita para entender el comportamiento de todas las Orbitas de las

siguientes funciones:

a) F(x) =x/2 b) F(x) =-3x
) F(x)=x d) Fx)=x
e)F(x)=- X
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Dada la funcion F(x) = -x°. {Puedes encontrar ciclos de periodo 27

Dada la funcién G(x) = (x+1(—%x+l) ¢Es el 0 un punto periodico? De serlo, encuentra

su periodo y su orbita.

Para cada una de las siguientes funciones, determina si O es; un punto fijo, s forma parte de

un ciclo o si es eventualmente periodico.

a) F(x) = | x| b) F(x)=1-%
¢) F(x) = (x - 1)* d) Fx)=-% (x-2)(3x+ 1)
e) F(x)=x* -2 f) F(x) = T cos x

g) F)=x"-2x- 1

Utiliza una calculadora/computadora para encontrar los primeros cinco puntos de la orbita

de cada x,, para cada una de las siguientes funciones:

Fx)=x*+1, x0=0,1,2
G(x)=3x-1, xo=1, 0.5
Hx)=x/3-1, X0=3,2,-3

Utiliza una calculadora/computadora para iterar cada una de las siguientes funciones.

(Puedes predecir el coniportamiento de la orbita?

E(x)=¢ ' S(x)=1.5senx
R() = l/x - T =1/x"
Ulx) = 1Nx A(x) = arctan x
o) =x -1

Utiliza una calculadora/computadora para encontrar los puntos fijos y los ciclos periddicos

posibles de cada una de las siguientes funciones.

o) =x -1 A(x) =2 arctan x
S(x)=-15senx L(x)=2-05x

C(x) =cosx
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Realiza un analisis de orbita para cada una de las siguientes funciones:

L(x)=-x/2 M(x) = -3x
N(x) = x+4 P(x) = 4/x
O(x) =2x -1 R(x) = x

Sty =-x" T =-x

Dada la funcion F(x) = ¥? - V4. Encuentra el punto atractor y el intervalo de atraccion.

Determina experimentalmente y mediante un analisis grafico los puntos de atraccion y sus

intervalos de atraccion para cada una de las siguientes funciones:
Tx)=-x H(x)=2x (1 -x)
Jx)=25x(1-x) K@)=x+Y%x

S(x)='2senx

Utiliza un analisis grafico para encontrar todos los puntos de repulsion de cada una de las

siguientes funciones:
Mx)=1-2x F(x)=2x(1-x)

T(x) = x3

Para cada una de las siguientes funciones determina cuales de las orbitas son estables y
cuales son inestables: |

F(x)=2x+1 - G(x)=13x-3

Hx) =¥ Jx)=x

Utiliza la computadora para determinar si la orbita del punto inicial dado es estable en las

siguientes funciones:

xo=0, S(x)=2senx
x0=0, T(x)=-2senx
xXo="2, O(x)=4x(1-x)
X0 =0, Jx)=x*-3
xo=1, R(x)=3x(1-x)
x0=0, Mix)=2x(1-x)
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Los puntos x = 0y x = -1 forman parte de un ciclo de periodo 2 para la funcion F(x) = Xt -

1. Usa la computadora para determinar si su ciclo es atractor o repulsor.

Uso del paquete matemético DERIVE para realizar ejercicios de iteracién de funciones.

Una vez abierto el paquete aparece la primera pantalla con el meni principal en la parte inferior, el cual
consta de los comandos: Author Build Calculus Declare Expand Factor Help Jump soLve Manage
Options plot Quit Remove Simplify Transfer moVe Window approX
Para ejecutar cualquiera de éstos, se teclea la letra mayuscula del comando o se lleva al cursor al mismo
usando la tecla de espacios y se oprime la tecla enter o return.
Ahora veamos como ejemplo la iteracién de la funcién f(x) = <+l
1. Definicion de la funcidn a iterar.
Ejecuta el comando Author
Teclea: F(X):=X"2+1 (debes definirla para cada uno de los ejercicios)
2. Construccién de la iteracion.
Ejecuta el comando Declare
Ejecuta el comando Function
function name: ORB
definition: ITERATES(F(X).X.Xo,N)
donde ITERATES esun comando de derive,
X, es el valor inicial y N es el nimero de iteraciones deseadas.
3. Simplifica la iteraciones:
‘ Ejecuta el comando Simplify y especifica el nimero de expresion a simplificar.
4. Aproxima las iteraciones:

Ejecuta el comando approXimate y especifica el nimero de expresién a aproximar.
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15.5 Construccion de los Conjuntos de Julia

1. Encuentra las primeras cuatro iteraciones de la funcion f(z)=0.5z+1 para el valor

inicial zo = I8 + 16i. Elabora la grafica mostrando la orbita.

A

.y 2 . . . .
2. Dada la funcién f(z)=z* +c . Encuentra las primeras seis iteraciones para los niameros

complejos zo = 1 +i y ¢ = -, grafica la orbita y describe el comportamiento

observado.

v

A

3. Encuentra las primeras cuatro iteraciones para la funciéon f (2)=z2*+c si

a) c=2-3i yz=1+2i b) c=5+3i yzp=i
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4. Grafica la orbita de las primeras cuatro iteraciones de la funcion f (2)=2%+ a+ i)si:

Zo=1i z9=-2

5. Si f(z)=2"+c esiterada conun valor inicial zp=2 +3i y 2z; = -1+ 15i encuentra el

valor de c.

6. Encuentra las primeras cuatro iteraciones para la funcion f(z)=2z* +c donde
¢ = 0 + 0i, y los valores iniciales estan dentro de las regiones z, <1, z, =1y z, >1.

Grafica las Orbitas.

Para |z, <lusa, por ejemplo, z, = 0.5 + 0.5

v

_
N

~
/
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Para z, = lusa, por ejemplo, zp = 0.5 + 0.5 V3i

v

A

-
N

N
/

Para z,| > lusa, por ejemplo, zo = 0.75 + 0.75i

{\

-
o

R
/

7. Determina si el conjunto de puntos prisionerbs para f(z)=z*+1-i es conexo

(conectado) o disconexo (desconectado). Usa zo = 0 + Oiy z=a+bi = ~vat+bt .

174



. . .y ) o — 2 _ .
8. Encuentra las primeras cuatro iteraciones de la funcion f{z) = 2 + ¢ donde ¢ 0+ 0

para valores iniciales cuyos valores absolutos estén en las regiones |zp| < 1, lzgp =1y

\zo] > 1. Grafica las orbitas y describe tus resultados.
11

Y
%

»

\

9. Determina si el conjunto prisionero para la funcion flz) = Z + (I - 1) es

conexo(conectado) o disconexo (desconectado).

10. Determina si la grafica de cada valor esta en el conjunto prisionero, el conjunto escape, 0

en el conjunto de Julia para la funcion f(z) = 2.

2) 0.5 - 0.5 b) 1+2i ¢) -0.25 - 0.2
W21,
d)0.5-0.543 i e)-1.5+0i f) —‘3/——+§:

11. Determina si el conjunto de Julia para la funcion f(z) = 7 2 + 2i es conexo o disconexo.

12. Determina si la grafica de cada valor esta en el conjunto prisionero o escape para la

funcion flz) =22 + (-5 + 0i).

a)1+2i b)4-2i )
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13.

14.

15.

16.

Determina si la grafica de cada valor esta en el conjunto prisionero o escape para la

funcion fiz) = 22+ (-1 + 0d).

a) 1 +1i b)1-2i c) 0.5+ 0i

Determina si el conjunto de Julia para cada funcion dada es conexo o disconexo:
a)flz) =7 + (-1 + 0)

b) flz) =27 + (-1.25 + 0))

Q) flz) =2 + (-1 + 0.51)

A fg) =27+ (-1.2 + 0)

e)fz) =7 + (4-0.5)

Encuentra un valor cuya grafica esté en el conjunto prisionero y un valor cuya grafica
esté en el conjunto escape para cada una de las siguientes funciones:

a) flz) = 2+ (-0.2 + 0i)

b) fliz) = 2 + (-0.75 + 0.25i)

) flz) =7 + (0.02 + 0.25)

Como ya sabes, un punto fijo es llevado a si mismo bajo iteracion. Ya que los puntos
fijos no escapan a infinito, deben de pertenecer al conjunto prisionero de la funcion.

Encuentra un punto fijo de la funcion fz) = 2° ~ (-3 + 0).
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15.6 Construccion del Conjunto de Mandelbrot

1. Paracada valordec,:

B Determina si el conjunto de Julia asociado a cada valor de ¢ es conexo 0 no.
B Determina si el punto esta dentro o fuera del conjunto de Mandelbrot.
W Asigna un color de acuerdo a la siguiente tabla:
Negro si sus iteraciones no escapan a infinito
Azul obscuro si sus iteraciones estan a 80 unidades del origen
después de 1 a 3 iteraciones.
Naranja si sus iteraciones estan a 80 unidades del origen
después de 4 a 6 iteraciones.
Azul claro si sus iteraciones estan a 80 unidades del origen
después de 7 a 9 iteraciones.
Rojo si sus iteraciones estan a 80 unidades del origen
después de 10 a 12 iteraciones.
Amarillo si sus iteraciones estan a 80 unidades del origen
después de 13 a 15 iteraciones.
Morado si sus iteraciones estan a 80 unidades del origen

después de 16 o mas iteraciones.
a)c=08+0.1i b)c=-1.5+0.0li ¢)c=0.1+0.05i

2. Siuna funcion de la forma f{z) = 2 + ¢ tiene un conjunto prisionero disconexo. ;Donde

esta localizada c en relacién al conjunto de Mandelbrot?
3. Una de las caracteristicas mas interesantes de los fractales es que son autosemejantes. Es

decir, encontramos pequeiias replicas del todo una y otra vez. Describe la autosemejanza

que encuentras en el conjunto de Mandelbrot.

177



15.7 Construccion de Fractales como Solucion de

Ecuaciones Polinomiales

;Qué es una ecuacion polinomial?
;Qué significa resolver una ecuacion?
/Qué tipo de raices puede tener una ecuacion polinomial?

(Cual es la formula para encontrar las raices de una ecuacion cuadratica (de segundo

grado)?

Enuncia y describe el proceso utilizado para llegar a esta formula.

Investiga cuales son las formulas para encontrar las raices de una ecuacion de tercer grado.
Investiga cuales son las formulas para encontrar las raices de una ecuacion de cuarto grado.
(Existen formulas para resolver una ecuacion de quinto grado? (de sexto?

Investiga cgales son los métodos para aproximar raices de ecuaciones polinomiales.
Enuncia y describe el proceso dg aplicacion del método Newton-Raphson.

Da algunos ejemplos de ecuaciones polinomiales en las que no funcione este método y

explica por qué.

Investiga como trabajar éste método en una hoja electronica de calculo, ya que esto te

facilitara los siguientes calculos.
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Usa el método de Newton-Raphson, con la aproximacion inicial z;, para encontrar la
segunda y la tercera aproximacién de la raiz de la ecuacion dada. Expresa tu resultado con
cuatro decimales:

C+x+1=0 x=-

¥-10=0, x;=15

x'-100=0, x;=2

Usa el método de Newton-Raphson para calcular la raiz de la ecuacion que se pide, con seis
decimales de exactitud:

La raiz de X’ - 2x - 1 = 0, en el intervalo [1,2]

La raiz positiva de 2 senx = x

La raiz de x* + x° — 22X’ — 2x + 41 = 0, en el intervalo [1,2]

Explica por qué no es posible aproximar la raiz de la ecuacién x’ - 3x + 6 = 0 con el método

de Newton-Raphson si la aproximacién inicial es z;= I.

Si trabajamos en el plano complejo,
;donde se localizan las raices de la ecuacion polinomial z° — 1 = 0?

donde lasde 2’1 = 0? jylasde 2~ 1= 07

Con las tres ecuaciones anteriores y siguiendo con el plano complejo,
;qué pasa si aplicamos el método de Newton-Raphson con z; = 27

jeonz; =-2? ;conz; = 2i?jconz; = -2i?

Tomando la primera ecuacion, Z — 1 = 0, determina cuales puntos en el plano complejo
convergen a la raiz / y cudles a la raiz -1y, dependiendo de a cual raiz converjan, asignales
un color o tono de gris. Trata de escoger puntos representativos, es decir, aquellos que

puedan darte una idea del comportamiento de los puntos a su alrededor.

Realiza el ejercicio anterior con las dos siguientes ecuaciones, Z-1=0yzZ-1=00y,

de ser posible, usa una computadora para revisar todos los puntos del plano.

179



16 Definiciones Generales

Un sistema dindmico es, basicamente, un proceso en movimiento. Por ejemplo, el

movimiento de las estrellas y galaxias en el espacio, las casas de bolsa, el clima, el

incremento o decremento de poblaciones y el movimiento de un péndulo. Los sistemas

dinamicos son estudiados con el fin de predecir hacia dénde se dirige.

La teoria del caos es la rama de las matematicas que trata de explicar el hecho de que
sistemas sensibles a condiciones iniciales tengan resultados complejos e impredecibles. Un
ejemplo muy comun es el conocido como “efecto mariposa”, el cual dice que, en teoria, el
aleteo de una mariposa en China puede afectar el clima en Nueva York, que esta a miles de
millas de distancia. En otras palabras, es posible que un pequefio cambio produzca
resultados impredecibles, y algunas veces drasticos, al disparar una serie de eventos cada

vez mas significativos.

La teoria de los sistemas complejos estudia la forma en que los fendmenos complejos
pueden producirse de causas simples. Estudian sistemas que han resistido las teorias

clasicas como la prediccion del tiempo, la turbulencia, el crecimiento hormonal, etc.

Los niimeros trascendentales son aquellos niimeros que no son algebraicos, es decir,

que no satisfacen una ecuacion polinomial de la forma a,x" + a,. X tax+ap=0.

La topologia ha sido descrita como la ciencia del espacio, como las matematicas del
continuo, como la “geometria de la hoja de hule” y como un estado mental. Como la lgica
y la teoria de conjuntos, la topologia es tan fundamental que se infiltra en casi todas las
ramas de las matematicas. La topologia y la teoria de conjuntos forman las bases del
calculo moderno; por ejemplo, los conceptos de limite, conectividad, continuidad y

compacidad son de la topologia.

Un objeto geométrico es autosemejante si consiste de pequeiias réplicas del objeto

completo.
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Un proceso iterativo es aquel que consiste de iteraciones, es decir, un proceso que

involucra el tomar la figura, o dato, de salida como la figura, o dato, de entrada.

Un conjunto numerable es aquel que es finito o si tiene la misma cardinalidad que el

conjunto de los enteros positivos.

Una curva continua no diferenciable es aquella curva continua que no tiene derivada

en ninguno de sus puntos.

Una iteracion es el proceso de aplicar una regla repetidamente, tomando cada dato (o

figura) de salida como el nuevo dato (o figura) de entrada.

Una serie geométrica es aquella en donde cada término se obtiene a partir del

anterior, al multiplicar por la razon comun 7 de la forma:

- o]
Zar"'1 —a+ar+art +ar* +A +ar" +A
n=1

La dimension topoldgica de un conjunto es un entero no negativo. Si el conjunto es
totalmente disconexo (desconectado) su dimension topologica es 0; si cada punto tiene
pequefias vecindades arbitrarias con frontera de dimension cero entonces su dimension
topologica es 1; si cada punto tiene pequefias vecindades arbitrarias con frontera de

dimension 1 entonces su dimension topoldgica es 2; y asi sucesivamente.

La dimension Hausdorff de un subconjunto acotado de R™ es un numero real que
puede ser usado para caracterizar la complejidad geométrica de subconjuntos acotados de
R™ Una de las razones de su importancia es que se asocia con un método para comparar

los “tamaiios” de conjuntos cuya dimension fractal es la misma.

Sea m un entero positivo y sea A un subconjunto acotado del espacio métrico
(R™ ,euclideana). Para cada p € [0,©) la cantidad M(A,p) descrita

anteriormente es llamada la medicién p-dimensional Hausdorff de 4.
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Teorema: Sea m un entero positivo. Sea 4 un subconjunto acotado del espacio
" métrico (R™ ,euclideana). Sea P(4, p) la funcion de p € [0,0) definida arriba.
Entonces existe un unico nimero real Dy € [0,m) tal que |
W(A,p)={w s?p<DHype[O,oo)
0 sxp>DHype[O,oo)
Sea m un entero positivo y sea 4 un subconjunto acotado del espacio métrico
(R™ ,euclideana). El nimero real correspondiente, Dy, del teorema anterior es
llamado la dimension Hausdorff-Besicovitch del conjunto A. Este nimero sera

denotado por Dg(A4).

De acuerdo a Mandelbrot, un fractal es un conjunto para el cual la dimension
Hausdorff-Besicovitch excede estrictamente su dimension topologica. En términos mas
informales, Mandelbrot ha descrito a los fractales como formas “hechas de partes

semejantes al todo en cierta forma”.
Otra posible definicion es “un fractal es una figura geométrica que tiene dos

propiedades especiales: es autosemejante y tiene una dimensién fraccionaria.

La dimension euclideana es aquella que involucra el nimero de direcciones o grados
de libertad mostrados por un objeto, y se mide en términos de longitud, area y volimen.
Usando esta nociédn, todos los objetos de la geometria euclideana tienen dimension entera

no negativa.

La dimension fractal de un objeto es un nimero real positivo que indica, por ejemplo,
que tanto llena, dicho objeto, el lugar en que se encuentra. Este “lugar” puede ser un plano
o el espacio. La dimension fractal es importante ya que puede ser definida en conexion con
el mundo real, y puede ser aproximada por medio de experimentos (como en la medicion de

la dimensidn fractal de una linea costera).

Un Sistema de Funciones Iterables es una coleccion finita de funciones de

contraccion que al iterarse generan una figura.
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17 Sugerencias para una posible
Implementacion de un Curso de

Geometria Fractal

Tomando en consideracién los trabajos analizados sobre las experiencias en Otros
paises, principalmente Estados Unidos de América y Canada, que integran la Geometria
Fractal en sus cursos de bachillerato, se propone que el posible curso o taller se implemente

considerando los aspectos resumido en la Tabla 17.1 y los cuales se discuten en las

secciones a continuacion.

- De 2 a3 semanas en el cierre del tiltimo curso de matemiticas del

Tipo de curso en cuanto a bachillerato, de ser este cdlculo. ‘
extension - De no ser cilculo, ver a detalle en la siguiente seccién.

- Lecturas y posteriores discusiones en clase.
Actividades del alumno |-  Practicas de laboratorio.

- Proyectos de investigacién o simulacién en equipo.
- Construccién de material didictico.

Poblacion a quién va Los alumnos a través del profesor.
dirigido

Papel del profesor Facilitador o guia del proceso.

- Proyecto de investigacion de una aplicacién de la Geometria

Forma de evaluacién Fractal y exposicion grupal de resultados en clase.

- Desarrollo y entrega de material didictico enfocado a la
ensefianza de la Geometria Fractal elaborade bajo criterios
ecpmiﬂc&

Tabla No. 17.1 Caracteristicas generales de la propuesta para la ensefianza de la

Geometria Fractal en el bachillerato
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Tipo de Curso en cuanto a extension

Lo recomendable es destinar entre dos y tres semanas del ultimo curso de
matematicas del bachillerato que, en el contexto descrito, corresponde a un curso de
geometria analitica o de calculo. Las ventajas de hacerlo de esta forma estan en que se
esperaria que, a estas alturas, se hubiesen completado la mayoria de los temas obligados,
garantizando asi que el alumno cuente con las bases adecuadas para el estudio de la
Geometria Fractal. Sin embargo, en realidad no hay una extensién maxima, ya que el
manual cuenta con material suficiente como para extender el curso hasta incluso un
semestre completo. En cuanto a una extension minima, no se recomienda disponer de
menos de dos semanas si lo que se pretende es presentar una vision general de los temas
basicos de la Geometria Fractal; aunque no se descarta la posibilidad de tomar temas muy
especificos y tratarlos en algunas clases de matematicas de otros niveles como, por

ejemplo, cuando se introducen los niimeros complejos o el concepto de funcién.

Actividades del Alumno

Dado que el manual ha sido elaborado con un enfoque constructivista, se requiere
involucrar al alumno en su proceso de aprendizaje mediante una serie de actividades
diversas, tales como lecturas, ensayos, discusiones, investigaciones, trabajo en practicas y
reportes, actividades individuales y en equipo. Es importante considerar que la asignacion y
el monitoreo de cada una de estas actividades propuestas debe planearse y prepararse
cuidadosamente antes de ser puesta en practica con un grupo de alumnos, ya que el éxito o
el fracaso estara en gran medida en funcion de la maestria y el cuidado que el profesor

ponga en su disefio.

Poblacién a la que puede dirigirse

A pesar de que, en parte de la bibliografia analizada, la poblacion a la que fue
dirigida un curso o taller de Geometria Fractal fueron profesores o alumnos de niveles
distintos al bachillerato, es natural que, por las caracteristicas de este trabajo, se esté
pensando en un curso en el cual la poblacion consistira de adolescentes entre 15 y 18 afios

principalmente. Mas en lo particular, aquellos que ya hayan cursado los primeros cursos de
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matematicas del bachillerato en cualquier programa en donde, sera responsabilidad del
profesor o grupo de profesores, el adecuar qué temas y en qué momentos éstos deberan

introducirse a los alumnos.

Rol del Profesor

Por las mismas razones por las que el papel del alumno ha cambiado, el rol del
profesor que trabaje este material no se espera que sea solamente el de un expositor. El
profesor ahora actuara en muchas de las veces como un facilitador o guia para los alumnos,
sobre todo en el manejo de discusiones grupales e individuales que conduzcan a la

construccion de los conceptos de la Geometria Fractal.

Forma de Evaluacion

La forma de evaluacion del curso dependera en gran manera de las caracteristicas con
las cuales se haya implementado en una situacion particular. Se propone utilizar métodos
alternativos al uso de un examen de conocimientos, tales como el disefio de un proyecto,
una exposicion en clase, la elaboracion de algin material o una investigacion. Todas estas
actividades debe de buscarse que sean trabajadas por los alumnos en forma grupal o por
equipos.

Se recomienda consultar los Estandares del NCTM si se desea profundizar en cuanto

a las posibilidades y los alcances de la forma de evaluacion.
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18 Matematicas Subyacentes a la
Construccion de los fractales

Los fractales pueden ser vistos desde dos puntos de vista. El que se presenta a un
alumno de bachillerato utilizando un lenguaje accesible y familiar a él, basado en conceptos
matematicos que se le han ensefiando en sus cursos de matematicas. Y el que sustenta
formalmente todas esas definiciones y cohceptos desde dos teorias matematicas: la topologia

y la teoria de la medida.

Historicamente la primera definicion de un fractal, publicada por Mandelbrot en el
afio de 1977, se hizo desde un contexto puramente matematico que involucra los conceptos
de dimension topologica y dimension Hausdoff-Besicovitch: “un fractal es aquel conjunto
para el cual su dimension Hausdorff-Besicovitch excede estrictamente a su dimension
topolédgica”. Los conceptos involucrados con esta definicion no seran presentados a los
alumnos de bachillerato ya que en ese nivel académico no se cuenta con los antecedentes
matematicos suficientes para entenderlos; pero es conveniente que el profesor tenga acceso
a las definiciones y teoremas que justifican la existencia de los fractales dentro de éstas dos
teorias matematicas, por que esto le va a dar los elementos suficientes para responder a las

posibles inquietudes que se generen durante el trabajo con sus alumnos.

La topologia métrica es el esqueleto matematico adecuado para explicar la
construccion formal de un fractal y sirve para justificar y explicar, en forma matematica, el
descubrimiento de los fractales. El estudio de esta matematica llevara al estudio de las
técnicas y principios que Michael Barnsley, profesor de matematicas en el Instituto
Tecnologico de Georgia, desarrolld y que hicieron posible el modelar objetos naturales y
crear imagenes abstractas de gran complejidad y belleza. Barnsley us6 el concepto de
autosemejanza de los fractales en el desarrollo de un sistema para generar automaticamente
fractales de todos tipos, desde nubes hasta objetos nunca antes vistos. El sistema estd
compuesto de ciertas funciones simples, llamadas contracciones, las cuales se van a iterar

(evaluar repetidamente) y lo cual va a generar una imagen, que puede ser un fractal. Estos
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sistemas de funciones reciben el nombre de Sistemas de Funciones Iterables o SFI (Iterated
Function Systems o IFS) y cada uno de ellos expresa una imagen como un conjunto de
funciones. La simplicidad de estas funciones permite controlar la forma de los fractales y

moldearlos a la forma que deseamos.

Es debido a esta simplicidad de las funciones que SFI es la rama mas comercial de la
Geometria Fractal, por ejemplo en las artes graficas, y es también una promesa en la
compresion y transmisién de imagenes en la tecnologia de video, lo que significa reducir la
cantidad de datos necesarios para guardar la imagen ya que los parametros que describen las
funciones son mucho mas pequefios, en cuanto a espacio se refiere, que una lista de todos
los elementos (pixeles) de una imagen. Otras ramas de la Geometria Fractal estin mas
orientadas a la exploracioén, pero SFI es muy util cuando se sabe como es el fractal a
generarse. El fractal generado por SFI puede ser un fractal no muy interesante, como seria

un segmento de recta, 0 uno sumamente interesante como seria el triangulo de Sierpinski.

El fractal generado es el conjunto del plano que se mantiene sin cambio al ser
evaluado por el SFI o, en otras palabras, es el conjunto invariante a la transformacion del
SFI. Si todas las transformaciones del SFI son contracciones, entonces cualquier punto en el
plano, que pase a través de la transformacion (contraccion) repetidamente, eventualmente se
acercara al fractal. Este hecho ha llevado a asociar a los fractales con el concepto de
“atractor” de los Sistemas Dinamicos y de ahi que al conjunto de puntos que pasan por un

SFI y se mantienen sin cambio se le llame “atractor” del SFI.

Finalmente, es importante mencionar que el estudio de los fractales generados por
SFI desarrolla la habilidad de ver un objeto como una estructura compuesta por pequefias
copias de si misma, lo que sucede muy a menudo en la naturaleza; y, por otro lado, provee

un marco conveniente para la descripcion, clasificaciéon y comunicacion de los fractales
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Introduccion

El estudio de las matematicas detris de los fractales desarrollados por medio de
sistemas de funciones a iterar comienza con la definicion y ejemplificacion del concepto de
espacio métrico ya que éstos forman una base conveniente para estudiar tales sistemas de
funciones. Después se introducen las ideas topologicas basicas para la descripcion de
subconjuntos. de espacios tales como ‘.Rz.'Entre estos conceptos se encuentran los de
abierto, cerfado, compacidad, convergencia, completud, conexidad y equivalencia de

espacios métricos, cada una de las cuales se define y se ejemplifica.

Enseguida se presenta un espacio métrico, H, cuyos elementos son los subconjuntos
no vacios compactos de un espacio métrico, el cual, bajo ciertas condiciones es completo y
es entonces cuando los objetos denominados fractales pueden ser encontrados en él.
Después se establece el teorema del punto fijo y la construccion de funciones de contraccion
en el espacio H, lo cual lleva a la definicion de los fractales como puntos fijos de funciones
definidas. Finalmente se define el concepto de Sistemas de Funciones a Iterar (SFI) y como

es que éste puede definir un fractal.

Aqui es donde termina este estudio de las matematicas formales detras de la
construccion de los fractales, pero es importante mencionar que aun hay material por
estudiar ya que se puede continuar con el estudio del problema inverso, es decir, dado un
subconjunto compécto de R que es un fractal, encontrar las trasformaciones que lo
generaron, lo cual esta relacionado con el feorema del “Collage”. En seguida el concepto
de “direccion” de puntos en ciertos fractales y el espacio métrico al cual pertenecen.
Después la introduccion los Sistemas Dindmicos en Espacios Métricos y la descripcion de
las ideas de orbitas, ciclos repulsivos y sistemas dinamicos equivalentes. El establecimiento
de la equivalencia de este sistema dindmico con un sistema correspondiente en el espacio de
las “direcciones” para la definicion de un sistema dinamico cadtico. Luego la introduccion
del concepto de dimension fractal como un numero que indica que tan densamente ocupa el
espacio métrico en el que se encuentra el conjunto y la de dimension 'HausdorfﬁBesicovitch

el cual es otro nimero que puede ser asociado al conjunto, pero menos practico que el de
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dimension fractal. La introduccién de los conjuntos de Julia como fractales deterministicos
~ que surgen de la iteracion de funciones analiticas de numeros complejos en numeros
complejos (de @ en @) y la construccion de mapas de ciertos espacios, espacios
paramétricos, donde cada punto del espacio corresponde a un fractal. Para finalizar con el

estudio de mediciones en fractales y mediciones en general (teoria de las mediciones).

Los temas que esta teoria involucra son los siguientes:

e Definicion de ESPACIO Y PUNTO
e Definicion de METRICA
e Definicion de ESPACIO METRICO
e Definicion de BOLA ABIERTA, BOLA CERRADA Y ESFERA
e Definicion de METRICAS EQUIVALENTES
e Teorema de Métricas
e Definicion de METRICA DISCRETA
e Definicion de CONJUNTO ABIERTO Y CONJUNTO CERRADO
e Teorema de Métricas y Conjuntos Abiertos
e Propiedades de los Conjuntos Abiertos
e Definicion de TOPOLOGIA

~ o Definicion de ESPACIO TOPOLOGICO
e Definicion de TOPOLOGIA INDUCIDA POR UNA METRICA
e Teorema: Métricas Equivalentes inducen una misma topologia
o Definicion de SUCESION DE PUNTOS |
e Definicion de SUCESION CONVERGENTE
e Interpretacion de la convergencia en términos de bolas
e Teorema de Unicidad de Limite
e Definicién de PUNTO LIMITE
e Definicion de PUNTO AISLADO
e Lema: Un punto limite es limite de una sucesion
e Definicion de SUCESION CONSTANTE
e Definicion de SUCESION DE CAUCHY
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Definicion de CERRADURA DE UN CONJUNTO
Teorema de Cerradura

Definicién de CONTINUIDAD DE UNA FUNCION
Definicion de CONJUNTO IMAGEN

Teorema de Continuidad

Propiedades Equivalentes de Continuidad

Definicion de ESPACIO COMPLETO

Definicion de ISOMETRIA

Definicion de FUNCION SOBREYECTIVA

Definicion de ESPACIOS ISOMETRICOS

Definicion de CONJUNTO DENSO

Definicién de ENCAJE

Teorema de COMPLETACION

Definicién de CUBIERTA DE ABIERTOS

Definicién de CONJUNTO COMPACTO

Definicion de CONJUNTO ACOTADO

Teorema de Bolzano-Weistrass

Definicion de CONJUNTO SUCESIONALMENTE COMPACTO
Lema: Compacto implica Completo |
Teorema del PUNTO F1JO

Teorema: Imagen Continua de un Compacto es Compacto
Definicion de DISTANCIA ENTRE UN PUNTO Y UN CONJUNTO
Definicion de DISTANCIA ENTRE DOS CONJUNTOS
Definicion de DISTANCIA HAUSDORFF

Definicion de DILATACION DE UN CONJUNTO
Teorema de Compactos

Definicion de ESPACIO DE CONJUNTOS COMPACTOS

Teorema de Contracciones

Definicion de SISTEMA DE FUNCIONES ITERABLES
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TOPOLOGIA METRICA

La Geometria Fractal te hard ver todo diferente. Hay peligro al seguir leyendo. Tienes
el riesgo de perder tu vision de la infancia acerca de las nubes, bosques, galaxias,
hojas, plumas, rocas, montaias, torrentes de agua, alfombras, ladrillos, y muchos otros

mas. Nunca mds tu interpretacion de estos objetos serd la misma.
Michael F. Barnsley

Definicion.
Un espacio es un conjunto no vacio cualquiera.

Los puntos del espacio son los elementos del conjunto.

Ejemplos de espacios:
El conjunto de los nimeros reales = %.
Los puntos del espacio son los niimeros reales.
El conjunto de todas las funciones reales continuas del intervalo [0,1] a %,
Los puntos del espacio son las funciones continuas del intervalo [0,1]a .
El conjunto de todos los puntos en el Plano Cartesiano = ”*

Los puntos del espacio son puntos en el Plano Cartesiano

Definicion.
Dado un espacio X. Se define una métrica d como una funcion que va del producto
cartesiano de puntos del espacio a los reales no negativos : X x X — RU {0}y

que cumple con los siguientes axiomas:

1. d(x,y)=0 Vx,ye X
2. d(x,y)=0<:>x=y Vx,ye X
3. d(x,y)=d(y,x) Vx,ye X
4. d(x,y)< d(x,z)+d(z,y) Vx,y,ze X
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Una métrica “mide” la distancia entre pares de puntos del espacio X y ¥ siempre

cumple que:
1. La distancia nunca es negativa.
2. La distancia solo es cero si los objetos entre los cuales estamos midiendo la
distancia son el mismo.
3 La distancia de un objeto a otro es la misma que la distancia del segundo
objeto al primero. Propiedad Simétrica.
4. La distancia entre dos puntos €s menor o igual a la suma de las distancias del

primer objeto a un tercero y la del tercer objeto al segundo. Desigualdad del

Triangulo.

Definicion.

Un espacio métrico (X, d) es un espacio X con una métrica d
Ejemplo de una métrica d en el espacio X = .
Sean 4, By C puntos del espacio X donde 4 =x;, B=x; yC=xs.

Definimos la funcion d(4, B) =| x; - xz |.

Ahora demostramos que d es una métrica:

d(A,B)ZO ]x,-x2|20
d(4,B)=0c A=B |%,-x2|=0 % =x;
_d(A,B)=d(B,A) |x;-x|=|x2—x;|

d(4,B)<d(4,C)+d(CB) |xi-x:|<|xi~xs|+]xs-%2]

Cqmo d es una métrica en el espacio X, decimos que (R, d) es un espacio métrico.
Ejemplos de métricas (distancias) en el espacio X = %>

Sean A y B puntos del espacio X donde 4=(x,,y,)y B= (x,.5,)

Definimos las siguientes funciones:
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o Métrica “del Taxista” (suma de catetos)

La distancia entre dos puntos del espacio esta dada por la suma de las
distancias horizontal y vertical (catetos) del triangulo formado:

d(A.B)=ix, - x; + )1 =¥z _
Algunas veces se refiere a esta métrica como Meétrica Manhattan ya que es la
distancia que tendria que recorrer un taxi en Manhattan, NY para del punto 4

al punto B, como se puede apreciar en la figura 18.1.

o Métrica Euclideana (hipotenusa)

La distancia entre dos puntos del espacio esta dada por la distancia directa

(hipotenusa) entre los dos puntos (formula Pitagérica):

d,(4.B)= \J (x, —x, )+, -y,)
Ver figura 18.1.

o Meétrica del Maximo (valor del mayor cateto)

La distancia entre dos puntos del espacio es la mayor de las distancias
horizontal o vertical:

d.(4,B)=Max {‘.xi —X2, 17 V2

Ver figura 18.1.

Las tres funciones anteriores cumplen con los cuatro axiomas (la demostracion de
una de ellas sigue en el gjercicio), por lo tanto (X, dy), (X, d2) y (X, d) son espacios

métricos.
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dl(AvB)"'xl‘-"z +:y =y dz(A-B)=\/(x1"xz)2 "’.(,"1","2)2 d,,(A.B):Max{x‘-xz,yl—yz

Fig. 18.1 Representacion grafica de la métrica del taxista,
la métrica euclideana y la métrica del maximo.

Ejercicio. Demostracion de que @, es una métrica en el espacio X = % %

Sean 4, B y C puntos del espacio X, con 4 = (x1, 1), B=(x2,y2) yC=(x3,3).
ler. Axioma: dj(4,B)z0
dl(A,B)Z 0 yaque|x;—x2|y|y/—y2|sonno negativos
2do. Axioma: d(4,B)=0< A=B di(A, B)=0 siysolosid=B.
(=) Suponemos 4, (AB)=x-x,+y -y, =0.
Como [x; - X3| y 1 - 2| son no negativos, entonces cada uno es igual a
cero. Porlotanto x,=x; y y1=y. Porlotanto 4 =B.
(<) Suponemos 4 =B.
Entonces X,=X; ¥ 1=z,
Por lo tanto x;-x2 =0 y y; - y2= 0. Por lo tanto di(4,B) = 0
3er. Axioma: di(4,B) =d\(B,A) Propiedad Simétrica.
dl(A:B)= X, =X+ Y1~ V2

=i—(x2 ‘x1)+i”()’2 -n)

=Xy — Xy, +%}’2 - =d1(B’A)

4to. Axioma: d,(4,B) < di(4,C) +d\(C,B) Desigualdad del Triangulo.
i) Seana, b € reales.

Afirmamos que ja + b| < |a] + |b] Desigualdad del Tridngulo
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Demostracién: (a+5) <(a+5)

a +2ab+b’< & +2ab| + b

Si a, b son del mismo signo, entonces (a +5)* = (‘a +b )2.

. , 2
Sia, b son de signos opuestos, entonces (a +5)’ < (al +b ) .

En cualquier caso (a+5)* <(a +b )’
Por lo tanto |a + b| < |a| + |b|.
Consecuencia:|la-b|=|la-c+c-b|<|a-c|+|c- b
i) di(4,B) =1 - xof + 1 -yl = e - X3 + X3 - X2 |+ - 3 + 93 - 2|
S xi-x|+|x-x2[+|{y1-y3|+|ys-yl
=[xi-x [+ |-yt xa-x2 [+ |y -y

=di(4,0) +di(C.B).

Observacion.
Aunque & y d., cumplen con los axiomas de la definicion de métrica en forma similar

a d, la demostracion de esto es un poco mas complicada y preferimos no incluirla.

Definiciones.

Sea (X, d) un espacio métrico, x, un punto de X' y r un nimero real positivo.
Una Bola Abierta con centro en x, y radio 7 es B(x,,7)={xe X |d(x,x,)<r .
Es decir, una bola abierta esta formada por todos los puntos del espacio que estén a

una distancia menor que r de un punto x;.

Una Bola Cerrada con centro en xo y radio r es C(x,,7)={xe X |d(x,x,)<r .

Lo que significa que una bola cerrada esta formada por todos los puntos de una bola
abierta mas aquellos que estén a una distancia igual a r del punto x,..
La diferencia entre una bola abierta y una cerrada son solamente los puntos que se

encuentren en la frontera marcada por la distancia.

Una Esfera con centro en xo y radio r es E(x,,r)=f{re X |d(x,x,)=r .
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Por lo que una esfera solo esté formada por aquellos puntos que estén a exactamente

la distancia r del punto x, que es la frontera marcada por la distancia.

Las tres definiciones anteriores involucran el concepto de distancia o métrica, por lo

que es importante especificar siempre cual métrica, de las definidas anteriormente, es
la involucrada. Se usara la notacion ejemplificada a continuacion:
Bl(xo,r)z {re X! dl(x,x0)<r
que representa una bola abierta con centro en Xo, radio 7 en la métrica d,,
C, (xo.7)= {xreX i, (x, X, )<r
que representa una bola cerrada con centro en Xo, radio 7 en la métrica ds, y
E_(x.7)={xe X d (x.x,)=r

que representa una esfera con centro en xo, radio 7 en la métrica d..

Antes de continuar con los ejemplos es importante mencionar que, aunque las anteriores
definiciones involucran las palabras “bola” y “ esfera”, su representacion geométrica no
necesariamente involucra una de éstas en la forma en la que uno esta acostumbrado. Su
representacion depende del tipo de métrica en la que sea definida, lo cual se vera en los

siguientes ejemplos.

Ejemplos de bolas en el espacio X = #? con las métricas ya definidas:
Considere el espacio métrico (X, d>), el punto (0,0) € X y un numero real positivo 7.

Una bola abierta con centro en (0,0) y radio » esta formada por todos los
puntos del espacio que estan a una distancia menor que r del punto (0,0). Es
decir, B((0,0)7)={(x.y)d, ((0,0)(x,y)) < r} es una bola abierta con centro
en el origen y radio r.

Lo cual representa un disco con centro en (0,0) y radio r como se puede ver

en la figura 16.2:
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......

A
/// """" w\x}/ Sélo lo de adentro

i i >
} Bola Abierta ;
\\(Ele dz V4 x2 + y2 - r2

xt+yt<r?

Sélo la frontera = la circunferencia.

Fig. 18.2 Representacion grafica de
una bola abierta en la métrica euclideana.

Entonces d,((0,0),(x,»))= Nm y

e

Jx? +y? <r

Si no se incluye la frontera se tiene una bola abierta, y una bola cerrada si si

se incluye como se ve en la figura 16.3:

re N
."\_ _.-"',
"\‘ ........... -
Bola Abierta

Bola Cerrada

Fig. 18.3 Comparacion grifica entre una bola abierta y
una cerrada en la métrica euclideana.

Ahora considere el espacio métrico (X, d), el punto (0,0) € X y la distanciar = 1.

Una bola abierta con centro en (0,0) y radio r estd formada por todos los

puntos del espacio tal que la suma de sus distancias horizontal y vertical al

punto (0,0) sea menor que 1. Es decir, B, ((0,001)= {(x ylx-0+y-0<l1

es una bola abierta con centro en el origen y radio 1.

Lo cual representa un rombo, como se muestra en la figura 18.4, con centro

en (0,0) y lado de longitud /2 :
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Combinaciones que
sirven;

+x+y=1
xry }x+y=ﬂ

— ki<l

-x-y=1

o+ i =1

Fig. 18.4 Representacion grafica de una bola abierta en la métrica del taxista

De igual forma, si la bola es abierta no se incluiye la frontera, y si es bola

cerrada si se incluye.

Finalmente considere el espacio métrico (X, d.), el punto (0,0) € X y el valorr= 1.
Una bola abierta con centro en (0,0) y radio 1 esta formada por todos los
puntos del espacio tal que la maxima distancia (horizontal o vertical) al punto
(0,0) sea menor que 1.

Es decir, B, =((0,011)={(x.y)|Max{x-0, y-0 }<1 es una bola

abierta con centro en el origen y radio 1.

Lo cual representa un cuadrado, como se ve en la figura 18.5, con centro en

(0,0) y lado de longitud 2:
4 Max{lx, )} <1
(area interior)
1 / K=1—->x=z%1
v o
M=1oy=t1
Bola jAbierta R
-1 ded, 1
I Max{id, b =
K] : (Frontera)

Fig. 18.5 Representacion grafica de una bola abierta en la métrica del maximo.
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De igual forma, si la bola es abierta no se incluye la frontera, y st es bola

cerrada si se incluye.

Si se grafican las bolas cerradas (o abiertas) en el espacio X = 9? correspondientes a

las tres métricas o distancias ya vistas se tiene:

A Bm
1 K/——— B,
_— B
11 1 v
-1

Fig. 18.6 Representacion grifica de las bolas cerradas con
centro en el origen y radio 1 en las tres méticas vistas.

Definicion.
Sea X un espacio y sean d, y d, dos métricas en X.
Se dice que 4, y d> son métricas equivalentes, d,~d,, si existen dos nimeros a, >
0 tal que
ad/(x,y)<d,(x,y)<pd(x,y) VYxyeX.

Es decir, dos métricas, d; y d-, son equivalentes si existen dos nimeros positivos, a
y B, tales que a veces la métrica @ es menor o igual a la métrica @, y a su vez esta

Ultima métrica es menor o igual a § veces la métrica d;.

Mas adelante veremos que dos métricas también son equivalentes cuando definen el

mismo espacio topologico.
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Teorema de Métricas Equivalentes.

Sea X un espacio y sean d;, d>y d; tres métricas en X, entonces se cumplen las

siguientes propiedades:

a) d, =d, Propiedad Reflexiva

b) d zd,>d, =4, Propiedad Simétrica

¢) d =d,d,=d,=d =d, Propiedad Transitiva
Demostracion.

a) d =d, Propiedad Reflexiva
Si tomamos o = B = 1, esto da lugar ad\(x, y) < da(x,y) < di(x, ).
Con lo cual que queda demostrado.
b) d,=d,=>d,=d, Propiedad Simétrica
Por hipétesis d, = d,, entonces existen a, > 0 tal que
ad,(x, y)< d,(x, y) < pd,(x, y).
Por demostrar: que existen a’, > O tal que
a'd,(x,y)<d (x,y)< B'd,(x,y):
Se toma la desigualdad:  ad,(x, y)< d,(x,y)< gd,(x,),

se separa y despeja: d,(x,y)< 1 d,(x,y) v %dz (x, y)s d,(x,y).
a

de donde se obtiene : %dz (x,y)<d (x,y)< ld2 (x, ).
- a
, 1 1
Por lo que se toma pB=— y a'=—,
a B
por lo tanto a'd,(x,y)<d,(x,y)< p'd,(x,y).
c) d =d,d,=d,=d =d, Propiedad Transitiva

Por hipotesis d, =d,, entonces existen a, > 0 tal que

i) ad,(x,y)< d,(x, y)< Bd,(x, y).

Por hipétesis d, =d,, entonces existen a’, f° > 0 tal que
ii) ‘Z'dz(xa}’)S ds("’a)’)S :B'dz(xvy)-
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Por demostrar; que existen a”, > 0 tal que

a'd, (x, y)s d3(x, y)s p''d, (x, y):

adl(x’y)Sdz(x,y) pOl"i 1
d < —d,(x,
a'd,(x,y)<d,(x,y) porii = d,(x,) a' 3(x.y)

Por lo tanto ad, (x,y)<d, (x,y)< l,d3 (x,»)
a

= ad, (x, y)s ‘%dz, (x, y)- = aao'di(x,y)<ds(x,y).

d,(x,y)< p'd,(x,y) porii
dz(x,y)sﬂd,(x,y) pori :>d3(x’y)sﬂ'ﬂds(x’y)
= pd,(x,y)< ' pd,(x, y)

Combinando los dos ultimos resultados se tiene que
ao'd, (v, y)<d,(x.y)< Bpd, (x. ).

Por lo tanto d, =d;.
Ejercicio.
Demostracion de que d, =d, en el espacio X = %7,

Sean A4, B puntos del espacio X, donde 4 = (x}, y1) y B = (x2, y2).
Recordando que d, (A, B)= X, =Xyt Y=Y, Y

dz(A,B)=wvf(x] _x2)2 +(yl _y2)2 .

Por demostrar: que existen dos nimeros a, > 0 tal que

ad,(4,B)<d,(4,B)<pd,(4, B) VA,Be X :

dz(A’B)z\/(xl _x2)2 +(yl —y2)2 = \/’(xl _x2)2 =Jx1 _ng

dz(A,B)z \/(xl ""72)2 +(yl "}’2)2 2 \/(yl _}’2)2 = =Y

Sumando estas dos desigualdades se tiene: 2d,(4,B)>ix, —x, + y, —~y, =d,(4,B)
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2d,(4,B)2d,(4,B) = dz(A,B)z;dl(A,B) = %dl(A,B)sdz(A,B).

Por lo que setomao =12 .

dl(A,B)=§x1 _xzi"'fyl — Y2

[dl(A’B)]2 =(x1 _xz)2 +(}’1 "yz)2 +2jxx —x2.;y1 —Y2
2 (xl —xz)z +(}’1 _y2)2: [dz(A’B)]2

Por lo que d,(4,B)> V/(x, -5,V +(,-y,) =4, (4,B).
Por lo tanto d,(4, B)<d,(4,B).

Por lo que se toma f = 1.
Por lo tanto %d, (4,B)<d,(4,B)<d,(4,B) .

Luego entonces d, =d, .

En la figura 18.7 se puede ver, geométricamente, que sucede si se toma una bola

(cerrada) de radio 1 para ambas métricas en el espacio X = #7%:

I
R
>

“%d<d, d;

»
v

v

-1 1
AN
El valor critico

d 1
1 eaes/ﬁ

Fig. 18.7 Representacion grifica de las desigualdades 2 d; < d; y d; < d,.
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El valor critico de o es el valor maximo de la mitad de la longitud del lado del
mas grande rombo (bola en d) que cabe en el circulo (bola en ;) de radio 1. En la
ﬁgura 16.7, en la parte izquierda se puede ver que, dada una bola en &; con radio uno
y centro en el origen, se necesitaria multiplicar a una bola en d;, con el mismo radio y
centro, por un factor de V; para poder “introducirla” en la primera. Y en la parte
derecha se ve que no hay necesidad de modificar el radio de la bola en 4, pues con el

mismo radio y centro es posible que “incluya” a la bola original.

La desigualdad % d,(4,B)<d,(4,B)<d,(4,B) significa entonces que,

dada una bola en d,, se puede “meter” una bola en d; con un factor de 2 y, por otro
lado, una bola en d, es capaz de incluir a la bola en &, con un factor de 1. Como se

puede ver en la figura 18.8.

4 Bl((0,0),l)
vd<dsd,
~ —  By(0,0),1)
3 —

2 B1((0,0),1)

Fig. 18.8 Representacion grafica de la desigualdad 4 d, < d: < d,.

Ejercicio.

Demostracion de que d, = d_ en el espacio X = #°.

Sean A4, B puntos del espacio X, donde 4 = (x, y1) y B = (x, y2).

Recordemos que d, (A,B) = \/(xl - X, )2 + ()’x -2 )2 y
d.(4,B)=Max{x, - x,. 3, -y, .
Por demostrar: que existen a, B > 0 tal que ad,(4,B)<d_(A4,B)< Bd,(4,B):
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s P +bi-nF s = Gox Orf 2o
= d,(4,B)2x; - x;

En forma similar:

(o - + 0 =2, 20 -5 = o -5 ) + 00 -22) 2 0 -0

=d,(4,B)> y, -y

Por lo tanto d, (4, B)ZMax{ix1 —X, )~V
—=d,(4,B)>d,(4,B) =d,(4,B)<d,(4.B).

Entonces se toma 3 = 1.

Por otra parte x, —x, <Max{x, —x,,y,~y,
=[x -l <Madx -x,, 9 - ff
y yi -y, sMax{x, ~x,., v, -y,
=[5 -3l <Max, - x., 3 -2, ff
Sumando los dos iltimos resultados se tiene:
(,~ %, + 0 -3, ) s2Max{ix, - x, 3 -
o -w Y +00-0n) < el -2, 0 -
S -0 + (0 -y, )

AEMax{;x, - X, V= V2
d,(4,B) < N,Eah,o (4.B) = —/%dz (4,B)<d_(A,B).

¥

IA

IA

1
Set ==,
e toma o \/2—

Luego izar2 (4,B)<d_(4,B)<d,(4,B).

.2

Por lo tanto d, =d,,.
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Nota. Con base a los dos Gltimos ejercicios y la propiedad transitiva del teorema de métricas

equivalentes, se puede afirmar que las tres métricas ya vistas, d,, d2y ds, son equivalentes en

el espacio %7,

Definicién.
Sea X un espacio y seanx, y € X.
La métrica discreta sobre X se define como:

Osix=y
d =
(x.7) {lsix £y

Es importante hacer notar que en la definicién anterior se cumplen con los cuatro
axiomas de la definicion de métrica para la métrica discreta. Ya que los tres primeros

son obvios, solo se trabajara con el cuarto:

1. d(x,y)>0 Vx,ye X
2. d(x,y)=0c>x=y Vx,ye X
3. d(x,y):d(y,x) Vx,ye X

4. d(x,y)<d(x, 2)+d(z,y) Vx,y,ze X
Si d(x, y) = 0 no hay nada que demostrar ya que se cumple la desigualdad.
Si d(x, y) # 0 entonces d(x, y) = 1, por lo que se puede decir que x # y, por lo
quez#x0z # y. Lo que concluye que al menos uno de d(x, z) y d(z, y) es

igual a 1, asi d(x,y)<d(x, 2)+d(z,y).

Ejemplo de bolas con la métrica discreta:
{x,} si r<i

Dadox, € X, se define B(xo,r)z{ _
X s1tor>l

Por ejemplo, si r =" se tiene B(x0 , %J = {x |d(x,x,) < %} ={x, .
ysi r=2 setiene B(x,,2)= fx1d(x,xy) < 2}=x.
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Por lo tanto una bola de radio % es igual a una bola de radio %, . . ., es decir, todas
tienen los mismos elementos siempre y cuando 0 <r <1.
Por otro lado, una bola de radio 2 es igual a una bola de radio 5, . . ., todas tienen

los mismos elementos sin importar el radio cuando 7 > 1.

En esta métrica solo hay dos tipos de bolas: las formadas por un solo elemento {xo} .

y las formadas por todo el espacio X.

Como los puntos de este espacio son bolas abiertas (de radio menor 1), la métrica se

llama métrica discreta.’

! Una topologia es una topologia discreta si todos los conjuntos unitarios (un sélo punto) son abiertos. La

métrica discreta induce la topologia discreta.
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Definicion.

Sea (X, d) un espacio métrico y 2 < X un subconjunto. € es un conjunto abierto si

para cada x en Q existe un g >0 tal que B(x,&)={y e X |d(x,y)< £}c Q.
Es decir, si Q es subconjunto de un espacio métrico, entonces es un conjunto abierto

si para cada x en Q, siempre habra una bola abierta de radio € y centro en x que no

se salga de Q.
! 7“ )

[é ay,

/

\ / //
N j
~__ S

Fig. 18.9 Ejemplificacion grafica de un conjunto
abierto
Ejemplo.

Considere el espacio métrico (% %, d;) y los conjuntos Q; y Q,, donde Q, es el
conjunto de todos los puntos en el plano cartesiano que forman los cuadrantes I 'y II
excluyendo al eje X y €2 el conjunto de todos los puntos que forman los cuadrantes

Iy II incluyendo al eje X.

Se puede observar la diferencia basica entre estos dos conjuntos,
Q, ={(x.y)y>0} y Q,={(x.y) | ¥20}, en la representacion geométrica de la
figura 18.10.
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///,/ %

En Q, para el punto 4, se tomaria como e (radio ) cualquier niumero
real positivo menor que yo.

Si tomamos un punto justo
en la frontera, no tenemos
Ao=(Xo,Y0) N una posible bola con centro

. en el punto que lo contenga
/ / sin salirse del conjunto, por
/ mas pequefia que ésta sea.
A /

>

A=(ay)

En Q, cualquier radio que se escoja para una bola con centro
en 4, , hay puntos de ella que quedan fuera del conjunto.

Fig. 18.10 Ejemplificacion grafica de los conjuntos Q,; y 2.

Por lo tanto, se puede afirmar que Q, es abiertoy €2, no es abierto

Teorema.
Sea X un espacio y sean d, yd; métricas en X.

Si di y d; son equivalentes, d, = d,, entonces las siguientes afirmaciones son

verdaderas:

Afirmacién 1.

Si Bi(xo, r) es cualquier bola abierta en x, radio » y métrica d,,
entonces existe un radio 7” tal que B, (x,,7")< B,(x,,7).
En forma mas precisa tenemos que B, (x,,c7)c B,(x, 7).
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Demostracion: Seax € B, (x,a r)
ad (x,,x)< d,(x,,x)<ar
=d,(x,,x)<r
= x € Bi(xo, 1)
Por lo tanto, @ d, < d, implica B, (x,.ar)c B, (x,.7).

Afirmacion 2.

Si Ba(xo, 7) es cualquier bola abierta en xo, radio 7 'y métrica &y,

entonces existe un radio 7’ tal que B,(x,,r")< B, (xo,r).

En forma mas precisa B, (xo,%) < B,(x,,r)
. r). . r
Demostracion: x € Bl(xo, Ej implica que @, (xo,x)< 78 )

;dz(xo,x)<d,(xo,x)<§

=d,(x,,x)<r

=xeB,(x,.7)

Por lo tanto d; < Bd, implica B, (xo, ’%) < B, (x,,7).

La importancia de estas afirmaciones radica en que, dado un espacio X con métricas

d, y d,, equivalentes entre si, cualquier bola abierta con la métrica d; contiene a

cualquier bola abierta con la métrica d y

viceversa.

Por ejemplo, si el centro de las bolas esta en el

origen de un sistema cartesiano, se podria dar la

interpretacion grafica de la figura 18.11.

Fig. 18.11 Interpretacion grafica
de métricas equivalentes.
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Conclusion:
Dado un espacio X dotado con las métricas d; y 4, las cuales son equivalentes entre
si. ‘
Sea 2 < X abierto en (X, d,) se tiene que:
Si xo € Q entonces existe un 7> 0 tal que Bi(xo, r) < 2.
Y luego existe 7’ > 0 tal que Ba(xo, 7)) < 2 por lo que Q es abierto en (X, d2) y
viceversa.
Es decir, abiertos en (X, d;) son abiertos en (X, 4)) y viceversa. Fig. 18.12.

By(x0.1 ) € Bilxo,r) € Q

/e / \\
/ Q

’ abierto jan d,

'

Fig. 18.12 Representacion grafica de una bola en
d; contenida en una bola en d; contenida a su vez
en el conjunto abierto Q.

Teorema:
Dado un espacio X dotado con dos métricas d; y d, que son equivalentes entre si.
Si Q< X es un conjunto abierto en la métrica d), entonces €2 es también abierto en
la métrica &>, y viceversa. Es decir, los conjuntos abiertos de la métrica 4, son los
mismbs conjuntos abiertos de la métrica d,, siempre que d, y d, sean equivalentes

entre si.
Demostracion:

Sea QQc Xun conjunto abierto en la métrica d,, entonces para cada

x €Q existe una bola abierta en la métrica d) tal que B, (x,7)c Q.
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Como d; y son d; equivalentes existe B, (x.r')c B, (x.7). Por lo tanto Q es

abierto en ds.
Propiedades de los Conjuntos Abiertos:
Sea (X, d) un espacio métrico.
1. El conjunto vacio & y el espacio métrico X son conjuntos abiertos.
En el caso del conjunto vacio &, como no hay elementos, la implicacion se
cumple trivialmente por vacuidad. Mientras que para el espacio métrico X se
cumple por definicion.
2. Sean los conjuntos U,V < X .
Si Uy V son conjuntos abiertos, entonces el conjunto U NV es abierto.
(U, V abiertos = U NV abierto)
Consecuencia de esto es la siguiente implicacion:
Uy, Us, . .. Uysonabiertos => U=U; n Uy~ . .. n U, es abierto.
Es decir que la interseccion finita de abiertos es abierta.
Por otro lado, se puede ver que, en el espacio del Conjunto de los Numeros
reales, que la interseccion infinita de abiertos no necesariamente es abierta:

,
1zf-11s )[011
\

n

I° (o,1+1)=(o,1]

n=l\ n

L.}
In=l

(——,1) o, 1)

Sean los conjuntos {U; | i € {1, 2, ..., n}} abiertos y el conjunto U = In U, .
i=1

Por demostrar, U es abierto.

Seax e U=InU. >xelUVi

i=1 ’
xe Uy y Uy esabieto = 3Bk, r))c U, n>0,
xe U,y Uresabierto = IB(x,r))c U, n>0,. ..

xe€ U, y Uyesabierto = IB(x, r)c U, n>0.
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Sea r=min{ r, ra, . . . 7} entonces 7 > 0.

Se afirma que B(x, ) c U
Si y € B(x, r) entoncesd(x,y) <r<rn=ye Uy,
dix,y)<r<nn=>yel ...
dix,y)<r<rn=>ye U,

como esta en todos, esta en la interseccion.

3. Sea {U, },., una familia cualquiera de abiertos,

entonces U = YU, es abierto. Es decir, una unién arbitraria de abiertos es

aef

abierta.
Sea {U, }ae ,una familia de abiertos: U= YU,

ael

Por demostrar: que U es abierto.

Sea xe U = x e U, para algin o.
Por lo tanto 3 r,, tal que B(x,rao)c U, -
Pero U, c U . Por lo tanto B(x, rao)g U.

Por lo tanto U es abierto.

Definicion.
Una colecciéon t de subconjuntos de un espacio X es una topologia para X si se
cumplen los siguientes axiomas:

1. El conjunto vacio y el espacio completo X son elementos de

J,X e

2. Una interseccion finita de elementos de t es también un elemento de 7.

n
ie.SiU, Uy, ..., U, e entonces | U, e

i=1
3. Una uniodn arbitraria de elementos de t es también un elemento de t.

i.e. Sea / un conjunto de indices y sea U, € TV a € I, entonces YU, €1.

ael
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Definicion.

La combinacion (X, t), donde T es una topologia para el espacio X, es un Espacio

Topolédgico.

Nota.
El concepto de Topologia arriba mencionado no tiene una injerencia directa en el
desarrollo de la presente tesis ya que el concepto de fractales y su construccion
pueden ser manejados totalmente usando solo el concepto de Espacio Métrico. Sin
embargo, los conceptos de Conjunto Abierto y Conjunto Cerrado y un tanto los de
Conjunto Compacto y Conjunto Conexo son propios de los Espacios Topologicos,
por lo que brevemente se mencionaran algunos aspectos elementales de un Espacio
Topolégico.

Definicion.
Sea (X, d) un espacio métrico.
Se define una topologia en X inducida por d como el conjunto de subconjuntos de X
que son abiertos en (X, d).
Es decir, una topologia en X inducida por d es el conjunto:

1 ={U | Uc X y U es abierto de d}

Teorema.
Sea (X, d) un espacio métrico. El espacio X y la topologia en X inducida por d
forman un espacio topolégico (X, 14).
Es decir, sea 1= {U | Uc X, U es abierto de d}, entohces (X, t4) es un espacio
topologico.

Nota.

Es importante hacer énfasis en que la equivalencia topoldgica permite que haya
mucho mas “alargamientos” y “compresiones” que las permitidas en la equivalencia
métrica. Una vez definido el concepto de dimension fractal, el cual provee una

medida de la complexidad geométrica del conjunto, se puede ver que dos conjuntos
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métricamente equivalentes tienen la misma dimension fractal, mientras que si solo
son topoldgicamente equivalentes, su dimension fractal puede ser diferente. Por
ejemplo, un segmento de recta y la curva de Koch, son equivalentes topologicamente

hablando pero tienen diferente dimension fractal.

Teorema.
Sean (X, d1) y (X, &,) espacios métricos. Sid, = d, entonces T4 = Ta.
Es decir, si dos métricas en un mismo espacio X son equivalentes entre si, entonces el
conjunto de subconjuntos abiertos en una métrica es igual al conjunto de

subconjuntos abiertos en la otra métrica.

Ejemplo.

Sea el espacio X = ®* y los puntos

A,BeX % °

La “distancia”, medida con la métrica d; N

o con la métrica @5, entre los puntos 4 y bl

B es la misma, topolégicamente X X2 ’

hablando, ya que estas métricas sean

Fig. 18.13 Representacion grafica de
distancias equivalentes topologicamente
hablando

equivalentes.

Definicion.
Una sucesion de puntos en el espacio X es una funcién del conjunto de los enteros
positivos, o sea los naturales, al espacio X:

{Xn}new = {X1,X2, X3, . . . X, . . 3

Y se puede expresar de la siguiente manera: f: {1,2,...} =X,

donde f(I)=x, fQ)=x2, f)=x3,..., f(N)=Xn, ...
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Ejemplo.

Considere el espacio formado por los nimeros Racionales:

a
0=1 -] a,beZ,be}.
b
Como dicho conjunto es numerable, puede ser tomado como una sucesion:
Q = {xn n=1
y se puede expresar como una funcion de los Enteros Positivos (Naturales) al

conjunto Q:

f:N->Q.

Definicion.
Sea (X, d) un espacio métrico y {¥,}.cy <X una sucesion de puntos del espacio.

Se dice que {x,}.cv €s una sucesion convergente a x (0 que converge a x), donde

x € X, si dado un € > 0 existe un entero positivo N > 0 tal que d(x,, x) < € para todo
n>N.
El punto x € X al cual la sucesion converge, se conoce como el limite de la

sucesion, y se usa la notacion: limx, = x

n—wo

Lo cual significa, que la sucesion de puntos se acerca cada vez mas al punto x, es
decir, dada € > 0, n es suficientemente grande cuando la distancia entre el elemento

de la sucesion, x,, y el punto x es mas pequeiia que el numero positivo € cuando.

El limite x de una sucesion convergente tiene la propiedad de que una bola abierta
con radio € > 0 y centro en x contiene todos los puntos x, después de algun indice N.

Tipicamente N se hace mas y mas grande conforme € se hace més y mas pequefio.
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Interpretacion de la convergencia en términos de bolas:
Dada una sucesion {x,},.y y un numero € >0, el cual sirve como radio para la bola.
Si la sucesion converge a x entonces todos los elementos de la sucesion después del
niimero N estan dentro de la bola abierta con centro x y radio €. Es decir, todos los

elementos de la sucesion salvo un nimero infinito estan en dicha bola.

Si la sucesion converge a un
cierto valor x, entonces la
bola abierta de radio € ¥y
centro x contiene a casi toda
la sucesién, excepto quizd un
numero finito.

Fig. 18.14 Representacion grafica de
convergencia en términos de bolas

Teorema.

Sea (X, d) un espacio métrico. Si /im x, = x entonces x es Unico.

n—»0
Demostracion:

Supéngase que x y y son dos limites tales que limx, =x y limx, =y .

Por demostrar; x = y.
Supongase que x 2y, sea e =d(x, y) > 0, y se escoge 0 <e <o/2
entonces existe NV, tal que d(x,, x) <e sin>N,
y  existe N, tal que d(x,, y) <€ sin>N,.

Se toma una 7> max{N1, N2} |

d(x, y) <d(x, xn) + d(xn, )

<g+e=2e<a=d(,y)
O sea d(x, y) <d(x, y), la cual es una contradiccion.

Por lo tanto x = y.
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Ejemplo de una sucesion que no converge en el espacio X = R:

. a1
Si se define la sucesion de la forma x, =(~1)" + -,
’ n
entonces x; =0, x» =3/2, x3 =-2/3, x4 = 5/4,. . .
Por lo que se tiene la sucesion {x,}={0, 3/2, -2/3, 5/4, . . . } donde se puede ver que

cuando » tiende a infinito, x, brinca de estar cerca de —1 a estar cerca de 1, por lo

tanto el limite no existe, es decir la sucesion no es convergente.

x, = 1 para n par

X3 X X7

v

4L

x, — -1 para n impar

Fig. 18.15 Ejemplo de sucesién no convergente.

El limite de una sucesion convergente es unico, pero el ejemplo anterior muestra que

una sucesion puede tener varios puntos limite en el sentido de la siguiente definicion.

Definicion.
Sea (X, d) un espacio métrico,xe X yAc X .
Si la interseccion de toda bola abierta de radio € y centro x con el conjunto A4 tiene

elementos distintos a x, entonces se dice que x es un punto limite de 4.

En otras palabras, x es un punto limite de 4 si B(x, €) n A4 contiene otros puntos
aparte de x, para toda ¢ > 0. Es decir, si (B(x,€) - {x}) N4 # O paratodae >0,

entonces x es un punto limite de 4.
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Definicion.
Si la interseccion de alguna bola abierta de radio € y centro x con el conjunto 4 esta

formada sélo por el punto x, entonces decimos que x es un punto aislado de 4.

Es decir, si B(x, €) " A = {x} para algin € > 0, entonces x_ es un punto aislado de 4.

Ejemplo.
Dado el espacio X =R vy el subconjunto A formado por la sucesion {1/n},en < R,

el punto limite de 4 es x = 0 ya que x, tiende a 0 conforme # tiende a infinito.

Lo cual es facil de observar al listar algunos elementos de la sucesion:

A=83505.J b5 oot

V4 es un punto aislado ya que se puede
tomar la bola abierta con centro en
y tan pequeila que intersecte a A
solamente en {4}.

i ; . N .
T »

A

Oc—m - _ = 1

Fig. 18.16 Ejemplo de punto aislado.

Lema.
Sea X un espacio y A < X un subconjunto.

x esun punto limite de 4 <> existe {X,}nexy A4 — {x} tal que /im fx,}=x.

Es decir, x es un punto limite de 4 si y solo si existe una sucesion de elementos de 4

distintos de x tal que x sea el limite de dicha sucesion.

Demostracion:

=)

Sixo € X'y xo es un punto limite de 4, entonces (B(xo, r) - {x}) "4 =L Vr>0,

si se toma r =1, entonces x; € (B(xo, 1) - {x}) A =D,
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si se toma 7 = Y4, entonces x, € (B(xo, %2)- {x}) N A # I,

si se toma 7 = 1/n, entonces x, € B(xo, I/n) " A = D.
Se afirma que {x,} — xo.

Por demostrar: dado € > 0, 3 N entero tal que d(x,,xo) <¢ ¥V n>N.

1
Dado € > 0, como limlzo , 3N tal que ﬁ<8'

. n—oopn
1 1

Sea n > N, entonces x, € (B(xo , —) - {x})r\A c B(xo, —j.
n n

Por lo tanto d(x,,x,)< 1 <g, V> N,
n

(<)

Supongase que x, =limx,, {x,} T Ay x,2zx VneN.

Por demostrar: x, es un punto limite de A.
Por demostrar: (B(xo, r) - {x}) nA= VY r>0.
Se toma un r > 0, entonces 3 N tal que d(xo,x,) <7, sin>N.
Por lo que d(xo,x,) <r. Por lo tanto x, € B(xo,r) .
Pero x, € A y x, # x, entonces x, € (B(xo,r) — {x}) N A.
Por lo tanto xo es punto limite.
Definicion.

Una sucesion {x,}»cv se llama sucesion constante si x, = x,.1 después de cierto valor

de n.

Ejemplo de una sucesion constante en el espacio X = R.

1 ]
— sin<100 .,

X =<n es una sucesion constante.
1

sin>100

Definicion.

Una sucesion de Cauchy es una sucesion de puntos, {X,}.cn, €N un espacio métrico

(X, d) tal que para cada € > 0 existe N> 0 tal que d(x,, x») <€ paratoda n,m>N.
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Lo cual significa que mientras mas lejos se llegue en la sucesion, mas cerca estaran
los puntos entre si. Es importante mencionar que el hecho de que los puntos se estén

acercando entre si cada vez mas, no significa que exista un punto al cual convergan.

Por lo tanto, una sucesion de Cauchy no siempre es una sucesion convergente, pero

una sucesion convergente siempre es una sucesion de Cauchy.

Ejemplos de sucesiones de Cauchy:

Sea el espacio de los niimeros racionales 0, la métrica d = |x; — x| y la sucesion

' 1
{xn}neN < Q donde x; =1 yx, =x,,+ _|
n

. 1 11
Entonces se tiene que {x"}z{l, T+ —, 1+ —+~, .. } ={l,
2l 20 3

Es relativamente facil demostrar que la sucesion {x,},n~ €s una sucesion de Cauchy
que converge al numero e, pero el demostrar que su limite no pertenece a O es

bastante complicado. De hecho su limite es e un nimero trascendente que es la base

del logaritmo natural: e = lim {x, }.

Se puede incluir este numero e en el espacio métrico X, quedando ahora como
X =0 v {e}, con lo que estariamos “ampliando” el espacio. A esta forma de ir
ampliando el dominio, de racionales a reales, se llama proceso de completacion

(topologica) de Q y lo abordaremos mas adelante con mayor detalle.

Definicion.
Sea A c (X, d) un conjunto.

Se define la_cerradura del conjunto 4 como la union del conjunto 4 con sus puntos

limite. Y su notacién es A = A4 U {puntos limite de 4}.
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Ejemplo:
Dado el espacio X =R yel conjunto 4 =(1,2)c X.
La cerradura del conjunto A4 esta dadapor 4 =4 U {1} v {2}=[1, 2].

Definicion.

Sea 4 ¢ (X, d). A es cerrado si el complemento de 4, 4°, es abierto.

Teorema.
Sead c (X, d). Aescerrado <> A= 4.

Es decir, un conjunto es cerrado si y sdlo si contiene todos sus puntos limite.

(<) Supéngased= 4.
Por demostrar: 4 es cerrado. Se demostrara que A° es abierto.
Por demostrar; V x € A° 3 B(x,r,) c 4A°.
Sea x € A°. Por lo tanto x no es un punto limite.
Por lo que existe un radio 7 tal que (B(x, r) - {x}) "4 = .
Perox ¢ A. Porloque B(x,r)-nA =.
Por lo tanto B(x, r) — A° lo cual demuestra que A° es abierto
(=) Supodngase que 4 es cerrado.
Por demostrar: 4 = 4.
Ac A (A yaestadentrode A). Como 4 es cerrado, A° es abierto.
Por lo que, si x € A° entonces existe B(x,r) < A°.
Luego entonces, si x € A° entonces existe B(x,r) N A =O.
Por lo tanto x no es un punto limite
Luego todos los puntos limites de 4 pertenecena 4.

Porlotanto A= 4.

Consecuencia: Como A es cerrada paratoda 4, setieneque A =4 .
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Definicion.
Sean (X, d)) y (X3, d5) dos espacios métricos y f: X; — Xz una funcién.

Se dice que f es una funcién continua en xo € X; si dado un € > 0 existe un 3 > 0 tal

que  d(xo, x) <8 = d(fixo), Ax)) <e.

Definicion.
Sea f: X, — X, una funcion continua y el conjunto U < X,.
Se define el Conjunto Imagen como AU) = {f(x) | x € U}.
Si U < X; se define la Imagen Inversa de U como el conjunto

flO={xeXi|f)eU}.

Teorema.
f: X1 —> X es continua
< f (V) es abierto cuando U es abierto de X;

< 1 1(C) es cerrado cuando C es cerrado de X:.

Es decir, imagenes inversas de abiertos son abiertos y por lo tanto imagenes inversas

de cerrados son cerrados.

El teorema es una aplicacion directa de las definiciones y su demostracion queda

omitida en este trabajo.

Propiedades equivalentes de continuidad:
Sea f: X) = X; una funcién y los conjuntos U, C < Xa.
1. f es continua
2. Uabierto en X = f'(U) es abierto en Xi.

3. C cerrado en X; = f~'(C) es cerrado en X,
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Definicion.
Sea (X, d) un espacio métrico.

Se dice que X es un espacio métrico completo si todas las sucesiones de Cauchy,

{Xn}nen, €n X tienen un limite x € X.

“En otras palabras, existe en el espacio un punto x al cual converge la sucesion de
Cauchy, es decir, si {X,}nev €s una sucesion de Cauchy de puntos en el espacio X'y
si X es completo, entonces hay un punto x € X tal que para cada € > 0 la bola B(x, €)

contiene puntos x, para casi todos los enteros 7.

Ejemplo.
El espacio formado por los nimeros racionales no es completo ya que existen

sucesiones de Cauchy cuyos limites no existen en los racionales como el que se vio

en un ejemplo anterior.

Definicion.
Sean (X, d)) y (¥, d») dos espacios métricos, los puntos x, y € X y una funcion

T' X - Y. Sedice que la funcién T es una jsometria si d, (T(x)T()=d,(x,).

Se dice que T “encaja” X en Y. Encaje es un concepto topologico definido por una
inclusion i: X — Y con la caracteristica de que X e i(X) tienen la “misma” estructura

topolédgica. Una isometria posee esta caracteristica, por lo tanto se llama encaje.

Es decir, una isometria es un mapeo entre dos espacios métricos el cual respeta
distancias; lo que significa que la distancia entre dos puntos del dominio es la misma
que la de sus imagenes (por lo que sélo puede constar de movimientos rigidos tales

como giros o translaciones).
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Ejemplo:
Sea el espacio X =Y = 72, las métricas ya conocidas d y @, y los puntos 4, B € X

La funcién T{(x, y) = (x+3, y+2) es una isometria ya que la distancia entre los puntos

A y B siempre va a ser igual a la distancia entre los puntos 7(4) y 7(B) como se ve

en la figura 18.17.

(x, y) - (x+3, y+2)

T@ )

® k »
X

\ .

B

v

v

Fig. 18.17 Ejemplificacion grafica de una isometria.

Sea A = (xo, yo) Yy B = (x, y1), entonces se tiene que T(4) = (xo + 3, yo+ 2) y
ITB)=(x;+ 3, y1+2).
Luego entonces d, (A, B)= A\‘.«"’(x0 - X, )2 +(Vo ~N )2

y 4, (T(A)‘T(B))z\/(xo —X )2 +(.Vo ~N )2 .

Definicion:
Una funcién T X — Y es una funcién sobreyectiva o suprayectiva si se satisface la

siguiente propiedad:
para toda y € Y existe una x € X tal que f{x) =y.

Lo que significa que cada elemento del contradominio, Y, tiene un elemento en el

dominio que bajo la funcion va a éL
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Definicion:
Si T- X — Y es una isometria y es sobreyectiva, entonces se dice que X y Y son

espacios isométricos.

Si 7" X — Y es una isometria y no es sobreyectiva entonces se dice que X esta

encajado isometricamente en Y.

Definicion.
Sea (X, d) un espacio métrico.
Un subconjunto ¥ < X es denso en X si la cerradura de Y es igual a X.
Un primer conjunto es denso en un segundo conjunto si (a) el primero esta contenido
en el segundo, y (b) todo elemento del segundo conjunto es el limite al cual tiende

una sucesion contenida en el primer conjunto.

Ejemplo.
El conjunto de los Racionales Q (subconjunto de los Reales %) es denso en %, ya que

para cada numero real existe una sucesién de nimeros racionales tal que el limite de
dicha sucesion, es dicho nimero real.

Por otro lado, el conjunto de los Enteros / (subconjunto de los Reales %) no es denso

en .

Teorema de Completacion.

Sea (X, d) un espacio métrico y un punto x € X.

Existe un espacio métrico completo (X,d) y una funcion llamada “encaje”

i(X,d)—> (7,3) tal que el conjunto i(X) es denso en X . El espacio (Y ,3) es Unico,
salvo isometria.

A este espacio métrico completo, (X,d), se le llama la completacion del espacio

métrico (X, d).
Que (X,d) es tnico salvo isometria significa que si (X.d) y (X,d,) son dos

espacios métricos cumpliendo con el requisito del teorema entonces (X.d) y (X,.d,)

son isométricos.
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Este teorema es fundamental en analisis matematico. Sin embargo su demostracion

esta fuera de los limites de esta tesis. Pero se invita al lector a revisarla en Simons.

Ejemplo.
Considera el espacio X'=Q con la métrica usual.
Los encajes de Q a # y de O a #” son dos encajes isométricos de O en dos espacios
completos diferentes: |
Q encaje N y Q encaje R 2,
pero como Q es denso en % y no en #>, entonces solo se dice que # con la métrica

usual es la completacion de Q.

Definicion.
Sea (X,d) un espacio métrico.

a) Sea el conjunto U = {Uala € I una familia de conjuntos abiertos de X, donde /

es un conjunto de indices.

Se dice que U es una cubierta abiertade X si X =Y U, .

ael
Lo que significa que una cubierta abierta de un conjunto X es una familia de
conjuntos abiertos tal que la unién de todos estos sea igual al conjunto .X.
b) Sea K c X y Uuna familia de abiertos en X.

Se dice que U es una cubierta abierta de K si K cYU,

ael

Definicién de Compacidad.

Sea (X , d) un espacio métrico y K < X un subconjunto.

Se dice que el conjunto K es un conjunto compacto si dada U = {U, lac/ una

cubierta abierta de K, existe un subconjunto finito {IJ[zl sUgysesU,, de tal manera

que KcYU a » €S decir, existe una subcubierta finita.

i=1

Por otro lado, se puede definir a los conjuntos compactos en términos de sucesiones.
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Teorema

Se dice que el conjunto X es un conjunto compacto si cada sucesion de puntos,
{xa}nen, €n K contiene una subsucesion con limite en XK.

Cuya demostracion queda fuera de los propdsitos de este trabajo.
Ejemplo.
Considérese el espacio X = # con la métrica usual y el intervalo K = (0,1).

Sea U = {(0 1- 1 )} entonces U es una cubierta abierta de K.

n n=2

Por lo que tenemosU, = (Oyz) U, = (O, ?/3) U, = (O, 3/4) A

Es intuitivamente claro que ningin subconjunto finito de U podra cubrir a (0, 1):

<4 ) — >
0 Yo so—"> 1

Fig.18.18 Ejemplificacion grafica de una cubierta
abierta

Por lo que hay una cubierta abierta de X para la que no existe subcubierta finita.

Por lo que el intervalo (0,1) no es compacto.

Por otro lado, el intervalo [0,1] si es compacto ya que, dada cualquier cubierta
abierta de €l si es posible encontrar una subcubierta finita, lo cual no es facil de

demostrar por lo que la demostracion no es incluida en este trabajo.

Definicion.
Sea (X,d) un espacio métricoy 4 c X .

A es un conjunto acotado si existe una bola abierta, B(xo, ), en X que lo contenga

para algun x, € X; es decir, un subconjunto 4 de un espacio métrico .X es acotado si

existe una bola abierta tal que B(xo, 7) D 4.
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Teorema de Bolzano-Weistrass.

Sea un espacio métrico (X, d) y un subconjunto K C X.

K es compacto si y solo si K es cerrado y acotado.

Es decir, la compacidad en un conjunto significa que esta dentro de una bola abierta
lo suficientemente grande, y que toda sucesion convergente del conjunto converge a

un punto que se encuentra dentro del mismo conjunto.

Demostracion:

(=) Por demostrar: Si 4 es compacto entonces A es cerrado y acotado.
Por demostrar: A Compacto = A acotado.
Se escoge un centro cualquiera xo. U, = B(xo, 1) .
U={U,|n=1,2,...} esuna cubierta abierta anidada, es decir U,cU,-1
Se tiene que X = Y B(x,,n)2 4.
Como A es compacto debe existir una subcubierta finita.
La subcubierta, siendo anidada, la bola de radio mayor cubre a 4. O sea

B(x,,n) 2 A para algin n. Por lo tanto 4 es acotado.

Por demostrar: 4 Compacto = A4 cerrado.
Se demuestra que A° abierto.
Setomax € 4A°.
Por demostrar que existe una r > 0 tal que B(x,r) c 4°.
Seay € A arbitraria, existe ri(y), r(y) tal que
B(x,,()nB(.r () =2.
Ahora se considera 8 = {B(y,r,(y)) que es un conjunto de bolas abiertas que
cubre a 4, porque cada punto de 4 esta en una de éstas bolas.

Por compacidad, existen r1(y1), r1(32), . . . , r1i(y») tal que

A< BUy,.n (1 )o B0 0, ) o U B, A ().

Sea B(X,r)=I" B(Xarz(yi))

i=l

entonces B(X J)NA=D . B(X;r) S A° .. A°esabierto .. A es cerrado.
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La demostracion del converso de este teorema es bastante larga y esta fuera de los

limites de este trabajo, pero se recomienda buscar referencia en Analisis Matematico

de Apostol.

Definicion.

Sea (X R d) un espacio metrico.

Cualquier subconjunto de dicho espacio, 4 < X, es sucesionalmente compacto si

cada sucesion infinita tiene una subsucesion convergente.

Teorema.

Sucesionalmente compacto es lo mismo que compacto.
Se utilizara este hecho pero no incluiremos la demostracion.
Como consecuencia del teorema anterior se tiene:

Lema:

Sea (X,d) un espacio métrico. Si X es compacto entonces es completo.

Demostracién: Sea {x,} una sucesién de Cauchy.
X siendo compacto es sucesionalmente compacto.
Por lo tanto, existe una subsucesion que converge a un elemento de X.

Por lo que, {x.} convergeenX.  Por lo tanto X es completo.

Definicién.
Sea f: X — X una transformacion en un espacio métrico (X, d).

Un punto xy es un punto fijo de la transformacion siempre que fx;) = xy.

Los puntos fijos son muy importantes ya que nos dicen cuales partes del espacio estan fijas,

no se mueven, con la transformacion.
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Definicion.

Una transformacion £ X — X en un espacio métrico (X, d) es llamada “contractiva”

o “funcion de contraccion” si hay una constante 0 < o < 1 tal que

d(f(x),f(y))s ad(x,y) paratodax,y e X.

A dicha constante se le llama factor de contraccion para f.

Definicion.

Sea S un subconjunto no vacio de numeros reales.

Entonces el infimo de S es -0 si S contiene nimeros negativos de valor absoluto
arbitrariamente grande. De otra forma, el infimo de S = max{ x € § | x < s para toda
s € § }. El infimo de S siempre existe debido a la naturaleza del sistema de los
numero reales y se denota por inf' S.

Se define el supremo de S en forma semejante. El supremo de S es +oo si S contiene
numeros positivos de magnitud arbitrariamente grande. De otra forma, el supremo de

S=min{ x € S| x> s paratodas € §}. El supremo de S siempre existe y se denota

por sup S.

Teorema del Punto Fijo.

Sea (X, d) un espacio métrico completo.

Sea f. X —> X una funcién de contraccion en el espacio métrico (X, d).
Entonces f tiene exactamente un punto fijo x, € X y, mas alin, la sucesion
{f"(x), n=0,1,2,...}, donde f°" (x) = f(ff. . .f(x))), n veces, converge a x;.

Es decir, lim f"(x)=x , paracadax € X.

Una funcion de “contraccion” automaticamente es continua.

Demostracion:

Primero se demostrara la unicidad de x;.
Si xyy x s son dos puntos fijos, entonces d(j(x g ), f (xf ))= d(x £ X )

Por otro lado d(f(xf),f(x'f))s(zd(xf,x'f) donde o < 1.
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d(xf,xf)s ad(xf,x',) lo cual es posible solo si d(xf,x'f)z 0.
Por lo tanto x,=x s
Seax; € X. Se deﬁne una sucesion {x,}de la siguiente manera:
x2=fx1), x3=fx2), . . ., Xa =fXn.1)
Se demostrara que {x, = f{x,.;)} es una sucesion de Cauchy, que, tiene su limite en X
(por ser X completo) y que dicho limite es el punto fijo x;.

Es decir, x, = ’{z_tz x, y fx)=x

O
Ya que a < 1, entonces la serie Za" es convergente y

n=0

w©

Zoz"=l+a+a2 +a’+A :~—1—.

n=0 l-a
Porlotantolasucesion 1,1+ l+a+cd?, 1+a+d + ¢, ... esuna sucesion
de Cauchy.

Por demostrar que la sucesion {x, = f{x,.;)} es una sucesion de Cauchy:

Dado un € > 0 mostraremos que existe un N tal que d(x,,x.) <€, sin<my n, m>N.
d(x,,x,)<d(x,,x, )+d(x,,,x,.,)+A +d(x,,x,)
<dlx,, f(x, )+ d((x,) f(/(x,))+A
<ad(x,, f(x, )+ a’d(x,, £(x,) +A
< d(xn,f(x"))[1+a +a’ +A +a’"‘"]

d(x,, f(x,))=d(f(x,.), /(x,))

< ad(xn—laxn)S azd(xn-z:xkl)SA < a"d(xl,f(xl ))
d(x,.x,)<a"d(x, f(x )i +a+a® +A +a’
Por lo tanto d(x,, x, )<d(x,, f(x " +a™ +a™ +A +a"]

Comol,1+q l+a+d 1+a+d+d,.. . esunasucesionde Cauchy,
existe N tal que [a" +a™ +a™ +A +a’"]< £
d(x,f(x,))

Por lo tanto d(x, , x») <esin,m>N.

Sea x, = lim x, Por demostrar: f(xg = x;.

n—x
Como fes continua, lim f(x,)= f (x f) = limx,, =x,
n—wo n—-ow
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Ejemplo.
Sea el espacio métrico completo (X, d), donde X=R yd(x, y) = |x - /.
Considerando la funcién f{x) =¢* en el intervalo [-1/4,1/4].
Se dice que f{x) =x* es una contraccién en [-1/4,1/4] ya que
1) -f) | =12- Y| =|x+y||x-p|
, S(xl+lyDIx-y| s (1/4+1/4) | x-y[=05[x-y],
muestra que la constante de contraccién es a. = 0.5,

y que el punto fijo es cero, como se puede ver al listar algunos de los primeros

elementos

f(/V3)=}6,f(/V4)=%6,f(‘/5')= 4s,A — 0, es decir, f0) =0 = x,.

Teorema.
Sean X es un espacio métrico compacto, Y un espacio métricoy f X — Y una
funcién continua, entonces AX) es compacto. Es decir, las imagenes bajo funciones

continuas de compactos son también compactos.

La demostracion de este teorema es la aplicacion directa de la definicion de

continuidad y de compacidad y no sera incluida en este trabajo.

Teorema
Sea (X, d) un espécio métrico compacto.
La funcién f: X — % es continua, por lo que f{X) es conipécto en 9.
Por lo tanto f{X) es cerrado.
Sea el supremo de y el nimero y.,= sup {f{x) | x € X}
Como ys, €s un punto limite de f(X), y f(X) es completo (compacto) entonces y,, €
J(X). Por lo tanto existe xy, € X tal que f(Xup) = Youp.
Por un argumento similar para los infimos se tiene que
existen Xy, Xy € X tal que flxiny) < Ax) < fep) V x € X.
Por lo que se ha demostrado que una funcion continua logra el maximo y el minimo

€n un COHjUHtO compacto.
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Definicion.
Sea (X,d) un espacio métrico completo.

La distancia entre un punto xe Xy A C X, es d(x, A)= Min{d(x, y)l yed

Es decir, la distancia entre un punto x y un subconjunto 4 (compacto) es la distancia

mas pequefia entre el punto y cualquier
punto de A. Esto se podria “medir’

graficamente: si se coloca un compas en el

punto x y se va incrementando la abertura d(x.4)
0 i

hasta que el compas toque un punto en el
Punto x

subconjunto por primera vez. Entonces la

distancia entre los dos puntos del compas .
Fig. 18.19 Ejemplificacion grafica de la

es la distancia entre el punto y el subconjunto. distancia entre un punto y un subconjunto.

La distancia entre dos conjuntos requiere de un poco mas de reflexion ya que ambos

conjuntos pueden tener muchos puntos en comdn y diferir ligeramente en solo unos cuantos,

o uno puede estar contenido en el otro. A
continuacién se hace el anélisis dependiendo
de cada caso.
Si el conjunto A4 esta contenido en el
conjunto B, entonces la distancia

d(A, B) es cero.

d(4, B)=0 siysolosi A < B Fig. 18.20 Ejemplificacion grafica de la
distancia de un conjunto 4 a un conjunto B
VUdllL‘lUA Cbtd’ bUlliCllidU (=19 B

Si el conjunto B esta contenido en el
conjunto A, entonces la distancia

d(A, B) es la mayor distancia entre

dos puntos de ambos conjuntos.

Fig. 18.21 Ejemplificacién grafica de la
distancia de un conjunto 4 a un conjunto B
cuando B esta contenido en 4.
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Si el conjunto 4 no esta contenido en el conjunto B, entonces la distancia del

conjunto A al conjunto B, d(4, B), es la distancia del punto en 4 mas alejado del

conjunto B, al punto en B mas

cercano al conjunto 4.

Conjunto B

d(4, B)=Max{d(a,B)|lac 4

Fig. 18.22 Ejemplificacion gréfica de la distancia de un
conjunto 4 a un conjunto B cuando éstos no se
contienen pero si se intersectan.

d(B.A
.< @A) »
| |
|
|
|
i
|
| .
¢ d(A,B) p!
Lema 1. Fig. 18.23 Representacion gréfica de la distancia de un conjunto 4 a un
conjunto B cuando éstos no se intersectan. Sea (X, d)

un espacio métrico completo, A < X un subconjunto compacto y xo € X un punto.
Si se define f{x) = d(x, xo) para x € X entonces f{x) es una funcién continua.
Como A es compacto f{x) tiene su minimo en 4, por lo tanto

existe un x; € A4 tal que d(x,, x,)= min{d(x,,x)|xe 4 .
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Lema 2.

Sea X un espacio métrico completo, X < X un subconjunto compacto.
Si se define Ax) = d(x, K) una funcion,

entonces f{x) es una funcién continua y fx) = 0 para toda x € K.

Lema 3.

Sea X un espacio métrico completo. Sean K; y K; los subconjuntos compactos de
X. Se escoge x € K, se calcula d(x, K;) y se maximiza, d(K1,Kz) = max(d(x.X>)),

para encontrar la distancia entre K, y K3,

Definicion.
Sea (X,d) un espacio métrico completo. Sean 4 y B dos subconjuntos de X.
La distancia Hausdorffentre A y B es h(4, B)= Max{d(4, B) d(B, 4) .

Es decir, la distancia Hausdorff, A, entre dos conjuntos A y B es la mayor de las

distancias d(4,B) y d(B,4). Y se calcula de la siguiente forma: dados los conjuntos 4
y B, primero se encuentra el punto en el conjunto 4 que este mas alejado de
cualquier punto en el conjunto B, y se encuentra la distancia D, entre ese punto y el
conjunto B. Luego se encuentra el punto en el conjunto B que este mas alejado de
cualquier punto del conjunto 4, y se encuentra la distancia Dp entre este punto y el
conjunto 4. Finalmente se compara D, con Dj, y la que sea mayor, sera la distancia

HausdorfY entre los conjuntos 4 y B.

Fig. 18.24 Ejemplificacion grafica de la distancia Hausdorff.
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Definicion.
Sea el conjunto compacto B < X donde X es también compacto.

Se define al conjunto B+¢& como el conjunto B dilatado por un factor g si

B+£=YB(x,£)={yeX|d(x,y)<£ paraalgin x € B}.

xeB

Es decir, el conjunto B + ¢ es el conjunto B mas todos los puntos del conjunto X que

estan a una distancia de B menor o igual a €.

Fig. 18.25 Ejemplificacion grafica de un conjunto B dilatado por un
factor €.

Teorema.

Sean los conjuntos compactos 4, B < X donde X es también compacto.

d(4,B)<e <> AcCB+e¢

Es decir, que si “la
Conjunto

distancia  entre los B+e

conjuntos 4 y B es
menor que £ entonces

“el conjunto A4 esta

Conjunto
A

incluido en el conjunto

dilatado B + & y L — . ———
Fig. 18.26 Ejemplificacion grafica de un conjunto 4 incluido
viceversa. en un conjunto dilatado B + &
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Demostracion:

(=) Supongase que d(4,B) <e. Por demostrar que 4 c B+e.

Se sabe que d(4, B)= Max{d(a, B)|ae A}<e.

Sea ao € A.. Por demostrar que ap € B+e.

Suponiendo que no: a, ¢ B+¢, lo que quiere decir que para toda b € B, d(ao,0)> €.
Por lo tanto Min{ d(ae, b) | b € B} > ¢.

Por lo que Max{d(a, B)|a € 4}> d(a,,B)>¢.

(<) Supongase que 4 € B+e. Por demostrar que d(4, B) <e.

Si A ¢ B entonces d(4,B) = 0.

Por demostrar que Max{d(a, B)lac A}<e.

Sea o € A.. Entonces existe un by € B tal que d(a,,b,)<¢.
Por lo que Min{d(a,,b)|be B}<d(a,,b,)<¢.
Es decir d(a,, B)<¢ paratoda a € A. Por lo tanto Max{d(a,B)|a, € A}<e

Es decir d(4, B) <e.

Hausdorff “midi6” la distancia entre dos conjuntos compactos A y B, #(A,B), en el plano por

medio de conjuntos dilatados, para determinar el valor de esta distancia se trata de “meter”

el conjunto 4 en el conjunto dilatado B + &, donde se toma el valor de & lo suficientemente

grande.

Definicion.

Sea (X, d) un espacio métrico completo.

Se define al Espacio de los Conjuntos Compactos o Espacio de los Fractales como:
H(X)={Kc X, K#0|K es compacto }

donde la distancia en H es d(4, B) y H es completo con respecto a d.

Definicion.

Sea (X, d) un espacio métrico completo.Para cada f X — X continua se define fy :

H — H como fi(4) = f(A). Entonces fx es continua, fy es una contraccion .
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Acerca de Mapeos:
Seadc X
Sean f; y f» dos funciones fi, f»: X = X continuas,
se define F* H — H donde F(4) = fi(A) w fx(4) es continua (lo cual es

facilmente demostrable).
Sean fi, f2 y /5 tres funciones f, f2, fs: X = X continuas,
se define F- H — H donde F(4) = fi(4) v fo(A) U f3(4) y F es entonces

continua.

Teorema

Sea (X, d) un espacio métrico compacto y la funcién f: X — X.
Si fes una contraccion tal que d (f(x), f )< sd(x, y) con el factor de contraccion
0 < s < 1, entonces f induce un mapeo f:H (x) > H(x) donde

F(@)=f()={f()Ixe4 .

Por lo que la funcion f es una contraccion y tiene el mismo factor de contraccion, s,

que la funcién f.

Demostracion:

d(7(4) 7(8) = max {a(7 (), 7(B))| f (x)e 7 (4)}
= max {min{df (<) (7)1 f (") e F(B)Y (x)e 7(4)
<max {min{sd(x, y)| f()e 7 (B)}f (=)< F(4)}

< max {min {d(x,y)lye Bl|xe A}= sd(4,B)

Teorema

Sean » funciones de contraccion fi, f, . . . fo: X —> X con sy, 53, . . . S, factores de

contraccion respectivamente. La familia de funciones {f., fo»..f, induce una
funcion F : H(x) — H(x) donde F(4)= f,(4)u f,(4)UA U £,(4).
Como cada una de las iméagenes, f; (4), es un conjunto compacto, entonces F(4)

también es compacto.

238



Se tiene entonces que:
1. La funciénF : H(x) — H(x) es una contraccion.
2. El nimero s = Max {s, 55, . . . s,} funciona como un factor de contraccion

general.

3. Por lo tanto existe un Gnico “punto” fijo Ay de F (el cual es un en realidad un

“'conjunto fijo compacto” de F).

Definicion.

Un Sistema de Funciones Iterables consiste de un espacio métrico completo (X, @) y

de un conjunto finito de funciones de contraccion f,: X — X, con sus respectivos

factores de contraccién: si, 82, ...S, ,paran=123 .., N
La abreviacion SFI se usa para “sistema de funciones iterables” y la notacion para el

SFI que se acaba de definir es {X | f,, » = 1,2,...N} y su factor de contraccion es

s=max {s,|n=12,.N}.

Definicion.

El punto fijo 4 € H(X) se conoce como el atractor del SFIL

Ejemplo.
Dado un triangulo 4 y la funcion de contraccion f, la cual contrae al triangulo a su
parte media superior, como se muestra la siguiente figura, se puede ver que el punto

fijo es el vértice superior del tridngulo:

_'{_,A_f_,ﬁ_f_,é
I
[ :

Triangulo A S J0A) JorA)

Fig. 18.27 Ejemplificacion grafica de una funcidn de contraccidn.
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Lo cual quiere decir que si se toma un punto cualquiera del tridngulo o de su interior,
el punto al cual va a tender siempre va a ser el vértice superior. Esto mismo va a

suceder si se toma un conjunto de puntos, en lugar de un solo punto.

Ejemplo.
Dado un triangulo 4, la funcién de contraccion fi, la cual contrae al tridngulo a su
parte inferior izquierda, y la funcién de contraccion £, la cual contrae al triangulo a

su parte inferior derecha, como se muestra en la figura 18.32, “punto fijo” es la recta

que forma la base del triangulo:

YA Y on w
Y o A
/\/\/\/\/\/\W

Triangulo JA4) JrA JrrA)
)

Fig. 18.28 Ejemplificacion grafica de dos funciones de contraccion.

Lo mismo sucede en este ejemplo con dos contracciones, se toma un punto o un
conjunto de puntos en el tridgulo, el punto fijo al cual van a tender es la recta que

forma la base del triangulo.
Es importante especificar cuales triangulos son generados por cuéles triangulos, ya

que se podria inferir que cada triangulo genera los tridngulos que aparecen en su

base:
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S A i )
> frTAn

AR O A
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Fig. 18.29 Identificacion de tridngulos generados en el ejemplo anterior.

Ejemplo.
Dado un tridngulo 4, la funcién de contraccion fi, la cual contrae al triangulo a su
parte inferior izquierda, la funcion de contraccion f;, la cual contrae al tridngulo a su
parte inferior derecha, y la funcion de contraccion f;, la cual contrae al tridngulo a su
parte media superior, como se muestra en la siguiente figura, se puede ver que el

“punto fijo” ahora es una figura ya conocida, el Triangulo de Sierpinski:

Sufz Sufs fofa
»
. ‘ .

Triangulo JA) JoA JUrA)
)

Fig. 18.30 Ejemplificacion grafica de tres funciones de contraccion.

Lo mismo sucede en este ejemplo con tres contracciones, se toma un punto o un
conjunto de puntos en el tridgulo, el punto fijo al cual van a tender, en este caso es

una figura, es el Triangulo de Sierpinski.
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19 Revision del Software Relacionado con
los Fractales

BIF
Compatible para PC, grafica la funcion logistica f(p)=rp(1 - p) donde r representa la

tasa de crecimiento.

Biomorph
Compatible para PC, grafica la funcién f(z)=2z" + c, se recomienda usar el valor de 400

en el “viewportsize”.

Chaospic
Compatible para PC, funciona solo, se recomienda para presentaciones.

FDesign
Compatible para PC, permite construir fractales del tipo SFI (Sistemas de Funciones a

Iterar) usando el “mouse”.

FracHill
Es un excelente programa de montafias fractales. Tiene varias maneras de controlar las

montafias, éstas se dibujan a colores y pueden exportarse a otros documentos. El programa
requiere de una Macintosh con monitor a color y FPU.

Fractint
Compatible para PC, dibuja practicamente cualquier fractal e incluye grandes posibilidades
de opciones tales como mend, libreria, posibilidades de ciclado de colores, de “zoom™ y por

lo tanto de exploracion.

Hilbert .
Este es un programa que, aunque no es nuevo, dibuja diferentes curvas fractales en

Macintosh.

IFS3D
Compatible para PC, despliega un conjunto de funciones iteradas.

LSystems
Otro programa excelente. Compatible para PC, usa un sistema de escritura que permite

dibujar curvas monstruo, arboles, arbustos, etc.
MacPalette

Compatible para PC, permite imprimir imagenes a todo color en una impresora de tipo
ImageWriter II. Existen “demos” sin costo.
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MandelZot
Es un programa del tipo shareware (gratis) para Macintosh que maneja varias ventanas,

tiene una poderosa paleta de colores y dibuja distintos tipos de fractales.

Super MandelZoom
Este es un programa que aunque no es nuevo, dibuja excelentes fractales en blanco y negro

en Macintosh. Carece de algunas cualidades como la falta de un comando que guarde el
trabajo, pero goza de una bonita interfase tipo Macintosh y es muy veloz. '

The Beauty of Fractals Lab

Es un programa comercial para Macintosh con monitor a color. Trabaja a través de
ventanas multiples y dibuja tanto el Conjunto de Mandelbrot como los Conjuntos de Julia
clasicos. Tiene un editor de colores y hace un trabajo excelente dibujando fractales en 3D.

Winfract
Surge del Fractint con una interfase para Windows adicionada.

Desktop Fractal Design System
Compatible para PC, contiene una libreria en la que se puede hacer un “zoom”, posibilidad
para el disefio de fractales, mapas fractales y una seccion educativa donde se han anexado

referencias bibliograficas.

Fracland
Compatible para PC, contiene los siguientes programas:
o Kaotix
e LJD.- presenta muchisimas variaciones dinamicas de la curva de Lissajous
e Lorenz.- presenta la curva de Lorenz
e Mand386.- genera el Conjunto de Mandelbrot
e Recrtree.- genera arboles recursivos
e Vgaart.- presenta fractales artisticos muy bellos
e Weave.- permite cargar de la libreria algunos fractales
e RecursiveRealm.- realiza proyecciones sobre esferas, muy bellas
e Fracland - presenta fractales tridimensionales
3DFrac

Compatible para PC, crea imagenes que simulan paisajes usando geometria tridimensional.
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5.3 Propuesta de Implementacion de un curso de

Geometria Fractal en el Bachillerato

Tomando en consideracion los trabajos analizados sobre las experiencias en otros

paises, principalmente Estados Unidos de América y Canada, que integran la Geometria

Fractal en sus cursos de bachillerato, se propone que el posible curso o taller se implemente

considerando los aspectos resumido en la Tabla 3 y los cuales se discuten en las secciones a

continuacion.

Tipo de curso en cuanto
a extensién

- De 2 a 3 semanas en el cierre del altimo curso de matematicas del

bachillerato, de ser este calculo.
- De no ser calculo, ver a detalle en la seccidn 5.2.1.

Actividades del alumno

- Lecturas y posteriores discusiones en clase.

- Practicas de laboratorio.

- Proyectos de investigacion o simulacion en equipo.
- Construccion de material didactico.

Poblacién a quién va
dirigido

Los alumnos a través del profesor.

Papel del profesor

Facilitador o guia del proceso.

Forma de evaluacién

- Proyecto de investigacion de una aplicacion de la Geometria Fractal y
~ exposicion grupal de resultados en clase.
- Desarrollo y entrega de material didictico enfocado a la ensefianza
de la Geometria Fractal elaborado bajo criterios especificos.

Tabla No. 3 Caracteristicas generales de la propuesta para la enseiflanza de la

Geometria Fractal en el bachillerato

5.3.1 Tipo de Curso en cuanto a extension

Lo recomendable

es destinar entre dos y tres semanas del altimo curso de

matematicas del bachillerato que, en el contexto descrito, corresponde a un curso de
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geometria analitica o de calculo. Las ventajas de hacerlo de esta forma estan en que se
esperaria que, a estas alturas, se hubiesen completado la mayoria de los temas obligados,
garantizando asi que el alumno cuente con las bases adecuadas para el estudio de la
Geometria Fractal. Sin embargo, en realidad no hay una extensién maxima, ya que el manual
cuenta con material suficiente como para extender el curso hasta incluso un semestre
completo. En cuanto a una extension minima, no se recomienda disponer de menos de dos
semanas si lo que se pretende es presentar una vision general de los temas basicos de la
Geometria Fractal; aunque no se descarta la posibilidad de tomar temas muy especificos y
tratarlos en algunas clases de matematicas de otros niveles como, por ejemplo, cuando se

introducen los nimeros complejos o el concepto de funcion.

5.3.2 Actividades del Alumno

Dado que el manual ha sido elaborado con un enfoque constructivista, se requiere
involucrar al alumno en su proceso de aprendizaje mediante una serie de actividades
diversas, tales como lecturas, ensayos, discusiones, investigaciones, trabajo en practicas y
reportes, actividades individuales y en equipo. Es importante considerar que la asignacion y
el monitoreo de cada una de estas actividades propuestas debe planearse y prepararse
cuidadosamente antes de ser puesta en practica con un grupo de alumnos, ya que el éxito o
el fracaso estara en gran medida en funcion de la maestria y el cuidado que el profesor ponga

en su disefio.

5.3.3 Poblacién a la que puede dirigirse

A pesar de que, en parte de la bibliografia analizada, la poblacion a la que fue dirigida
un curso o taller de Geometria Fractal fueron profesores o alumnos de niveles distintos al
bachillerato, es natural que, por las caracteristicas de este trabajo, se esté pensando en un
curso en el cual la poblacion consistira de adolescentes entre 15 y 18 afios principalmente.
Mas en lo particular, aquellos que ya hayan cursado los primeros cursos de matematicas del
bachillerato en cualquier programa en donde, sera responsabilidad del profesor o grupo de

profesores, el adecuar qué temas y en qué momentos éstos deberan introducirse a los

alumnos.
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5.3.4 Rol del Profesor

Por las mismas razones por las que el papel del alumno ha cambiado, el rol del
profesor que trabaje este material no se espera que sea solamente el de un expositor. El
profesor ahora actuara en muchas de las veces como un facilitador o guia para los alumnos,
sobre todo en el manejo de discusiones grupales e individuales que conduzcan a la

construccién de los conceptos de la Geometria Fractal.

5.3.5 Forma de Evaluacion

La forma de evaluacion del curso dependera en gran manera de las caracteristicas con
las cuales se haya implementado en una situacion particular. Se propone utilizar métodos
alternativos al uso de un examen de conocimientos, tales como el disefio de un proyecto, una
exposicion en clase, la elaboracion de algin material o una investigacion. Todas estas
actividades debe de buscarse que sean trabajadas por los alumnos en forma grupal o por
equipos.

Se recomienda consultar los Estandares del NCTM si se desea profundizar en cuanto a

las posibilidades y los alcances de la forma de evaluacion.
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4 CONCLUSIONES Y
RECOMENDACIONES

A lo largo de este trabajo, se ha hecho evidente que hay suficiente material que avala la
propuesta para ensefiar Geometria Fractal a alumnos que cursen los ultimos semestres del
bachillerato, y que la experiencia en paises como Estados Unidos de América y Canada ha
permitido delinear una propuesta la cual se ha presentado ampliamente en los capitulos que
preceden a esta conclusion.

Esta propuesta se ha cristalizado en un Manual de Geometria Fractal para el
Profesor de Bachillerato sustentado desde un punto de vista educativo en las teorias
constructivistas y, desde un punto matematico formal, desde la topologia métrica. Asi
mismo, han quedado marcadas las caracteristicas basicas que la introduccion de un curso de
esta naturaleza se recomienda que posea, en cuanto a extension, actividades para los
alumnos y los profesores, y forma de evaluacion. |

Con relacion a estas caracteristicas, se imponen algunas recomendaciones que se
considera son de gran importancia para garantizar el éxito en esta innovacion. Primeramente,
partimos del supuesto de que el profesor interesado cuenta con una preparacion basica
suficiente en matematicas que le permitirs adentrarse en los conceptos expuestos en el
manual o, en ausencia de ésta, con la inquietud por superarse y adquirir estos conocimientos.
Dado que esta propuesta representa un cambio en estructuras de ensefianza “tradicionales”,
tanto para los profesores como para los alumnos y las autoridades escolares, sera muy
importante que, antes de probar el material en el contexto de una clase, sea discutido y
estudiado con cierta profundidad por los profesores, para evitar la posibilidad de crear una
actitud insegura o negativa de los estudiantes hacia las matematicas. Se ha dicho que la parte
que corresponde a las matematicas subyascentes no es indispensable para el trabajo con el
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manual; sin embargo, se postula que es conveniente para el profesor contar con mas

herramientas conceptuales que le permitan llevar a sus alumnos hacia discusiones de

profundidad, por lo que se recomienda no se ignore tal parte la cual se presenta en un
lenguaje que se espera ayude a su comprension.

La presentacion de este material didactico enfocado a la ensefianza de la Geometria
Fractal da respuesta a la pregunta anteriormente planteada sobre la posibilidad de concentrar
toda esta informacion en una manera que resulte accesible tanto a profesores de bachillerato
como a los alumnos. Quedara para una segunda etapa la implantacion del mismo en grupos
reales de bachillerato. Se agrega la recomendacion de no implantar cambios bruscos durante
un curso, es una posibilidad la de tomar una de las secciones del manual y trabajarla con los
alumnos como una prueba piloto, dependiendo de la forma en la que el profesor y los
alumnos reciban el cambio, entonces buscar aumentar el nimero de horas o de temas.

El material responde, consecuentemente a los objetivos planteados al inicio de este
trabajo coh que:

1. Concentra, en forma de material didactico dirigido a profesores de bachillerato y
adecuada al contexto educativo del pais, los supuestbs teoricos y conceptuales de la
Geometria Fractal.

2. Se ha desarrollado considerando su aplicabilidad al contexto educativo de la
ensefianza de las matematicas del bachillerato para que su implementacion pueda ser
inmediata, sin interferir en la evolucién natural de los planes de estudio de la
preparatoria.

3. Se ha integrado al curriculum de tal forma que la conexion entre los temas nuevos y
los que ya se ensefian sea natural.

4. Se ha adaptado a la infraestructura con la que cualquier escuela preparatoria cuenta,
con el objetivo de que la disponibilidad de equipo no sea un impedimento para la
implantacion.

Queda como expectativa el que los profesores de bachillerato resulten altamente
motivados a interesarse en la Geometria Fractal como una alternativa para la ensefianza y/o
ejemplificacion de algunos conceptos matematicos, a entenderla y desear ensefiarla a sus
estudiantes dado que ésta les esta siendo presentada en su idioma, con un disefio

constructivista y adecuado al nivel de profundidad en el cual imparten sus clases.
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ANEXO 1

Se presenfa a continuacién una descripcion de cada uno de los articulos, relacionados
con la ensefianza de la Geometria Fractal, revisados haciendo énfasis en las afirmaciones
hechas en los mismos y en sus caracteristicas didacticas generales. La bibliografia completa
se encuentra en la seccion Bibliografia de este trabajo y es importante mencionar que, a
excepcion de unos cuantos, los articulos estan en ingles y las afirmaciones incluidas son

traducciones de las mismas.

* Fractales y Transformaciones (Bannon, 1991)

Se discuten diferentes transformaciones basadas en la generacion de fractales tales como
disefios autosemejantes, el Juego del Caos, la Curva de Koch y el Triangulo de Sierpinski.
Se incluyen tres programas computacionales que muestran estos conceptos y que se pueden
adaptar al lenguaje computacional que se tenga a disposicion.

Se afirma que una de las razones por las que estos nuevos modelos fractales son tan exitosos

se debe a que se encuentra mucho la propiedad de autosemejanza, inherente a los fractales,

en la Naturaleza.

* Caos y Fractales (Barton, 1990)

Se presenta un juego educacional llamado “El juego del Caos” que produce imagenes de

fractales. Se incluye el cddigo de dos programas basicos computacionales. Y finalmente se
discute la generacion de imagenes fractales por el Programa del Juego del Caos y el
Triangulo de Sierpinski.

Se encontrd que el tema generd una cantidad extraordinaria de interés entre los estudiantes,
ya que, mientras los estudiantes juegan el juego del Caos y experimentan con variaciones,
crean sus propios disefios fractales y desarrollan méas comprension de algunos de los

conceptos.
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* Investigacidn Cientifica en el Salon de Clase (Buldyrev et al, 1994)

Describe un programa de investigacion en el cual los estudiantes de preparatoria actiian
como investigadores individuales en proyectos cientificos. Muestra como introducir mejor,
en el salén de clase, temas y metodologia relacionados con la investigacion cientifica actual.
Ejemplifica lo anterior con una unidad destinada al concepto de Dimension Fractal, la cual
explorar el papel que juega la aleatoriedad en el crecimiento de patrones de fractales
aleatorios (crecimiento de “agregados” en experimentos de electro-depositos) y la dimension
fractal de las estructuras resultantes. La evaluacion de la unidad consté de presentaciones
de los resultados obtenidos por cada equipo; enfocandose, cada presentacion, en responder a
una pregunta relacionada con el experimento.

Durante este programa de investigacion, se afirma que, el profesor se convierte en un asesor
y los grupos de estudiantes en la comunidad de investigadores, ya que la clase se transforma
en una “comunidad de practica” donde los estudiantes colaboran unos con otros y aprenden
de ellos mismos asi como de su profesor. Los cientificos visitantes fueron gratamente
impresionados por la semejanza entre el intercambio estudiantil y las interacciones - entre
cientificos en una conferencia de investigacion. Como si fueran investigadores, los
estudiantes establecieron hipotesis, modificaron experimentos, usaron herramientas
apropiadas para recolectar y analizar datos, trabajaron en equipo con sus compaifieros para
modelar resultados, resumieron y prepararon reportes para los otros equipos. Se piensa que
se ha encontrado una forma de convertir partes de investigacion cientifica actual en material
didactico, lo que puede ayudar a estudiantes de Bachillerato a funcionar como

investigadores cientificos.

*  Una Excursién Fractal (Camp, 1991)

Después de introducir la Curva de Koch en el plano, generada por recursiones simples en un
triangulo equilatero, se extiende el proceso al espacio con recursiones simples en un
tetraedro regular. Se incluye, para ambas secuencias de recursiones, la formula iterativa,
ilustraciones para las primeras iteraciones y un éjemplo de un programa en PASCAL.

Se afirma que recientemente la Teoria del Caos y los temas relacionados con la Geometria

Fractal han retoflado como campos creativos de estudio de Matematicas y Fisica. Se ha
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encontrado que los estudiantes se emocionan por las conjeturas que pueden hacer acerca de

las figuras y que surge de ellos mismos el deseo de formar generalizaciones como una

consecuencia natural de este ejercicio.

* Dominando Resistencias con fractales. Una Nueva Forma de Ensefiar Circuitos

Elementales (Ching et al, 1994)

Los estudiantes construyen un tridngulo de Sierpinski usando resistencias y midiendo su

resistencia como una funcion de su tamafio. Durante dos afios se ha usado este experimento
para ayudar a los estudiantes de Bachillerato a entender los circuitos elementales y la
resistencia eléctrica de un medio desordenado. Primero se da un pequefio repaso, usando el
triangulo de Sierpinski, de lo que significa geométricamente ser un fractal, seguido de una
explicacion acerca de como analizar la resistencia eléctrica de un tridngulo para encontrar su
comportamiento fractal.

Se afirma que el triangulo de Sierpinski ha demostrado ser viable para probar teorias fisicas
en la Geometria Fractal, lo que provee a los estudiantes con una experiencia manual en la
adquisicion de datos y una oportunidad para realizar el analisis teorico necesario para el
andlisis de los mismos. También se tiene la oportunidad de ensamblar equipo y de aplicar
conocimiento que habia sido reportado como “algo viejo y aburrido” en el estudio de
fractales, lo cual les parecié motivante a los estudiantes, ain a aquellos con historia de bajo

aprovechamiento académico.

* El Triangulo de Sierpinski: Modelos Deterministicos vs Modelos Aleatorios (Cibes,
1990)

Se proveen tres programas computacionales para generar figuras fractales y se sugieren usos

y extensiones de estos algoritmos para el estudio del Caos y los Fractales.

Se afirma que la emocion real para los profesores de Matematicas es la oportunidad de viajar
con los estudiantes por las nuevas avenidas de genuina indagacion basada en algunas simples
ideas y preguntas, y ayudado por las correspondientes técnicas de programacion
computacional. Por lo menos hay dos aspectos de los Sistemas Dinamicos, que son
accesibles a muchos estudiantes de bachillerato, que los motivaran y daridn una buena

preparacion para un estudio futuro: el concepto de fractal y la técnica de iteracion. Los
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temas de Caos y Fractales en particular y el de Sistemas Dinamicos en general, estan llenos
de oportunidades para la experimentacion con computadora y el desarrollo de sorprendentes
graficas. Los profesores de Matematicas que se aventuren en este campo encontraran
renovaciéon y emocion mas alla de sus expectativas, para ellos y para sus estudiantes. Mas
aun, les daran a sus estudiantes oportunidades de hacer “conexiones matematicas” que es

uno de los Estandares Curriculares del Consejo Nacional de Profesores de Matematicas

(NCTM, por sus siglas en inglés) publicados en 1989.

* Construyendo Modelos Fractales con “Manipulativos” (Coes III, 1993)

Se describe el uso de materiales “manipulables” para construir y examinar modelos
geométricos que simulan la propiedad de autosemejanza de los fractales. Se discuten
ejemplos en dos y tres dimensiones y en dimension fractal. Se discute como €stos modelos
pueden ser engafiosos, pues no muestran autosemejanza a todos los niveles. En especial, se
muestra el trabajo hecho con “cubitos”, primero vistos sélo como “cuadraditos” (2
dimensiones) y después como “cubitos” (3 dimensiones).

Se afirma que los fractales ofrecen una oportunidad, poco usual, de usar material
manipulable, lo que promueve un entendimiento mas profundo que cuando sélo se usa papel

y lapiz y se explica el proceso en clase.

* Explorando Fractales (Dewdney, 1991)

Explora el tema de la geometria fractal enfocandose en la ocurrencia de las formas fractales
en la naturaleza. Los temas incluyen la iteracion de funciones, Teoria del Caos, el atractor de
Lorenz, mapas logisticos, el Conjunto de Mandelbrot, y los Conjuntos Mini-Mandelbrot.

Proporciona algoritmos computacionales apropiados, asi como otras fuentes de informacion.

= Exploraciones Fractales en Matematicas, Ciencia y Computacion en la Preparatoria
(Egnatoff, 1991)

La Geometria Fractal se introduce por medio de ejemplos de exploracion computacional en

lineas costeras, curvas autosemejantes, rutas aleatorias y crecimiento de poblaciones. Cada

investigacion comienza y termina con preguntas; solo algunas son contestadas. La nocion de

dimensién no entera es explicada en forma simple. Las exploraciones, que incluyen la

258



construccion de algoritmos y el subsecuente desarrollo y aplicacion de programas

computacionales simples, llevan al estudiante al autoestudio y a desarrollar proyectos mas

avanzados.

* Pan Fractal (Esbenshade Jr., 1991)

Desarrolla la idea del concepto de fractales a través de una actividad de laboratorio que
calcula la dimensién fractal de un pan blanco ordinario. Extiende el uso de la dimension
fractal para comparar otras estructuras complejas como otros panes y esponjas.

Se afirma que el laboratorio no es dificil para estudiantes que cursan los ultimos dos afios de
Preparatoria ya que los estudiantes se sienten comodos con el uso de logaritmos y su
relevancia con el desarrollo de la Teoria Fractal. Un laboratorio como este muestra a los
estudiantes el valor practico de una descripcion fractal de estructuras ya que la dimension

fractal ofrece una forma de comparar diferentes estructuras complejas de una forma facil y

cualitativa.

* Los Fractales y el Algebra Universitaria (Gura y Lindley, 1994)

La publicacion de la Asociacion Americana Matematica de Universidades de Dos Afios
(AMATYC, por sus siglas en inglés) es designada como una avenida de comunicacion para
los educadores de Matematicas y preocupandose con las posiciones, ideas y experiencias de
los estudiantes y profesores de Universidades de 2 afios, contiene articulos en exposicion y
Educacién Matematica y apartados regulares presentando revisiones de libros y software y
problemas de matematicas.

El volumen 15 incluye el articulo “Los fractales y el Algebra Universitaria” en el cual se
afirma que el atractivo visual y estético de los fractales provee un contexto para la
manipulacién de simbolos del algebra y ofrece un enriquecimiento y extension de temas
estandares. Se menciona que en el curso de Algebra se usa la Geometria Fractal para
enmarcar temas estandares, para reforzar e ilustrar aplicaciones y para dar un
enriquecimiento durante las ltimas 2 a 3 semanas del curso regular. A pesar de que solo se
“rasgufi6” la superficie de las posibilidades en el campo de la Geometria Fractal, se disfruto
de 1a oportunidad de introducir a los estudiantes a nuevas y excitantes Matematicas, lo cual

fue estimulante para ellos y para los profesores. Se hace notar que los estudiantes tuvieron
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una mejor opinién de su propio conocimiento Matematico al darse cuenta de que era posible
estudiar temas de Matematicas Contemporaneas que tienen aplicaciones en otros campos,
las cuales aun estan siendo desarrolladas. El hecho de que Mandelbrot sea un practicante
Matematico vivo es de gran interés para los estudiantes cuya percepcion es que todas las
Matematicas fueron desarrolladas y empaquetadas en el siglo XVIL

El mddulo estad basado principalmente en el trabajo de Devaney (1989) y los temas

Geometria Fractal que contiene son: Introduccidn, Iteracion, Analisis Grafico, Numeros

Complejos e Iteracion, Iteracion Geométrica y Dimension Fractal.

* Los Fractales en el Curriculum de la Escuela Preparatoria (Hanna y Harrison, 1994)

La introduccion de la Geometria Fractal en el Curriculum de Matematicas reune muchos
temas de la Geometria Euclideana, Algebra, y varios aspectos de la Tecnologia
Computacional. El articulo habla acerca de la ensefianza de conceptos nuevos de la
Geometria Fractal a través del uso de conceptos ya familiares a los estudiantes, tales como
semejanza, numero aleatorio e iteracion de funciones. Da una descripcion de las unidades
experimentales usadas en Preparatoria en Ontario, Canada, donde los profesores fueron
guias y consejeros en vez de instructores; se concluye que los estudiantes pueden aprender
mucho de Matematicas a través de la exploracion de Fractales. Los fractales se han vuelto
tan populares en los ultimos afios que no se pueden ignorar en la Ensefianza de Matematicas;
libros de fractales, conferencias, y articulos abundan. Las imagenes de fractales generadas
por los paquetes computacionales han despertado el interés de los estudiantes en el tema.
Por supuesto, antes de apresurarse a la elaboracion de material para la ensefianza de
fractales, deben de presentarse algunas preguntas acerca de su incorporacion a un
curriculum ya saturado de por si. Las preguntas mas importantes parecen ser: ;El tema de
fractales realmente cuenta como Matematicas?, ;Lleva a la ensefianza de aplicaciones? y ;Es

posible que forme parte del curriculum de Matematicas?

* La Geometria Fractal en el Curriculum (Harrison, 1992)

Reporte anual del Grupo de Estudio Canadiense para la Educacién Matematica (CMESG,

por sus siglas en inglés), que esta dividido en cuatro secciones, una de las cuales es para los
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reportes de grupos de estudio. El reporte de uno de los grupos de trabajo, el cual trabajo
durante tres sesiones, fue en el tema *“ Geometria Fractal en el Curriculum”.

Se afirma que las Matematicas del Caos y los Fractales son al mismo tiempo accesibles,
atractivas y excitantes y que la Geometria Fractal ofrece una maravillosa arena para la
combinacion de experimentacién en computadora y vision geométrica. Se cita a Devaney
(1991) “... la importancia real del caos y los fractales no estd en las aplicaciones que
provienen de ellas. Sino, en el impacto que estas ideas tendran en la Educacion Matematica”.
Se menciona que Devaney (matematico) y Kaye (fisico) estan de acuerdo en que
definitivamente hay un lugar para el Caos y los Fractales en el Curriculum de la escuela. Se
concluyé que los fractales exponen a los estudiantes a un lado menos familiar de las
Matematicas ya que ofrecen: preguntas abiertas, ecuaciones con solucion no algebraica,
interdependencia de ideas Matematicas, construccion e investigacion de modelos
Matematicos, parte de la belleza y fascinacion de las Matematicas y el sentido de que las

Matematicas estan vivas y son recientes.

* El Leguaje de los Fractales (Jurgens et al, 1990)

Describe la produccidn y aplicacion de imagenes basadas en la Geometria Fractal. Discute
grupos en lenguaje fractal, codificacion de imagenes fractales y dialectos fractales. Sugieren
implicaciones de estas aplicaciones de la Geometria a la Educacion Matematica.

Se afirma que Mandelbrot, son su concepto de fractales, puso en marcha una nueva forma
de pensar dentro de las Matematicas y las ciencias naturales, una ola que, por su amplitud,
fuerza y creatividad extraordinarias, se ha convertido en acontecimiento interdisciplinario de

primer orden.

* Un Simple Experimento que Demuestra Comportamiento Fractal (Ko y Bean, 1991)

Describe como es que el formar bolas de papel arrugado exhibe el concepto de una
dimension topologica semejante a la de los fractales. La masa de la bola de papel arrugado
es proporcional a su diametro elevado a una potencia no-entera. Este trabajo fue realizado
durante el verano de 1988 en un “Programa para Estudiantes Jovenes” patrocinado por la

Fundacion Nacional de Ciencia (NSF, por sus siglas en inglés).

261



Se afirma que una de las mas nuevas y rapidamente creciente areas de conexion entre las

Matematicas y la naturaleza es el estudio de los fractales.

*  Caos y Geometria Fractal para Estudiantes de Bachillerato (Lewis y Kaye, 1991)

Reporte anual del Grupo de Estudio Canadiense para la Educacion Matematica (CMESG,
por sus siglas en inglés), que incluye reportes de Grupos de Trabajo entre los que se
encuentra: “La Geometria fractal y el Caos para preparatorias”. Lewis y Kaye, desde 1987,
han presentado clases, experimentos y otras actividades a estudiantes de Preparatoria.

Se afirma que es la tremenda fascinacion de los cientificos, en muchos campos, con los
fractales y el caos lo que ha llevado el tema dentro y fuera del campo de la Educacion.
Aparte del aspecto de actividades manuales, los estudiantes experimentan algo de
Matematicas exdticas. Se espera que pronto, y por demanda popular, el estudiante promedio
de Bachillerato tenga acceso a cursos acreditados de fractales y caos. Se menciona que se
han ganado seis premios en la Feria de Ciencias en temas de Geometria Fractal.

En conclusion, el grupo de trabajo expres6 entusiasmo por el contenido del curso y por el
enfoque de presentar estos temas a estudiantes de preparatoria. Desde la conferencia, el
Ministro de Educacién de Ontario, Canada ha aprobado el dar un crédito completo por el

curso llamado “Fractales y Caos” para estudiantes de Preparatoria.

* Enfoque en los fractales (Marks, 1992)

Presenta una unidad de tres lecciones que usa la Geometria Fractal para medir la linea

costera de Massachusetts. Dos lecciones dan actividades manuales usando métodos con
compas y cuadricula para realizar las mediciones; y la tercera leccion analiza y explica los
resultados de las actividades. Cada leccién tuvo una duracion de 45 minutos y es dirigida a
estudiantes de Preparatoria.

Se afirma que los fractales se han convertido en un componente importante en la
investigacion reciente en Fisica, Matematicas, Quimica y Biologia. Se introduce a los
estudiantes a un tema potencialmente intimidante (dimension) de una forma no amenazante
(usando mapas del lugar donde se vive) y se provee a los estudiantes de una aplicacion para

los logaritmos que estudian en clase. Se dan recomendaciones de futuros proyectos.
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*  Generando Fractales a traves de Auto-duplicacion (Reinstein et al, 1997)

Describe una actividad para el salon de clase disefiada para dar a los estudiantes una
experiencia manual usando la tecnologia y la visualizacion geométrica, asi como el explorar
la Geometria Fractal en un ambiente cooperativo en el salon de clases. Los fendmenos
naturales est4 son el contexto de estas actividades. Enriquece la comprension de la
Geometria Euclideana y de sucesiones infinitas. Se ofrecen listas de materiales,
prerequisitos, direcciones y sugerencias para futuros proyectos. Incluye hojas de actividades.
Se afirma que la naturaleza abierta de esta actividad motiva la creatividad, el descubrimiento
y el deseo de buscar conexiones. Los estudiantes de benefician al ser expuestos a nuevas
ideas mientras se enriquece su entendimiento de las Matematicas tradicionales. Las
actividades son emocionantes tanto para los estudiantes como para los profesores ya que las

discusiones de clase fueron ricas y variadas.

* Tarjetas Fractales: Un espacio para la Exploracion en Geometria y Matematicas

Discretas (Simmt y Davis, 1998)

Actividad en la cual se construyen tarjetas fractales que son baratas, relativamente faciles de
hacer y que llevan a la interpretacion e investigacion matematica. Dicha actividad involucra
conceptos de medicion, de Sistemas de Numeros, Sucesiones, Series y Limites, aparte de
“nuevas” ideas tales como Recursion, Iteracion, Autosemejanza y Dimension Fraccionaria.

Se afirma que la creciente atencion al tema de Fractales dentro de los circulos de Educacion
Matematica apoya y es apoyada por iniciativas como la de los Estandares Curriculares del
Consejo Nacional de Profesores de Matematicas (NCTM, por sus siglas en inglés),
publicados en 1989. La Geometria Fractal sirve como una poderosa ilustracion de algunas
cualidades de investigacion Matematica que han sido poco mencionadas en las Matematicas
Escolares. Los Gedmetras Fractales han aparecido en muchas ramas de las Matematicas,
recordandonos acerca de las ideas interconectadas dentro de esta disciplina. Las
sorprendentes y complicadas imagenes de fractales que han sido generadas por
aparentemente simples reglas han ayudado a abrir una nueva, y para muchos mas accesible,
ruta para apreciar la belleza de las Matematicas. La actividad desarrollada permite a los
estudiantes ocuparse de tareas apropiadas para su conocimiento matematico personal,

habilidades e intereses, expresando sus propias preguntas y problemas. También ofrece un
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rico espacio de Exploracion Matematica y discusion acerca de la Naturaleza de las

Matematicas y de la Investigacion Matematica.

*  Un Perfil Fractal para un Curso de Fractales (Solomon, 1989)

El propésito principal de este reporte especial es el de sugerir estrategias para cumplir con
las necesidades matematicas de los estudiantes de universidades de dos afios en la década de
los 90s. Ya que los 20 participantes eran libres de escribir acerca de los temas que ellos
consideraron apropiados para el desarrollo intelectual y personal de todos los estudiantes,
sus articulos representan un vasto vistazo a lo que los principales educadores matematicos
piensan debe de estar ocurriendo en la educacion matematica en los 90s. Los articulos
fueron separados en cinco categorias, una de las cuales es: Perfiles del contenido del
curriculum especifico de Calculo, Matematicas Discretas, Estadistica y Geometria Fractal.
Se afirma que el tema de Fractales provee de una oportunidad de investigar y relacionar una
riqueza de ideas, aparte de dar nuevas visiones o enfoques para la comprension de algunos
conceptos de Calculo. Este tema provee un vasto rango de nuevos acercamientos hacia las
Matematicas y muchas oportunidades para que los estudiantes tomen un papel activo en su
aprendizaje. A pesar de que la terminologia especial de los fractales es nueva, las raices de la
teoria Fractal descansan dentro de una variedad de ideas basicas disponibles a la mayoria de
los estudiantes con modestos antecedentes Matematicos de Bachillerato. Muchos de las
ideas y conceptos relacionados con la Geometria Fractal encajan facilmente en cursos de
aplicaciones computacionales, matematicas finitas, pre-Calculo y Calculo.

El articulo propone un curso de Geometria Fractal dividido en 4 secciones: Las secciones I
(E! punto de vista Geométrico) y II (El punto de vista Aritmético) exploran las raices de la
Teoria Fractal en Geometria y Aritmética. La seccion III (Temas Fractales mas Avanzados)
menciona temas de estudio construidas sobre los fundamentos de las primeras dos secciones.

Y, finalmente, la seccion IV (Cursos Fractales) sugiere enfoques alternativos para un curso.

* Fractales: Saber, Hacer, Simular (Talanquer y Irazoque, 1993)

Discute el desarrollo de la Geometria Fractal y sugiere a los “fractales agregados” como una

atractiva alternativa para la introduccion de conceptos fractales. Describe métodos para

producir fractales metalicos y simular por computadora el dibujo de figuras fractales.

264



Se presenta la oportunidad de saber, hacer y simular en el reino de los fractales como parte
de una filosofia de ensefianza que se piensa se debe sostener, mostrando a los estudiantes
una forma de trabajo que parece estar mas cerca de la investigacion cientifica que de un
discurso doctrinal. Se afirma que los temas relacionados con los fractales son
particularfnente adecuados para los enfoques de educacion integral que toman en cuenta los
tres pilares que soportan la ciencia moderna: teoria, experimentacion y simulacion, lo que
hace que estos temas sean introducidos en a través de una enfoque integral. Finalmente se

menciona que los fractales sirven como un util acercamiento a domar un mundo que merece

ser conocido.

*  Geometria Fractal en Matematicas de Escuelas Primarias (Vacc, 1992)

Reporte de un caso de estudio para evaluar si es posible ensefiar algunos de los conceptos
basicos de la Geometria Fractal a alumnos de escuelas primarias y para determinar la
efectividad de que uno de los estudiantes presente una leccion a futuros profesores de
primaria. Se concluye que los conceptos simples de la Geometria Fractal parecen apropiados

para el curriculum de Matematicas de las Escuelas Primarias.
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ANEXO 2

Se presenta a continuacién una tabla donde se muestran los conocimientos previos

necesarios para el estudio de cada uno de las secciones del Manual:
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Concepto Matematico

Conjunto

Numero Real

Niimero Complejo

Recta Numérica

Plano Cartesiano

Plano Complejo
Grafica

Intervalo

Serie y Sucesion
Triangulo de Pascal
Logaritmo

Funcion

Dominio ¢ Imagen

Ecuacion de una recta

Pendiente de una recta

Funcién Polinomial

Ecuacion Polinomial

Funcion Trascendental

Funcién Compleja
Derivada

Nociones Geométricas

Dimensién
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