UNIVERSIDAD AUTONCIA DE QUERETARO UNIVERSIDAD AUTONOMA DE QUERETARO

andsj

PSR
4
N
A7 g'@.
>
< w ks
j.é‘. . AR
YL HONOR

FACULTAD DE INGENIERIA
MAESTRIA EN CIENCIAS EN INGENIERIA
MATEMATICA

COMPARACION DE METODOS DE INFERENCIA ESTADISTICA
SOBRE PARAMETROS DE SISTEMAS DINAMICOS NO LINEALES
DE PRIMER ORDEN

TESIS

QUE COMO PARTE DE LOS REQUISITOS PARA OBTENER EL GRADO DE

MAESTRO EN CIENCIAS EN INGENIERIA MATEMATICA

PRESENTA:

L.M.A. BERNARDO CHAVEZ CASTILLO

DIRIGIDA POR:

Dr. EDUARDO CASTANO TOSTADO

CENTRO UNIVERSITARIO, QUERETARO, QRO.
NOVIEMBRE DE 2014



Universidad Auténoma de Querétaro
Facultad de Ingenieria
Maestria en Ciencias en Ingenieria Matematica

COMPARACION DE METODOS DE INFERENCIA ESTADISTICA SOBRE
PARAMETROS DE SISTEMAS DINAMICOS NO LINEALES DE PRIMER ORDEN

TESIS

Que como parte de los requisitos para obtener el Grado de
Maestro en Ciencias en Ingenieria Matematica

Presenta;
L.M.A. Bernardo Chavez Castillo

Dirigido por:
Dr. Eduardo Castarno Tostado

Dr. Eduardo Castano Tostado
Presidente .

M. en C. Enrigue Crespo Baltar
Secretario

Dr. Victor Manuel Afmando Aqguirre Torres
Vocal

M. en C. Sara Silva Hernandez
Suplente

Dr. Russell James Bowater
Suplente e

|

/ o } :

f D . i ¥
Dr. Aurelid Dominguez Gonzalez Dr. es Pacheco
Director de la Facultad Director de Investigacion y Posgrado

Centro Universitario
Querétaro, Qro.
Noviembre de 2014



Resumen

Gran parte de los fendmenos naturales poseen una alta complejidad por lo que resulta dificil
proveer de modelos que los reproduzcan fielmente. El uso de ecuaciones diferenciales ordina-
rias no lineales ha logrado proveer de suficiente flexibilidad para reproducir dinamicas comple-
jas debido a su manejo de interacciones entre variables de estado e inclusion de parametros
especificos del fenomeno. En este sentido, es necesario estimar los parametros del modelo
considerando aquellas fuentes de incertidumbre que impiden una total captura del fenémeno.
Son pocos los métodos de estimacion de parametros que permiten capturar incertidumbre, de
entre ellos se destacan los métodos estadisticos Bayesianos, especificamente, aquellos que
utilizan cémputo intensivo mediante muestreo de tipo Markov Chain Monte Carlo (MCMC). Este
trabajo estudia numéricamente la estimacion de parametros a través de técnicas Bayesianas,
contrastando los algoritmos Metropolis-Hastings (MH) y population-based MCMC (PB), en su
eficiencia, mediante simulacion de datos con ruido y el manejo de modelos de diversa com-
plejidad de la familia presa-depredador (Lotka-Volterra). En sistemas ciclicos estacionarios el
método PB mostré mejores caracteristicas que las mostradas por el MH, en la estimacion tan-
to de parametros como en la solucién del sistema. Se estudiaron los efectos en la estimacion
Bayesiana debidos al ruido observacional y a dinamicas con un componente no aleatorio pero
cadtico, particularmente el llamado sistema de Lorenz. Se observé que la estimacion PB Ba-
yesiana, aplicada a un sistema cadtico, arroja un estimador que recupera la tendencia general
del sistema independientemente del nivel del ruido muestral y de la complejidad del modelo
(cadtico o no cadtico). Finalmente se presenta un par de aplicaciones que engloban el proceso
de modelado y estimacion de parametros ante problemas de identificabilidad del modelo. Se
concluye que los métodos de estimacion no pueden lidiar directamente con este problema pero
arrojan pistas en la estimacion de parametros (multimodalidad y/o intervalos de probabilidad
muy amplios) sobre la presencia del mismo; pistas que no son tomadas en cuenta general-
mente en la practica aplicada del modelaje, dejan claro que no siempre los modelos teoricos
se desempefan adecuadamente, por lo que se debe tener precaucion al utilizarlos y eventual-
mente optar por modelos empiricos.

(Palabras clave: MCMC, Sistema de Lorenz, Caos)



Summary

Natural phenomena possess a high complexity which makes difficult to provide models that re-
produce them faithfully. The use of non linear ordinary differential equations has permitted to
provide of sufficient flexibility to reproduce complex dynamics due to its managing of interac-
tions between state variables and the incorporation of specific parameters of the phenomenon.
In this sense, it is necessary to estimate these parameters considering those uncertainty sour-
ces that prevent a total apprehension of the phenomenon. There are few methods of parameter
estimation that allow the capture of uncertainty. In this work are outlined the statistical Bayesian
methods, specifically, those that use intensive computing by means of Markov Chain Monte-
Carlo (MCMC) sampling. This work studies numerically the parameter estimation across two
Bayesian tactics, contrasting the algorithms Metropolis-Hastings (MH) and population-based
MCMC (PB), in their efficiency, by means of simulating data with different noise levels and using
diverse complexity models of the so called prey-predator family (Lotka-Volterra).In cyclical sta-
tionary systems the PB method showed better characteristics than those showed by the MH, in
the parameter estimation as in the system solution. The effects due to the observational noise
and dynamics with a non random but chaotic component were studied in the Bayesian estima-
tion, particularly the so called Lorenz system. It was observed that the Bayesian estimation PB,
applied to a chaotic system, throws an estimator that recovers the general trend of the system
independently of the sampling noise level and of the complexity of the model (chaotic or no).
Finally, we present a couple of applications that cover the process of modeling and the parame-
ter estimation facing identifiability problems of the model. It is concluded that these estimation
methods cannot directly confront identification problems but only give clues in the parameter
estimation (multimodality and / or wide probability intervals) about its presence; if these clues
are taken into account in applied modeling they clarify the extent of applicability of theoretical
models.

(Key words: MCMC, Lorenz System, Chaos)
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1. Introduccion

La busqueda de modelos matematicos explicativos de los fendmenos presentes en el
campo de la ciencia, tiene como principal dificultad la de plasmar el fendmeno en un modelo que
logre reproducir el comportamiento cualitativo esperado del mismo. Sin embargo, es evidente
que muchos de esos fendmenos de interés presentan una alta complejidad lo que resulta de
una gama amplia de fuentes de incertidumbre que impide la captura total del fenédmeno en un
modelo. Es asi que se han enfocado los esfuerzos por proponer técnicas que permitan estimar
los parametros de modelos altamente complejos, sin dejar de lado la captura de incertidumbre,
para asi, proporcionar una manera de reproducir y predecir fenémenos (Schaber y Klipp, 2011).

Una primera respuesta para tratar fendmenos con dinamicas tortuosas son los modelos
dinamicos no lineales, ya que poseen la capacidad de reproducir tales dinamicas a partir del
manejo de interacciones entre las variables de estado del fenédmeno y inclusion de parametros
especificos. Por lo anterior, es evidente que el uso de ecuaciones diferenciales no lineales
provee de un marco tedrico y practico lo bastante flexible y natural para tratar varios tipos de
problemas.

El proponer un modelo dinamico que reproduzca cierto fenémeno, implica entre varias
cosas, definir un sistema de ecuaciones diferenciales dependiente de las variables de estado
observadas x, y de un vector de parametros 6, que se supondra rige la dinamica observada.
Tales ecuaciones y parametros reflejan nuestras hipétesis a partir de la informacién disponible
del fendmeno. Suponiendo que las ecuaciones estan bien especificadas, el problema se re-
duce finalmente a la estimacién de los parametros. En este sentido, se puede afirmar que la
estimacion de parametros surge como un intento de ajustar un modelo a un conjunto de datos
experimentales, y, provenientes de la practica y que se encuentran sujetos a un cierto error ex-
perimental, e. Esta estimacion de parametros se ha abordado generalmente como un problema
de optimizacion, especificamente, como la de minimizar una distancia dada entre el modelo y
los datos experimentales; sin embargo, este enfoque se ve limitado muchas de las veces por
el computo intensivo para el calculo de la solucion y de una definicién adecuada de la distancia
para la estimacién de los parametros.

El problema de estimacion de parametros ha dado paso a un mundo diverso de meto-
dologias de estimacion. Sin embargo, no todas ellas resuelven las dificultades presentes, por lo
gue muchas son técnicas muy especificas. La minimizacion de la suma de errores al cuadrado
(comunmente denominada “minimos cuadrados”) es un método de estimacion de parametros
tradicional, sin embargo, este método resulta ser altamente ineficiente ante valores atipicos,
lo que se acrecienta al enfrentarse a problemas no lineales (Ramsay et al., 2007). El proceso
de estimacion parte de una muestra de datos observados en el campo, sujetos a perturbacio-
nes del medio y del fendmeno mismo, es por ello que se requiera de un método de estimacion



que, ademas, permita cuantificar tal incertidumbre. Métodos tradicionales impiden obtener tal
cuantificacion, sin embargo, aproximaciones mas estadisticas como la estimacién por maxima
verosimilitud y métodos Bayesianos, si bien presentan problemas de estimacion ante sistemas
complejos no lineales como cualquier método (Varziri et al., 2008), permiten cuantificar mini-
mamente la incertidumbre del fenbmeno, situacion que requiere trabajo adicional en el caso de
los minimos cuadrados no lineales.

El presente trabajo se enfoca en la estimacion de parametros a partir de técnicas Ba-
yesianas en sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales, debido a su habilidad
en la captura de incertidumbre muestral. En una primera parte se exponen algunos de los en-
foques en lo que a estimacién de parametros se refiere. Desde métodos puramente numéricos
hasta el uso de métodos altamente tedricos, los enfoques presentan ventajas y desventajas
que exponen su potencial ante los problemas que la practica presenta. Dentro de esta gran
variedad de métodos de estimacién, debemos destacar la importancia de reconocer la incerti-
dumbre del contexto; pues ello se vera reflejado en nuestros resultados y conclusiones. Como
se mencionod, nuestro estudio se enfoca en los métodos Bayesianos, especificamente, métodos
de estimacién que utilizan muestreo de tipo Markov Chain Monte Carlo (MCMC), que no son
mas que técnicas de simulacion de procesos estocasticos que poseen distribuciones de proba-
bilidad conocidas y pueden ser usadas para aproximar la distribucion final de los parametros
del modelo.

Los métodos MCMC realizan inferencia estadistica generando funciones de probabi-
lidad de los parametros a ser estimados. Mediante muestreo repetido, dado el modelo x (t) =
f(x(t), ), la inferencia Bayesiana busca la distribucién de densidad posterior p (8]y) de los
pardmetros, partiendo de una distribucion a priori p (0); la cual posee toda aquella informa-
cion disponible del parametro @ por parte del usuario. Los algoritmos Metropolis-Hastings y
population-based MCMC, como algoritmos representativos de los métodos de muestreo, seran
estudiados en su habilidad de realizar inferencia estadistica sobre parametros de modelos dina-
micos a partir de datos experimentales. Mediante la simulacién de datos con ruido y el manejo
de un mismo fendmeno con modelos de diversa complejidad, se analizara la eficiencia de los
métodos MCMC ante la estimacién de parametros. Si bien es cierto que se puede distinguir
en un fendmeno, ya sea una dinamica simple o compleja, no es claro su efecto en la estima-
cion de parametros, es por ello que a partir de un par de modelos de tipo presa-depredador
(Lotka-Volterra), modelo biolégico que describe la competencia natural entre dos especies por
los recursos disponibles, se podran caracterizar aquellas propiedades que pongan en eviden-
cia las limitaciones y fortalezas de los algoritmos MCMC, justificando finalmente, el uso de los
mismos a lo largo de la investigacion.

Posteriormente y tras haber contrastado los métodos Bayesianos, resultando el algo-
ritmo population-based MCMC como el mas adecuado para la estimacion, se prosigue con la
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identificacién de los efectos del ruido y de la complejidad de la dinamica sobre la estimacion.
Para ello, se utilizaran datos con distintos niveles de ruido experimental y dinamicas con compo-
nentes caodticos, es decir, un componente no aleatorio pero altamente complejo. Se presentan
dos vertientes, un sistema con un estado no cadtico pero con dinamica oscilatoria estable y
finalmente un sistema en un estado caodtico, cada uno con distintos niveles de ruido muestral.
Lo anterior reflejara el efecto de un modelo bien especificado pero cadtico y sujeto a ruido
muestral, sobre las distribuciones posteriores de los parametros, y por tanto en las soluciones
estimadas.

El trabajo se concluye presentando un par de aplicaciones que engloban el proceso de
modelado y estimacién de parametros en un sistema, asi como el problema de identificabilidad
del mismo. La primera aplicacion corresponde a un proceso de modificacion de un modelo pro-
puesto que explica los datos provenientes de un biorreactor, donde se ve reflejada la carencia
de ajuste en las distribuciones posteriores de los parametros, y donde la modificacion a partir
de ello nos lleva hasta un modelo que recupera la dinamica experimental de la mejor manera
posible. Finalmente, a partir de datos correspondientes a un proceso de hidrolisis, se contrasta-
ra un par de modelos, reflejando asi los peligros de aferrarse a modelos basados en supuestos
insostenibles, que nos lleve a resultados incorrectos, por lo que se deberia optar por otro tipo
de modelos menos tedricos.

El resultado del proceso de modelaje y estimacion, es un modelo parametrizado que
permite realizar predicciones cuantitativas sobre el comportamiento del fendbmeno de manera
rapida y a bajo costo (Schaber y Klipp, 2011), maximizando la obtencién de informacion util.



2. Antecedentes

Introduccion

El desarrollo cientifico implica la busqueda de modelos matematicos que permita re-
producir y manipular los fendmenos de acuerdo a los intereses cientificos que se tengan. Chou
y Void (2009) resumen lo que consideran el proceso de modelado en sistemas dinamicos y
lo dividen en nueve partes que no solo contemplan el proponer un modelo y la estimacién de
sus parametros, sino que es un proceso que incluye la seleccion de datos experimentales, una
recopilacion de informacion sobre el fendmeno, la especificacion de supuestos y simplificacio-
nes, posteriormente la estimacion de parametros asi como también el diagndstico, validacion
y refinamiento del modelo para su posterior aplicacion. Es asi que el modelaje de cualquier
fendmeno requiere de la realizacion de hipétesis especificas y el uso de conceptos rigurosos
del area. En este mismo sentido, la formulacién del modelo matematico requiere considerar las
limitaciones fisicas del fendmeno asi como visualizar todo el entramado presente en el fené-
meno. Es durante este proceso de construccion que se hace evidente, muchas de las veces,
nuestra falta de conocimiento y habilidades para plasmar el fenédmeno en un modelo que logre
mostrar el comportamiento cualitativo esperado del fendmeno (Schaber y Klipp, 2011).

El modelaje plantea, como objetivo, capturar esencialmente la complejidad del feno-
meno y también permitir un cémputo eficiente, esto ultimo debido a que no necesariamente se
pueden obtener soluciones analiticas de muchos sistemas lo que hace necesario el uso del
calculo computacional para su aproximacion. La estimacion de parametros nace como un in-
tento de ajustar un modelo a un conjunto de datos experimentales, es cierto que el modelo no
es unico, y también es cierto que existen diversas metodologias para tal fin que logran optimizar
la estimacion.

Notacion

Un modelo dinamico se representa por medio de un sistema de ecuaciones diferencia-
les, para nuestros fines se estan considerando unicamente ecuaciones diferenciales ordinarias
de primer orden no lineales, con una estructura general dada por la expresién (2.1), donde x ()
representa el vector de estados del sistema (variables de salida) en el tiempo ¢, x el vector de
derivadas de los estados del sistema, 6 el vector de parametros desconocidos a estimar y X,
el vector de condiciones iniciales.

(2.1)



Generalmente, sélo se tiene acceso a datos observados sujetos a un cierto error ex-
perimental, en este sentido, dadas m variables de salida x, medidas en tiempos ¢,;, ¢ = 1, .., N;
y j € {1,...,m}, donde N, representa el nimero de observaciones disponibles por variable,
entonces, las mediciones experimentales al tiempo ¢;; se definen como y;;, sujetas a un error
experimental e;;, es decir, y;; = x (t;;) + e;;.

2.1. Estimacidon de parametros

El proceso de estimacion de parametros se ha manejado comunmente como un pro-
blema de optimizacion, en el cual se requiere de minimizar cierta funcion objetivo que define
una cierta distancia entre los datos experimentales y el modelo. Cuando se emplea la distan-
cia Euclidiana entonces nos enfrentamos a un problema de minimos cuadrados tradicional. Es
entonces que el uso de integracion numérica intensiva es requerida para dar solucién a este
problema de optimizacion, sin embargo, este proceso suele tener un alto costo computacional;
y es asi que una gama de métodos de estimacion han sido desarrollados como alternativas, de
donde se destacan dos grupos importantes, los métodos basados en gradiente y los algoritmos
estocasticos de busqueda (Chou y Voit, 2009) . Dentro de los primeros existen algoritmos muy
conocidos como el Gauss-Newton y el Levenberg—Marquardt. Dada la complejidad de muchos
sistemas, estos algoritmos corren el riesgo de quedar atrapados en 6ptimos locales lo que hace
a su eficiencia altamente dependiente del grado de complejidad y los valores iniciales dados a
los parametros. Por otro lado, los algoritmos estocasticos de busqueda, que incluyen; computo
evolutivo, recocido simulado, métodos adaptativos estocasticos, etc; poseen un alto potencial
de encontrar 6ptimos globales o al menos regiones cercanas a los mismos.

Tradicionalmente, métodos como los minimos cuadrados (2.2) han sido utilizados para
obtener una estimacién de los parametros de algun sistema a partir de observaciones dadas.
Generalizaciones como los minimos cuadrados no lineales (MCNL) han sido utilizadas para tra-
bajar en modelos mas complejos bajo un funcionamiento similar. A partir de algoritmos numéri-
cos como el Runge-Kutta se aproxima la solucién del sistema dado un conjunto de parametros
y una condicién inicial, posteriormente se introducen los valores ajustados del paso anterior en
un algoritmo de optimizacion que actualiza nuevamente los parametros a estimar.

0= argemin ; (yi —x (t:)) (2.2)

Tal procedimiento presenta diversos problemas, por un lado, requiere de cémputo in-
tensivo puesto que se utiliza integracion numérica en cada actualizacion de parametros y de
condicion inicial (Ramsay et al., 2007), por otro, al enfrentarse a sistemas no lineales o de
problemas de especificacion, hace que se deba explorar de manera intensiva el espacio de
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parametros, lidiando con minimos locales y por tanto, con un alto costo en tiempo de ejecucion
(Brunel, 2008). Ante este hecho, la exactitud de las aproximaciones numéricas puede ser un
problema. El numero de parametros puede incrementarse al considerar condiciones iniciales
adicionales necesarias para resolver el sistema lo que se traduce, en muchos casos, en falta
de informacién proveniente de los datos. Finalmente, la estimacion por MCNL, es puntual, por
lo que no se tiene acceso a estimacion de intervalos, lo que se traduce en un trabajo extra de
cémputo para su obtencion (Ramsay et al., 2007).

2.2. Enfoques frecuentista y Bayesiano

Desde el punto de vista estadistico, los enfoques frecuentista y Bayesiano se desta-
can en el sentido de proveer herramientas para la captura y explicacion de incertidumbre en los
parametros. Suponiendo que las mediciones realizadas estan sujetas a un cierto error experi-
mental de tipo aditivo e, descrito por alguna distribucion de probabilidad, por ejemplo Normal
e ~ N (0, 0%l), podemos representar tales datos en funcion de los estados del sistema x (t, 9),
y el ruido experimental por medio de la expresion siguiente:

y=x(t,0)+e

En este sentido, considerando la funcion de densidad que rige la probabilidad de ob-
servar los datos experimentales y, dados ciertos valores de los parametros 6, que gobiernan el
sistema, tenemos entonces la funcién de densidad de probabilidad p (de los datos) denominada
funcién de verosimilitud que tiene la forma de la expresion (2.3).

p(y|0) = Hﬁpm (t:)]0) (2.3)

j=1i=1

Los enfoques Bayesiano y frecuentista difieren a partir de este punto en algunos as-
pectos, por un lado el enfoque frecuentista se centra en la busqueda de aquellos valores de
los parametros que logren describir los datos experimentales bajo un cierto grado de aceptabi-
lidad, es decir, se busca un estimador para el cual dado un cierto valor umbral v, se cumpla que
p(y|@) > v. En este sentido se utilizan ciertos niveles de significancia y del calculo de valores
criticos.

El enfoque Bayesiano tradicional, a partir de un conjunto de observaciones experimen-
tales D = {y, t}, tiene como objetivo, obtener un modelo que relacione de algin modo t con
y. Definamos el conjunto de todos los modelos posibles por M = {Mj,..., M, }, donde cada
modelo M, esta definido por un conjunto de parametros 6,..
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Cada modelo tiene asociado un conjunto de parametros por lo que la verosimilitud del
modelo M, con parametros 8, € © (O espacio de todos los posibles valores de parametros 6,)
que da origen a las observaciones y, es la densidad de probabilidad p (D|6y, M,) de manera
similar a la ecuacion (2.3). En este mismo sentido se asigna una cierta densidad de probabilidad
a priori a los parametros correspondientes al modelo, es decir p (6| M), de donde se obtiene
una verosimilitud integrada, que corresponde al valor esperado de la verosimilitud de los datos
respecto a la a priori del parametro (Girolami, 2008).

p(DIMy) = / p (D]64, M) p (6 My) dB;

0,€0

De esta forma y del teorema de Bayes (2.5), obtenemos a partir de una distribucién
a priori, y la verosimilitud de los datos, la distribucion a posteriori (2.4) de los parametros 0,
asociados al modelo M.

p (D0, M) p (0| M)

p(0x|D, My,) = » (DIMy) (2.4)
o)
POy = 10y (0)do 29

Mientras el enfoque Bayesiano tiene como objetivo muestrear de la distribucion pos-
terior de los parametros p (8|y) y determinar un intervalo probabilidad usando la densidad de
probabilidad a posteriori, el enfoque frecuentista se basa en maximizar la funcién de verosimili-
tud de los datos (2.3). Un punto compartido con el enfoque Bayesiano es que también se puede
adicionar informacion a priori del fendmeno a los parametros, ello se denomina estimador de
Maxima A Posteriori, MAP, (Vanlier et al., 2013).

La estimacion por maxima verosimilitud (MV), si bien es un método muy popular, gra-
cias a sus caracteristicas asintéticas, presenta problemas ante sistemas no lineales complejos
(Varziri et al., 2008). EI método Bayesiano presenta problemas similares. Mediante el uso del
teorema de Bayes (2.5), para obtener la distribucién a posteriori de los pardmetros se requiere
de la introduccion de informacién a priori. Si se tiene un espacio multidimensional de los pa-
rametros, la a posteriori no es manejable por integracion numérica, por lo que se requiere del
uso de métodos de tipo MCMC, ya mencionados con anterioridad. Sin embargo, tales métodos
requieren nuevamente de integracion numeérica iterativa. La a posteriori obtenida de esta forma
no posee una forma cerrada, y dada su complejidad, se pueden presentar problemas de con-
vergencia por parte de los métodos MCMC. El método Bayesiano y el de minimos cuadrados
requieren de buenas condiciones iniciales para los parametros. Si se carece de tales condi-
ciones, entonces surgen problemas de convergencia. Métodos de disparo multiple (multiple



shooting methods) y métodos de barrera o punto interior (barrier or interior point), han mostra-
do ser mas estables que métodos basados en gradiente, ademas de tener mas oportunidad de
converger, aun con condiciones iniciales pobres de los parametros. Sin embargo, aun cuando
requieren de relativamente pocas iteraciones para converger, requieren de mucho poder de
computo (Gugcomoushvil y Klaassen, 2012).

Moles et al. (2003) aborda problemas de programacién no lineal en la estimacion de
parametros en reacciones bioquimicas, que involucran restricciones no lineales, afirma que
métodos de optimizacion locales tradicionales (basados en gradiente) fallan en llegar a una
solucion satisfactoria en estos problemas, ademas de explicar que ciertos tipos de algoritmos
estadisticos, particularmente estrategias evolutivas, resuelven tales problemas de manera sa-
tisfactoria. Si bien los métodos deterministicos proveen de cierto nivel de seguridad de que se
pueda converger al éptimo global, no es asi en general para ciertos problemas, ademas de que
el costo computacional crece rapidamente al aumentar el tamafio del problema (variables, pa-
rametros, restricciones, etc.). Por otro lado, los métodos estocasticos, al involucrar un elemento
aleatorio, poseen una garantia tedrica débil de converger a la solucion global, sin embargo pue-
den localizar una vecindad de la solucion global con una eficiencia relativamente alta, pero con
el costo de que tal optimalidad pudiera no ser garantizada. Cual sea el caso, todos estos mé-
todos de estimacién permiten agregar informacion, por parte del usuario, sobre la topologia de
los espacios de los parametros, al proponer distribuciones de probabilidad a priori, en el caso
probabilistico, o valores iniciales para el caso determinista.

2.3. Alternativas

Alternativas a los minimos cuadrados, MV y métodos de muestreo Bayesianos, son
los métodos de dos pasos (two-step methods), los cuales siguen un enfoque diferente: en un
primer paso se calcula la solucion del sistema a partir de métodos no paramétricos por medio
de una funcién auxiliar, finalmente, en un segundo paso se estiman los parametros a partir de
la minimizacién de alguna distancia dada (Brunel 2008). Histéricamente, se han usado méto-
dos de suavizamiento para obtener una funcién auxiliar que emule los datos experimentales,
se destacan aproximaciones como splines minimos cuadrados (Varah, 1982), splines cubicos
(Madar et al., 2003), regresion polinomial local y polinomios de Lagrange, por ejemplo.

Este método de suavizamiento ha sido considerado por Ramsay y Silverman (1997) en
su esquema de analisis de datos funcionales ADF, (FDA, functional data analysis), que trans-
forma los datos en funciones mediante splines cubicos suavizados, asi como en un método
posterior denominado suavizamiento generalizado (Ramsay et al., 2007), donde el suaviza-
miento de la solucidn y la estimacion de parametros es considerada conjuntamente. El uso de
estimadores no paramétricos es motivado por la simplicidad computacional de los métodos de
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estimacion, adicionalmente desde el punto de vista funcional, permite usar informacion a priori
sobre las soluciones, como positividad o acotamiento donde es dificil explorar estrictamente la
forma paramétrica del sistema (Brunel, 2008) .

El primero de los métodos correspondientes a la familia de métodos de dos pasos, aqui
mencionados, corresponde al descrito en Ramsay et al. (2007), denominado Suavizamiento
Generalizado (SG). Considere un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de la forma

X(t)=F(x(t),0), tel0,T] (2.6)

Cuyas observaciones o datos experimentales esta dadas por los estados del sistema
junto con un error aditivo. El método de SG corresponde a la familia de métodos de colocacion,
por lo que expresa aproximaciones y; de las observaciones y; en términos de funciones base,

en la forma
KJ

Z Cindin (1) = c;'(bj (t)

k

donde K; es el numero de funciones base en el vector ¢, para asegurar flexibilidad para captu-
rar la variacion en la aproximacion de la funcion y, y sus derivadas. Dado que los parametros
¢, no son de principal interés, pero se requiere de su estimacion, se denominan parametros in-
comodos. Los parametros incomodos son estimados al ser definidos como funciones implicitas
¢ (0, 0; \) de parametros estructurales en el sentido de que cada vez que 0 y o son cambiados,
un criterio de ajuste J(6|0, o, )\) es re-optimizado con respecto a ¢. La funcién de estimacion
¢ (0,0; ) es regularizada al incorporar un término de penalizacién en J que controla el tama-
fio con que y = ¢'¢ falla en satisfacer la ecuacion diferencial. Tal cantidad de regularizacion es
controlada por un parametro de suavizamiento A. Un criterio de ajuste a los datos H (0, o|\)
es entonces optimizado con respecto a los parametros estructurales.

Si definimos los errores asociados a la variable j, por e;, sea g (e;|o;), la densidad
conjunta de esos errores condicionales al vector de parametros o;, entonces, definamos el
criterio de ajuste a los datos H (6, o |\), por medio de la log-verosimilitud,

H(0,0\) = Zh’]{g (ejlo;,0,A)}

De forma similar, si se cuenta con suficientes datos, se puede definir un criterio com-
puesto de suma de cuadrados

H(0|X) = ij ly; - jH2



La dependencia de H sobre (0, 0) es en dos sentidos, directa e implicitamente a tra-
vés de ¢; (0, o; A) al definir el ajuste de y;,. El parametro A de suavizamiento se ajusta utilizando
algunas heuristicas numéricas y visuales, sin embargo, tal parametro también puede ser es-
timado automaticamente por medio de una funcién F (). La manera en cdmo se sintoniza el
parametro A, es similar al uso de la informacion a priori en la estimacion Bayesiana, sin em-
bargo, tal estrategia Bayesiana puede llevar a expresiones no analiticas lo que se traduce en
el uso de computo intensivo como el uso de técnicas de tipo MCMC. El método aqui expuesto
lleva a expresiones analiticas para una eficiente optimizacion y también para una estimacion
de intervalos, que no es posible con métodos como minimos cuadrados (Ramsay et al., 2007).

El sistema en (2.6), se puede expresar para cada variable j, como un operador de la
forma
Lio=%;(t) — F(x;(t), 0)

La magnitud con la cual un funcién X; satisface el sistema x (t) = F (x(t), 6) puede
ser evaluada por una funcién de fidelidad

PEN, = / Lio {%; (1)} dt
De manera conjunta se define una medida compuesta de fidelidad por

PEN (X|Lg, A Z)\ PEN; (

Finalmente, la funcion de ajuste a los datos y la ecuacién de fidelidad se combinan
para dar paso el criterio de ajuste interior

J(c6,0,X) == In{g(e;lc;,0,\)} + PEN (X|))

J

o de manera similar

J(cl6,0,X) = ijHyj x;||> + PEN; (X/0, )

de donde se obtiene la estimacion de ¢c.

La minimizacién de una distancia entre estimadores no paramétricos y una familia para-
meétrica, es un mecanismo clasico de estimacion no paramétrica (Estimador de Minima Distan-
cia, EMD). La diferencia entre el estimador de dos pasos y el estimador EMD es que el primero
no minimiza directamente la distancia entre la funcién de regresién y un modelo paramétrico,
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mas bien la distancia entre las derivadas de la funcién de regresién y el modelo paramétrico
(Brunel, 2008).

El método de dos pasos es mas cercano al de la estimacion EMD que el de sua-
vizamiento generalizado anteriormente expuesto. El enfoque de suavizamiento generalizado
encuentra una curva g que resuelva aproximadamente una ecuacion diferencial, la cual es en-
tonces cercana a la aproximacion por splines de la solucion de la EDO calculada por colocacion:

min Y |y, — g ()]; sujetoa g~ F (-.g.0)|f; < e
Tod=1

El problema de optimizacién es resuelto de forma iterativa, lo cual implica que el esti-
mador no paramétrico es calculado de manera adaptativa con respecto al modelo paramétrico
y a los datos, contrario al método de estimacién a dos pasos, donde usa los datos una vez sin
explotar el modelo paramétrico (Brunel, 2008).

En este sentido se menciona el uso de un estimador no paramétrico para el sistema
(2.6) definido en el intervalo [0,1], sin pérdida de generalidad, que evite explotar el modelo
parameétrico como lo hace el método anterior. Para ello, sea x* la solucion al sistema F' corres-
pondiente al vector de parametros real del sistema 8*. Definamos ademas, la norma

wm@:(éﬁwaw@mQUq

Donde w (t) es una funcion positiva y definida en [0, 1]. El principio de la estimacién en
dos pasos es motivado por el hecho de que es bastante facil construir estimadores consistentes
de la solucién x* y de su derivada x*. Mediante el uso de splines, funciones kernel o polinomios,
se construye un estimador X,, de x*, del cual también se deriva un estimador para x*. El criterio
usado se define como

R, (6) = ‘in — F(t%,,0)

q,w

Que minimiza la distancia entre el modelo paramétrico y su estimador, de donde se
deriva el estimador (Brunel, 2008):

0, = argminR} , (0)
0

1
0, = argmin </
0 0

En este camino de la busqueda de estimadores no paramétricos consistentes, Gugush-

. q 1/q
X, — F (t,Xn, 0)‘ w (t) dt)
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vili y Klaassen (2012), a diferencia de Brunel (2008), que usa regresion por splines, plantean el
uso de un estimador de z; por funciones kernel,

n

~ 1 t—1t;_
%ZZ(ti—til)gK( 5 1)?/15

i=1

Donde K (-) es una funcion kernel y b denota una ventana dependiente del tamafio
muestral. Aqui, b representa un parametro de regularizacién para ajustar la varianza y sesgo.
Bajo este esquema, se define el estimador 6,, de 6,

3. = argmin /01 l#) - @ ,n)HQw () dt

Los métodos basados en dos pasos no se consideran como competidores de la es-
timacion por minimos cuadrados o el método Bayesiano. Puesto que éstos ultimos métodos
requieren de una buena condicién inicial para la estimacion, el método de dos pasos puede ser
un buen complemento para dar una estimacion razonable los parametros iniciales. Una limitan-
te del método es que requiere que todas las variables de estado estén disponibles (variables
observadas), sin embargo lo anterior puede ser solucionado al definir un sistema de ecuaciones
de mayor orden (Gugushvil, 2012).

En linea con el enfoque Bayesiano y los métodos de discretizacion anteriormente ex-
plicados, Stuart (2010) hace hincapié en evitar en lo posible la discretizacion pues menciona
que uno de los retos que afronta la matematica cientifica, es la de dar un marco matematico y
algoritmico coherente que permita combinar modelos matematicos complejos con los conjun-
tos de datos experimentales provenientes de la aplicacion cientifica, lo que ayudaria a tener
una mejor comprension de los fendmenos. Stuart (2010) utiliza un enfoque Bayesiano aplica-
do a espacios funcionales con el fin de obtener una medida (funcion utilizada para cuantificar
el tamafio de un subconjunto), en el sentido Bayesiano, construir una formula para “medir” la
distribucion posterior a partir de datos e informacién a priori.

El enfoque realizado por Stuart (2010) requiere de una nueva notacion, que describi-
remos como sigue. Dado un sistema de la forma

y=x(0) 2.7)

De donde se desea obtener una solucion para @ € X dadoy € Y, donde X, Y, son
espacios de Banach. Definamos a x como el operador observacion y llamemos a y los datos.
El problema de minimos cuadrados (2.2) puede ser entonces traducido a este contexto (2.8),
ahora para alguna norma ||-||,- en el espacio Y.
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1
argmin [y —x(0)]y (2.8)
0cX

Sin embargo, este enfoque también presenta problemas, pues pueden existir sucesiones de
parametros, 6™, que minimicen (2.8) pero que no converjan a un limite en X, o poseer multiples
minimos (como el enfoque tradicional). Tales problemas pueden ser atacados de alguna manera
al resolver un problema de minimizacion regularizado para un espacio de Banach (£, || )
contenido en X y un punto m, es decir,

(1 1
argmin (31 =X @)%+ § Ju— molt

uel

La eleccion de ||| ., |||y ¥ el punto m, son de alguna manera arbitrarios si no se realiza nin-
guna suposicion adicional al modelaje. El enfoque Bayesiano, bajo esta perspectiva, lleva a la
busqueda de una medida de probabilidad p¥ en X, que contenga informacion sobre la proba-
bilidad relativa de diferentes estados de 6, dado los datos y. La derivacion de la medida de
probabilidad ¥ forzara la confrontacion de varios modelos y supuestos matematicos que guia-
ran a la eleccion de las normas ||-||, |||y Y el punto m,. Dado que nuestro principal interés es
el de tratar datos experimentales, reescribamos el sistema (2.7), ahora sujeto a una fuente de
perturbacién (2.9), donde e es una variable aleatoria desconocida de media cero. Describimos
nuestro conocimiento a priori sobre 8, en términos de una medida de probabilidad 1.y, para pos-
teriormente calcular mediante la formula de Bayes la medida de probabilidad posterior 1%, para
6 dadoy.

y=x(0)+e (2.9)

Ejemplificando en este contexto, considere a 8 € R", y € R?y sean ny y ¥ las funcio-
nes de distribucién de probabilidad de las medidas po y Y. Ademas, sea e € R? una variable
aleatoria con densidad p, entonces la probabilidad de y dado « tiene densidad dada por:

p(Y|0) :=p(y —x(0))

La cual representa la verosimilitud de los datos. De la mano de la formula de Bayes
(2.4) y (2.5), se sigue que la distribucion posterior ¥ de la medida ;¥ esta dada por

p(y —x(6))m(6)

) =y X (8)) 70 (6) a6

Dado que [, p(y — x(0)) m (6) d6 sirve como un término normalizador, podemos ex-
presar a 7¥ (@) como
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™ (8) < p(y —x(0)) ™0 (6)

De manera abstracta, la ecuacion anterior expresa que la medida posterior x¥ (con
densidad 7¥) y la medida a priori py (con densidad 7) estan relacionadas por medio de la
derivada Radon-Nikodym

dp

T () ply ~x(0))

Sin pérdida de generalidad, al ser p una densidad y por lo tanto no negativa, la ex-
presion anterior en su lado derecho puede representarse por medio de la exponencial de un
potencial negativo ¢ (0;y)

u

() x exp (2 (8:y)

Forma que generaliza a una situacion donde X y posiblemente Y sean infinito - dimen-
sionales. En el caso en que X y Y sean finito - dimensionales, las perturbaciones en (2.9) son
aditivas y Gaussianas y la medida a priori es Gaussiana, la medida posterior tendra densidad
¥ dada por

1 1
() oxp (=3 Iy = x @) — 5 lu—

2.4. Manejo de incertidumbre

Como se ha visto, existe un gran numero de técnicas de estimacion, sin embargo, es
necesario reconocer la incertidumbre propia del contexto sobre los parametros del modelo; asi
como de las predicciones producto de la estimacién. Vanlier et al. (2013), considera algunas
propiedades en el proceso de estimacidon que permiten cuantificar en cierta forma la incertidum-
bre en los parametros y medir la confianza en el modelo.

Sensibilidad

El analisis de sensibilidad consiste en la perturbacion de los parametros del modelo y
la observacion del efecto sobre la prediccion del mismo. Por medio de este analisis se puede
identificar si el sistema es robusto en el sentido de que es capaz de operar de manera con-
fiable cuando sus parametros fisicos y bioquimicos varian dentro de sus rangos esperados.
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Parametros y componentes sensibles a variaciones pueden introducir fragilidad en el sistema
(Riel, 2006). Existen dos vertientes de tal analisis, uno local y uno global. El primero consta
de la perturbacion de un parametro a la vez, mientras el segundo resulta de la perturbacion
simultdnea de multiples parametros. La interpretacién de ambos enfoques debe ser cuidado-
sa, especialmente al tenerse parametros altamente inciertos, donde el analisis provee de una
valoracion de lo que ocurre al variar los parametros y no asi el de dar una idea del efecto de
la incertidumbre parametral. Técnicas, como el Filtro Monte Carlo, son utilizadas para clasificar
simulaciones de los parametros como aceptadas o no; en este sentido se crean distribuciones
de los parametros aceptados (y no aceptados) para posteriormente calcular una distancia (dis-
tancia Kolmogorov-Smirnov) entre tales densidades como una forma de observar qué tan fuerte
la aceptacion y rechazo se correlaciona con el parametro especifico (Vanlier et al., 2013).

Identificabilidad

La modelacién y simulacién permite generar predicciones y nuevas hipotesis, sin em-
bargo, la calidad de tales interpretaciones y de sus resultados dependera plenamente de la
calidad del modelo. En este sentido, la estimacién de parametros se vuelve un paso critico en
el proceso de modelaje. A pesar de la disponibilidad y calidad de los datos experimentales,
el proceso de estimacion permanece aun como una dificultad enorme desde el punto de vista
matematico y computacional. Tales dificultades se originan, generalmente, de la carencia de
identificabilidad del sistema, es decir, de la dificultad o imposibilidad de asignar valores uni-
cos a los parametros desconocidos o de determinar intervalos finitos de confianza (Chis et al.,
2011). Los métodos tradicionales de estimacion generan un juego de parametros que optimi-
zan de cierta manera el ajuste del modelo a los datos, sin embargo, resulta imprudente realizar
conclusiones con base a un unico ajuste. En este sentido es necesario tratar de evaluar el com-
portamiento del modelo ante todos aquellos parametros que cumplen con describir los datos
experimentales con un cierto grado de fiabilidad.

El analisis resultante lleva el nombre de analisis de identificabilidad. Un modelo es
identificable si se caracteriza por poseer intervalos de confianza finitos. Su ausencia, la no
identificabilidad, puede ser dividida en dos clases: no-identificabilidad estructural, propia de los
parametros del modelo, independiente de los datos y se relaciona a una parametrizacion redun-
dante y esta caracterizada por un conjunto de parametros que puede se variado sin perturbar
la solucion significativamente. Los intervalos de confianza de un parametro con este tipo de
no identificabilidad resultan ser infinitos (Schaber y Klipp, 2011). El segundo tipo de proble-
ma de no identificabilidad se denomina practico, que resulta de la falta de informacion en los
datos y se manifiesta como una verosimilitud plana, y se caracteriza por que los parametros
poseen intervalos de confianza infinitos respecto a un cierto nivel de confianza, es decir, define
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a un cierto parametro como arbitrario en ciertas regiones. En el enfoque Bayesiano ataca este
problema al incorporar, distribuciones de probabilidad a priori de tipo informativas o aportando
datos adicionales, lo que se denomina identificabilidad débil (Vanlier et al., 2013; Schaber y
Klipp, 2011).

Asintoticidad

Otra propiedad de interés en la estimacién de parametros es la de poder determinar la
facilidad con la que se pueden estimar los parametros. Si el modelo es identificable y bajo ciertas
propiedades de regularidad, el estimador maximo verosimil tiende a una distribucién Gaussiana
para un numero lo suficientemente grande de datos, como consecuencia se pueden estimar
intervalos de confianza aproximados utilizando la distribucién ¢ de Student. Tales intervalos no
siempre resultan ser adecuados pues como se ha mencionado, dada la dependencia en la
identificabilidad del modelo, no siempre se cuenta con suficientes datos que puedan respaldar
este supuesto (Vanlier et al., 2013).

Verosimilitud Perfil

La construccioén de la funcién de verosimilitud puede enfrentarse a topologias comple-
jas y por ende resultar en regiones con multiples suboptimos. En este sentido se puede utilizar
la verosimilitud perfil para obtener intervalos de confianza mas confiables. Se basa en el tra-
zado de una trayectoria 6ptima sobre la verosimilitud, o en el caso de la MAP una funcion de
densidad de probabilidad 6ptima. Cada perfil se inicia en el mejor ajuste de los parametros don-
de posteriormente uno de los parametros es seleccionado para ser perfilado y posteriormente
cambiado y al mismo tiempo re-optimizar los parametros restantes. Tal procedimiento es iterado
hasta que el ajuste se vuelva inaceptable o cumpla cierto umbral (Vanlier et al., 2013).

Métodos Basados en Muestreo

El manejo de la incertidumbre, como se ha observado, requiere de ciertos supuestos
que muchas de las veces no se cumplen. Una alternativa para el manejo de incertidumbre son
los denominados métodos basados en muestreo. Tales procedimientos nuevamente divergen
dependiendo del enfoque que se esté utilizando, frecuentista o Bayesiano, que ya se han expli-
cado con anterioridad. En el primero se utiliza una técnica denominada bootstrap, cuyo objetivo
es el de muestrear de las réplicas experimentales disponibles y realizar una estimacion para
cada conjunto muestreado, para posteriormente conformar una muestra de parametros esti-
mados y por tanto una posible distribucion de los mismos que da cierto entendimiento sobre
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la incertidumbre de los parametros. En esta técnica se desprenden dos clases: el boostrap
parameétrico y el no paramétrico.

Bootstrap

El boostrap paramétrico se basa en ajustar un modelo a los datos y obtener muestras
de la distribucion del error parametrizado. En este sentido se esta suponiendo que el modelo
utilizado para generar las muestras es lo suficientemente confiable como para ser equiparado al
proceso que genera los datos experimentales. Un procedimiento alternativo para obtener tales
muestras corresponde al uso de procesos Gaussianos (PG), que corresponde a un conjunto de
variables definidas por una media y una funcién de covarianza que describe cierta relacién entre
los elementos del conjunto. Mediante la utilizacion del teorema de Bayes (2.5) los parametros
del modelo son actualizados a una distribucion posterior; de la cual las muestras pueden ser
obtenidas y posteriormente se les puede suministrar ruido para ser usadas como muestras
bootstrap.

La segunda clase, el bootstrap no paramétrico, se refiere al muestreo con reemplazo
de las réplicas experimentales disponibles. La idea principal es que la variabilidad de las esti-
maciones alrededor de los valores reales es imitada por las estimaciones basadas en bootstrap
sobre las réplicas alrededor del estimador. Cabe sefialar que este enfoque requiere de un sufi-
ciente numero de réplicas para capturar adecuadamente la variabilidad en la muestra. Tras el
uso de las técnicas de bootstrap se pueden obtener intervalos de confianza, sin embargo, tien-
den a subestimar la verdadera region de confianza y por tanto requieren ser corregidos (Vanlier
et al., 2013).

Mientras los métodos deterministas se centran en la minimizacion y calculo de cotas
para intervalos de confianza, la alternativa Bayesiana utiliza integracion intensiva. En este senti-
do, este enfoque requiere de muestreo sobre las densidades de probabilidad inmiscuidas, para
asi determinar cotas que contengan un intervalo al (1 — «) 100 % de la densidad objetivo, sin em-
bargo, integracién numeérica simple no resulta ser una opcion, dado el alto costo computacional
requerido, por lo que alternativas como el muestreo MCMC son utilizadas.

Técnicas Markov Chain Monte Carlo (MCMC)

En la practica, un muestreo uniforme sobre el espacio de parametros resulta ser ex-
tremadamente ineficiente debido a que las verosimilitudes obtenidas de cada muestra resultan
tener regiones de baja probabilidad, lo que se traduce en la presencia de 6ptimos locales.
Otra alternativa es el muestreo por importancia, que consiste en muestrear de acuerdo a cierta
funcidon de densidad de probabilidad (g), en vez de la funcién de densidad objetivo. Es claro
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entonces que para obtener buenos resultados, la distribucion g debe ser tan cercana a la distri-
bucidn objetivo como se pueda, sin embargo para modelos no lineales no es trivial encontrar tal
funcidén g. Técnicas para evitar problemas como los que presenta el muestreo por importancia
son las denominadas técnicas Markov Chain Monte Carlo (MCMC) (Vanlier et al., 2013).

Los métodos MCMC son técnicas de simulacion de procesos estocasticos que poseen
distribuciones de probabilidad conocidas hasta alguna cierta constante de proporcionalidad.
Pueden ser usadas para simular una amplia variedad de variables aleatorias y procesos esto-
casticos y son de gran utilidad en la inferencia estadistica frecuentista, Bayesiana y de verosimi-
litud (Geyer, 1992). Trabajan muestreando directamente de la distribucion de densidad objetivo,
denominada distribucion posterior. Con el fin de asegurar la convergencia del muestreo, se re-
quiere que la distribucion posterior sea débilmente identificable, es decir, que eligiendo una a
priori lo suficientemente informativa, se pueden rebasar regiones de baja probabilidad en la
funcién de densidad de probabilidad posterior. Algoritmos dentro de este tipo de métodos de
muestreo son el Metropolis-Hastings y el population-based MCMC, que forman parte del estudio
de la presente investigacion.

Método Metropolis-Hastings

Basado en la aplicacion de reglas de salto para el muestreo de un cierto 8* de una
distribucion de salto (jumping distribution) en un tiempo ¢, con el objetivo de muestrear de la
distribucion posterior, el muestreo es realizado de forma secuencial de tal forma que la distri-
bucion de las muestras es dependiente sélo del ultimo valor obtenido; conformando asi, una
cadena de Markov; de ahi su nhombre. Una cadena de Markov es una sucesion de variables
0'. 6%, ..., con la propiedad de que para cualquier valor de ¢, la distribucion de 6" sélo depende
del valor mas reciente, es decir ' '. El punto esencial es que la cadena es elegida de tal forma
que la distribuciéon converge a p (8]y) (Congdon, 2006).

La metodologia se resume de Gelman et al., (2004) como:
1. Se toma un punto inicial 8°, tal que p (6°|y) > 0 de una distribucion inicial p (6).
2. Parat=1,2,..:

a) Muestrear un 6 propuesto de una distribucion de salto (o distribucion pro-
puesta) en una tiempo ¢, .J (8]0 ").

b) Se calcula el cociente entre las densidades

Oy /(071
P (OTy) /7 (0)
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c) Se define

. 0" con probabilidad min (r, 1)
ot =
0'~' en otro caso

Dado el valor actual de "', la distribucion de transicion 7, (6'|6'"') de la cadena
de Markov es una mezcla de puntos de masa en 8" = 6" !, y una version ponderada de la
distribucion de salto J; (0t|0t‘1), que se ajusta al cociente de aceptacion. El algoritmo requiere
la habilidad de computar la razén r, para todo par (8, 6*) y tomar 6 de la distribucion de salto
para todo 0 y t. El objetivo es muestrear de la distribucion objetivo mediante J (6*|0) = p (6 |y)
para todo ¢ (Gelman et al., 2004).

Tal ejecucion permite implementar multiples cadenas de forma simultanea para moni-
torear la convergencia del muestreador a la distribucion posterior (Gelman et al., 2004). Uno
de los inconvenientes es que el uso de a prioris dispersas o alejadas de la distribucidn objetivo
produce tasas de aceptacion bajas. Tasas de aceptacién muy altas generan una alta autoco-
rrelacion en la muestra debido a la restriccién de la cadena a un espacio determinado, mientras
que tasas de aceptacion bajas tienden a provocar el mismo problema al fijarse en valores de-
terminados (Congdon, 2006). Tales tasas de aceptacion pueden ser mejoradas al concentrar el
muestreo cerca del estado actual de la cadena, pero ello se traduce en una lenta e ineficiente
busqueda en el espacio de parametros. El problema de muestreo local sumado a la autoco-
rrelacion producida por las sucesivas observaciones se traduce en una mezcla pobre sobre el
espacio de parametros.

La eficiencia de este algoritmo se ve incrementada al usar una distribucién a priori tan
cercana como sea posible de la distribucion objetivo, por el hecho de que distribuciones planas
o muy dispersas, incluyen regiones multimodales cayendo asi en el problema del Local-Trap
(Congdon, 2006; Faming et al., 2010). Este tipo de método en situaciones de multimodalidad
(como en el caso de modelos oscilatorios) puede converger prematuramente a un modo subdp-
timo dejando sin explorar regiones con mejores soluciones.

Método population-based MCMC Jasra (2007)

Una alternativa para evitar el problema del Local-Trap que sufre el algoritmo Metropolis-
Hastings es el population-based MCMC. Este método utiliza técnicas como el Parallel Tempe-
ring (PT) y el intercambio de informacién para resolver problemas de modas locales. Distri-
buciones multimodales pueden resultar un problema para las técnicas de simulacion MCMC
(Vyshemirsky y Girolami, 2008). Dado que el objetivo es muestrear toda la distribucion poste-
rior, esto implica muestrear cada moda con una probabilidad significativa. Sin embargo, resulta
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facil a las cadenas de Markov permanecer en una vecindad de tales modas por un largo tiempo.
Lo anterior ocurre cuando las modas se encuentran separadas por regiones de baja densidad.
Resultando asi que saltos de tipo Metropolis-Hastings entre tales regiones sean rechazados.

La técnica PT es una estrategia para mejorar la eficiencia de barrido del espacio para-
metral en la simulacion MCMC. Con la distribucion p (f]y) como objetivo, esta técnica trabaja
un conjunto de K + 1 simulaciones MCMC, cada una de ellas con su propia distribucion es-
tacionaria py (8ly), k£ = 1,2,..., K, donde p, (8ly) = p(8ly), ¥ p1,-.., px son distribuciones con
la misma forma basica pero con probabilidades altas para barrer el espacio a través de las
distintas modas.

= La sucesion de densidades {p; (@|y)} sera seleccionada de tal forma que todas estén
relacionadas, y en general, mas faciles de simular que p (6|y).

= E| uso de una poblacién de muestreadores permitira movimientos mas globales (que una
cadena simple de tipo MCMC), construidas de tal forma que resulten en un mezclado mas
rapido de los algoritmos MCMC (Jasra et al., 2005).

Es decir, aproxima la distribucién posterior de 0 a través de una sucesion de k£ =1, ..., K apro-
ximaciones py. (0]y) ~ p (0|y) definidas por un gradiente de amortiguado 0 < v < -+ < 3, = 1,
donde py, (8]y) x (p(y|0))™ p (0) (Campbell y Steele, 2012).

Problemas de lentitud de mezclado producidos por modas locales se ven resueltos al
introducir kernels de transicion con distribuciones estacionarias con diversos grados de disper-
sion, lo anterior produce poblaciones de muestras que permiten movimientos mas globales que
una cadena simple de tipo Metropolis-Hastings. Esto ultimo resulta favorable cuando se tienen
modelos de alta complejidad o modelos de tipo oscilatorio (Vyshemirsky & Girolami, 2008).

Otra alternativa para muestrear de la distribucion posterior son las técnicas de mues-
treo Monte Carlo Secuencial, en los cuales a diferencia de tenerse multiples cadenas en in-
teraccion, propagan conjuntos de parametros, denominados particulas, a través de series de
distribuciones intermedias, sin embargo tales distribuciones con el tiempo se vuelven mas difi-
ciles de muestrear. Alternativas donde se evita por completo el muestreo y uso de técnicas de
tipo MCMC han sido desarrolladas con el fin de mitigar el alto costo y tiempo computacional
requerido por las anteriores técnicas (Vanlier et al., 2013).

Simulacioén libre de MCMC

Métodos que evitan el muestreo de las funciones de probabilidad de los modelos, en
lugar de resolver el sistema de ecuaciones ordinarias, estiman las derivadas de los estados del
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sistema permitiendo trabajar con el sistema de ecuaciones directamente. Tales técnicas hacen
uso de aproximaciones de las dinamicas observadas por medio de splines para posteriormente
realizar la optimizacion. Esta aproximacion, sin embargo, requiere que todos los estados del
sistema hayan sido medidos ademas de requerir de un parametro que regule el nivel con que
la aproximacion por funciones base se ajuste a los datos. Este enfoque fue generalizado por
Ramsay et al. (2007), donde el ajuste por splines y el parametro de ajuste a los datos (fidelidad)
fueron combinados en un mismo paso de estimacion (Vanlier et al., 2013).

La estimacion de parametros y la cuantificacion de la incertidumbre, hasta ahora men-
cionados, han generado un panorama de algunos de los métodos disponibles para la estimacion
de parametros. Cada uno provee de formas particulares de tratar la incertidumbre muestral asi
como de pros y contras en su aplicacion. El proceso de modelaje proporciona las herramien-
tas para realizar predicciones tanto cualitativas como cuantitativas. Tras obtener un modelo
parametrizado, se pueden realizar predicciones cuantitativas sobre el comportamiento de com-
ponentes del sistema que aun no se han medido, asi como predicciones cualitativas de posibles
procesos que rigen el comportamiento observado o el de analisis de interacciones complejas
antes de pruebas experimentales. Tras haber podido verificar nuestras predicciones de mane-
ra experimental ganamos confianza en nuestro modelo al afirmar que puede capturar todos
aquellos procesos de importancia que explican nuestro fendmeno.

Al comparar varios modelos candidatos y realizando algun analisis de discriminacién
sobre los modelos, se pueden hacer predicciones acerca de los procesos aun desconocidos. Es
evidente que es mas facil cambiar un parametro en un modelo matematico que el de sintonizar
una caracteristica bioquimica en vivo. Por lo tanto, los modelos bien definidos son utiles para
predecir resultados mucho antes de realizar un experimento. Es asi que un buen modelo se
traduce como una prueba rapida y de bajo costo del proceso experimental (Schaber y Klipp,
2011).
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3. Comparacién de Métodos de Estimaciéon Bayesiana en Sis-
temas Estables y Ciclicos

Introduccion

Como cualquier otro método de estimacién, los métodos de muestreo de tipo MCMC
se enfrentan a ventajas y desventajas surgidos de la forma en que fueron construidos. Con el
fin de observar el desempefio y las eficiencias de los métodos de estimacion Bayesianos aqui
estudiados, se procedié a la comparacion de los mismos. Para ello se procedi6 a la estimacion
de parametros de un par de sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales del tipo
Presa-Depredador (Lotka-Volterra). Tales sistemas describen la competencia por los recursos
entre dos especies bajo distintos escenarios y de distinta complejidad.

El fendmeno presa-depredador se caracteriza por la interaccion entre especies com-
petidoras de tal manera que la ausencia de una provoca la disminucién o desaparicion de la
otra. Tal interaccién genera un ciclo de aumento y disminucién poblacional de manera perio-
dica, sin embargo, dado que el ambiente también determina la capacidad para sostener una
especie, existe una variante del fenomeno donde las poblaciones estan, ademas, sujetas a una
cierta capacidad ambiental (Spiegel, 1983). Para nuestros fines, y sin pérdida de generalidad,
consideraremos dos especies, conejos y zorros, que hacen el rol de presas y depredadores,
respectivamente.

3.1. Modelos

Denominaremos a la poblacién de conejos por R (Rabbits) y la de zorros por F (Foxes),
por su traduccion a inglés. Se consideran dos modelos, ambos con cuatro parametros y sujetos
a cuatro hipétesis comunes mas una quinta para el caso especifico del segundo modelo, como
se menciona en Blanchard et al. (1999):

1. Si no hay zorros presentes, los conejos se reproducen a una tasa proporcional a su po-
blacién y no afecta la sobrepoblacion.

2. Los zorros se comen a los conejos y la proporcién a la que los conejos son devorados es
proporcional a la tasa a la que los zorros y conejos interactuan.

3. Sin conejos que comer, la poblacién de zorros declina a una razén proporcional a ella
misma.
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4. La tasa de nacimientos de los zorros va en proporcidn al numero de conejos comidos
por zorros que, por la segunda hipotesis, es proporcional a la razén a la que los zorros y
conejos interactuan.

5. Supone que en ausencia de depredadores la poblacién obedece a un modelo logistico
de crecimiento en vez de uno exponencial. En este caso la capacidad del entorno para
sustentar a la poblacion de presas esta dado en el modelo (3.2) por la expresion 1 —
(R (t) /2), con limite de capacidad 2.

Los parametros son cuatro y se describen como sigue:
a: Razén de crecimiento de conejos.
b: Numero de interacciones conejos - zorros en las que el conejo es devorado.
c: Razon de muertes de zorros.
d: Beneficio a la poblacién de zorros de un conejo devorado.

Bajo estas hipotesis se desprenden dos modelos: el primero modelo (3.1), corresponde
a una dinamica oscilatoria (Figura 3.1), mientras el segundo modelo (3.2), corresponde a una
dinamica que se estabiliza en el tiempo (Figura 3.1).

%R(t) — a-R(t)—b-F(t)R(t) (3.1)
d
ZF(t) = —c F(t)+d F@)R()
%R(t) — @R[ =R()/2—b-F()R() (3.2)
%F(t) — ¢ F()+d-F(t)R(t)

La Figura 3.1 muestra las soluciones estimadas del par de modelos para las condicio-
nes iniciales al tiempo cero, R (0) =4y F (0) = 2; y con parametros 6 =(ap = 2, by = 1.2, co = 1,
dy = 0.9). De tales soluciones se observa que el modelo (3.1) presentan oscilaciones en su
dinamica mientras que las trayectorias del modelo (3.2) tienden a estabilizarse con el tiempo.
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Estimacion

Para el proceso de estimacion se simularon datos en un intervalo de tiempo [0, 15] divi-
dido en 300 puntos por medio de métodos numéricos. Posteriormente se anadié un ruido aditivo
e con distribucion N (0,0%) y o = 0.5. El proceso de estimacion requiere de distribuciones a prio-
ri de los parametros, suponiendo desconocimiento de los mismos se dieron a priori uniformes
U [0, 3] para cada uno de los 4 parametros. El software se corrié hasta alcanzar un cierto limite
de iteraciones, donde la literatura sugiere 200,000 iteraciones como limite de “quemado” (Burn-
In). Finalmente se obtuvo una muestra de las distribuciones posteriores de los parametros de
tamano 6,000 para cada uno de ellos, utilizando un Thinning muestral de 5 (iteraciones entre
muestreo).

Modelo 1
5—
= R(t) (Conejos)
= = = [(t) (Zorros)
0
Q
c
h=)
Q
<
Q
o)
o
Tiempo
Modelo 2
4
n 3
)
<
o
gz
I
o
&
2 - ----------------------------------------------I
0 | | |
0 5 10 15
Tiempo

Figura 3.1: Por filas las soluciones para el sistema presa depredador para los modelos (3.1) y (3.2),
respectivamente.
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3.2. Algoritmos Metropolis-Hastings y population-based MCMC
Modelo (3.1)

La Figura 3.2 en sus dos columnas muestra las distribuciones posteriores de los pa-
rametros del sistema presa-depredador para el modelo (3.1), estimadas mediante los métodos
Metropolis-Hastings y population-based MCMC, respectivamente. En la primera columna (mé-
todo Metropolis-Hastings) se observan distribuciones multimodales con regiones de alta den-
sidad en los extremos de la distribucion, particularmente alrededor del cero. Tal fendmeno es
mas evidente en los parametros c y d (filas 3 y 4, respectivamente), situacion que se repite
en la segunda columna (método population-based MCMC). La existencia de tales regiones de
probabilidad en los extremos de las distribuciones, se traduce en la estimacion de intervalos
de probabilidad bastante extensos y por lo tanto, poco informativos. En general, los intervalos
de probabilidad para los parametros a y b (filas 1 y 2, respectivamente), resultan ser mas re-
ducidos en el caso de la estimacion por medio del método population-based MCMC, y estas
distribuciones son mas concentradas que en el caso del método Metropolis-Hastings. Respec-
to a las estimacién del parametro (linea roja cortada), se encuentra cercana al valor real del
parametro (linea negra punteada), cabe sefialar que tal estimacién corresponde a la moda de
la distribucion posterior respectiva.

Siguiendo con este analisis comparativo y con el fin de exhibir el problema del Local-
Trap, se realizd una segunda estimacion (que denominaremos réplica) de parametros para
ejemplificar los problemas que presenta el método Metropolis-Hastings ante sistemas comple-
jos como lo es el modelo (3.1). La nueva estimacion se realiza bajo los mismos parametros
y condiciones iniciales de los usados con anterioridad. Lo que refleja Unicamente el caracter
aleatorio de la estimacion ante el problema ya mencionado.

La Figura 3.3 presenta nuevamente las distribuciones posteriores de los parametros del
modelo (3.1) en una segunda estimacion, obtenidas a partir de los métodos Metropolis-Hastings
y population-based MCMC, respectivamente. Se observan distribuciones similares al de la pri-
mera estimacion (Figura 3.2), sin embargo es claro que para los parametros c y d, estimados
por medio del método Metropolis-Hastings (Figura 3.3, columna 1, filas 3 y 4), el parametro es-
timado (linea vertical roja cortada) resulta estar muy alejado del valor real del parametro (linea
negra vertical punteada). Su localizacién es ahora en una regiéon con una alta densidad dentro
de la distribucion bimodal, de hecho, el intervalo de probabilidad contiene valores negativos, lo
que resulta absurdo al ser los parametros estrictamente positivos. Si bien en la segunda colum-
na, correspondiente al método population-based MCMC, las distribuciones son bimodales para
los parametros c y d (filas 3 y 4), el método arroja un estimador muy cercano al valor real del
parametro (totalmente contrario al primer método, para estos parametros). En el caso de los
parametros a y b (filas 1y 2, Figura 3.3) el método population-based MCMC (segunda columna)
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recupera distribuciones de probabilidad concentradas alrededor del valor real del parametro,
situacion que no ocurre con el método Metropolis-Hastings (primer columna), que nuevamente
posee distribuciones dispersas y con intervalos de probabilidad muy extensos.

Modelo (3.2)

Siguiendo con la estimacion de parametros, ahora se ha de considerar el modelo (3.2),
que corresponde a una dinamica que se estabiliza en el tiempo y carece de las oscilaciones
presentes en el modelo (3.1). La Figura 3.4 muestra las distribuciones posteriores para los
parametros (filas) a partir de los métodos Metropolis-Hastings y population-based MCMC (co-
lumnas). Se observa una marcada diferencia respecto a las distribuciones obtenidas para el
modelo (3.1), puesto que ahora se tienen distribuciones unimodales y con intervalos de proba-
bilidad mas reducidos. Los estimadores dados por la moda de la distribucion (linea vertical roja
cortada) resultan ser muy similares en ambos métodos.
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Figura 3.2: Distribuciéon de densidad posterior para los parametros estimados por los métodos
Metropolis-Hastings y population-based MCMC (columnas) a partir de los datos del modelo (3.1). Por
filas, la distribucion posterior aproximada de los parametros a, b, ¢ y d, respectivamente. Se indica el
valor real por la linea punteada negra y el estimado por la linea cortada roja. Las lineas verticales rojas
y solidas corresponden a los limites inferior y superior de los intervalos de probabilidad al 85 %.
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Figura 3.3: Distribucién de densidad posterior para los parametros estimados por los métodos
Metropolis-Hastings y population-based MCMC (columnas) a partir de los datos del modelo (3.1) en
una segunda estimacion. Por filas, la distribucidn posterior aproximada de los parametros a, b, c y d,
respectivamente. Se indica el valor real por la linea punteada negra y el estimado por la linea cortada
roja. Las lineas verticales rojas y solidas corresponden a los limites inferior y superior de los intervalos
de probabilidad al 85 %.
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Figura 3.4: Distribucién de densidad posterior para los parametros estimados por los métodos
Metropolis-Hastings y population-based MCMC (columnas) a partir de los datos del modelo (3.2). Por
filas, la distribucién posterior aproximada de los parametros a, b, ¢ y d, respectivamente. Se indica el
valor real por la linea punteada negra y el estimado por la linea cortada roja. Las lineas verticales rojas
y solidas corresponden a los limites inferior y superior de los intervalos de probabilidad al 85 %.
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3.3. Soluciones estimadas

Los Cuadros 3.1, 3.2y 3.3, contienen los parametros estimados por la moda de las dis-
tribuciones posteriores a partir de los métodos Metropolis-Hastings y population-based MCMC,
correspondientes a las Figuras 3.2, 3.3 y 3.4, respectivamente.

Las Figuras 3.5 y 3.6 muestran por filas las soluciones versus los datos para las fun-
ciones R (t) y F (t), respectivamente, a partir de los parametros de los Cuadros 3.1y 3.2. Las
soluciones estimadas por el método Metropolis-Hastings se muestran por medio de la linea ma-
genta continua (MH) y las soluciones estimadas por medio del método population-based MCMC
se muestran por la linea negra cortada (PB). Ambas estimaciones resultan ser muy similares
en la primera réplica de estimacion, sin embargo, al observar las soluciones estimadas (Figura
3.6, Cuadro 3.2) a partir de los parametros obtenidos de la segunda estimacion (Figura 3.3),
se observa una completa pérdida de los datos por parte de la solucion estimada por medio del
meétodo Metropolis-Hastings, debido al Local-Trap.

Con respecto al modelo (3.2), el Cuadro 3.3 y la Figura 3.7 muestran respectivamente
los parametros y soluciones estimadas. Las soluciones resultan ser bastante cercanas entre si,
adecuandose a los datos experimentales de manera razonable.

Cuadro 3.1: Parametros estimados por los métodos Metropolis-Hastings y population-based MCMC a
partir de la moda de la distribucion posterior para el modelo (3.1).

| Modelo (3.1) | e | b | ¢ | d |
Reales 2 1.2 1 0.9

Metropolis-Hastings 2.0013 | 1.202 | 0.9909 | 0.8917

Population-based MCMC | 2.0448 | 1.2267 | 0.9806 | 0.8859

Cuadro 3.2: Parametros estimados por los métodos Metropolis-Hastings y population-based MCMC a
partir de la moda de la distribucién posterior para el modelo (3.1) en una segunda réplica de estimacion.

| Modelo (3.1) | a | b | ¢ | d |
Reales 2 1.2 1 0.9

Metropolis-Hastings 1.8967 | 1.1398 | 0.0462 | 0.005

Population-based MCMC | 1.9859 | 1.1891 | 0.9944 | 0.8892

Cuadro 3.3: Parametros estimados por los métodos Metropolis-Hastings y population-based MCMC a
partir de la moda de la distribucion posterior para el modelo (3.2).

| Modelo (3.2) | e | b | ¢ | d |
Reales 2 1.2 1 0.9

Metropolis-Hastings 2.2097 | 1.2937 | 0.8841 | 0.8061

Population-based MCMC | 2.2336 | 1.2446 | 0.8447 | 0.7874




Modelo 1: Datos vs Estimados

Conejos: R(t)

Zorros: F(t)

Tiempo

Figura 3.5: Soluciones estimadas para el modelo (3.1) en la primera réplica. Soluciones a partir de los
métodos Metropolis-Hastings (MH, linea magenta continua) y population-based MCMC (PB, linea negra
cortada).

Modelo 1: Datos vs Estimados (réplica)
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Figura 3.6: Soluciones estimadas para el modelo (3.1) en la segunda réplica. Soluciones a partir de los
métodos Metropolis-Hastings (MH, linea magenta continua) y population-based MCMC (PB, linea negra
cortada).
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Modelo 2: Datos vs Estimados

Conejos: R(t)

Tiempo

Zorros: F(t)

Tiempo

Figura 3.7: Soluciones estimadas para el modelo (3.2) en la primera réplica. Soluciones a partir de los
métodos Metropolis-Hastings (MH, linea magenta continua) y population-based MCMC (PB, linea negra
cortada).
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3.4. Resultados

El método Metropolis-Hastings es sensible al enfrentarse a modelos complejos, en es-
te caso ante una dinamica oscilatoria como lo es el modelo (3.1). El inconveniente del local-trap
que presenta este método genera problemas graves de estimacion en las soluciones como
lo muestra la Figura 3.6, donde al arrojar valores de parametros (parametros c y d) producto
de un estancamiento en regiones subdptimas (producto de la multimodalidad), genera solu-
ciones completamente alejadas del comportamiento de los datos experimentales. El método
Metropolis-Hastings resulta ser impredecible ante modelos complejos, pues si bien podria al-
canzar la moda 6ptima en una estimacién, es capaz, de en una estimacion distinta, saltar a una
moda subdptima.

Contrastando en la estimacion se encuentra el método population-based MCMC, que
si bien genera distribuciones multimodales ante modelos complejos (bimodales en el caso del
modelo (3.1)), distingue perfectamente entre la moda éptima y subdptima independientemente
de cuantas veces se realice la estimacion; situacion que no ocurre, como ya se observo, con
el método Metropolis-Hastings. Como resultado, el método population-based MCMC logra des-
cartar modas subodptimas logrando una mejor aproximacion al valor real, independientemente
de la complejidad del modelo.

En sintesis, el método Metropolis-Hastings resulta ser un algoritmo eficiente ante mo-
delos de baja complejidad y donde la informacién a priori es suficiente; mientras que para mode-
los complejos y cuando se posee poca informacién, el método population-based MCMC resulta
tener un mejor desempefio en la estimaciéon de parametros corroborando lo mencionado en
general por Vyshemirsky y Girolami (2008).
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4. Efecto del Ruido en Datos y de la Complejidad de Siste-
mas Dinamicos Sobre la Estimacion Bayesiana

Introduccion

En la seccidon anterior se comparo un par de métodos de estimacion Bayesianos y
se concluyo que el algoritmo population-based MCMC se desempefia de mejor manera ante
sistemas dinamicos complejos y con falta de informacion del fendmeno. Tras haber optado
por un método de estimacioén, lo que sigue es determinar qué efectos tiene el ruido muestral
sobre la estimacion de parametros, asi como el efecto de la complejidad del modelo propuesto.
Para tal fin, la idea es considerar distintos niveles de ruido ademas de un modelo dinamico
con la cualidad de que su comportamiento sea altamente complejo, y observar el efecto de
tales circunstancias sobre las distribuciones posteriores de los parametros. Especificamente,
se utilizara el sistema de Lorenz como modelo representativo de este analisis.

Uno de los sistemas de ecuaciones diferenciales mas famosos en el campo de la me-
teorologia es el denominado sistema de Lorenz, formulado en 1963 debe su nombre a E. N.
Lorenz que buscaba construir un modelo que explicara la conveccién atmosférica (Hirsch et
al., 2004 y Heinz-Otto et al., 2004). Debido a su naturaleza, el sistema de Lorenz constituye un
tipo especial de modelo cuyo comportamiento resulta ser caético en su dinamica. La definicién
de caos en sistemas deterministicos descrita por Heinz-Otto et al. (2004) se refiere a que un
mismo sistema genera un comportamiento “aleatorio” como parte fundamental de su dinamica
y que no importando la cantidad de informacién suministrada al modelo, tal comportamiento
no desaparece. Esta “aleatoriedad fundamental” es a lo que se denomina caos. Sin embargo,
el uso de la palabra aleatorio unicamente cobra sentido al representar el comportamiento im-
predecible del fendmeno, pues el caos es deterministico, es decir, esta regido por reglas fijas
que no envuelven ningun elemento aleatorio. A pesar de que el sistema de Lorenz es un in-
tento de modelar una dinamica tan complicada como lo es el clima, el sistema resultante utiliza
unicamente ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden. La idea sobre la que se basa
el sistema es simple, a partir de un unico fluido, éste es calentado desde abajo y por lo tanto
asciende, posteriormente es enfriado desde arriba y por lo tanto desciende (Hirsch et al., 2004).

El sistema de Lorenz consta de tres ecuaciones ordinarias de primer orden y tres pa-
rametros (0, = (s, b, r)) como se muestra a continuaciéon (Scheinerman, 1996):
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A partir de los valores de los parametros s, b y r, se consideraron dos esquemas del
sistema anterior, un estado cadtico y un estado no cadético. Para el estado no cadtico pero ciclico
convergente los parametros fueron:

0o = (s = 10, b = 2.6666, r = 18.3) (4.1)

Tal configuracion corresponde a un estado de conveccion estacionario, y la solucion
al sistema de Lorenz correspondiente se muestra en la Figura 4.1, donde se observa un claro
comportamiento oscilatorio periddico convergente. Por otro lado, para el estado cadtico, los
parametros correspondientes son:

0o = (s = 10, b = 2.6666, r = 28) (4.2)

Estos son los parametros originales que llevaron al descubrimiento por parte de Lorenz
de las implicaciones del caos, tal configuracion determina una dinamica oscilatoria pero irregular
no convergente en cada estado como se muestra en la Figura 4.2 (Hirsch et al., 2004).
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Solucién al sistema de Lorenz en su estado no caético

T T T T T
20— —
<
10—~ -
0 | | | | |
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20— -
>
10— -
0 | | | | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
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0 | | | | | | | | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Tiempo

Figura 4.1: Soluciones para el sistema de Lorenz en su estado no cadtico correspondiente a los para-
metros (4.1).

Solucién al sistema de Lorenz en su estado cadtico
40F T T T T T —

-20E | | | | | | | | | —
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Tiempo

Figura 4.2: Soluciones para el sistema de Lorenz en su estado cadtico correspondiente a los parametros
(4.2).
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4.1. Simulacién y estimacion

Para cada conjunto de parametros se calcularon las soluciones del sistema de Lorenz
con condiciones iniciales dadas por (4.3), en un intervalo de tiempo ¢ = [0, 20].

Xo 1
Yo | =1 1 (4.3)
Zo 10

Al conjunto de datos asi construido se le adiciond ruido gaussiano con media cero y
desviacion estandar o de 0, 0.5, 1, 2 y 4, respectivamente, a la que referiremos en adelante
como nivel de ruido. Para el caso de o = 0, se estan considerando los datos sin ruido anadido,
obtenidos directamente de la simulacion bajo los parametros dados por (4.1) y (4.2), Figuras
4.1y 4.2, respectivamente.

La condicion inicial de cada variable se conservo fija, es decir, no se le afadio ruido
alguno. Para la estimacién se utilizé el método population-based MCMC por medio del software
BioBayes. En ambos casos (estado cadtico y no cadtico) se dieron distribuciones a priori infor-
mativas de tipo Gaussianas con media igual al valor real del parametro y con una desviacion
estandar o de 0.1. Se fijé un limite de Burn-In de 200,000 iteraciones con un Thinning muestral
de 5 y una muestra posterior de tamafio 2000. Para la estimacion en el sistema con estado no
caotico se utilizaron 8 cadenas paralelas e igual numero de muestreadores independientes. En
el caso caotico se utilizaron 10 cadenas en paralelo y 5 muestreadores independientes.

4.2. Sistema de Lorenz: estado no caoético

El Cuadro 4.1 muestra los parametros estimados por la moda de las distribuciones
posteriores de los parametros del sistema de Lorenz en su estado no cadtico a distintos niveles
de ruido. Este estimador dado por la moda no presenta problema de estimacién. Las Figuras
4.3, 4.4 y 4.5 muestran las distribuciones posteriores de los parametros s, b y r; a distintos
niveles de ruido muestral para el sistema de Lorenz en su estado no cadtico.

Cuadro 4.1: Parametros reales y estimados a partir de datos a distintos niveles de ruido con desviacion
estandar sigma para el sistema de Lorenz en su estado no cadtico.

| Pardmetro | Real | Sin ruido | Ruido 0.5 | Ruido 1 | Ruido 2 | Ruido 4 |

s 10 9.9901 10.01 10.1498 | 10.0334 | 10.0253
b 2.6666 | 2.6922 2.6668 | 2.6549 | 2.667 | 2.6704
r 18.3 | 18.2432 | 18.303 | 18.2792 | 18.3088 | 18.3055
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4.21. Estimacion
Parametro s

La Figura 4.3 muestra las distribuciones posteriores (misma escala en el eje horizontal
para los distintos niveles de ruido), del parametro s a distintos niveles de ruido. En la Figura
4.3 para los datos sin ruido afiadido (¢ = 0, primer fila) y datos con ruido 0 = 2y o = 4 (filas
4y 5), se observa que las distribuciones posteriores presentan un comportamiento claramente
unimodal y poseen intervalos de probabilidad (al 85 %) reducidos alrededor de la moda (linea
roja cortada). Una situacion contraria se presenta para las distribuciones con ruido o de 0.5 y
1 (filas 2 y 3), que poseen intervalos de probabilidad muy extensos, ademas de que en el caso
de o = 1 (fila 3) tal intervalo no contiene al valor real del parametro (linea negra punteada), aun
cuando el intervalo es mas estrecho que en el caso de ¢ = 0.5. Cabe senalar que el caso de
o = 0 posee los intervalos de probabilidad mas extensos.

Parametro b

La Figura 4.4 muestra las distribuciones posteriores (misma escala en el eje horizontal
para los distintos niveles de ruido) del parametro b, a distintos niveles de ruido. En general
se observa que independientemente del nivel de ruido, los intervalos de probabilidad al 85 %
son bastante reducidos alrededor de la moda de la distribucién. Sin embargo, observando mas
de cerca se tiene que para la distribucion posterior correspondiente a ¢ de 0.5 y 1 (filas 2
y 3), presentan zonas de alta densidad en sus colas izquierdas. En general salvo lo anterior
mencionado, se observan distribuciones unimodales y la moda se encuentra cerca del valor real
del parametro, excepto para los casos de o igual a 0 y 1, que presentan sus estimadores (lineas
rojas cortadas) relativamente alejados del valor real (linea negra punteada). Nuevamente para
el caso de o = 0, los intervalos de probabilidad son mas extensos.

Parametror

La Figura 4.5 muestra las distribuciones posteriores escaladas (misma escala en el eje
horizontal para los distintos niveles de ruido) del parametro r, a distintos niveles de ruido. Como
en el caso del parametro s, las distribuciones correspondientes a los datos con ruido o de 0.5y
1 (filas 2 y 3) poseen regiones de alta densidad en las colas derechas de las distribuciones, por
lo que los intervalos de probabilidad son extensos. En general se tienen distribuciones unimo-
dales aunque se presenta una clara bimodalidad en al caso de o = 0.5 (fila 2). Nuevamente es
persistente que la distribucion para el caso de ¢ = 0 es unimodal y de intervalos de probabilidad
extensos respecto a las demas distribuciones.
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Parametro: s (Estimado = 9.9901 ) Nivel de Ruido: 0 =0
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Figura 4.3: Por filas, la distribucién posterior del parametro s del sistema de Lorenz en su estado no
caotico a distintos niveles de ruido con desviacién estandar o de 0, 0.5, 1, 2, y 4, respectivamente. Valor
real (linea negra punteada), valor estimado (linea roja cortada) e intervalo de probabilidad al 85 % (lineas
rojas solidas).
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Parametro: b (Estimado = 2.6922 ) Nivel de Ruido: 6 =0
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Figura 4.4: Por filas, la distribucién posterior del parametro b del sistema de Lorenz en su estado no
caotico a distintos niveles de ruido con desviacién estandar o de 0, 0.5, 1, 2, y 4, respectivamente. Valor
real (linea negra punteada), valor estimado (linea roja cortada) e intervalo de probabilidad al 85 % (lineas
rojas solidas).
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Parametro: r (Estimado = 18.2432 ) Nivel de Ruido: 6 =0
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Figura 4.5: Por filas, la distribucion posterior del parametro r del sistema de Lorenz en su estado no
caotico a distintos niveles de ruido con desviacién estandar o de 0, 0.5, 1, 2, y 4, respectivamente. Valor
real (linea negra punteada), valor estimado (linea roja cortada) e intervalo de probabilidad al 85 % (lineas
rojas solidas).
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Solucién para Variable X del sistema de Lorenz en su estado no Caético e Datos
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Figura 4.6: Por filas, la solucion estimada (linea sdélida magenta) y los datos con ruido (puntos azules)
del sistema de Lorenz en su estado no cadtico a distintos niveles de ruido (o =0, 0.5, 1, 2 y 4) para la
variable X.

4.2.2. Soluciones

Las Figuras 4.6, 4.7 y 4.8, corresponden a las soluciones estimadas para las variables
X, Yy Z del sistema de Lorenz en su estado no cadtico a partir de los parametros estimados
por la moda de las distribuciones posteriores, Cuadro 4.1. Para las variables X, Y y Z para el
nivel de ruido o = 0 (fila 1 de las Figuras 4.6, 4.7 y 4.8) se observa un desfase temprano de la
solucion estimada (linea sélida magenta) respecto a los datos (puntos azules). Sin embargo la
tendencia de la solucion estimada concuerda con la tendencia de los datos en el largo plazo.
Para el caso de las soluciones para datos con ruido de desviacioén estandar o igual a 0.5, 1y 2,
las soluciones estimadas no presentan el desfase como en el caso anterior, y el ajuste asi como
la tendencia es similar a los datos experimentales para cada variable. Para las soluciones para
los datos con ruido de desviacion estandar o de 4 (ruido alto), se observa un desfase como en
el primer caso (¢ = 0), pero ahora en un estado tardio de la dinamica.

Finalmente, la Figura 4.9 muestra los planos fase (grafico de las tres variables) para
los distintos niveles de ruido asi como el plano fase para los parametros reales. Se observa una
similitud entre cada plano fase, aunque es evidente que para el caso de o = 0, la dinamica se
acelera alrededor del punto de equilibrio, por o que se observa una dinamica mas concentrada
alrededor del atractor.
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Solucion para Variable Y del sistema de Lorenz en su estado no Caético

e Datos
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Figura 4.7: Por filas, la solucién estimada (linea sélida magenta) y los datos con ruido (puntos azules)
del sistema de Lorenz en su estado no cadtico a distintos niveles de ruido (o =0, 0.5, 1, 2 y 4) para la

variable Y.
Solucién para Variable Z del sistema de Lorenz en su estado no Caético « Datos
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Figura 4.8: Por filas, la solucién estimada (linea sélida magenta) y los datos con ruido (puntos azules)
del sistema de Lorenz en su estado no caotico a distintos niveles de ruido (o =0, 0.5, 1, 2 y 4) para la
variable Z.
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Datos Originales

Figura 4.9: Planos fase de los datos originales (primer figura esquina superior izquierda) y de la solucion
estimada (figuras restantes) del sistema de Lorenz (estado no cadtico) a distintos niveles de ruido.

Cuadro 4.2: Parametros reales y estimados a partir de datos a distintos niveles de ruido con desviacion
estandar sigma para el sistema de Lorenz en su estado cadtico.

| Pardmetro | Real | Sinruido | Ruido 0.5 | Ruido 1 | Ruido 2 | Ruido 4 |

s 10 10.0281 10.0704 9.9029 10.0218 | 10.0052
b 2.6666 | 2.669 | 0.6979239 | 0.3659147 | 2.6644 | 2.6669
r 28 27.8919 | 27.9297 28.1687 | 27.9838 | 28.0468

4.3. Sistema de Lorenz: Estado caodtico

El Cuadro 4.2 muestra los parametros estimados por la moda de las distribuciones
posteriores de los parametros del sistema de Lorenz en su estado cadtico a distintos niveles de
ruido. Las Figuras 4.10, 4.12 y 4.14 muestran las distribuciones posteriores de los parametros
s, b y r a distintos niveles de ruido muestral para el sistema de Lorenz en su estado cadtico.

4.3.1. Estimacion
Parametro s

Las Figuras 4.10 y 4.11 muestran las distribuciones posteriores escaladas (misma es-
cala en el eje horizontal para los distintos niveles de ruido) y no escaldas (cada distribucion con
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su propia escala), respectivamente, del parametro s, a distintos niveles de ruido. En general se
observan distribuciones multimodales con regiones de alta densidad en las colas de las distri-
buciones, Figura 4.11, sin embargo el estimador (linea roja cortada) se encuentra cercano al
valor real del parametro (linea negra punteada). Tal multimodalidad se hace mas evidente en
el nivel de ruido ¢ = 0.5. En la Figura 4.10 se observa que las distribuciones posteriores son
mas concentradas al irse incrementando el ruido muestral.

Parametro b

Las Figuras 4.12 y 4.13 muestran las distribuciones posteriores escaladas (misma es-
cala en el eje horizontal para los distintos niveles de ruido) y no escaldas (cada distribucion con
su propia escala), respectivamente, del parametro b, a distintos niveles de ruido. En la Figura
4.12 (distribuciones escaladas) se observa que para ruidos elevados (ruidos con desviaciéon
estandar o de 2 y 4, filas 4 y 5) y para datos sin ruido (primera fila, c = 0), las distribuciones
posteriores estan concentradas alrededor de la moda, que si bien existe presencia de multimo-
dalidades (Figura 4.13) la estimacién se encuentra cercana al valor real del parametro. Algo
contrario ocurre para las distribuciones correspondientes a datos con ruido de distribucion es-
tandar 0 de 0.5y 1 (Figuras 4.12 y 4.13, filas 2 y 3) se observan claramente una bimodalidad y
la estimacion correspondiente (linea roja cortada) se encuentra alejada de la moda alrededor
del valor real del pardmetro para ambos niveles de ruido (linea negra punteada).

Parametror

Las Figuras 4.14 y 4.15 muestran las distribuciones posteriores escaladas (misma es-
cala en el eje horizontal para los distintos niveles de ruido) y no escaldas (cada distribucion con
su propia escala), respectivamente, del parametro r, a distintos niveles de ruido. Al igual que
el caso anterior (parametro b), se puede apreciar en la Figura 4.14 (distribuciones escaladas)
que para ruidos elevados (ruidos con desviacion estandar o de 2 y 4, filas 4 y 5) y para datos
sin ruido (primera fila, ¢ = 0), las distribuciones estan concentradas alrededor del valor real
del parametro (linea negra punteada), pero la multimodalidad es mas evidente (Figura 4.15).
Tal concentracion hace que el parametro estimado (linea roja cortada) esté cercano del valor
real del parametro. Finalmente, para las distribuciones correspondientes a datos con ruido de
distribucion estandar o de 0.5 y 1 (Figuras 4.14 y 4.15, filas 2 y 3) se observa nuevamente la
multimodalidad pero ahora con distribuciones mas dispersas, pero la estimacion se encuentra
cercana al valor real del parametro.
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Parametro: s (Estimado = 10.0281 ) Nivel de Ruido: 6 =0
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Figura 4.10: Por filas, la distribucion posterior del parametro s el sistema de Lorenz en su estado cadtico
a distintos niveles de ruido con desviacién estandar o de 0, 0.5, 1, 2, y 4, respectivamente. Valor real
(linea negra punteada), valor estimado (linea roja cortada) e intervalo de probabilidad al 85 % (lineas
rojas solidas). Escalada.
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Parametro: s (Estimado = 10.0281 ) Nivel de Ruido: 6 =0
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Figura 4.11: Por filas, la distribucién posterior del parametro s el sistema de Lorenz en su estado cadtico
a distintos niveles de ruido con desviacién estandar o de 0, 0.5, 1, 2, y 4, respectivamente. Valor real
(linea negra punteada), valor estimado (linea roja cortada) e intervalo de probabilidad al 85 % (lineas
rojas solidas). No Escalada.
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Parametro: b (Estimado = 2.669 ) Nivel de Ruido: 6 =0
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Figura 4.12: Por filas, la distribucion posterior del parametro b el sistema de Lorenz en su estado cadtico
a distintos niveles de ruido con desviacién estandar o de 0, 0.5, 1, 2, y 4, respectivamente. Valor real
(linea negra punteada), valor estimado (linea roja cortada) e intervalo de probabilidad al 85 % (lineas
rojas solidas). Escalada.
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Parametro: b (Estimado = 2.669 ) Nivel de Ruido: 6 =0

5
5O |
30 ] |
5 A
o] _ o~ —— Y YO
© 2.50 2.55 2.60 2.65 2.70 2.75 2.80
Intervalo de Probabilidad al 85% [ 2.6297 , 2.7344 ]
Parametro: b (Estimado = 0.6995 ) Nivel de Ruido: 6 =0.5
S0 |
30 ] |
g ]
fo ] 1
© 05 1.0 15 210 2’5 3.0
Intervalo de Probabilidad al 85% [ 0.3691 , 3.0266 ]
Parametro: b (Estimado = 0.3623 ) Nivel de Ruido: =1
801 | ;
30 ] | .
g ]
oq i 1
o T T T T T
0.5 1.0 1.5 2.0 25
Intervalo de Probabilidad al 85% [ 0.4291 , 2.6749 ]
Parametro: b (Estimado = 2.6644 ) Nivel de Ruido: 0 =2
5
5O |
=)
2
m ~
Co ] \+\
© 2.50 2.55 2.60
Intervalo de Probabilidad al 85% [ 2.4981 , 2.6751 ]
Parametro: b (Estimado = 2.6669 ) Nivel de Ruido: 6 =4
5
5O |
25
0 |
m ~
Oo i
d T T T T

2.664 2.666 2.668 2.670 2.672 2.674
Intervalo de Probabilidad al 85% [ 2.6661 , 2.6749 ]

Figura 4.13: Por filas, la distribucion posterior del parametro b el sistema de Lorenz en su estado cadtico
a distintos niveles de ruido con desviacién estandar o de 0, 0.5, 1, 2, y 4, respectivamente. Valor real
(linea negra punteada), valor estimado (linea roja cortada) e intervalo de probabilidad al 85 % (lineas
rojas solidas). No Escalada.
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Parametro: r (Estimado = 27.8919 ) Nivel de Ruido: =0

5 ]
5O |
235
2
m ~
“o ]
e 26.0 26.5 27.0 275
Intervalo de Probabilidad al 85% [ 27.8611 , 28.1039 ]
Parametro: r (Estimado = 27.9297 ) Nivel de Ruido: 0 = 0.5
5 ]
SO |
25
2
m ~
fo ] -
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Intervalo de Probabilidad al 85% [ 27.2591 , 28.3315]
Parametro: r (Estimado = 28.1687 ) Nivel de Ruido: 0 =1
5 ]
SO |
25
2
m ~
DQ : \
e 26.0 26.5 27.0 275
Intervalo de Probabilidad al 85% [ 26.0364 , 28.2617 ]
Parametro: r (Estimado = 27.9838 ) Nivel de Ruido: 0 =2
5 ]
SO |
25
2
m ~
o=y
e 26.0 26.5 27.0 275 28.0
Intervalo de Probabilidad al 85% [ 27.661 , 28.0095 ]
Parametro: r (Estimado = 28.0468 ) Nivel de Ruido: c =4
5 ]
SO |
25
2
m ~
o=y
o

26.0 26.5 27.0 275
Intervalo de Probabilidad al 85% [ 27.9607 , 28.0494 ]

Figura 4.14: Por filas, la distribucién posterior del parametro r el sistema de Lorenz en su estado cadtico
a distintos niveles de ruido con desviacién estandar o de 0, 0.5, 1, 2, y 4, respectivamente. Valor real
(linea negra punteada), valor estimado (linea roja cortada) e intervalo de probabilidad al 85 % (lineas
rojas solidas). Escalada.
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Parametro: r (Estimado = 27.8919 ) Nivel de Ruido: =0

5 ]
5O |
235
o< |
m ~
“o ] _
e 27.8 27.9 28.0 28.1 28.2
Intervalo de Probabilidad al 85% [ 27.8611 , 28.1039 ]
Parametro: r (Estimado = 27.9297 ) Nivel de Ruido: 0 = 0.5
5 ]
SO |
235
2
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fo ]
© 272 27.4 27.6 27.8 28.0 28.2
Intervalo de Probabilidad al 85% [ 27.2591 , 28.3315]
Parametro: r (Estimado = 28.1687 ) Nivel de Ruido: 0 =1
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SO |
25
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OO : \
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Intervalo de Probabilidad al 85% [ 26.0364 , 28.2617 ]
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SO |
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27.92 27.94 27.96 27.98 28.00 28.02 28.04
Intervalo de Probabilidad al 85% [ 27.9607 , 28.0494 ]

Figura 4.15: Por filas, la distribucién posterior del parametro r el sistema de Lorenz en su estado cadtico
a distintos niveles de ruido con desviacién estandar o de 0, 0.5, 1, 2, y 4, respectivamente. Valor real
(linea negra punteada), valor estimado (linea roja cortada) e intervalo de probabilidad al 85 % (lineas
rojas solidas). No Escalada.
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Solucién para Variable X del sistema de Lorenz en su estado Cadtico e Datos

0=0 m— Estimacion
20
X 0
20 | | | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Tiempo
0=0.5
20
X 0
-20 | | | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Tiempo
o=1

Figura 4.16: Por filas, la solucién estimada (linea sélida magenta) y los datos con ruido (puntos azules)
del sistema de Lorenz en su estado cadtico a distintos niveles de ruido (¢ =0, 0.5, 1, 2 y 4) para la
variable X.

4.3.2. Soluciones

Las Figuras 4.16, 4.17 y 4.18, corresponden a las soluciones estimadas de las varia-
bles X, Y y Z, respectivamente, del sistema de Lorenz en su estado cadtico a partir de los
parametros estimados por la moda de las distribuciones posteriores (Cuadro 4.2), del sistema
de Lorenz en su estado cadtico. Para las variables X, Y y Z para datos sin ruido (¢ = 0) y
para datos con ruido muestral de desviacién estandar o de 2 y 4, (filas 1, 4 y 5 de las Figuras
4.16,4.17 y 4.18) se observa un desfase a mediano plazo de la solucién estimada (linea sélida
magenta) respecto a los datos (puntos azules), ademas de una pérdida de la trayectoria de los
mismos. Sin embargo, al observar los planos fase (Figura 4.19) los graficos correspondientes
a estos niveles de ruido poseen una configuracidén muy similar, situacién que no ocurre con los
planos fase respectivos de las soluciones estimadas para los niveles de ruido 0 de 0.5y 1.

Para estas soluciones, se observa (Figuras 4.16, 4.17 y 4.18, filas 2 y 3) que hay un
completo desfase entre los datos (puntos azules) y la solucién estimada (linea sélida punteada).
Se tiene que ésta ultima posee oscilaciones con una mayor longitud, lo anterior se refleja en
el plano fase (Figura 4.19, paneles segunda fila) donde se observan trayectorias que oscilan
en menor numero alrededor de los puntos de equilibrio. Cabe sefialar que en estos niveles de
ruido se estimo el valor del parametro b lejos de su valor real (Figuras 4.12 y 4.13).
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Solucion para Variable Y del sistema de Lorenz en su estado Caético

¢ Datos
o=0 = EStimacion
20
> 0
-20 | | | | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Tiempo
0=05
20
> 0
-20 | | | | | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Tiempo
o=1
20
> 0
-20 | | | | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Tiempo
g=2
20
> 0
-20 | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Tiempo
o=4
- % ; :
-20 . | ] | ) ?
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Tiempo

Figura 4.17: Por filas, la solucién estimada (linea sélida magenta) y los datos con ruido (puntos azules)
del sistema de Lorenz en su estado cadtico a distintos niveles de ruido (¢ =0, 0.5, 1, 2 y 4) para la
variable Y.

Solucién para Variable Z del sistema de Lorenz en su estado Cadtico e Datos

c=0 m— Estimacion
50
N 30
10 | | | | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Tiempo
0=05
50
N 30
10 | | | | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Tiempo
o=1
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10 | | | | | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Tiempo
g=2
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10 | | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Tiempo
o=4
50 ] S
N 30 . g . M
10 | | o o \ <
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Tiempo

Figura 4.18: Por filas, la solucién estimada (linea sélida magenta) y los datos con ruido (puntos azules)
del sistema de Lorenz en su estado cadtico a distintos niveles de ruido (¢ =0, 0.5, 1, 2 y 4) para la
variable Z.
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Datos Originales o=0

40 40
N 20 N 20
20 20
0 10 0 10
-10 0 -10 0
-20 -10 -20 -10
Y X Y X
o=05 o=1
0
N 20 @
20 0
10
0 0
-10 o 10
Y X
o=4

40
N 20

-20 -10
Y X

Figura 4.19: Planos fase de los datos originales (primer Figura esquina superior izquierda) y de la solu-
cion estimada (figuras restantes) del sistema de Lorenz (estado cadtico) a distintos niveles de ruido.

Cuadro 4.3: Estimadores del valor del parametro b a partir de la modas y moda secundaria, respectiva-
mente, presentes en las distribuciones posteriores del parametro para el sistema de Lorenz en su estado
cadtico para los niveles de ruido muestral de o = 0.5y 1, Figuras 4.12 y 4.13.

| Pardmetrob |  Moda | Moda Secundaria |

Ruido 0.5 | 0.6979239 2.7043751
Ruido 1 0.3659147 2.6760215

Como un anexo al analisis anterior se muestran en las Figuras 4.20, 4.21 y 4.22, las
soluciones estimadas de las variables X, Y y Z, respectivamente, considerando ahora el valor
del parametro b dado por la moda secundaria de su distribucion posterior, que resulta estar mas
cercano al valor real del parametro (Figuras 4.12 'y 4.13), Cuadro 4.3. Las soluciones estimadas
presentan nuevamente un desfase a mediano plazo y una pérdida de la dinamica en el largo
plazo, sin embargo, los planos fase muestran un configuracion similar respecto a los datos
originales y las demas soluciones a los distintos niveles de ruido, Figura 4.23, mostrando una
recuperacion de la tendencia del atractor.
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Solucion para Variable X del sistema de Lorenz en su estado Caético

e Datos
6=0 m— Estimacion
20
X 0
-20 | | | | ]
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
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0=05
20
X 0
20 | | | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Tiempo
o=1
20
X 0
-20 | | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Tiempo
g=2
20
X 0
-20 \
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Tiempo
o=4
3
< 28 . . X/ A
-20 [) hd .
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Tiempo

Figura 4.20: Por filas, la solucién estimada (linea negra) y los datos con ruido (linea roja) del sistema de
Lorenz (estado cadtico) a distintos niveles de ruido para la variable X. Moda Secundaria.

Solucién para Variable Y del sistema de Lorenz en su estado Cadtico

* Datos
c=0 s EStimacion
20
> 0
-20 | | | | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Tiempo
0=0.5
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> 0
-20 | | | | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Tiempo
o=1
20
> 0
-20 | | | | | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Tiempo
og=2
20
> 0
-20 | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Tiempo
o=4
> % ; “
-20 .| ] | \ ) ?
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Tiempo

Figura 4.21: Por filas, la solucién estimada (linea negra) y los datos con ruido (linea roja) del sistema de
Lorenz (estado cadtico) a distintos niveles de ruido para la variable Y. Moda Secundaria.
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Solucién para Variable Z del sistema de Lorenz en su estado Caético

e Datos
0=0 m— Estimacion
50
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Figura 4.22: Por filas, la solucién estimada (linea negra) y los datos con ruido (linea roja) del sistema de
Lorenz (estado caotico) a distintos niveles de ruido para la variable Z. Moda Secundaria.

Datos Originales 0=0
40 40
N 20 N 20
T 20 49
0 10 0 10 0 10 0 10
-20 -10 -20 -10
Y X Y X
0=05 og=1
40 40
N 20 N 20
20 49 2 10 10
0 o 10 ° o 0
100 5 -10 -20 -10
Y X Y X
og=2 o=4
40 40
N 20 N 20
20 5 20 49 10
0 0 0 10 0 _10 0
-20 -10 -20 -10
Y X Y X

Figura 4.23: Planos fase de los datos originales (primer figura esquina superior izquierda) y de la solucion
estimada (figuras restantes) del sistema de Lorenz (estado cadtico) a distintos niveles de ruido. Moda
Secundaria.
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4.4. Resultados y conclusiones

El sistema de Lorenz en lo referente a la estimacion de sus parametros y obtencién
de soluciones, presenta diversos problemas al enfrentarse al ruido muestral. En primer lugar,
ante un estado no cadtico, las distribuciones posteriores de los parametros presentan regiones
de alta densidad en sus extremos, particularmente en niveles de ruido medio (¢ = 0.5y 1),
lo que se traduce en intervalos de probabilidad muy extensos, y dada la sensibilidad de las
soluciones a los parametros, los cataloga como intervalos poco informativos. En general se ob-
tuvieron distribuciones unimodales lo que se traduce en un estimador mas fiable y de hecho los
estimadores se encontraron cerca del valor real del parametro. Se destaca que la distribucion
correspondiente a nivel de ruido cero (o = 0), si bien es unimodal, es la mas dispersa de todas
para cada uno de los parametros.

En el caso del sistema en su estado cadtico, las distribuciones posteriores presentaron
una multimodalidad muy marcada, independientemente del ruido, sin embargo, cabe recalcar
que a pesar de tal multimodalidad, las distribuciones fueron muy concentradas para niveles
de ruido ¢ igual a 0, 2 y 4. Lo anterior contrasta con los intervalos de probabilidad extensos
presentados en el caso del parametro b (Figuras 4.12 y 4.13), donde se presentd una clara
bimodalidad, lo que generd estimadores muy alejados del valor real. En lo referente a la dis-
persién de las distribuciones, es facil observar que para el nivel de ruido mas alto (o = 4), se
obtuvieron las distribuciones menos dispersas para todos los parametros.

Para las soluciones en el estado no cadtico, se destaca que para niveles de ruido o = 0
y o = 4, se presentaron desfases tempranos en la estimacion respecto a los datos, ademas de
una reduccién en la amplitud de las oscilaciones, situacion que no ocurre o se hace evidente,
en niveles de ruido intermedio (¢ = 0.5, 1y 2), donde las soluciones estimadas resultan estar
muy cercanas a los datos. En general, la tendencia de las soluciones (el atractor del sistema)
se recupera sin mayor problema independientemente del ruido muestral, como lo muestra su
plano fase (Figura 4.9).

Finalmente, para las soluciones correspondientes al estado cadtico, se presenta un
desfase a mediano plazo para las soluciones correspondientes a los niveles de ruido o = 0, 2
y 4. Nuevamente, tal desfase es seguido de una pérdida completa de las soluciones respecto
a los datos y no se presenta una reduccion evidente en la amplitud de las soluciones como lo
ocurrido en el estado no caoético. Para las soluciones correspondientes para datos con ruido
de desviacion estandar ¢ = 0.5 y 1, ocurrid una pérdida completa de la solucién respecto a
los datos. La amplitud de las oscilaciones de redujo y ocurrié un aumento en la longitud de las
mismas, y es evidente la diferencia de estas soluciones en sus planos fase respectivos (Figura
4.19, segunda fila).
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Una estimacion a largo plazo, independientemente del estado del sistema, cadtico o no
caodtico, resulta ser dificil o imposible, como lo mostré la estimacion para el sistema en su estado
caotico, no asi la estimacion del atractor del sistema, que se recupera de manera razonable,
como se observa en los planos fases respectivos para cada estado (Figuras 4.9 y 4.19; no
caodtico y cadtico, respectivamente) donde los mismos guardan cierta similitud respecto al plano
fase de los datos sin ruido. Lo anterior implica que la tendencia del atractor puede estimarse
sin mayor problema, salvo las dificultades ya mencionadas del parametro b en niveles de ruido
con desviacion estandar o = 0.5y 1.

En el articulo, “Effect of sample noise on the parameter estimation of complex dynamic
systems”, de Chavez y Castafo (2014), se realizé la estimacion de parametros del sistema de
Lorenz en su estado no cadtico, sin embargo se afiadio ruido a las condiciones iniciales de las
variables, sabiendo que el sistema es sensible al cambio en las mismas. Se observaron resul-
tados similares al andlisis ya expuesto. Por un lado, la fiabilidad de la estimacion dependera
del horizonte de estimacién deseado. En el corto plazo, la estimacién resulta ser mas precisa
(se presentan desfases a partir del mediano plazo de las soluciones estimadas), mientras que
al largo plazo se presentan problemas de recuperacion de los datos. Finalmente, en el mismo
articulo, se redujo la complejidad de la dinamica al considerar una subregién de la misma (sub-
conjunto de datos de la dinamica), resultando en una mejor estimacion, lo que se traduce en
una mejor estimacion por intervalos que en una dinamica completa. Nuevamente, la interpreta-
cion de la tendencia a largo plazo no se vé afectada pues los efectos del ruido sobre el atractor
del sistema no son considerables.

Al contrastar ambos estados del sistema de Lorenz, puede concluirse que el factor
determinante de la estimacion no es el ruido muestral y mucho menos algun problema de es-
pecificacion, mas bien la complejidad del fendmeno, pues como se ha observado, es la com-
plejidad la que se ve reflejada en las distribuciones posteriores y las soluciones estimadas, aun
de manera mas marcada que el ruido mismo.
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5. Aplicacion: Biorreactor

Introduccion

El proceso de modelado, como se ha visto, se enfrenta a diversos problemas y en su
mayoria son debidos a la falta de informacion disponible del fendmeno en estudio. Los pro-
blemas de especificacion del modelo pueden deberse a la omision o inclusion de variables
importantes o innecesarias, respectivamente. Aun si se conocieran todas las variables inmis-
cuidas, queda el problema de saber como utilizarlas en una correcta forma funcional; para asi
recuperar el fendmeno en cuestion. El caso de estudio que se presenta en seguida muestra
un proceso de modelacion de un fendbmeno quimico, el cual se enfrenta a problemas de es-
pecificacion, resultando en una serie de modelos y modificaciones que intentan recuperar los
datos experimentales. Tales problemas de especificacion se ven reflejados en las distribuciones
posteriores de los parametros estimados a través de métodos Bayesiano.

Con apoyo de la Facultad de Quimica se obtuvo acceso a un conjunto de datos expe-
rimentales correspondiente a un proceso quimico llevado a cabo dentro de un biorreactor. El
modelo que intenta explicar las reacciones dentro del biorreactor consta de un sistema de tres
ecuaciones ordinarias de primer orden con tres variables, X; = Biomasa, X, = Acido Lactico y
X3 = Lactosa; ademas de un conjunto adicional de parametros 6, cuya dimension dependera
del modelo propuesto que se esté utilizando. De manera general, el sistema se representa por
la expresion siguiente:

dX

d—l = p(Xy, Xy, X5;0)
t

dX

d_2 = q(X1,Xs, X35;0)
t

dX

d_tg = r(X17X27X3;0)

Para esta aplicacion se poseen dos conjunto de datos, cada uno con tres réplicas expe-
rimentales. Ambos conjuntos de datos se presentan en las Figuras 5.1y 5.2. Para el proceso de
modelacion-estimacion se utilizé el algoritmo population-based MCMC. Se propusieron varios
modelos y modificaciones de los mismos, sin embargo aqui sélo se muestran aquellos modelos
representativos del proceso de estimacion.
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Biomasa Acido Lactico Lactosa

m— Réplica 1
m— Réplica 2
m— Réplica 3

0 I I I I I ] 0 I I I I I ] 0 I I I I I ]
0 4 8 12 16 20 24 0 4 8 12 16 20 24 0 4 8 12 16 20 24

Tiempo Tiempo Tiempo

Figura 5.1: Dinamicas observadas junto con las réplicas para las variables Biomasa, Acido Lactico y
Lactosa, respectivamente, para el primer conjunto de datos.

Biomasa Acido Lactico Lactosa
3.5 30 50
= Réplica 1
m— Réplica 2
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0 4 8 12 16 20 24 0 4 8 12 16 20 24 0 4 8 12 16 20 24
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0 I I I I | 0 I I I I | 0 I I

Figura 5.2: Dinamicas observadas junto con las réplicas para las variables Biomasa, Acido Lactico y
Lactosa, respectivamente, para el segundo conjunto de datos.
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5.1. Primer modelo propuesto

El primer modelo propuesto utilizado para explicar los datos experimentales consta
de siete parametros y el sistema esta dado por la expresion (5.1). Los parametros iniciales
corresponden a la expresion (5.2); es menester sefalar que se estimo el parametro Xmaz,
sin embargo, puesto que representa un valor maximo obtenido experimentalmente, debiera
considerarse como un parametro fijo.

dX, umax - X3 [1 X 1

At m | Xmaz
% = a~%+b~X1 (5.1)
dX3 1 dX,
o = _Y_ps T T ms X4
[ umaz | [ 0.154 |
ks 7.22
Xmax 2.842
6, = a =] 731 (5.2)
b 0.659
Yps 0.57
| ms | | 0.865 |

Estimacion y Solucién

Los parametros estimados por la moda de la distribucion posterior (Figura 5.4) se
muestran en el Cuadro 5.1. La Figura 5.3 muestra las soluciones estimadas para las tres varia-
bles. En primer lugar, para la variable biomasa (X, primer panel), se observa que la solucion
estimada comienza con una buena recuperacién de los datos en una fase temprana para pos-
teriormente comenzar a subestimar la dinamica de los datos. En el caso de la variable acido
lactico (X3, segundo panel), se observa que la solucién estimada recupera la tendencia cre-
ciente de los datos hasta el término de la dinamica, sin embargo, en el mediano plazo no se
recuperan los datos pues los subestima y sobreestima después del inicio y antes del término de
la dinamica, respectivamente. Finalmente, para la tercera variable, lactosa (X3, tercer panel),
los datos se recuperan de manera mas satisfactoria que en las otras dos variables a lo largo de
todo el periodo de tiempo.

La Figura 5.4 muestra las distribuciones posteriores de los parametros. Se observan
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distribuciones claramente sesgadas y en algunos casos una aparente multimodalidad (parame-
tros Xmax, a'y ms, filas 3, 4 y 7, respectivamente). El sesgo en las distribuciones se debe a la
presencia de regiones de alta probabilidad en las colas de las distribuciones lo que resulta en
intervalos de probabilidad muy amplios.

Cuadro 5.1: Parametros estimados por la moda de la distribucion posterior (Figura 5.4) para el modelo
(5.1).

’ Parametro ‘ Umax ‘ ks ‘ Xmax ‘ a ‘ b ‘ Yps ‘ ms ‘
’ Estimacion \ 0.0821 \ 7.126 \ 4.7311 \ 4.0446 \ 0.692 \ 0.5419 \ 0.1139 ‘

Biomasa Acido Léactico Lactosa
35 301 50
= Réplica 1
= Réplica 2
= Réplica 3
= = m Estimacion

45r

a0t
25 351

301
5 25F
15
201

15

10

0.5

5 )
A

I I I I I ) I I I I I ) 0 I I I I I
0 4 8 12 16 20 24 0 4 8 12 16 20 24 0 4 8 12 16 20
Tiempo Tiempo Tiempo

.
.

.

24

Figura 5.3: Comparativa entre los datos experimentales (lineas de color) y las soluciones estimadas
(lineas negras punteadas) para el modelo (5.1).

62



Parametro: umax (Estimado = 0.0821)
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Figura 5.4: Por filas, las distribuciones posteriores de los parametros del modelo (5.1). La linea roja

cortada corresponde al valor estimado por la moda, las lineas rojas sélidas corresponden a los extremos
del intervalo de probabilidad al 85 %.
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5.2. Segunda propuesta

Dados los problemas surgidos en el primer modelo respecto a la estimacién de las
variables biomasa y acido lactico, se procedio a un segundo enfoque correspondiente al sistema
de ecuaciones (5.3), el cual consistente ahora de 5 parametros. Este modelo considera a la
razon de cambio de la biomasa (%) como constante, dado el aparente comportamiento lineal
de los datos, ademas de que la razén de cambio del acido lactico (%) pasa a ser una funcién

lineal de la biomasa (X,).

X,

a

dX.

d—tQ = a-v+b-X; (5.3)
dX;, 1 dX,

e X

dt Yps dt e

Los parametros iniciales se muestran en la expresion (5.4).

v [ 0.018 ]
7.31
6o=1| b | =065 (5.4)
Yps 0.57
| ms | | 0.865 |

Estimacion y Solucién

La Figura 5.5 muestran las soluciones estimadas a partir de los parametros del Cuadro
5.2, obtenidos a partir de la moda de las distribuciones posteriores mostradas en la Figura 5.6.
En esta segunda estimacién sigue habiendo problemas en la recuperacion de los datos expe-
rimentales. Al igual que con el primer enfoque, se recupera la tendencia de la variable acido
lactico, asi como se recupera razonablemente la dinamica de la lactosa, sin embargo el supues-
to del comportamiento lineal en el caso de biomasa no recuperan los datos experimentales.

Por el lado de las distribuciones posteriores (Figura 5.6), se obtuvieron distribuciones
mas concentradas alrededor de la moda. Existe cierta mejoria respecto a la estimacion anterior,
sin embargo siguen habiendo concentraciones en los extremos y a lo largo de las mismas que
arrojan intervalos de confianza muy extensos y por tanto poco informativos.
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Cuadro 5.2: Parametros estimados por la moda de la distribucion posterior (Figura 5.6) para el modelo

(5.3).
’ Parametro \ v \ a \ b \ Yps \ ms ‘
[ Estimacion | 0.098 | 7.0962 | 0.1914 | 0.4607 | 0.0541 |
. Biomasa . Acido Léactico . Lactosa

L L L ]
0 4 8 12 16 20 24 0 4 8
Tiempo

-10 L 1 I
12 16 20 24 0 4 8 12

Tiempo Tiempo

16 20 24

Figura 5.5: Comparativa entre los datos experimentales (lineas de

color) y las soluciones estimadas
(lineas negras punteadas) para el modelo (5.3).
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Pardmetro: a (Estimado = 7.0962 )
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Figura 5.6: Por filas, las distribuciones posteriores de los parametros del modelo (5.3). La linea roja

cortada corresponde al valor estimado por la moda, las lineas rojas sélidas corresponden a los extremos
del intervalo de probabilidad al 85 %.
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5.3. Modelo logistico

Siguiendo en la busqueda de un modelo que recupere la dinamica experimental se pro-
pone un nuevo modelo que se denominara “logistico” con la configuracién dada por la expresion
(5.5).

dX, k- Xmax-exp (k- (tc—1t))

dt [14exp (k- (tc—1))]
dXs dXy

i ST A .
0 a i +b-X (5.5)
aXs 14X ooy
at Yps dt !

Los parametros iniciales se muestran en la expresion siguiente:

k [ 0.1511 ]
te 14.4934
Xmazx 3.9282
6, = a = 7.31
b 0.659
Yps 0.57
| ms | 0.865

Estimacion y Solucion

La Figura 5.7 muestran las soluciones estimadas versus los datos experimentales a
partir de los parametros del Cuadro 5.3. Las soluciones estimadas para el modelo logistico
(5.5), Figura 5.7, muestran una clara mejoria en la estimacion respecto a modelos anteriores
para el caso de los datos de biomasa y lactosa, sin embargo, siguen habiendo problemas en la
solucién estimada para el acido lactico que soélo recupera la tendencia creciente de los datos,
no asi la dinamica en el mediano plazo.

Observando las distribuciones posteriores correspondientes se tiene presencia de dis-
tribuciones multimodalidades, altamente dispersas, y por tanto, con intervalos de probabilidad
muy extensos y poco informativos.
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Cuadro 5.3: Por filas los parametros estimados por la moda de las distribuciones posteriores (Figuras
5.8) para los modelos (5.5).

’ Parametro \ k \ tc \ Xmax \ a \ b \ Yps \ ms ‘
] Estimacion \ 0.8583 \ 15.3519 \ 1.4062 \ 7.9881 \ 0.6611 \ 8.4188 \ 2.8039 ‘

Biomasa Acido Léactico Lactosa
3.5 301 50
m— Réplica 1
= Réplica 2
mm— Réplica 3
= m = Estimacion

25

15

0.5

L L
0 4 8 12 16 20 24 0 4 8 12 16 20 24 0 4 8 12 16 20 24
Tiempo Tiempo Tiempo

Figura 5.7: Comparativa entre los datos experimentales (lineas de color) y las soluciones estimadas
(lineas negras punteadas) para el modelo (5.5).
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Parametro: k (Estimado = 0.1013)
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Figura 5.8: Por filas, las distribuciones posteriores de los parametros del modelo (5.5). La linea roja

cortada corresponde al valor estimado por la moda, las lineas rojas sélidas corresponden a los extremos
del intervalo de probabilidad al 85 %.
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5.4. Modelo logistico reducido

Siguiendo con el modelo logistico (5.5), fue modificado en su tercera ecuacion elimi-
nando el término —ms - X, obteniendo el modelo en la expresion (5.6). Nuevamente el valor de
Xmazx se consideré como un parametro fijo.

dX, k- Xmax-exp (k- (tc—1t))

dt [14exp (k- (tc—1))]
dXs dXy
A2 _ 00y .
= a- T Xy (5.6)
&1 oan
at Yps dt

Estimacién y Solucién

El Cuadro 5.4 muestra los parametros estimados del modelo (5.6) a partir de las dis-
tribuciones posteriores mostradas en la Figuras 5.10. Se observa un mejora en las soluciones
estimadas respecto a la anterior estimacion para la variable biomasa, Figuras 5.9. Sigue ha-
biendo problemas en la estimacion de la dinamica de la variable acido lactico, X,. Salvo las
distribuciones de los parametros tc y a; se tienen distribuciones unimodales muy concentradas
alrededor de la moda de la distribucion, sin embargo, existen regiones de densidad alejadas de
la moda de las distribuciones lo que resulta en intervalos de probabilidad muy amplios.

Cuadro 5.4: Por filas los parametros estimados por la moda de las distribuciones posteriores (Figuras
5.10 para los modelos (5.6).

’ Parametro \ k \ te \ Xmax \ a \ b \ Yps ‘
] Estimacion \ 0.1529 \ 14.367 \ 3.9282 \ 7.1198 \ 0.0601 \ 0.509 ‘
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Figura 5.9: Comparativa entre los datos experimentales (lineas de color) y las soluciones estimadas
(lineas negras punteadas) para el modelo (5.6).
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Parametro: k (Estimado = 0.1529)
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Figura 5.10: Por filas, las distribuciones posteriores de los parametros del modelo (5.6). La linea roja

cortada corresponde al valor estimado por la moda, las lineas rojas sélidas corresponden a los extremos
del intervalo de probabilidad al 85 %.
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Modelo Logistico en un Subconjunto de Tiempo

Se prosiguié con una nueva estimacion considerando nuevamente el modelo logistico
original, expresion (5.5), ahora sobre un subconjunto de datos, que corresponde al periodo de
tiempo [0, 17]. Tal eleccién corresponde a el tiempo donde la variable acido lactico comienza a
cesar en su crecimiento.

Estimacién y Solucién

El Cuadro 5.5 muestra los parametros estimados para esta nueva aproximacion. Salvo
la solucién estimada (Figura 5.11) para la variable biomasa, que permanece muy alejada de los
datos experimentales, las estimaciones para las variables lactosa y acido lactico presentan un
ajuste muy cercano a los datos experimentales pues las dinamicas y tendencias se recuperar
de manera muy razonable. En lo que a las distribuciones posteriores se refiere (Figura 5.12),
siguen habiendo grandes regiones de probabilidad que generan intervalos de confianza muy
amplios, ademas de la persistencia de la multimodalidad. En general los parametros respec-
tivos para las variables lactosa y acido lactico poseen distribuciones donde las modas de las
distribuciones respectivas estan mas definidas, caso que no ocurre para los parametros de la
variable biomasa.

Cuadro 5.5: Parametros estimados por la moda de la distribucidn posterior (Figura 5.12) para el modelo
(5.5) en un subintervalo de tiempo [0, 17].

’ Parametro ‘ umazx ‘ ks ‘ Xmax ‘ a ‘ b ‘ Y ps ‘ ms ‘
’ Estimacion ‘ 0.8583 ‘ 15.3519 ‘ 1.4062 ‘ 7.9881 ‘ 0.6611 ‘ 8.4188 ‘ 2.8039 ‘
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Figura 5.11: Comparativa entre los datos experimentales (lineas de color) y las soluciones estimadas
(lineas negras punteadas) para el modelo (5.5) en un subintervalo de tiempo [0, 17].
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Parametro: umax (Estimado = 0.8583)
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Figura 5.12: Por filas, las distribuciones posteriores de los parametros del modelo (5.5) en un subinter-

valo de tiempo [0, 17]. La linea roja cortada corresponde al valor estimado por la moda, las lineas rojas
solidas corresponden a los extremos del intervalo de probabilidad al 85 %.
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5.5. Modelo exponencial

Un nuevo modelo fue propuesto el cual se denominara modelo exponencial, expresiéon
(5.7). El modelo es similar al logistico salvo la primera ecuacion que corresponde al término
exponencial en la derivada de la biomasa. La estimacion se llevé a cabo considerando los
datos experimentales en el intervalo (0, 17] pues durante la estimacion se presentan problemas
de valores asintéticos en cero para ciertos valores de los parametros. Los parametros iniciales
se muestran en la expresion (5.8).

A o (LYY ()
dt P Vg V2 U2

dX, dX,

LR W 'e 5.7
dt @ g To (5.7)
dXs 1 dX,
A 2 22 e X
dt Yps dt
o, | [ 113 ]
V2 16
a 8.781
0, = = 5.8
0 b 0.671 (5-8)
Y ps 0.581
| ms | i 0.865 |

Estimacion y Solucién

El Cuadro 5.6 muestra los parametros estimados para el modelo (5.7). Las soluciones
estimadas se muestran en la Figura 5.13 y se observa que para la variable biomasa se subesti-
man los datos. Para las variables restantes se tiene un buen ajuste durante el corto y mediano
plazo de la dinamica para posteriormente perder la dinamica. Respecto a las distribuciones
posteriores (Figura 5.14) se observa que las mismas se encuentran relativamente concentra-
das alrededor de la moda de la distribucién y aunque parecen estar algo dispersas en su forma
poseen intervalos de probabilidad mas reducidos respecto a estimaciones anteriores.

Cuadro 5.6: Parametros estimados por la moda de la distribucion posterior (Figura 5.14) para el modelo
(5.7).

’ Parametro \ U1 \ Vg \ a \ b \ Yps \ ms ‘
] Estimacion \ 5.4313 \ 20.2196 \ 8.1322 \ 0.5429 \ 16.0582 \ 2.6983 ‘
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Figura 5.13: Comparativa entre los datos experimentales (lineas de color) y las soluciones estimadas
(lineas negras punteadas) para el modelo (5.7).
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Paréametro: v1 (Estimado = 5.4313)
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Figura 5.14: Por filas, las distribuciones posteriores de los parametros del modelo (5.7). La linea roja

cortada corresponde al valor estimado por la moda, las lineas rojas sélidas corresponden a los extremos
del intervalo de probabilidad al 85 %.
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5.6. Modelo logistico antes de la aceleracion del acido lactico

Se finalizé el proceso de estimacién y de modelado al considerar nuevamente el mo-
delo logistico (5.5) ahora en un intervalo de tiempo mas reducido [0, 14], que corresponde a
la etapa de la dinamica antes de la aceleracién del acido lactico, X,. Se optd por conservar
los parametros de la variable biomasa (X, &, tc y Xmaz) fijos tras haberlos estimado y lograr
un buen ajuste como se muestra en la expresion (5.9). Asi que Uunicamente se estimaran los
parametros a, b, Yps 'y ms.

k [ 0.1642 ]
tc 15.3006
Xmazx 3.9282
0, = a = 7.31 (5.9)
b 0.659
Yps 0.57
| ms | 0.865 |

Estimacién y Solucién

Las soluciones estimadas (Figura 5.15) para las variables biomasa y acido lactico pre-
sentan un buen ajuste a los datos a lo largo de toda la dinamica, sin embargo para el caso de
la variable lactosa la tendencia se recupera pero no asi la dinamica en el mediano plazo. Es
importante notar que las distribuciones posteriores de los parametros (Figura 5.16) resultan ser
unimodales, con intervalos de probabilidad reducidos y por por tanto mas informativos que el
de las distribuciones anteriormente estimadas.

Cuadro 5.7: Parametros estimados por la moda de la distribucion posterior (Figura 5.16) para el modelo
(5.5) en el intervalo de tiempo [0, 14].

|Parametro| a | b | Yps | ms |
[ Estimado | 3.9448 | 0.0131 | 0.2705 | 0.011 |
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Figura 5.15: Comparativa entre los datos experimentales (lineas de color) y las soluciones estimadas
(lineas negras punteadas) para el modelo (5.5) en el intervalo de tiempo [0, 14].
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Parametro: a (Estimado = 3.9448)
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Figura 5.16: Por filas, las distribuciones posteriores de los parametros del modelo (5.5) en el intervalo
de tiempo [0, 14]. La linea roja cortada corresponde al valor estimado por la moda, las lineas rojas sélidas
corresponden a los extremos del intervalo de probabilidad al 85 %.



5.7. Resultados

El proceso anterior de estimacion y modelado reflejé, en primer lugar, la carencia de
ajuste para la variable acido lactico, X,, seguido de la variable X;, biomasa. Tales problemas
de ajuste se intentaron solucionar al modificar el modelo y reducir el intervalo de datos para
considerar regiones de la dinamica menos complejas. De Chavez y Castafio (2014), se justifica
que tal reduccion de datos experimentales y por tanto en la complejidad en las reacciones, se
ve reflejada por medio de las distribuciones posteriores al ser menos dispersas, y asi mismo,
en soluciones con un mejor ajuste a los datos.

Se concluye que los modelos propuestos aun carecen de la suficiente flexibilidad para
tratar con las dinamicas expuestas aun cuando trabajan razonablemente en regiones con di-
namicas simples, donde seguirian siendo modelos muy sobrados para ese tipo de estimacion.
Se recomendaria proponer un nuevo tipo de modelo.
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6. Aplicacién: Hidrdélisis

La aplicacién de la seccion 5 mostré los problemas que se presentan durante el mode-
lado de un fendbmeno, sin embargo, la presente aplicacién (como un ejemplo adicional) permite
destacar los efectos del modelado inadecuado a partir de supuestos tedricos idealizados. Se
presenta la estimacion de dos modelos de un mecanismo de hidrdlisis de proteina. En Martinez
et al. (2011) se pueden obtener los detalles del experimento, sin embargo, para nuestro caso
unicamente se realizo la estimacion de los modelos correspondientes a datos de grado de hi-
drdlisis con concentracion de enzima inicial £, de 6.36 AU (Anson units)/L) y de concentracion
de sustrato inicial S, de 18.73 g/L, para datos sujetos a un pre-tratamiento.

Bajo algunos supuestos paradigmaticos (Martinez et al., 2011), Génzalez-Tello et al.
(1994) propone el modelo (6.1), donde ¢ es un parametro dependiente de la presencia de un
sustrato inhibidor y k,; un parametro referente a la desnaturalizacién de la enzima.

dh . EO kd

En Martinez et al. (2011) se menciona que no se pudo lograr una estimacion exitosa de
los datos a partir del modelo (6.1) puesto que se presentaron problemas de convergencia. Dada
su simplicidad se logré obtener una solucidn analitica del mismo, resultando en la expresion
siguiente:

k k2 (E

Para que la expresion anterior esté bien definida se deben considerar la presencia de asintotas
en la funcion logaritmo natural (In). Es decir, se deben evitar aquellos valores que cumplan la
expresion siguiente:

K2 (B
t- 2| —=— — 1<0
o (So e)—l— <

La unica restriccion del modelo (6.1) es que el parametro e sea menor a E,/ Sy, que en
este caso seria de 0.3396.

A manera de contraste y dadas las dificultades para lograr una estimacion exitosa
debido a problemas de convergencia, en Martinez et al. (2011) se propuso un nuevo modelo
definido por la expresion (6.2).

dh
- =a-exp (=b- h) (6.2)
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6.1. Estimacion

Para el proceso de estimacion se utilizé el método population-based MCMC. Se otor-
garon a prioris uniformes en el intervalo [0, 100 para los parametros a, b, k; y k2; mientras que
una a priori uniforme [0, 0.339] para el parametro e, por las razones ya mencionadas.

Las Figuras 6.1 y 6.2 muestran las distribuciones posteriores para los parametros es-
timados de los modelos (6.1) y (6.2), respectivamente. Se observa que para el modelo (6.1)
las distribuciones posteriores son claramente bimodales para los parametros k; y k, (Figura
6.1, primer y segundo panel). Los intervalos de probabilidad resultan ser muy amplios asi co-
mo también ocurre para los intervalos de probabilidad del parametro ¢, que ademas, presenta
una alta densidad de valores alrededor del valor critico 0.3396, (Figura 6.1, tercer panel). Una
situacion contraria se presenta para el modelo (6.2), donde las distribuciones posteriores son
claramente unimodales con intervalos de probabilidad muy reducidos y simétricos, Figura 6.2.

La Figura 6.3 muestra las soluciones estimadas (linea negra punteada) para los datos
experimentales (lineas solidas). Para el caso del modelo (6.1), primer panel, se observa que
la solucion subestima completamente los datos experimentales desde el inicio de la dinamica;
situacion que no ocurre para el modelo (6.2), segundo panel, donde se obtiene una estimacion
lo bastante adecuada para los datos experimentales en sus dos réplicas.

6.2. Resultados

Los datos experimentales, como se puede observar (Figura 6.3) poseen poca variabili-
dad en su dinamica (dinamicas muy suaves), es por ello que se pueda concluir que lo reflejado
en las distribuciones posteriores de los parametros del modelo, en la forma de la distribucion y
en la amplitud de sus intervalos de probabilidad (6.1), no es mas que un problema de especifi-
cacion de modelo, mas que el efecto del ruido muestral mismo.

Si bien muchos de los modelos utilizados en la practica son producto del desarro-
llo tedrico (manifestaciones de una teoria); esta teoria se basa generalmente en condiciones
experimentales inverosimiles (o raramente posibles de alcanzar) para los fendmenos. La al-
ternativa, el modelaje empirico de un fenémeno, si bien puede perder las bases tedricas para
la interpretacion, es una alternativa solida en las aplicaciones, pero que requiere un esfuerzo
adicional para construir e interpretar a los parametros que llegara a involucrar.
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Parametro: kd (Estimado = 6.9615 )
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Figura 6.1: Por filas, las distribuciones posteriores de los parametros del modelo (6.1). La linea roja
cortada corresponde al valor estimado por la moda, las lineas rojas sélidas corresponden a los extremos
del intervalo de probabilidad al 85 %.
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Parametro: a (Estimado = 0.0447 )
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Figura 6.2: Por filas, las distribuciones posteriores de los parametros del modelo (6.2). La linea roja
cortada corresponde al valor estimado por la moda, las lineas rojas sélidas corresponden a los extremos
del intervalo de probabilidad al 85 %.
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Figura 6.3: Comparativa entre los datos experimentales (lineas de color) y las soluciones estimadas
(lineas negras punteadas) para los modelos (6.1) y (6.2), primer y segundo cuadro, respectivamente.
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7. Conclusiones

Comparativa de Métodos de Estimacion

Los métodos de estimacion de parametros Bayesianos poseen la capacidad de cap-
turar la incertidumbre proveniente del contexto del fendmeno a través de las distribuciones
posteriores de sus parametros. Dentro de estos métodos se destacan aquellos basados en
muestreo, como lo son los métodos Metropolis-Hastings y population-based MCMC aqui utili-
zados. Tales algoritmos fueron puestos a prueba bajo distintos escenarios que comprenden la
estimacion de parametros en modelos con diversa complejidad asi como el manejo de distintos
niveles de ruido muestral.

Durante este proceso de estimacion se observaron algunas de las fortalezas y defi-
ciencias de estos algoritmos. Por un lado, el método Metropolis-Hastings presenté problemas
de convergencia de la distribucidon posterior hacia un conjunto de valores éptimos de los pa-
rametros ante sistemas dinamicos oscilatorios. El algoritmo corre un gran riesgo de quedar
estancado en modas subdptimas de la distribucion posterior acarreando el ya mencionado pro-
blema de trampa local (Faming et al., 2010). Tal situacion se ve evitada por el uso del algoritmo
population-based MCMC, permitiendo discriminar entre modas subdptimas, logrando asi pro-
veer de mejores resultados en la estimacion. Ante tales situaciones son evidentes ahora los
escenarios sobre los cuales los métodos se desempefias de mejor manera, por un lado, an-
te modelos simples (estables en el tiempo o con dinamicas no oscilatorias) y con suficiente
informacion a priori del fenémeno, el algoritmo Metropolis-Hastings resulta ser suficiente para
obtener buenos resultados en la estimacion, mientras que para modelos complejos, y con in-
suficiente informacion, como lo fue el sistema presa depredador en su vertiente oscilatoria, el
algoritmo population-based MCMC resulta ser el mas adecuado en el sentido de arrojar esti-
maciones de los parametros que permiten recuperar la dinamica de los datos experimentales,
lidiando con las fuentes de incertidumbre presentes. La comparativa realizada entre ambos
métodos, determind la eleccién del algoritmo population-based MCMC como el adecuado para
realizar el proceso de estimacion de parametros a lo largo de la investigacion debido a que se
trabajaria con modelos cadticos (sistema de Lorenz) y escenarios donde la informacion del fe-
némeno es escasa o no la teoria no se desempena adecuadamente (aplicacion del biorreactor
e hidrdlisis).
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Sistemas Caoticos

Tras haber contrastado los métodos de estimacion en base a su desempefio ante sis-
temas de diversa complejidad surge la idea de utilizar este tipo de estimacion Bayesiana en
sistemas complejos de tipo cadtico, como lo es el sistema de Lorenz, y observar el desempefio
del método Bayesiano ante estos fenémenos. El sistema de Lorenz posee dos vertientes en su
dinamica dependiente de los valores de sus parametros, un estado no cadtico (pero oscilatorio)
y un estado cadtico.

Los resultados del proceso de estimacion sobre el sistema de Lorenz se ven reflejados
en la forma de las distribuciones posteriores de los parametros, por un lado, en la estimacion
sobre el sistema en su estado no cadtico se presentaron distribuciones posteriores unimodales
que a grandes rasgos unicamente variaron en su dispersion al cambiar el valor de la desviacion
estandar en el ruido gaussiano afadido en los datos, resultando en estimadores que generan
soluciones bastante cercanas a los datos experimentales. Esta situacion contrasta con aquellas
estimaciones realizadas en el sistema en su estado caético, donde las distribuciones posteriores
fueron claramente multimodales; situacion que dificulté la obtencion de una estimacioén para los
parametros dando como resultado estimaciones de las soluciones totalmente alejadas de los
datos experimentales en el corto plazo, independientemente del ruido muestral. Esta situacion
es Unicamente provocada por el caracter cadético del sistema, debido a que se tiene un modelo
bien especificado con datos unicamente sujetos a ruido muestral.

Tal carencia de ajuste a los datos no es el unico resultado producto de la estimacion
en un sistema cadtico, se observé ademas que independientemente del ruido muestral y de
la complejidad del modelo, ya sea el sistema en su estado cadtico o no cadtico, el método
Bayesiano arroja un estimador de los parametros que logra recuperar la tendencia general (a
largo plazo) del atractor del sistema. Aterrizando estos resultados en el contexto meteoroldégico
sobre el cual esta formulado el sistema de Lorenz, se confirma que ante sistemas cadticos
una estimacion a corto plazo de un fendbmeno como lo es el clima es imposible, no asi una
estimacion del comportamiento visualizado en una perspectiva temporal amplia.
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Aplicaciones

Finalmente, respecto al par de aplicaciones realizadas se logré enfrentar el método
Bayesiano ante los problemas propios de la practica experimental como lo son la falta de in-
formacion ante un fendmeno y los problemas de especificacion de un modelo. En la primer
aplicacién que corresponde a los fendmeno ocurridos en un biorreactor (seccion 5) se presenté
un proceso que implicaba proponer y modificar un modelo con el fin de capturar las dinamicas
inmiscuidas en el fendmeno. De tal proceso se derivo que los modelos propuestos a pesar de
su variada complejidad y que en algunos casos se presentan un ajuste razonable, carecen aun
de suficiente flexibilidad por lo que se refleja un problema de carencia de ajuste directamente
en las distribuciones posteriores de los parametros, pues en su mayoria fueron multimodales,
por lo que queda abierta la modificacién o proposicion de un modelo adicional.

En este mismo sentido, en la segunda aplicacion (seccion 6) que implica un proceso
de hidrdlisis, se contrastaron dos modelos, uno tedrico contra uno empirico. Tal contraste deja
claro que no siempre los modelos teoricos se desempefan adecuadamente en el campo, por
lo que se debe tener precaucion al utilizarlos y optar por modelos empiricos.

Ambas aplicaciones dejan claro que los métodos de estimacion no pueden lidiar con
problemas de falta de especificaciéon, sélo arrojan pistas sobre la presencia del mismo, sin
embargo tal situacion no es tomada en cuenta y se opta por considerar unicamente los valores
producto de la estimacién sin ver lo que existe de fondo.
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