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Introduccion

“El Teorema de Helly es uno de los mds grandes tesoros de la Convexidad, y ha sido el punto
focal de literalmente cientos de articulos de investigacion. Tal vez el aspecto mds agradable del
teorema es la facilidad con la que se presta a una amplia variedad de impresiontantes aplica-
ciones.”

Roger Webster.

Teorema de Helly (1913, [15]). Sea <7 una familia finita de por lo menos d 4 1 conjuntos con-
vexos en el espacio euclidiano d-dimensional (R%). Si cualesquiera d 4+ 1 miembros de .7 tienen
un punto en comun, entonces hay un punto en comun a todos los miembros de .o/

El teorema de Helly se cumple también para familias infinitas de conjuntos convexos com-
pactos, y éste ha generado numerosas generalizaciones y variantes.

Resultados del tipo “Si cada m miembros de una familia de objetos tienen la propiedad P
entonces la familia entera tiene la propiedad P”, se llaman teoremas tipo Helly. El minimo en-
tero positivo m para el cual hace que un teorema como éste sea cierto, se llama “nimero de
Helly”. Al igual que el Teorema de Helly, los Teoremas tipo Helly han sido objeto de numerosas
investigaciones y generalizaciones.

Consideremos la siguiente propiedad P:

P.- Decimos que una familia de conjuntos convexos .% en R? es m-perforable, si existe un con-
junto de m puntos en R? que intersecta a todos los elementos de la familia. E1 minimo nimero
m para el cual .# es m-perforable, se le llama nimero de perforacion (piercing number).

En 1982 Ludwig Danzer y Branko Griinbaum publicaron el articulo “Intersection Properties
of boxes in RY” [4], el cual muestra, entre otras cosas, que ni siquiera para “cajas” (intervalos
en R, rectangulos con lados paralelos a los ejes en R?, paralelepipedos con caras paralelas a
los ejes xy, vz, y xz en R3, etc) se puede asegurar la existencia de teoremas tipo Helly. Los
resultados que este articulo presenta estan estructurados como teoremas tipo Helly, donde la
propiedad P es tener niimero de perforacién acotado para la familia de cajas en R?. El Problema
de Perforacion fue introducido por Hadwiger y Debrunner (1957, [16]) como una extension del
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teorema de Helly, no es dificil convencerse que el Teorema de Helly es un teorema relacionado
con el numero de perforacion 1 (lo cual quiere decir que existe un punto que intersecta a todos
los miembros de una familia de conjuntos).

Esta tesis esta estructurada de la siguiente manera, en el primer capitulo, damos la descrip-
cion y antecedentes del problema, asi como las bases necesarias para entenderlo. En el capitulo
2, damos las herramientas de la teoria de graficas que mas se utilizan en esta tesis, ya que, el
nimero de perforacion se relaciona fuertemente con el niimero cromadtico de graficas e hiper-
grificas. Con estas bases establecidas, en el capitulo 3 nos damos a la tarea de proponer una
demostracidn alterna a algunos de los teoremas de Danzer y Grumbaiin para cajas. En el capitu-
lo 4 buscamos teoremas de tipo Helly para intervalos paralelos a los ejes, y obtendremos cotas
exactas para el caso de numero de perforacion 2, 1o que nos permitié obtener un resultado orig-
inal. Finalmente en el capitulo 5 daremos una conjetura que esta relacionada con la generacion
de teoremas de tipo Helly para “cajas planas” en RY.






Capitulo 1

Descripcion del problema

En esta seccion describiremos el problema central de esta tesis, asi como algunos antecedentes
fundamentales de convexidad que son escenciales para entender este problema.

1.1

Conceptos basicos de convexidad

Definicién 1.1. Un conjunto A C R? (el espacio euclidiano de dimensién d) se dice convexo,
si para cualesquiera dos puntos en A el segmento que los une también esta contenido en A. Es
decir, si x,y € A entonces (1 —#)x+ty € A paratodo r € [0,1].

La figura 1.1 muestra un conjunto no convexo C, ya que el intervalo que une a x con y no

estaen C

Fig 1.1



Lema 1.2. La interseccion de conjuntos convexos es convexa.

Demostracion. Sean A'y B conjuntos convexos y sea C su interseccion, supongamos que C no
es convexo, entonces existe un punto ¢ y un punto ¢ en C tal que el segmento que los une no
esta contenido en C, ésto implicaria que el segmento que une a ¢ y a ¢ tampoco esta contenido
en A o en B, supongamos que no estd en A, ésto implica que A no es convexo, lo cual es una
contradiccidn, por lo tanto C es Convexo. U

Definicion 1.3. Dado un conjunto A de puntos en R”, la envolvente convexa de A es la inter-
seccidn de todos los conjuntos convexos C tales que A C C'y se denota como conv{A}.

La envolvente convexa de un conjunto A se puede interpretar como el convexo mds pequeiio que
contiene a A, y claramente la envolvente convexa de cualquier conjunto convexo es el mismo.

Definiciéon 1.4. Un punto x se dice que es una combinacion convexa de los puntos ay, ....,a
en R si existen escalares A1, .., A, > 0con A; + ..+ A, = 1 tales que:

x=May+ ...+ Anan

Lema 1.5. Sean aj,az,..,a, puntos de un conjunto convexo A en R, Sea Ay, Aa, .., Am > 0, con
M+A+...+ A, = 1. Entonces AMay + ... + Anan € A.

Demostracion. Se demostrard por induccién en m. Cuando m es 1, claramente A = 1 cumple el
lema.

Supongamos vélido para m = k, y lo probaremos para k + 1.

Sea

x=Mar + ... + My 1Gpq1,

donde ay,ay,..,ar 1 €Ay A,..; 41 > 0con A; + ..+ A4 = 1. Claramente al menos un A;
debe ser menor a 1, supongamos que Az, < 1.
Sea

y:%aﬁ—....—l—%ak, donde A = A1+ ..+ A4 = 1_)~k+l > 0.

A Mo
Note que 7 +....+ 7 = L.
Asi por hipétesis de induccion y € A. Como A es convexo entonces el segmento queune ayy a

axyq estaen A, es decir x = Ay+ Agjapyq € A.
O

Definicién 1.6. Decimos que un subconjunto {aj,az,..,a,}-+ en R" es dependiente afin si
existen escalares A1, Ay, ..., Ay, no todos cero, tales que



Aay+Aar + ...+ Apa, = Oy que M+ +...+4,=0.
Teorema de Radon.

Teorema 1.7. Seanay,....,a, € R" conm > n+2. El conjunto {1, ...,m} puede ser particiona-
do en 2 subconjuntos 1y J tales que conv{a; : i € I} intersecta a conv{a;j: j € J}.

Demostracion. Consideraremos el caso no trivial cuando ay, ...a,, son distintos. Como m > n+ 1
consideremos el sistema de las n + 1 ecuaciones lineales simultaneas.

Mar+Aay+ ...+ Apa =0y que Ay + Ay + ...+ A, = 0. (1)

Como en las m incognitas A1, A, .., es homogéneo, el sistema tiene solucién no trivial, dado
quem >n+1
Consideremos entonces los escalares A1, .., A4, que son soluciones del sistema (1) tales que:

Mar+ a4 ...+ Apay =0y que A; + Ay + ...+ A, = 0.

Dado este hecho algunas A’s seran positivas y otras negativas. Seal = {i: A; >0} y
J={j:A; <0}. Ast:

Y Aia; Y —Aja;

icl — JjeJ —x
Y Ai Y —4; :
iel jeJ

Por lo anterior x es una combinacién convexa de puntos de conv{a; : i € I} y conv{aj: j € J},
por ello:

xeconv{a;: jeJ}tNcom{a;:iecl}.

1.2

Teorema de Helly

El Teorema de Helly es uno de los teoremas mds conocidos en la geometria discreta, este
teorema fue introducido en 1913 por Edward Helly (1884-1943) un importante matematico aus-
triaco que plante6 el teorema poco antes de que se uniera al ejército austriaco. Durante la Primera
Guerra Mundial Helly fue herido por el ejército ruso de un balazo en un pulmén del cual nunca
se recuperd, herido fue tomado como prisionero en Siberia por varios anos. Al término de la
guerra Helly fue liberado y regres6 a Vienna en 1920, al afio siguiente recibio un puesto en la
Universidad de Vienna. La primer prueba de este teorema fue publicada por J. Radon en 1921 y
la prueba de Helly apareci6 dos afios después.



Teorema de Helly

Teorema 1.8. Sea HY = {Ak}ke{l 2.1} una familia de conjuntos convexos en R%. Si para cada
d + 1 elementos de la familia su interseccion es no vacia, entonces:

N A #0.

ke{l,...n}

Obsérvese que el reciproco de este teorema es cierto trivialmente, ya que si todos los con-
juntos se intersectan cualesquiera d + 1 también se intersectan.

Existe una gran variedad de demostraciones del Teorema de Helly, ver por ejemplo [5],
aunque en esta tesis utilizaremos para su demostracion el Teorema de Radon.

Demostracién. La prueba se hara por induccién sobre el nimero de elementos de H¢. El teo-
rema es trivial cuando H? tiene d + 1 elementos. Supongamos vilido para las familia con m
elementos y m > d + 1. Sea Ag,A1, ..,A,, la familia de m + 1 conjuntos convexos en R¢, cada
d + 1 elementos de la familia tienen interseccidén no vacia. Por la hipétesis de induccidn, para
cadai=0,...,m existe un punto q; tal que

ai €AgN...NA_1NA L1 N...NAp,.

Por el Teorema de Radon, el conjunto {0,...,m} puede ser particionado en 2 conjuntos K y J
tales que conv{a; : j € J} y conv{ay : k € K} se intersectan. Supongamos que:
a € comv{aj:jeJ}Nconv{ay: ke K}

Sea A := N{Ailk € K} y B:=N{A;|j € J}, claramente por el Lema 1.2 A y B son conjuntos
convexos. Observe que para cada j € J, a; € A, puesto que j ¢ K y que paracadak € K, ay € B
puesto que k ¢ J

Asf, por la convexidad de B tenemos que conv{a; : j € J} C A. Similarmente, conv{ay : k €
K} CB.

Como a € con{a;: j € J}Nconv{a : k € K} C ANB, tenemos que A, N...NA, es no
vacio. O]

Observaciones importantes:

1) La condicién de convexidad es necesaria, como se muestra en la Figura 1.2.



Fig 1.2

Claramente cualesquiera tres de estos cuatro conjuntos tienen un punto en comun, sin em-
bargo no todos ellos tienen un punto en comun.

2) El nimero d + 1 conocido como niimero de Helly es justo, como se muestra en la Figura 1.3.

Fig1.3

Claramente para cada par de estos conjuntos convexos en R? su interseccién es no vacia, pero
no hay un punto en comtin a todos ellos.

3) La condicién de que la familia sea finita es necesaria también. Considérese la siguiente fa-
milia de semiplanos, sea P, := {(x,y)|x € R,y > i} con i € N. Claramente cada P, es convexo y
P;N P; # 0 para cualquier i y j, pero la interseccién de todos ellos es vacia.



Fig 1.4

Esto puede solucionarse pidiendo que la familia de conjuntos convexos sea compacta, sin em-
bargo, para el proposito de esta tesis trabajaremos solo con familias finitas. Por lo que el teorema
de Helly en esta tesis serd exactamente como en el Teorema 1.8.

Por 1), 2) y 3) es claro que en general las hipétesis del Terorema de Helly son lo mejor
posible, sin embargo, existen familias de conjuntos convexos donde el nimero d + 1 puede ser
menor, a continuacion trabajaremos con una de estas familias. Para lo cual necesitaremos la
siguiente definicion.

Definicién 1.9. Decimos que una familia .% de conjuntos convexos en R es 2 — Helly si basta
con que cada par de elementos de la familia tengan interseccién no vacia para que la interseccion
de todos los elementos de la familia sea no vacia.

Observacién 1.10. Sea .# una familia 2-Helly, si ¢ C .#, entonces % es 2-Helly. Si cua-
lesquiera par de elemntos de .# se intersectan, en particular cualesquiera par de elementos de
¢ se intersectan, y como .7 es 2-Helly la interseccion de todos los elementos de .# es distinta
del vacio, lo que implica que en particular todos los elementos de .7 tienen interseccion no
vacia, por lo tanto .77 es 2-Helly.

Definicion 1.11. Sea C; = {(x1,x2,...... Xg) ER? |a; <x; < bjcona;,b; eR,ic{l,..,d}}, a
C, le llamaremos una d — caja en R?. Denotaremos como A? a la clase de todas las familias de
d-cajas en R?. Cuando m < d, una m caja en RY es una m-caja en algin R” C R? y denotaremos
como A?, a la clase de todas las familias de m — cajas en RY.

Ejemplo 1.12. La figura 1.5 muestra una familia de 2-cajas en R? y una familia de 1-cajas en
RZ



Familia de 2-cajas en R? Familia de 1-cajas en R?
Fig 1.5

Lema 1.13. Sea .F € AY, entonces F es 2 —Helly en R4

Demostracion. Se demostraré por induccion en d, la dimension del espacio.

Por el Teorema de Helly sabemos que en R! basta con que para cada par de intervalos tengan
interseccion no vacia para que toda la familia tenga interseccion no vacia. Supongamos vélido
para d = k, por demostrar védlido parad = k+ 1.

Sea.# cAM! con #={Cy,C,,...,C,}, recordemos que:

Ci = {(x1,%2, oo, 241) € RM | dl xj < B condl b € R, j e {1, k+1}}

Consideremos la proyeccion,

Ci = {(x1,22, 00,24, 0) € R @ < < B con b € R, j € {1k} )
Claramente toda C; estd contenido en el hiperplano H* = {(x,x2, ...... X, 0) | eRyie {1, k}}.
Por hipétesis de induccién tenemos (| C # &, sea p* un punto cualquiera de esta inter-

ie{l,.. .k}

seccién. Consideremos / la recta que pasa por p* y que es perpendicular al hiperplano H¥, [
intersecta a todos lo elementos de .%#, pues si suponemos que existe un elemento C; € .% tal
que I NC; = @, entonces la proyeccién de C; en H* no contendria a p*, entonces p* no estarfa
en la interseccion. Sea E; = C; N/, claramente por hipétesis, para cualesquiera £ y E; tenemos
que E;NE; # @, entonces por el Teorema de Helly en la recta la interseccién de todos los E; es

distinta del vacio, es decirexisteun p € (| E;ycomo E; CCjentoncesp C (] Ci.
i€{l,..k} ie{l,..k}
]
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1.3

Teoremas tipo Helly y teoremas de perforacion

El teorema de Helly ha sido estudiado, aplicado y generalizado por varios autores, algunos
resultados tienen aplicaciones significativas en otras dreas de la matemadtica, a una de estas ge-
neralizaciones se le conoce como los teoremas tipo Helly.

Un Teorema tipo Helly es un teorema que tiene una base estructural similar al teorema de
Helly y que usualmente se puede ver de la siguiente forma:

Sea 7/ una familia y P una propiedad cerrada bajo inclusiones para subfamilias de %/. Un
Teorema tipo Helly plantea una estructura de la siguiente forma: “Si para todo subconjunto de
cardinaludad p de una familia .72 C % tiene la propiedad P, entonces toda la familia tiene la
propiedad P”.

El minimo niimero p para el cual este resultado es cierto se le llama nimero de Helly del
Teorema de Helly (% ,P, 1)

Claramente si % es una familia que pertenece a H¢ que denota la clase de todas las familias
finitas de conjuntos convexos d-dimensionales en R y P es la propiedad de tener un punto en
comun, entonces estamos hablando del teorema de Helly, donde u = d + 1.

En esta tesis trabajaremos con una version particular de teoremas tipo Helly que resulta muy
natural y que se les conoce como problemas de perforacion o piercing number.

Definicion 1.14. Sea .# una familia de subconjuntos en el espacio euclidiano d-dimensional
R? y sean n y k cardinales con # finito. Entonces:

i) Si existe un conjunto A C R¢ que consiste en 7 0 menos puntos tales que AN F # @ para cada
F € %, diremos que .# es n-preforable. La minima n se le llamard nimero de perforacion y se
denotara por I1(.%) =n 6 F e IT".

La figura 1.6 muestra una familia de 2-cajas con nimero de perforacion 2
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Fig 1.6

ii) Si cada subfamilia F de .%con k o menos elementos |F| < k tiene interseccién no vacia, o es
perforable por un punto, lo denotaremos como I (%) =1 6 F € I1;.

La figura 1.7 muestra una familia .% de 2-cajas tal que II;(.#) =1, i.e. que cada par de
2-cajas tiene interseccion no vacia.

Fig 1.7

iii) Si cada subfamilia F' de .# que consiste en k 0 menos elementos |F| < k es n-perforable lo
denotaremos I (%) <n 6 F € IT}.
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La figura 1.8 muestra una familia .% de 2-cajas tal que II3(.#) =2 (€ H%), es decir que
cada tripleta de 2-cajas es 2-perforable.

Fig 1.8

Obsérvese que Iy DI, ;| O ... D Ty D II", dado que como cada k + 1 elementos de .7
son n-perforables, en particular cualesquiera k de ellos se perforan a lo més con los mismos n
puntos; si F' consiste en conjuntos compactos entonces IIy = IT".

De esta manera resulta interesante preguntarse la existencia de un teorema tipo Helly donde:

F=U € Ai y P es la propiedad de tener nimero de perforacion n o ser n-perforable.

Es decir queremos ver la existencia de un nimero 4 := h(d,m,n) que satisfaga lo siguiente:

Si para toda subfamilia F C.% con |F| < h(d,m,n), II(F) = n entonces I1(.#) =n.

Observacién 1.15. Por el Lema 1.13 sabemos que las familias de d-cajas en R? son 2-Helly,
lo que implica que cuando n =1 h(d,d,1) =2

De hecho Ludwig Danzer y Branko Griinbuam probaron en 1982 el siguiente Teorema:
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Teorema de Danzer y Griinbaum [4]

i) h(d,d,1) =2 paratodad > 1.
ii) 2(1,1,n) = n+ 1 para toda n.

i) 7(d.d,2) = { 3d para d impar

3d—1 para d par
iv) 1(2,2,3) = 16.
V) h(d,d,n) = Xgparad > 2,n >3,y h(d,d,n) # h(2,2,3).

Uno de los objetivos de esta tesis es dar una demostracion alterna a la original a algunos de
los incisos de este teorema utilizando técnicas de teoria de graficas, lo cual motiva el siguiente
capitulo.
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Capitulo 2

Conceptos basicos

2.1

Conceptos basicos de graficas

Definicién 2.1. Una grdfica es un par ordenado G = (V(G),E(G)) donde V (G) es un conjunto
no vacio finito de objetos llamados vértices y E(G) es un conjunto de pares no ordenados de
vértices de G llamados aristas.

Para el proposito de esta tesis asumiremos que toda grafica G es simple, es decir que
(u,u) ¢ E(G) y que no tiene aristas multiples.

Definicién 2.2. Sea G una grifica. El orden de G denotado |G| se define como la cardinalidad
de V(G), [V(G)|.

Definicion 2.3. Una grifica H se dice que es una subgrdficade G si V(H) C V(G),
E(H) CE(G).

Definicién 2.4. La trayectoria 7, es una grafica donde V(7,,) = {v1,...,va} ¥y

E(T,) ={(vi,v2),(v2,v3),(v3,v4),..(vh—1,vn) }, a v; se le llama vértice inicial y a v, se le llama
vértice final. La longitud de 7,, denotada como /(7;,) es el nimero de aristas que contiene 7, es
decir, [(T,) =n—1.

Definicién 2.5. El ciclo C, es una gréifica donde V(C,) =V (T,) y
E(Cy) = E(T,) U (vy,v1).

15
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Definicién 2.6. Sea G una grifica. El complemento G¢ de G esta definida tomando
V(G°) =V(G) y dos vértices u y v € V(G) son adyacentes en G, es decir (u,v) € E(G°), siy
solo si ellos no son adyacentes en G, es decir (u,v) ¢ E(G) . Es claro que (G°) = G.

Definicion 2.7. Una grafica H se dice que es una subgrdfica inducida de GsiV(H) CV(G)y
si paracadau'y v € V(H) tales que (u,v) € E(G) entonces (u,v) € E(H).

Definicion 2.8. Sea G = (V(G),E(G)) una grafica, G\v la gréfica tal que V(G)\v=V(G)\{v}
y E(G)\v =E(G)\{(vw)lw e V(G)}

Ejemplo 2.9. Sea G = (V(G),E(G)), donde V(G) = {vi,v2,v3,v4,V5,V6} ¥
E(G) = {(vi,v2),(v2,v3), (v2,v4), (v2,V5),(v3,v4),(v3,v5)}, que podemos visualizar de la si-
guiente manera.

v2 v3

v4

Claramente el orden de G es 6, (|G| = 6) ya que G tiene 6 vértices.
SiV(H) = {vi,v2,v3,v4,Vs5} Y

E(H)={(vi,v), (v2,v3),(v2,s5),(v3,v4)}, claramente H = (V(H),E(H)) es subgrifica de G.
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El complemento de G, G = (V(G°),E(G°)) estd dada por V(G°) =V(G) y
E(GC) = {(V17V5), (V17V4), (V17V6), (VI,V3), (V2,V6), (V47V5>7 (V47V6)’ (V37V6)7 (V67V5)}

G G C
v2 v3 v2 v3
vi v1
v4 v4
6
v5 .V v5 6

SiR = (V(R),E(R)), donde V(R) = {vi,v2,v3,v4} y
E(R) ={(vi,v2),(v2,v3),(v2,v4), (v3,v4) }, note que R es una subgrafica inducida de G.

v2 v3 v2 v3

- .VG

Podemos observar que (G\vs)\ve= R

Definicién 2.10. Una grifica G se dice que es completa si para todo u y v que pertenecen a
V(G) entonces (u,v) pertenece a E(G). A la grafica completa con n vértices la denotaremos K,

Ejemplo 2.11. K5 = (V(Ks),E(Ks)) donde V(Ks) = {vi,v2,v3,v4,v5} y
E(Ks) ={(vi,v2), (v1,v3), (v1,va), (v1,s5), (v2,v3), (v2,v4), (V2,V5), (v3,va), (v3,V5), (V4,v5) }
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v2 v3

v4

vb

Definicién 2.12. Dada una grafica G y una grafica H, decimos que G es isomorfa a H (deno-
tado G = H), si existe una funcién biyectiva f : V(G) — V(H), tal que (u,v) € E(G) siy s6lo si
(f(u),f(v)) € E(H), a f se le conoce como isomorfismo.

Observacién 2.13. Sean G y H graficas. Si G = H entonces H = G.

Ejemplo 2.14. Consideremos a la gréficas Cy4, donde V(Cy) = {vi,v2,v3,v4}
y E(C4) = {(vl,vz), (VZ,V3), (V3,V4), (V4,V1)} ya la gréﬁca G, donde V(G) = {01,02,613,614}
y E(G) = {(Cl],a:’,), (a27a4)7 (02703)7 (Cl4,a1)}

C4

v2 v3 a2 a3

al

Claramente C4 = G, basta con considerar un isomorfismo f con f(v2) =as, f(v3) =ax y f(vi) =
a; para los otros casos, es fadil ver que f es biyectivay (u,v) € E(Cy) siy sélo si (f(u), f(v)) €
E(G)

Observacion 2.15. Note que dada G, una grafica cualquiera de n vértices, G° UG = K,,, donde
G UG estd dada por V(G°UG) =V(G)UV(G°) y E(G°UG) = E(G)UE(G")
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Definicién 2.16. Sea G una gréfica. El niimero de clan denotado @ (G) se define como el orden
de la grafica completa mas grande contenida en G.

Ejemplo 2.17. Sea Q = (V(Q),E(Q)), donde V(Q) = {v1,v2,v3,v4,V5,V6} y
E(Q) ={(v1,v2),(v2,v3), (v2,v4), (v2,v5), (v3,v4), (v3,V5), (v4,V5) }

Q

v2 v3

v4

- .v6

Claramente o(Q) = 4.

Definicién 2.18. Sea G grifica, dados u,v € V(G) la distancia entre u y v, denotado d(u,v), es
el minimo numero 7 tal que la trayectoria 7,11 es subgrafica de G con vértice inicial u y vértice
final v.

Definicion 2.19. Sea G una gréfica, decimos que G es una grafica bipartita si podemos hacer
una particién de los vértices en dos conjuntos Vi(G),V,2(G) tales que V(G) = Vi (G)UV1(G) y
si u 'y v pertenecen a V;(G), entonces (u,v) ¢ E(G) parai € {1,2}.

Teorema 2.20. Una grdfica G es bipartita si y sélo si G no tiene ciclos impares.

Demostracion. Sea G una grafica bipartita con biparticién de los vértices (Vi,V,) y suponga-
mos G tiene un ciclo impar C con vértices xi,x2,..X2,+1. Podemos suponer que x; € Vi, en-
tonces x» € V;, x3 € V| y asi sucesivamente, entonces x; € V| para todo i impar, en particular
(vant+1,v1) € E(G) lo que contradice la definicién de gréfica bipartita.

Supongamos que G no tiene ciclos impares, sea x € V(G). Definimos a

Vi ={y e V(G)|dist(x,y) =1 méd2}yaV,=V(G)\Vy, si existiera una arista (x,y) € E(G)
con x,y € V; para cualquier i, entonces G contendria un ciclo impar, lo cual es imposible. Por lo
tanto G es bipartita. 0

Observacién 2.21. El nimero de clan de una grafica bipartita G es 2, dado que como G no
puede tener ciclos impares, K3 no puede ser subgrafica de G y como K3 es subgréfica de K, para
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n > 3, entonces @(G) = 2.

2.2

Coloraciones de graficas y grafica perfectas

Definicion 2.22. Sea G una grifica. Una coloracion propia de G es una funcién
f:V(G) — {1,2,3..,n} donde si (u,v) pertenece a E(G) entonces f(u) # f(v).

Definicién 2.23. Sea G una grifica . El niimero cromdtico de G denotado ¥ (G) se define como
el minimo nimero n tal que f : V(G) — {1,2,3..,n} es una coloracién propia.

Observacion 2.24. Siel orden de G es n (|V(G)| = n), claramente una asignacion
f:V(G) — {1,2,3..,n} tal que f(v;) =i, es decir que asocia a cada vértice un color diferente
es una coloracion propia, por lo tanto x(G) < n.

Dada un grifica G, encontrar x(G) es generalmente muy dificil. En algunos casos exhibir
una coloracién puede no ser tan complicado, pero encontrar el nimero cromatico de una gréfica
arbitraria o caracterizar las grificas por su nimero cromético es un problema NP completo [14],
lo que significa de cierta manera que no se puede realizar un algoritmo para hacer una busqueda
exhaustiva.

El primer resultado de coloracién de graficas trataba exclusivamente sobre graficas simples
con la particularidad de que se pueden dibujar sin que ningln par de aristas se interseccten en-
tre si, mejor conocidas como mapas planos. Francis Guthrie(1831-1899) matemaético britanico
postul6 la conjetura de los 4 colores, notando que 4 colores son suficientes para colorear pro-
piamente un mapa plano. Arthur Cayley envi6 el problema a la London Mathematical Society
en 1879 y fue algunos anos después cuando Alfred Kempe publicé un articulo que “resolvia” el
problema. Por una década el problema de los 4 colores se consideré resuelto. Por su contribu-
cion Kempe fue elegido miembro de la Royal Society y posteriormente presidente de la London
Mathematical Society.

En 1890 Heawood descubri6 que el argumento de Kempe contenia un error, asi que en ese
afio publicé un articulo en el cual demostro el teorema de los 5 colores probando que todo mapa
plano puede ser coloreado con a lo més 5 colores usando ideas de Kempe. En el siguiente siglo
fueron desarrolladas distintas teorias para reducir el nimero de colores necesarios a cuatro, y
ésto no fue posible hasta 1976 cuando Kenneth Appel y Wolfgang Haken probaron el teorema
haciendo uso de métodos computacionales.
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Ejemplo 2.25. Se puede ver que el nimero cromatico de una grafica bipartita es 2, ya que por
definicion si G es una gréfica bipartita, existen dos particiones V; y V,» de V(G) tales que para
cada par de vértices en V;, (u,v) ¢ E(G), asi se propone f : V(G) — {1,2} tal que f(u) = i para
uecV,.

Mis adn podemos ver que la definicion de gréfica bipartita es equivalente a la propiedad
de que dicha grafica sea 2 coloreable. Ya mencionamos que si una gréfica es bipartita es 2
coloreable, ahora supongamos que una grafica G es 2 coloreable, entonces existe una coloracion
f:V(G) — {1,2},considere la particiéon V; = {x € V(G)|f(x) = i} para i € {1,2}, claramente
si x,y € V; entonces (x,y) ¢ E(G), pues de lo contrario no podrian tener el mismo color.

Observacion 2.26. x(Cy,) =2, con f:V(Ca,) — {1,2} tal que f(vy;)) =1y
fvai—1) =2conie{l,2,...n}.

Observacion 2.27. y(Cs,+1) = 3, puesto que si suponemos que X (Cz,+1) = 2 ésto implicaria
que Cy,41 es bipartita, contradiciendo el teorema 2.20, asi ) (Cp,+1) > 2, ahora considere a
f : V(CZIH—I) - {17273} tal que f(v2i) =1 parai € {1,2,..,1’1} af(v2n+l) =3 y af(v2j—1> =2
para j € {1,2,..,n}, claramente f es una coloracién propia, por lo tanto ¥ (Ca,+1) = 3.

Observacion 2.28. Sea K, la grafica completa de n vértices. Note que x(K,) = n ya que para
cadau € V(G) y u € V(G) implica que (u,v) € E(G) entonces u y v no pueden tener el mismo
color, por lo tanto necesitamos n colores.

Observacion 2.29. Si H es subgréfica de G entonces es claro que y(H) < x(G), puesto que
comoV(H) CV(G)yE(H) C E(G) podemos colorear a los vértices de H con los mismo colores
de G. Por la observacion anterior podemos concluir que ®(G) < x(G) .

Ejemplo 2.30. Sea Q grifica

v2 v3

v4

- .v6
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Podemos notar facilmente que 0(Q) = 4.
Ahora coloremos a Q de la siguinte forma:

v2 v3

v1

v4

5 . v6

Dada esta coloracion propia tenemos que x(Q) < 4 (nétese que podria asignarle a cada vértice
un color distinto), ahora por la observacion 2.29 sabemos que 4 = ®(Q) < x(Q) <4 por lo tanto

x(0)=4

Observacion 2.31. Dadas G y H griéficas, si G = H entonces x(G) = x(H).

Como G = H existe una funcioén k : V(G) — V(H), tal que (u,v) € E(G) siy s6losi (k(u),k(v)) €
E(H), supongamos que ¥ (G) =nysea f:V(G) — {1,2,3..,n} la coloracién propia, ahora pro-
ponemos la coloracién propia f': V(H) — {1,2,3..,n} dada por f'(v) = f(k~'(v)), claramente
/" es una coloracion propia de n colores de H lo cual implica x(G) < x(H), andlogamente se
prueba que x(G) > x(H) y por lo tanto x(G) = x(H).

Teorema 2.32. Sea G una grdfica, x(G) < 2 si 'y sdlo si G no tiene ciclos impares.

Demostracion. Como ya se menciond ¥ (Ca,+1) = 3, lo que implica que si }(G) < 2 entonces
C,+1 no puede ser subgrafica de G. Por otro lado ya se demostré en el teorema 2.20 que si G no
tiene ciclos impares G es bipartita y en el ejemplo 2.25 se observé que el niimero cromatico de
cualquier grafica bipartita es 2, por lo tanto x(G) < 2.

O

Definicion 2.33. Diremos que una gréfica G es critica cromdtica o simplemente que es critica,
si x(G) = n pero para cualquier v € V(G) se tiene que x(G\v) < n.

Ejemplo 2.34. Consideremos K, sabemos que X (K,) = n, pero si consideramos
X (K,\v) = n— 1 para cualquier v € V(K,), por lo tanto K, es critica
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v2 v3 v2 v3

v v

Recordemos que para toda grafica sabemos que 0(G) < x(G), en el ejemplo 2.30 obtuvimos
la igualdad o(G) = x(G), en general que una gréafica cumpla ®(G) = x(G) es realmente dificil.
(Qué tanta diferencia puede existir entre ellos?. En 1955 el matematico polaco Jan Mycielski
probo que la diferencia entre estos dos parametros puede ser tan grande como se quiera. La
construccién de Mycielski exhibe a partir de una grafica G sin tridngulos, otra grafica G’ sin
tridngulos con nlimero crématico tan grande como se quiera. Probando que el clan de una gréfica
no es necesariamente “responsable”de que el nimero cromatico sea grande. Debido a que esta
pregunta tiene gran sentido y a que es dificil que la igualdad entre estos dos parametro se de
motiva la siguiente definicion

Definicién 2.35. Una grifica G es perfecta si para toda subgréfica inducida H de G se cumple
que (H) = o (H).

El siguiente teorema es cldsico en la literatura y referimos al lector a [10] para su de-
mostracion.

Teorema 2.36. Si G es una grdfica perfecta, entonces G es perfecta.

2.3

Graficas de interseccion y sus complementos

A continuacion definiremos un tipo de gréficas que se han estudiado desde hace mucho
tiempo ver por ejemplo [12] y que ayuda a codificar la informacién combinatoria de algunas
familias, como por ejemplo las familias de conjuntos convexos, la cual nos seré de gran utilidad.
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Definicién 2.37. Dado un conjunto B, se define la grdfica de interseccion denotada Gg como
Gp = (V(Gp),E(Gg)), donde V(Gg) =By dados x e By y € B, (x,y) € E(Gp) si y s6lo si
xNy# .

Ejemplo 2.38. Sea B la siguiente familia de cajas en R?, B = {A,B,C,D}

Asi, V(Gg) = {A,B,C,D} y E(Gg) = {(A,B),(A,C), (C,B),(C,D)}.

Definicién 2.39. Dada una gréfica G, diremos que G es n-realizable si existe una familia
de conjuntos convexos . CR” de tal manera que G = G. Dada una gréafica G a la minima
n para la cual la grafica es n-realizable como famlia de n-cajas, es decir .# €A”" se le llama
“cajabilidad”(Boxicity).
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Es bien sabido que encontrar la “cajabilidad”’de una grafica G cualquiera es un problema
NP-duro [6], mas atin saber si una grafica tiene cajabilidad 2 es un problema NP completo [9].

El siguiente teorema es cldsico en la literatura, referimos al lector a [11] para su demostracion.
Teorema 2.40. Las grdficas de interseccion de intervalos en R son perfectas.

Es decir, dada una familia .# de intervalos en R y dada G ¢ su gréfica de interseccion en-
tonces x(Gz) = 0(Gx)

Para terminar este capitulo demostaremos un resultado sencillo pero que nos serd de gran
utilidad para el resto de esta tesis.

Proposicion 2.41. Sea G una grdfica perfecta, si para cada subgrdfica H de G con
|V(H)| = n+ 1 tenemos que x(H) = n, entonces x(G) = n.

Demostracion. Como H es subgréfica de G entonces x(H) < x(G) y como y(H) = n entonces
n < x(G). Ya que G es perfecta basta probar que @(G) < n, supongamos que K, es subgrafi-
ca de G, es decir, ®(G) > n+ 1 pero |V(K,+1)| = n+1 lo que implicaria por hipétesis que
X (Ky+1) = n, 1o cual es una contradiccién por lo tanto @(G) < n'y como n < ®(G) < n tenemos
que ®(G) = n. O



26




Capitulo

Algunos teoremas de perforacion para cajas

En esta seccidn utilizaremos algunos de los conceptos y resultados de graficas definidos en
el capitulo anterior para demostrar algunas propiedades de perforacion de familia de cajas.

En el capitulo 1 definimos a Ai como la clase de todas las familias de cajas de dimension
men Ry a h(d,m,n) como el menor cardinal / (si existe) con la propiedad que dada .# €A¢,
se tiene que para toda subfamilia F C.# con |F| < h(d,m,n) tiene nimero de perforacion n
(ITI(F) = n), entonces toda la familia tiene nimero de perforacion n, (I1(.% ) =n).

Recordemos también que cualquier familia .%# que pretenece a la clase de todas las familias
de m-cajas en RY (A9) satisface la propiedad de ser 2-Helly, es decir que dada una familia
F €A% cumple que si cada par de cajas tienen interseccién no vacia entonces toda la familia .7
tiene interseccion no vacia.

A continuaciéon demostraremos que el nimero de perforacion de una familia 2-Helly y el
nimero cromdtico del complemento de su grafica de interseccion estin relacionados.

Teorema 3.1. Sea B una familia 2-Helly, entonces II(B) = n si 'y sélo si x(Gg) = n.

Demostracion. Primero demostraremos que I1(B) = n implica x (Gg) < n.

Sea A = {x1,x2,...,x,} el conjuntos de n puntos que perforan a la familia B, es decir, tal que
ANb # 0 paratoda b € B. Sea B| = {b € B|bNx; # 0} similarmente sea

Bi ={b € B\{By,By,....,Bi_1}|bNx; # 0} parai = {2..,n}. Como I1(B) = n entonces

B =B;UByU..UB, con B; # 0y por construccion BiNBj =0 parai# jconiy j€ {1,2..,n}.

Consideremos a Gf, y sea f : V(G4) — {1,2,..,n} coloracién tal que f(b) =i para b € B;.
Es facil ver que f es una coloracién propia puesto que si u y v tienen el mismo color esto implica
que ambos pertenecen a B;, lo que implica que (u,v) ¢ E(G%), asi f es una coloracién propia,
por lo tanto ¥ (G§) < n.

27



28

Ahora demostraremos que si B es una familia 2-Helly con x(G§) = n entonces II(B) < n.
Supongamos que X (G%) = n'y consideremos la coloracion propia f: V(G§) — {1,2,..,n}, sea
B; = {v € V(Gy)|f(v) =i}, para cualesquiera u y v pertenecen a B;, (u,v) ¢ E(G§%), lo que im-
plica que uNv # @ en B, como B es 2-Helly por la observacién 1.10 que refiere a que cualquier
subconjunto de un conjunto 2-Helly es 2-Helly, tenemos que B; es 2-Helly, asi la interseccién
de todos los elementos de B; es no vacia, lo que implica que I1(B) < n.

Para demostrar que I1(B) = n implica x(Gy) > n, supongamos sin pérdida de generalidad
que I1(B) = nimplica y (G%) =n— 1, entonces por la prueba anterior tenemos que x (Gj) =n—1
implica II(B) < n—1 lo cual es una contradiccion por lo tanto x(G%) = n, andlogamente se
prueba que x(G§%) = n entonces II(B) > n.

]

Habiendo encontrado una relacion entre el nimero cromadtico y el nimero de perforacion
podremos profundizar sobre las configuraciones de la familia A%. Empecemos con el inciso ii)
del Teorema de Danzer y Griinbaum, partiendo de la proposicién 2.41 y el teorema 2.40 tenemos
la siguiente proposicion.

Proposicién 3.2. h(1,1,n)=n+1

Demostracion. Sea .% una familia de cajas en R, es decir una familia de intervalos en R con
mds de n+ 1 elementos. Por hipétesis cada n+ 1 son n-perforables, es decir IL,1(.F) = n
(o Iy (.#)), entonces por el teorema anterior tenemos que ¥ (Hf) = n para toda subgrafica
HF cuya realizacion es la subfamilia F € .% con |V(HFp)| = n+ 1, y queremos demostrar que
I1(.%) =n. Por el Teorema 2.40 sabemos que las gréficas de interseccién de intervalos son per-
fectas y por la proposicion 2.41 que dice que si una grafica perfecta G cumple que para toda
subgrafica con a lo mas n+ 1 vértices es a lo més n coloreable entonces G es n colorable, ten-

emos que ¥ (G%) =ny entonces h(1,1,n) =n+1. O
Teorema 3.3. h(2,2,n) = R, paran > 4.

Demostracion. La demostracién de este teorema se basa en generar una familia de cajas en R?
que cumple IT} pero que no cumple I1" para ningun 7.

Sea m un entero positivo y sea k(m) = mn+ 1. Sean x1,x;,x3, .....,x; puntos de la frontera de
C?, el cuadrado unitario con centro en el origen que dividen su perimetro en partes iguales.
Cosideremos A; el rectingulo méds pequenio que contiene a oS puntos X;, Xy 1,.....,Xj4m—1 Y

consideremos la familia de 2-cajas en R? dada por 7:= {A|j = 1,2,..,k}.
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Xm X2 X1

Xk

Ahora consideremos a G ¢ la grafica de interseccion de la familia .7, es fécil observar que
AiNAj#0cuando j€ {i—m+1,i+m—1}, j médmn+ 1, por lo que podemos ver a G como
la grafica con V(G) = {A,A2,.....,Ax} Yy

E(G)={(Aj,Aj11),(Aj,Aj42),, (AjAjrm-1)lj = imod k, i ={1,2,...k(m)}},

y la podemos visualizar como muestra la figura 3.1.

Am A2 A1

Fig 3.1

Consideremos el siguiente ejemplo:
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Seanm =3 yn=35, asi
k(3) =nm+ 1 = 16. Asi la grafica de interseccion se vera como muestra la siguiente figura.

Az A2 A1
o As Aa Az A2 A1
Ais
A6 A16
A7
A15
A12 As A14
. A9
A0 A11 A12 A13
Fig 3.2

Como vimos en los resultados anteriores, estamos interesados en probar que x(G¢) = n+ 1. Da-
da la dificultad del complemento de la grafica de interseccion trabajaremos solo con G, tomando
en cuenta que si (u,v) € E(G) entonces v y u pueden tener asignado el mismo color ya que

(u,v) ¢ E(G°) .

Primero demostraremos que x(G“)> n+ 1.
Para cualquier A; € V(G) sabemos que a lo mds m — 1 vértices adyacentes pueden tener el
mismo color (dado que A;NA; # 0 cuando j € {i—m+1,i+m—1}), lo que significa que
en G cualesquiera par de elementos cuyos indices estin separados por al menos m vértices
cumplen que (Ai,A(i+m) mod k) € E(G% ), lo que implica que cada clase cromitica s6lo puede
tener a lo mas m elementos. Por lo tanto necesitamos més de n colores para colorear esta gréfica,
de este modo (G“)>n+ 1.

Ahora veremos que X (G°\ A;)< ndonde A; € V(G°)
Para probar lo anterior basta con exhibir una coloracion propia. Sin pérdida de generalidad
supongamos i = k, y sea @ : V(G) — {1,..,n} de la siguiente forma ®(4;) = [L] (como se
muestra en la Figura 3.3), por demostrar que P es propia.
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Am+1 Am A2 A1

Fig 3.3

Note que estamos coloreando cada m vértices consecutivos de un mismo color partiendo desde
A1,y como k— 1 = mn tenemos n colores distintos. Podemos ver que cualesquiera m vértices
del mismo color estan coloreados propiamente, puesto que en la grifica de interseccion existe
una arista para cada par de estos vértices, lo que implica que no existe arista entre ellos en G,
por lo tanto es una coloracién propia e implica que ) (G \ Ax)< n.

Con estos hechos notamos que x (G \ A;) < n para cualquier A; € V(G°) pero x(G) > n+1,
asi por el teorema 3.1, tenemos una familia 2-Helly tal que para cualesquiera kK — 1 elementos
de .# son n-perforables pero .# no es n-perforable y como la cardinalidad de .# puede ser tan
grande como se quiere se sigue que i(2,2,n) = X O

Observacion 3.4. h(d,d,n) = X con n > 4, pues basta con construir una familia de d-cajas
tales que sus proyecciones en R? sean como la familia construida en el lema anterior.
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Capitulo

Graficas Prohibidas

El teorema de Danzer y Griinbaum caracteriza a h(d,d,n) para toda d y todo n, y claramente
es un teorema que relaciona tanto la combinatoria como la geometria. En este capitulo trataremos
de codificar algunas propiedades geométricas de las cajas y aportaremos algunos resultados para
el caso h(d,m,n). Para este hecho necesitamos unas definiciones previas.

Cabe mencionar que el trabajo que que a continuacion presentamos es original y tiene varias
posibilidades de generalizarse y dar lugar a futuras investigaciones.

Recordemos que una grafica G es realizable si existe una familia .# de conjuntos convexos
de tal manera que G # = G, donde a la familia .# se le conoce como la realizacion de G, asi en
esta tesis estamos interesados en graficas realizables de familias de cajas, asi como en las graficas
de interseccion de la familia de cajas, lo que nos motiva a la siguiente definicion.

Definicién 4.1. Decimos que una gfafica G es m-prohibida en R?, si su complemento no es
realizable con m-cajas en R?

Proposicion 4.2. Sea 2K, una grdfica que consiste de dos aristas, es decir, con
V(2K>) ={A,B,C,D} y E(2K;) = {(A,C),(B,D)}, entonces 2K, es 1-prohibida en R

Demostracion. Supongamos que 2K3 es realizable (es decir, que 2K> no es 1-prohibida en
R), entonces existe intervalos cerrados A = [a;,a4], B = [bi,by|, C = [ci,cq] y D = [d;,d,] con
a;,aq,bi,by,ci,cq,di,dg € R.

Supongamos sin pérdida de generalidad que A es el intervalo que se encuentra lo mas a la
izquierda posible, es decir, que a; < x para todox € AUBUCUD.

Como (A,C) € E(2K;), A no intersecta a C, por lo tanto C estd a la derecha de A. Como
(A,B) ¢ E(2K,) y (C,B) ¢ E(2K;) implica que B intersecta a A y a C, lo que implica que
ag € B similarmente (A,D) ¢ E(2K;) y (C,D) ¢ E(2K;), implicando también que D intersecta
a Ay aC de esta manera a; € D, por lo tanto a; € BND pero (B,D) € E(2K;) asi BND # 0, lo
que es una contradiccion.
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La siguiente proposicion nos serd de gran utilidad para el trabajo realizado en este capitulo.

Proposicion 4.3. Cualquier grdfica G que tenga una grdfica m-prohibida como subgrdfica
inducida es m-prohibida.

Demostracion. Sea H la subgrafica inducida m-prohibida en G. Supongamos que G no es m-
prohibida y consideremos su realizacion .% de G en R”, por la construccion de G sabemos que
podemos definir una funcién biyectiva Q : V(G) — #, que asocia a cada vértice un elemento
de la familia y tal que (u,v) € E(G) si y s6lo si Q(u) NQ(v) # 0, como H es una subgrifica
inducida de G podemos considerar a .7”= {Q(v)|v € H}, as{ .7 es una realizacién de H, lo cual
es una contradiccion. Por lo tanto G no es realizable, lo que implica que es m-prohibida. [

Proposicion 4.4. C4 es realizable como 1-cajas en R con d > 1, mas aiin su realizacion
estd contenida en un plano paralelo a los ejes coordenados.

Demostracion. Asumiremos que V(Cs) = {a,b,c,d} y que E(G) ={(a,d),(d,b),(b,c),(c,a)},
claramente la siguiente familia es una realizacion de Cy4, donde el intervalo denotado con letra
mayuscula corresponde al vértice etiquetado con la misma letra mintscula.

D

Fig 4
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Supongamos ahora que A,B,C,D € A! forman una realizacién de Cy. Por la proposicién 4.2
sabemos que C4 no esta contenida en un espacio de dimension uno, asi que dicha realizacion
estd contenida en el plano o en un espacio de dimension mayor, es decir, su cajabilidad es ma-
yor o igual a 2. Observemos primero que si dos conjuntos forman un arista en C4 (es decir se
intersectan) éstos no pueden ser paralelos, suponga lo contrario, supongamos que A y D son pa-
ralelos, como la cajabilidad de C4 es mayor que 1, supongamos sin pérdida de generalidad que
C es perpendicular a A, pero de este modo B no puede intersectar aC'y a D sin que ANB # 0
lo cual es una contradiccion. Por lo tanto A y D son perpendiculares y generan un plano, el cual
denotaremos AD.

Como ANC # 0, por el argumento anterior no pueden ser paralelos, entonces A y C determi-
nan un plano, el cual denotaremos como el plano AC. Supongamos que ACNAD es solamente
una recta, es decir que AC y AD son perpendiculares, lo cual es una contradiccion puesto que de
esta forma B no puede intersectar a D'y a C a la vez, por lo tanto AC = AD. Como D y C estan en
el mismo plano ésto obliga a que B C AC = AD, lo que implica que A, B,C, D estdn contenidos
en un plano paralelo a los ejes coordenados.

]

El Teorema anterior afirma que la realizacién mostrada en la Figura 4 es “Unica”, en el
sentido de que cualquier otra realizacion variara sélo en los tamafios de los intervalos y en que
tan alejados estan A de By C de D.

Proposicién 4.5. La trayectoria Ty es 1-prohibida en RY.

Demostracion. Sea V(Tg) = {a,b,c,d,e,f} y sea E(Ty) = {(b,a),(a,e), (e, f),(f,d),(d,c)},
Supongamos que existe un conjunto ' = {A,B,C,D,E, F} que realiza a T{. Podemos notar que
C4 es una subgrafica inducida de T, asi sin pérdida de generalidad supongamos que A,B,C'y D
inducen a Cy, por el Teorema 4.4 sabemos que su realizacion esta contenida en un plano paralelo,
mas aun, su realizacién es como lo muestra la siguiente figura.

—h

4.3
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De este modo E intersectaa B, Cy Dy a su vez F intersecta a A, By C, pero también sabemos
que B y C son perpendiculares y que se intersectan en s6lo un punto lo que implicara que
ENF # 0, lo cual no puede suceder pues (e, f) € E(Tg), por lo tanto Ty es 1-prohibida en
R4 O

El siguiente teorema, prueba la existencia de un teorema tipo Helly para nimero de per-
foracién con intervalos paralelos a los ejes en R¢, el cual es un resultado original.

Teorema 4.6. h(d,1,2) =5

Demostracion. Primero demostraremos que i(d,1,2) > 5.

Para ésto basta con exhibir una familia .# de 1-cajas en R?, con |.#| =5 tal que para cualquier
F C % con |F| <4 cumple que II(F) = 2, pero I[1(.%#) >2. Sea % = {A|,A,,A3,A4,As} con
A; € A% para todo A; € .%, como muestra la figura 4.5.

(Puede pensarse a .# tal que A} = {[0,x]|0 <x <1}, Ay = {[x,0]|0 <x < 1},

Az ={[2,x]|0 <x <1}, A4 = {[x,1]|0 <x <2}, As = {[x,0]|1 <x<2}).

A1 A3

A4

Fig 4.5

AsN A, # 0 (pero se dibujan separados para poder identificarlos). Es muy facil ver que esta
familia cumple que cualesquiera 4 elementos de la familia tienen nimero de perforacion 2, pero
toda la familia tiene nimero de perforacion 3, lo que implica que A(d, 1,2) > 5. Haciendo uso
de los resultados que tenemos en gréficas, esto es equivalente a ver que G == Cs y como Cs
es autocomplementaria, es decir ella es isomorfa a su complemento, se tiene que G = Cs. Es
claro que G 7\4, = Ty parai € {1,2,3,4}, asi (Ts) =2 = x(Gz\4,) y X(Cs5) =3 = (G 7).
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Ahora demostraremos que h(d, 1,2) <5.

Sea G una grifica tal que G es una gréfica de interseccién de intervalos en R?, que cumple
que para cada subgrafica H con |H| < 5 se tiene x(H) < 2 por demotrar que ¥ (G) < 2. Por la
proposicién anterior sabemos que Tg es 1-prohibida en R?, lo que implica por la Proposicién 4.3
que dice que cualquier grafica G con una subgréfica inducida m-prohibida es m-prohibida, que
cualquier C,, es prohibido para n > 7, puesto que 7Tg es una subgrafica inducida de C, paran > 7.

Sabemos por hipétesis que y(H) < 2 cuando |H| < 5, lo que implica que C, no puede ser
subgréfica de G para n € {3,5}, por lo que tenemos tenemos que C, no puede ser subgrafica de
G para toda n impar, lo que implica que x(G) < 2 por el teorema 2.32. Asi podemos traducir
que dada una familia .% de intervalos en R, tal que si para cualquier /7 C .% con |72| <5, se
cumple que .77 es a lo mas 2-perforable, entonces .# es a lo mas 2-perforable por el Teorema
3.1, lo que implica que h(d,1,2) < 5. O
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Capitulo

Conclusiones y trabajo futuro.

En esta tesis trabajamos la existencia de teoremas tipo Helly para 1-cajas en R con niimero
de perforacion n, utilizando el concepto de graficas perfectas y de graficas de interseccion de
intervalos en R.

En contraste con las graficas con nimero cromético n, cuya caracterizacion es extremada-
mente dificil, las graficas 2-coloreables son mucho mas faciles de caracterizar. De hecho gracias
a esta caracterizacion pudimos probar en el capitulo 4 la existencia de Teoremas tipo Helly en
toda dimesion para intervalos paralelos a los ejes y con nimero de perforacion 2. Por esta razén
estamos seguros que verificar la existencia de Teoremas tipo Helly para nimero de perforacion
2 es muy posible para m-cajas, y puede dar lugar a futuras investigaciones.

Sin haber profundizado mucho en los detalles estamos convencidos que la grafica
Tg + (m — 1)K es m-prohibida en R¢ para m < d. Sea Q,,,1 el conjunto de m-cajas en R"*!, las
cuales son las facetas que conforman al (m + 1)-Hipercubo (el cual es la generalizacién natural
n-dimensional del cuadrado (Q,) y del cubo (Q3), etc.), a la gréfica de interseccién de Q.+ se
le conoce como la grafica de Turdn 7 (2(m—+1),(m+1)) [13], podemos ver que el complemento
de la gréfica de interseccion de Q,,11 es homeomorfo a (m+ 1)K5.
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Fig 5.1

De hecho serfa muy interesante probar que la grafica de Turan 7 (2(m+1),(m+ 1)) es m-
realizable de manera “Gnica” en R? para d > m. Lo que nos permitirfa demostrar que el com-
plemento de la grafica de interseccion de cualquier familia de m-cajas no puede tener ciclos
mayores a 4 + 3m. Ademds si probamos que Cs, 3, es m-prohibido en R¢ podremos asegurar

que h(d,m,2) <1+ 3m param pary h(d,m,2) < 2+ 3m para m impar.

Para la otra desigualdad serfa interesante exhibir una familia .% de m-cajas en R"*!, con
|-Z|= 2+ 3m, tal que para cualquier F C .% con |F| < 3m+ 2 cumpla que II(F) = 2, pero
I1(.#) >2 para todo m impar, y una familia |.%|= 1+ 3m tal que para cualquier F C .% con
|F| < 3m cumpla que I1(F) = 2, pero I1(.%) >2 para m par .

De esta manera conjeturamos lo siguiente:

Conjetura 5.1.

) 2+3m para mimpar
h(a’,m,2)—{ 1+3m para m par
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