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INTRODUCCION
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INTRODUCCION

La ensefianza del célculo, es un gran desafio, su aprendizaje trae aparejado numerosas
dificultades por lo que es necesario que los profesores de matematicas cuenten con distintas
herramientas didacticas para facilitar el aprendizaje. Para lograr esto se propone utilizar la historia y

la tecnologia en el proceso de ensefianza-aprendizaje.

La tecnologia es una realidad que viven los alumnos, es algo que los atrae y los motiva,
ademés en la actualidad existen muchos software matematicos con los cuales se facilita la
resoluciéon de problemas, pero no s6lo eso, también se les puede presentar graficas, familias de

ecuaciones, aplicaciones reales, etc. que dificilmente el docente podria reproducir en el pizarron.

Por otro lado no podemos olvidar la historia, los conceptos que utilizamos en matematicas
no surgieron de la nada, fueron construyéndose a través del tiempo y para responder a ciertos
problemas planteados, en especifico para llegar a la definicion formal del concepto de limite,
tuvieron que pasar muchos siglos, desde que Zendn introdujo el pensamiento infinitesimal. Es
importante que los alumnos tengan conocimiento del proceso histérico y reflexionen sobre ello,

para que ellos le den la importancia que tiene y lo comprendan mejor.

Esta tesis es una propuesta de ensefianza-aprendizaje, en nivel universitario, para la materia
de Calculo Diferencial, con la que se pretende guiar a los alumnos en el analisis y reflexion del

concepto de limite.

La tesis se encuentra divida de la siguiente manera:

e En la secciones Descripcion del problema, Antecedentes y Justificacion, Objetivo e
Hipotesis del trabajo, y Fundamentacién tedrica, se describe acerca de la actual

ensefianza-aprendizaje del concepto de limite y se justifica la propuesta.
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e En la seccion Historia, Tecnologia y Educacion, se profundiza en la importancia de
incluir la historia y la tecnologia en las matematicas, como una herramienta para

que el alumno contextualice conceptos matematicos.

e En la seccion dificultades en la ensefianza-aprendizaje del concepto de limite, se
presentan las principales dificultades que tiene el alumno al aprender dicho

concepto.

e En la seccion Evolucion historica del concepto de limite, se presenta el proceso de
la construccion de la definicion formal de dicho concepto desde el siglo V a.C.

hasta principios del siglo XIX.

e Enlaseccion Applets, se presenta la propuesta didactica.

e Posteriormente, en la seccion de anexos, se incluye una prueba realizada para

detectar algunas dificultades en el aprendizaje del limite.

e Finalmente, se presentan las Conclusiones, la Bibliografia y Referencias.
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1.1 DESCRIPCION DEL PROBLEMA

El concepto de limite es uno de los conceptos mas importantes del célculo con él se
construye la derivada y la integral de una funcién. Por otra parte para los alumnos es un concepto
arido, poco atractivo y muy abstracto, que si lo llegan a manejar como herramienta lo olvidan

facilmente.

Generalmente los alumnos consideran el limite como un proceso y no como un concepto, lo
ven como una simple recopilacion de formulas nuevas, lo cual genera dificultad para la
formalizacion de la definicion. Ademas Vrancken (2006), manifiesta al referirse a Cornu (1983)
que los obstaculos epistemol6gicos que presentan los alumnos antes o después de la

ensefianza respecto al concepto de limite, son los siguientes:

Sentido comdn de la palabra limite, lo que induce a concepciones
persistentes de limite como una barrera infranqueable o como Ultimo

término de un proceso.

e Generalizacion de las propiedades de los procesos finitos a los procesos

infinitos.

e Aspecto metafisico de la nocidn, ligado con el infinito, ya que introduce una

nueva forma de razonamiento.

e Los conceptos de cantidades infinitamente grandes Yy cantidades

infinitamente pequefias.

Debido a esta dificultad los alumnos prefieren solo utilizar el concepto como herramienta

para introducir temas como derivada o integral de una funcion.
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La importancia de la ensefianza del concepto de limite radica en que puede ser usado como
objeto de conocimiento asi como herramienta o para conceptualizar otros objetos (continuidad,
derivadas, integrales, etc.) o en otras ciencias. (Vrancken, 2006). Un concepto es un objeto cuando
es considerado en una dimension cultural como una porcion de conocimiento independiente de

cualquier contexto y que tiene lugar en el cuerpo de conocimiento cientifico.

Por lo anterior es necesario que el alumno comprenda de manera grafica, analitica y formal
el concepto de limite para que sea capaz de identificar los problemas donde sea necesaria dicha

definicion y sepa interpretar en el contexto en que se le presenta.

Esto nos lleva a investigar las dificultades de la ensefianza-aprendizaje del concepto de
limite y proponer el uso de applets con la finalidad de mejorar la calidad y/6 comprension del

alumno.
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1.2 ANTECEDENTES Y JUSTIFICACION

La incorporacion de recursos tecnoldgicos en los procesos de ensefianza y aprendizaje ha
transformado paulatinamente el modelo tradicional de la clase. Las nuevas tecnologias, gracias a la
posibilidad que ofrecen de manejar dinamicamente los objetos matematicos en sus multiples
sistemas de representacidn, abren espacios en los que el estudiante puede vivir experiencias

matematicas, dificiles de reproducir con lapiz y papel. (Vega, 2010).

En estas experiencias, el alumno puede realizar actividades de exploracion y visualizacion
en las que es posible manipular directamente los objetos matematicos y sus relaciones, en las que

puede construir una vision mas amplia y mas potente del contenido matematico. (Cataldi, 2011).

El uso de recursos tecnolégicos en la ensefianza de matematicas incentiva a los alumnos a
aumentar el tiempo dedicado a la materia, con actividades que le resultan mas interesantes que las

rutinarias, que permiten mejorar la calidad del aprendizaje. (Cataldi, 2011).

Cuando el alumno logra incorporar elementos visuales como parte de su actividad
matematica al enfrentar problemas, entonces maneja los conceptos no s6lo como objeto sino que
ademas puede transitar entre los contextos algebraico, geométrico, numérico, verbal y formal con

cierta versatilidad.
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1.3 OBJETIVO E HIPOTESIS DEL TRABAJO

Objetivo general:

Hacer una propuesta didactica, a través de applets, que apoye la ensefianza-aprendizaje del

concepto de limite.

Obijetivos especificos:

o Disefiar aplicaciones que permitan facilitar tanto el aprendizaje como la ensefianza

de limite a través de applets.

e Hacer, através applets, un recorrido histérico del desarrollo histérico del concepto

del limite para conocer cdmo se llega a la definicion formal.

o Disefiar material didactico interactivo para mostrar las animaciones del concepto de
limite, con las que se ilustran las respectivas interpretaciones geométricas y algunas

aplicaciones.
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1.4 FUNDAMENTACION TEORICA

La evolucion histérica del concepto de limite se puede dividir en cuatro etapas, que
permiten percibir el transito del concepto de limite desde un concepto geométrico hasta llegar a la

configuracion actual del concepto:

La primera corresponde a la época griega (siglo V a. de C.) en la que los problemas
fundamentales eran de naturaleza geométrica, siendo el circulo el objeto matematico més tratado.

Entre los autores de la época a destacar estan:

e Hipdcrates, que en sus estudios sobre las lunulas dice: en el “limite” las areas de

los dos circulos son iguales.

e FEudoxo, con el que este paso al limite se hace mas explicito en su principio de

exhaucion.

e Arquimedes, que utiliz6 este método para obtener medidas de superficies de figuras

geométricas.

e Zendn, construye el primer intento para describir el pensamiento infinitesimal.
Aquiles y la tortuga, es quizas, la mas conocida paradoja de Zendn. El filésofo
argumentaba que, en una hipotética carrera entre Aquiles y una tortuga, si ésta
altima tenia una ventaja inicial, el humano siempre perderia. Imaginemos que la
distancia a cubrir en la carrera son cien metros, y que la tortuga tiene cincuenta
metros de ventaja. Al darse la orden de salida, Aquiles recorre en poco tiempo la
distancia que los separaba inicialmente. Pero al llegar alli, descubre que la tortuga
ya no est, sino que ha avanzado, mucho més lentamente, diez o veinte centimetros,

el guerrero sigue corriendo, pero al llegar de nuevo donde esta la tortuga, esta ha
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avanzado un poco mas. Zendn sostiene que esta situacién se repite indefinidamente

y que Aquiles jamas lograré alcanzar a la tortuga.

La segunda etapa corresponde al siglo XVII, en el que destacan:

o Fermat, el cual da un paso cualitativo importante en la definicion de limite. Al
trabajar con lugares geométricos encuentra un método para calcular las abscisas de
los valores maximo y minimo de una funcién polindmica, con este método Fermat
transciende el infinitesimal geométrico e instaura lo infinitesimal en el terreno de lo

numérico.

e Newton que con su teoria llamada “método de fluxiones™ introduce las nociones

“razones primera y ultimas” como un primer intento de definir el limite.

e Leibniz, a quién se le atribuye la clarificaron conceptual del concepto de limite y

también la notacidn especifica para el diferencial.

También contribuyeron Kepler con su método de los infinitésimos; Cavalieri con su método
de los indivisibles; John Wallis con su tratado “la aritmética de los infinitos”; y Beeckman con el

paso geométrico al limite.

En esta etapa hay una evolucion de la concepcion geométrica hacia una cierta concepcién

numérica.

En la etapa tres (siglo XVl y principios del siglo X IX) destacan las contribuciones de:

e Euler, que en su obra “Introduction”, define una funciéon de una cantidad variable

utilizando solamente algebra.
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D" Alambert en su articulo para la “Encyclopédie”, llama una cantidad el limite de
una segunda cantidad variable si le segunda puede aproximarse a la primera hasta
diferir de ella en menos que cualquier cantidad dada (sin llegar nunca a coincidir

con ella). Esta definicion no fue aceptada por sus contemporaneos.

Lagrange, quien pensd haber conseguido eliminar la necesidad de los
infinitesimales o del limite con su método para desarrollar una funcién, en su obra

Théorie des fonctions analytiques trata de desarrollar el Céalculo de forma rigurosa,

desarrolld f(x) = ﬁ =1+x+x2+x34++x"+--

Se establece en esta etapa una concepcion numérica.

La cuarta y ultima etapa comprende desde finales del siglo XIX hasta nuestra época, en ella

se amplia la nocién de limite y destacan:

Bolzano que introduce las bases de la técnica € — 6.

Cauchy que da un caracter mas preciso a la idea de limite, al prescindir de los
infinitésimos y de las velocidades de cambio, define un infinitésimo como una

variable.

Weierstrass, define el entorno de un punto, da una definicién de nimero real y junto
con Heinedan da la definicion del concepto de limite de f(x) en x,, (definicion

e—90).

La notacion matematica de la definicion de limite que se usa actualmente es debida a

Hardy, quien la introdujo en su libro “A Course of Pure Mathematics” en 1908.
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El concepto de limite ha evolucionado a lo largo de la historia, teniendo su origen en las
construcciones geométricas del siglo V a. d C., pasando muchos siglos hasta que a principios del
siglo XIX se da la formalizacion del concepto de limite. Dentro de este contexto el uso de la
tecnologia permite al alumno promover la comprension, construir procesos en los cuales se den
nuevos significados a los conceptos involucrados, hacer representaciones apropiadas y modelos,

usar simulaciones y promover actividades de descubrimiento.

En la Conferencia Mundial sobre Educacion Superior organizada por UNESCO en Paris, en

1998, se sefiala que:

“Los rapidos progresos de las nuevas tecnologias de la informacion y la comunicacion
seguiran modificando la forma de elaboracién, adquisicion y transmisién de los conocimientos.
También es importante sefialar que las nuevas tecnologias brindan posibilidades de renovar el
contenido de los cursos y los métodos pedagdgicos, y de ampliar el acceso a la educacion superior.
No hay que olvidar, sin embargo, que la nueva tecnologia de la informacién no hace que los
docentes dejen de ser indispensables, sino que modifica su papel en relacion con el proceso de
aprendizaje, y que el didlogo permanente que transforma la informacion en conocimiento y
comprension pasa a ser fundamental. Los establecimientos de educacién superior han de dar el
ejemplo en materia de aprovechamiento de las ventajas y el potencial de las nuevas tecnologias de
la informacion y la comunicacion, velando por la calidad y manteniendo niveles elevados en las

practicas y los resultados de la educacion”.

En este contexto se propone la utilizacién de applets con la finalidad de crear condiciones
para que el alumno se apropie de nuevos conocimientos, experiencias y elementos que le generen

procesos de andlisis, reflexion y apropiacion del concepto de limite.
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CAPITULO 11

HISTORIA, TECNOLOGIA Y EDUCACION
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2.1 DIDACTICA DE LAS MATEMATICAS

Hoy en dia es claro que la ensefianza de las matematicas en la escuela presenta un serio
problema. Esto no significa que sea algo nuevo, sino que ante una cultura moderna nos encontramos
con una gran exigencia de conocimiento matematico que van mas alla de la escuela. Los estudiantes
requieren de un manejo funcional de las matematicas y esto es lo que la escuela tradicional no

puede darles.

El aprendizaje es el resultado de un complejo proceso de construccion y, por lo tanto

no puede ser transmitido.

Una accidn satisfactoria docente, es un espacio de construccién, en el que los estudiantes
construyen sobre lo que ya conocen, para esto se requiere de muchas actividades, interaccion con

los demas y auto-supervision.

2.1.1 CONSTRUCTIVISMO

El aprendizaje ha estado sujeto a investigacion por los psicologos, pero muy poco ha
resultado en cuanto al mejoramiento de la ensefianza. La razén es porque los psicdlogos han estado
mas interesados en desarrollar la Gran Teoria del Aprendizaje, que en estudiar los contextos en el
marco de los cuales las personas aprenden. Este campo de estudio estd ahora designado como

investigacion del “aprendizaje del estudiante”. (Biggs 1999)

La teoria del Constructivismo considera que el aprendizaje es una construccion realizada

por el sujeto que aprende. Los principales conceptos de esta teoria son:

El aprendizaje requiere de la interaccién entre el sujeto que aprende y su medio (materiales
didacticos, elemento del contexto, contenidos, docente y compafieros) a través de las distintas

actividades fisicas, intelectuales y sociales que se desarrollan.
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El sujeto aborda la situacion y actta a partir de los esquemas de conocimiento o pautas de
conducta que ya posee. Por ejemplo, dos personas pueden estar en la misma situacion y, sin
embargo, comprenderla y abordarla de manera distinta pues sus estructuras logicas, sus conceptos,

sus intereses, sus creencias, sus sentimientos y sus valores, son diferentes.

El aprendizaje es un proceso permanente por el cual se construyen en forma progresiva

estructuras de pensamiento y de accion cada vez mas complejas.

2.1.2 CONSTRUCTIVISMO EN EL AULA

El aprendizaje contribuye al desarrollo en la medida en que aprender no es copiar 0
reproducir la realidad. Para la concepcidn constructivista se aprende cuando se es capaz de elaborar
una representacion personal sobre un objeto de la realidad o contenido que pretendemos aprender.
Esa elaboracién implica aproximarse a dicho objeto o contenido desde las experiencias, intereses y
conocimientos previos. En este proceso no solo se modifica lo que ya se posee, sino que también se

interpreta lo nuevo de forma peculiar, de manera que se pode integrar y hacerlo propio.

Cuando se da este proceso, se dice que se estd aprendiendo significativamente,
construyendo un significado propio y personal para un objeto de conocimiento que objetivamente

existia.

Desde la concepcion constructivista se asume que en la escuela los alumnos aprenden y
desarrollan en la medida en que pueden construir significados adecuados en torno a los contenidos
que configuran el curriculum escolar. Esta construccion incluye la incorporacion activa y global del
alumno, su disponibilidad y conocimientos previos en el marco de una situacion interactiva, en la

que el profesor actta de guia y de mediador entre el alumno y la cultura.

Las preguntas que se plantea todo docentes son: ¢;Qué significa aprender? ;Qué ocurre

cuando un alumno aprende y cuando no aprende? ¢Como se le puede ayudar?
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La concepcion constructivista le ofrece al profesor un marco para analizar y fundamentar

muchas de las decisiones que toma en la planificacion y en el curso de la ensefianza.

2.2 TEORIA DE LAS IMAGENES

En las matematicas se considera que los conceptos se pueden definir con precision para
proporcionar una base sOlida para la teoria matematica. Las realidades psicolégicas son algo
diferentes. Muchos de los conceptos matematicos, se han encontrado de una forma u otra antes de
que sean formalmente definidos y la estructura cognitiva compleja de cada individuo produce una

variedad de imagenes personales cuando dicho concepto es evocado.

2.2.1 CONCEPTO DE IMAGEN Y DEFINICION DE CONCEPTO.

Las dificultades que enfrentan los alumnos con las definiciones formales, no son algo

nuevo.

¢Qué es una buena definicion? Para el filésofo o el cientifico, es una definicion que se
aplica a todos los objetos por definir; es aquel que satisface las reglas de la légica. Pero en
educacibn no es eso, es uno que puede ser entendido por los alumnos.

Poincaré, 1908

En la dltima década, la investigacion empirica ha hecho hincapié en que los individuos
construyen su imagen mental de un concepto de una manera que no siempre es coherente y
consistente y que las experiencias previas pueden colorear los significados de los fendmenos
cuando se retnen en un nuevo contexto. Esto es muy evidente al introducir nuevos conceptos

matematicos, por ejemplo la definicion verbal de limite en la forma “s, — s, “podemos acercar
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s, astanto como queramos, escogiendo una n suficientemente grande”, esto induce a muchos

estudiante a pensar que s,, nunca puede ser igual a s.

Muchos términos matematicos tienen un significado cotidiano que puede interferir

subconscientemente con las matematicas:

Dentro de la actividad matematica, las nociones matematicas sélo se utilizan de acuerdo a
su definicion formal, sino también a través de representaciones mentales que pueden ser diferentes
para diferentes personas. Estos “modelos individuales” se elaboran a partir de “modelos
espontaneos” que interfieren con la definicion matematica. Entonces la nocion de limite indica muy
a menudo un limite que no se puede cruzar, que puede, 0 no puede, ser abordado. A veces se

considera como alcanzable, a veces como inalcanzable (Cornu 1981).

Incluso la forma en que estd estructurado el curriculum matematico puede dar lugar a
creencias implicitas que pueden ser ciertas en el contexto dado, pero mas tarde dan lugar o
conducen a un conflicto cognitivo. Por ejemplo Vinner (1983) observé que muchos estudiantes
creen que la tangente a una curva la toca, pero no puede atravesarla. Esto es cierto en geometria de
circulos. Sin embargo, se encontré que cuando se pidid a los estudiantes dibujar la tangente a la
curva y = x3 en el origen, muchos dibujaron una line un poco de lado, tratando que no pase a través

de la curva.

Los términos “imagen del concepto” y “definicion conceptual” se introdujeron en el trabajo

de Vinner&Hershkowitz en 1980, més tarde se describieron de la siguiente manera:

El término “imagen del concepto” describe la estructura cognitiva total asociada con el
concepto, que incluye todas las imagenes mentales, propiedades y procesos asociados... A medida
que el concepto imagen se desarrolla no tiene que ser coherente en todo momento... Vamos a la

parte de la imagen del concepto que se activa en un momento determinado de la imagen del
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concepto evocado. En diferentes momentos, imagenes aparentemente en conflicto pueden ser
evocadas. Solo cuando se evocan aspectos contradictorios al mismo tiempo no se necesita ningun

sentido real de conflicto o confusién. (Tall&Vinner 1981)

Ademas, Vinner (1991) considera que cuando escuchamos o vemos el nombre de un
concepto, algo es evocado en nuestra memoria. Aquello que evocamos no es la definicion del
concepto sino aquello que ¢l y Tall llaman “concept image” (Tall y Vinner 1981). Vinner considera
que El “concept image” es algo no-verbal asociado en nuestra mente con el nombre del concepto.
Puede ser una representacion visual del concepto en el caso que el concepto tenga representaciones
visuales; también puede ser una coleccion de impresiones o experiencias. Las representaciones
visuales, las figuras mentales, las impresiones y las experiencias asociadas con el nombre del
concepto pueden ser traducidas verbalmente. Pero es importante recordar que las expresiones
verbales no son la primera cosa evocada en nuestra memoria asi que aparecen en una fase posterior.
Por ejemplo, cuando escuchamos la palabra “mesa”, una figura de una cierta mesa puede evocarse
en nuestra mente.... Cuando escuchamos la palabra “funcién”, por otra parte, puedes evocar la
expresion “y = f(x)”, puedes visualizar la grafica de una funcién, puedes pensar en funciones

especificas tales como y = x2 0 y = senx, etc.

La definicion de un concepto es un asunto muy diferente. Consideremos la “definicion del
concepto” como una forma de palabras que se usan para especificar este concepto. Esta definicion
puede ser aprendida por el estudiante de forma rutinaria o de manera mas significativa y en relacion
con un mayor o menor grado en el concepto de una definicion. También puede ser una
reconstruccion personal del estudiante de una definicion. Es entonces la forma de palabras que el

alumno utiliza para su propia explicacion de su (evocado) “concept image”.

En matematicas cuando el alumno tiene un concepto claro, como lo es el limite, puede

visualizarlo de forma algebraica, geométrica y formal.
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23 USO DE LA HISTORIA EN LA ENSENANZA-APRENDIZAJE DE LAS

MATEMATICAS.

La inclusion de la historia en la ensefianza de las matematicas provee una oportunidad para
desarrollar una visién de lo que realmente son las matematicas permitiendo tener una mejor
comprension de conceptos y teorias al conocer como se desarrollan estos en la historia (Barbin
2000). Buscando estrategias que conduzcan al estudiante a un pensamiento critico, siendo este uno
de los procedimientos propios y tradicionales de la historia, de acuerdo al pensamiento de una

maxima de muchos historiadores: "hay que comprender el pasado para conocer el presente".

Zapico (2006) afirma que al incorporar, en las clases de matematicas su historia, se tiene
como objetivo evidenciar su presencia y necesidad en la vida de nuestra especie a través del tiempo.
De este modo se le humaniza, mostrandola como una actividad humana que se ha realizado, creado

y construido a través de los siglos y los milenios.

Asi también, sefiala Ochoviet (2008) en su articulo “Historia e historietas en la clase de
Matematica” que las propuestas didacticas que incluyen a la historia de la matemética permiten a
los estudiantes tomar contacto con episodios o situaciones sociales que motivaron la construccién

de los conceptos matematicos.

Barbin (2000) afirma que la historia de las matematicas puede cambiar la percepcion y
comprension de esta disciplina lo cual influenciara la forma en que se ensefia y por lo tanto se afecta
la forma en que el estudiante percibe y entiende las matematicas. Pues se conocen las cuestiones
que dieron lugar a diversos conceptos, las intuiciones e ideas de donde surgieron, el origen de los
términos, lenguajes y notaciones singulares en que se expresaban, las dificultades que involucraban,

los problemas que resolvian, el &mbito en que se aplicaban, los métodos y técnicas que
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desarrollaban, cdmo ideaban definiciones, teoremas y demostraciones, la relacion entre ellos para
forjar teorias, los fendmenos fisicos o sociales que explicaban, el marco espacial y temporal en que
aparecian, como fueron evolucionando hasta su estado actual, con qué temas culturales se

vinculaban, las necesidades cotidianas que solventaban.

A lo largo de la historia, normalmente se atribuye invenciones concretas a personas
concretas, pero no los métodos generales que suelen ser resultado de la evolucion histérica de los
problemas y de las soluciones particulares que se han ido dando a cada uno de los problemas. En
particular, el Calculo infinitesimal, tradicionalmente se le atribuye a Leibnitz y Newton siendo los
que hicieron posible la resolucidon de un mayor nimero de problemas desde su descubrimiento, sin
embargo, el calculo infinitesimal tiene todo un proceso histérico que va desde el afio V a. C con

Eudoxo con el principio de exhaucion.

Desde este punto el trabajo de Leibnitz y Newton es extraordinario, su labor ha sido
inmensa. Tienen el mérito de haber hecho una sintesis para conseguir unir todos los problemas en
uno y dar una sola solucion a todos ellos. Newton decia “si he visto mas lejos que los otros

hombres es porque me he aupado a hombros de gigantes™.

Por lo cual proponemos en este trabajo de tesis el estudio del concepto de limite a través de
su historia empezando con Eudoxo en el siglo V a. C. hasta la formalizacion de la definicién que
propone Weierstrass a finales del siglo XIX, “Si, dado cualquier &, existe unn,, tal que para0 <
n < ng, la diferencia f(x, = n) — L es menor en valor absoluto que &, entonces se dice que L es el

limite de f(x) parax = x,.”
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24 USO DE LA TECNOLOGIA EN LA ENSENANZA-APRENDIZAJE DE LAS

MATEMATICAS.

La tecnologia, mas que una herramienta para amplificar las capacidades del ser humano, permite

crear nuevas estructuras cognitivas.

Pea, 1985

La tecnologia se encuentra presente en gran parte de los lugares que frecuentamos, su uso
brinda la oportunidad de simplificar procesos como comunicacién, compras, manejo de
informacion, etc. La informacion masiva y sus facilidades de acceso son el minimo comun
denominador de la sociedad de hoy. El desarrollo progresivo de la red de redes Internet, ha
provocado profundos cambios culturales, donde la velocidad en las comunicaciones sin importar las

fronteras y los idiomas, han convertido la transmision de la informacion en una actividad cotidiana.

La aparicion de la computadora marcé un cambio en las matematicas, con temas como el
analisis numérico, la investigacion de operaciones y las técnicas de simulacion, en los cuales la

realizacion de grandes cantidades de calculos se volvi¢ factible.

El uso de la tecnologia cambia a la naturaleza misma de la actividad matematica; es decir,
la propia matemética se ve modificada por el uso de las matematicas. Puesto que cada vez mas
personas tienen acceso a las computadoras, estamos frente a una revolucién del conocimiento de la

cual no se escapa la matematica (Salat 2009).

La tendencia impuesta por los avances cientificos-tecnolégicos, demandan un cambio en los
procesos de ensefianza-aprendizaje, una transformacion hacia la busqueda de nuevos métodos y
estrategias didacticas, aprovechando todas las potencialidades brindadas por las tecnologias de la

informacién y comunicacion.
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Las instituciones educativas han tenido que considerar la necesidad de incorporar
tecnologia en los procesos educativos desarrollando nuevos métodos de aprendizaje, a través del

acceso a multiples formas de interaccién y fuentes de informacién.

En este sentido, la utilizacion de software y en particular de material educativo
computarizado esta adquiriendo una importancia preponderante en la transformacion de los

procesos pedagdgicos que caracterizan la educacion superior.

Entendiendo por material educativo computarizado como: “un ambiente informatico que se
permite que la clase de aprendiz para el que se prepar6 viva el tipo de experiencias educativas que

se consideran deseables para €l frente a una necesidad educativa dada” (Galvis 1992).

El uso de materiales educativos computarizados en el salon de clase, no puede tener un fin
en si mismo, es necesario analizar su impacto y los beneficios que se obtendran en términos

objetivos de aprendizaje.

Meza (2000) “la tarea fundamental del docente es planificar, desarrollar y evaluar
procesos de ensefianza y aprendizaje, la computadora juega en este contexto, el papel exclusivo de

instrumento de apoyo”.

Vilchez (2006) Sefiala que la existencia de ambientes matematicos apoyados con

tecnologia, favorece la motivacién y la curiosidad intelectual del estudiante.

El uso de la tecnologia en la resolucién de problemas, permite en el alumno desarrollar

conductas como (Gamboa, 2007):

e Busqueda de relaciones entre los elementos de las representaciones, con el

proposito de identificar la solucidn de los problemas.
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e Elaboracién de conjeturas a partir de los datos observados en las distintas

representaciones realizadas en cada una de las herramientas tecnolégicas.

e Generalizacion de los resultados a casos generales, a partir de las soluciones

obtenidas al trabajar con las herramientas tecnolégicas.

e Elaboracion de conexiones entre los resultados obtenidos y otros contenidos
matematicos; y comprobacién de los resultados obtenidos en un proceso de

resolucion, mediante la elaboracidn de otro diferente.

Salad (2009) cita a Pea (1981), con la frase “la tecnologia, mas que una herramienta para
ampliar las capacidades del ser humano, permite crear nuevas estructuras cognitivas”, a partir de
esto se puede desprender la importancia y modo de uso de ésta en el aula, permitiendo transformar

paulatinamente las actividades y/o tareas, y los sistemas cognitivos de los individuos.

Las metodologias empleadas para la ensefianza de las matematicas con tecnologias, no se
puede reducir a la mecanizacion de procedimientos algoritmicos, ni tampoco a actividades sin
sentido cognitivo, ya que en la construccion de conceptos matematicos el alumno requiere de la
interiorizacion de objetos abstractos y para ello es indispensable pensar en sistemas de
representacion que permitan visualizar los objetos de estudio y que permitan al alumno materializar
y manipular directamente los objetos matematicos, ofreciendo una realimentacion inmediata en la

gue puedan descubrir sus errores, analizarlos y corregirlos.

Ademas, el surgimiento de diferentes softwares para la ensefianza de las matematicas marca
un reto para disefiar actividades que tomen ventaja de aquellas caracteristicas con potencial para
apoyar nuevos caminos (Arcavi 2000). Ofreciendo muchas posibilidades que van desde el calculo
de expresiones aritméticas simples utilizadas en nivel basico hasta el uso de conceptos matematicos

utilizados en nivel superior.
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Martin (2000) sefiala que la tecnologia debe ser usada en la educacion matematica,

enfatizando el uso del conocimiento matematico.

La evolucién del aprendizaje del alumno depende, en gran medida, de la confrontacidn con

el medio al que sea sometido, sefiala Gamboa (2007). Por todo esto, la presencia de la tecnologia

en el aula, se convierte en una herramienta capaz de aportar a las lecciones de matematicas y

distintas representaciones que puedan ser utilizadas para la ayuda, visualizacién y experimentacion

de conceptos importantes que posibiliten nuevas estrategias de solucion, construyendo un puente

entre ideas intuitivas, en algunos casos abstractas, y los conceptos formales.

Fuglestad (2005) plantea tres etapas de desarrollo que describen el proceso donde los

estudiantes interact(lan con herramientas tecnoldgicas:

Conocimiento basico de los comandos o funcionalidades del software.

El alumno puede utilizar diferentes funciones del software para resolver tareas
simples preparadas para interactuar con éste. Por ejemplo, utilizar la hoja de calculo
para hacer formulas cuando se presenta el “esbozo principal” de una tarea o realizar

una gréafica para representar una funcion, cuando la formula esta dada.

Los alumnos experimentan la necesidad de usar variables o parametros.

Desarrollo de modelos simples.

El alumno puede hacer un esquema textual, numérico o plantear férmulas para
planear un modelo en una hoja de célculo. En un software graficador el alumno
podria juzgar qué funciones graficar, usar diferentes escalas en los ejes o ajustar la
pantalla. Pueden usar geometria dindmica para hacer construcciones que puedan

resistir el arrastre y que no se “rompan” cuando son movidas.
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Los alumnos analizan la situacion y construyen modelos acorde con reglas
matematicas. Tienen acceso a varias formas de expresar sus ideas matematicas y

experimentar con ellas.

e Juzgar el uso de las herramientas para dar solucion a un problema dado.

El estudiante debe ser capaz de pensar en distintas formas y recursos para resolver
un problema, y juzgar cuéles de las herramientas tecnoldgicas disponibles son mas

apropiadas para resolver el problema o cuando otros métodos son mejores.

Para desarrollar esta habilidad el estudiante requiere: Motivacion (actividades con cierto
grado de desafio); Caracteristicas basicas y paso por paso: conocer las caracteristicas basicas del
software ; Mismo problema, diferentes herramientas y métodos (oportunidad de juzgar y discutir
cudl seria la mejor solucion); Tareas y temas abiertos (distintas formas de interpretar y resolver con
distintas herramientas); Reflexién y discusion (necesarias para consolidar lo adquirido); Y la
intervencion del docente (Ayudar al estudiante a desarrollar habilidades sobre el empleo del

software y la introduccion y motivacion con ejemplos).

Al hacer uso de la tecnologia en la educacién, de una manera adecuada, permite a los
estudiantes asumir con mayor responsabilidad su propio aprendizaje, generando una amplia gama

de estilos de aprendizaje.

En el proceso de aprendizaje de la matematicas se reconoce la importancia de que el
estudiante se plantee interrogantes, formule conjeturas, utilice distintas representaciones, desarrolle

varias estrategias y un lenguaje que le permita expresar y comunicar sus resultados.

El uso de varios sistemas de representacion y de la tecnologia permiten dar significado
concreto a los conocimientos matematicos, asi la construccion de un concepto se dard a través de la

coordinacion, libre de contradicciones y utilizando diferentes representaciones relacionadas con el
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mismo concepto (Gamboa, 2007). Estas representaciones construidas por los alumnos, al resolver
problemas e investigar les ayudan a organizar su pensamiento, hacer sus ideas mas concretas y

disponibles para la reflexion. (NCTM 2000)

Sirven como un elemento esencial para apoya la comprensién del alumno sobre los
conceptos y relaciones matematicas, comunicar argumentos y conocimientos, reconociendo las
conexiones entre los conceptos matematicos y aplicar las matematicas a situaciones de problemas

reales a traves de la modelacion (NCTM 2000).

El uso de software dindmicos proporciona una amplia gama de representaciones de objetos
y relaciones matematicas, que ayudan al estudiante en la adquisicion de conceptos al poder

representarlos y relacionarlos con aplicaciones reales.

Por lo que el uso de la tecnologia puede llegar a ser una herramienta poderosa en la que los
alumnos logren crear diferentes representaciones de ciertas tareas y como medio para que formulen
sus propias preguntas o problemas, lo que constituye un importante impacto en el aprendizaje de las
matematicas. Ademas de generar cambios sustanciales en la forma como los estudiantes aprenden
matematicas, proporcionando condiciones para que los estudiantes identifiquen, examinen y

comuniquen distintas ideas matematicas.

Entonces, la tecnologia en las aulas se convierte en una herramienta capaz de aportar a los
estudiantes distintas representaciones que puedan ser utilizadas para la ayuda, visualizacién y
experimentacion de conceptos importantes, como lo es el concepto de limite, haciendo posibles
nuevas estrategias de solucion, dando un acceso a varias formas de expresar sus ideas respecto a los

conceptos, experimentar y formalizar.
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2.5 APPLETS COMO RECURSO PARA EL DOCENTE.

En internet existen numerosas webs de caracter didactico-educativo, que permiten al
docente mostrar de una forma atractiva, innovadora y novedosa su conocimiento, facilitando asi la
comprension a sus alumnos. Entre las paginas webs de este tipo sobresalen las que incluyen

aplicaciones interactivas como lo son los applets.

Un applet es una aplicacién interactiva programada en lenguaje de programacion y que
forma parte de los componentes de una pégina de internet. El lenguaje de programacion es

compatible con todos los sistemas y se utiliza en diversas plataformas.

Los applets hacen posible su manipulaciéon por parte del usuario y la interaccion con el
mismo permitiendo la construccion de conocimiento matematico. Ademas de permitir conectar

imégenes dinamicas con conocimientos abstractos.

A nivel educativo las posibilidades del uso de los applets son enormes. En particular en
matematicas en el uso de applet conforma un estilo de paginas web en la que combinan applets con

explicaciones y cuestiones a resolver con diversas aplicaciones.

En el aula, el uso de applets para la ensefianza y aprendizaje del Céalculo Diferencial e
Integral permite explorar conceptos tales como el limite para facilitar su comprension, ya que esta
herramienta didactica ofrece una interfaz interactiva dando la posibilidad de mostrar temas de forma
clara y atractiva creando un ambiente de interacciéon entre alumno, conocimiento y el proceso de

aprendizaje.

Para la creacion de applets se utilizan distintos software de matematicas, entre ellos el
proyecto Descartes del Centro Nacional de Informacion y Comunicacion Educativa del Ministerio

de Educacién y Geogebra.
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2.5.1 GEOGEBRA

Geogebra es un software libre de matematica para educacion en todos sus niveles, creado en
el afo 2001 por el profesor Markus Hohenwarter en la Universidad de Salzburgo, y un equipo
internacional dedicado a su desarrollo del que, desde sus inicios, forma parte para el
desenvolvimiento en Espafiol la responsable del Centro Babbage, Liliana Saidon. Ofrece un entorno
donde el algebra y la geometria se conectan de forma plena. Permite realizar construcciones
dinamicas, facilmente exportables a aplicaciones web (applets), en las que se puede manipular las
expresiones (geométricas, numeéricas, algebraicas o tabulares incluyendo recursos de probabilidad y
estadistica.) y observar la naturaleza de las relaciones y propiedades matematicas a partir de las
variaciones producidas por las propias acciones. En su corta historia ya ha obtenido una serie de

prestigiosos premios a la calidad didactica y ha sido traducido a méas de 40 idiomas.

Goegebra es un ordenador algebraico y geométrico que esquematiza y reine geometria,
algebra y célculo, le da a la notacién algebraica una dualidad en la pantalla, con respecto a los

elementos geométricos dibujados de forma clasica.

Ademas Geogebra ofrece:

Las construcciones geométricas jerarquizadas.

e Un Medio Interactivo.

e Recuperacion y recopilacion de procedimientos.

e Posibilita la construccion mediante objetos dependiente e independientes: puntos,
segmentos, rectas, conicas, poligonos; definir funciones; calcular y graficar

derivada e integrables; transferir y trazar medidas, figuras, etc. De tal forma que de
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algin cambio en los pardmetros de la construccion de nivel superior se generen

modificaciones en las construcciones o elementos dependientes.

Con este software, el alumno puede descubrir y apreciar acciones realizadas en este, cuantas
veces sea necesario, puesto que permite recolectar los movimientos ejecutados y la informacion que

genera el proceso de construccién.

Estos Software sirven como un recurso para los docentes, ya que promueven la creacion de
applets, en los que los alumnos pueden interactuar, visualizar y transitar entre los contextos

algebraico, geométrico, numérico , verbal y formal.

CONCLUSIONES

La historia en la ensefianza-aprendizaje de las matematicas es un elemento muy importante
ya que le permite conocer el proceso de la creacion de conceptos, métodos y definiciones
matematicas que actualmente se usan. Lo cual ayuda al alumno a comprender, que las matematicas

surgen como respuesta a las necesidades del ser humano.

En muchas ocasiones hemos escuchado a los alumnos decir “para que me van a Servir”,
“cuando salga de la escuela nunca mas las voy a utilizar”, “No sirve para nada ver esto”, “No sé
quién las inventd”, buenos pues muchas de estas frases tienen respuesta en el historia, no es que las
matematicas surgieran magicamente o que haya sido inventadas por alguien, tienen un origen y
tuvieron que pasar muchos siglos para que se formalizaran, hasta llegar a las definiciones con las
gue ahora trabajamos. Mostrar un poco de esta historia a los alumnos les ayuda a terminar con estas
incdgnitas, dandoles una nueva vision sobre el por qué son importante y para qué sirven las
matematicas, pues no solo se trata de ver el pasado y como se llego a lo que ahora conocemos, sino

también ampliar su panorama de la utilidad que tienen en el campo laboral.
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Al complementar la historia con tecnologia como applets, en la ensefianza de las
matematicas, se genera varios sistemas de representacion que permiten explorar, construir y

concretar conocimientos matematicos.

Por medio del applets el alumno puede hacer una representacion personal de los conceptos
matematicos, ya que ademas de visualizar el proceso a la definicion formal ofrece un interfaz

interactivo mostrando el tema de forma clara y atractiva.

En particular, con el concepto de limite, al presentar applets, donde puede apreciarse la
evolucion histérica de este concepto, permiten al alumno entender vy vivir el proceso de su
formalizacion, que surge como una necesidad, con la finalidad de generar un proceso de anélisis,

reflexion y apropiacion de dicho concepto.

En este trabajo se presenta la evolucion histérica del concepto de limite, a través de applets,
dividido en cuatro etapas: empezando con el siglo V a.C. con problemas geométricos; la segunda
etapa en el siglo XVII, con la evolucion de la concepcién geométricas hacia una concepcién
numeérica; tercera etapa del siglo XVIII a principios del XIX donde se establece una concepcion
numérica; Ultima etapa finales del siglo X1X hasta nuestros dias, se define de manera formal dicho

concepto.

Al utilizar el alumno esté material, podra conocer de una manera distinta la evolucién
histdrica del concepto de limite. Al tener la opcidn de interactuar vera la necesidad que se tenia
para formalizar el concepto, ya que en la linea del tiempo se muestra el paso de este concepto desde

la geometria, el analisis hasta Ilegar a su formalizacion.
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CAPITULO 111

DIFICULTADES CON LA ENSENANZA -APRENDIZAJE DEL

CONCEPTO DE LIMITE
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3.1 ENSENANZA - APRENDIZAJE DEL CALCULO

Existe la creencia de que el proceso de ensefianza-aprendizaje es simple. En general esto no
es asi, en muchas ocasiones, los alumnos construyen conocimientos que resultan no adecuados o

erroneos.

La ensefianza del calculo constituye uno de los mayores desafios de la educacién actual, ya
que su aprendizaje trae aparejado numerosas dificultades relacionadas con un pensamiento de orden
superior en el que se encuentran implicados procesos como la abstraccion, el andlisis, la

demostracidn, etc.

Con frecuencia, el docente supone que los alumnos fracasan por tener conocimientos
béasicos deficientes, por ejemplo, no saben algebra, desconocen las propiedades de los nimeros,
ignoran las caracteristicas de las desigualdades, no saben geometria, etc. Pero también pueden tener

todos estos conocimientos y fracasar en el estudio del célculo.

Estas dificultades se deben a que durante el proceso de ensefianza-aprendizaje los alumnos
se enfrentan a algunos obstaculos, dichos obstaculos tienen que ser superados por ellos, ya que de
esta manera se espera que se apropien de los conceptos y asi puedan aplicarlos o visualizarlos en

cualquier problema real que se les presente.

3.2 OBSTACULOS EPISTEMOLOGICOS REFERENTES AL CONCEPTO DE LIMITE

Bachelard planted la nocion de obstaculos epistemolégico para explicar la aparicion de
errores, esta nocidn fue retomada por Brousseau para la didactica de las matematicas. Para él, el
conocimiento se produce cuando se supera un obstaculo, y ademas distingue tres tipos de obstaculos

segun su origen: obstaculos de origen ontogénico (provienen de limitaciones del propio sujeto),
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obstaculos de origen didactico (dependen del planteamiento educativo), y obstaculos de origen

epistemoldgico (propios del concepto, de su génesis).

Dentro del Célculo la importancia de la ensefianza del concepto de limite radica en que
puede ser usado como objeto de conocimiento asi como Util para otros objetos (continuidad,
derivabilidad, entre otros) u otras ciencias (Fisica, Quimica, Ingenieria, etc.). Douady (1991) sefiala:
“Un concepto es un util cuando el interés esta centrado en su utilidad para resolver un problema.
Un concepto es un objeto cuando es considerado en una dimension cultural como una porcion de
conocimiento independiente de cualquier contexto y que tiene lugar en el cuerpo de conocimiento

cientifico reconocido”.

Los estudios de Cournu (1991) demostraron que los alumnos tienen ‘“‘concepciones
espontaneas personales” que provienen de su experiencia cotidiana. Dichas concepciones son muy
resistentes al cambio y permanecen durante mucho tiempo, entonces al momento de adquirir un
nuevo conocimiento estas “concepciones espontaneas personales” pueden causar una contradiccion

segun las situaciones.

En lo que se refiere al concepto de limite, Cournu (1983) identifica los siguientes

obstéculos epistemolégicos:

Sentido comdn de la palabra limite, lo que induce a concepciones persistentes de limite

como barrera infranqueable o como Gltimo término de un proceso.

Sobregeneralizacién de las propiedades de los procesos finitos a los procesos infinitos.

Aspecto metafisico de la nocion, ligado con el infinito, ya que introduce una nueva forma

de razonamiento.

Los conceptos infinitamente grandes y cantidades infinitamente pequefas.

Licenciatura en Matematicas Aplicadas Pagina 35



Applets para el aprendizaje del concepto de limite a través de la evolucidn histdrica

Cornu (1991) también sefiala los siguientes obstaculos epistemoldgicos: El fracaso de la
unioén entre la geometria y aritmética; la nocion de lo infinitamente grande e infinitamente pequefio;

el aspecto metafisico de la nocion de limite; y ¢el limite es alcanzado o no?

Sierpienska (1985, citado en Cantoral 2000) presenta los siguientes obstaculos:

Horror al infinito, consiste en asociar el paso al limite como un movimiento fisico, a una

99 C¢

aproximacion “se aproxima indefinidamente”, “se aproxima mas y mas”.

Ligados a la nocion de funcién. La idea de limite como una simple sustitucion y la no

distincion entre la nocién de limite y la nocion de cota inferior y superior.

Cuantificadores. Los estudiantes omiten con frecuencia los cuantificadores en la definicién

de limite, recurren al lenguaje natural y simbdlico.

Geomeétricos. En el proceso de graficar una funcion de variable real, se realiza considerando
primero el dominio (eje X) y luego calculando sus imagenes (contradominio: eje y); mientras que la
definicion de limite de la funcion en un punto, se describe a través de una consideracion primera en
al contradominio (eje y) al mencionar un ¢ arbitrario, y posteriormente, la existencia de &
considerado con elementos del dominio (eje x). Considerar el eje de las x sobre el eje de las y. Paez

(2004).

Simbolo: ligado a la resistencia a introducir un simbolo especifico para la operacion del

paso al limite.

Tall (1992) propone presentarles situaciones adecuadas que provoquen conflicto cognitivo
originando un desequilibrio que los conduzca a la superacion de los obstaculos epistemoldgicos
presentes en la ensefianza de este concepto. Se debera favorecer la integracion de las tres

representaciones sobre el limite de una funcion: gréfica, numérica y simbolica.
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Como podemos ver es claro que la ensefianza-aprendizaje del concepto de limite no es facil,
existen muchos obstaculos que no permiten que el alumno se apropie de este concepto. Para que
ellos logren superar estos obstaculos es necesario presentarles de una manera diferente a la

tradicional (lapiz y papel), el estudio del concepto de limite.

Se propone el uso de la tecnologia y la historia. La tecnologia como herramienta para la
ensefianza-aprendizaje es de gran utilidad, con ella se pueden reproducir representaciones graficas
que serian muy dificiles de hacer en un pizarrén, ademas nos permite mostrar al mismo tiempo las
representaciones graficas junto con las operaciones aritméticas, de esta manera se espera que el
alumno puede encontrar la relacién que existe entre ambas. La historia, el concepto de limite tiene
su origen en la geometria y tuvieron que pasar muchos siglos hasta llegar a su definicion formal, al
hacer un recorrido histérico el alumno podré ver los primeros problemas que se tenian y la forma de
resolverlos, como se separa la geometria del algebra y como se empieza a trabajar con el algebra

hasta llegar al anlisis

3.3 ACTIVIDAD EN EL SALON DE CLASES

Con base en los temas anteriores de este capitulo y con la finalidad de analizar la situacién
en la que se encuentran los estudiantes de la Facultad de Ingenieria de la Universidad Auténoma de
Querétaro, respecto al concepto de limite. Se realiz6 una actividad con los alumnos de la materia de
Calculo Deferencial, la cual consistio en aplicarles un ejercicio, tipo examen, tomando en cuenta los
aspectos graficos y algebraicos, asi como la interpretacion de la definicién formal del concepto de
limite, dicha actividad esté dividida en tres secciones: Definicion formal, Vision grafica e Intuicion

gréafica. Cabe mencionar que para la fecha en que se realiz6 esta actividad, los alumnos ya estaban
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por terminar el semestre en curso, por tal motivo ya habia visto el tema de limite. Por lo cual se

esperaban muy buenos resultados.

DEFINICION FORMAL.

En esta primera parte del ejercicio se da la definicion formal y se pide analizarla

respondiendo 7 preguntas, ademas de reprentarla graficamente.

Con este ejercicion se puede notar que tanto comprenden los alumnos la definicion formal y

si son capaces de expresarla graficamente.

I. Definicion formal. Limite de una funcién en un punto

Sea funa funcien real de variable real definida en un infervalo abierto | que cantiene al punto p

lim 7ixi=L

LER  Entonces K= siy solo si

(excepto tal vez en p) y

Ve>0,36>01al que, x €1 0<|x— pl<d =|/ x)—L|<e

VISION GRAFICA.

Aqui se pide a los alumnos que observen y analicen los limites de una funcién dada su
grafica. Con la finalidad de comprobar si los alumnos comprenden, a partir de una funcién definida

graficamente el concepto de limite.
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EinRzees

O 1
-—
2 N
\)ﬁm\
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INTUICION GRAFICA.

En esta parte, se pide que bosquejen la grafica de una funcién que cumpla con los limites

dados: limite en un punto, limites laterales y limites al infinito. Con la finalidad de evaluar como

ilustran graficamente el concepto de limite.

Inventa una funcién que tenga las siguientes caracteristicas:

limy o f(x) = -1 limy -2f(x) = 0 limx 0™ f(x) = 1

limy o f(x) = -1

(El ejercicio aplicado se encuentra en el ANEXO B)

Después de haber aplicado dicho ejercicio, se analizaron los resultados y se lleg6 a la

siguiente conclusion.
DEFINICION FORMAL:

Creer que la funcion no puede estar definida en el punto p.
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Estas fueron las respuestas del ejercicio con mayor numero de aciertos

¢ Debe estar la funcion definida en p? l\jO

(El'intervalo | debe ser abierto? No debe. eaor ce ‘U f"vi

Explica por qué nos dite: que_en el iweuglo T 4okl eckar conteni do ¥
¢ Puede f(x) tomar el valor L para alguna X2 &3

¢ Si encuentras una ¢ para una cierta ¢, seraesa 9 umca” Dl

Explica porqué _Porguz ala £onclon q cada K le fer‘i’fﬁ‘?ﬁ?&:%iff ung yb

SR

Y las respuestas del ejercicio con menor nimero de aciertos.

¢Debe estar la funcion definida en p? __ NO

(Elintervalo | debe ser abierto? v .

Explica por qué g que_pxde oo on el ;g e 2
¢Puede f(x) tomar el valor L para alguna x? <, o “osy xp ) =L RVeRt T
¢ Si encuentras una J para una cierta ¢, sera esa ¢ Unica?

Explica porqué etlo € o an  opintiwav do. a c\\s\\V\Ld)
Dibuja el significado de 0 <fx- p| <éb |f(x)- L| <& para una funcion que ta il

inventes, diciendo en tu dibujo quién es p y quién es L.

N RN

Se puede observar que no comprende la definicion formal de limite.

Dificultad en interpretar graficamente la definicién formal de limite: confusion entre e y 6.

- 1 >
| ’ | dile ; ||
B ezl
/ | ]k |
4 o] |
e -
i
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En la primera imagen se observa, que al graficar hay confusion en la ubicacion des y 6.

En la segunda imagen, el alumno define ¢ = § y utiliza P, que no tiene que ver con la

definicion.

En la tercera imagen, se muestra que el alumno no comprende lo que es limite pues en su

grafica el limite no existe.

Al analizar esta parte del ejercicio se confirman los errores geométricos que describe

Sierpienska.

VISION GRAFICA E INTUICION GRAFICA

No comprender e interpretar limites laterales.

Dificultad al interpretar graficamente el limite.

Dada la siguiente grafica se pide dar el valor a cada cantidad.
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3
¢ O
y
K ®
J / /.-—"'
/;Y( ~,
=3 -2]¢§- 2 3 J
=1
=2
-3

Para la funcion f cuya grafica esta dada, enuncia el valor de cada cantidad, si existe.

a) limy ... f(x) = o
-

b) f(-2) = -2

c) limy. 2 f(x) = WO XY

d) lime-.2" f(x)= 1

e) limy. 2 f(x) =

9 ime f () = -1

9)f(-1)= A

0=

) limy o f) = O

D imeo fx) = &

= K lime 2 f(x) =

..;'

) lime 2 100 =

m) f(2) = 2

n) limy_.f(x) = o

o) Da las ecuaciones de las asintotas
horizontales y verticales. -

Para la funcion f cuya gréfica estd dada, enuncia el valor de cada cantidad, si existe.

a) lim,f0) = __ 2=, o) limy_ 7z )= _

d)ime 2" = e) lime_ o f(x) = 2 N limy_1fx) = 1

g)i=1) = O h)f0)= O i) limy- o~ f(x) = ©

Dlimco 0= K Tim, 2 100 =4 ) limy_ 2" f(x) = A

mpncs 4 M= o e —
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Se puede observar que hay confusion en el valor que toma la funcién en un punto (incisos b,
f, g y h); la dificultad de diferenciar los limites laterales (incisos c, d, i, j, kK y I); y también hay
errores al interpretar el limite cuando x — oo (incisos a y n). Estos errores entran en los obstaculos
descritos por Sierpienska y Cornu, el “horror al infinito”, sentido comtn de la palabra limite y los

geométricos.

Inventa una funcién que tenga las siguientes caracteristicas:

M e fx) = -1 limy __f(x) = 0 limy o f(x) = 1
My 0" f(x) = - limy >3f(x) = liMy s f(x) =%
| ' t

0
— 3 t = o R G 3

En las imagenes muestra que hay una carencia de habilidad de conversién entre
representaciones (de una grafica a una algebraica y viceversa). De nuevo se observa la dificultad al

representar los limites laterales, cuando el limite es infinito, ademas de la idea de funcién.

CONCLUSION:

Al detectar estos errores y dificultades, y a partir de las fuentes consultadas, se concluye
que los alumnos no visualizan ni comprenden la definicion formal del limite por lo que presentan

dificultades en la interpretacion geometria y algebraica de dicho concepto.

Licenciatura en Matematicas Aplicadas Pagina 43



Applets para el aprendizaje del concepto de limite a través de la evolucidn histdrica

Por medio de applets, se ofrece una visualizacion grafica de la evolucion histérica de dicho
concepto, a traves de una linea del tiempo en la que se muestra cémo surge y la necesidad de una

definicion formal, pretendiendo ayudar al alumno a mejorar su interpretacion de limite.
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CAPITULO IV

EVOLUCION HISTORICA DEL CONCEPTO DE LIMITE
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4.1 ZENON (490 a.C. — 430 a. C.).

Fue un filésofo griego de la escuela eleética, nacido en Elea, discipulo de Parménides.

Trat6 de mostrar que la realidad es una e invariable y que todo movimiento es ilusorio. El
intento filosofico caracteristico de Zenon es fundamentar la doctrina de su maestro Parménides de
gue no se da la pluralidad ni el movimiento, sino sélo un ser en reposo, para ello mostraba lo
absurdo de algunas creencias y se valia de paradojas en las que viene a decir que todo movimiento

s un engario.

Aquiles y la tortuga, es quizas, la mas conocida paradoja de Zenon. El filésofo argumentaba
que, en una hipotética carrera entre Aquiles y una tortuga, si ésta Gltima tenia una ventaja inicial, el

humano siempre perderia.

Al darse la orden de salida, Aquiles recorre en poco tiempo la distancia que los separaba
inicialmente. Pero al llegar alli, descubre que la tortuga ya no esta, sino que ha avanzado, mucho
mas lentamente, diez o veinte centimetros, el guerrero sigue corriendo, pero al llegar de nuevo
donde esta la tortuga, esta ha avanzado un poco mas. Zenon sostiene que esta situacion se repite

indefinidamente y que Aquiles jamas lograra alcanzar a la tortuga.

Es evidente que esta paradoja, bajo una apariencia de razonamiento correcto, esconde algin
fallo... todos sabemos que Aquiles debe alcanzar a la tortuga. Pero se tardd 24 siglos en desvelar
por completo, gracias a la Teoria de Limites, el fallo esta en la suposicidn de que infinitos trayectos

deben sumar una distancia infinita y necesitan un tiempo infinito, esto no es correcto.
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Supongamos que ambos deben recorrer una distancia de 100 metros y que Aquiles da a la
tortuga una ventaja de 10 metros. Supondremos también que Aquiles corre a una velocidad de 10

metros por segundo y la tortuga lo hace a 5 metros por segundo.

Siguiendo con el razonamiento de Zendn tendremos lo siguiente:

Instante inicial paraty = 0seg ladiferenciaes 10 = gm

Para el instante t; = 1 seg, Aquiles habra recorrido 10 metros y estara en el punto 10, y la

tortuga habra recorrido 5 metros y estara en el 15. Es decir:

10
parat; = 1seg ladiferenciaes 5 = ?m

. . , . 1
Si ahora transcurre medio segundo mas estaremos en el instante t, =1+ >seg, la

diferencia entre ambos es de 2.5 metros:

1 10
parat, =1+ > seg la diferenciaes 2.5 = Z_Zm

Asi sucesivamente tenemos que:

1 1 10
parat; =1 +E+? seg la diferenciaes 1.25 = ?m
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1 1 1
parat, =1 +§ +§+§seg ladiferenciaes 0.625 = 2—4m

De tal modo que en el instante:

1 1 1 1
t, = 1+E+?+?+'"+2—n seg

La diferencia entre la tortuga y Aquiles serd cada vez mas pequefia y en el instante t,, sera

10
exactamente de = m

Si ahora hacemos la siguiente operacién:

Tenemos:

1 1 1 1 1 1 1 1 1
1+E+?+F+”'+2—n—§—?—? ———— ﬁ:1+0+0+"'+0—ﬁ
Es decir:

1
Etn:l_znﬂ = tn=2(1—2n+1)

Todo esto nos lleva a concluir que Aquiles alcanzara a la tortuga cuando hayan transcurrido

2 segundos de la carrera en el lugar correspondiente a los 20 metros. Si conoces el concepto de

limite, basta tomar:

1
lim t, = lim 2 (1 - 2n+1) = 2seg

n—-oo n—oo

Y a la vez la distancia:
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li 10 =0
nomon

Por lo tanto podemos concluir que Aquiles ha alcanzado a la tortuga cuando han
transcurrido 2 segundo y ambos estan situados en el punto 20 del recorrido. A partir de aqui Aquiles

va ganando.

Las paradojas de Zendn ponen en tela de juicio los principios de la geometria, aungue sin
proporcionar alternativa, apareciendo nuevos problemas de fundamentacion de la Matematica. En
particular como consecuencia de la critica filos6fica de Zen6n a la Matematica, se arraiga la

conviccion de que la Geometria debia desarrollarse independientemente de la Aritmética.

La inquietud que introdujeron en el mundo griego las paradojas de Zenén contra la
pluralidad y el movimiento, precipité una profunda crisis en la Matematica que trajo consigo el
horror al infinito que introduce el supremo rigor légico impuesto por la escuela platénica, cuyo

exponente mas representativo sera Eudoxo de Cnido.

4.2 HIPOCRATES DE QUIOS (450 a.C.)

LAS LUNULAS DE HIPOCRATES

Consigue la primera cuadratura rigurosa de una figura curvilinea en la Historia de las

Matematicas.

Hipdcrates es, en cierto sentido, un pionero en la Historia de la Matematica, ya que inicié la
utilizacion de letras en las figuras geométricas para atemperar la excesiva retorica del discurso
matematico, aplico el Método de Andlisis e ide6 el método de demostracion por reduccion al

absurdo que tanta influencia tendria sobre el método de exhaucién de Eudoxo.
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Demostré que las areas de dos circulos se hallan entre si en la misma razon que los
cuadrados de sus didmetros. Es posible que llegara a esta conclusion considerando el circulo como

el limite de un poligono regular. Primer ejemplo del método de exhaustivo.

Hipdcrates fue el primero en cuadrar una figura con lados curvados, conocida como lunula.

Una lunula es una figura plana limitada por dos arcos de circunferencia de radios distintos.

Segln Hipdcrates: "Segmentos semejantes de circulos estan entre si en la misma razén que

los cuadrados construidos sobre sus bases”.

Esta lanula, fue construida especialmente por él. Se trata de un semicirculo circunscrito a
un tridngulo rectangulo isdsceles y sobre la hipotenusa construyd un segmento circular semejante a
los segmentos circulares determinados por los catetos del tridngulo rectangulo. El centro del
segmento circular inscrito tiene de centro el punto de unién de la circunferencia de centro E y radio
la altura del triangulo con la linea BE, ese pequefio segmento circular es el lugar geométrico del

incentro.
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Como los segmentos son entre si como los cuadrados construidos sobre sus bases, a partir
del teorema de Pitagoras aplicado al tridngulo rectangulo se obtiene que la suma de los cuadrados

dos segmentos circulares menores es igual al cuadrado del segmento circular mayor.

Hipocrates en un intento de conseguir la cuadratura del circulo extendio el resultado a: “La

suma de las areas de las cuatro lunulas es igual al area del cuadrado”.
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: - 2 2 2
Fartiendo del Teorema de Pitagoras a” 4 b~ = ¢
>
(@ 2 by~ €y 2
Tenemosw| - | +7| s | =7 =
2 2 2
Por lo tanto:
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Segun Proclo en su Comentario a Libro I de los Elementos de Euclides:

«Hipocrates de Quios es el inventor de la cuadratura de la lunula y fue el primero que

compuso Elementos.»

4.3 EUDOXO DE CNIDO (c. 400-347 a.C.)

Resolvio de forma rigurosa el abismo entre finito e infinito. Al introducir la idea de “tan
pequeiio como se quiera” (equivalente a nuestro proceso de paso al limite). Eudoxo descubre, con
su nueva teoria de magnitudes, un pretexto a los problemas planteados por el infinito y lo
inconmensurable, mediante un inteligente instrumento geométrico — la teoria de proporcion- que

desarrolla en tres fases:
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1. Unadefinicion (igualdad de razones)
2. Unaxioma (axioma de Eudoxo-Arquimedes o axioma de continuidad)

3. El'método (el método de exhaucion)

El método de exhaucidn, consiste en aproximar la figura por otras en las que se pueda medir
las correspondientes magnitudes, de manera que ésta vaya aproximandose a la magnitud buscada.
Este método se aplica al calculo de areas de figuras, voliumenes de cuerpos, longitudes de curvas,
tangentes a las curvas, etc.

Los matematicos griegos utilizaban este método para lograr la cuadratura de algunas

regiones delimitadas por curvas.

Dada una figura curvilinea C, para determinar su area Ac se buscard una sucesion de
poligonos {P1,P2,...,Pn,...}, que aproximen progresivamente el area de C. Por el método de
exhaucion, Eudoxo muestra que el area de C es “el limite” de las areas de los poligonos
{P1,P2,...,Pn,...} . Demuestra que se puede encontrar un poligono de la sucesion
{P1,P2,...,Pn,...} cuya é&rea difiera del area de la figura C en una cantidad menor que otra

prefijada, es decir que la diferencia puede hacerse "tan pequefia como se quiera":

Es decir: "Dado € > 0 se debe encontrar un poligono Pn tal que la diferencia Ac— Ap, S€a

menor que € para n suficientemente grande".

En particular

“Lema de exhaucion del circulo", que simbdlicamente se expresa en la forma:

Dado un circulo C y un nimero ¢ > 0, se puede encontrar un poligono regular P inscrito en

C de tal modo que: Ac— Ar< &.
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4.4 ARQUIMEDES (c. 287 - 212 a.C.)

El método de exhaucion fue perfeccionado y aplicado posteriormente por Arquimedes.

Consiste en los siguientes pasos, tomando como referencia una figura curvilinea R

1. Se inscribe una sucesion de figuras rectilineas A1, A2, ..., An,.. cuyas &reas crecen

monotonamente. En este caso: a(A1) = a(ABC),a(A2) = a(ADBECF), ..., etc.

2. Las  figuras  se escogen de tal manera  que la  sucesion

a(R) — a(A1), a(R) — a(Al1),...,a(R) —a(A1),.. cumpla con el principio de

convergencia de Eudoxo.

Licenciatura en Matematicas Aplicadas Pagina 55



Applets para el aprendizaje del concepto de limite a través de la evolucidn histdrica

3. Se recurre a la intuicion para la obtencidn del area de las figuras inscritas, el cual se

designa por a(A4).

En este paso la obtencion del “limite” no se especifica; se ha recurrido al proceso prueba y
error, intentando visualizar una ley de formacion en la suma, de todas las areas de los poligonos

inscritos.

4. Se demuestra que el “limite a(A4)”, es igual al area buscada a(R). Realizandola por

reduccion al absurdo, veamos:

a) Supongamos a(R) > a(A), de lo cual a(R) —a(A) > 0, y por tanto, por el principio
de Eudoxo, existe n tal que a(R) —a(4An) < a(R) — a(A) ; esto significa que

a(An) > a(A), lo cual es imposible.

b) Supongamos a(R) < a(A), de lo cual a(4) —a(R) > 0, y por lo tanto, dado que la
sucesion {An} tiene por limite A, existe n tal que a(4) — a(4n) < a(4) —a(R); se

deduce que a(An) > a(R), lo cual es imposible.

Ente método es una aproximacién entre figuras geométricas conocidas, inscritas y
circunscritas, sobre otra por conocer, de manera que la diferencia entre unas y otras sea tan pequefia

como gueramos, de tal forma que se consideren equivalentes.

A continuacion veremos algunos ejemplos de su aplicacion.

CUADRATURA DE UN SEGMENTO DE PARABOLA

Teorema. El area del segmento parabolico PVQ es igual a cuatro tercios del area del

triangulo inscrito APV Q.
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.

Demostracion. Una cuerda PQ de una parabola es un segmento que une dos de sus puntos.
La region plana acotada, cuya frontera estd formada por la cuerda PQ y el arco de la parébola
comprendido entre los puntos P y Q se llama un segmento parabdlico. El vértice de un segmento
parabdlico es el punto de la parabola en el cual la tangente es paralela a la cuerda que define el

segmento.

El vértice de un segmento parabdlico PV Q es el punto de interseccion con la parabola de la

recta paralela al eje de la parabola que pasa por el punto medio 0 = %(P + Q) del segmento PQ.

El triangulo inscrito APV Qcuya base es el segmento PQ y cuyo otro vértice es el vértice V

del segmento parabdlico.
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En la figura se han representado también los tridngulos APMV 'y AVNQ inscritos

respectivamente, en los segmentos parabélicos determinados por las cuerdas PV y VQ.

()] La primera parte de la demostracion consiste en calcular el &area de los

triangulosAPMV y AVNQ. Arquimedes demuestra que:
A(AVNQ) = 2 A(AV0Q), A(AVMP) = Z\(AVOP)

Por tanto
1
A(AVNQ) + A(AVMP) = ZA(APVQ)

, ., . . s 1
Llamando S el area del tridngulo APV Q, el area de los dos nuevos triangulos es ZS'

Naturalmente, este proceso se puede repetir ahora con cada uno de los cuatro segmentos parabolicos

determinados por las cuerdas PM, MV,VNyNO inscribiendo en ellos los respectivos tridngulos, la

suma de cuyas areas serd igual a 1—65. Y puede repetirse indefinidamente.

Ahora calculando el area del segmento parabélico por

o0
> -is
4n= 3
n=0
Pero Arquimedes, no sabia de convergencia de series, su razonamiento lo hace por medio

de la doble reduccién al absurdo usual en la matematica griega.

Para ello hace uso de la llamada propiedad arquimediana o axioma de Arquimedes. Este
axioma aparece en el libro de Arquimedes La Esfera y el Cilindro asi como en Sobre Cuadratura de

la Pardbola y en Espirales. Al parecer, dicho axioma fue ya formulado por Eudoxo.

La propiedad arquimediana establece que:
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Dadas magnitudes cualesquieraa > 0 y b > 0, siempre es posible, por pequefia que sea a
y grande que sea b, conseguir que un maltiplo conveniente de a exceda a b, es decir na > b para

algin namero natural n.

Partiendo de la propiedad arquimediana se deduce féacilmente el siguiente resultado,
llamado principio de convergencia de Eudoxo, en el que se basa el llamado método de exhaucion

griego:

“Si de cualquier magnitud sustraemos una parte no menor que su mitad, y si del resto
sustraemos de nuevo una cantidad no menor que su mitad, y si continuamos repitiendo este proceso
de sustraccion, terminaremos por obtener como resto una magnitud menor que cualquier magnitud

del mismo tipo dada de antemano”.

Arquimedes razona como sigue. Sea k el area del segmento parabélico PVQ es la mitad del
area del paralelogramo circunscrito PP'QQ ", la cual, a su vez, es mayor que el area del segmento, se
sigue que el area del triangulo inscrito en un segmento parabolico es mayor que la mitad del area de

dicho segmento, lo que permite aplicar el principio de convergencia de Eudoxo.

Por tanto, en la secesién de areas

1 1 1
K'K_S'K_<S+ZS>'K_<S+ZS+ES>"""

Cada una es menor que la mitad de la que le precede vy, por tanto, en virtud del citado

principio, podemos concluir que en alguna etapa se tendra que

K 4.’5>K (S+1S+1S+ +1S)
3 4 16 4n

Esto implica que
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S+1S+ 1S+ +1S>4S
4 16 4n 3

Lo que es contradictorio con la igualdad, conocida por Arquimedes, que dice que:

5+15+15+ +15—45 115
47 16 4n” 37 34n
Lo que implica que
S 15 15 15<45
T T Tt <3

Por lo tanto, no puede ser K > %S
(1) Supongamos que K < %S; es decir, que %s —-K>0

P 1 1 1 .
Como cada una de las areas S, ZS’ ES' ...,4—nS es menor gue la mitad de la que le precede

y, por tanto, en virtud del principio de convergencia de Eudoxo, podemos concluir que en alguna

etapa se tendra que 4%5 < gs — K. Entonces

45 K>1S>115—4S S+1S+1S+ +1S
3 S 23S = 3576435ty )
Lo que implicaria que
K<S+1S+1S+ +lS
4 16 4n

Que es absurda pues la suma de la derecha es el area de un poligono inscrito en el inscrito

- 4
en el segmento parabdlico. Por tanto, no puede ser K < 55

La Unica posibilidad es K = %S
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Area de una espiral

La espiral de Arquimedes es la curva que describe un punto material que se mueve con
velocidad uniforme a lo largo de una semirrecta que gira con velocidad angular uniforme alrededor
de su extremo. Es un ejemplo de las llamadas curvas mecanicas. La ecuacion polar de una espiral de

Arquimedes es de la forma p = a8, donde a>0 es una constante.

Teorema. EI area del primer ciclo de una espiral es igual a una tercera parte del area del

circulo circunscrito.

Esta es la espiral de
Arquimedes para a=1 y su
ecuacion polaresp =16

Demostracion.

Consideremos una espiral de Arquimedes de ecuacion polar p = ab y calculemos el area
cuando el angulo polar varia desde 0 a 2x, es decir, de la primera vuelta de la espiral. El radio del

circulo circunscrito es 2ma.
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. - . . 2 2mk
Primero dividimos este circulo en sectores de amplitud 6 =7” , desde 6 =% a

9 = 2r(k+1)
n

parak =0,1,2,..,n— 1.

En cada sector examinamos el arco de espiral que queda dentro del mismo y acotamos el

area correspondiente a dicho arco de espiral entre las areas de dos sectores circulares.

, . . . . 1
Sabemos que el area de un sector circular de radio r y amplitud ¢ radianes es de Erch.

. . . o . 1 (a2nk)\? 2
Entonces el area del sector circular mas grande inscrito en cada arco de espiral es > (a: ) (f)

, . , L. . . 1 fazn(k+1)\? 2n
y el area de sector circular mas pequefio circunscrito a cada arco de espiral es L G (-

Deducimos que el &rea, S, de la espiral cumple que:

n-1 n
-1
1 /a2mk\? /27 4m3a? § 5 1 /a2mk\? /21 41382 5
2(5) B) =" e <s< > 5(50) (T)= "% 2k
2\ n n n3 2\ n n n3
e k=0 — k=1

1

Arquimedes conocia que ZZ:o k? = gn(n + 1)(2n + 1). Usando este resultado podemos

escribir la desigualdad anterior en la forma:

47‘5332 1 3,2

3 [En(n - 1)(2n - 1)] <S<

3 [En(n +1)(2n + 1)_

1 +1D)2n+1)]
<S<4n3a2—n(n I)lgn )

4m3a
T n3 6

Zl[n(n -1(2n-1)
6

1 1 1 1 1 1
wat(1-D)(e- Y <s< warl(14d)(24)
6 n n 6 n n

1 . . ) .
Pongamos k :gn(Zna)Z que es una tercera parte del area del circulo circunscrito.

Restando k en la desigualdad anterior:
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1 1 1 1 1 1
4n3a2—(1——)(2——>—K<S—K< 4n3a2—(1+—)(2+—)—K
6 n n 6 n n

2 . ,(1 3 2 . ,3 1
—na(———+2) K<S—K<§na(n+—+2>—K

3 nz n n?
4 2 az+2 2 K<S-— K<432+2 2+2 Gl K
3na 73 Snn Sna 73 Bn 3
a® a® a’? 2 a2
—2m3 —+ n—<S K < 2m3 —+ n—z
37 n? 3 n

3 1
K — K <K —
( 2n+2 ><S < ( 2n2)
Y como % < % obtenemos que —% <S—-K< % . Usando ahora el axioma de

Arquimedes se concluye que S = K.

4.5 ISAAC BEECKMAN (1588-1637)

Paso geométrico al limite.

El problema de caida libre de los cuerpos resulto ser el problema central en la formacion de

dindmica y, con ello de la mecénica clésica.

La ley segun la cual en la caida libre los espacios recorridos se relacionan con el cuadrado
de los tiempos estaba en contradiccion directa con la fisica aristotélica. Galileo Galilei obtuvo esta

ley y luego la confirmo mediante una combinacion de induccion y comprobacion experimental.
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Pero no solo en Italia el problema de la caida libre ocupaba el centro de interés. En los
Paises Bajos, Isaac Beeckmann encontrd, en contacto con Descartes, la ley de caida libre,
sirviéndose de un paso al limite llevado geométricamente. Utilizé un procedimiento geométrico

que se basaba en la interpretacion de una representacion grafica.

En el estudio del problema de la caida libre introdujo dos suposiciones de tipo fisico:

1. Se considera que la gravedad actla no de forma continua, sino dando de algin modo al
cuerpo que cae, cada cierto pequefio lapso de tiempo z, un pequefio empujon.
2. Una vez producida una velocidad esta permanece inalterada mientras no existe causa

externa que la modifique; esto se asemeja a lo que seria una ley de inercia.

Beeckmann, utiliz6 un procedimiento geométrico que se basa en la interpretacion gréfica.

Supongamos que se parte del reposo. Después de cada lapso de tiempo t se produce, debido al
empujon, una velocidad y adicional. En el primer periodo de tiempo, el camino recorrido es Ty, en

el segundo 21y, etc.

Si ponemos

0A = 1, cada lapso de tiempo

0C =y, Velocidad (después de cada lapso de tiempo 7 se produce una velocidad adicional

Y)

0A, = t,, tiempo de caida 1

0A, = t,, tiempo de caida 2

A7, velocidad en el tiempo t;
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A3, velocidad en el tiempo ¢,

O C v Velocidad
A I I
pe
-
AlT ] Ar*
AZ T \} AZ*
Tiempo

Entonces los triangulos en la figura de escalera representan graficamente los espacios
recorridos, ya que los espacios —salvo un factor de proporcionalidad — se han de medir como

producto de tiempo por la velocidad. (Distancia=VelocidadxTiempo).

Becan considera a t, como el doble t,, pues lo que se plantea la pregunta: ;se puede saber

qué espacio recorrera en una hora el cuerpo que cae, si se conoce el que recorre en dos horas?
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o T 19T Welocidad

Tiempo

Az A

El espacio que atraviesa el cuerpo en su caida en un tiempo t; sera 0A, A} B. El espacio que

(al caer) atraviesa en el tiempo t, dobla la proporcion de 0A; a OA,.

La linea OA3; representa el tiempo transcurrido, donde a cada instante 7, una fuerza se
afiade con la cual el cuerpo tiende hacia abajo, esa fuerza aumenta de la misma manera que
aumentan las lineas de, fg, hi, jk, y otra infinitas lineras que podemos imaginar entre ellas.
Considerando una cierta 7, se considera el cuadrado OCde como el primer espacio de movimiento,
que serd el primer minimo de movimiento. Para el segundo minimo de movimiento, se tiene el
doble degf. El espacio recorrido en el tiempo t, se considera como la superficie del tridngulo
0A, A7, sin embargo, puede observarse algunas partes sobresalientes OCe, eC,g, gC,Aj, etc., de la
figura del tridngulo, entonces , para t — 0, se obtiene el movimiento real, por lo que las partes

sobresalientes también tienden a 0.
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i~ T Veloeidad
| I I
B
d C,
9
f C,
A*
1
Ay B,

h

Tiempo !
Ay A
]
0 c velocidad o c WVelocidad
T T T T T T T T
T B
A, I B, Ay o B,
\| Tiempo ““V“\.
Tiempa \\I =N

o [T A B =4
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Q c ) Valocidad
T T

Tiempo

Entonces

s(ty)  AOAA;
s(ty)  AOALAS

El movimiento real se obtiene para T —» 0, es decir mediante el aplanamiento de los

peldafios de la escalera. Esta es la forma geométrica de paso al limite.

Puesto que el area de triangulos semejantes es proporcional a los cuadros de los lados

adyacentes:

4 ./ 0AA]
Area del triangulo formado por t,= %
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4 .z 0A,A%
Area del triangulo formado por t,=—2-=2

T2

0A1A] ; 0A1A] 5
Se tiene —2 _04:41 _ s(ty) y 2 _ (04y)
04247 04,45  s(tz) 04243 — (04,)?2

2

Asi

s(ty)  (04)*  tf
st) (04?7 2

Es decir, la Ley de caida libre: los espacios recorridos estan en la misma proporcion que los
cuadrados de los tiempos.

Aplicando limite:

Sea

T = tiempo
y = velocidad

Entonces en el primer periodo recorre yt. En el segundo periodo recorre serd 2yt
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Después de un tiempo t; = n,7, donde n, es el nimero de periodos recorridos.
El espacio recorrido sera:
s(ty) =yt + 2yt + -+ nqy7
=yt(1+4+24+-+ny)

~m(ng +1)

2 It

Analogamente para un tiempo t, = n,t.

nz(nz + 1)
s(ty) =———1
El cociente de los espacios recorridos
n(ng +1
s(t]) my+ 1) 12 )VT o+ nftny

s(ty) nap+1)  my(n,+1) n2+n,
2 re

. . t t
Despejando de t; = ny7 Yy t, = n,T, setiene que ny = >yn, = 72 , entonces:

t\2 , t; 2+t
(F) +3 _ T _titm
(t_z)z LB t,2 +1t, t% + Tt
T T T

Haciendo T — 0, el movimiento pasa a ser un movimiento continuo, esto es, un movimiento

real de caida libre. Aplicando limites se obtiene:

st ity 4

lim = lim—; ==

T_’OS(tz) tz +Tt2 tz
-0
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Asi, los espacios recorridos estan en la misma proporcién que los cuadrados de los tiempos

de caida.

Becan no pudo llevar acabo entonces el paso al limite antes indicado, realizado con técnica

de célculo: estos métodos no estaban a su disposicion todavia.

4.6 JOHANN KEPLER (1571 - 1630)

Astrénomo aleman, nacido en Neil (NUremberg). Su vocacion fue puramente astronémica,

sin embargo establecié sin saber algunas de las bases para el desarrollo del célculo.

Kepler, publico en 1615 un libro titulado Nova stereometria doliorum vinariorum, gue trata
de la determinacion del volumen de ciertos sélidos generados al girar una curva alrededor de una
cuerda, de una tangente, o incluso de una recta exterior. Afiadi6é asi noventa nuevos sélidos a los
propuestos por Arquimedes. En el segundo capitulo de este libro, trata el problema de la
determinacion del volumen de los toneles de vino y demuestra que, cerca del maximo volumen, este
varia muy lentamente. Segun parece, la observacién de los extrafios resultados obtenidos por el
método utilizado en la época para medir el volumen de vino contenido en los toneles indujo a

Kepler a estudiar los métodos volumétricos.

Kepler explica, con su solapado humor, el motivo del titulo Nova stereometria doliorum

vinariorum (Nueva estereometria de los toneles de vino)

“Fue celebrado mi nuevo enlace en noviembre del Gltimo afno [1613, N.A.] en la época en la
que los toneles de vino traidos de la baja Austria se apilaban, tras una abundante cosecha, en las
orillas del Danubio, en Linz, y se podia comprar a un precio aceptable, pues es obligacion del nuevo

esposo y preocupado padre de familia procurar la bebida necesaria para su casa. Cuando algunos
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toneles se habian colocado ya en las bodegas, vino el vendedor, al cuarto dia, con la vara de medir,
y comenz0 a calcular el contenido de todos los toneles sin tener en cuenta su forma y sin mayor
reflexion o célculo. Introdujo la varilla de medir con su punta metalica a través del agujero del
corcho hasta alcanzar los dos fondos y cuando parecian ser iguales las dos longitudes, la marca en el
agujero del corcho daba el nimero de cubos en el barril. Yo me preguntaba como la linea
transversal que cruza la mitad del barril podia proporcionar una medida del contenido y dudaba de
la exactitud del método, pues un barril muy bajo con bases muy anchas, y por tanto con un
contenido muy reducido, podria tener la misma longitud de mira, no me pareci6 inoportuno, como
recién casado, comenzar a investigar sobre bases geométricas la exactitud de este procedimiento tan

simple y tan ampliamente extendido y sacar a la luz, tal vez, las leyes existen [L 8.9, pp 99-100]

De esta manera la medicion de la capacidad de los toneles, fue objeto de un estudio
sistematico por parte de Kepler. Obtuvo asi el siguiente resultado: un cuerpo hueco compuesto de
un cilindro y de dos conos truncados no difiere excesivamente, en cuanto a la determinacion de su
capacidad por medio de la varilla de medir, de un tonel con duelas curvadas, lo cual correspondia a

los de tipo austriaco, pero no a los toneles de construccion renana, que eran mas panzudos.

Con el célculo de la capacidad de los toneles se satisface solo una parte de las pretensiones
del Célculo de toneles. Kepler mostré también que los cuerpos de revolucion son generados por la
rotacion de conicas alrededor de diferentes ejes; obtuvo un total de noventa y dos de estos cuerpos,
indicando el calculo aproximado de su volumen, y los bautizo con nombres de la vida cotidiana:

manzana, limén, huso, calabaza, pera, etc.

4.7 FERMAT ( 1601- 1665)

CUADRATURA DE FERMAT

Licenciatura en Matematicas Aplicadas Pagina 72



Applets para el aprendizaje del concepto de limite a través de la evolucidn histdrica

Fermat, con una ingeniosa idea, logré obtener la cuadratura de areas limitadas por arcos de

hipérbolas generalizadas x™y™ = 1 con m y n _nUmeros naturales.

Fermat seguia un método clasico de exhaucidén, pero  consideraba  rectangulos

infinitesimales inscritos en la figura a cuadrar cuyas bases estaban en progresion geométrica.

La aplicacion del método de Fermat se aplica a la siguiente hipérbola generalizada y = x 2

parax = a.

Elegimos un nimero r > 1y consideramos los puntos de las abscisas a, ar, ar?, ar3, ....

Los rectangulos inscritos tienen area:

1 , 1 | r-1ov1 1
(ar—a)m+ (aT —ar)m+ (aT —ar )W-{_ = o Z—:—

El &rea de los rectangulos circunscritos esta dada por:

1 2 1 3 2
(ar—a)a—2+ (ar® —ar)—=+ (ar® —ar?®)

1
@ + o= ==

(ar?)? a rk
Por lo tanto, llamando S al area bajo la curva, tenemos que

1 r
—<S<—
ar a

Y como esta desigualdad es valida para todo » > 1, concluimos que S = % Dicho valor es

precisamente el &rea del rectangulo OAB.

Las cuadraturas de Fermat de hipérbolas y pardbolas generalizadas, subyacen los aspectos

esenciales de la integral definida:

e Ladivision del area bajo la curva en elementos de area infinitamente pequefios.
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e Aproximacién de la suma de esos elementos de &rea por medio de rectangulos
infinitesimales de altura dada por la ecuacion analitica de la curva.
e Un intento de expresar algo parecido a un limite de dicha suma cuando el nimero de

elementos crece indefinidamente mientras se hacen infinitamente pequefios.

0 aar gr® ar® ar? ar- ar

4.8 JOHN WALLIS (1616-1703).

Nacid en Ashford, Inglaterra. Public6 dos obras importantes una sobre geometria analitica y
otra sobre analisis infinito. Hizo que la geometria analitica diera una paso adelante asociandola al
andlisis infinitesimal en su Arithmetica infinitorum. Introdujo la notacidn de oo para representar la

nocion de infinito.

Wallis llevé a cabo en forma aritmética la demostracion de limite de x™. Considera el
problema de calcular el &rea de la curvay = x™ (m = 1,2, ...) y sobre el segmento[0, a], considera

la region PQR formada por un numero infinito de lineas verticales paralelas, cada una de ellas con
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longitud igual a x™, por lo que al dividir el segmento PQ=AB=a en n partes de longitud h=a/n,

donde n es infinito, entonces la suma de estas infinitas lineas es de tipo:

0™ + A™ + (2R)™ + (3R)™ + - + (nh)™

y=1=x i

Ap// Q

a/n A B

Para el rectangulo ABCD:
a™+am™+--+a™=mh)"™+ nh)™ + -+ (nh)™
Luego, la razon entre el area de la region PQR y el rectangulo ABCD es

Area PQR 0™+ h™ + 2RW)™ + (3R)™ + -+ ()™
Area ABCD (mh)™ + (nh)™ + -+ + (nh)™

0™+ 1M+ 2M 4 ... 4+ ™
I e e

Esto lleva a Wallis a estudiar el valor de la expresion para n = co. Después de estudiar

varios casos param = 1,2,3,4.

Por ejemplo, param = 3
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03+13+23_ 9 1
23423423 24 4

03+13+23+33_ 36 1 1

33+33+33+33 108 4 12

03 +134234+334+43% 100 1 1

3143 143+43 320 4 16
Wallis concluye inductivamente:

03+13+23+---+n3_1 1

=—4—
n3+n3+nd+nd 4 4n
De manera que el limite es %
0P+ 13+22+ 403 1
1m = -
n-o n3+nd34+n3+n3 4

Haciendo calculos similares obtiene:

i=n; i=n;2 i=n ;3
=1t _ 1 2111 1 1 lel

n+Dn 2" (n+ Dn2 =3t (n+ Dn3

i=n .
i 1 4 9m

En general m+1)n™ ~ m+1 n nm-1

Observa ciertas regularidades en las mismas y deduce que

om4+1m42Mm+ .. 4 n™ 1

nm4nm+nMm 4 +nm m+1

De aqui deduce el valor del area de la regién PQR:
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Area PQR  Area PQR 1 irea POR amtl
n = = = =
TreadBCD @t my1 AreaPCR=o

, m=1,23,.

También realiza la extensién de la cuadratura desde m entero a m entero racional positivo.
Define el indice de una funcion, o(f):

LSOO ) 1
s f) + f) + -+ f() o) +1

Suponiendo que el limite existe, el indice de la de la funcion f(x) = x™ es a(f) = m para

m=123,.

Wallis observé que, dada una progresion geométrica de potencias de x, por ejemplo
1,x3,x%,x7, ..., la correspondiente sucesion de indices 0,3,5,7, ... forman una progresion aritmética.

Como a(f) = m, le permiti0 establecer, sin demostraciéon, que una conclusion andloga puede
. ., - q-1 .,
deducirse para la progresion geométrica 1, Vx, (Vx)?, ..., (Yx)" ,x. De manera que la sucesion
, . s . . . q Y4 _p
de sus indices debe formar una progresiéon aritmética, de donde sigue que o (\/E) =4 para

p=123..,q.

Se obtiene que:

(V0)° + (qx/l)p ++ (V) 1
im =
n—mo(q/n)p + (q1 /n)p + -4 (qw/n)p (p/Q) +1

De esta forma Wallis era capaz de calcular las razones entre las &reas bajo las curvas
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4.9 ISAAC BARROW (1630 - 1677)

Isaac Barrow era un admirador de los gedmetras antiguos y edit6 las obras de Euclides,
Apolonio y de Arquimedes, a la vez que publicaba sus propias obras Lectiones Opticae (1669) y
Lectiones Geometricae (1670) en la edicion de las cuales colaboré Newton. El tratado Lectiones

Geometricaese considera una de las principales aportaciones al Calculo.

Las Lectiones Geometricae es el tratado matematico mas importante de Barrow. En esta
obra el maestro de Newton anticipa —en forma estrictamente geométrica, salvo en el caso del
método analitico de las tangentes— buena parte de los resultado clasicos del Calculo Diferencial e

Integral. En particular Barrow, obtiene mediante consideraciones geométricas:

* Reglas para el trazado de las tangentes que son equivalentes a la derivacion de
funciones implicitas, y en las que se aplica con éxito el “Triangulo caracteristico” o

“Triangulo diferencial”

» Resultados similares a las reglas habituales de la derivacion —es decir, el
comportamiento de la derivacion frente a las operaciones aritméticas de la suma, producto,

cociente, potencias, etc.

* Resolucion de problemas de maximos y minimos.

« Proposiciones geométricas equivalentes a los conocidos ahora como métodos de

“integracion por partes” e “integracion por cambios de variable”.

- Teoremas geométricos correspondientes al reconocimiento de la relacién entre las
cuadraturas y las tangentes como el hecho de que la integracion y la diferenciacion son

operaciones inversas.
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* Reglas para la diferenciacion e integracion de funciones potenciales, circulares,

logaritmicas, exponenciales y otras muchas.

» Teoremas generales sobre rectificacion de curvas y centros de gravedad de

algunos solidos.

Barrow estuvo muy cerca de descubrir la relacion inversa entre problemas de tangentes y de
cuadraturas, pero su conservadora adhesion a los métodos geométricos le impidié hacer uso efectivo
de esta relacion. Utiliza su método infinitesimal para la determinacion de tangentes, donde aparece
el “triangulo caracteristico” o “triangulo diferencial”. En referencia ello Barrow dice al final de la

Lectione X:

“Hemaos terminado de esta manera la primera parte. [...] suplementariamente a esto hemos
afiadido en forma de apéndice, un método para encontrar tangentes mediante el calculo,

frecuentemente usado por nosotros, [...].”

Partiendo del triangulo PRQ, que resulta de un incremento PR, como este triangulo es
semejante al PNM, resulta que la pendiente de la tangente PM = MN es igual a QR = PR. Barrow
afirma que cuando el arco PP; es muy pequefio podemos identificarlo con el segmento PQ de la
tangente en P. El triangulo PRP1 de la figura de la derecha, en el cual PP1 es considerado a la vez
como un arco de la curva y como parte de la tangente, es el triangulo caracteristico o diferencial. Ya

habia sido usado mucho antes por Pascal y otros en problemas de cuadraturas.
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I

e [

Dada una curva explicita f(x,y) = 0, sea PP,un arco infinitamente pequefio de la curva, que
puede ser considerado como un segmento de recta. El caracter infinitesimal del Triangulo

Caracteristico permite considerar su semejanza.

Sea PR=e y RQ=a. Y sea P=(x,y)yP, = (x+ey+a)) dos puntos en la curva,

infinitamente proximos (e = dx,a = dy).

Barrow plantea la igualdad f(x,y) = f(x + e,y +a) = 0, ya que Py P, son elementos de la

curva. Y aplica tres reglas:

1. Suprime todos los términos en los que no hay e 0 a (porque se anulan unos a otros por la
naturaleza de la curva).
2. Rechaza todos los términos en los que e 0 a estan por encima de la primera potencia

(porque siendo infinitamente pequefios, no tienen calor en comparacion con el resto)
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3. De la ecuacioén resultante de obtiene g identifica el arco con PTD1 con el segmento PQ, lo

que lleva a la semejanza de los tridngulos PRP; ~ PNM, de donde resulta la pendiente de la

=M _dy_a
recta tangente: m = — = —- = -

Barrow aplica el Tridngulo caracteristico bajo la idea esencial de que la tangente es la posicion

limite de la secante cuando e y a se aproximan a cero, aplicando el limite a base de despreciar los

“infinitésimos de orden superior”.

Dada una curva general definida implicitamente: f(x,y) = X7} ¢;jx'y/

Luego
n n
Fay) =Y eyl = ) e+l v+ a) = fx+ey+a
ij=0 ij=0

Desarrollando los binomios (x + e)*, (v + a)’ y aplicando las reglas 1 y 2 de Barrow. Se
tiene
n .
Z cij(ix"tyle +jxiyj‘1a)l =0

ij=0

De donde la pendiente de la tangente es

dy a i,j=01X

dx e jxiyi-t of

De modo que las reglas de Barrow permitirian obtener una derivacion analitica del calculo

de la pendiente de la tangente mediante las derivadas parciales formales.

También para la funcion potencial y = x™, la aplicacion del Barrow daria:
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x+e)"—(y+a)=x"—y

Luego x™ + nx"~1 + (terminos con potencias superioresae) —y—a =x"—y

Simplificando los términos comunes y eliminando potencias superiores de e y a, resuelta:

dy a
=—=—=nx

m=—-=
dx e

En su método infinitesimal de las tangentes, Barrow aplica métodos analiticos, considera
con precision el tridngulo caracteristico y se acerca a la concepcién de la tangente como limite
geométrico de la secante, pero sobre todo aplica una idea equivalente a despreciar potencia de
infinitesimal. Formalmente el procedimiento se parece a la accién en Célculo diferencial (utilizado
actualmente) de incrementar las variables, estudiando el incremento producido sobre la funcién,
Barrow simplemente piensa en resolver un problema geométrico concreto con infinitesimales, sin
manejar, funciones no variables continuas. Ademas, un tratamiento riguroso del procedimiento

precisaria de forma inevitable el uso de los limites.

EJEMPLOS:

1. Sea y? = px,

Entonces: y2 —px = (y + a)? —p(x + e)

y? —px = y? + 2ay + a? — px — pe

0 = 2ay + a® — pe

Despreciando las potencias de a y e superiores a 1. Se tiene

2ay = pe
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a_ p dx

e 2y dy
Luego haciendoa = mye = ¢t = 2.
2. Seay =x%entoncesx?—y =0
(x+e)—(y+a)=x%-y
x?2+2xete?—y—a—-x*+y=0

2xe +e?—a=0

2xe—a=0
a_2x_dx
e 1 dy

Asi obteniendo g se tiene la pendiente a la recta tangente a la curva en un punto

P(x,y), es decir la derivada de la funcion en dicho punto.
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4.10 ISAAC NEWTON (1648-1727)

El método de las fluxiones fue creado por Newton, expuesto en su obra Methodus
fluxionum et serierum infinitorum, en este se estudian las magnitudes variables, introducidas como
abstraccion de las diferentes formas del movimiento mecanico continuo, y denominadas fluentes.
Todas las fluentes son variables dependientes y tienen un argumento comun, el tiempo. Después se
introducen las velocidades de la corriente de las fluentes, esto es, las derivadas con relacién al
tiempo, que se denominan fluxiones. Este método resuelve dos problemas: la determinacion de la
relacion entre fluxiones, conocidas la relacion entre fluentes y el reciproco, dada la relacién entre

fluxiones, encontrar las fluentes. Para resolver estos problemas aplico varios métodos basados en el
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uso de cantidades infinitamente pequefias. Para Newton estos métodos resolutivos no se explicaban
de forma satisfactoria, por lo que en 1704 en su obra Tractatus quadratura cuervam, explica el
método de las “razones primeras y ultimas” en el que el incremento de la variable se “desvanece”,

lo que supone la explicacion de una idea de limite un tanto metafisica.

Newton concibe las cantidades matematicas como el movimiento continuo de un punto que
traza una curva. Cada una de estas cantidades variables que aparecen, x, y, ..., son “fluentes” y sus
velocidades, designadas por x, y, ... son sus “fluxiones”. La parte infinitesimal pequefia en la que un

fluente se incrementa por unidad infinitesimal de tiempo o, es xo, el momento del fluente.

Alli resuelve el siguiente problema “Fluya una cantidad x uniformemente; ha de encontrarse
la fluxién de la cantidad x™ . En este tiempo, la cantidad x, al fluir, se convierte en x + o, la

cantidad x™ resultard (x + 0)™; que por el método de las series infinitas es x™ + nox™ ! +

24 _ . _ 2+ _ .
(Q) 0x™2 + ---etc. Y los incrementos o y nox™ ! + (nz—n) 0x™2 4 ... etc. Desvanézcanse

ahora aquellos incrementos, y su Gltima razén sera 1 a nx™"1. Y por eso, la fluxion de la cantidad

x es a la fluxion de la cantidad x™ como 1 a nx™ 1.

Si y = f(x) en un pequefio intervalo o de tiempo x se incrementa a x + o, y se incrementa

y toy
y+ oy = f(x+o0x) setieneque oy = f(x + ox) — f(x)

Es decir y = f—(“o’z)_f )

Ejemplo

Seay = x3
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. (x+o0x)®—x3 3x%x0—3xx%0%+ 03

o o

= 3x2x + 3xx? + 0?
Luego elimina los términos que contienen o, ya que “se le supone infinitamente pequefio”
x

y =3x

Por lo tanto la relacion entre fluxiones es

y
- = 3X2
X
De esta manera afirma que el area
xn+1
y_n+1

Proviene de lacurva y = x"

Concluye esto suponiendo que la fluxion de x es 1, es decir, considerando que el

incremento que considera en x por unidad de tiempo es 1.

Newton no da un significado concreto de la palabra “desvanecerse”, en su obra Principia

incluye el siguiente lema que muestra lo que entiende por limite:

“Cantidades, y la razon de cantidades, que en cualquier intervalo finito de tiempo
convergen continuamente a la igualdad, y que antes del final de dicho tiempo se aproximan una a la

otra mas que cualquier diferencia dada, se hacen finalmente iguales”.
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4.11 GOTTFRIED LEIBNIZ (1646 - 1716)

Leibniz se dio cuenta de que la pendiente de la tangente a una curva depende de la razén
entre las diferencias de las ordenadas y de las abscisas, cuando se hacen infinitamente pequefias
estas diferencias; asimismo el area bajo una curva depende de la suma de las areas de los

rectangulos infinitamente estrechos que constituyen dicha area.

Asi, establece el hecho de que la integracion, como proceso de suma, es inverso al de la
diferenciacion. El diferencial del argumento, dx, se toma como una magnitud completamente
arbitraria, mientras que el diferencial dy de la funcion esta definido por dy = ydx/St, donde St es
la subtangente a la curva en el punto (x,y). Esta notacion (dx, dy) era sumamente util. Asi, por

ejemplo, para calcular d(x. y)hace

(x +dx)(y + dy) — xy = xdy + ydx + dxdy

y desprecia dx. dy, pues lo considera "infinitamente, infinitamente pequefio”.

Leibniz fue consciente de las imperfecciones y contradicciones l6gicas de su concepto de
diferencial y del tratamiento que le habia dado a las “magnitudes infinitamente pequefias . EXisten
numerosas manifestaciones, en ocasiones contradictorias, de Leibniz acerca de la relacién con el

infinito; el siguiente pasaje procede del afio 1702.

De ahi que para evitar estas sutiles controversias, me contentaba, pues queria hacer mis
reflexiones generalmente comprensibles, como explicar el infinito por medio de lo incomparable, es
decir, suponia magnitudes, que son incomparablemente mayores 0 menores a las nuestras. De esta
manera, pues, se obtiene un ndmero arbitrariamente grande de grados de magnitudes

incomparables, de manera que un elemento incomparable menor puede ser eliminado en el calculo,
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cuando se trata de la verificacion de un incomparablemente mayor. Asi por ejemplo, una particula
de materia magnética que penetra un vidrio es incomparable a un grano de arena, o éste a la esfera
terrestre, y la esfera terrestre por ultimo al firmamento [...] No obstante hay que considerar aqui
que las magnitudes incomparablemente pequefias, tomadas ellas mismas en su sentido habitual, no
son en momentos constantes y determinadas, sino que, antes bien, puesto que se pueden suponer tan
pequefias como se quiera, en consideraciones geométricas representan el mismo papel que los
infinitésimos en sentido estricto. Si un adversario de nuestros teoremas quisiera negar su validez,
entonces nuestro calculo mostrara que el error es menor que cualquier cantidad dada, ya que esta en
nuestro poder disminuir lo bastante para nuestros fines lo incomparablemente pequefio —pues se
puede suponer tan pequefio como se quiera- y sin duda se halla ahi la prueba rigurosa de nuestro

célculo infinitesimal.

Este pasaje encierra elementos del pensamiento racional y dialecticos que sirvieron para la

clarificacion conceptual del paso al limite.

4.12 LEONARDO EULER (1707 - 1743)

Nacio en Basilea en 1707 y estudié en la Universidad de Basilea con el matematico suizo
Johann Bernoulli. Hasta 1741, afio en que por invitacién de Federico el Grande se traslad6 a la
Academia de Berlin donde refind los métodos y las formas del célculo integral, (no s6lo gracias a
resultados novedosos, sino también a una cambio en los habituales métodos de demostracion
geométricos, que sustituyo por métodos algebraicos), que convirtié en una herramienta de facil

aplicacion a problemas de fisica.

Euler toma como punto de partida el célculo diferencial de Leibnitz y el método de

fluxiones de Newton y los integra en una rama mas general de las matematicas, que, desde
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entonces, se llama Andlisis y se ocupa del estudio de los procesos infinitos. Se plantea la
regularidad de las funciones, introduciendo la funcidén continua como suma, producto y

composiciones de funciones.

Publico tres libros dedicados al célculo infinitesimal, la Introduction in analysin infinitorum
(Introduccidn al anélisis de las magnitudes infinitamente pequefias, dos volumenes, escrito en 1745,
impreso en 1748), Institutiones calculus differentialis... (Iniciacion al calculo diferencial..., escrito
en 1748, publicado en 1755), e Institutiones calculus integralis... (Iniciacion al céalculo integral

elaborado en 1763 y publicado entre 1768 y 1770 en tres partes).

4.13 JEAN LE ROND D"ALAMBERT (1717-1783)

Naci6 en Paris, Francia. Colabor6 con Denis Diderot en los veintiocho volumenes de la
Enciclopedia o Diccionario razonado de las ciencias, las artes y los oficios, redacto casi

completamente la parte matematica y filosofia.

D’ Alambert, representa sus aclaraciones sobre el calculo infinitesimal en algunas memorias
filoséficas y en articulos escritos para la Enciclopedia. Para él, sin negar la existencia del infinito

actual, la geometria supone, al menos necesariamente la existencia real.

El infinito de las matematicas, dice, no es mas que “el limite de la cantidades finitas” en el
sentido de que puede ser igual a un nimero tan grande como se quiera. Asi para él, la idea de un
numero infinito no es mas que una idea abstracta que expresa solamente un limite de naturaleza

intelectual, al cual todo nimero finito no llega nunca.

D" Alambert habla de infinitos de segundo y tercer orden en términos de lineas infinitas que

recurren al concepto de funcién. Por ejemplo, si una linea llega a ser infinita, otra linea que
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dependa de ella es infinita de segundo orden, lo que significa, segin dice, que “la razon de la
segunda linea a la primera (suponiendo que las dos sean finitas) es tanto mayor cuanto mayor es la
primera” y esta razén puede suponerse mayor que cualquier ntimero finito. Para definir las
cantidades infinitamente pequefias procede de la misma manera, lo que le conduce a rechazar las

cantidades evanescentes de Newton y el concepto mismo de diferencial.

Para D" Alambert el calculo diferencial, consiste en encontrar el limite de la razon entre la
diferencia finita de dos cantidades y la diferencia finita de otras dos. La razon serd exactamente
igual al limite en el momento en que estas diferencias sean nulas, pues entonces la razén desaparece

y es remplazada por un valor, el del limite. Establece una definicién de limite:

“Se dice que una magnitud es el limite de otra magnitud, cuando la segunda puede
aproximarse a la primera mas cerca que una magnitud dada, por pequefia que se le pueda suponer,
no obstante sin que la magnitud que se aproxime, pueda jamas sobrepasar a la magnitud a la que
ella se aproxima; de manera que la diferencia de semejante cantidad a su limite es absolutamente

inasignable”.

Aqui aparece el concepto de limite como supremo o infimo de sucesiones mondétonas.
También expone resultados sobre la unicidad del limite y sobre el limite del producto de dos

magnitudes, con forma de enunciados, sin ningun tipo de simbolo para representar los limites.

4.14 LAGRANGE (1736-1813)

Joseph Louis Lagrange nacio el 25 de enero de 1736 en Turin, capital del reino de Cerdefia.
Durante su estancia en Berlin, Lagrange redacto cerca de ciento cincuenta memorias consagradas a

las matematicas y a la mecanica. Muchas de estas memorias versan sobre el algebra: resolucion de
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ecuaciones, aproximacion de raices mediante fracciones continuas, determinantes, etc., asi como
sobre la teoria de nimeros: pero la gran obra de Lagrange durante este periodo es su Mecanica
analitica, una obra maestra de matematicas pura que presenta la mecénica por medio de un método

puramente algebraico, sin la ayuda de ninguna figura.

Lagrange arrincona las consideraciones geométrico-analiticas de los Bernoulli y de Euler
para sustituirlas por un método puramente analitico y un simbolismo mas apropiado. En 1755,
describe en una carta dirigida a Euler su método, al que llama “método de variacion”, pero que

Euler denominara “calculo de variaciones” en 1756.

Sus dos grandes tratados sobre funciones, Teoria de las funciones analiticas y Lecciones
sobre el calculo de las funciones, constituyen una tentativa ambiciosa de dotar al célculo de un

fundamento sélido reduciéndolo al algebra.

En su exposicion histdrica y critica de los trabajos anteriores sobre el célculo, Lagrange
manifiesta una actitud escéptica con respecto a los infinitamente pequefios, rechaza el concepto de
limite formulado por D”Alemnber, critica el método de las fluxiones de Newton y muestra su

insatisfaccion con las cantidades infinitesimales de Leibniz y Bernoulli.

Lagrange quiere sustituir todo lo hecho hasta entonces por un método algebraico simple,
que esté exento de las objeciones que se han reprochado a los otros y cuyo objeto sea proporcional

al célculo todo rigor de las demostracion es antiguas.

Su método consiste en utilizar el hecho que toda funcién f puede expresarse de la manera

siguiente:

f(x+h) = f(x) +ph+qh®+rh*+ -
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Donde los coeficiente "p, q,7, ... ... " dependen de x pero son independientes de h. Aunque

intenta justificar que este desarrollo de las funciones en serie de Taylor es siempre posible, las

razones que da no son adecuadas y resultan claramente insuficientes. Sin embargo, partiendo de ese

desarrollo, Lagrange obtiene de una manera puramente formal que:
’ 1 rs 1 rrrs
P=f(x)»q=§f (x),r=§f (x)

De donde deduce que
h2
fx+h)=fx)+hf(x)+ Zf“(x) + .-

En particular encuentrap o f'(x) de f(x) despreciando todos los términos del desarrollo,

salvo los dos primeros; asi f(x + h) — f(x) = phy dividiendo por h, concluye que

h) —
p LGNSy

La notacion habitual para las derivadas f'(x), f”(x), f"”'(x), ..., es la de Lagrange, y el

termino “derivada” esta tomado de su terminologia.

Los trabajos de Lagrange ejercieron una influencia considerable en el desarrollo de

funciones de la teoria de funciones de una variable real.

4.15 BERNHARD BOLZANO (1781-1848)

Matematico y filésofo, establecié por primera vez en la historia de las matematicas una

definicion rigurosa de continuidad de una funcion y se expresa explicitamente la intencidn de dar
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forma rigurosa a un concepto que hasta entonces habia sido utilizado intuitivamente. Enuncia la una

definicion siguiente de continuidad:

“ f(x) es continua en un intervalo si para toda x en el intervalo, la diferencia f(x + w) —
x) pu uer u ui w suficientemente pequeria.” Bolz
ede hacerse tan pequefia como uno quiera tomando t te peq Bolzano

todavia no conocia el uso del signo de valor absoluto.

Bolzano (1817) definié la derivada por primera vez como como un limite: la cantidad f (x)

fx+Ax)—f(x)
Ax

a la que la razon se aproxima indefinidamente cuando Ax se acerca a 0 a través de

valores positivos y negativos. Sabia que la derivada de f(x) no es un cociente de ceros o de

cantidades “evanescentes” sino de un nimero hacia el que se aproxima el cociente.

Bolzano, en su Théorie des fonctions (Teoria de funciones) separa el concepto de
continuidad del de derivabilidad; cuarenta afios antes de Weierstrass habia construido una funcion
de una variable real, continua en un intervalo cerrado, que no tiene derivada en ningun tipo del
intervalo. Subraya en caracter local de la continuidad: examina la continuidad en un punto y

estudia separadamente la continuidad a la izquierda o a la derecha.

También pone de manifiesto la necesidad de considerar la convergencia de series infinitas.

Defini6 asi una clase de series:

“La variacion (crecimiento o decrecimiento) que experimenta su valor mediante una

prolongacion de sus términos llevada tan lejos como se quiera, es siempre mas pequefia que una
cierta cantidad, que puede tomarse, a su vez, tan pequefia como se quiera, si se hubiera prolongado
ya la serie lo suficiente... existe siempre una pero solo una cantidad constante a la que se aproxima

el valor de la serie (de términos finitos) tanto como se quiera cuando se la prolonga lo suficiente.”
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4.16 CAUCHY (1789-1857)

Augustin-Louis Cauchy nacié el 21 de agosto de 1789 en Paris. En el mes de febrero de
1811, presenta su primera memoria consagrada a la teoria de poliedros, en la cual muestra que no
existen mas poliedros regulares gque los que tienen 4, 6, 8, 12 0 20 caras, ademas de desarrollo la

célebre férmula de Euler que une las aristas, caras y vértices de un poliedro.

En 1814, presenta una Mémoire sur la theorie des integrales définies (Memorias sobre las
integrales definidas), seguida en 1815 de una memoria fundamental sobre los grupos de sustitucion,

asi como una demostracion de un importante teorema de Fermat.

Cauchy fue estimulado a escribir los apuntes de sus cursos, y asi aparecieron sucesivamente
los Coursdanalyse de L EcolePolytechnique (1821) (Curso de analisis de la Escuela Politécnica), el
Résumé des lecons sur le cualcul infinitesimal (1823) (Compendio de las lecciones sobre célculo
infinitesimal), y las Lecons sur le calculdifférentiel (1829) (Lecciones sobre célculo diferencial).
En estos tres libros, Cauchy presenta el calculo diferencial e integral con un gran rigor, y el
concepto de limite constituye la piedra angular de su analisis. A partir de 1826, publicé una especie
de diario personal titulado Exercices de mathématique (Ejercicios de matematicas), que sera
proseguido, después de 1830, bajo el titulo de Exercicesdanalysemathématique et de physique
(Ejercicios de analisis matematico y fisica) en el que se publicé mensualmente sus trabajos de

matematicas puras y aplicadas.

Cauchy desarroll6 el calculo diferencial e integral sobre la base del concepto de limite en
sus Lecciones sobre el calculo infinitesimal, publicada por primera vez en 1823. En el prefacio de
su tratado clasico, afirma que su principal objetivo es conciliar el rigor con la simplicidad que

resulta de la consideracion de las cantidades infinitamente pequefias. Cauchy prosigue rechazando
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el desarrollo de las series divergentes y dejando la formula de Taylor para calcular integral, pues el

resto de Taylor estd formulado bajo la forma de una integral

Con toda certeza, antes de Cauchy todos los autores salvo Bolzano habian popularizado la

idea de limite en sus trabajos, pero la mayor parte de su concepcidn seguia siendo geométrica.

En los textos de Cauchy, el concepto de limite se convierte claramente y de manera
definitiva, en un concepto aritmético sin apoyo geométrico, como puede constatarse en su

definicion siguiente:

Cuando los valores sucesivamente atribuidos a una misma variable se aproximan
indefinidamente a un valor fijo, de manera que llegan a diferir tan poco como se quiera de él, este

ultimo se llama el limite de todos los demas.

Esta definicion da cuenta exacta de la idea intuitiva de limite, pero es verbal mas que
numeérica. Cauchy se sirve a continuacion de esta definicion para definir un infinitamente pequefio,

que resulta ser simplemente una cantidad variable dependiente con un limite igual a cero:

Cuando los valores numéricos sucesivos de una misma variable decrecen indefinidamente
de manera que disminuyen por debajo de todo numero dado, esta variable resulta ser lo que se
llama un infinitamente pequefio o una cantidad infinitamente pequefia. Una variable de esta especie

tiene cero como limite.

Cauchy se sirve de esta Gltima definicion para establecer 6rdenes sucesivos de
infinitesimales, con el fin de hacer mas Gtil y mas operativo ese concepto de infinitesimal. Asi, toda
cantidad variable tal que su razon con « (un infinitésimo) posea un limite finito cuando « decrece,

puede clasificarse como un infinitésimo de primer orden.

Cauchy utilizo de nuevo su definicion de limite para definir la continuidad de una funcion:
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Sea f(x) una funcion de la variable x, y supongamos que esta funcion posee un valor unico
y finito para cada valor de x en un entorno dado. Si para un valor de x en este intervalo, se afiade
un valor infinitesimo h, la funcion aumenta en la diferencia f(x + h) — f(x), que depende, a su
vez, de la nueva variable h y del valor de x. Establecido lo anterior, la funcidn f(x) sera continua
con respecto a x entre los limites dados si, entre esos limites, un crecimiento infinitamente pequefio

de la variable produce siempre un crecimiento infinitamente pequefio de la funcion.

Se dice, ademas, que la funcion f(x) es continua en el entorno de un valor particular
atribuido a la variable, siempre que sea continua entre dos limites de x, incluso muy proximo, que

al valor de que se trata.

Esta definicion de la continuidad equivale a decir f(x) serd continua en a si f(x) se
aproxima al limite de f(a) cuando x se aproxima al limite a . Sin embargo, dada su ambigliedad,
ciertas expresiones como “suficientemente pequefia”, “llega a ser y sigue siendo”, se eliminaran
mas adelante para ser sustituidas por expresiones numéricas bastante mas rigurosas, gracias a los

trabajos de Karl Weierstrass (1815-1897).

La definicion de la derivada de una funcion aparece asi en el Compendio de 1823:

Cuando una funcién y = f(x) es continua entre los dos limites dados de la variable x, y se
asigna a esta variable un valor comprendido entre los dos limites de gtivue se trata, un crecimiento
indefinidamente pequefio atribuido a la variable produce un crecimiento infinitamente pequefio de

la funcién. Por consiguiente, si se hace Ax = i, los dos términos de la razén de diferencias

Ay flr+i)+f)
Ax i

Seran cantidades infinitamente pequefias. Pero, mientras que estos dos términos se

aproximaran indefinida y simultdneamente al limite cero, la razén podrd converger hacia otro
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limite, sea positivo 0 negativo. Este limite, cuando existe, tiene un valor determinado para cada

valor determinado de X, pero varia con x.

Esta definicion es esencialmente la de la derivada de una funcién utilizada en la actualidad,
si se exceptla la utilizacion del limite a la izquierda y del limite a la derecha, que no aparece en
Cauchy. El punto fundamental de esta definicidn es, evidentemente, la expresion de la derivada
como un limite particular de una funcién. El concepto de diferencial es definido por Cauchy en
términos de la derivada: si dx es una cantidad finita, entonces la diferencial dy de y = f(x) esta
definida simplemente como f"(x)dx. Se puede decir también que las diferenciales dy y dx son
cantidades escogidas de manera que la razon dy/dx coincida con la “Gltima razon”, o el limite

y = f'(x) de larazon Ay/Ax.

También define la integral definida en términos del limite de las sumas integrales de la
manera siguiente. Para una funcion y = f(x) continua entre los limites dados x, y X, subdivide
este intervalo mediante los valores x,, x4, x5, ..., X,—1, CON x,, = X, y forma la suma caracteristica

de los productos

So = (x1 —x0)f (x0) + (xz —x)f (x1) + -+ (X —xp_)f (x, — 1)

Si los valores numéricos de las diferencias x;_; — x; decrecen indefinidamente, el valor de
S, alcanzard un cierto limite S que dependera Unicamente de la forma de la funcion f(x) y de los

valores limites x,y X. Este limite es llamado, segin Cauchy, una integral definida. Denotada al

limite S con la notacién sugerida por Fourier f;if(x)dx.

A continuacién Cauchy demuestra el teorema fundamental del célculo

b
f F@dx = f(b) - f(a)
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Sin embargo, su demostracidn no era enteramente rigurosa, porque no conocia el concepto
de continuidad uniforme. Al definir la integral sin recurrir a la derivada de la funcion, Cauchy se
vio obligado a demostrar la relacién fundamental entre la derivada y la integral sirviéndose del
teorema de la media: si f(x) es continuo en el intervalo cerrado [a, b] y diferenciable en el abierto

(a, b), entonces existe al menos un x, talquea < xo < b y

fb) = f(a) = (b = a)f (xo)

(Cauchy demuestra la relacion Ay = f'(x + 6Ax)Ax donde 0 <8 <1 y Ax es el

intervalo dado).

Con Cauchy el axioma de Eudoxo-Arquimedes —en forma aritmética- se convirtio en el
fundamento definitivo del céalculo infinitesimal; la exigencia de rigor y manejabilidad seria
satisfecha posteriormente en colaboracion con el aparato formal del & — . Se hizo innecesario a
partir de entonces basarse en la intuicion geométrica o en la ilustracion mecanica de la continuidad.
Con Cauchy, la formalizacion de limite, por ejemplo en los cocientes diferenciales, se sometio al
mismo calculo. EI mismo célculo permiti6 — refutar con ello un intento de demostracion de
Ampere- comprobar que continuidad y diferenciabilidad eran propiedades que no se implicaban

reciprocamente: de la diferenciabilidad se sigue la continuidad, pero no al revés.

Cauchy introdujo la expresion de términos de una sucesion que se hacen infinitamente
pequefios o arbitrariamente pequefios. Definid los limites superior e inferior de una sucesion. El
criterio de la mayorante, ya utilizado por Gauss en 1812, fue utilizado por Cauchy expresamente
como un criterio de convergencia general a partir del cual derivé, utilizando la serie geométrica, el
criterio de la raiz. En 1833 sefialo de modo claro que la ley de conmutabilidad de los términos de

una serie infinita es valida sin restricciones, solo para series absolutamente convergentes.
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Cauchy acentuo el decisivo papel de las demostraciones de existencia en el analisis, desde

un punto de vista metodoldgico.

Se inici6 un proceso que convirtié al célculo integral es una disciplina matematica
autébnoma, independiente del calculo diferencial que con los trabajos de Dirichclet, Jacobi,
Riemann, Weierstrass, Heine, Borel, Lebesgue y otros, se convertiria en el estudio de aquella clase
de funciones que poseen integral. Desarrollando segun el estilo riguroso de la escuela francesa, este
fructifero pensamiento matematico influyo también en la formacion de la teoria de conjuntos y el

analisis funcional.

4.17 KARL WILHELM THEODOR WEIERSTRASS (1815-1897).

Naci6 en Ostenfelde, Westfalia, Alemania. Weierstrass intenté fundamentar las
matematicas, y en particular el analisis, con el maximo de rigor posible. Sus trabajos

complementaron los de Bolzano, Abel y Cauchy. Resalta el concepto aritmético e interpreta una

[3 (13

variable como “una letra que representa cualquier valor en un conjunto dado “, una variable
continua es una variable tal que si x, es cualquier valor del conjunto de los valores atribuidos a la
variable y § es un nimero positivo cualquiera, hay otros valores en la variable en el intervalo

(xg — 6, %9 + 6).

A diferencia de los términos que Cauchy y Bolzano usaban en sus definiciones de

continuidad y limite de una funcion, ofrecié las definiciones hoy aceptadas.

La primera definicion de limite de una funcidén en términos de € y & propuesta por

Weierstrass puede encontrarse, en su curso de calculo diferencial impartido en 1861:

Licenciatura en Matematicas Aplicadas Pagina 99



Applets para el aprendizaje del concepto de limite a través de la evolucidn histdrica

“Si es posible determinar una cota § tal que para todo valor de h, mas pequefio en valor
absoluto que &, f(x + h) — f(x) sea mas pequefia que una cantidad £ tan pequefia como se
quiera, entonces se dird que se ha hecho corresponder a una variacién infinitamente pequefia de la

variable una variacion infinitamente pequeria de la funcion”.

Entonces términos o las frases “infinitesimal”, “variable que se acerca”, o “tan pequefia
como uno quiera”, que aparecen en Cauchy, desaparecen en una formulacion mas precisa que no
refiere a la geometria o0 a la intuicion emperica. Precisamente, aqui es donde hacen ey § , que se

encuentran en una gran parte de los libro de célculo en la universidad.

Heine (1821-1881) Discipulo de Weierstrass definio el limite de una funcién:

“Si, dado cualquier €, exite un n, tal que 0 <n <n,, la diferencia f(x, +n) —L es

menor en valor absoluto que &, entonces se dice que L es limite de una funcién f(x) para x = x,.

Heine fue quien definio la continuidad uniforme para funciones de una o varias variables;
de hecho, también demostrd que si una funcion es continua en un intervalo real cerrado y acotado es

uniformemente continua.

4.18 GODFREY HAROLD HARDY (Cranleigh, 1877 — Cambridge, 1947)

Matematico britanico. Acabados los estudios escolares con las maximas calificaciones a los
doce afios de edad, asistio al Instituto Winchester en 1890 y al Trinity College de Cambridge en

1896, de donde fue profesor en 1900.

Publico numerosos articulos, en los que destacé como un riguroso analista en cuestiones

como la convergencia de series numéricas y el calculo integral. Escribi6 A Course of pure
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mathematics (1908), la primera obra britanica en la que se tratan los conceptos de funcién, nimero

y limite entre otros, adaptados en la ensefianza de las matematicas en la universidad.

En su libro A Course of pure mathematics da la siguiente definicion de limite

Definition |. The function @(n) is said to tend to the limit [ as n tends to oo, if, however
small be the positive number &, @(n) differs from [ by less than § for sufficiently large values of n;
that is tos ay if, however small be the positive number &, we can determine a number ny(3)
corresponding to &, such that @(n) differs from [ by less than § for all values of n greater or equal

to ny (6).

En el parrafo siguiente a este, nos dice como se pueden sustituir algunas “frases” y concluye

la definicion como sigue:

With this notation the definition may be stated more shortly as follows: “if, given any
positive number, &, however small, we can find ny (&) so that |@(n) — I| < § when n = ny(9), then

we say that @(n) tends to the limite [ as n tends to oo, and write

lim,_ @(n) =1.

Esta es la definicion formal del concepto de limite que se utiliza.
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CAPITULO V

APPLETS
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5.1 LINEA DEL TIEMPO.

Por medio de applets se presenta la evolucion del concepto del limite a través de la historia, dividida en cuatro etapas.

Applets para el aprendizaje del concepto de

través de la evolucién histérica

O @

Universidad Auténoma de Querétaro

Facultad de Ingeniaria
Licenciatura en Matemaiticas Aplicadas
Presentan:

Alma Delia Catanén Herndndez

Maria Guadalupe Barrén Evaristo
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5.2 PRIMERA ETAPA
En esta etapa se presentan los métodos infinitesismales mas importantes que influyeron en la concepcion geométrica del limite.

Linea del tiempo del concepto de limite

Corresponde a la época griega (siglo V a. C.) en la que los problemas fundamentales eran de naturaleza geométrica, siendo el circulo el
objeto matematico mas tratado.

la. 2a. 3a. 4a.
Etapa Etapa Etapa Etapa
O @ @ @

Hipobcrates
ee
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5.2.1 ZENON

Construye el primer intento para
describir el pensamiento infinitesimal

Aquiles v la tortuga
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Aquiles y la tortuga

Agquiles y la tortuga, es quizas, la més conocida paradoja de Zenén. El fildsofo argumentaba que en una hipotética carrera entre Aquiles y una tortuga, si ésta lltima tenia una ventaja inicial, el humano
siempre perderia.

Actividad:

Considerando las distancias recorridas como dos sucesiones.
1. ¢E tra los siguientes 3 nd 0s de cada ion? iCual es la diferencia entre los dos dltimos nimeros?

2. Zenon "demostraba" que Aquiles nunca alcanzaba a la tortuga, porgue las diferencia de |a distancia entre Aquiles y la tortuga, se hacia cada vez mas pequefia, infinitamente. ¢ Qué factor no considert
Zenon?

Ahora considera que:
= Aquiles corre a 8 metros por segundo v la tortuga a 4 metros por segundo.

= La sucesion {8,4,2,1,0.5,...} representa la diferencia entre la distancia recorrida por Aquiles y la distancia recorrida por la tortuga.

3. ¢Cual es la expresion algebraica que nos da el enésimo termino de la sucesién?
Calcula el limite cuando i — oo de dicha expresidn.
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5.2.2 HIPOCRATES DE QUIOS

Consigue la primera cuadratura
rigurosa de una figura curvilinea en la
Historia de la Matematica.

Lunula 1
Lunula 2
Lunula 3
Lunula 4
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1. Lunulas de Hipocrates

Lanula: figura plana limitados por arcos de circulo de radios diferentes

Incremento del radio Reinicia

Cureulo C de radio 1

Tridgngulo ABC
a=1 b=1 e=141

—  axhb
k 5 — 09
N NRA)
;
B l a
\ /
rn—ﬂz . = \-.,_,—‘/
Dr)’_"(?) "(1} ]‘X]'
ST b 4 2

l:

- [ﬂnimar] [Deterneranimacién}

P>

ACTIVIDAD:

“Area de la linula = 3rea de la semicircunferencia en ¢ — drea del sector circular + drea del tridngulo”.
1. {Cuil es la caracteristica principal de una lanula?

2. 5i la circunferencia C tiene radio r=a, icual sera el valor de la lGnula?
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Incrementa del radio Feinicia

Cireulo C de radio 4

Tridangulo ABC
a=4 bh=4 ¢ = 5.66

W=Q'(R-L)f

s O (mar _axa
T 4 2 Y /
\ !
\ 7
= \ . .
. [Animar] [Deterneranimacic’:n] ~. P -




Applets para el aprendizaje del concepto de limite a través de la evolucidn histdrica

2. Lunulas de Hipocrates

El drea del cuadrado ABCD inscrito en la circunferencia C es igual a la suma de las dreas de las cuatro linulas.

Circun ferencia C de radio 2.2

Cuadrilatero ABCD

AB=BC=CD =DA =3.11 .

a

= ()

= =38

3
— Qa2
—_— T X 2.2 _ .‘}%

4

: — 311 % 3.11
= =242
4

=9.68

Actividad:
Si se demuestra que el drea de una ldnula es igual al drea del triangulo ABC. {Por qué inmediatamente se sabe que la suma del area de las cuatro lanulas es igual al area del cuadrildtero ABCD?
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Circunferencia C de radio 3.2
Cuadrilatero ABCD
AB=BC=CD=DA =4.53

T x 3.22

=8.04
1 8.0

453 x 453

-4
1 5.12

=20.48
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3. Lunulas de Hipocrates

Las areas de dos circulos se hallan entre si en la misma razén que los cuadrados de sus diametros.

Reiniciar Inicia

; . 2 2 2
FPartiendo del Teorema de Pitagoras a” + b~ = ¢

a2 b2 2
Tenes .'7:(—) Tl = :7:(—)
ENENMos 5 + (2) 3

Por lo tanto :

Radio de la circun ferencia mayor = 2.3

AB =3.84

BC =254

187+ 3 = 4487

Area del triangulo = 4.87 em?

Ladoa =254 Ladob=3.84 Ladoc=4.6

[>

Actividad:
1. Demuestra usando el teorema de Pitigoras a® + b2 = &2, que
w(a/2)* +m(b/2)" =n(c/2)°

2. Explica por qué razén de las dreas de dos circulos se hallan entre si en la misma razén que los cuadrados de sus didmetros.
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FPartiendo del Teorema de Pitagoras a”+ b~ = ¢

a2 b2 2
Tenes uf.’(—) | = :7:(—)
ENemos 5 + (2) 3

Por lo tanto :

Reiniciar

AB =584

BC = 3.56

Asi
A
433 4+ 694 = 1127

y . ) .
Area del triangulo = 11.27 em” IS .
.
.

Ladoa =3.86 Ladob=584 Ladoc= :E’x\‘ ’
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4. LUnulas de Hipocrates

Lanula: figura plana limitados por arcos de circulo de radios diferentes.

C' = Clireun ferencia mayor Por Teorema de Pitagoras
r = radio de C}

r=1 AreadeC,=n

Triangulo ABC  Area = 0.94
ladoa =1.16 ladob = 1.63 ladoc=2

[Animar] [Detener Animacifm]

[>

Actividad:
1. Explica por qué segmentos semejantes de circulos semejantes estin entre si en la misma razén que los cuadrados construidos sobre sus diamétros.
2. Demuestra que el rea del tridangulo es igual al drea naranja menos el area azul.
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Por Teorema de Pitagoras

Cy = Cireun ferencia mayor o R
. 5 s
r = radio de Cy P . . )
. \
A
.
\‘ +
1

r=39 AreadeC, = 47.78//

T(4)° w490 w

+—g =

mmm

Triangulo ABC  Area = 1,4’.35
ladoa =4.51 ladob = 6.3bj lado ¢

[

V
A )

[Detener Animacit‘:n]

[Animar]

Reiniciar nicio
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5.2.3 EUDOXO

Con el que este paso al limite se hace
mas explicito en su prncipio de
exhaucion.

Lema de exhaucion del circulo
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Lema de exhaucion del circulo

Dado un circulo Cy un nlmero £ > 0, se puede encontrar un poligono reqular P inscrito en C de tal modo que:

Ac—Ap <&,
Ap = Area de C.
Ap = Area de P.
=

Radio 5

Area del circulo = mx 5% = 78.54
Lados del poligono 9

Area del poligono = 72.31

Lados del polfgonolCl

Animacian Detener Animacidn

D]

Observe que sucede con las areas del circulo y del poligone, cuande el nimero del lados del poligono aumenta.

Nota: Para ver con mas detalle, pulse el botén "Detener Animacién” , a continuacidn en la casilla de entrada "Lados del poligono” inserte un entero del 3 al 100 y pulse Enter
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Radio 5

Area del eirculo = m* 5% = 78.54
Lados del poligono 80

Area del poligono = 78.46

Animacion [Detenerﬁnima:ifm}
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5.2.4 ARQUIMEDES

Utilizo el método de exhaucion para
obtener medidas de superficies de
figuras geometricas.

Espiral
Cuadratura de una parabola
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Espiral de Arquimedes

La espiral de Arquimedes es la curva que describe un punto material que se mueve con velocidad uniforme a lo largo de una semirrecta que gira con velocidad angular uniforme alrededor de su extremo.
Es un ejemplo de las llamadas curvas mecanicas. La ecuacion polar de una espiral de Arquimedes es de la forma p = a8, donde a=0 es una constante.

Teorema. El area del primer ciclo de una espiral es igual a una tercera parte del area del circulo circunscrito.

MNim. de circulos 1
Demostrar que S = 3 area del circulo circunscrito
Area del circulo circunscrito = rr(27ra)2 = 124.0251

S = darea de la espiral
S cumple con la siguiente desigualdad :

10-1 10
1 a2xk , 2w 1  a2xk , 27
Eni(m) m<5<X: W)

K=1

1n-1 10

42 Z P d7ia? P
— K <8 < — E K-
103 =0 103 K=1
124.0251 124.0251
il ) Jemeds
To00 (%) < S < g0 389

35.3472 < S < 47.7497

[>

Actividad

1. Tomando en cuenta que en aquella época sabian calcular el drea de sectores circulares ¢Como podrias encontrar el area de la espiral?

2. Relaciona la pregunta anterior con la desigualdad que cumple "5".

3. ¢Que sucede con los sectores circulares y la espiral cuando el nimero de "n" es muy grande?

4. Realiza la operacion 1/3(area del circulo), después observa que pasa con la ultima desigualdad cuando "n" es muy grandes. ¢{Que puedes concluir?
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1
Demostrar que S = 3 area del circulo circunscrito
Area del circulo circunscrito = m(2ma)’ = 124.0251

S = area de la espiral
S cumple con la siguiente desigualdad :

45—-1

45

1 a2k, 27 1  a27k , 27
,2__:5(45) E<S<L:F'E
=0 K=1

4m3a® 42:1 47ta Z

—_ B2 88— Nl

457 K=0 45° K=1

124.0251 124.0251

W(29370) < S« (31395)

91125
39.9739 < § < 42.73
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Area de un segmento parabdlico

En la parébola trazamos la cuerda AB. La regidn plana acotada, cuya frontera esta formada por la cuera AB y el arco de la pardbola comprendida entre los putos A y B se llama segmento parabdlico. El
vértice de un segmento parabdlico es el punto de la parabola en el cual la tangente es paralela a la curda AB.

El punto C es el punto medio del segmento AB

D es el vértice del segmento parabdlico

QR es paralela a AB y es tangente a la pardbola en el punto D
AADB es el tridngulo inscrito en el segmento parabélico

4
El darea del segmento parabélico es igual a 3 del area del AADB

S = drea AADB = 61.1189

. 1. ,
drea (A AHD) = 1 (drea A ACD)  drea (A DFB) = (area A DCB)

—
| =

76300 = - 30.5595 76300 — L 305505

1
drea (A AHD) + drea (A DFB) = = (drea A ADB)

.

1
7.6399 4 7.6399 = 1 61.1189

Este prosedimiento se puede repetir ahora con cada uno de los cuatro
secmentos parabdlicos que se forman con los cuerdas AH, HD, DF, FB.

1 1 1
Entonces tenemos : S -5 — 5 — 5
ntonces tenemos + 1 + 16 4 +4ﬁ

61.1189 + 15.2797 + 3.8199 + 0.955 + ..

Ahora caleulamos el drea de nuestro segmento parabdlico por

oc 1 4
S =28 — 81.4919
“X_;] An 3
Actividad:

1. ¢Porque los tridngulos ACD Y DCB tienen la misma area?

2. ¢Existe otro punto aparte de D de tal forma que la recta tangente que pase por el sea paralela a AB?
3. ¢{Que relacidn tiene la pregunta anterior con el teorema del valor medio?

4. Realiza la operacion 4/3( area AADB) y compara tu resultado con |z sumatoria.

5. Desliza los puntos Ay B por |a parabola, observa que lo anterior se cumpale para cualquier cuerda.
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4
El area del segmento parabélico es igual a 3 del area del AADB

S = drea AADB = 49.2119

. 1, ,
area (A AHD) = 1 (drea A ACD)  Grea (A DFB) = (Grea A DCB)

|

1
6.1515 = 7 24.6059 6.1515 — - 246059

area (A AHD) + drea (A DFB) = = (area A ADB)

1
1

6.1515 + 6.1515 = — 49.2119

Ll B

Este prosedimiento se puede repetir ahora con cada uno de los cualro
seementos parabdlicos que se forman con las cuerdas AH, HD, DF, FB.
, 1 1, 1
Entonces tenemos : S + -5 + 54+ ... +
4 16 4n

49.2119 + 12.303 + 3.0757 + 0.7689 + ..

s

Ahora caleulamos el drea de nuestro segmento parabdlico por -

.4
> 5= 55 = 656158
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5.3 SEGUNDA ETAPA
En esta etapa surgen métodos numéricos gue complementan las ideas geométricas para representar procesos infinitos.

Linea del tiempo del concepto de limite

Corresponde al siglo XVII. En esta etapa hay una evolucion de la concepcion geométrica hacia una cierta concepcion numérica.

la. 2a. 3a. 4a.
Etapa Etapa Etapa Etapa
@ O @ @

Kepler
' Beeckman Batrow

John Wiallis
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5.3.1 KEPLER

1 7~ N
- 1O51))

En su trabajo "Nova Stereometria
doliorum wvinarioram™ wusan técnicas
infinitesimales para el calculo de areas
y volmmenes. Se concentra en los
solidos de revolucion e inchive el
calculo de mas de noventa solidos.

Volumen de un barril
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Volumen de un barril

Kepler pensd en el volumen de un barril, como el de cualguier otro cuerpo, formado por numerosas hojas finas adecuadamente dispuestas en capas, siendo cada una de ellas un cilindro.

Supongamos que el barril se encuentra en el centro del plano, entonces los cilindros gue se forman van de dos en dos, es decir cunado n =1 (nim. de cilindros) podemos ver dos cilindros, uno del lado
positivo del EjeX y el otro del lado negativo. Ambos cilindros son iguales.

(-4.58, 3.08) @'J_ﬁzﬁ%?'%@@@Mﬂ' @~

Nim deciindros1

(4.8, -9.88)

Actividad

1.¢Que sucede al aumentar el numero de cilindros?
2.¢Como podrias obtener el volumen del barril?
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Nam. de cilindros 20

Inicia
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5.3.2 ISAAC BEECKMAN

Daoanl~1an YRR
Beeckman (1588 -

1637)

El problema de caida libre de los
cuerpos resulto ser el problema central
en la formacion de la dinamica v con
ello de la mecanica clasica. Isaac
Beeckmann encontré. en contacto con
Descartes, la ley de caida libre,
sirviendose de un paso al limite llevado
geometricamente.

Caida libre
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Paso Geomeétrico al Limite

Isaac Beeckman, en el estudio del problema de la caida libre, introdujo dos suposiciones de tipo fisico:
= Se considera que la gravedad actla no de forma continua, sino dando de algin modo al cuerpo que cae, cada cierto pequefio lapso de tiempo T, un pequefio empujén.
= Una vez producida una velocidad esta permanece inalterada mientras no existe causa externa que la modifique; esto se asemeja a lo que seria una ley de inercia.

Se considera los espacios recorridos como superficies.

El drea de tridngulos semejantes es proporcional a los cuadrados de los lados adyacentes.
Espacios recorridos:

s(t1) =041 x A7 s(t3) = 04, x 4;

ot A OAxd

Luego Sy = A OAx A
Velocidad =~

Lapso de tiempo
OA=T1

Tiempo 1 OAy =1

Tiempo 2 OAy =1,

Tridgngulos OA A y OAy A} son semejantes

El 7, que es |la amplitud de los recténgulos puede variar, con la casilla de entrada "Lapso de tiempo" puedes modificar su valor.

Los espacios recorridos estdn en la misma proporcién que los cuadrados de los tiempos.

Velocidad
T

T Lapso de tiempo 0.6

Espacios recorridos s(t,) = 04 x A} s(t,) = 04, x A5
slt)) _ AQA; x A

Luego S0 = ROA& x A3

Velocidad = +

Lapso de tiempo

O0A=7=106

Tiempo 1 Q4 =t

Tiempo?2 OAs =ty 1

A

[Ammaclu’nJ [Delenemmmamén]

Triangulos OALA] y OAzAj son semejantes

>

Actividades:
1.; Qué pasa con los peldafios que forman una escalera cuando 7 es muy pequefio? .Y cudnde 7es mas grande?
2.5 7 es muy pequeio, tiende a cero, ;gué pasa con los peldafios de la escalera?
3.; Por qué los tridgngulos A OA; Af y A OAy Aj son proporcionales?
4. Argumnenta por qué el drea de tridngulos semejantes es proporcional al los cuadrados de los lados adyacentes.
5.5% se torna los cuadrados de los lados OA) y OA3, que pasa con respecto a sus dreas?
6. Argumenta por qué se puede concluir que:

su) _ (040 _ 4

) (o4 4
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Los espacios recorridos estan en la misma proporcién que los cuadrados de los tiempos.

Welocidad
T

T | Lapso de tiempo 0.6

Espacios recorridos s(t) = OA; x A} s(ts) = 04, = A}
s(t)  AOA; x A
s(ta) ~ AOA x A5

Velocidad = ~

Lapso de tiempo

OA=71=06

Tiempo 1 QA =1

Tiempo2 OAs =ty t1

Tiempo

Triangulos OA A} y OA:AL son semejantes
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Los espacios recorridos estan en la misma proporcidon que los cuadrados de los tiempos.

o Welocidad
A BT T T T T T T T T T T rrrTT L Lapsodetiempoo_']

Espacios recorridos s(t,) = OA; x A] s(ts) = 04, x A)
H(ﬁl} _ ﬂ()Al x AI
Luego 5y = B OA: x A3

Velocidad =
Lapso de tiempo

N 04 =7r=0.1

' Tiempo 1 OA; =1
Tiempo2 OAs =t t1
Tiempo
3 t2
5 —
L= =1 A,

Animacidn Detener Animacidn

Tridngulos 04, A} y OA:AS son semejantes
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5.3.3 FERMAT

Fermat ( 1601 al 16695)

Da un paso cualitativo importante en la
definicion de limite. Al trabajar con
lngares geométricos encuentra un
método para calcular las abscisas de
los valores maximo y minimo de una
funcion polinomica. con este método
Fermat ftransciende el mfinitesimal
geométrico e instaura lo infinitesimal en
el terreno de lo numérico.

Cuadratura de Fermat
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Cuadratura de Fermat

Elmétodo de Fermat se aplica a la siguiente hipérbola generalizada y = 272 para & > a. Blegimos r > 1 y consideramos los puntos de las abscisas a, ar, ar?, ar®,. ...

Los rectéangulos inscritos tienen area

(ar—a)# + (ar? _ar)@:’_f + (ar® — ar?) lﬂ'i"Jz +...= ';::1 E:oﬂ % = ;_r

Los rectangulos circunscritos tienen area
(ar — a) L + (ar? —u‘r)ﬁ—k(arg —ar?) L .= Sy 1;: L

= oy z a

Si S es iqual al drea bajo la curva para x > a, entonces
1 1

- < 5 < a
Como esto es para cualquier v > 1, concluimos que
-1
S T a
] f
51! 1
4
Num. de rectangulos =5 Valorder=13 > o 1 . . .
rodr = 222 222= = drea del rectingulo GKMa
@ [
Valorde a =045
34
2
14
c oG
T T T T T T ; T T T T
0.5 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 &
Actividad

won

1. ¢Qué sucede cuando el valor de "r" es mayor o igual 27

2. ¢Qué pasaria con la altura del rectangulo GAIMK si "a" se aproxima a 07
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a4
Num. de rectangulos = 20 Valorder=1.1 = . . ;
xdr 222 222 = - = dreadel rectingulo GKMa
a
Valordea=045

3
2
1
© . : D D S e s : : : . : :

0.5 1 15 2 25 3 35 45 5 55 6.5 7
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5.3.4 JONH WALLIS

En su tratado “la artmética de los
infinitos”, introdujo la notacion de w«
para representar la nocion de infinito.

Wallis llevo a cabo en forma aritmética

la demostracion de limite de x™
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5.3.5 ISAAC BARROW

Las “Lectiones Geometricae”™ es el
tratado matematico mas importante de
Barrow. Obtiene mediante
consideraciones geométricas las reglas
para el trazo de las tangentes. en las
que aplica con éxito el “triangulo
caracteristico” o “triangulo diferencial”.

Triangulo caracteristico 1
Triangulo caracteristico 2
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Triangulo Caracteristico

Partiendo del tridangulo PRQ, que resulta de un incremento PR, como este trianguloe es semejante al PNM, resulta que la pendiente de la tangente PM = M N esigual a QR = PR.

Barrow afirma que cuando el arco (P Py) es muy pequefio podemos identi ficarlo con el segmento PQ de la tangente en P.
Eltridngulo PRP; dela figura de la derecha, en el cual PP es considerado a la vez como un arco de la curva y como parte de la tangente, es el triangulo caracteristico o di ferencial.

Ya habia sido usado muchoe antes por Pascal y otros en problemas de cuadraturas

MovomientoP1=10.3
, PM Mavimiento, = 4
Segmento PM = 346 SegmentoMN =8  Asi MN - 0.43 D=
y _

Segmento QR = 2.73 SegmentoPR = 6.3 Ast % =0.43

. PM QR '
N = PR ANMP= APRQ /
P1

Curva y* = 3x
P=(xy) Pi=(x+ey+a)
PR=e=63 RP,=a=209 a

METODO DE BARROW

Paso 1 : Tomar la curva de forma explicita en el punto Py Py
v —3r=0 (y+aP —3(z+e)=0

Puaso 2« Igualar los ecuaeiones.
Y —3r=(y+a)l-3z+e)

Paso 3 : Simpli ficar
0=2ya+a’— 3¢

Paso 4 : Eliminar los potencias de a y e mayores a 1
2ya—3e =10

Paso b : Despejar y obtener g

a 3 dr
E_ﬂ_a /

[Animar] [Detenerﬂnima:ién] [Movimiento de P] [Movimiento de P_1]

>

Actividad:
1.0bserva y describe que sucede con los segmentos RPy y R cuando Py Py se encuentran mur cerca.
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MovomientoP1 = 8.4

S —

Segmento PM = 4.31  SegmentoMN =124 Asi % =10.35 MO ISTIgELlE
M

Segmento QR =0.77 SegmentoPR = 2.2 Asi %—: =0.35

_PM _QR -
NN PR ANMP = APRQ)

Curva y* = 3x
P=(xy) Pi=(x+ey+a)
PR=e=22 RP,=a=071

METODO DE BARROW

Paso 1 : Tomar la curva de forma explicita en el punto Py Py
¥ -3 =0 (y+a)’—3(z+e)=0

Paso 2 : Igualar las ecuaciones.
y¥-3r=(y+a)P-3x+e

Paso 3 : Simpli ficar
0=2ya+a’ — 3e

Paso 4 : Eliminar lns potencias de a ye mayores

2ya —3e =10
a
Paso b : Despejar y ohte;];e-r -
a 3  dr

[ﬁnimar] [Detenernnimacién] [Movimiento de P] [Movimiento de P_1]
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Triangulo Caracteristico 2

Curvay = z*

Triangule Claracteristico: PP R
P=(r—ey—a) P =(zy

Curvay = z°

Tridngulo Caracteristico : Q,Q Ry
@ =[xy Q=(@Ex—-ey—a)

Método de Isaac Barrow
Paso 1 : Tormar la curve de forma explicita en el punto Py Py

Paso 2 : I'gualar las ecuaciones.
Paso 3 : Simpli ficar
Paso 4 : Eliminar las potencias de a y e mayores a 1

Paso 5 : Despejar y obtener %
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= x2

( Turva y = x*

Triangulo Caracteristico (Qa0) Ry
Q= (z,y) Qs={xr—ey—a)

[Animacién] [Detenerﬁnimacién] [ZoomJ [Zoomﬁleja]

&

Actividad:

1. Inicia la animacidén y observa como se forma el tridangulo caracteristico de cada curva. Explica que sucede cuando los dos puntos sobre la curva son muy cercanos.

2. Aplica el método de Barrow a la curva y = z?.

3. Aplica el método de Barrow a la curva y = 2.
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= ¥?

Curva y = x*
Triangulo Caracteristico : (JaC)1 Ry
Q= (2,9 Qas=(x — e,y —a)

[Animacién] [DetenerAnimaciénJ [Znom] [Zonmﬂleja}




Applets para el aprendizaje del concepto de limite a través de la evolucion histérica

- @
Clurva y=x~

Triangulo Caracteristico + PP

P=\x —e/y—a)y Pr=(xz;y)

(R

/

/Animacién] [Detenerﬁnimacién] [Zoom] [Znomnleja]
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5.3.6 NEWTON

En su teonia llamada “meétodo de
fhixiones™ introduce las nociones
“razones primera y ultimas™ como un
primer itento de definir el mite.

Meétodo de fluxiones
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Metodo de las fluxiones

Newton estudia las magnitudes variables del movimiento mecanico continuo.

Concibe las cantidades matematicas como el movimiento continue de un punto que traza una curva. Cada una de estas cantidades variables que aparecen x,y,..., son “fluentes”
y sus velocidades, designadas por ,y,.., son sus “fluriones”. La partein finitesimal pequefia en la que un fluente se incrementa por unidad in finitesimal de tiempo o

es 2o, el momento del fluente.

a4
Dacda una relacion entre fluentes hallar la relacion entre sus fluxriones y reciprocamente.
Siy = [flx) en un pequeno intervalo o de tiempo x se inerementa a x + o, y se incrementa a : al
u+ oy
a4
Al ser v+ oy = flx + o) setiene of = flx + ok) — f(x)
24
Es decir: . Hz + o) + flz)
14
o
-1a -8 -17 -1a -15 -14 -132 -1z -11 -10 -8 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 1 2 3 4 g

Ejemplo & y =
(x+ ox)* — 2
o

. x? 4 3r20d R 3ro?i? 4 ot — ot
y =
o

Simplificamos y eliminamos los terminos que contienen o ya gque se suponen “in finitamente pequenos”

=

e | e

U= 3223 entonces =327

Actividad

1. Con gue tema de Calculo puedes relacionar el método de fluxiones de Newton.
2. Como se relaciona este método con el concepto de limite.
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5.3.7 LEIBNIZ

Leibniz(1646 - 1716 )

Leibniz se dio cuenta de que la
pendiente de la tangente a una curva
depende de la razén entre las
diferencias de las ordenadas v de las
abscisas. cuando se hacen
mfinitamente pequefias estas
diferencias; asimismo el area bajo una
curva depende de la suma de las areas
de los rectangulos infinitamente
estrechos que constituyen dicha area.
Se le atribuye la clarificacion
conceptual del concepto de hmite y
también la notacion especifica para la
diferencial.
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5.4 TERCERA ETAPA

En esta etapa se deja atrds las ideas geométricas y se inicia la aritmética y el algebra del limite. Se empieza a formalizar algunas
definiciones que no fueron aceptadas por falta de rigor matematico.

Linea del tiempo del concepto de limite

Corresponde del siglo XVIII y principios del siglo X IX. Se establece en esta etapa una concepciéon numérica.

la. 2a. 3a. 4a.
Etapa Etapa Etapa Etapa

% & O 4
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5.4.1EULER

Euler (1707-1743)

Que en su obra “Introduction”, define
una funcion de una cantidad variable
utilizando solamente algebra.

5.4.2 DALAMBERT

D' Alambert (1717-
1783)

En su articulo para la “Encyclopédie™,
llama a una cantidad el limite de una
segunda cantidad variable si le segunda
puede aproximarse a la primera hasta
diferir de ella en menos que cualquier
cantidad dada (sin llegar munca a
coincidir con ella). Esta definicion no
fue aceptada por sus contemporaneos.

5.4.3 LAGRANGE

Lagrange (1736-1813)

Lagrange manifiesta wuna actitud
escéptica con respecto a los
mnfinitamente pequefios, rechaza el
concepto de limite formulado por D
‘Alemnber. critica el método de las
fluxiones de Newton y muestra su
msatisfaccion con las cantidades
infinitesimales de Leibniz y Bernoulli.
Trato de sustituir todo lo hecho hasta
entonces por un meétodo algebraico

simple.
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5.5 CUARTA ETAPA

En esta etapa se define el concepto de limite como actualmente se utiliza.
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Linea del tiempo del concepto de limite

Esta ultima etapa comprende desde finales del siglo XIX hasta nuestra época, en ella se amplia la nocién de limite y se da la definicién
formal de dicho concepto.

la. 2a. 3a. 4a.
Etapa Etapa Etapa Etapa
: 4 4 O

Hardy

EPSILON -DELTA
Limites laterales
Solido de Revolucionl
Solido de Revolucion2
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5.5.1 BOLZANO

Definio la derivada por primera vez
como un limite.

5.5.2 CAUCHY

Con Cauchy, el concepto de limite se
convierte claramente v de manera
definitiva, en un concepto aritmético
sin  apovo geometrico, define un
infinitésimo como una wvariable. Su
definicion en la siguiente:

Cuando los valores
sucesivamente atribuidos a una
misma variable se aproximan
indefinidamente a un valor fijo,
de manera que llegan a diferir
tan poco como se guiera de él,
este dltimo se llama el limite

de todos los demas.
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5.5.3 WEIERSTRASS

1 0O

Define el entorno de un punto, da una
definicion de mimero real y juato con
Heine dan la siguiente definicion del
concepto de limite:

Si, dado cualquier £, exite unig
tal que0 < 1 <1, la diferencia
f(xg + 1) — L es menor en valor
absoluto que £, entonces se dice
que L es limite de una

funcion f(x} parax = Xg.

5.5.4 HARDY

Hardy

La notacion matematica de Ila
definicion de limite que se usa
actualmente es debida a Hardy, quien
la introdujo en su libro “A Course of
Pure Mathematics™ en 1908.

En su libro A Course of pure
mathematics da la siguiente definicion
de limite:

Si, dado cualquiar mimero
positivo 4, por pequeiio que
sea, podemos encontrar
ng(d), tal que n = ny(d),
entonces se dice que @{(n)
tiende al limite ! cuando n
tiendea oo, y escribimos:

lim @(n) =1

[Tates
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Epsilon-Delta

Dado £ >0 3§ =0 tal que, para tedo x, si |t —a| < 4§ entonces |f(z) — L| <e=.

Mueve los deslizadores para observar el movimiento de a y &.

¥—=+a 2

valorde £0.42

14 Dado

adl a |ad

0 36 >0 tal que, para todo x, si |xr—a| <d entonces |f(z)—L| <z

-4 -3 -2 -1 8] 1 2 3

o
[=]
-1
o
o
-
o
=

12 13 14 15 16

Actividad:
Elija dos valores de £ y encuentre el valor de 4.
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a= 2.4i

£=0.25

¥—+32.45

valorde e 0.25

o
o] i)
g(x) =0.1z"H
y
.
o
LB
L
Le

Dado = >0 3§ > 0 tal que, para todo z, si

xr—al <d entonces |f(x)— L| <=
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B a=275
o valor de € 0.36 €z 03¢
2
h(x)\=2z° -1
mt )
L
\ gix)
Les
5_
4_
3_
2
e Dado = >0 36 >0 tal que, para todo x, si |x—a| <d entonces |f(x)—L| <=
5 a0 (4a,d
-I4 -I3 I3 :4 IS Iﬁ %" é b “Ilﬂ ‘1'1 1I2 1‘3 1‘4 ‘1'5 ‘1'6 ‘1'?
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Limites Laterales

Teorema
Una funcidn no puede tender hacia dos limites diferentes en a. En otros terminos, si f tiende hacia | en a, y f tiende hacia m en a, entonces [ = m.

Nota:
Utiliza los botones f(z) y g(x) para cambiar de funcidn.
Desliza a o introduce los valores en la casilla de entrada para obtener el valor de los limites laterales.

Actividad:
1. éPor qué en algunos puntos el limite de la funcién por la derecha y el limite de la funcién por la izquierda son diferentes.
2. Analiza en cuales puntos el limite de la funcidn no existe.
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Limite por la izquierda de f(x) cuando x—
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Limite por la izquierda de g(x) cuando x—>-
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Solido de Revolucion (Cono)

Tenemos el tridngulo rectangulo OBC

* su base tiene longitud = "Radio".
* Gira sobre el EjeZ.

El angulo fpgar incrementa en 1°.

7 B LEoA-- 2086 [d- 6O
Bax=0°
- —
= .
5 T
Radio =1
44
Altura=2
3
Volumen del cono = 2.09
2

Base : 2° + y* =1

: . T T T T T T T T
5 -4 3 -2 2 3 4 [3 [
2
-3
]
Actividad

1. Desliza el angulofpsar v observa que pasa.
2. 5i el incremento de @yax tiende a 0, ¢que pasa al girar el tridngulo?.
3. ¢Como podrias calcular el volumen del cono, si se conoce el area del triangulo BOC?
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o ] g oM ——- -~ @

Inicia
o [mcal

Radio
Altura :l:l

Volumen del cono = 37.7

Base : x° + y* = 9
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Solido de Revolucion

Una seceidn de un s6lido 5 es la regidn plana que se obtiene cortando el sdlido § con un plane.

Denotaremnos por A(r) al area de la seccidn correspondiente al punto x y consideramos una particion del intervalo [a,bl r = a,11 < 23 <...< Tp_1 < Tp =b.
Aprozimaremos la rodaja entre los planos correspondientes a los puntos xy, y xy por un cilindro con drea de la base A(xy).

El volumen de la rodaja serd aproximadamente igual al volumen del cilindro que es Vi = A(xy)(zp — x5-1)

El volurnen V del sélido § se puede aprozimar por la suma de los vollmenes de los cilindros :

VR 3 Ve = S0 Alwe) (@ — i)

Esta aproximacion es una sumna de Riemann de la funcion A: x € [a,b] — A(z) € R que determina el area de cada una de las secciones perpendiculares.

La aproxzimacion del volumen mejorar cuando la particion gue elegimos tienda a cero, entonces definimos el volurnen del sdlido § como la integral de la funcidn A(x)

en el intervalo [a, bl.

B olm- —— 1@

a
n
w
@
=1

Incremento|5

Circunferencias| 3

glx) = «'?

T T T T T
o B 1 2 3 4 =

La region A giva alvededor del Eje X Entonces generamaos un solido S de formue que los secciones
transversales por planos perpendiculares al EjeX son cweulos de radio gla).

i 3
El arca A(x) del disco producido por el corte correspondiente a X es, Alx) = w (glx)7)

FEntoneces el volumen es :

V=f 7 (g(z)?)

1 1
V= f w{;;{.a-]'j]rf.a- = ‘.‘Tf idr = 8B
i (]
>
Activida

1. Al general el solido de revolucion, en gue parte se encuentra implicito el concepto de limite.
2. Al calcular el érea del sdlido de revolucion, en que parte se encuentra implicito el concepto de limite.
3. Reflexiona y comenta la importancia del concepto de limite
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Incremento 2

Circunferencias|15

o® 1 z 3 4 5
La region A giva alrededor del EjeX Entonces generamos un solido S de forma gue laos secciones
transversales por planos perpendiculares al EjeX son ereulos de radio g(x).

El drea A(x) del disco producido por el corte correspondiente a X es, Alx) = « q{;z]z]

Entonees el volumen es :

b
V= f ™ (9(@)?)

1 1
f ﬂ{g{z]z]d;r = ?rf dr = 8n
(] (]

=
Il
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CAPITULO VI

CONCLUSIONES
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La historia de las matematicas permite tomar contacto con situaciones que dieron origen a

la construccion de conceptos matematicos.

En el proceso de ensefianza-aprendizaje del concepto de limite, el uso de la tecnologia
permite que el alumno se plantee interrogantes, conjeturas, desarrolle varias estrategias, descubra y

comprenda conceptos mediante la interaccion, visualizacién y manipulacion.

Esta tesis es una propuesta didactica para la ensefianza-aprendizaje del concepto de limite,
la propuesta se presenta en una pagina web, donde se muestra la evolucién historica de dicho

concepto desde una concepcién geométrica hasta la definicion formal.

En la pagina web aparece una linea del tiempo dividida en cuatro etapas. En cada etapa se
seleccionaron los personajes histdricos que contribuyeron en la formalizacion de la definicion del

limite.

Se crearon varios applets, los cuales se distribuyen en la linea del tiempo. Estos applets son
un recurso, que permiten al alumno explorar y visualizar el origen de los términos, lenguaje,
notaciones, métodos y definiciones que fueron necesarios para llegar al estado actual. Se espera
gue el alumno recorra el proceso histérico de la evolucién del concepto de limite de forma grafica,

aritmética y formal guiado por las actividades de andlisis y reflexion de los applets.

Esta aportacion sera una herramienta en la ensefianza- aprendizaje de las matematicas para
los docentes que imparten la materia de Calculo Diferencial en nivel universitario, con el tema de

limite.
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ANEXO

UNIVERSIDAD AUTONOMA DE QUERETARO Nombre:
FACULTAD DE INGENIERIA

| CALCULO DIFERENCIAL Grupo:
Ejercicio en clase de limites

Fecha:

I. Definicion formal. Limite de una funcién en un punto

Sea funa funcion real de variable real definida en un inlervalo abierto | que contiene al punto p

LER lim 7ixi=L

(exceplo tal vezen p) y . Entonces x—» siy solo si

Ve=>0,36>0ta! que, x €1 0<|x— pl<d =|/ x)—L|<e

Responde las siguientes preguntas:

¢ Debe estar la funcion definida en p?

¢El intervalo | debe ser abierto?

Explica por qué

¢Puede f(x) tomar el valor L para alguna x?

¢Siencuentras una é para una cierta ¢, sera esa ¢ uUnica?

Explica porqué s
Dibuja el significado de 0 < |x- p|< op |f(x)- q< & para una funcioén que tu
inventes, diciendo en tu dibujo quién es p y quién es L.

NOORWN =




Applets para el aprendizaje del concepto de limite a través de la evolucion histérica

II. Vision grafica

Para la funcién f cuya grafica esta dada, enuncia el valor de cada cantidad, si existe.

a) limy - f(x) =

b) f(-2) =

c) limy -2 f(x) =

d) limy»_2" f(x) =

e) limy 2 f(x) =

) limy > _1f(x) =

9 f-1)=

h) f(0) =

i) limy 0 f(x) =

i) limy 0" f(x) =

K) limy 2 f(x) =

1) limy 2" f(x) =

m) f(2) =

n) limy > o f(x) =

o) Da las iones de las
horizontales y verticales.

] /—K(;‘I 2.

=

‘\t:\

{-s
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lll. Intuicién grafica

Inventa una funcién que tenga las siguientes caracteristicas:

limy - - o f(x) = -1 limy 5 _of(x) =0 limy 0 f(x) =1
f + =

limy 0" f(x) = -1 limy »af(x) =¥ limy - » f(x) = ¥

4t

De los trabajos se eligieron los siguientes dos:
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I. Definicién formal. Limite de una funcién en un punto

Coolé Eos he‘_) 1< ﬁcq'lo'7;
JOQG" Cc’?f-r gct‘)- C‘"’wcﬂh(

UNIVERSIDAD AUTONOMA DE QUERETARO Nombre: J25¢ Apact Lecesm B (.
FACULTAD DE INGENIERIA

CALCULO DIFERENCIAL

Ejercicio en clase de limites

Grupo:

{3

Fecha:)3 /@3/ 2003

Sea funa funcion real de variable real definida en un intervalo abierto | que contiene al punto p
lim f(x}=L

(excepto tal vez en p) y LER  Entonces z—p

V¥ >0,30>01al que, x €10<|x— p|<d=|f (x| L|<e

Responde las siguientes preguntas:

NSO R®ON =

¢ Debe estar la funcion definida en p?

No

si y solo si

¢Elintervalo | debe ser abierto? ¢ d. ¢ ; ‘
Explica por qué nos dite- que én el intcrualo T 4ok ecta cantenido ¥
¢ Puede f(x) tomar el valor L para alguna x? &7 N
¢ Si encuentras una é para una cierta ¢, seré esa ¢ unica? =1

Explica porqué _porfuz ala Lonclet q cadn K7 |

&Y e ado

P

pdifenece gy

Dibuja el significado de 0 <|x- p|<dP |f(x)- L| <& para una furicion que td

inventes, diciendo en tu dibujo quién es py quién es L.

!

4
|
|
1
|
i
|
i
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@

Il. Vision grafica

Para la funcién f cuya grafica esta dada, enuncia el valor de cada cantidad, si existe.

a) limy...f(x) = ©

b) f(-2) = -no exrsie

c) limyg..2 f(x) = P

d) limy- 2 () ==

e) limy._ 2 f(X) = no exi3fe

f) limy - 1100 = |

af-1)= p

) f(0) = 3

i) limy .o f(x) = ~<»

i) limy_o" f(x) = |

k) limx-2 f(x) = 2

) limy. 2" f(x) = - 2.

= i = o) Da las ecuaciones de las asintot
m) f(2) = | n) limy . f(x) = hgiﬂzontqlgsxve‘;icéles ‘ / ,l *
X2=2 :‘ " :‘.\Qhrd
X2 \./ = |
A
3
® O
/ 2
>

-3

2T
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@)

lll. Intuicion grafica

Inventa una funcién que tenga las siguientes caracteristicas:
limg .. f(x) = -1 limy_2f(x) = 0 V/ limy. o f(x) = 1 ‘/
iMgg == limy <f(x) =¥ (7) lime_.f)=¥ @ V/

P

Este fue el trabajo con mayor nimero de aciertos, aunque la definicion formal como tal no

la comprenden, pues creen que la funcién no puede estar definida en p.
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El siguiente ejercicio es el que obtuvo el menor nimero de aciertos.

mt‘a. Av\C‘ﬂ(’U‘ E(}v‘w{”c] a\vc
Moty Comartho de b Ceor

UNIVERSIDAD AUTONOMA DE QUERETARO Nombre:Cdyawdo Thmwici v Qe
FACULTAD DE INGENIERIA S Dov

[cALcULO DirerenciA I o T S
Fecha: 7 7;7/‘05, 20\,

Ejercicio en clase de limites

I. Definicion formal. Limite de una funcién en un punto

Sea funa funcion real de variable real definida en un intervalo abierto | que contiene al punto p

m f(xl=L

5
(excepto tal vez en p) y LE€R  Entonces xl_.p siy solo si

V £>0,35>0tal que, x610<|x—p|<5=|f[x]—L‘<e
Responde las siguientes preguntas:

¢ Debe estar la funcién definida en p? __ NO

(Elintervalo | debe ser abierto? 5y .

Explica por qué keo on o - T
¢Puede f(x) tomar el valor L para alguna x? <, oy Hosn xbp ) =L D ed 7
¢Siencuentras una é para una cierta ¢, sera esa ¢ Unica?

EXp'ica pquUé weeto € ) A X WARWM d\b x 2 c\\“_,\r\n"t‘;),
Dibuja el significado de 0 <fx~ p| <3 b |/ (x)- L| < para una funcion que td S

inventes, diciendo en tu dibujo quién es p y quién es L.

I i ; s o)

NSy O N G N =
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Il. Visién grafica

Para la funcion f cuya grafica esta dada, enuncia el valor de cada cantidad, si existe.

limy-..f(x) =
a) lim -d(X) o

b) f(-2) = -2

c) limy..2 f(x) = WO X

d)limye-.o f(x)= 1

e) limy __2‘f(X). = NOV O\ i:*ov

) Timy - 1700 = =7

9) f(-1)= A

M0 =)

N limy_o fX) = O

j) limy_o" f(x) = 2

0 imy 2 700 = -3

) lime 2 09 =

m) f(2) = 2

n) limg-.f(x) = =»

~

o) Da las ecuaciones de las asintotas
horizontales y verticales. e

(\\L i j

-3

>

- /.;K\:f“‘“//
a)
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lll. Intuicién grafica

Inventa una funcién que tenga las siguientes caracteristicas:

limy_ . f(x) = -1 X ;

limy _2f(x) = 0 limy - o f(x) = 1

limy.o" f(x) = -1

X limy f(x) = ¥ & limy . f(X) = ¥ w0
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Se anexa un CD con todos los applets expuestos en la tesis, para que el
alumno pueda hacer uso de ellos.

El CD contiene el procedimiento y las especificaciones que debera seguir
el usuario para utilizar los applets de forma adecuada.
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