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INTRODUCC ION :

A nivel elemental se toca el tema de Geometria, como
un tema mis dentro de un programa que se tiene que cum-
plir, pero sin vincularlo con los ndmeros en la prima--
ria o con el AlgeQra’én>la secundaria, esto provoca que
el alumno entieﬁﬂé.por\GfomeJrfa; figuras geométricas,

primetros, éreai; vélﬁﬁ%neslﬁéﬁgyjos,-etc.

vl -
~

. S . “.
Las ideas centrales de esta tesis son: e

. S

.

1) Que cualquier aluﬁno bbnozca algo sobre la Geometria
de Euclides pueda ver que existen otras Geometrias
que no son dificiles de comprender. (Por tal motivo,
las demostraciones estin hechas con mucho detalle Yy

sencillez.)

2) Que e! alumno pueda seguir en el tema el vinculo en-
tre la Geometria y el Algebra, vinculo que el alumno
de nivel preparatoria trabaja en la Gebmetrfa Anali-
tica, pero que en este caso se enriquece con la arit
mética modular, que es la puerta de entrada a los -

campos finitos y la Geometria Algebraica.

3) En Geometria Analitica se trabaja la Geometria de Eu
clides y el Algebra, sobre el campo de los nUmeros
reales, pero en esta tesis se trabaja la Geometria -
Proyectiva, esto se hace agregando puntos al infini-
to para provocar que cualquier par de rectas se cor

ten (no importando si son o no paralelas).
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PLANOS DE INCIDENCIA.

DEFINICION: Dado up conjunto P de elementos representados por A, B, C,... -

llamados puntos y un conjunto R de subconjuntos de P representa
dos por a, b, c,... denominadas rectas, se llama plano de inci-

dencia a un par (P, R) que cumpla con los siguientes axiomas.

AXTOMAS DE INCIDENCIA,

i-I) POR DOS PUNTOS PASA UNA RECTA,
Si Ay B son dos elementos distintos de P, entonces hay un elemento de
R que los contiene.

)d AyB, A# B = ;1 a€R 9 Aea y Bea

i-II) ESTA RECTA ES UNICA.

SiaybeR,AyBeP, A2 B y (AeajhAebdb), y(Be ayBe b)

entonces a = b
i-IITI) TODA RECTA TIENE AL MENOS DOS PUNTOS.

Yaer 3 ayBer, a# B >A€.a y B€ a
i-IV) EXISTEN AL MENOS TRES PUNTOS NO COLINEALES.

'3 A, B, C €P 4 a€ R -) A‘é adB # adéC [ a

EJEMPLOS DE PLANOS DE INCIDENCIA

1) Sean P= {1,2,3} y R= {{1,2} . {1,3} , {2,3}} Verificar que (P,R) es un -

plano de incidencia.

Por demostrar que valen los axiomas i-I, i-II) por dos puntos pasa una'

)

Son todas las posibles
1,2,3 [1,3} . .
combinaciones.
(2.3}

Yy solo una recta.

Demostracién:.i‘= {1,2}
f, = {1,3}
5 {24



Por 1,2 pasa i‘y ninguna otra.
Por 1,3 pasa i,y ninguna otra.

Por 2,3 pasa.ily ninguna otra.

Por demostrar que vale el axioma i-III) Toda recta contiene por lo menos -
dos puntos.

Demostracién:

&. contiene los puntos 1 y 2
gz_contiene los puntos 1 y 3

&3 contiene los puntos 2 y 3

Por demostrar que vale el axioma i-IV) Existen al menos tres puntos no coli

neales.

o}

Demostracidén: Sean {1,2,3} e

0]
o]

o
o]

*rb 9 3o
~N

RN oW

w

o o o
~N

v

™

TABLA $.1 3,08,

(P,R) es un plano de incidencia DE \ % =

INCIDENCIA

2) Trataremos de ver si (P,R) es o no un plano de incidencia en donde:

P =\A,B} R = {{A,B}}

Comprobaremos si valen o né los axiomas i-I e i-II) Por dos puntos pasa'

una y sb6lo una recta.

i‘ = iA,BS Por A y B pasa i. y solamente i,

s, i-I e i~II son validos.

Hagamos lo mismo para el axioma i-III) Cualquier recta contiene por lo'

menos dos puntos. P- {H,B}

£. contiene a los puntos A y B.

i~-III es valido.



¢, Sera véalido el axioma i-IV ?, es decir existirén tres puntos no coli--

neales. .

Como s6lo existen dos puntos, este axioma no se cumple.

3.

x

s, (P,R) no es un plano de incidencia. A

B x

TABLA DE
INCIDENCIA.

3) Verificar si (P,R) es o nd un plano de incidencia en donde: P = ‘A,B,C}
R ={{A,B} , {A,C}}

Tratemos de ver que pasa con el axioma i-I) Por dos puntos pasa una rec—
ta: '
Sean iA, B, C}

Por A,B pasa £.
Por B,C no pasa ninguna recta.
Por A,C pasa fz

Como no hay recta para la pareja &. {z
B,C de puntos no se cumple es- A % *
. . TABLA
te primer axioma. B x
DE
¢+ (P,R) no es un plano de inciden- c x INCIDENCIA

cia.

4) Verificar que (P,R) es un plano de incidencia.

P = iA,B,C,D} R =ﬁp, s} , {a.d} . {A,D} : {B,Ci : {B,D} : {C,D}}

Por demostrar que se cumplen los axiomas i-I e i~II) Por dos puntos pasa

una y s6lo una recta.
Demostracién: A,B,C,D € P

Por A,B pasa £.unicamente.

Por A,C pasa ﬁl "



Por A,D pasa i;unicamente

" B,C " 4 1t .
" B,D 1 £5 "
1" c,D " 'K‘ AL

Por demostrar que se cumple el axioma i-II1) Toda recta contiene por lo!

menos dos puntos.

Demostracién:

f. contiene a A,B &4 contiene a B,C
P " a A,C 3s " a B,D
L v aa 3¢ v acp

Por demostrar que se cumple el axioma i-IV) Existen tres puntos que no -

pertenecen a una misma recta.

Sean: 1 A,B,C}

aed. ,Bed, , cé¢3
red. ,BER, , ced, 303,03, 3.3 1.

Acl, , BER, cé3, Alx|=|n
Ae‘&q,BG'g-A,Ce'L; Bl x x | %
Atds | Beds, c¢ s o < % N
A ¢ﬁgc , I3¢.{c, C €‘£c

D x w | %

TABLA DE INCIDENCIA

+. A,B,C son tres puntos que no estin en una misma recta.

.. (P,R) es plano de incidencia.

§) Verifique que (P,R) es un plano de incidencia

con P = 1,2,3,4,5,6,7,8,9} R .—.{{1,2,3} , {4,5,6} , l7,8,9]] ,
1 {.4.7), {2.5.8} , {3,6,9} , {1,5,9} ,
{2,6,7}, {3,4.8} ., [3.5,7} , [2,4,9],

[r.c.d



9 w, » » b3

Por demostrar que se cumplen los axiomas i-I e i-II1) Por dos puntos pasa -

una y s6lo una recta.

Demostracidn:

Por 1,2 pasa 'g. unicamente Por 2,3 pasa &\ unicamente
Por 1,3 pasa ﬁ. " Por 2,4 pasa 8.. "

Por 1,4 pasa 34 " Por 2,5 pasa ‘35 "

Por 1,5 pasa '&1 " Por 2,6 pasa ‘g-s g

Por 1,6 pasa ‘g\z " Por 2,7 pasa 'gg "

Por 1,7 pasa ‘34 " ' Por 2,8 pasa 'gs "

Por 1,8 pasa -2., " Por 2,9 pasa ‘gu "

Por 1,9 pasa -3; "

Por 3,4 pasa ‘i.p unicamente ' Por 4,5 pasa 'g'z unicamente
Por 3,5 pasa ‘!.o " Por 4,6 pasa ’g-z "

Por 3,6 pasa ‘3.;. " Por 4,7 pasa '24 "

Por 3,7 pasa 'g\o " Por 4,8 pasa ‘&q "

Por 3,8 pasa 'Xq " Por 4,9 pasa ‘g... "

Por 3,9 pasa “Sg "



Por
Por
Por

Por

5,6 pasa
5,7 pasa
5,8 pasa
5,9 pasa

i
&z unicamente

3.
$s
'gq "

7,8 pasa £3 unicamente

Por

Por 7,9 pasa &3 unicamente
Por

por lo menos dos puntos.
Demostraciédn:

Por

Por

Por

6,7 pasa gg unicamente
6,8 pasa ﬁu "
6,9 pasa £s "

8,9 pasa £3 unicamente

demostrar que se cumple el axioma i-III) Cualquier recta contiene -

Si cada una de las rectas contienen tres puntos, entonces por lo menos'

tienen dos puntos.

Por demostrar que se cumple el axioma i-1IV) Existen tres puntos que no'

pertenecen a la misma recta.

Demostracidn:

S’., 4 £,
'gz:3¢£z
£3 ¢ 3 é £;
i. : 5 ¢ f«

Sean 3,4,5 € P

En '£5
En '8.5 H
En '&q

En 'ga

En
En
En
En

:4¢.'£5

4 ¢ i&

:Séfq
: 3 ¢.'£a

Eato demuestra que existen tres puntos no colineales.

RIBLIOTECA CENTRAL
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PLANOS AFINES

AXTOMAS

EJEMPLOS
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PLANOS AFINES

Definicidn: En un plano de incidencia, se dice que las rectas

a y b son paralelas si a = b o bien aflb = g
Con la definicidn anterior resulta inmediato que el paralelismo

es una relacidn de equivalencia en el conjunto R de todas las -

rectas.

Definicidn: Un plano afin, es un plano de incidencia en el que

ademés valen los siguientes axiomas.

L 4

A-TI) Dada una recta l y un punto P¢:Q existe una recta Q
[
tal que: i) P e.l

ii) Anl=¢

14
A-II) 1. es lnica.

EJEMPLOS DE PLANO AFIN.

1,-) Comprobar que (P,R) es un plano afin, donde:

p={_A,B,c,D} , R= {A,B} , {A,c} , {_A,D} ,{B,CH , {B,D}, {C,D]

Para hacer la comprobacidn, necesitamos hacer ver que se cumplen

los cuatro axiomas de incidencia y los dos de plano afin.

l) Verificar que es un "plano afin".

={A,B,C,D} R={{A,B} , {A,C} , {A,D} , {B,C} , {B,D} , [C,D}

Probaremos solamente los axiomas V y VI para completar la demos -

tracidn que es un plano afin. .

12



V y VI) Si tenemos una recta dada y un punto exterior a esta po-

demos pasar por este punto una y sdlo una paralela a la recta =-
dada.

1 3.8, 8.3 4.

B | % b'e %
C % 'S %
D ® W w

Tomemos {A,B} = fl y el punto C
La Gnica paralela es g; = {CrD} para por C y no contiene ningin

punto en comin con i.

Tomemos &A,C} = ﬁz y el punto B
La Gnica paralela es s ={ B,D} pasa por B y no contiene ningin

punto en comiln con {z

Tomemos {A,D} = is y el punto C \
La Gnica paralela es fq ={ B,C} pasa por C y no contiene ningfin

punto en comin con iq

Tomemos {B,C} = iq y el punto A
La lnica paralela es 3 = {A,D} pasa por A y no contiene ningin

punto en comin con fq

Tomemos { B,D} = is y el punto

@]

La Gnica paralela es iz ={ A,C} pasa por C y no contiene ningin-

punto en comiin con fs

Tomemos { C,D} = ic y el punto A
La nica paralela es f, -{A,B} pasa por A y no contiene ningin

punto en comin con £g

13



De esta forma verificamos gue se cumplen los dos axiomas gue -

faltaban para comprobar que el plano que ya es-de incidencia -

también es un plano afin.

2.-) Demostrar que (P,R) si es un plano afin.

P= {1,2,3,4,5,6,7,8,9}

R={1’2’3}’{4’5’6)’{7’8’9}’{1’4’7}’{2’5,8}’{3,6’9},{1’5’9}’
(2.6.7}, {s.08)s {505.7), {200}, [1.6,9)

Vamos solamente a verificar los dos axiomas que completan que -

es un plano afin, pues ya hemos demostrado que es de incidencia.

V y VI) pada una recta y un punto .exterior a ella, se puede pa-

sar por este punto una y sdlo una paralela a la recta -

dada.

.ﬁ. 37_ _gvs ﬁq ‘35 -ge i‘ fs -gq fu ‘S.. -Kn
1 % * ® ®
2 'Y x X ®
3 % % % %
4 * ® ®
5 * * ® ®
6 % % p 3 %
7 S *» ®
8 ® * % %
9 ® ' “ *

14



Sea £.= { 1,2,3}Y v el punto 4

por el punto 4 pasan f1= {4,5,6} ,‘gq ={1,4,7}, £q= {3,4,8} R
‘in = {2,4,9} pero la finica recta paralela a i. es dq

Sea £| = {1,2,3} y el punto 5
por el punto 5 pasan£z={4,5,6~s ,£5={2,5,8} ,&q=i1,5,9}
iw = {3,5,7} pero la Gnica recta paralela a , que pasa por 5

es iz.

Sea '.f. = i1,2,3} y el punto 6

por el punto 6 pasan gz ={ 4,5,6},£¢.= {3,6,9},'&5: x2,6,7}
'&,7_ = {1,6,8} pero la ﬁni;a recta paralela a J, que pasa por 6
es 2 - }

Sea-£|= {1,2,3} y el punto 7
por el punto 7 pasani3= {.7,8,93,£q= {1,4.7} ,£g= &2,6,7} ’

ﬁw = {3,5,7 pero la linica recta paralela a i\ gue pasa por 7

e £, .

i
SeavﬁI = {1,2,3} y el punto 8
por el punto 8 pasan i3 =§ 7,8,9} ’ is ={2,.5,8}, -{q= s3,4,8}

f., = {1,6,8} perb la Gnica recta paralela a i, que pasa por 8

es £3.

Sea 'S., = { 1,2,3} y el punto 9
por el punto 9 pasan q = 7,8,9},_Xc= {3,6,9},£q={1,5,9}
'& = &2,4,9} pero la dnica recta paralela ai,que pasa por 9

"
es ig .

Acabamos de hacer la verificacidn para i, y cualquier punto exte-
rior a ella, y de la misma forma y con la ayuda de la tabla de
incidencia podemos comprobar que estos dos axiomas se cumplen --

también para el resto de las rectas.

POR LO TANTO ES UN PLANO AFIN

15



PLANOS

AXTOMAS

PROYECTIVOS

EJEMPLOS
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PLANO PROYECTIVO

DEFINICION: Se llama plano proyectivo .a un par (P,R) en el que

valen los axiomas siguientes.-

I.) Por dos puntos pasa una recta.

¥ A ¥ B (A#B) -.—_‘plaeR)(Aea/\Bea)

I1.) . Por dos puntos no puede pasar mds de una recta.

¥ A,BE€P, A#B , ( AeajBea) A(RebABeb)) =% a=b ¥a,beR

III1.) Dadas dos rectas estas siempre se intersecan.

Va¥b (a#b => 1 a) Aeanb)

Iv.) Existen cuatro puntos en el plano tales que cualesqgquiera

R tres de ellos no estan sobre la misma recta.

13A213A313A4 ¥ a (AiEa VAj¢a VAk¢.a)l\

(1 €i,53,k€d ) A (i#3# k# i)

Ejemplos:

1.) Sean P = {P1, P,y Py, Py, Pg, P, P7}
ﬁl {P1I le PS} S:={P3I P4I PS} -K
{.

Il
Ay
Lv)

38}
Lv)
=Y
Lv)
~J
St
o
nl
I
Y et 3
aol
-_
Lv)
=Y
Lv)
[e)]
Ncrrge?
s
[
i
(————
Lv)
38}
T
W
Lv)
[e)]
w—l



Comprobar que es

I y II)
Por P,
Por P\
Por P,
Por P,
Por P,
Por P‘
Por P3
Por P3
Por P3
Por P3
Por Ps
Por P5

m_—*

A EAEAFAEAEAEN
P, | x % %
P, . % X
P, % | % % J
P, X x| X%
Ps | X | X X
Pe X | X%
Py XX X
uﬁ Plano proyectivo.-

Por dos puntos pasa una y sdlo una recta.

solamente
solamente
solamente
solamente
solamente

solamente

solamente

solamente

pasa f,
pasa £3
pasa {5
pasa i.
pasa is
pasa £3

pasa £z

" r
" ic

" i}

por
por
por
por

por

por
por

por

po:

solamente
suolamente
solamente
solamente

=solamente

solamente

solamente

pasa {c
pasa £q
pasa {.
pasa {o
pasa iq

pasa

" r ey

pasa {1

18



I1I) Dado cualquier par de rectas estas siempre se cortan.-

Dadas §, y ¥, se cortan en Pg Dadas f, .ai, se cortan en P,
B A T P00 Y,
TR S A moow P, n Saydgr 0w p,
w4, Y P " v P " '3.1.5 3. » " " Py
w3, y e v woowop, g, '5“&1 " " " Pg
i S S S N S

Dadas £; 4 '&q se cortan en P=| Dadas 3.,5 £5 se cortan en DPg
“dagler v wp » daydes e o,
" -g".s 36 " " T P3 " {Q ‘ -34 " " " Pq
" '2.3 3‘3-1 " ." " Py . "

Dadas fs'S‘K‘ se cortan en Pg Dadas 1(, gﬁa se cortan en P
TR FE R

IV) Existen cuatro puntos en el plano tales que cualesquiera tres de ellos

no estln sobre la misma recta.

Considé&rense {P| r Py, Pa, P4} cP

in §,: el ,peb,p¢df , R4 b
En 3, : P ¢d ,pds ,ned,, ned,
En 3, : P,ci;,Pzgfi, , yedy, Péd 3,
En 34: PEd,, Pedy , Bf Sy, Be 8,
En s : PReds, p,d2s,n¢8, Bet
En 3. : Pé¢de, bed, Ped,, Bd s,
En $3 0 P gS,, PBEd,, Pydd,, B¢ $,

. (PR ES UN PLANO PROYECTIVO




Ejemplo:
2.-) Sean P = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,}

) = {257} 08, ={2,3,6,8} , ﬁ3={3,4,7,9} , $. ={4,5,8,10}
= S
fs {5,6,9,11 {6,7,10,12} , 3, ={7,8,11,13} , § ={ 8,9,12,1}

| |
ﬁq {9 10,13, } , ®ho = {10,11,1,3} 3. ={11,12,z,4} , ;f.z= {12,13,3,5}
i.; {13,1,4,6}

Verificar que (P,R) es un plano proyectivo.

e [ Fs [ B[] d] Lal ]t 4120
1 * 3 *®
2 % | %X K W
3 X | % Y b
4 % | %N % ®
5 | K LR 3
6 p 3 LIRS b
7 | xr 8 R K
8 8 * LIRS
9 3 K KR
10 % p Rl w
11 ® % X | %
12 x b3 AN x
13 ::_ R X | %




I y II) Por dos puntos pasa una y sblo una recta.

Por P, Pz pasa ﬁ‘ solamente por P, P, pasa fzsolamente
] P. P3 " ﬁ\b " " P2 P4 n '&u "
" PI P4 1] 8..5 " " P2

Ps " -£ ' "
3

" PI P5 " 'i . " "

Nge)
Pas]

2

“» pp, v %, " » pp v R,
“ pp o 3, ’ U N T SO
" PPy " e : “ BB v £ v
" RB o i, " " BB " 4 "
" BP,  Fe " w pp, " %,
" BB " " " BB, v B,
" PP " g " “ pp, " £,
LS N )
por P, P, pasa f, solamente por P, P5 pasa f.qsolamen.te

T N O " " BB v By e
" PP v P, . 0 N S
T S A & . " PPy v Ry
“ BB " f, . " PPy " fa v
w P v R v " B P, v Bu o
" PP, " B o = pp, = L, o«
" PP, " f, " " PP, " 3, v

" RP, " _guz " ““Rk\r



J J
-t

-

) a)
] "

"o
-

A=)
-

2

U o g
& =

L)

_&I‘z
e

3
35
1.
{4,
-gG
3,

o
p 9
e

P|‘5 " . -&q

Papasa

Py

3,

solamente

solamente

solamente

solamente

por

p
p
" P,
p
p

" PG

-

J J < ) J
[ 4

por Pl}_

P, pasa "£° solamente

" " -gﬂ‘s "

P, pasa &g solamente

Py " £4 "

P“ " ‘g. 1 "
P 2 " -KB "
P . " i 3 "

R.pasa'ﬁ., solamente

Pl2 " -g-" "
P‘.& " -g q "

R3pasa .ﬁn solamente



IIT)Dada cualquier par de rectas estas siempre se cortan.

En efecto:

‘£|$'£zse cortan en 2 £21£3se cortan en 3

T T 0
w0 w5 b e we
Togds 0w g Togder v g
O S
Lghe v .y Lagdeg 0 0 g
Lgden v gt w0y
Bgdan w0, o S S L .
Suder 0wt tgder e g
Logdue w0 Sagder v w3

-g-\ ‘{.g-nn " " 5 'g_z ?i‘an " "G
_gt 3‘3..3 1" 1" " 1

fangse cortan en 4 gqqfsse cortan en 5

Baeds v 0w Jagde v wqg
Baden 0w ey e g
p SYPR SRR 4 noog p PR S " nog
A T T T T
Fagdan 0w g Jaydon v wgg
fagdon 0w g Jugdan vy
T T O N

‘S.w-ﬁu ] " " 3 ‘&Aq'gn" " " 4
{3%‘3”'1 " " 4



'gs{?-e se cortan en 6

$sy3a o
%5 ¢3e
S5 ¢ 2
TR

I

-35 Q -s-n "
$sy Sy v

Sy Buse
'&1? 'gq "

Tivde o
Fag 3w
YRR
y SYIS N

iqw&wse
s \'f" "
30y v
%qqfw"

8uw£nse
%uqfﬂ"

1A

cortan en

(2]

cortan

1"

1"

1t

"

"

1A

1t

"

1A

cn

1"

1A

1"

cortan en

1

1"

11
9
9

11

11

13
11
11
13
13

10

13

13

12

ﬁsngse cortan en 7

r 333 "
$ey2a
Bey L n
r PRTE MY
£63£ﬂ”
2egdnn

‘ga.,'gqse
{eqﬁw "
ﬁsviu "
r PR N
RO

_g-loq‘gn se
‘&W?-glz "

-gW ‘i'gla "

2 diase

"

1A

1"

- 1t

"

"

1"

cortan en

1A

LA}

"

1"

1"

cortan en

"

A

1A

"

cortan en

12
10
10
12
12

6

12
12

11
3
1

13
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IV)_Existe cuatro puntos en el plano tales que tres de ellos no

estdn sobre la misma recta.

Considérense los puntos &1, 2, 3, 4}

En ¥, = 1,2,5,7} 1ef,,2¢e8,, 348, , 4¢3,
En §, = 2,3,6,8} 1¢8,,2¢%,, 3¢f, , 4¢3,
En 3, = {3,4,7,9)  1£%,2¢8,, 368, , 4¢3,

{

{

{ )

{ ,5,8,‘9} 1¢f4|,2¢£4 , 3¢f,, 1ed4

{5,6,9,11} 1¢8s,2¢8s , 348, , 4e 4,

{6,7,10,12) 148,288, , 3¢8., 4¢3,

En £, = {7,8,11,13} 148,243, 343, 44 2,

En $4 = {8,9,12,1} 1€8s,2¢8,, 3¢%,, 4¢ 24

En T4 {9,10,13,2} 1#34,268,, 348, 149,

En Jue {10,11,1,3} 1ef.,2¢ %, 3efn, 4¢3,

En L. {11,12,2,4} 1¢8.,2¢3,, 3¢%,, 41¢e2.
{12,13,3,5} 180,26 00, 3e 8, 4 &35,
{13,1,4,6} 1€, 28, 388, 4e 8,

i

En Ru

En &u

ES UN PLANO PROYECTIVO.
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EL CAMPO Z 2

Sea Z{-‘{O,l} un conjunto con dos elementos y con dos
operaciones ( +, e) llamadas suma y producto, dadas
por las siguientes tablas:

+lol1 ]| . e lo]|1
041011 ololo
1L ]oO ' Lot

Demostraremos que Zz(enteros médulo 2) e€on estas®
operaciones es un campo.

DEMOSTRACION:

Por demostrar que Zz‘-’{o,l} cumple con los seis pos-
tulados de campo.

I) POSTULADO DE CERRADURA DE LA SUMA.

Sean X,y € 7/2 = ‘(X+y)e Za

0+ 0-=0 1 +0 =1
0 +1 =1 1 +1 =20
cumple.



I') POSTULADO DE CERRADURA DEL PRODUCTO

Sean X,Y € Z, = K4 E.Zz

]

0 1.0 =0
-0 1.1 =0

. cumple.

II) POSTULADO CONMUTATIVO DE LA SUMA
i

Sean X, Y € 22 '=D K4+Y = Y4+R

0+1 =1 ' 1+ 0 =04+ 1

.. cumple.

ITI') POSTULADO CONMUTATIVO DEL PRODUCTO.

Sean X, Y € Z, => %9 =¥.%R

.- cumple.



III) POSTULADO ASOCIATIVO DE LA SUMA.

Sean X, Y,Z e 22 = (%-0-'1')4-2 ""-"“'(H“'%)
Se presentan 8 posibilidades:

000, o001, oO10, 100, 111, 110, 101, 011

Aqui para abreviar comprobamos solamente 2 casos los demi3s
son andlogos.

(0 +0) +1 =0+12=1 (L 4+ 1) +0=0+4+0=0
0O+ (0 +1) =04+ 1 a1 1+ (1 +0) =1+4+1=0

S, cumple.

III') POSTULADO ASOCIATIVO DEL PRODUCTO.

Sean X, Y, z'eZ2 = (X.Y) .z = X. (Y.2)

Se presentan los mismos 8 casos que en el postulado anteior,
abreviaremos en la misma forma.

(0.0) . 1 = 0.1 =0 (1.1).0 = 1.0 =0
0. (0.1) = 0.0 =0 1.(1.0) = 1.0 =0

J. cumple.



Iv) POSTULADO DISTRIBUTIVO.

Sea X,Y,2 € Zz => X (Y+32)
(Y+2) X

]

XY + X2Z

il

YX + 2X

Puesto que la multiplicacidn es conmutativa basta demostrar 1la

distributividad por un lado.

Probaremos 1la distributividad por 1la izquierda, se presentan -

los mismos '8 casos anteriores, pero probaremos sdlo dos.

0. (0 + 1) 0 (1)

il
o

I

1.(1 + 0)

]
—_
.
—_

Il
—_

0.0 + 0.1

0O+ 0

i
o

1.1 + 1.0

It
-
+
o

I

- . cumple

V) POSTULADO DEL IDENTICO DE LA SUMA

BOGZz)XQlXGZz, x+>o=o+x'=x

0 + 0
0 + 1

Il it
- O
+
o
il

.". cumple



V') POSTULADO DEL IDENTIDO DEL PRODUCTO.

31622>¥XEZQ'X'L="%=X

0.1 = 1.0

]
o

1.1 = 1.1

]
[a—

«e cumple.

VI) POSTULADO DEL INVERSO DE LA SUMA.

S4%6 Z, d -xe 7, > %+ (-X)=0

0+ 0 =0, -0 =20 (es decir el inverso aditivo de
0 es 0)
1+ 1 =0, -1 =1 (es decir el inverso aditivo '

de 1 &8s 1 )

.. cumple,

VI') POSTULADO DEL INVERSO DEL PRODUCTO.

\lxe Z, x=»o 4 X'eZ, ) ®xex'=1\

-}

Como 1.1 =1, 1 = 1

( es decir el inverso multiplicativo de 1 es 1)

.. ZZ; =[1,0} con las operaciones

(+,¢) es un campo.



EL

PLANO AFIN

SOBRE Zz

32



EL PLANO AFIN SOBRE Z 2

El conjuntol = {(x,y)/ xe7£,_ y ‘?€.7Lz} = Zz XZQ
producto cartesiano deZ 2 por si mismo consta de 4 elementos

que llameremos puntos; m&s adelante definiremos rectas en p Y

demostrxaremos que es un plano afin.

P
P

{(x,y)/ erz Y Y€Zz}

{(0,0),(0,1),(1,0), (1,1)}

Por comodidad y para seguir las ideas de la Geometrfa Analiti-

ca usual, representaremos estos 4 puntos como sigue:

(0,1) ©® ® (1,1) .

(0,0) g ® (1,0)

Zz xZ2

Llamaremos rectas a los conjuntos de puntos (x,y) en7./2 xZ 2

de la forma siguiente:

R - {(x,y) €22 x&2 [ ax+ibyic = 0 con a,b,c,€ & 2 § adby o}

Para seguir la nomenclatura de la Geometrfa Analftica, si b # 0

diremos que - es la pendiente de la recta.

ol

No perdamos de vista que lo que estamos llamando pendiente es -
a

solamente al elemento =~ 5

62’2 y Siempre y cuando b#0, es decir

vcuando b = 1



En el caso de que b = 0 simplemente diremos que las rectas son

verticales siguiendo 1la costumbre, ( o de pendiente infinito).
‘Estamos listos para obtener todas las rectas de 22 2 xZZ 2

Notas aclaratorias para el mejor entendimiento en la obtencidn
de las rectas de j? 2 X ZZ 2

+]1 0|1

Con referencia a la tabla de suma.

l 1 + 1 = 0 entonces el inverso de

P

1 es 1 es decir -1=1

1.-) RECTAS"HORIZONTALES"

Con pendiente igual a cero.

ax + by + ¢ =0
0x + 1y + 0 = 0 ; y =0
O0x + 1y + 1 =0 ; y = -1 y =1
. y =0
Por lo tanto las rectas horizontales son
y = 1
2.-) RECTAS"VERTICALES.
ax + by + ¢ =0
1x + 0y + 0 =0 ; x =0
ix + 0y + 1 =0 ; x = -1 ; x =1
P X =0
Por lo tanto las rectas vertichales son-
X = 1

34



3.-) Con pendiente igual a uno:

ax + by + c

Ix +1y +0=0 ; y=-1x ; y-=x

Ix + 1y +1 =0 ; y = -1 x-1 ; y = 1Ix + 1

Por lo tanto las rectas con pendiente uno son Y =X
Y = X+1

En conclusic’mZ 2 xZ 2 consta de cuatro puntos, y de

seis rectas.
Mostremos ahora las rectas y sus puntos respectivos. .

1) RECTAS HORIZONTALES:

(0,0) (1,0)

]

0 consta de los puntos (0,0) , (1,0)

1 consta de los puntos (0,1) , (1,1)

Las rayas punteadas sdlo sirven para no perder de vista los

dos puntos ‘'I= de los cuales consta cada recta.
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2.) LAS RECTAS VERTICALES:

X =0 consta de los puntos . (0,0) , (0,1)

x - 1 ” " n 1 1] (1,0) ’ (1,1)

‘UO,1) : 1‘(1,”

|
|
|
|
*0,0) ®1,0

3.) LAS RECTAS CON PENDIENTE UNO:

x Consta de los puntos (0,0) -, (1,1)

v
li

y - X+1 " " " n (0’1) ' (1'0)

(0,1 (1,1)
‘f\\\ A
N
/ \

"ada una de las rectas de este plano consta de dos puntos.



SOBREPONIENDO TODAS LAS RECTAS OBTENEMOS EL PLANO 2? 2

CON SUS PUNTOS Y SUS RECTAS.

Dos rectas

es
es

es

RECORDEMOS

(0,1)

y=1 (1,1)

xZZ 2

[z. =

se llaman paralelas si no se intersectan por lo tanto:

paralela a X=1 porgque no tienen ninglin punto en comiin

paralela a Y=1

paralela a Y=x+1 " " " " " " "

LOS AXIOMAS DEL PLANO AFIN:

D
I1)
II1)

IV)
V)

Por dos punto pasa una recta.
Esta recta es tnica. -
Toda recta tiene al menos dos punto.

Existen al menos tres puntos no colineales.
Dada una recta L y un punto. P ¢.Q. existe una
l' tal que i) P el
| indnl'= g

regta

Q: es ﬁniga.




Para demostrar quez 2 xZ 2 es efectivamente un plano afin,

tenemos que comprobar que se cumplen los seis axiomas anteriores.

Por demostrar que Z 2 xZ 2 con sus puntos y sus rectas es un

plano afin.

DEMOSTRACION:

Seap y R el conjunto de bPuntos y rectas recpectivamente en

22 xZ:2

P

{(o,m , (0,1) , (1,0) , 1,1,>}

R ={(O,’O) ’ (1,0)},[(0,1) ' (1,1)} ,{(0,0),(0,1)},{(1,0), (1,1)}
{(0,0), (1,1)}: {(0:1), (1:0)}

’ara facilitar la verificacién de los axiomas, bauticemos a los -

>untos y a las rectas.

(OIO)= P| (0, 0)1(110)} f {(0 0)1(0 1)}=f3
(011)= Pz
(1,0)= P, (0, 1),(1,1)} 3, {(1,0),(1, }=f4

(1,1)= P,

L
[
R
[l v -1,
o} R={£.,f1,f3,f.,f5,fa}
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VERIFICACION:

AN EARAES
Rl M R 3 TABLA
i3 WIN 3 DE
Py | W R R INCIDENCIA.
Py ) NN .

I) Axiomas: Por dos puntos pasa una recta.

IT)Axiomas: Esta recta es dnica.

DEMOSTRACION: Dados P, , P p
y solamente en
P,€ 2, 3

Dados P, , P i
solamente en
P36'£| Y . '

pados P, , P P.efs _£
y solamente en &g

olamente en f
pef, Y oo ¢

Dados PZ > P4
solamente

pados Py , P4

|
{
|
bados B, , P, {p, e
|
[

solamente
€ iq Y

cumple ’



III) Axiomas: toda recta tiene al menos dos puntos:

DEMOSTRACION: ﬁ. =§P, R Pa}g4= { P5 , lz}

i, ={P,, g} $s- {P, : PA
3 ={P'f P=} f“‘ll’z’ Pa}

cumple

IV) Axiomas: Existen al menos tres puntos no colineales.

DEMOSTRACION: Los ~puntos‘P, » P, Pa no son colineales, pues

no hay rectas con mads de dos puntos.

cumple

V) Axioma: Dada una rectap_ y un punto P¢.p_ existe una recta
’ ’
l tal que: 1i) P e 3

in An =g

l'
V ) Axioma: - es QUnica.

P}por P2 pasa £g// il
3
por Py pasa %, // &,

Sea fz ={Pz’ P;} por P pasa &, // fz
por P, pasa -£. /73,

Sea .£3 = {P| s Pz} por P; pasa fq // f’;
por P, pasa 3, // 1,

DEMOSTRACION: Sea £| = {P,

Sea fz, = {p , 1)4} por P, p:asa -£3~ // iq
: ‘por p_ Ppasa ﬁa // "g,q




‘i por P2 pasa f‘ // is
Sea ) ={P| ’ 134} por P‘5 pasa ‘ig // is

i por P, pasa fs // £¢
Sea ¢ ={Pz: P, por P, pasa ﬁs // f;

En cada caso existe una Y a lo mds una paralela que pasa por
el punto exterior a la recta dada.

ZZ XZZ con sus puntos y sus rectas es un

plano afin,.
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EL PLANO PROYECTIVO SOBRE Z 2

Podemos extender el plano afin.2?2 x.Z? 2 a un plano pro-
yectivo al cual le llamaremos "EL PLANO PROYECTIVO SOBRE‘Z?zﬂH
este nuevo plano debera cumplir con los axiomas de plano proyec-

tivo, es decir, con los tres primeros axiomas del plano afin y

adema@s con los dos siguientes:

a) Axiomas: Dadas dos rectas estas siempre se cortan.

b) Axiomas: Existen cuatro puntos en el plano tales que cua-

lesquiera tres de ellos no estidn sobre la misma
recta.

Necesitamos provocar que dos rectas cualesquiera siempre se
corten, En el caso de no ser rectas paralelas no hay problema -
porque siempre tendr&n un punto en comfin, pero équé hacer para -
cuando tengamos dos rectas paralelas? necesitamos que se inter-= .
secten, para lograr que esto pase vamos a agrégar *un puntoal in-
finito" para cada familia de rectas paralelas que tengamos y de

esta forma cumplir con nuestro axioma "a®.
Agregemos un punto alinfinito para cada conjunto de rectas parale-
las.

1.-)
(0,1 y=1 (1,1)

(0,0) (1,0)
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(0,1) (1,1)

(0,1)

y=x+1

Demostremos ahora que se cumple el axioma "b"

Axioma b) Existen cuatro. puntos en el plano tales que cualesqui-

era tres de ellos no estidn sobre la misma recta.

DEMOSTRACION:

Sea p, (o,0) , P

2

(1,00 , Py(o,1) , B (1,1

los cuatro puntos del plano.
Por demostrar: que cualesquiera tres de ellos no estan sobre la

misma recta.

Recta £| t Y P|¢£| ' Pz¢£u P3€£| + Pa ei\
Recta i?. : Y = 0 P.Efz ’ Pz€£zl Pséle Pq¢£z -
P.€.£3 ’ Pz¢£5: P3€£31 P4€'£3 .

»

il
—

I
(@)

Recta fs : X

. b4



Rectas ‘gq: X 1 P‘e£4 » Py G',f,, > P5¢'£4 » Py €£4

X P.Sis ’ P2¢£5 ’ P3¢£5 ’ Pdefs

Rectas fc: Y=X+1 Pl¢£¢_ y Pye fc , P;qu, , P4¢£6

Rectas £5'~ Y

Se satisface el axioma '"b"

Sobreponiendo todas las rectas junto con los puntos al infinito

queda la siguiente figura.

I,

[ EL PROYECTIVO SOBRE Z. 2
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Con un total de siete puntos: cuatro anteriores del plano afin

Yy tres al infinito.

Con un total de siete rectas: seis anteriores las del plano afin

ahora con un punto mis cada una de ellas y la recta la infinito.

La tabla de incidencia de este plano proyectivo es la siguiente.

.gl -K'z ﬁs {4 £5 -fg f:
P | W » R

L hodl R * TABLA DE INCIDENCIA
Py | B A R

P, n % i‘ DEL PLANO PROYECTIVO
AR IR R

Pe RIR| R
Py AR )

Queremos hacer ver el isomorfismo existente entre el plano pro-
vectivo sobre 2?2 Yy el ejemplo niimero uno de planos proyecti-

vos. Hagamos pues una correspondencia entre los puntos del - -
plano proyectivo sobre Z 2 y los del ejemplo. Analogamente con

las rectas.

P, = (0,0) 3, - {(0,0),(1,0), .}
P, = (0,1) L= {o,n,0,n, 1}
P, = (1,0) ¥y = [ 0,00,00,1), 1
B, = (1,1) W-T0,0,0,0, 1
B =1, = {0,0,0,0, 1}
B, = I, 3= { 0,n,0,0, 1
Py = I, i1= {3:I| » Iy 13}

i j i demostrar
De esta forma mediante el ejemplo mencionado podemos
en forma indirecta que en Z2 2 x Z 2 se cumplen todos los --

axiomas para ser un plano proyectivo.
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Por demostrar que Zi 3 es un campo.

£ 3

= {0,1;2} enteros mddulo tres con las operaciones ( +, *)

tabla de

Suma

+ 0] 1

2

0160 1

2

1 1 2

0

2 210

1

S S

tabla de producto
* {0 1 2

0O0jo0o}o0]oO0

1 0 1 2

21012 1

Vamos a probar si 223 = {0,1,2} con las operaciones (+,*) cum-

Ple con los seis postulados de campo.

1.-)

27.-)

Cerradura de la suma:

0 +0 =0
0+ 1 = 1
0 + 2 = 2

0] 0 =0
0 . 1 =20
0] 2 =0

Conmutativo

O+ 1 =1+
0+ 2 = 2 +
0O+ 0 =0 +

Sea x, yﬁijz 3 => X

0 =1 2 + 0 =
1 = 2 2 + 1 =
2 =0 2 + 2 =

Sea X,YGZB = X
O =0 2 . 0 =
2 = 2 2 . 2 =

Conmutativo del producto: Sea X , Y € 2?3

+ Y EEZZB
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3.-) Asociativo de la suma:

Sea X , Y Ee/Z3 = (X +Y) +EZ=X+ (Y +2)

(0O + 1) + 2 = (1) + 2 =0 (2 + 1) + 2 =0 + 2 = 2
O+(1 + 2) = 0 + 0 = 0O 2 + (1T 4+ 2)= 2 + 0 = 2

37.~) Asociativo del producto:

Sea X , Y,2e /3 = (X.¥ .Z =%.(y .2)

1) L 2=2 . 2 =1
O . (1 . 2) =0.2=0 2 (1 .02y =2, 2 =1

(0. 1) . 2=0.2=0 (2

4.-) Distributivo: Sea X , Y,‘Z-G.Z3 = X (Y +3)= XY + XZ

(Y + &) X=YX + X

0(1 + 2) =0 (1)

fl
o

(1 + 2) 2 = (0) (2) =0

0.1 + 0.2= 0 + O 1 . 2+ 2.2= 2 + 1 =0

It
(@]

5.-) Idéntico aditivo: 4§ g st) Q xe /£, ,X+0 = 0+X = X
0+ 0=0+0=0
0O+ 1 =1+0 =1 .
O+ 2 =24+ 0= 2

57.~) Idéntico del producto: 3|€ZB) \q[xg7[3’x.1 = 1.X = X

0.1 =1 .0=0
1.1 =1 .1 =1
1.2 =1 . 2 =2

6.-) Inverso de la suma: \‘xezalg —xez?‘ ) X+ =X =20

0+ 0 =0
1+ 2 =0
2+ 1 =0

-

6°.-) Inverso del producto: x{’)(e 7[3‘ X#0 ] KE 23 9 X.X

.1 =1
2 .2 =1

) ZB ={O,‘l,2} con las operaciones (+, °®) es un campo.

49



05

£ Z  0S
OAILIIA0Yd ONYId 713
A
© 7 oS

NIJY ONYId 13



EL PLANO AFIN SOBRE Z 3

Z 3 ={O, 1, 2} con las operaciones ( '+, ®) es un campo.

Con el campoZ 3 vamos a construir un plano afin de la -
misma forma que. lo hacemos en Geometria Analitica, en donde -

el conjunto de puntos de nuestro plano afin serid finito

(P ={(o,o), (0,1, (0,2), (1,0}, (1,1), (1,2), (2,0),(2,1),

(2,2)}

Con esta forma nos queda el plano afin Z 3 xZ 3 que - --

consta unicamente de nueve puntos:

G) ={(x,y)/ er3 % YG.Z3}

* * *

(0,2) (1,2) (2,2)

* * *

(0,1) (1,1) (2,1) N
* * *

(0,0) (1,0) (2,0

ZB XZ3

Ya habiendo determinado la forma y el niimero exacto de --

los puntos de Z 3 x Z 3, definiremos las rectas:

Se llama recta al conjunto de parejas (X,Y) enZ 3 x Z 3

que cumplen con ax + by + ¢ = 0]

Con a,b,c, € Z. 3 y a,b no ambos cero con pendiente --

a
a 0
b (b # 0)
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@={(x,¥)_GZ3x'Z3/ax+by+c=o}

Observemos que lo que llamaremos "pendiente" es s6lo el elemen-

to G ZZ 3 siempre y cuando b # O ‘por tanto b = 1 6 b = 2.

-a
b

Si b = 0, en este caso diremos simplemente que las rectas

son verticales.

Procedamos mediante la definicidén a obtener el conjunto de

rectas gue estdn contenidas en ;Z 3 x 2! 3

1.-) Rectas Horizontales:

Con pendiente igual a cero.

0X + 1¥ + 0 = 0 ; Y =0
o0X + 1Yy + 1 =0 : Y = -1 i Y = 2
0X + 1Y + 2 =0 ; Y = =2 ; y =1
OX + 2Y + 0 =0 ; Y =0
0X + 2¥y + 1 =0 ; Y =+=1 ; Y =1
2
OX + 2Y + 2 =0 ; Y =-2 5 Y =-1 ;Y =2
2
. = 0
Por tanto las rectas horizontales son:
= 1
= 2
2.-) Rectas
con pendiente igual a uno.
ax + by + ¢ =0
1x + 2y + 0 =0 ; X + 2y =0 ; 2Y = =X ; Y= -1X; Y =
2
1X + 2Y + 1 = 0 ; 2Y= - X - 1 7 Y = —l X-1;Y=XH+ 1
2 2
1X + 2Y + 2 =0 ; 2Y = -X -2 ; Yy = -1 x " 2 ; Y = X + 2
' 2 2

52



Por tanto las rectas con pendiente uno son: Y = X

3.-) Rectas con pendiente igual a dos:

o'l

1X + 1Y + 0 = 0

Y = -1%; Y = 2X
1X + 1Y + 1 = 0 ; Y = -1 -1X ;Y
1X + 1Y + 2 = 0. ; Y = -2 -1X s Y

Por tanto las rectas con pendiente dos son:

4.~) Rectas verticales:

ax + by + ¢ = 0 m = -

1X + 0y + O

It
(@]
=

i
(@]

1X + 0Y + 1 = 0 ; = -1 =
1X + 0Y + 2 = 0O ; = -2 ; X =

Por tanto las rectas verticales sont-

En Z 3 x Z 3 existen 12 rectas cada una

y solamente tres.

Comprobemos y mostremos que cada recta consta de tres y -

solamente tres puntos.-

1.-) Rectas Horizontales:

Y 0 consta de los puntos (0,0),
Y — 1 " " n n (0,1),

= 2 " " .‘ll " (0’2)’

1

X + 1

Y = X + 2

= 2X + 2
= 2X + 1
Y = 2X
Y = 2X + 1
Y = 2X + 2
2
1
X = 0
X = 1
X = 2

contiene tres puntos

(1,00, (2,0)
(1,1)y, (2,1)
(1,2), (2,2)
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(0,2) (1,2) (2,2) ¥ =2

(0,1) (1,1) (2,1) 4

]
—

(0,0) (1,0) (2,0) Y

]
(@]

Las rayas punteadas s&lo nos sirven bPara no perder de vista los

tres puntos de los cuales consta 1la recta.

2.-) Las rectas con pendiente igual a uno:

¥ = X = ~ Consta de los puntos (0,0), (1,1)y, (2,2)
Y = X + 1 " " u " (0’1), (1,2), (2,0)
Y = X + 2 " 1] " " (0,2), (1,0)’ (2,1)
s T~
. v \
* ¥* *
(0,2) » (1,2) 7 (2,2) -
d .
e v
*(0,1) o (1,1 - (2,1)
7 d
e
'// v {
(0,0) (1,0) (2,0)
3.-) Las rectas con pendiente igual a dos:
Y = 2X consta de los puntos (0,0), (1,2), (2,1)
Yy = 2X + 1 " " " " (0’1), (1,0)’ (2’2)
Y = 2X + 2 " v " (0,2, (1,1, (2,0)
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v\
. . * ’
/ (0,2). {1,2) (2,2)
\ ~ AN
~ ~
* A i
N (0,1) 1,1 (2,1) g
AN
~ AN
\ AN

% *
(0,0) (1,0) (2,0)

4.-) Las rectas verticales:

X = 0 consta de los puntos (0,0), (0,1), (0,2)
= 1 1] L] " " (1'0)' (1'1)' (1'2)
X = 2 " n n 1] (2'0)' (2"1)' (2’2)
* # ¥
(0,2) 1(1,2) j(2,2)
' l ‘
' | i
§ | !
* * FR N
(0,1) STz
!
[ i
{
. ) !
(0,0) (1,0) (2,0)

Sobreponiendo todas las rectas obtenemos el plano afinZBx Z 3

- N - T
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Antes de continuar verifiquemos que efectivamente Za>*zﬁ

cumple con los seis axiomas para ser un plano afin.

DEMOSTRACION:

Por demostra_r que Z 3 XZ3 con sus puntos/y sus rectas
es un plano afin.

6) = &(O,O),(1,0),(2,0),(0,1),(1,1),(2,1),(0,2),(1,2),(2,2)}

@={(P1IP2IP3IP4 P6’P7’P8’P}

®={{(O’O)’(1,O)’(2’O) [ ,1),(1,1),(2,1) ,{O 2),(1 2),(2 2)}

(-

(0,0),(1,1),(2,2

—

l{(or ,(1,2),(2,0

(L)

{(o 2),<1,0),<2,1)}

{(0,1),(1,1) ,(2,0)}

,%2 0),(2,1),(2,2J

—

Ii( 1)](1 0)1(2,2

| W

(0,0),(0,1),(0,2)

{(0,0),(1,2),(2,

,& 1,0),(1,1),01,2)

—
S’

>,

ﬁ
o
4

g3

-
[«




I) Axioma: por dos puntos pasa una recta:

II) Axioma: por dos puntos pasa una y sdlo una recta:

Demostracidn:

Dados (P1 ; Pé)e’ﬁ. Yy solamente en &.
" ~ (P1 ’ P2) e £' n n n i‘
o (P1 , P3) c -g. " " " ’S.,
|.' (P1 ’ P4) e i‘o " " ”n &'0
" - (p , P )e ‘gq " " " '3_4

1 5
" (P1 , PG) € £1 " " " &1
" (P1 ' P7) (& 8‘10 " " " f-m
" (P1 ’ P8) e i.‘ " " " &1
" (P1 , Pg) G.'£4 " n " ’£4
" (P2 , P3) & ‘g_' " " " ﬁ‘
" (PZ ’ P4) e ‘gg " " n :28
" (P2 ’ PS) G &u " " " '£“
(P, s PO R, ; T
" (P2 ’ P.7) & £(, " " " ‘S'G
" (P2 r P8) € £ non " " ‘£“
7" (P2 ’ Pg)e -£B " 1] " T_ge
" (P3 ’ P4) (S 'is n " " '£5
" (P3 ’ PS)G_ £C| » " " _f_q
" (P3 ’ P6) c &\2 " 1 " &IZ
" (P3 ’ P7) (3 j)\q " " " 'S_q
" (P3 ? P8)C-; ‘3'5 " " " _3‘5
" (p 3 ! P9) S X‘z " " " ‘g_ .
" (P4 ’ PS)G &2 " " n &2
" (P4 ’ PG)G, £2 " " " ‘S‘Z.
" (P4 ’ P—]) (= £|° " " " &no
" (P , P )G_ & " " " £5
4 8 5
" (P , P ) e ‘g‘% " " " ’S_B
4 9
W (P. s P)e By o . T
5 6
Woo(PL s P e $a . w fa
5 7
" (P , P )G.. &l! n " " ‘\g-u
5 8
n (PS ’ Pg)é_ £4 " n " ‘S-A



(p
" (P
" (p
" (p
" (P

[0 0 B e B * ) T o) Yo )

" (P

III) Axioma:

14

14

’

14

14

14

P

P

P

P

P
P

Cualguier recta

) e £G,
)e:ﬁq
) e inz
)e‘f_3

Ye 3,
)G.‘ga

O O 0 W o

ac Q , contiene

Yy solamente en .ie

e
p o

3

" " "

" " "

o o 3o
[

v

por lo menos dos

puntos.

Todas las rectas contienen tres puntos, entonces cumplen

con el axioma.

IV) Axioma: Existen tres puntos que no pertenecen a una misma

recta:
——————

Demostracidn

3 Py Py £ 2
Pys Pse;‘f,_; P3¢‘£z

Py r Py Py 1,

P5 & £4 H P3,P4 ¢.—£4

Pys P4e£5 P Py ¢ Le
P3, P4, P5 G.f@

P, P, Pg & &1

Py P5¢ £8 , P4e'£a
Py, P €£q P4¢‘fq
Py Psgé L P, s To
Py P4¢’_£\. Pséﬁu



V) Axioma: Si tenemos una recta y un punto exterior a esta, se

puede pasar por este una recta paralela a la recta

dada.

VI) Axioma: Si tememos una recta y un punto exterior a esta, no

se puede pasar por este mas de una paralela a la - -

recta dada.

Demostracidn: Sea

P P
or 4
P P
or 5
Po P
' %e
Por P1
P
Por 5
Por P
3
r P
Po 1
Por P
2
Por P
3
P
Por 5
P
Por 3
P
Por 4
P
Por 1
P
Por 2
Por PS

E3 CAP

pasa fz// i,. Por
pasalﬁz // i. . por
pasa iz /7 i. . por

Sea'g.Z ={P4 r P

pasa i. // fz . por

5 [ 4

pasa i. // iz . por
pasa ',f, //i?_ . por

Sea £3 ={]?7 r P

pasa i.// ia . por
pasa d, // 3, - por

8 [ 4

pasa &,// £3 . por

Sea iq = {P1 ¢ P ’

pasa fe// iq . por
pasa £5// iq . por

pasa // . pbor

Sea i5={P3 r P ’
pasa‘fa// fs - por

pasa'ﬁe//'ﬁs . por
pasa ﬁ[\// ﬁs . por

pasa
pasa

pasa

pasa
pasa

pasa

pasa
pasa

pasa

pasa
pasa

pasa

£./71,
2, %,
2,7/ 3,

../ 3,
2,77 3%,
8,77 %,

£,/ 3%,
Y078,
.73,

i(, // fq
£.77 3.
1.7/ 3,

2.7 3%
£.77 8.
iq /7 is
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Observamos que la paralela queé encontramos para cada punto

es @nica ( recordemos que paralelas quiere decir no tener bpuntos
"
en comin) .-

Podiamos seguir comprobando rero con la idea que nos mues-
tran las cinco primeras rectas, el lector puede terminar la - -
comprobacidn si dificultad alguna.

Como se ha demostrado que 2Z 3'x:Z 3 con sus puntos Yy sus

rectas cumplen con los seis axioma:

o .. 2{ 3 ><2Z 3 es un plano afin.

Podemos ahora extender el plano afin 3 x 3 y poder - -
tener un plano broyectivo, al cual le llamaremos "PLANO PROYEC-
TIVO SOBRE:Z 3", este plano. deberi satisfacer con los tres pri-

meros axiomas del plano afin Yy con los dos siguientes.

a) Axioma

Dadas dos‘£ectas estas Siempre se intersecan -

€n un punto.

b) Axioma ; Existen cuatro puntos en el plano tales que --

Cualesquiera tres de ellos no estin sobre una

misma recta.

Por tanto necesitamos conseguir que dos rectas cualesquie-

ra, siempre tengan un punto en com@in. Cuando las rectas no son
-
paralelas forzosamente tienen por 1o menos un punto en comGn. -

éCdmo logramos que esto se cumpla, cuando las rectas son parale

las?z.

Para lograr gue esto pase vamos a agregar "un punto al in-
finito" por cada familia de rectas paralelas que tengamos y de

esta forma cumplimos con el axioma (a).

Es decir agreguemos un punto al infinito por cada grupo de

rectas con igual pendiente.
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Rectas horizontales:

1).

\ .
=

~

2
~

Ya
———
w—— -k ¥ 1= ~

Rectas verticales.

2)

B ol S
S e —dmmk——4
o~

K= |

3)

Rectas con pendiente iyual a uno:

/N
AT N
AR
N //.///
N * * : 4
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4). Rectas con pendiente.igual a dos:

Sobreponiendo todas las rectas con los puntos al infinito queda

la siguiente figua:




Con un total de trece rectas, doce anteriores del plano afin y
la recta al infinito. Consideramos la unién de los puntos al
infinito como una recta ( con objeto de que se sigan cumplien-

do los axiomas I y II), y la llamamos la recta al infinito.

Con un total de trece puntos, nueve puntos anteriores del pla-

no afin y cuatro puntos al infinito.
De esta manera obtenemos:

EL PLANO PROYECTIVO SOBRE Z 3
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EL CAMPO : 5

L= 4

Sea :Z:S = {0,1,2,3{4:} un conjunto con cuatro elementos,

y con dos operaciones (+,°), llamadas suma y producto.

Demostraremos que ZS (enteros médulo 5) es un campo con -

las operaciones de (+,°).

o |1]2 3T4_] *Jo[1]2]3]4]

010(1}12}13]4 0Ojojofjojofj]o

111412131410 1101112 ]13])4

2 ‘2 3141011 210121411 1|3

313141011142 3101311142

afalol1]2]3 4 lolaf3zlz]1l
Tabla de suma Tabla de producto

Demostracion:

Por demostrar quez 5= ‘0,1,2,3,4} cumple con los seis --.
postulados de campo.

I) Postulado de cerradura de la guma:

Sean x,ye_ZS => (x+y) € Z 5

0+1 = 1 1+1 = 2 2+1 = 3 3+1 = 4 4+1 = 0

0+2 = 2 1+2 = 3 242 = 4 3+2 =0 4+2 = 1

0+3 = 3 1+3 = 4. 243 =0 3+3 = 1 4+3 = 2

0+4 = 4 1+4 = 0 2+4 = 1 344 = 2 4+4 = 3
cumple

65



L4
I') POSTULADOS DE CERRADURA DEL PRODUCTO:

sean x,ye Zs = (x.¥)e Z 5

0.1 = 0~ 1.1 =1 2.1 = 3.1 = 3
0.2 =0 1.2 = 2 2.2 = 4 3.2 =1
.3 =0 1. = 3 2.3 =1 3.3 = 4
0.4 =0 1.4 = 4 2.4 = 3 3.4 = 2
<. cumple
II) POSTULADO CONMUTATIVO DE LA SUMA:
Sean X,Y en Z 5 =p X+Y = Y+X
0+1 = 140 = 1 1+1 = 1+1 = 2 2+2 = 2+2
0+2 = 240 = 2 1+42 = 241 = 3 2+3 = 342
0+3 = 340 = 3 143 = 3+1 = 4 244 = 4+2
0+4 = 440 = 4 1+4 = 44+1 = 0 3+3 = 343
3+4 = 4+3
N cumple
ITI ) POSTULADO CONMUTATIVO DEL PRODUCTO:
Sean X,Y en 2? 5 X ®*Y =Y *® X
0.1 = 1.0 =0 1.1 = 1.1 =1 2.2 =
.2 =2.0 =20 1.2 = 2.1 = 2 2.3 =
0.3 = 3.0 =0 1.3 = 3.1 = 3 2.4 =
0.4 = 4.0 =0 1.4 = 4,1 =4 .3 =
3.4 =

I
N Wb

I It i it
N W =

il



III) POSTULADO ASOCIATIVO DE LA SUMA:

Sean X,Y,_ZG_ZS = (x+Y) + 2 = X + (Y+2Z)

Ejemplos:
(3+2) + 4 = 0 + 4 = 4 1+ (344) =1 + 2 =
3+ (2+4) = 3 4+ 1 = 4 (1+43) 44 = 4 + 4 =

III') POSTULADO ASOCIATIVO DE LA MULTIPLICACION:

Sean X, Y,ZGZS={>(X.Y,).Z = X. (¥Y.Z)
(3.2) . 4 =1 ., 4 =4 1. (3.4) =1 . 2 =
3. (2.4) =3 ., 3 =4 (1.3) .4 =3 . 4 =

IV) POSTULADO DISTRIBUTIVO:

Sean X,Y,Z & ZZ 5 = X ( Y+ 2Z) = Xy + XZ

( Y+Z)X= YX +2X

Ejemplos:
3 (4+42) =3 . 1 =3 2. (342) =2 . 0=0
3.4+3.2 = 2 + 1 = 3 2.3 + 2.2= 1 + 4 =0
V) POSTULADO DEL IDENTICO DE LA SUMA:
30e25954xezs,x+0=0+x=x
O+ 1t=14+0 =1 0O+ 3 =3+0=3
0+ 2 =2+ 0 = 2 0 + 4 =4+ 0=14

.. cumple



1 4
V ) POSTULADO DEL IDENTICO DEL PRODUCTO:

31€ZS§\4erS, X .1=1.%-=x

.. cumple

VI) POSTULADQO DEL INVERSO DE LA SUMA:

x-eZS)\JXeZA, ' X + -X

4 - -0
0 +0=0 2 +3 =0 4 + 1 =0
1 + 4 =0 3+ 2 =0

.. cumple

VI') POSTULADO DEL INVERSO DEL PRODUCTO:

%XGZS,X#O E X'G.ZS>sx.x’=1

.. cumple

2 5 = {0,1,2,3,4} con las operaciones

de (+,s) es un campo.

En los parrafos anteriores y en este, hemos comprobado directa-
mente que ZZ, z 3, yZ 5 son campos.

Para demostrar que 2&>con "p" primo arbitrario, es un campo es-
te tipo de demostracid- directa ya no es posible: sin embargo -

la demostracidn algebraica no es larga. Aqui la omitiremos.
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El Plano Afin sobreZ 5 :

Al conjunto@= {(X,Y)/ erS y YC—:Z 5} destzs

producto cartesiano de Z 5 por si mismo consta de 25 elementos
que. llamaremos puntos. MA&s adelante definiremos rectas en GD y

demostraremos que es un plano afin.

P - {(x,y)/ xeds y yeZs}

P ={(0,0), (1,0, (2,0), (3,0), (4,0), 0,1, (1,1, (2,1),
(3,1, (4,1, (0,2), (1,2), (2,2), (3,2), (4,2), (0,3),

(113)r (2,3), (3I3)I (4I3)I (0,4), (1I4)I (2I4)I (3I4)l

(4,4)}

Por comodidad y para seguir las ideas de la Geometria Ana-

litica usual, representaremos estos 25 puntos como sigue:

*(0,4) *(1,4) *(2,4) *(3,4) *(4,4)
*(0,3) *(1,3) *(2,3) *(3,3) *(4,3)
*(0,2) *(1,2) *(2,2) *(3,2) *(4,2) Zs x Zs
*(0,1) *(1,1) *(2,1) *(3,.M) *(4,1)
*(0,0) *(1,0) *(2,0) *(3,0) *(4,0)

Llamaremos rectas a los conjuntos de puntos (x,y) en Zs x7/5 de

la forma siguiente:

R= { (x,y) € ZS xZS/ax+by+c=O, a,b,c,EZ 5, adéb #o0

/0



Para seguir la nomenglatura de la Geometria Analitica, si b # 0

s a .
diremos que - 5 es la pendiente de la recta.

No perdamos de vista que 1lo que estamos llamando pendiente

es solamente al elemento - g-e 2? 5, siempre y cuando b # 0, es
decir cuando b = 1 §b =2 &b =3 & b = 4.

En el caso de que b = 0 simplemente diremos gue las rectas

son verticales siguiendo la costumbre ( o de pendiente infinito) .

Estamos listos para obtener todas las rectas de 2?'5 x.Z? 5

Notas aclaratorias para la mejor comprensidén en la obten- -
cidn de las rectas de Z 5 XZS

+ 0] 1 2 3 4

. . . s -
En las rectas vamos a sustituir valores; la explicacidn 1la

hacemos en seguida refiriéndonos a la tabla anterior.

1+ 4 =20 entonces el inverso de 1 es 4, es decir -1=4
3+ 2 =0 entonces ei inverso de 3 es 2, es decir -3=2
2 + 3 =20 entonces el inverso de 2 es 3, es decir -2=3
4 + 1 =0 entonces el inverso de 4 es L, es decir -4=

1) Rectas Horizontales: con pendiente igual a cero.

ax + by + ¢ = 0

0X + 1y + 0 =0 ; y =0

OX + 1y + 1 =0 ; y = -1 ; = 4
+2=0 ; §y=-2 ; = 3

0X + 1y

/1



OX + 1y + 3 =0 ; Y = -3

0X+1y+4=0;y='_4

.
r

.
!

y
y

Por lo tanto las rectas horizontales son:

2) Rectas con pendiente iqgual a uno:

3)

ax

ax + by + ¢ =0

4x + 1y + 0 = 0 ; y = -4x ;
4 + 1y + 3 =0 ; y = -4x-3
4dx + 1Y + 1 = 0 ; y = —-4x-1
4x + 1Y + 2 =0 ; y = -4x%-2
4x + 1Y + 4 = 0 ; y = ~4x-4

Por 1lo tanto las rectas con

pendiente igual a uno son:

~

~

-

y:

K OK KX
i

]

Rectas con pendiente igual a dos:

+ by +c=0

+ 2y + 0 =0 ; 2Y = -X ; Y =
+ 2y + 1 =0 ; 2y = =X-1; y
+ 2y + 2 =0 ; 2y = =X-2; ¥y
+ 2y + 3 =0 ; 2y = -X-3; y
+ 2y + 4 =0 ; 2y = -x-4; y

1
o=

= N

—
KoK KK

X

+ + + o+
w N

—_

—

oy vjw who N5

KoK oK oK K

~ ~e ~

~

<

2

<

<

Nl ol ol N

oW N

4
— . = +
5 i Y 2x+2
1; y=2x+4

%; y=2x+1

2 ; y=2x+3
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Por lo tanto las rectas con pendiente dos son y = 2x
Y = 2x + 1
1Y = 2x + 2
Y = 2x + 3
. Y = 2x + 4

4) Rectas con pendiente igual a tres:

ax + by + ¢ = 0

2x + vy + 0 =0 ;Y = -2 ; Y = 3x

2x + y + 1 =0 ; ¥ = -2%x-1 ; ¥ = 3x + 4
2x + vy + 2 =0 ; ¥ = -2x-2 ; Y = 3x + 3
2x + y + 3 =0 ; ¥ = -2%x-3 ; Y = 3x + 2
2x + vy + 4 =0 ; ¥ = -2%x-4 ; ¥ = 3x + 1

Por lo tanto las rectas con pendiente igual a tres son rY= 3x
= 3x+1
1 = 3x+2
= 3x+3
) LY= 3x+4
5) Rectas con pendientes igual a cuatro:
ax + by + ¢ = 0
4x + 4y + 0 = 0 ; 4y = - 4x ; y = - % X ;3 y=-X;y= 4x
4 + 4y + 1 = 0 ; 4y= -4x-1 ; y= - % X - % ; y= =X + % 7 Y= 4x+1
4 + 4y + 2 = 0 ; 4y= -4X-2 ; y= - % X - % ; Y= -X + % ; Y= 4x+2
4x + 4y + 3 = 0 ; 4y= -4%-3 ; y= - % X - % ;Y= -X + % ;Y= 4x+3
4x + 4y + 4 = 0 ; 4y= -4X-4 ; y= - % X - % 7 Y= —-X-1 7 Y= 4x+4
¢
Por lo tanto las rectas con pendiente cuatro son Y = 4x
Y = 4x + 1
*Y = 4x + 2
Y = 4x + 3
l} = 4x + 4
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6) Rectas verticales:

ax + by + ¢ =0
1x + 0y + 0 =0 ; X =0
1x + Oy + 1 = 0 ; X = -1 ; X = 4
1x + Oy + 2 = 0 ; = -2 ; X = 3
1x+0y+3=0;X=—3;X=2
1x+0y+4=0;X=-—4;X=1
(x = o
Por lo tanto las rectas verticales son: X = 1
{ X = 2
X = 3
X = 4
.

EnZS XZS existen 30 rectas.

Procedamos a mostrar que cada recta consta de cinco Yy solamente

cinco puntos.

1.) Rectas horizontales.:

Y = 0 consta de los puntos (0,0), (1,0), (2,0), (3,0), (4,0)

Y = 1 " "o " (0,1, (1,1, (2,1, (3,1), (4,1)

Y = 2 " oo " (0,2), (1,2), (2,2), (3,2), (4,2)

Y = 3 " moow " (0,3), (1,3), (2,3), (3,3), (4,3)

Y = 4 " " " " (0,4), (1,4), (2,4), (3,4), (4,4)
0L TN T T T 4l v = 4

* * e B e e T o e
(0,3) (1,3) (2,3) (3,3) (4,3) Y = 3

* et K ein s R e e m———vn om— *
(0,2) (1,2) (2,2) (3,2) (4,2) Y = 2
* . R * . L L %k . K i R

(o,1) (1,1) (2,1 (3,1) (4,1) Y = 1

S e i B R R,
(2;0) (3,0)

F otatmcrnry. *

Las rayas punteadas sélo nos sirven bara no perder de vista los cinco puntos

de los cuales consta cada recta.
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KoK K K K

S
*

(o,4)/,*(1,4i/, (2, 45// (3 4)
e
(1;i>/

£
P

/

v

(0,3)

/
/

*
(0,2)

/

(0,1)

*
(0,0)

e

Ve

/’Wﬂ" ——————

Rectas con Pendiente igual a uno:

= X Consta de los puntos (0 0),

— X+1 ” " ”n " (0 1)’

- x+2 " 11 " " (0’2),

= x+3 " " " ”" (0’3)’

= X+4 " \J " " (0’4)’
s

///--

/ /

/

(1

*
(1,

/

(1

1)

1 0)

2,3
(2, )/

d

4

//

(0,1),
(1,2),

(1,3),
(1,4,
(1,0),

//ﬁ

'(3 3),

/
Vs

s

e

(2

(2,
(2,
(2,
(2,

12) .
r3)
4),
0),
1),

(3,3),
(3,4),
(3,0),
(3,1),
(3,2),

\_
*

(4,4)
(4,0)
(4,1)
(4,2)
(4,3)

B

,/

(4 3)

/

/

(2 i/// (3 i// (4 2b//

e

//

./ //
V2

(2 1)// (3,
4

/

(2,0)

e

(3,0)

v

(4,0)

\

/5



K K K K K

Rectas con pendiente igual a dos:

+ o+ o+ o+

FORENY

consta de los éuntos (OKO),
(o,1,
(0,2),
(0,3),
(0,4),

"

(1,2)
(1,3)
(1,4)
(1,0)
(1,1)

’

(2,4)
(2,0)
(2,1
(2,2)
(2,3)

14

r

(3,1,
(3,2),
(3,3),
(3,4),
(3,0),

(4,3)
(4,4)
(4,0)
(4,1)
(4,2)
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.) Rectas con pendiente igual a tres:

Y = 3X Consta de los éuntos (0(0), (1 ); (2,1); (3!4); (4;2)
Y =3X + 1 “ "o " (0,1, (1,4, ,(2;2), (3,0), (4,3)
Y =3X + 2 " oo 0 (0,2), (1,0), (2,3), (3,1), (4,4)
Y =3x + 3 " noow " (0,3), (1,1), (2,4), (3,2), (4,0)
Y =3x + 4 " moow " (0,4), (1,2), (2,00, (3,3), (4,1)

*
(0,4)

(t;/px’/ii/é}/ /:j/ﬁ), (4 4)
_— — /

(0,3) (1,3)/*<2,3)m (3/3/

*

“o,2) "(1,20- T(2,20- " (3,2
/ /"'A/
////// g ////////
/ * ///// * ok ////
; /’ (0,1~ (1,1)--" (2,1 (3,1) (4,1)
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5.) Rectas con pendiente igual a cuatro:

Y = 4% (0,0), (1,4, (2,3), (3,2), (4,1)
Y =4X + 1 (0,1, (1,00, (2,4), (3,3), (4,2)
Y =4X + 2 (0,2), (1,1), (2,0), (3,4), (4,3)
Y =4X + 3 (0,3), (1,2), (2,1, (3,0), (4,4)
Y =4X + 4 (0,4), (1,3), (2,2), (3,1), (4,0)

% .*‘ * i * *
(0,4) (1,4) (2,4) (3,4) (4,4)

\ 0,3 Y(1,3)  X2,3) *(3,3)  *(a,3)
AN NN N
AN N\ AN | \

\ o,2)  *(1,2)  *2,2) *(3,2) *(4,2)
. N
\. \ ~ \

L1 T, (2,1 *(3,1)  *(4,1)

*
\ \ ~ AN
N AN
* * *
(0 0) (1 0) (2,0) (3,0) - (4,0)



6.

Las rectas verticales:

<K K oK

= 0 Consta de los puntos:

= 1

I
_ W N

(@) -

n It

> >4

l(o,4> T(1,4)

l |

* *

|(0,3) |(1,3)
|

* *

| (02 |(1,2)
|

* *

| |

* *

(0,0) (1,0)

(0,0),

(1,01,
(2,0),
(3,0,
(4,0),

(0,1),

(1,1,

(2,13,
(3,13,

(4,1),

(0
(1
(2

(3

(4

SEme )  eE—— — ) NGt smm—

¥ omeme -wemmme— X

)2),
)2),
,2),
,2),
,2),

—~
S

~ !
e
~

—~
Y
w
~

r

(4,2)

—~
NS
~
—_
~

(4,0)

(0,3),
(1,3),
(2,3),

(3,3),
(4,3),

(0,4)

(1,4)
(2,4)
(3,4)
(4,4)

/9



Sobreponiendo todas las rectas obteneéemos una ilustracidn del -

plano 2? 5 x ZZ 5

z..Z.

E1l plano 2? 5 x ZZ 5 esti formado por

25 puntos

30 rectas con cinco y sblo cinco puntos en cada recta.



Recordemos los aciomas del plano affin:

I ) Por dos puntos pasa una recta.
I1I) Esta recta es f{nica.
I1I)Toda recta tiene al menos dos puntos.

IV)Existen al menos tres puntos no colineales.

'
'V )Dbada una recta Q. Y un punto 'P¢- l existe una recta !-
tal que i) p€9—'
in LNV -y

]
v”T) Q_ es {nica.

Para demostrar que Z 5 x Z 5 es efectivamente un pla-
no afin, tenemos que comprobar que se cumplen los seis axio-
mas anteriores. Las demostraciones son trabajos sencillos pe-
ro agotadores si procediéramos en la forma como comprobamos -

Z 2 xZZ y Z3 X Z-3, debido a la cantidad de puntos y

rectas que se tienen en Z 5 x Z 5
Variaremos en este caso latéctica de las comprobaciones
y las haremos en forma analftica; con esto verificaremos la -

validez.

Sean(P Yy R el conjunto de puntos y rectas respectivamen-
te en Z 5 x Z 5.

G’:{(x,ﬂ/ weZs § Vels

R = (x,q) c Zg» Zs/ Oux-t-bt{.LC:O ,ab,c €ls con Atb0



Por demostrar: que ZZ-S x ZZ 5 es un plano afin.
Por demostrar que se cumple el axioma I para 2!5 x jZLS.

I) Por dos puntos pasa una recta,

Demostracidn:

Sean P (x,y) , Q (X,, X2) dos puntos distintos cualesquie-

2
ra en :Z!S:c Zs .
Seal, la recta enZ 5 x 25 dada por la ecuacidn.
1 (X2 - &) (y - %) - (YZ - YT) (x - Xe = 0

esta ecuacidén es de 12 grado en X y Y.

Para comprobar que P(X“%) pertenece a.Jq sustituimos -

r
X—+X, v Y—+Y, debiendo satisfacer la ecuacién.

(X, = X ) (Y = ¥ )= (¥, = ¥.) (X - %) =0
(X, = X)) (¥,= ¥ )= (Y, = ¥,) (X/- X )= 0
(X, - x1)f( 0) - (v, - ¥,) (o) =0
.. P( X, , - Y, ) satisface la.ecuacién

1 1

Peo.

Para comprobar que Q (X_,Y_ ) pertenece a l sustituimos

, 2"72

:'X_VXZ ‘{ q_"qz
(x2 - X1) (y - Y1) - (Y2 - Y1) (x = X1) =0
(x2 - x1) (Y2— Y1) - (Y2 - Y1b) (x2— x1) = 0

. . 9 (X2,Y2) satisface la ecuacidn.

B Q EEL |
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“.". El primer axioma se cumple para Zs x 7s.
Por demostrar que se cumple el axioma II para Z 5 x Z 5

II) Esta recta es dnica.

Demostracibn:

. / ) . : .
Sean 9. Y 9_ dos rectas distintas en 2 5 x Z. 5 que pasan por
Py Q.

it
o

,Q.:ax+by+c Q_yD,’pasanporPyQ

'
H - + - + - 4
Q_ a“x b 7y c 0 P (‘(1,Y1‘) ’ Q(xz,Yz) con

) X9 Ry, Ve € Zs

Por demostrar que D_.

Como ambas rectas pasan por P y por Q, sus coordenadas deben -

satisfacer ambas ecuaciones.
4

’
1)&_: ax + by + ¢ = 0 2)2.:a’x+b’y+c'=0
Sustituyendop‘en@obtenemos@y. sustituyendo Q en @obtenemos

®. *

3) ax1 + by1 + ¢ =0
+ = 0
4) ax, + by2 c
- - = 0
5) a (X2 X1) + b (y2 Y1)

Sustituyendo P en @obtenemos@y sustituyendo Q en@obtenemos

6) a‘x1 +b‘y1+c=0

. 5 B\
7) a’x + b‘yz + ¢“= 0 . ubﬁ\“h

2

8) a“ (X, - X,) +b7°(y_ -Y) =0 a\ﬂ\—\u

2 1 2 1



Como P # Q  , X1

supongamos que X1

#

#

X2. © bien YTA# Y2

- X5 (el otro caso es andlogo).

@ a(xz - X)) +b (Y, - Y'T) = 0 a‘(xz-x'1) + b’(Yz—Y'T) =

(X2

Multipliquemos amb
miembros por b~

. . a = -b (Ysz

-X

os

T) .. a’= -b (Y2-Y1)
1) ) (X,=%)

multipligquemos ambos
miembros por b

ab”= -bb” (Y _-¥.) a’h = -bb”(Y_-Y. )
(x2—x1) (x2—x1)
Por transitividad igualemos ab” = a“b

Como a # O o b

#

0, supongamos que b # 0 .

.. podemos dividir entre b

de donde a

o a/( a”

Ahora tomemos las

1) ax + by + ¢ =
ax + by=
- c¢” = a’x + b7y

hacemos b~ _ /(

g b A

it
op
\

ecuaciones (:) y (:)

0

- C

2) a’x + b"x + ¢”= 0

-

a“x + by = - ¢

(ha) x + (Ab)y vy =A (ax + by) = A (=0)

0

34



Ac=c‘

.. a’x + b’y + ¢” = A(a‘x+by‘+¢) A#V_O.

. + Podemos concluir que el conjunto

/Q_ = {(X,Y)/ax+by+c=0} es el mismo que el

!
conjunto Q_ = &(x,y) / a“x + b’y + ¢’= O}

Pues si ( X, , Yo)eg. se cumple que O%,e +b\’o+C=O'

A (ax,+ by .+ ¢ = 0 .. a“x + b’y + c =0

( Xgu YO)G_Q_,

: pov

Se cumple el axioma II

-

Por demostrar que se cumple el axioma tres paraZ 5 x Z 5

IIT Toda recta tiene al menos dos puntos:

Sea/Q una recta cualquiera Z 5 x Z 5

l:ax+by+c=0 con a#0 & b#0

con a,b,c,x,yeZS

i) si b # O

0

X = 0 = by + c

. = Yy -c
b

.". Tenemos el punto P,( O, -



Ahora:

(Podemos . seguir dandole valores a x hasta cuatro con lo cual demostrariamos
que R_tlene exactamente 5 puntos, pero es suficiente con demostrar que

al menos consta de dos puntos).
ii) Si b = 0, entonces a # 0 y se sigue un razonamiento anélogo.

. « Se cumple el tercer axioma para.Z?S X JZ 5
Por demostrar que se cumple el cuarto axioma para.ZfS x Z5

IV) Existen al menos tres puntos gque no pertenecen a una misma

recta.

En efecto. Si P1 es (0,0), P2 (0,1) y P, es (4,0), debemos
demostrar que no existe ninguna (de las 30) .rectas de Z 5 x4>s

4 .

gue contenga a 17 P2 vy P3 A

Como sabemos (axioma 1 ) que por 2 puntos pasa una y sélo -
una recta, la {inica recta gue pudiera contener a P1 y P2 Y P3
es la gque determinan P1 Yy P3 0o sea Y = 0 pero esa no contiene -

P .

& %2
Por demostrar gque el guinto axioma se cumple para Z 5 x Z 5

/
V) Dada una recta Q. y un punto I’¢ Q. existe una recta [ tal gue

i) pel
ii) fn Q' £ 2




o7,y

Las rectas de ecuacidn.
/ ’ - -
[; ax + by + ¢”= 0 con c # cC

Son todas paralelas a l y son diferentes de Q ; ax + by + ¢ = 0,

[
esto quiere decir que lnﬂ- = g
[ . . 4
En efecto si QﬂQ, # @, habria un punto (X1, Y1)€.Qr\ﬂ tal que:

. + -
ax1 + by1 c 0

ax, + by1 + ¢’= 0 . c’= ¢

Lo. que nos lleva a una contradiccién.

Ahora bien si tomamos c¢”“= -(ax,+ by,), la recta que obtenemos es
ax + by - (ax,+ by,) = 0; es una .recta gque pasa por el punto -
(x,, Y ) y es paralela a Q_ .

. . El guinto axioma se cumple para ZZ 5 x ZZ 5

Por demostrar que se cumple el axioma V~ para ZZ 5 x ZZ 5

/
V") La recta Q, gue es paralela a Q es {nica.

' ! 14
Sea (xoy°)¢g— Y ( Xor YQ) & Q‘BQ

si 9_: ax + by + ¢ = 0, se puede escoger para
! . " ‘s
l : ax,+ by,+ ¢'= 0, y para : ax,+ by + c = 0 esas ecua-

ciones puestg@® que Q//Q,’ 3 Q_//,Q_”
de tal forma que: in’ =g y Q-ﬂgv”** 2

-
Por demostrar que =

ax,+ by ,+ ¢’= 0

R B A

- - - O . -

. Se cumple el axioma V~

ax,+ by,+ ¢“7= 0

. ‘2? 5 x 22 5 con sus puntos y sus rectas es un plano afin.
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EL PLANO PROYECTIVO SOBRE Z 5

El método que aqui hemos usado para demostrar que Z: » 75
es un plano afin, vale para todos los casos en que C es un cam-
po: entonces C x C con sus puntos y rectas es un plano afin. --
Esta afirmacidn hace redundantes las demostraciones ( a pie ) -

de los casos Z,xZ, \é Z;*Z; que se incluyen con fines did&cti-

cos.

A continuacidn queremos extender el plano affn 2?5*‘;?;

y obtener un plano proyectivo, al cual le llamaremos "EL PLANO
PROYECTIVO SOBRE Z 5"

Este nuevo plano deberi cumplir con los tres primeros - -

axiomas del plano afin y con los dos siguientes:
Axioma A ) Dadas dos rectas estas siempre se cortan.

Axioma B ) Existen cuatro puntos en el plano tales que cuales-

-

quiera tres de ellos no estdn sobre la misma recta.

Como necesitamos que dos rectas cualesquiera siempre se -
corten y esto no se cumple en @l plano afin Zs,‘Z’_., para las -
rectas paralelas, vamos a agregar un punto al infinito por ca-
da una de las familias de rectas paralelas; este punto serd --
comiin para cada familia, de esta manera se cumplird con el --

axioma "A"
De esta manera obtendremos el plano proyectivo sobre;Z!S

Es decir agreguemos un punto al infinito por cada grupo -

de rectas con igual pendiente, y uno para las verticales.
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RECTAS CON PENDIENTE UNO:
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5.~-) RECTAS CON PENDIENTE IGUAL A DOS:

6.-)RECTAS CON PENDIENTE TRES:

92



Sobreponiendo todas las rectas junto con los puntos al infinito

gueda la figura siguientes._ a—.

.

e

I EL PLANO PROYECTIVO SOBRE Z 5 I

Con un total de 31 puntos: 25 anteriores del plano afin y 6 al
infinito,

Con un total de 31 rectas: 30 anteriores del plano afin y la -
recta al infinito.
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"EL PLANO PROYECTIVO'
SOBRE LOS REALES

En la matematica se trabaja con el lenguaje de conjuntos, el -
cual da una alternativa md@s para el desarrollo y comprensidn -

de la misma.

En el desarrollo y construccidn del plano proyectivo usaremos -
esta gran herramienta que es la teoria de conjuntos, los concep
tos que necesitaremos serd solamente nociones tales como: con-

junto finito, conjunto infinito, subconjunto y el concepto de

inclusidn.

En esta discusidn no estamos interesados en cualguier colecidn

de elementos, solamente prestaremos atencidn a aquellos conjun-
tosfn} que a compahados de ciertos subconjuntos i_que cumplan -
con las tres propiedades gque en la siguiente definicidn enuncia

mos. -

DEFINICION: A los conjuntos de elementos P, , P, , P, ey —-—

subconjuntos Xngm,ga)...que satisfagan las siguien-
tes tres propiedades los llamaremos planos proyecti
vos.
i) Si P y Q son dos elementos distintos de qu ;, existe un --
Gnico subconjunto i de'“} tal que P estd en i vy Q --
estid en '& .
sQ'P\‘,CQ@‘TI’P (’P#:Q)=i>3! '.Kc'ITP } Ped A ed
ii) Si &‘y 81 son dos subconjuntos distintos deqﬂ:existe un --
inico elemento P en FﬁP , tal gque P estid en fw r Y P
estd en 'ﬁz .

"il i‘\;ﬁz c T, (&7&;) = | ’Pe"n"P } Pe §, APed,
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iii) Existen cuatro elementos distintos Py, P, , Py , Py de'ﬁ}
tales que, tres de ellos nunca estan contenidos en un sub-

conjunto 1& € TTk,
P, P €My P2? si iy )’4ﬁeTP,T>,¢ SN EPVPEIVY R

27 RL‘”

y los subconjuntos 7&;"&2)&1}--., lo llamaremos plano proyec-—

—
Si todo lo anterior se cumple en “P con los elementos P, , P

tivo.

—
A los elementos Py del plano HP los bautizaremos con el nombre
de puntos, a los subconjuntos'&\ con el nombre de rectas y ambos
seran elementos no definidos. Existird una relacidn entre estos

dos elementos y la llamaremos "relacidn de incidencia")por tan-

to,a las tres propiedades enunciadas en la definicidn les nombra

remos relaciones de incidencia.

Pand
En el plano HP(proyectivo) existen de tres diferentes tipos de -

puntos (elementos no definidos).

1.) Un conjunto formado por todas las parejas ordenadas (x,y) -
compuesta por nimeros reales X,Y, a los cuales les llamare-

mos puntos ordinarios de TTP'

2.) Un conjunto formado por todos los nimeros reales (m) y les
bautizaremos con el nombre de "punto al infinito que corres
ponde a la pendiente "m" ( por brevedad le llamaremos tam-

bien "punto pendiente")

3.) Un punto Unico (que "corresponde" a las rectas verticales)

y que denotaremos como Y.

De los tres tipos de puntos los {inicos gue matematicamente tienen
un significado real son los puntos ordinarios, los cuales son los
puntos gue pertendcen al plano euclideano real el cual es muy --

conocido por todos, pues lo .utilizamos en la Geometria Analitica

elemental.
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—
Por todo lo anterior Rodemos pensar al plano “Pcomo una extensién

del pldno de Euclides o.sea del Plano Euclideano Real.

Veamos ahora como son los subconjuntos .il de WTP de los cuales --

existen de tres diferentes tipos:

1.)

El subconjunto—ibm@que es la coleccidn de todas las parejas -

ordenadas (x,vy), cuyas coordenadas x, § Yo satisfacen la

siguiente ecuacidn:

Veamos un ejemplo de este primer tipo de subconjunto: Sea la rec-

Y = mx+R , y el punto pendiente m

ta %(2,8), la cual consiste del punto pendiente m=2 y de todos los

pares ordenados (x,y).

Observémos gque este tipo

ta de la forma Y= mx+R contenida en el plano euclideano real --

H
I

H
It

2x+5

‘mx+h 1(215)2 (x,2x+5) ; xeﬁk} U{2}

de subconjunto puede verse CcOmO una rec-

juntamente con un punto pendiente contenido en el plano extendido.

2.)

3.)

El subconjunto'ikx , que comprende a todos los puntos ordina-

rios (x,y) los cuales cumplen con la condicidén de gque X sea

igual a h x=h y el punto al infinito'y. Esto lo podemos -

imaginar como la recta x=h ubicada en el plano euclideano -

real y el punto al infinito gue ubicamos en el plano extendi

P—
do.o sea en ilP .

El tercer tipo de subconjuhto, es el subconjunto.fg , Qque -

comprende ayfy a todos los puntos pendiente, cabe mencionar

que este subconjunto es ajeno al plano euclideano real.
-

.
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El plano proyectrwaqu es una extensidn del plano euclideano - -
real, y contiene en su interior un plano euclideano real; Pero un
plano euclideano no cumpliria con nuestras propiedades o rela- --
ciones de incidencia debido a que,cualesguiera rectas paralelas -
no satisfacen nuestra segunda relacidén de incidencia gue nos men-
ciona que, cualesquiera dos rectas deben tener un punto en comin.
Por la razdn anterior nace la motivacidn de extender el plano - -
euclideano creando el punto al infinito 'Y Yy los puntos pendien-
te (m) los cuales provocan el cumplimiento de nuestra segunda re-
lacidn de incidencia, dando a cada familia de rectas. con la mis-
ma pendiente, un punto pendiente (m) gue se encuentra en el sub-
conjunto fg_en1la extensidn del plano euclideano y a las rectas
verticales el punto al infinito 'v, en donde se intersecan: las -

rectas con igual pendiente y las verticales respectivamente.

r—-’
Intentemos ahora comprobar si nuestro plano extendido \\P con sus
subconjuintos (ﬁhmh),ﬁ-h,:iY ) es un plano proyectivo o sea cum-

ple con las propiedades enunciadas en la definicidn.

Si suponemos que los puntos gue tomamos son puntos ordinarios - -

tendremos cuatro casos.

I caso) Suponemos P y Q dos puntos ordinarios tal qgue P#Q con
P(a,b) v Q(c,d) de tal forma que a=c , b#d entonces
son puntos contenidos en el subconjunto &h donde - -

h = a = ¢ y ninguna otra recta los contiene a ellos.

™ 4,
+P(a.b)
|
I

T Q Cc,d) .
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Izx caso Suponemos ahora P y Q son dos puntos ordinarios tal

gque P(a,b) y Q(c,d) de tal forma que a#c entonces --

existe una Unica recta en el plano auclideano que =--

los contiene y el subconjunto estd constituido por -

todas las parejas (x,y) de puntos ordinarios tales -

que cumplen con.

Esta recta tiene su punto pendiente m, que se puede obtener de

la siguiente forma:

El nGmero real K 1lo podemos obtener:

Y - b = d-b
ca (X7
Yz[_%—}—z--l(x—a) + b
Y =mX + K
K=Y - mx
K=}d-5b (x-a) +b -}{d-b
c - a c - a
K= b

Este niimero real K es 1la

nuestro plano euclideano

e

X

interseccidn de la recta con el eje de

real en el punto ordinario

(o,k) .

Por

tanto esta recta que contiene a nuestros puntos ordinarios P y

Q es unica.
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IITI caso Nuestro siguiente caso es cuando P(a,b) es un punto -
ordinario y‘Q=(m) es un punto pendiente y negcesitamos
verificar gue por estos dos puntos pasa una Unica - -
recta. Tomemos una recta'i contenida en el plano eu-~

clideano real de tal forma que su ecuacidn sea:

Y = mx+ K ; K=y - mx
Y que pase por (a,b) ndtese gque m es fija ya gque queremos que -

"pase" por (m)=Q- '

Ahora como P(a,b) es elemento del subconjunto i podemos sustituir:

Lo gque fuerza el valor de K y por tanto la (nica recta gue contie-
ne' a los punto P y Q es la recta &(m,R) que consiste de todos los

puntos de la forma ( m)ﬂm+h) Yy el punto pendiente (m).

IV caso Supongamos ahora.que el punto P(a,b) es un punto ordi-
nario y Q=.q el punto al infinito, entonces la recta

que los contiene seria un subconjunto de la forma ~£h

con h=a.
k Qz ‘g
™
*P(a,b)
vV caso Por iltimo supongamos que P y Q son diferentes puntos

pendiente o podrian ser P un.punto pendiente y Q =
y el punto al infinito, en ambos casos la recta que -

-
contendria a nuestro par de puntos seria .

—®=Y

'P.-.- (m\

4,
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Con la revisidn de los cinco anteriores casos, hemos comprobado
gque nuestro plano euclideano dotado con los elementos ideales -
"puntos ideales y rectas ideales" con los cuales se hace posi-

ble la formacidn del plano extendido satisface la primera de --

las tres condiciones, debemos ahora comprobar si se cumplen las

dos restantes.

La proposicidn primera gue en forma abreviada dice:

"por dos puntos pasa una sola recta" ya ha sido satisfecha por

todas las combinaciones posibles de puntos ordinarios y puntos

ideales.

Pasemos a nuestra segunda proposicidn gque dice:

"Dos rectas coplanares distintas se intersecan en uno y solo un

punto", tomemos diferentes casos en los cuales combinaremos sub-
conjuntos en el plano euclideano y subconjuntos en el plano ex-

tendido.

I caso Sean'ﬁlw‘fzdos rectas del plano euclideano TT Y ﬂh}nﬂz

sus puntos pendientes respectivamente.

Si 8‘# £z y'f.n£1=p donde P es un punto ordinario,

entonces m, # m .

1 2 kT
/ - m
/
1T /
\
\
\ \
m,
Como nuestros subconjuntos "las rectas £\‘?'£z " se encuentran

en el plano euclideano real, sabemos por nuestra geometria eu-
clideana que dos rectas reales no paralelas se cortan en uno y

sdlo un punto, en este caso es el punto P (ordinario) por tanto
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para que nuestra segunda proposicién sea verdadera sdlo debe --
existir un punto de cruce, por tanto los .puntos pendientes tie-

ne gue ser diferentes ( m, # m, ) .

IT caso Sea '3. Yy "g,_ dos rectas del plano euclideano M Q m.,q

su punto pendiente y su punto al infinito respectiva-

mente:

8\ ¥+ {z v -S‘ ﬂ‘g,_ =P donde P es un punto ordina-

rioym1759 {;q

w

¥
m,

5

De la misma forma gue en caso anterior -K. qu son dos rectas --
reales no paralelas las cuales su interseccidén es el punto real
P y por la geometria elemental sabemos que &;Li-gz sb6lo se inter-

secan en un punto.

I1I caso Sean -&\\3-&: dos rectas del plano euclideano'-ﬁ tales

que 'S.// _£2 y m1 r m2 sus puntos pendientes respec-
tivamente, éentonces m1 = m2
T
S
—
:)fﬂ.:rnz
o
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Como-f\ﬁjgzson dos rectas paralelas, no tienen en el plano eucli-

deano real ningln punto en comin, pero satisfacén nuestra segunda

proposicidn, ya que, como se dijo m, =m, y es el {nico punto --
comin.
IV <caso Sea 'ﬁ\\\’gz dos rectas del plano euclideano T tales

que&nﬂizﬂ-ghq sus puntos al infinito respectivamente,

entonces Q‘ =I{ lfﬂ*\\ \2‘=q
|

§\

V__caso Seanjg(whf)una recta del plano euclideano con su punto
pendiente (m) vy ¥ la recta la infinito gue es el - -
subconjunto formado por todos los puntos pendientes y
por el punto al infinito y entonces

—
(2 g

v —

%U‘“ﬂ —&q

La recta 84{ (recta al infinito) no tiene ningiin punto dentro -
del plano euclideano real, por tanto la interseccidn no puede -
ser un punto ordinario, pero la recta real.&(n\h)tiene un punto
en la extensidn del plano w y ese punto es el punto ideal (m)
como '&1{ es el subconjunto formado por todos los puntos pen-
dientes y el punto al infinito la recta iY contiene al punto

ideal m, por tanto

' e IRA
ﬁcm.h) N f\? =m m\_\mm;« CEN
103



VI caso Sean .g\\ una recta del plano euclideano con su punto
al infinito.? Yy gg la recta al infinito que es el --
subconjunto formado por todos los puntos pendiente y

por el punto al infinito, entonces £hr\£w =12

L &‘?

Como la recta al infinito contiene solamente puntos ideales, en-
tonces no podrian intersecarse en un punto ordinario, por tanto
la interseccidn es un punto ideal; como &Y contiene al punto al

infinito y.gh también lo contiene, la interseccidn de ambas - =

rectas es el punto al infinito.

Con el andlisis de estos VI casos comprobamos que las combina- -
ciones posibles entre rectas reales y/0 la recta al infinito
se cumple con la segunda de nuestras tres proposiciones, proceda

mos a verificar si cumplen con la tercera.
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