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INTRODUCCION: 

A nivel elemental se toca el tema de Geometría, como 

un tema más dentro de un programa que se tiene que cum­

plir, pero sin vincularlo con los números en la prima-­

ria o con el Alge~rA-~n.~la secUndaria, esto provoca que 

el alumno entien~·por,?rom~ía; figuras geométricas, 

prímetros, áreaj;. vf.llú~~ne~r-;át-9uJos, -etc. 
. .~ .· ''. ~:.... .. -~.,.._ 

. ·~ .. 
.l •. 

Las ideas centrales de esta tesis son: 

1) Que cualquier alumno conozca algo sobre la Geometría 

de Euclides pueda ver que existen otras Geometrías 

que no son difíciles de comprender. {Por tal motivo, 

las demostraciones ~stán hechas con mucho detalle y 

sen e i 1 1 e z • ) 

2) Que el alumno pueda seguir en el tema el vínculo en­

tre la Geometría y el Algebra, vínculo que el alumno 
' de nivel preparatoria trabaja en la Geometría Anal í-

tica, pero que en este caso se enriquece con la arit 

mélica modular, que es la puerta de entrada a los 

campos finitos y la Geometrfa Algebraica. 

3) En Geometría Analítica se trabaja la Geometría de Eu 

elides y el Algebra, sobre el campo de los números 

reales, pero en esta tesis se trabaja la Geometría -

Proyectiva, esto se hace agregando puntos al infini­

to para provocar que cualquier par de rectas se cor 

ten (no importando si son o no paralelas). 
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PLANOS DE INCIDENCIA. 
DEFINICIÓN: Dado u~ conjunto P de elementos representados por A, B, C, ••• -

llamados puntos y un conjunto R de subconjuntos de P representa 

dos por a, b, e, •.• denominadas rectas, se llama plano de inci­

dencia a un par (P, R) que cumpla con los siguientes axiomas. 

AXIa.,'lAS DE INCIDENCIA. 

i-I) POR DOS PUNTOS PASA UNA RECTA. 

Si A y B son dos elementos distintos de P, entonces hay un elemento de 

R que los contiene. 

-\j AyB, A# B "i> ~ ae.R j Ae.a y B e.a 

i-II) ESTA RECTA ES UNICA. 

Si a y b €. R , A y B E: P, A 'f; B y (A E:. a y A E. b), y ( B €. a y B 4<: b) 

entonces a = b 

i-III) TODA RECTA TIENE AL MENOS DOS PUNTOS. 

~ aE.R .j AyB€.P, A~B j A€.a y B€ a 

i-IV) EXISTEN AL MENOS TRES PUNTOS NO COLINEALES. 

3 A, B, e e. P ~ a E R j A J. a ó B l. a ó e l. a 

EJE~1PLOS DE PLANOS DE INCIDENCIA 

1) Sean P= t1,2,3} y R= t{1,2}, {1,3} , {2,311 Verificar que (P,R) es un­

plano de incidencia. 

Por demostrar que valen los axiomas i-I, i-II) por rlos puntos pasa una' · 

y solo una recta. 

Demostración: i, = t 1,2} 
-x1=I1,31 
1~={2,31 

Son todas las posibles 

combinaciones. 
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Por 1,2 pasa Í,y ninguna otra. 

Por 1,3 pasa Ít y ninguna otra. 

Por 2,3 pasa Í 3 y ninguna otra. 

Por demostrar que vale el axioma i-III) Toda recta contiene por lo menos 

dos puntos. 

Demostración: 

t, contiene los puntos 1 y 2 

~t contiene los puntos 1 y 3 

i"l contiene los puntos 2 y 3 

Por demostrar que vale el axioma i-IV) Existen al menos tres puntos no coli 

neales. 

Demostración: Sean t 1,2,3} en i, 
en ~t 
en "is 

(P,R) es un plano de incidencia 

TABLA 

DE 1 

2 
INCIDENCIA 

~ 

t i.t i.l 
)t ')( 

)( ')( 

')( ')( 

2) Trataremos de ver si (P,R) es o no un plano de incidencia en donde: 

Comprobaremos si valen o nó los axiomas i-I e i-II) Por dos puntos pasa' 

una y sólo una recta. 

. . . 

Por A y B pasa ~. y solamente ~. 

i-I e i-II son válidos • 

Hagamos lo mismo para el axioma i-III) Cualquier recta contiene por lo' 

menos dos puntos. 

~' contiene a los puntos A y B. 

i-III es válido. 
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¿ Será válido el axioma i-IV ?, es decir existirán tres puntos no coli-­

neales. 

Como sólo existen dos puntos, este axioma no se cumple. 

(P,R) no es un plano de incidencia. 

TABLA DE 
INCIDENCIA. 

3) Verificar si (P,R) es o nó un plano de incidencia en donde: P = l A,B,c) 

R =t{A,B} , l A,c} 1 
Tratemos de ver que pasa con el axioma i-I) Por dos puntos pasa una rec­

ta: 

Sean ~ A, B, C 1 
Por A,B pasa ~' 
Por B,C no pasa ninguna recta. 

Por A, C pasa ~l 

Como no hay recta para la pareja 

B,C de puntos no se cumple es­

te primer axioma. 

(P,R) no es un plano de inciden-

cia. 

A 

B 

e 

"i. 
')1. 

y. 

it 
y. 

)C. 

TABLA 

DE 

INCIDENCIA 

4) Verificar que 

P = t A,B,C,D1 

(P,R) es un plano de incidencia. 

R =~A, s}, l•,c}, {•.n}, ls,c}, ls.n}, {c,n}l 
Por demostrar que se cumplen los axiomas i-I e i-II) Por dos puntos pasa 

una y sólo una recta. 

Demostración: A,B,C,D E. 'P 

Por A,B pasa ~.unicamente. 
Por A,C pasa 1, " 
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Por A,D pasa 'fl unicamente 
11 B,C 11 14 11 

11 B,D 11 ~~ 11 

11 C,D 11 "i, 11 

Por demostrar que se cumple el axioma i-III) Toda recta contiene por lo' 

menos dos puntos. 

Demostración: 

~. contiene a A,B i4 contiene a B,C 
i-t 11 a A,C -i& 11 a B,D 
i3 11 a A,D i, 11 a C,D 

Por demostrar que se cumple el axioma i-IV) Existen tres puntos que no -

pertenecen a una misma recta. 

Sean: \ A,B,C) 

A G -i,, , B G ~. ' e ,¡_ ~. 

A €. i, ' B /. ~~ ' e e. ~l t ~'1 13 i. "!!> ic. 
A €. ~s , B ~ il , e ~ ~l A 'IC. ')C. 

"" 
A e. !<4 B e. !" ' e e i4 B '1( X "" 
A t ~~ • B ~ ~D • e t. ..fs 
A tf- !_,_ ' B tJ_ -f., ' e e: -i, 

e )( ')C. 
X 

D K 'K "" 
TABLA DE INCIDENCIA 

:. A,B,C son tres puntos que no están en una misma recta. 

(P,R) es plano de incidencia. 

5) Verifique que (P,R) es un plano de incidencia 

con P = \ 1 , 2 , 3 , 4, 5, 6 , 7, 8, 9 } R = t l1 , 2, 3\ , t 4, 5, 61 , \ 7 , 8, 91 , 
{1,4,7), {2,5,81 . {3,6,9} . {1,5,9} . 
{2,6,7}. {3,4,8} . {3,5,7} ' t2,4,9\. 
{1,6,~}. 
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{, 12 {3 -sAt ~!:1 ~~1 -.r1 f. :t. ~lO ! .. ~12 
- --· 

1 .X. ')C. ')(. )t. 

2 
. 

')(. ')(,. )(. ')( 

3 ')(. X ')4 X 

4 X )(, X ')(. 

---
5 

'K X. ')4 X 
---

6 )c. ')(,. )c. ~ 

7 ')(, X )(, ·.c. 

8 ')C. )t. )C. ')(. 

9 ')(, X. )(, )(. 

Por demostrar que se cumplen los axi_omas i-I e i-II) Por dos puntos pasa 

una y sólo una recta. 

Demostración: 

Por 1,2 pasa i, unicamente Por 2,3 pasa i, unicamente 

Por 1,3 pasa ~. " Por 2,4 pasa ~ .. " 
Por 1,4 pasa l, " Por 2,5 pasa l!o " 
Por 1,5 pasa -s.~ " Por 2,6 pasa !, " 
Por 1,6 pasa i,t " Por 2,7 pasa -iYI " 
Por 1,7 pasa {4 " Por 2,8 pasa ~' " 
Por 1,8 pasa ~12 " Por 2,9 pasa .g" " 
Por 1,9 pasa -gl " 

Por 3,4 pasa S., unicamente Por 4, 5 pasa { 2 unicamente 

Por 3,5 pasa {. " Por 4,6 pasa ~2 " 
Por 3,6 pasa ~" 11 Por 4,7 pasa -i~ 11 

Por 3,7 pasa !,o 11 Por 4,8 pasa -9.~ 11 

Por 3,8 pasa ~q 11 Por 4,9 pasa ~" 11 

Por 3,9 pasa {c. 11 
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Por 5,6 pasa 'Í;t unicamente eor 6,7 pasa ~ & unicamente 

Por 5,7 pasa t. 11 Por 6,8 pasa t~ 11 

Por 5,8 pasa ~S 11 Por 6,9 pasa ic. 11 

Por 5,9 pasa -s-1 11 

Por 7,8 pasa ~3 unicamente Por 8,9 pasa!-¡ unicamente 

Por 7,9 pasa i') unicamente 

Por demostrar que se cumple el axioma i-III) Cualquier recta contiene -

por lo menos dos puntos. 

Demostración: 

Si cada una de las rectas contienen tres puntos, entonces por lo menos' 

tienen dos puntos. 

Por demostrar que se cumple el axioma i-IV) Existen tres puntos que no' 

pertenecen a la misma recta. 

Demostración: Sean 3,4,5 e p 

En ~. 4 ti., En ~S 4 t i!l En iq 5 ;. -tq 
En 'ft 3 ;. ~t En ic. 4 ,_ i, En t. 4 ;. i .. 
En ~3 3 rl. !, En i:¡ 3 ,i !~ En i .. 3 t i .. 
En S.., 5 ;. f~ En -fa 3 ;:. i.a En "f,z: 5 ;.. -t IZ 

.. Eato demuestra que existen tres puntos no colineales. 

118LIOTECA CENTRA\ 
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1 PLANOS AFINES 

Definición: En un plano de incidencia, se dice que las rectas 

a y b son paralelas si a = b o bien a Ob = $3 

Con la definición anterior r~sulta inmediato que el paralelismo 

es una relación de equivalencia en el conjunto R de todas las -

rectas. 

Definición: Un plano afín, es un plano de incidencia en el que 

además valen los siguientes axiomas. 

A-I) Dada una recta t y un punto Pt,l existe una recta .r 
tal que: i) p E: 1' 

i i) .t f\ !' == sz' 

A-II) a' 
.A. es única. 

'EJEMPLOS DE PLANO AFlN.I 

1 , -) Comprobar que (P,R) es un plano afín, donde: 

P=(A,B,C,D}, 

Para hacer la comprobación, necesitamos hacer ver que se cumplen 

los cuatro axiomas de incidencia y los dos de plano afín. 

1) Verificar que es un "plano afÍn". 

Probaremos solamente los axiomas V y VI para completar la demos­

tración que es un plano afín. 
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V y VI) Si tenemos una recta dada y un punto exterior a esta po­

demos pasar por este punto una y sólo una paralela a la recta -

dada. 

' i. 11 -f.1 tit ~. ~r. 
1 

A ')(. X éX. 

B X X '1(,. 

e ")(. '1(,. Y.. 

D )C. ')t ')<. 

Tomemos {A,B} = ~. y el punto e 

La Gnica paralela es!, = {e,c} para por e y no contiene ningGn 

punto en comGn con i, 

Tomemos ~A,e} = ~t y el punto B 

La Gnica paralela es :f~ = { B ,e\ pasa por B y no contiene ningGn 

punto en comGn con i 1 

Tomemos lA,c} = f3 y el punto e 
La Gnica paralela es Í 1 = { B,e} pasa por e y no contiene ningGn 

punto en comGn con 'Í 1 

Tomemos f B, e} = i~ y el punto A 

La única paralela es!~ ~ { A,c} pasa por A y no contiene ningGn 

punto en comGn con f~ 

Tomemos \ B, D} = Í ~ y e 1 punto e 

La Gnica paralela es Í 2 ={ A,e} pasa por e y no contiene ningGn· 

punto en común con is 

Tomemos { e,c} = i, y el punto A 

La única paralela es f. •{ A,B1 pasa por A y no contiene ningGn 

punto en común c.o"' f" 
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De esta forma verificamos que se cumplen los dos axiomas que -

faltaban para comprobar que el plano que ya es•de incidencia -

~~mbi~n es un plano afín. 

2.-) Demostrar que (P,R) si es un plano afín. 

P= t 1 , 2, 3 , 4, 5 , 6, 7, 8, 9 } 

R= {t1, 2, 31, l4, S, 6) , { 7, 8, 9} , t 1, 4, 7}, ~ 2, S, a}, { 3, 6, 91 , { 1, S, 9}, 

(2,6,7}, { 3,4,8}, { 3,s,7}, {2,4,9}, {1,6,9}} 

Vamos solamente a verificar los dos axiomas que completan que -

es un plano afín, pues ya hemos demostrado que es de incidencia. 

V y VI) Dada una recta y un punto exterior a ella, se puede pa­

sar por este punto una y sólo una paralela a la recta -

dada. 

-!. ~~ -i'!; -9.,. is -g" ~- i, "f<\ f .. -g., -f.~ 
1 'X ~ )(. ')(. 

2 X X y. ')(. 

3 )<. "' 
')(. ')(. 

4 X ,.. 
)t. ')(. 

5 'Á ')(. )1. )1. 

6 ')(. ')(. X ')(. 

7 )t. )1. )(, ,. 
8 )(, ,. )t. )t. 

9 .... ,c. ')(, ')!, 

14 
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Sea'f,=l1,2,3} y el punto 4 

por el punto 4 pasan Í 2 = { 4,5,61 , ÍAt =t1 ,4,7}, !«\ = { 3,4,81 , 

i ', = { 2 1 4 , 9 J pero 1 a ú ni e a re e t a par a 1 e 1 a a ! 1 e. s f 1 • · 

Sea "t = { 1 1 2 1 31 y el punto 5 

por el punto 5 pasanf~ = \4 1 5,6) 1 'is = \ 2,5 1 8) 1 Í1 = ~ 1 ,5,9} 

i 1<> = { 315 1 7} pero la única recta paralela a 1, que pasa por 5 

es ! 2 • 

Sea~~ = t 1 ,2,3} y el punto 6 

por el punto 6 pasan Xz. = { 4,5,6} 1 !c..=\ 31 61 9) 1 Ít. = ~ 2,6,7} 

Í 1oz. = \1 1 6,8} pero la única recta paralela a i, que pasa por 6 

es !z. . 

Sea Í, = \1,2,31 y el punto 7 

por el punto 7 pasani:?l= i7,8,91 1 !'f= ~1,4,71 ,Ít.= \2,6,71, 

i,~ = t 3,5,7} pero la única recta paralela a Í, que pasa por 7 

es fl . 

SeaÍ, = t 1,2,3\ y el punto 8 

por el punto 8 pasan Í3 =~ 7,8,9}, Í!) ={ 2,.5,8}, 'Í'\= \3,4,8} 

~11. = \ 1 , 6, 8} pero la Única recta paralela a Í, que pasa por 8 

es Í~. 

Seai,=\1,2,31 yelpunto9 

por el punto 9 pasan 'i 3 ::;: t 7,8 1 91, "'Íc:.= {3,6,9}, i:¡ = { 1,5,9) 

i .. = \2,4,91 pero la Única recta paralela a Í,que pasa por 9 

es ~ 3 

Acabamos de hacer la verificación para Í, y cualquier punto exte­

rior a ella, y de la misma forma y con la ayuda de la tabla de 

incidencia podemos comprobar que estos dos axiomas se cumplen -­

también para el resto de las rectas. 

POR LO TANTO ES UN PLANO AFIN 
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PLANO PROYECTIVO 

DEFINICION: Se llama plano proyectivo .a un par (P,R) en el que 

valen los axiomas siguientes.-

I.) Por dos puntos pasa una recta. 

:r.¡. A V B ( A~B) ~ 1 a ~ R J { A € a 1\ B E. a ) 

II~) Por dos puntos no puede pasar m&s de una recta. 

:r.¡. A, B E. P , A~B , A E:. aA BE.a) A (A E'. b 1\ BE. b) 1 ~ a=b Ya,beR 

III.) Dadas dos rectas estas siempre se intersecan. 

Va Vb 

IV.) Existen cuatro puntos en el plano tales que cualesquiera 

tres de ellos no estan sobre la misma recta. 

< 1 ~ i, j ,k~ 4 > A 

Ejemplos: 

1.) Sean p = { P1, Pz, P3, p4' PS' P6, p7} 

-l. = { p 1 , P2, P51 ~l = { p 3 , p 4 , p 5 } 13 = { p 1 , p 3 , p 7 } 

14 { P2,P 4'p7} :fS~ {Pl,P4,P6} "ic..={P2,P3,P6} 

1~ = { p 5, P6, p7} 

17 



'f. "ft 'f3 'flt Í& -f, t, 
P, ')( ~ 'X. 

p~ )(. ')(. )(. 

p· 
t. )(. 'X. 'Á 

p" ')(. ')(. X 
-

p& X ~ X. 

P, X )(., ')(.. 

pl X X. ')(. 

Comprobar que es un plan9 proyectivo.-

I y I I) Por dos puntos pasa una y sólo una recta. 

Por P, p~ solamente pasa cf, por p~ pl solamente pasa -!, 
Por P, p) solamente pasa ~3 por p2. p~ solamente pasa ~lt 
Por P, p4 solal'lente pasa -ft~ por p'l Ps solamente pasa -i. 
Por P, p~ solamente pasa -s.. por p2 pf. solamente pasa {e, 
Por P, Pe¡, solamente pasa is por p2. P_.. ~olA-mente pasa i" 
Por P, pl solamente pasa ~'!1 

Por p~ p-4 solamente pasa it por p4 p6 solamente pasa ~~ 
Por P, pf» 11 11 t .. por p" p~ 11 11 i, 
Por p~ P,_ 11 11 i" por p4 pl 11 11 f." 
Por p~ P-:¡ 11 11 -!~ 

Por p$ pe. solamente pasa -¡fl po~ p p1 solamente pasa -:f 1 ' Por p~ pl 11 11 il 
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III) Dado cualquier par de rectas estas siempre se cortan.-

Dadas 'f, ~ ft se cortan en P6 Dadas ~ 1 ~ i.,, se cortan en p3 
" i..~i-311 " 11 P, " {"~~ .. " 11 " P.,. 
" {, 'S -;f¿¡ " 11 " Pa " i 1 'j is " 11 " p-4 
" -t. lj !!) " " " P, 11 i~.'1 t. " " " p1 
" ~. ~ "te. 11 " " Pa " 1.1 ~" 1'l 11 11 11 Ps 
11 i-.'1 i!lll 11 11 Ps ,. 

Dadas f~ 'i !,. se cortan en P:¡ Dadas t, 'j f ~ se cortan en p41 
" -t~ ~ ls 11 " 11 P, 

11 ~Atlj'ir." 11 11 p2 
" -t .. ~ !6 11 

11 "11 p3 11 i~ '1 'l:¡ " 11 11 p=l 
11 {.!1~-l.l" 11 " p~ ., 

Dadas Ís ~ 1, se cortan en PG. Dadas 1" 'S i :¡ se cortan en p" 
" ises'i1" " " Peo 

IV) Existen cuatro puntos en el plano tales que cualesquiera tres de ellos 

no están sobre la misma recta. 

En i, P, E' f, Pz E: f, pl "f. P" f. f, 
En jt P, ~ ~t P1 '- f, P, E:. -f., p"' E: f1 
En i, P, e ~3 p'l.,. t l P1 e i, P,. ,¿ 'fl 
En i.~e P, ~ 'f.¿¡ ' pt E.~,. P1f f~e P,. e: ~" 
En "is P, E: is , P2 r/- f.s pl f_ f.!t ' P4 E Íf> 
En 1, P, 'Í- {" , P1 €. !, p~ E:. fr.. ' p4 rj. 1, 
En ~l P1 rf. "'!-~ , P2 rj. ""fl p~ f!' 'fl ' p ... si ~":\ 

:. ( p 
1 
l\) ES UN PLANO PROYECTIVO 
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Ejemplo:. 

2.-) Sean 'P = í1 , 2 , 3, 4, S , 6 , 7 , 8 , 9 , 1 O , 11 , 1 2 , 13 , } 

~, = [1 , 2, S, 7} , Í 1 = t 2, 3, 6, 8} , 'Í 3 = ~ 3, 4, 7, 91 , Í~t = { 4, S, 8, 10} 
iss{s,6,9,11}, i, ~{6,7,10,12}, i~ ={ 7,8,11,13}, 18 ={ 8,9,12,1) 

1, = { 9, 1 o, 13, 2} , i" = t 10,11 , 1 , 3} , 1.. = { 11 , 12,2, 4} , f .. = { 12, 13,3, s} 

1.,={13,1,4,6}} .• 

Verificar que (P, lt) es un plano proyectivo. 

-f. 'f,_ -f3 iq -i, -f" i:a "i. ~r" "fa o i .. -fu. 1.3 
1 ')(. .,c. te. "'IC. 

2 'X ~ ~ Y-. 

3 ~ 'X ~ ~ 

4 ,. )C. ~ ')C. 

S ~ ~ X ~ 

6 "' ~ "K ~ 

7 ,.. ,_, 'X "»( 

8 ,.. )C. ~ ~ 

9 ~ l<. ~ ~ 

10 )C. ~ '",(. .,_, 

11 X ~ )(. ~ 

12 )C. l(. ~ )( 

13 ~ y. " ~ 
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I y II) Por dos puntos pasa una y sólo una recta. 

Por P1 P4 pasa i., solamente por p2 p~ pasa Í 2 solamente 

11 P, p~ 11 -s 10 
11 11 p2. p"" 11 -! .. 11 

11 P, p4 11 i.~ 11 11 p~ p!l 11 -f. 11 

11 P1 P
5 

11 ;f. 11 11 p2 p• 11 it 11 

11 P, Pe¡, 11 j,~ 11 11 p2. pl 11 t, 11 

11 P, P.~ 11 i. 11 11 P2. Ps 11 -!1. 11 

11 P, Pa 11 i, 11 11 p'l. Pe¡ 11 !q 11 

11 P1 Pq 11 is 11 11 p'l. P.o 11 "iq 11 

11 P, P,o 11 :f.o 11 11 p'l. P., 11 -i .. 11 

11 P, P .. 11 i,o 11 11 p2 P,1 11 -;f .. 11 

11 P, P,z 11 1a 11 11 pl. P,1 11 f"' 11 

•• P, P, 3 " {,~ " 

por p~ ~ pasa i~ solamente por p"' p!> pasa 'f.ttsolamente 

11 P~ Ps 11 i,~ 11 11 p4 p~ 11 -f,3 11 

11 p!l Pco 11 ~?. 11 11 p-4 P:¡ 11 -f-s 11 

11 p~ p1 11 i, 11 11 P.e P1 
11 ~J4 11 

11 P~ Pa 11 12 11 11 p4 Pq 11 -t~ 11 

11 pl Pq 11 t~ 11 11 p4 P,o 11 ~ ... 11 

11 p'! PIO 11 {,o 11 11 p-4 Pu 11 -! .. 11 

11 p~ Pu 11 ~to 11 11 P4 P,2 11 -f .. 11 

11 P3 P,z 11 {,t 11 11 P.e P,~ 11 -ir~ 11 

11 p~ P,~ 11 1.1 11 

. eJ.~"\~"" 
~'-C" ,,,\,.\0. 
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Por p~ P._ pasa ~5 solamente por p -
Gt P~ p as a • -;e e;. solamente 

11 Pe, P.~ 11 ;f., 11 11 p(e Ps 11 {2 11 

11 Ps Ps 11 ili 11 11 p{, Pq 11 1!> 11 

11 Ps Pq 11 !5 11 11 p'- P,o 11 ~' 11 

11 Ps P,CI 11 il\ 11 11 p" pll 11 i.s 11 

11 Ps P.. " -g5 11 " P, P,, 11 i,. " 
11 Ps P,z. " i..1 11 11 P,. P,'! " i.,'?o " 
11 Ps P,?t 11 i,2 11 

Por P-:¡ Pa pasa i:¡ solamente por p8 Pq pasa t& solamente 

11 pl Pq 11 ~"3 11 11 Ps P,o 11 i4 11 

11 pl P,CI " i-, 11 " Ps Pu " i~ " 

" p~ P .. " -s.:¡ " " p~ p 12. " fa 11 

11 p1 P,t " "!, 11 " Pa P,l " i:¡ " 
11 p1 P,~ " jl " 

Por P., P10 pasa 'f.q solamente por P,o P11 pasa j.,o solamente 

11 Pe¡ Pu " '!.& " " P,. P,-z " t" " 

" Pq P,t " i& " " P,o P,., 11 -iq " 

" Pq P,~ 11 "iq " 

Por P .. P,1 pasa Íu solamente por P,l P.'!! pasa 't,z solamente 

" p" P,~ " 11 11 
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III)Dada cualquier par de rectas estas siempre se cortan. 
En efecto: 

1. 'l ~ 2 se cortan en 2 i2 'i !3 se cortan en 3 

-!, '1 ~~ 11 11 11 7 i1.~ !_.. 11 11 11 8 

-!, '1 ~lt 11 11 11 5 i., V -f~ 11 11 11 6 

-i, 'i is 11 11 11 S -!1. 't '!" 11 11 11 6 

-;il ~'ir. 11 11 11 7 i'l 'i i,.:¡ 11 11 11 8 

ti \) il 11 11 11 7 !1. y ! 8 11 11 11 8 

-i, ~ ~Q 11 11 11 1 '11. ~ iq 11 11 11 2 

il ~ i.C\ 11 11 11 2 it '( i,o 11 11 11 3 

11 '1 ~10 11 11 11 _i-1. Vi,, 11 11 11 2 

i, 'i f-u 11 11 11 2 -t, V 'f,1 11 11 11 3 

1. 1 '\ i. 11 11 11 11 S i.'l 'i il3 
11 11 11 6 

-!, ~ !13 11 11 11 

~3'l~~se cortan en 4 'fl!'(~s se cortan en 5 

{~v "fs 11 11 11 9 {e¡ '( -ic. 11 11 11 1 o 
!l 'l ic. 11 " 11 7 1.~ '{ t, 11 11 11 8 

-1-a 'i -f 1 11 11 11 7 itt ~18 11 11 11 8 

i3'l{.8 11 11 11 9" 1~ q ~q 11 11 11 10 

i.l ~ itt 11 11 11 9 i.~t ~ i.,o 11 11 11 10 

i~'f'flo 11 11 11 3 -s. ... 41 i" 11 11 11 4 

{o¡ 'i i." 11 11 11 4 -!l¡ y ~ 11. " 11 " S 

i.}U ilt 11 11 11 3 1 1~ 't -i 1"1 
11 11 11 4 

-!~~ i,3 11 11 11 4 
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~s "i {."se cortan en 6 "t,'f !:¡se cortan en 7 

1-s '1 i":l 11 11 11 1 1 i" ~ ~8 11 11 . 11 1 2 

~6 '( -4 11 11 11 9 ~' ~ iq 11 11 11 10 

-is '{ {q 11 IJ 11 9 1., '1 ~.o 11 11 11 10 

i¡ ~ ~.0 11 11 11 1 1 -f, V 'fu " " " 1 2 

"Ís 'i ~~~ 11 " 11 11 {,~ i,,'l" 11 " 1 2 

i.os "l "f..lt 11 " " 5 {,~!·'&" 11 11 6 

-i.s '1 ~'' 11 " 11 6 

11 e¡~~ se cortan en 8 -!a't ~1 se cortan en 9 

{1~ !q " 11 11 13 -ia V i,o 11 " " 1 

{l 'i -f,o " " " 11 -!,v-f .. 11 11 " 1 2 

-tl 'i i 11 " 11 11 1 1 -i, '1 -.e,'l 11 " " 1 2 

{l V -i,,t " " 11 1 3 i.a"' {,1 11 " " 
{l '1 ~1'?. 11 " " 1 3 

'iq '1' i.,os e cortan en 1 o -f-to'({use cortan en 11 

1.1\'ffll" " " 2 i.,o-t ~12 " " " 3 

-!,q 't ~1'2 " " " 1 3 ~ ICI ~ -f13 11 " " 1 

{q ~-f..?» " " " 1 3 

1.11 '1' ~.tse cortan en 1 2 t 1 'l·t,se cortan en 1 3 

{ 11 'l -f.~ " " " 4 
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IV) Existe cuatro puntos en el plano tales que tres 
están sobre la misma recta. 

Considérense los puntos t 1 ' 2, 3' 4) 

En ~. ={1,2,s,7} 1E:f.,2€f,, 3~!.' 41-Í, 

En it = { 2,3,6,8} 1 t. f2 , 2 € fz , 3t&iz , 4 ~ ~z 
En i3 = {3,4,7,9} 1 ,t 1,' 2 ~ f1 ' 3e: f~ 4~-;f, 
En ~tt = f 4, S, 8 ,' 9} 1 ~ i4i ' 2 "t~ ' 3t flt ' 4 €i4 
En ~~ = { S, 6, 9 , 11} 1 ,l fs, 2 t fs , 3 ,¡_ f~ ' 4 E:. :f~ 

En "ir. = { 6, 7, 1 O, 1 2} 1 ~ t~ ' 2,. '!' ' 3tf..f,.' 4 ~ ~" 
En -f.~ = { 7 , 8, 11 , 1 3} 1 t ~:¡' 2 ;. i1 ' 3,. ~1 ' 4 ~ -f1 
En ia = { 8, 9 , 1 2, 1 } 1E~ 8 ,2tf8 , 3 ,_f. ' 4,. ~. 

En iq = { 9, 1 o, 1 3, 2} 1,. 'f'\, 2 E fq , 3~ f, ' 4fl 'fq 
En i.~ = { 1 O, 11 , 1 , 3} 1 E: í,., 2;. t,., 3e:.t,.' 4 f_ 1-ao 
En"tu = {11,12,2,4} 1 tf . ., 2 E: i .. ' 3 t Íu, 4 E: i .. 
En ~ •z = { 1 2 , 1 3, 3, S} 1tfaz, 2;. t,l.'. 3e: f,l.' 4 ri i,~ 
En tl = { 1 3, 1 , 4, 6} 1e.!,l, 2¡.f,1, 3;. i,l, 4 € f.?o 

:. ES UN PLANO PROYECTIVO. 

de ellos no 

'. 
\ 

25 



26 



EL CAMPO z 2 

Seal2-={o,1} un conjunto con dos elementos y con dos 
operaciones ( +, •) llamadas suma y producto, dadas 
por las siguientes tablas: 

+ o 1 • o L 
·O o 1 o o o 
1 1 o l o l 

Demostraremos que Z?. (enteros módulo 2) con estas'' 
operaciones es un campo. 

DEMOSTRACION: 

Por demostrar que Zz-=-{o,1} cumple con los seis pos­
tulados de campo. 

I) POSTULADO DE CERRADURA DE LA SUMA. 

Sean x ,y € 2 1 =C> (x+y) E. "'Za 

o + o = o 

o + 1 = 1 

1 + o = 1 

1 + 1 = o 

cumple. 
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I') POSTULADO DE CERRADURA DEL PRODUCTO 

Sean X,Y E. Z2 :::4> Y..·~ E. 2, 

e.o =o 1.0 =o 
0.1 -@ 1.1 =o 

:. cumple. 

II) POSTULADO CONMUTATIVO DE LA SUMA 

1 + o = 1 

o + 1 = 1 :. 1 + o = o + 1 

:. cumple. 

II') POSTULADO CONMUT~TIVO DEL PRODUCTO. 

Sean X, Y € "Z2 =(>- )(.·l./ =Y·)<. 

0.1 = o 

1.0 =o 

. .. 

:. 0.1 = 1.0 =O 

cumple • 
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III) POSTULADO ASOCIATIVO DE LA SUMA. 

Sean :r 7 .....-. (')(.+ "/) + ~ : ')<. + ( "/ +!) X, Y,,. E 4..2 -v-

Se presentan 8 posibilidades: 

000, 001, 010, lOO, 111, 110, 101, 011 

Aquí para abreviar comprobamos solamente 2 casos los demás 
son análogos. 

l 
(O + O) + 1 = O + 1 = 1 

O + {O + 1) = O + 1 = 1 

:. cumple. 

+ 1) + o = o + o = o 
+ (1 + O) = 1 + 1 = O 

III') POSTULADO ASOCIATIVO DEL PRODUCTO. 

Sean (X.Y) . Z = X. (Y.Z) 

Se presentan los mismos 8 casos que en el postulado anteior
1 abreviaremos en la misma forma. 

(0.0) . 1 = 0.1 =O 

o. (0.1) = 0.0 = o 

:. cumple. 

( 1. 1) .0 :z 1 .Q =O 

l. (1.0) = 1.0 =O 
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IV) POSTULADO DISTRIBUTIVO. 

Sea X,Y,Z E "l?. ==/X (Y+Z) = XY + XZ 

(Y+Z)X = YX + ZX 

Puesto que la multiplicación es conmutativa basta demostrar la 

distributividad por un lado. 

Probaremos la distributividad por la izquierda, se presentan -

los mismos 8 casos anteriores, pero probaremos sólo dos. 

O. (O+ 1) =O (1) =O 1.(1 +O) = 1.1 = 

0.0 + 0.1 = o + o = o 1.1 + 1.0 = 1 +o= 

cumple 

V) POSTULADO DEL IDENTICO DE LA SUMA 

X + O = O + X = X 

o + o = o 

o + = + o = 

cumple 
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V') POSTULADO DEL IDENTIOO DEL PRODUCTO. 

VI) 

0.1 = 1.0 = o 

1.1 = 1.1 = 1 

:. cumple. 

POSTULADO DEL INVERSO DE LA SUMA. 

~Y. € -z.,. 
1 

3 -')(.e. z2 j x+ (-')()=o 

o + o = o ' -0 = o (es decir el inverso aditivo de 
o es O) 

1 + 1 = O , -1 = 1 (es decir el inverso aditivo ' 
de 1 es 1 ) 

:. cumple. 

VI') POSTULADO DEL INVERSO DEL PRODUCTO . 

. . . 

... 
Como 1.1 = 1 , 1 = 1 

( es decir el inverso multiplicativo de 1 es 1) 

z2. =t 1 ,o} con las operaciones 

(.+,.) es un campo. 
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EL PLANO AFIN SOBRE 

E 1 e o n junto 'P = { ( x , y) / x e ~ 2. y 'l €. ~ ~"J = Z 2 x /i 2 
producto cartesiano de~ 2 por sí mismo consta de 4 elementos 

que !lameremos puntos; más adelante definiremos rectas en 1' y 

demost~aremos que es un plano afín. 

'P = { (x,y)/ xe.l 2 y Ye:l'2} 

p = { (0,0),(0,1),(1,0), (1,1)} 

Por comodidad y para seguir las ideas de la Geometría Analíti­

ca usual, representaremos estos 4 puntos como sigue: 

(o 1 1 ) • • ( 1, 1) 

(0,0) • • (1,0) 

X z2 
Llamaremos rectas a los conjuntos de puntos (x,y) en "l/2 x 2 2 

de la forma siguiente: 

• 

'R. = f (x ,y) e L 2 xl. 2 / ax+by+c = O con a,b, e, E J: 2 Y aób,< O} 

Para seguir la nomenclatura de la Geometría Analítica, si b F O 

diremos que a 
'b es la pendiente de la recta. 

No.perdamos de vista que lo que estamos llamando pendiente es -

solamente al elemento-~ el2 , siempre y cuando bFO, es decir 

cuando b = 1 
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En el caso de que b = O simplemente diremos que las rectas son 

verticales siguiendo la costumbre, ( o de pendiente infinito). 

Estamos listos para obtener todas las rectas de Al 2 xZ 2 

Notas aclaratorias para el mejor entendimiento en la obtención 

de las rectas de L 2 x Z 2 

1. -) 

+ a 1 

o o 1 

1 1 o 

RECTAS"HORIZONTALES" 

Con pendiente igual 

ax + by + e = o 

Ox + 1y + o = o 

Ox + 1y + 1 = o 

a 

Con referencia a la tabla de suma. 

1 + 1 = O entonces el inverso de 

1 es 1 es decir -1=1 

cero. 

y = o 

y = - 1 y = 1 

Por lo tanto las rectas horizontales son 

2.-) RECTAS"VERTICALES. 

ax + by + e = O 

1x + Oy + O = O 

1x + Oy + 1 = o 

X = 0 

X = -1 

Por lo tanto las rectas vertic~~es son• 

,' 

X = 1 

[: = o 

= 
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3.-) Con pendiente igual a uno: 

y = -1x y = X 

ax + by + e = O 

1x + 1y + O = O 

1x + 1y + 1 = O y = -1 x-1 y = 1x + 1 

Por lo tanto las rectas con pendiente uno son 

[

y = X 

Y = X+1 

En conclusión Z 2 

seis rectas. 

x ~ 2 consta de cuatro puntos, y de 

Mostremos ahora las rectas y sus puntos respectivos •. 

1) RECTAS HORIZONTALES: ____ . ____ 
(0,1) (111) 

y = 

1'----- --- y ... o 

(0,0) ( 1 1 o) 

y = O consta de los puntos (0,0) 

y= consta de los puntos (0,1) 

( 1 1 o) 

( 1 ' 1) 

Las rayas punteadas sólo sirven para no perder de vista los 

dos puntos ·1.~ de los cuales consta cada recta. 
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2.) LAS RECTAS VERTICALES: 

X = O 

X = 

consta de los puntos (0,0) , (O, 1) 

(1,0) , (1,1) " " " " 

,.(o, 1) '1(1,1) 

1 

1 1 
" 

1 
1 

1 
1 

~(1,0) ,l.o,o) 

3.) LAS RECTAS CON PENDIENTE UNO: 

y = X Consta de los puntos (0,0) , (1,1) 

Y = x+1 " .. " " (0,1) , (1,0) 

)1,.<1,1) (0,1~ /-

" , " / ,, 
_/ "" 

¿ "~(1,0) (o, o) 

Cada una de las rectas de este plano consta de dos puntos. 

,• 
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SOBREPONIENDO TODAS LAS RECTAS OBTENEMOS EL PLANO~ 2 x~ 2 

CON SUS PUNTOS Y SUS RECTAS. 

(o , 1 ) 

x=O 

(0,0) 

y=1 

" / X . . 

/ " 
y=O 

~ x22 

( 1 , 1 ) 

x=1 

( 1 , o) 

Dos rectas se llaman paralelas si no se intersectan por lo tanto: 

X=O es paralela a X=1 porque no tienen ningún punto en común 

Y=O es paralela a Y:1 " " " " " " 

Y=X es paralela a Y=x+1 " " " " " " 

RECORDEMOS LOS AXIOMAS DEL PLANO AFIN: 

I) Por dos punto pasa una recta. 

II) Esta recta es única .. 

III) Toda recta tiene al menos dos punto. 

IV) Existen al menos tres puntos no colineales. 
V) Dada una recta .! y un punto P fj. .l existe una réGta 

..t• tal que i) P E". .t: 
iiJ ln .t' = ~ 

. ". V) L es úni~a. 
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Para demostrar que "Z 2 x L 2 es efectivamente un plano afín, 

tenemos que comprobar que se cumplen los seis ~iomas anteriores. 

Por demostrar que Z 2 x Z. 2 con sus puntos y sus rectas es un 
plano afín. 

DEMOSTRACION: 

Sea -p y R. el conjunto de puntos y rectas recpectivamente en 

'22 x.2'2 

p = I (0,0) , (0,1) ( 1 , o) 1,1,)} 

f\ =[fco;o) , C1,o)}:~{co,1) , (1,1)} .{co,oJ,co,n}.{c1,ol, c1,1l} 

{co,o), (1,1)}, {co,1), (1,ol}} 

Para facilitar la verificación de los axiomas, bauticemos a los -

puntos y a las rectas. 

(o, o) = PI 

( ó, 1 ) = p2 

( 1 , o) = p~ 

( 1 , 1 ) = p4 

{ (o, o) , ( 1 , o >1 = j 1 

' 1 \ \ 

{ (o, 1 ) , ( 1 , 1 >} = f 2 

{ (0,0), ( 1 ,1)} = f!) 

{<o,1) ,(1,o>} = i'-

\ ( o , o) , ( o , 1)} = f 3 

{ ( 1 , o ) , ( 1 , 1 >} = f o4 

P = { r, , P2 , P ~ • P4} R. = { f., t •. i, ;f4,i.,-t.} 

38 
". 



VERIFICACION: 

~. {, ~3 ilf t~ j,., 
P, ~ " 'K TABLA 
p· 

~ ~ .. 2 DE 

p3 • • • INCIDENCIA. 
P.q " • 1'-

I) Axiomas: Por dos puntos pasa una recta. 

!!)Axiomas: Esta recta es únlca. 

DEMOSTRACION: Dados P, , P2 
{ 

P, E:. i3 
pt E ..g~ y solamente en Í 1 

Dados P1 , P~ {P, od, 
y solamente en i, P3 E -;f 1 

Dados P, , P4 {P, € fs 
y solamente en :f~ 

P4 ~ Ís 

Dados P1 , P"!l {p· d, 
y solamente en f~ 

pl ~ t~ 

Dados P2 , P4 { P2 d, 
P.e E. cf t. y solamente en i 1 

Dados P1 , p~ (P•d• y solamente en f~ 
P.,. E: ~lf 

' ~\ 
'~~\ 

cumple 

. "'"' "' '"-\\) \ ~ 6\ 
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III) Axiomas: toda recta tiene al menos dos puntos: 

DEMOSTRACION: ~. =\ p 1 ' P3}.fz,={P!, ~) 
i 't ={ p2 ' ~} f s= { P, , p4) 

11 ={P,, P2} f, = ~ P2 , p31 

cumple 

IV) Axiomas: Existen al menos tres puntos no colineales. 

DEMOSTRACION: Los puntos.P1 , P't, P 3 no son colineales, pues 

no hay rectas con más de dos puntos. 

V) Axioma: Dada una 

l'tal que: 

cumple 

recta l y un punto P ~J. existe una recta 

i) p Ei l' 
ii) in i' = ~ 

V ) Axioma: 11 
... . · es unJ.ca. 

DEMOSTRACION: 

,• 

Sea j 1 = { P, , 

Sea f'Z. = { P, 

p31 por p1 pasa f. 11 r 1 

por P"' pasa ~'l. 11 f., 

p~1 

Sea "f:\ = { P, , P21 

sea :t. = { P1 , ~1 

por P, pasa 

por P\ pasa 

por p1 pasa 

por p~ pasa 

f, 11 f, 
-;f 1 11 i2 

'fAt 11 11 
t, 11 i, 

por 

por 

P1 pasa i 1 11 ~ 41 . 
p

1 
pasa '¡f 1 11 1,4\ 
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i~ =\P• , ~1 
por P2 pasa 1, // :f!!l Sea 
por :P~ pasa 'f." 11 'fs 

{ } por P, pasa f~ 11 -:fe:. Sea ~' = p?.' p~ por P-4 
pasa j 6 // 'f, 

En cada caso existe una y a lo más una paralela que pasa por 
el punto exterior a la recta dada. 

o o o 2 2 xZ. 2 con sus puntos y sus rectas es un 

plano affn. 

,• 
41 



.-

3 ~ H O S 

O J\ I 1 J 3 A O~ d O N \11 d ··1 3 



EL PLANO PROYECTIVO SOBRE z 2 

fodemos . extender el plano af!n "Z 2 x ~ 2 a un plano pro­

yectivo al cual le llamaremos "EL PLANO PROYECTIVO SOBRE Z 2:"; 

este nuevo plano deberá cumplir con los axiomas de plano proyec­

tivo, es decir, con los tres primeros axiomas del plano afín y 

además con los dos siguientes: 

a) Axiomas: 

b) Axiomas: 

Dadas dos rectas estas siempre se cortan. 

Existen cuatro puntos en el plano tales que cua­

lesquiera trea de ellos no están sobre la misma 

recta. 

Necesitamos provocar que dos rectas cualesquiera siempre se 

corten, En el caso de no ser rectas paralelas no hay problema -

porque siempre tendrán un punto en comGn, pero ¿qu~ hacer para -

cuando tengamos dos rectas paralelas? necesitamos que se inter­

secten, para lograr que esto pase vamos a agregar •un puntoal in­

finito" para cada familia de rectas paralelas que tengamos y de 

esta forma cumplir con nuestro axioma "au. 

Agregemos ~n p~nto alinfinito para cada conjunto de rectas parale­

las. 

1. -) 

(o 1 1 ) ... ( 1 , 1 ) 
y=1 ---+-.... 

" " ...._,_,_._,_. "' -+-·-·~ 
(0,0) { 1 1 o) 

y=O 

,• 
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2 .... ) 3~-> 

t'\ K (O, 1) / -, ~. " ;{'/ 

( 1 ' 1) 

·: .. ~ .. , .... 
0:;. -·· •• _; 

1 \ 

X=1 

1 \ 
y· 

(o, o>¡· " o) "x < 1, 

~ ) 
(0,1)+ \ 

+<1,1) 

.·¡ / 
1 ~ 

~---- y=x+1 

1 

)(·0¡ 1 

1 
(0,0) ... + ( 1 lO) 

Demostremos ahora que se cumple el axioma "b" 

Axioma b) Existen cuatro.puntos en el plano tales que cualesqui­

era tres de ellos no están sobre la misma recta. 

DEMOSTRACION: 

Sea P
1 

(o, o) p2. ( 1 , o) P~(0,1) , l4 (1,1) 

los cuatro puntos del plano. 

Por demostrar: que cualesquiera tres de ellos no estan sobre la 

misma recta. 

Recta -;t, : y = 1 P,tf,, Pt~f.,, P,si,, P .. e.f, 
Re e ta !'1 : Y = O P, E f?. , P1 G f 2 , Pl t f2 , P.q ~ ft 
Recta f~ : X = O P, e:. i 3 , P1 ~ il, P, € ~31 P.,. € !:s 

~ 44 
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Rectas -s. .tt : 

Rectas f5 : 
Rectas f, : 

X = 1 p 1 ~ ~" ' Pz €. ;f.., ' p~ 'Í- Íq ' P._ € f" 
y = X P.~ !s , P-¿ '- is ' p~ st 'f!l ' P_. ~ f& 
Y=X+1 P, tj. ~c. , Pz e f, , P, e f" ' P4 ;. !c. 

. . . Se satisface el axioma "b" 

Sobreponiendo todas las rectas junto con los puntos al infinito 

queda la siguiente figura. 

I~ 

f.~ 

'"" 
""' 

~.) 
""' / 
/.""' 

/ . 

.,/' 
~ 

EL PROYECTIVO SOBRE 2 2 
.. 

.· 
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Con un total de siete puntos: cuatro anteriores del plano afín 

y tres al infinito. 

Con un total de siete rectas: seis anteriores las del plano afín 

ahora con un punto más cada una de ellas y la recta la infinito. 

La tabla de incidencia de este plano proyectivo es la siguiente. 

i, "f'l 'f, ilj 'is -fr. i':'l 
P, " " -pl • -. ,_ 

TABLA DE INCIDENCIA 
p~ " ~ ~ 

p4 K ,._ • DEL PLANO PROYECTIVO 

p~ • • ~ 
P, 

" • -p~ 
,. )C. " 

Queremos hacer ver el isomorf~smo existente entre el plano pro­

ye~tivo sobre~ 2 y el ejemplo número uno de planos proyecti­

vos. Hagamos pues una correspondencia entre los puntos del 

plano proyectivo sobre~ 2 y los del ejemplo. Analogamente con 

las rectas. 

P, 
pt 

pl 

P.e 

p! 

Pe. 

p1 

= (0,0) 

= (0,1) 

= (1 ,O) 

= (1,1) 

= 1, 
= It 
= I~ 

-!, = { co,o),(1,0), r,} 

!,_ = ( co,1),(1,1), r,} 
-f l = { (o ' o) ' (o ' 1 ) ' 13) 
1~ = t ( 1 , O) , ( 1 , 1 ) , I~ 
i. !t = { ( O , O ) , ( 1 , 1 ) ', I~ 
-!,. = \ (o ' 1 ) ' ( 1 ' o) ' It) 
i 1 = { •: I 1 , I 2 , I 3 J 

De esta forma mediante el ejemplo mencionado podemos demostrar 
en forma indirecta que en ~ 2 X~ 2 se cumplen todos los --

axiomas para ser un plano proyectivo. -
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Por demostrar que ~ 3 es un campo. 

Z 3 == t O, 1, 2} en teros módulo tres con las operaciones ( +, •) 

tabla de suma tabla d e dueto nro' 
+ o 1 2 • o 1 2 

o o 1 2 o o o o 

1 1 2 o 1 o 1 2 

2 2 o 1 2 o 2 1 

Vamos a probar siZ3 =t0,1,2) con las operaciones (+,•) cum­

ple con los seis postulados de campo. 

1 .-) Cerradura de la suma: S ea x 1 y E. ~ 3 )"- X + Y E. z 3 

o + o o + o 

o + + 
o + 2 2 + 2 

1~-) Cerradura del producto: 

o o 

2 

o 

2 + o 

2 + 

2 + 2 

2 

o 

S e a X , Y Ei Z 3 :_,)- X • Y €: z_ 3 

o o o 

2 

o 
o 
o 2 

o 
o 
o 2 = 2 

2 

2 

2 2 = 

2.-) Conmutativo de la suma: Sea X , YE Z.3 -=? X + y = y 

o + 1 = 1 + o = 1 1 + 1 = 1 + 1 = 2 

o + 2 = 2 + o = 2 1 + 2 = 2 + 1 = o 
o + o = o + o = o 2 + 2 = 2 + 2 

+ X 

2 .... -) Conmutativo del producto: Sea X , y G. ¿ 3 ="7 X . y = Y.X 

o . o = o . o = o 1 . o = o . 1 = o 
2 . o = o . 2 = o 

2 . 2 = 2 . 2 = 1 1 . 2 = 2 . 1 = 2 
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3.-) Asociativo de la suma: 

Sea X, Y,Z&g3 '=='.>' 

(O + 1) + 2 

0+-(1 + 2) 

( 1) + 2 

o + o o 
o 

3~.-) Asociativo del producto: 

Sea X , Y, 'Z € "Z_ 3 ==>-
(o • 1 ) 

o . ( 1 

2 o • 2 = o 

2) = o • 2 = o 

X+Y) +l=X+ ( Y+l) 

(2 + 1) + 2 = o + 2 = 2 

2 + (1 + 2)= 2 + o = 2 

X • Y) • l = X • ( Y • Z ) 

(2 • 1) • 2 = 2 

2 • (1 • 2) 2 

2 = 
2 

4.-) Distributivo: Sea X, Y,7:E.~3 =7' X (Y+~)= XY + Xl 

(Y +t) X-i:::YX +'lX 

0(1 + 2) = o (1) = o 

0.1 + 0.2= o + o = o 
(1 + 2) 2 = (O) (2) 

2+ 2.2= 2 + 1 = o 
o 

S.-) Idéntico aditivo: jO E L3 ) ~ x €. z~ X+O = O+X = X 

o + o = o + o = o 
o + 1 = 1 + o 
o + 2 = 2 + o = 2 

5~.-) Idéntico del producto: 3 ( ~ L?. J ~ y.r;¿_7L?., X.1 = 1. X = X 

o. 1 = o = o 
1 • 1 

1 • 2 = 2 = 2 

6.-) Inverso de la suma: ~y, e."Z?.,3 -Y.E7f3 j X+ -X= O 

o + o = o 
+ 2 = o 

2 + 1 = o 

6 ~.-) Inverso 

= 

2 • 2 -

del producto: ~X€L3 'X,..,&-() 3 ie: 4~ 
' 

Z 3 = t O, 1,21 con las operaciones (+, •) es un campo. 

1 x.x ... 
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1 EL PLANO AFIN SOBRE z 3 

~ 3 ={o, 1, 2} con las operaciones ( +, •) es un campo. 

Con el campo~ 3 vamos a construir un plano afín de la -

misma forma que· lo hacemos eri Geometría Analítica, en donde -

el conjunto de puntos de nuestro plano afín sera finito 

(? = {<o,o), (0,1), (0,2), (1,0), (1,1), (1,2), (2,0),(2,1), 

(2,2)} 

Con esta forma nos queda el plano afín Z 3 x L 3 que - -­

consta unicamente de nueve puntos: 

(i> ~{<x,Y>/ xtl3 Y H,l3} 
* * * (o , 2) ( 1 ' 2) ( 2' 2) 

* * * ( o , 1 ) ( 1 ' 1 ) ( 2 , 1 ) 

* * * (o, o) ( 1 1 o) (2,0) 

1 z3 X z 3 

Ya habiendo determinado la forma y el número exacto de -­

los puntos de ~ 3 x ~ 3, definiremos las rectas: 

Se llama recta al conjunto de parejas (X,Y) en L 3 x "7l. 3 

que cumplen con ax + by + e = O 

- a 
b 

Con a,b,c, 

(b -1 O) 

~ 4[ 3 y a,b no ambos cero con pendiente 
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{R. " t (X , Y) " ]. 3 x d:_ 3 / ax + by + e " o } 

Observemos que lo que llamaremos "pendiente" es sólo el elemen­

to -~ E. Z 3 siempre y cuando b -F O 'por tanto b = J ó b = 2. 
b 

Si b = O, en este caso diremos simplemente que las rectas 

son verticales. 

Procedamos mediante la definición a obtener el conjunto de 

rectas que están con tenidas en Z 3 x Z 3 

1.-) Rectas Horizontales: 

Con pendiente igual a cero. 

ox + 1Y + o = o ; y = o 
ox + 1Y + 1 = o ; y = -1 ; y = 2 

ox + 1Y + 2 = o : y = -2 : y 

ox + 2Y + o = o ; y = o 
ox + 2Y + 1 = o ; y = -1 : y 

2 
OX + 2Y + 2 = o : y = -2 ; y = - 1 : y = 2 

2 

Por tanto las rectas horizontales son: l Y = O 
y = 

y = 2 

2.-) Rectas 

con pendiente igual a uno. 

ax + by + e = o 

1 X + 2y + o = o ; X + 2y = o 2Y = -X ; Y= -1 X : y = -
2 

1X + 2Y + 1 = o : 2Y= - X - 1 y = -1 X - 1 ; y = X + 
2 2 

1 X + 2Y + 2 = o : 2Y = -X -2 ; y = -1 - 2 ; y = X + 2 
- X -
2 2 

X 
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Por tanto las rectas con pendiente uno son, {: X 

X + 1 

X + 2 

3.-) Rectas con pendiente igual a dos: 

ax + by + e = o m = - a 
b 

1 X + 1Y + o = o 
y = - 1 ')<.; y = 2X 

1 X + 1Y + 1 = o ; y = -1 -1X ; y 

1X + 1Y + 2 = o : y = -2 -1x : y 

Por tanto las rectas con pendiente dos son: 

4.-) Rectas verticales: 

ax + by + e = o m = -a 
b 

1 X + OY + o = o ; X = o 
1 X + OY + 1 = o ; X = -1 

1 X + OY + 2 = o : X = -2 

Por tanto las rectas veEticales son~ 

X = 2 

X = ·1 

2X + 2 

2X + 1 

t~ 2X 

y = 2X + 

y = 2X + 

t
x = o 
X = 

X = 2 

2 

En z 3 X 1. 3 existen 12 rectas cada una contiene tres puntos -

y solamente tres. 

Comprobemos y mostremos que cada recta consta de tres y -

solamente tres puntos.-

1.-) Rectas Horizontales: 

y = o consta de los puntos (0,0), (1,0), (2,0) 

y = " " 
y = 2 " " 

" " 

" " 

( o , 1 ) 

(o, 2) 

( 1 , 1 ) 

( 1 , 2) 

( 2 , 1 ) 

( 2 , 2) 
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+--- -+--- -+ 
(012) (112) (2,2) y 2 

-~--- -+--- + 
(011) (111) (211) y = 

+(o~;;-,---+(~~~,-- ... e 2
1 

o> y = o 

Las rayas punteadas sólo nos sirven para no perder de vista los 

tres puntos de los cuales consta la recta. 

2.-) Las rectas con pendiente igual a uno: 

y = X 

y = X + 

Y = X + 2 

Consta de los puntos (o , o) 

( o , 1 ) 

(o , 2) 

( 1 , 1 ) 

( 1 1 2) 

( 1 1 o) 

11 11 11 11 

11 11 11 11 

/ ----.......... 
.¡.. 

*/ ... " / (012) / (1,2~ / (2,2) \ 
/ 

/ 
/ /' 

) *<o~n -/( * /" ( 1 , 1 ) ' (211) 
/ 

/ / 
/ 

,/ 
' ~ 

~ 2 ,O) lf·c o· 1 o> * ( 1 , o) 

( 2 1 2) 

( 2 1 o) 

( 2 1 1 ) 

3.-) Las rectas con ;12endiente igual a dos: 

y = 2X consta de los puntos (O,O), (1,2), ( 2 1 1) 

y = 2X + 1 11 11 11 11 (0,1), (110) 1 ( 2 1 2) 

y = 2X + 2 11 11 " 11 (012), (111)1 ( 2 , o) 
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,/ 
--- ··-. ""'-· 

' ( 
\ 

.k 
(0,2). Jlf(1 ,2) * ( 2 , 2) 

" "', '>.. 

" ' * ' " 
( o , 1 ) 

.Jr 
'(1,1) *<2,1) 

"" 
'*'co,o) * 

4.-) Las rectas verticales: 

X = O consta de los puntos 

X 11 

X = 2 11 

11 11 

11 11 

* 
1 
(o , 2) 

* (o , 1 ) 
1 

* (o, o) 

11 

11 

* 1 ( 1, 2) 
1 
1 
1 

-k 

1 
( 1 , 1 ) 

1 

1 

* ( 1 1 o) 

" ,, ', 
"'" ( 1 , o) ( 2, o) 

(0,0) 

( 1 , o) 

(2,0) 

( o , 1 ) 

( 1 , 1 ) 

( 2 , 1 ) 

* 1<2,2) 

'Al· 
¡(2,1) 

1 

J 
( 2 , o) 

(o, 2) 

( 1 , 2) 

( 2, 2) 

/ 

Sobreponiendo todas las rectas obtenemos el plano afín L 3x Z 3 

1 

1 

1 
f 

1 

/ 
1 

" / 

/ 

__ ... _ ----, 
.... ' / 

/ 

' ' ' ' 
/ 

' / ·- -- - -·- - -- - *' / '1 ', / ' . / 1 ' ' ' . " / ' / ' . ', /' '/ 
/ ', /"'' 

1 / 1 /. ', / ', 
1 / • '· /. ' 
1 / ~ 

1 
...... ___ -------r 
~ . ' , ', / ' / 

. ' ' ' 1 ', ' / ' / 

......... 

' ' ' 

"' 

., 

/ ' ', 'y' )..: 
\ "'-, / ',, / ',, 1 / ""' /. ', /. ', ,/ 1 

/ 
/ 

\ ~---- ~---- -Jf. 
/ ' ' '-, 

__ ,...,./ 
" / 

......... / 
......... __ ,_ 

...._ __ .. .,-' 

" 
\ . 

\ 
' 1 

1 
1 
I/ , . 

/1 

1 
1 
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Antes de continuar verifiquemos que efectivamente Z~~Z3 
cumple con los seis axiomas para ser un plano afín. 

DEMOSTRACION: 

Por demostrar que Z 3 x L 3 con sus puntos· y sus rectas 

es un plano afín. 

(j> = ~(0,0) ,(1,0) ,(2,0) ,(0,1) ,(1,1) ,(2,1) ,(0,2)' (1,2) ,(2,2)} 

(? ={cP1 'P2 'P3 'P4 'Ps 'P6 'P7 'Ps' Pg} 

~ = { t ( o ' o ) ' ( 1 ' o ) ' ( 2 ' o ) } ~ o ' 1) ' ( 1 ' 1 ) ' ( 2 ' 1 ~ .[< o ' 2 ) ' ( 1 ' 2 ) ' ( 2 ' 2 )} 

t (o ' o) ' ( 1 ' 1 ) ' ( 2 ' 21 .(< o ' 1) ' ( 1 ' 2) ' ( 2 ' o~ ·f o ' 2) ' ( 1 'o) ' ( 2 ' 1)} 

{ ( o ' o ) ' ( 1 1 2) ' ( 2 ' 1 1 'l ( o ' 1 ) ' ( 1 ' o ) ' ( 2 ' 2 ~ '\ ( o ' 2.) ' ( 1 ' 1 ) ' ( 2 ' o)} 

{ ( o ' o ) ' ( o ' 1 ) ' ( o ' 21 't 1 ' o ) ' ( 1 ' 1 ) ' ( 1 ' 2 } '~ 2 ' o ) ' ( 2 ' 1 ) ' ( 2 ' 2 )} } 

' 

IK = \ R. 1 • R. 2 • R. 3 • R. 4 • R. s • !6 • !7 • !8 • ¿9 • ¿ 1 o • n 1 • l 1 2} 

f.¡ .e.2 .e.3 .e.4 .e.5 .e.6 .e.7 .e.8 .e.9 .e.1 o f. 1 1 f. 1 2 

p1 ~ ~ ~ '( 
......... 

Pz ~ ~ ~ ,t\ ~\..\U 
~e;... c.~tl1~' 

p3 ~ ~ ~ ~ 

p4 ~ ... "" -. a( 

Ps "~ ., ' ~ ~ ~ 

p6 ~~. X ~ ~ 

p7 ~ '1- ~ )( 

Pg ~ "' ~ V. 

p9 
y. 

~ ~ ~ 
56 
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I) Axioma: por dos puntos pasa una recta: 

II) Axioma: por dos puntos pasa una y sólo una recta: 

Demostración: -
Dados ( p 1 ' P2)E.{, y solamente en -!. 

" ( p 1 p ) E: S.. " " " i. ' 2 
i. " ( p 1 p 3) ~ f. " " " ' 

" ( p 1 P 
4

) E: i,o " " " {,o 
' 

" ( p 1 p 5) E ~'-~ 11 11 11 !4 ' 
,, > 

( p 1 P6) E. ~l 11 11 11 il ' 
11 

(P1 p ) E Í,o 11 11 11 i 10 ' 7 
11 

( p 1 p ) G il " 11 " il ' 8 
11 

( p 1 P9) (;. ·t~ 11 11 " {~ ' 

" ( p 2 p 3) G. {, 
11 " " --1. ' 

" ( p 2 ' p 4) G ~B " 11 " -is 
" ( p 2 ' p 5) ~ ·!,, 11 11 " "i-tt 
11 (P2 ' p 6) G. ~~ " 11 11 {lO 
" ( p 2 ' 

p ) G. ~(o 11 11 11 t~ 7 
11 ( p 2 , p 8) E. f .. 11 11 11 -f .. 

P9)€ fs ' {B " ( p 2 ' " 11 " 
" ( p 3 ' P4) E. f-5 " 11 11 -s-c.:. 

" ( p 3 ' P5)c::. Í9 " " 11 iq 
" ( p 3 , P6) E.; J_,'l. " 11 " !,'2. 
11 ( p 3 , P7) €. ic, 11 11 11 ·S-q 
" ( p 3 , p 8) G 1'-s " 11 11 is 
" ( p 3 , P ) e ~1?. " " " -i.'l. 9 
11 (P 4 , P

5
) G {?. 11 11 " ~2. 

" ( p 4 , P6)E. !'2. 11 11 " ia 
11 ( p 4 , P 7) E ~lO " 11 11 -s-,0 
11 ( p 4 P8) E.. 'is " " 11 is , 
11 (P 4 p 9) e:. 1:.~ " 11 11 -is , 
11 ( p 5 P 

6
) E. fz 11 11 11 f.?. ' 

" ( p 5 p 7) e=. -i., " 11 11 -f. <\ , 

" ( p 5 P
8
)E_f, 11 11 11 -i .. ' 

11 (P 5 P9)E. f4 " 11 " 1.4 , 

57 



< • • 

Dados (P6 1 P 
7

) G fe;; y solamente en fe;; 
11 

( p 6 P 8 ) G i'=t " 11 11 il 1 

" ( p 6 p ) E. 'i 1'2. 11 11 " i,'l. 1 
9 

i~ 11 
( p 7 P8)G.i3 11 11 11 1 

11 
(P 7 Pg)G ~~ 11 11 11 {3 1 

11 ( p 8 Pg) e.. {3 11 11 11 t:> 1 

III) Axioma: Cualsuier recta a E. R 1 contiene por lo menos dos 
puntos. 

Todas las rectas contienen tres puntos, entonces cumplen 

con el axioma. 

IV) Axioma: Existen tres puntos que no pertenecen a una misma 

recta: 

Demostraci6n : 

Dados t p3 1 p4 1 p5} 

p3 a -:f:, ; p4 1 p5 r/:- -f. 

p4' P5E.:.fz.; p3 t/:.iz. 

p3 1 p 4 1 p 5 rl- i~ 
Ps ~ -;e"' ; p 3 1 p 4 t/1- 14 
P 3' P 4 e :fs ; P 5 ~ -f5 
P3, p 4' p5 E. i" 
P3, p4' PS ~ -fl 

P3, P5tj_ -is 'P4E.'fs 

P3,P5E.~q p4 rJ. :fq 
P3, PS ~ i,o· P 

4 
G. i,o 

P3, p 4 f:_ fu P 5 E J:" 
P3 E. i,'2 ' P 4' Ps 'Í- i,?. 
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\7) Axioma: Si tenemos una recta y un punto exterior a esta, se 
puede pasar por este una recta paralela a la recta 

~-

VI) Axioma: Si tenemos una recta y un ,12unto exterior a esta, no 
se puede pasar por este más de una paralela a la 
recta dada. -

Demostración: Sea -f, = {p1 , p2 , p 3) 

Por p4 pasa 12.11 i, . Por p7 pasa i~;;i, 
Por Ps pasa "i~ 11 í, . por p8 pasa -f~ // f. 
Por p6 pasa 12. 11 i, . por p9 pasa !"!. 11 -! 1 

Sea {2. = { p 4 1 Ps , 
p6} 

Por p1 pasa i. /1 -f~ . por p7 pasa t~ 11 f, 
Por p2 pasa f, 11 i 2. . por P 

8 
pasa i~ 11 i. 

Por p3 pasa i. 11ft . por p9 pasa i~ 11 !, 
Sea i 3 = { p7 , p 

1 p9} ' 8 

Por p1 pasa f.// i~ . por p4 pasa t?. 11 f~ 
Por p2 pasa i, // t 3 

. por Ps pasa t2.;;f} 
Por p3 pasa !, 11 -f; . por p6 pasa i2.;;{} 

Sea t, = { p 1 , Ps , 
p9} 

Por p2 pasa Íro/ 1 jli . por p6 pasa fe. 11 ji¡ 

Por p3 pasa fsi/Í4 . por p7 pasa i(o 11 i'\ 
Por p4 pasa 11 . por P 

8 
pasa i5 11 i"\ 

Sea is={P 3 
, p4 , 

P8} 

Por p1 pasa -J'~ 11 "fs . por p6 pasa S-ro 11 f& 
Por p2 pasa-~" 11 jo . por p7 pasa f(o¡¡-fs 

Por ~S pasa ·t~ 11 is . por p9 pasa t~ // 15 
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Observamos que la paralela que encontramos para cada punto 
es .... un J. ca 

en común) . 
recordemos que paralelas quiere decir no tener puntos 

Podíamos seguir comprobando pe~o con la idea que nos mues­

tran las cinco primeras rectas, el lector puede terminar la - -

comprobación si dificultad alguna. 

Como se ha demostrado que 2 3 x Z 3 con sus puntos y sus 

rectas cumplen con los seis axioma: 

z 3 X 1...3 es un plano afín. 

Podemos ahora extender el plano afín 3 X 3 y poder - -
tener un plano proyectivo, al cual le llamaremos "PLANO PROYEC­

TIVO SOBRE 2 3'', este plano. deber& satisfacer con los tres pri~ 
meros axiomas del plano afín y con los dos siguientes. 

a) Axioma 

b) Axioma 

Dadas dos rectas estas siempre se intersecan -

en un punto. 

Existen cuatro puntos en el plano tales que -­

cualesquiera tres de ellos no est&n sobre una 
o 

misma recta. 

Por tanto necesitamos conseguir que dos rectas cualesquie­

ra, siempre tengan un punto en común. Cuando las rectas no son 

paralelas forzosamente tienen por lo menos un punto en común. 

lC6mo logramos que esto se cumpla, cuando las rectas son paral~ 

las?. 

Para lograr que esto pase vamos a agregar "un punto al in­

finito'' por cada familia de rectas paralelas que tengamos y de 

esta forma cumplimos con el axioma (a). 

Es decir agreguemos un punto al infinito por cada grupo de 

rectas con igual pendiente. 
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"'*''*';JCfP* •' ' .. "'**'"""''I!WifiiJiiA4 z.e .a e o 

1 ). Rectas horizontales: 

~-- ·- ~)t--!.-2 
----........ 

"""' ~-- ·*-- -9c- Y=1..;.- '-
. . ......... ' 

........ ~ 

"' ~--~·-·-:)f.- Y=O-:-- --. 

2) Rectas verticales. 

* 1~ 
1 \"' . 

1 \ \ 
1 \ 

1 1 
+ --1 )( l 

. .,. 1 ~ l 

~t -7 
1 1 * .,.~ 

\ .... 
)l 1 
~1 
1f: 
1 
1 

tft 

3) Rectas con pendiente i~ua1 a uno: 

/--· 

/ ""' J. /,-~ 
·~ ;* 

/ /" )"-
.,( / ..,./ ) 

/ ,. / 
/ / / 

* ;t( / // / /.., 

/
.// 

~~/ 

!11111111!11111····, 
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4) Rectas con pendiente igual a dos: 

/-, 
/ ,. '· '*" * \ 

1 .,'\ " 1 

,, * ~ ~ 

' " \ 
·, lt \ ' )F * 

" .. \ ,, 

\ 
• 

Sobreponiendo todas las rectas con los puntos al infinito queda 

la siguiente figua: 

~-, 

( \ 1 ,, ' 
1 ' ... \ ' 

" L' ' '"' ./'< 
' . -

/ 

/ 

·' 

.... 

\ 

\ 
··- \ 

-, __ , 
1 .-.. 

\ \ "'-
\_ ' ' 

1 ' \ ·, ··--:~ -....... . " 
' \ ...... 

.. \ ....... ,, 
:_~.\ 

/ '· \\ ---
' ' \ 

-~ 
... ' 
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Con un total de trece rectas, doce anteriores del plano afín y 

la recta al infinito. Consideramos la uni6n de los puntos al 

infinito como una recta ( con objeto de que se sigan cumplien­

do los axiomas I y II), y la llamamos la recta al infinito. 

Con un total de trece puntos, nueve puntos anteriores del pla­

no afín y cuatro puntos al infinito. 

De esta manera obtenemos: 

EL PLANO PROYECTIVO SOBRE z 3 
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1 EL CAMPO Z5 
sea Z5 = to,1,2,3,4.1 un conjunto con cuatro elementos, 

y con dos operaciones (+,•), llamadas suma y producto. 

Demostraremos que ~5 (enteros módulo 5) es un campo con -

las operaciones de ( +, •) . 

+ o 1 2 3 4 • o 1 2 3 4 

o o 1 2 3 4 o o o o o o 
1 1 2 3 4 o 1 o 1 2 3 4 

2 2 3 4 o 1 2 o 2 4 1 3 

3 3 4 o 1 2 3 o 3 1 4 2 

4 4 o 1 2 3 4 o 4 3 2 1 

Tabla de suma Tabla de producto . 

Demostración: 

Por demostrar queZS= \0,1,2,3,4} cumple con los seis 

postulados de campo. 

I) Postulado de cerradura de la suma: 

Sean x,y ~ Z 5 ==> (x+y) E. Z 5 

O+ 1 = 1 1 + 1 = 2 2+ 1 = 3 3+1 = 4 4+ 1 = o 
0+2 = 2 1+2 = 3 2+2 = 4 3+2 = o 4+2 = 1 

0+3 = 3 1+3 = 4. 2+3 = o 3+3 = 1 4+3 = 2 

0+4 = 4 1+4 = o 2+4 = 1 3+4 = 2 4+4 = 3 

cumple 
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r') POSTULADOS DE CERRADURA DEL PRODUCTO: 

Sean x,Y € Z5 ~ (X.Y) E; Z 5 

o. 1 = o 1 . 1 = 1 2 . 1 = 2 3. 1 = 3 4 . 1 = 4 

0.2 = o 1. 2 = 2 2.2 = 4 3.2 = 1 4.2 = 3 

0.3 = o 1 . 3 = 3 2.3 = 1 3.3 = 4 4.3 = 2 

0.4 = o 1. 4 = 4 2.4 = 3 3.4 = 2 4.4 = 

cumple 

I I) POSTULADO CONMUTATIVO DE LA SUMA: 

Sean X,Y en z 5 =t> X+Y = Y+X 

0+1 = 1+0 = 1 1 + 1 = 1 + 1 = 2 2+2 = 2+2 = 4 

O+ 2. = 2+0 = 2 1+2 = 2+1 = 3 2+3 = 3+2 = o 

0+3 = 3+0 = 3 1+3 = 3+1 = 4 2+4 = 4+2 = 
0+4 = 4+0 = 4 1+4 = 4+1 = o 3+3 = 3+3 

3+4 = 4+3 = 2 

cumple 

II ) POSTULADO CONMUTATIVO DEL PRODUCTO: 

Sean X,Y en z 5 X • y = y • X 

o. 1 = 1 . o = o 1 . 1 = 1 . 1 = 1 2.2 = 2. 2 = 4 

0.2 = 2.0 = o 1 . 2 = 2. 1 = 2 2. 3 = 3.2 = 
0.3 = 3.0 = o 1 • 3 = 3 . 1 = 3 2.4 = 4.2 = 3 

0.4 = 4.0 = o 1 . 4 = 4. 1 = 4 3.3 = 3.3 = 4 

3.4 = 4.3 = 2 

cumple 
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III) POSTULADO ASOCIATIVO DE LA SUMA: 

Sean X,Y,Z €. 2 5 =t> (x+Y) + Z =X+ (Y+ 'l) 

Ejemplos: 

(3+2) + 4 = o + 4 = 4 1+ (3+4) = 1 + 2 = 3 

3+ ( 2+4) = 3 + 1 = 4 (1+3) +4 = 4 + 4 = 3 

, 
III ) POSTULADO ASOCIATIVO DE LA MULTIPLICACION: 

S e an X, Y 1 2 E: Z 5 ~ (X. Y) • Z = X. ( Y. :Z ) 

(3.2) • 4 4 = 4 1. (3.4) 2 2 

3. (2.4) 3 • 3 = 4 (1.3) .4 3 • 4 2 

IV) POSTULADO DISTRIBUTIVO: 

Sean X,Y,~ E: z 5 ~X Y+ ~ ) = XY + X 'l 

Y+ Z) X= YX +lX 

Ejemplos: 

3 (4+2) 3 = 3 2. (3+2) = 2 o o 

3.4+3.2 = 2 + 3 2.3 + 2.2= 1 + 4 = o 

V) POSTULADO DEL IDENTICO DE LA SUMA: 

~ O € 1 5 ) ~ x E Z5 , x+o = o+x = x 

o + = + o = o + 3 = 3 + o 3 

o + 2 2 + o = 2 o + 4 = 4 + o = 4 

cumple 
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~ 

V ) POSTULADO DEL IDENTICO DEL PRODUCTO: 

VI) 

vi")' 

31€15 ~~ XGl5, X.1=1.X=X 

o = o = o 1 2 = 2 1 2 1 • 4 

= 1 3 = 3 1 = 3 

cumple 

POSTULADO DEL INVERSO DE LA SUMA: 

o 

2 

;} - X E. z 5 ¿ ~ x € z~ , X + -X = O 

+ o = o 2 + 3 = o 4 + 1 = o 
+ 4 = o 3 + 2 = o 

cumple 

POSTULADO DEL INVERSO DEL PRODUCTO: 

4 X € L. 5 , X 1- O 3 x•e. L 5 j x.x""= 

= 1 3 . 2 = 
. 3 = 1 4 . 4 = 

. cumple 

Z 5 = { O, 1 , 2, 3, 4} con las operaciones 

de (+,.) es un campo. 

4 • 1 = 4 

En los párrafos anteriores y en este, hemos comprobado directa­

mente que Z 2, Z 3, y Z 5 son campos. 

Para demostrar que Zp con "P" primo arbitrario, es un campo es­

te tipo de demostració- directa ya no es posible: sin embargo -

la demostración algebraica no es larga. Aquí la omitiremos. 
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El Plano Afín sobre Z 5: 

Al conjunto de 75 ~"Zs <x,Y) / x e.Z 5 y Y6Z. 5} 
producto cartesiano de~ 5 por sí mismo consta de 25 elementos 

que llamaremos puntos. Más adelante definiremos rectas en OP y 

demostraremos que es un plano afín. 

CP= t (X,YI 1 xfC.l5 y Yd.s} 
ú) ~.{ (0,01, (1,0), (2,0) 1 (3,0) 1 (4,0), (0,1) 1, (1,1) 1 (2,1), 

(3,1), (4,1) 1 (0,2) 1 (1,2), (2,2) 1 (3,2) 1 (4,2) 1 (0,3), 

(1,3), (2,3) 1 (3,3) 1 (4,3) 1 (0,4) 1 (1,4), (2,4), (3,4) 1 

(4,411 

Por comodidad y para seguir las ideas de la Geometría Ana-

lítica usual, representaremos estos 25 puntos como sigue: 

*(0,4) *(1,4) *(2,4) *{3,4) *<.~,4) 

*(0,3) *(1,3) *(2,3) *(3,3) *(4,3) 

*(0,2) *(1,2) *(2,2) *(3,2) *(4 1 21 1 z S X Z si 
*(0,1) *(1,1) *(2,1) *{3\.1) *(4,1) 

*<o,o) *(1,0) * (2,0) *(3,0) *(4,0) 

Llamaremos rectas a los conjuntos de puntos (x,y) en L'b ,e ""Za de 

la forma siguiente: 

&{_ ~ I (x,yl e: Z. S x 2 sj ax+by+c~o, a,b,c, e.l s, a 6 b # o} 

70 



Para seguir la nomenglatura de la Geometría Ana¡ítica, si b ~ O 

diremos que a 
b es la pendiente de la recta. 

No perdamos de vista que lo que estamos llamando pendiente 

es solamente al· elemento - :E:. Z S, siempre y cuando b ~ o, es 

decir cuando b = 1 ó b = 2 ó b = 3 ó b = 4. 

En el caso de que b = O simplemente diremos que las rectas 

son verticales siguiendo la costumbre ( o de pendiente infinito). 

Estamos listos para obtener todas las rectas de ~ S x ~ S 

Notas aclaratorias para la mejor comprensión en la obten- -

ción de las rectas de Z S x Z 5 

+ o 1 2 3 4 

o o 1 2 3 4 

1 1 2 3 4 o 

2 2 3 4 o 1 

3 3 4 o 1 2 

4 4 o 1 2 3 

En las rectas vamos a sustituir valores; la explicación la 

hacemos en seguida refiriéndonos a la tabla anterior. 

+ 4 = o entonces el inverso de 1 es 4 1 es decir -1=4 

3 + 2 = o entonces el inverso de 3 es 2 1 es decir -3=2 

2 + 3 = o entonces el inverso de 2 es 3 1 es decir -2=3 

4 + 1 = o entonces el inverso de 4 es l 1 es decir -4=1 

1) Rectas Horizontales: con eendiente i~ual a cero. 

ax + by + e = o 

ox + 1y + o = o ; y = o 

ox + 1y + 1 = o . y = -1 ; y = 4 , 

ox + 1y + 2 = o ; y = -2 ; y = 3 
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ox + 1y + 3 = o ; y = -3 ; y = 2 

ox + 1y + 4 = o ; y = ;_4 . y = .1 , 
( y = o 

Por lo tanto las rectas horizontales son: ·y 1 = 

y = 2 

y = 3 

y = 4 ... 

2) Rectas con pendiente igual a uno: 

ax + by + e = o 
4x + 1y + o = o ; y = -4x ; y = X 

4x + 1y + 3 = o ; y = -4x-3 . y = X + 2 , 
4x + 1Y + 1 = o ; y = -4x-1 ; y = X + 4 

4x + 1Y + 2 = o ; y = -4x-2 ; y = X + 3 

4x + 1Y + 4 = o : y = -4x-4 ; y = X + 

Por lo tanto las rectas 

1 : 

= }{ con· 

pendiente igual = X + a uno son: 
' y = X + 2 

y = X + 3 

y = X + 4 
\... 

3) Rectas con pendiente igual a dos: 

ax + by + e = O 

2y o o 2Y -X l 4 2x X + + = ; = ; y = - - X ; y = - X ; y = 2 2 

1 -X- 1 ; 
. 1; 4 4 

y=2x+ 2 X + 2y + = o ; 2y = y = - - X - - ; y = - X + - ; 2 2 2: 2 

-X-2; y = - ..:... X 2 4 
1 ; y=2x+4 X + 2y + 2 = o ; 2y = - -· ; y = - X -2 2 2 

3 4 2 
X + 2y + 3 = o ; 2y = -X-3; y=-..:..x-- ; y = - X + -· y=2x+1 

2 2 2 2' 

4 o -x-4; • 2t 4 
X + 2y + = ; 2y = y = - - X - - ; y = - X .:.. 2 ; y=2x+3 2 2 2 
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Por lo tanto las rectas con pendiente dos son 

4) Rectas con pendiente igual a tres: 

ax + by + e = o 

2x + y + o = o ; y = -2 ; y = 3x 

2x + y + 1 = o ; y = -2x-1 : y = 3x + 4 

2x + y + 2 = o ; y = -2x-2 ; y = 3x + 3 

2x + y + 3 = o ; y = -2x-3 ; y = 3x + 2 

2x + y + 4 = o ; y = -2x-4 ; y = 3x + 

y = 2x 

Y = 2x + 

Y = 2x + 2 

Y = 2x + 3 

Y = 2x + 4 

Por lo tanto las rectas con pendiente igual a tres son Y= 

Y= 

Y= 

Y= 

Y= 

5) Rectas con pendientes igual a cuatro: 

ax + by + e = o 

4x + 4y o o 4y 4x 
4 4x + = ; = - ; y = - - X ; y = - X ; y = 
4 

4x 4y 1 o 4y= -4x-1 
4 1 4 

+ + = ; ; y= - 4 X - ¡ . y= -X + - : Y= 1 4 

4x + 4y 2 o 4y= -4X-2 
4 2 2 

+ = ; ; y= - - X - - ; Y= -X + ..,.. : Y= 
4 4 1 

4x 4y 3 o 4y= -4X-3 
4 3 3 

+ + = ; ; y= - - X ; Y= -X + -:- : Y= 
4 4 

4x 4y 4 o 4y= -4X-4 
4 4 

-X-1 + + = ; ; y= - - X - - ; Y= : Y= 
4 4 

Por lo tanto las rectas con pendiente cuatro son fy = 4x 

y = 4x + 

y = 4x + 

y = 4x + 

y = 4x + 

3x 

3x+1 

3x+2 

3x+3 

3x+4 

4x+1 

4x+2 

4x+3 

4x+4 

2 

3 

4 
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6) Re_g_tas verticales: 

ax + by + e = o 

1x + O y + o = o . X = o , 
1x + O y + 1 = o ; X = -1 1 X = 4 

1x + O y + 2 = o ; X = -2 . X = 3 , 
1x + O y + 3 = o ; X = -3 . X = 2 , 
1x + O y + 4 = o ; X = -4 . X = . 

X = o 
Por lo tanto las rectas verticales son: 1 

X = 1 

X = 2 

X = 3 

X = 4 
En -z 5 X -z 5 existen 30 rectas. 

Procedamos a mostrar que cada recta consta de cinco y solamente 

cinco puntos. 

1.) Rectas horizontales.: 

y = o consta de los puntos (O,b), (1,0), (2,0), (3,0), (4,0) 
11 11 11 11 (0,1), (1,1), ' (2,1), (3,1), ( 4, 1) y = 1 

y = 2 11 11 11 11 (0,2), (1,2), ( 2, 2) , (3,2), ( 4, 2) 
y = 3 11 11 11 11 (0,3), (1,3), (213), (3,3), ( 4 1 3) 
y = 4 11 11 11 11 (0,4), (1,4), (2,4), (314), ( 4, 4) 

*- -- * -- - *- -- *------ -.....* (o, 4) ( 1 , 4) ( 2, 4) ( 3 . 4) ( 4. 4) y = 4 

*- --- * - --*- - * ~-- .....,. * (0,3) (1,3) (2,3) (3,3) (4,3) y = 3 

* ····· ---- * -- ·-··· * -- ··-- * ---. ·- * 
co~2> c1~2> e 2,2> (3,2> C4,2> y = 2 

*· *' .. ., * * -·----- .. * (o , 1 ) ( 1 , 1 ) ( 2 , 1 ) ( 3 , 1 ) ( 4, 1) y = 

* ................. __, *·-- ---*- ._._ *'---.. ........... * (0,0) ( 1 1 o) ( 2 , o) (3,0) ( 4, o) y = o 

Las rayas punteadas sólo nos sirven para no perder de vista los cinco puntos 

de los cuales consta cada recta. 
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2. ) Rectas con pendiente igual a uno: 

y = X Consta de los puntos (O,b), .(0,1), (2,2), (3,3), ( 4' 4) 

y = X+1 11 11 11 11 (0,1), (1,2), (2,.3), ( 3' 4) , (4,0) 

y = X+2 11 11 11 11 (0,2), (1,.3), (2,4), (3,0)' ( 4' 1) 
y = X+3 11 11 11 11 (0,.3), (1,4), (2,0), (3,1), ( 4' 2) 
y = X+4 11 11 11 11 (0,4), (1,0), (2,1), (.3 , 2 ) ' ( 4, 3) 

.,....._..-·· .--... 

/ ---~ 
// / ---~ -----/ 

/ 

// / / / ) 
* * * * ' * (O,;/ (1,4~ (2,4)/ D_,4~· (4,,/ 

/ ./ ./ / . / J \ \ 
( o , 3 ) / ( 1 ' / ( 2 , 3 ) // ( 3 ' 3 ~// ( 4 ' y / 

/ / , ) 
*/ */ *// * ,./ * / . / (0,/' (1,2) (2,/ (3,2/ (4,2)/ / 

// / / / 
* * * * (1,/ (2,// (3,/ (4,/ */ 

(o ' 1 ) 

*' */ */ */ */ (o, o) (1,0) (2,0) (3,0) (4,0) 
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3 • ) 

y 

y 

y 

y 

y 

Rectas 

= 2X 

=2X + 
=2X + 

=2X + 
=2X .+ 

con pendiente igual a dos: 

consta de los puntos (o, b) , 

1 " " " " (0,1), 

2 " " " " (0,2), 

3 " " '1 " (0,3), 

4 " " " " (0,4), 

,, ............... 

~" ""' 
/ .,, ~ ··-., 

.................... ~- ·· .. 

(1,2), (2,4), 
.. 

(1;3), (2,0), 

(1,4), (2,1), 

( 1, O) , (2,2), 

(1,1), ( 2, 3) , 

1 -........... ·--. 
. . "-..... 

/1 ............. * * * .............. * * 1 \ . (o • ~ ( 1 • 4 ~ 2 • 4)~ 3 • 4) ( 4 • 4) 

\, "-. ---. * ~ * ~. -----.._ • 
(0,3) (1,3) (2;3) (3,3) (4,3) 

(3,1), 

(3,2), 

(3,3), 

(3,4), 

(3,0), 

~"- ~ ~------' ,__ ~ ~ 
* --............* ........ * '·--......... * ~* ~ 

( 4, 3) 

( 4, 4) 

(4,0) 

( 4, 1 ) 

( 4, 2) 

(0,2) (1,2) (2,2) (3,2~ (4,2) """" 

~ "".. ~ -- ........ ..._ "" \ 
~------" ~ ·-. "-

* * * * ..... * ·- V (0,1) (1,1) (2,1) (3,1) (4,1) ) 

··--., ............... ............._ ""--... "-.. 1 
' ""' ~ ' ' 1 

* * * ~* ~* --~ (0,0) (1,0) (2,0) (3,0) (4,0) 

'· ........._ " ............ ......... 
.................... ""' ''-, ~ ............ / J " .............. '-·-..;¡ ,~"J -.......... "· . / . ..··· 7 . ~0 

.. 
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4. ) 

y 

y 

y 

y 

y 

Rectas 

= 3X 

=3X + 1 

=3X + 2 

=3X + 3 

=3X + 4 

con pendiente igual a tres: 

Consta de los puntos (O,b), (1,3), ( 2, l) , ( 3, 4) , 

11 11 11 11 (0,1), (1,4), (2,2), (3,0), 
11 11 11 11 (0,2)' (1,b), (2,3), (3,1)t 
11 11 11 11 (0,3), (1,1), (2,4), (3,2), 
11 " " " (0,4), (1,2), (2,b), (3,3), 

'·· '· '-, 

'/~ 
/ //~~ 

/ / ~/~/-~ ,., 

* * * * 
(0,4) (17 / / .• 1 

( 4, 2) 

( 4, 3) 

( 4, 4) 

(4,0) 

( 4, 1) 

./. __ .. /· .~ ' ~ ~) 
(0,3) /3)~ (~,3i ·~ ·~ / . ) 

/ .... · / / ~/~ 
* * * * *' (0,2) (1,2) ...... (2,~ (3.,y ..... (4,2 

~ /" ,/ 

1 . • / ././~/ 
/ / ,. ( o , 1 )/ ( 1 , 1 ) . / ( ~' 1 ( 3 ' 1) * ( 4 , 1 ) ¡( / / ' . /' 
\ */~ / ... · ' 

( * * * ...;Jc \ 1 . ( o ' o) ( 1.~ .?.> ( 2 , o)......-' ( 3 , o)~ ( 4 , o 

~ .. · // , .... ~/ 
'~/ .,/ 
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5 • ) 

y 

y 

y 

y 

y 

Rectas 

= 4X 

=4X + 1 

=4X + 2 

=4X + 3 

=4X + 4 

con pendiente igual a cuatro: 

(010)1 (1,4), (2,3)1 (312)' ( 4 1 1 ) 

(0,1)' (1,0), (214)' (313), ( 4 1 2) 

(0,2) 1 (1,1)1 (210), (314)' ( 4' 3) 

(013)' (112)1 (211) 1 (310) 1 ( 4 1 4) 

(0,4) 1 (1,3)1 (212)' (311), ( 4, 6) 

--·-·----.... 
"'-, 

~ 
//... "' 
~----/1 ~ 

~ 

"' '· 1' \. 
., ,, 

/7 1 " ~ 

1 \\ ·* * "'* (0,4) (1,4) (2,4) ' 
,, 

* ( 3 ' 4) ' * ( 4, 4) 

~ ,, '•,, '\ "' 
" '·,, "' " "' "' * * * * * 

""' "' ' ' ~ *< o ' 2) * ( 1 ' 2) * ( 2 ' 2) * ( 3 ' 2) * ( 4 ' 2) 

~ "" " "" '· "' " ' 
*<o,1) *<1,1) *< 2' 1) 

"" "' * "* "'* 
."" .. 

"' (O,O) (1,0) (2 10) 

', 

*<3,1) 

* ""' " ( 3 1 o) 

*(4,1) 

* (410) 
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6 • ) Las rectas verticales: 

y = o Consta de los puntos: (O, ú) , (0,1), (0,2), (0,3), (O, 4) 

y = 1 " " " " • ( 1 , 0) , (1,1), (1,2), (1,3), ( 1 , 4) 

y = 2 " " " " • (2,0), (2,1), ( 2 , 2) , (2,3), ( 2 , 4) 

y = 3 " " " " ' (3,0), (3,1), (3,2), (3,3), ( 3, 4) 

y = 4 " " " " ! (4,0), (4,1), (4,2), (4,3), ( 4, 4) 

o .- N (V') ~ 

11 11 11 11 11 

X X X X X 

* * * * * 1 (0,4) 1 ( 1, 4) 1(2,4) 1(3,4) 1(4,4) 

1 1 1 1 
' 1 

* * * * * 1 (0,3) 1(1,3) ,<2,3) 1(3,3) 1(4,3) 
1 

1 1 i 1 1 
* * * * * 1 (0,2) 1(1,2) 1(2,2) '(3,2) 1(4,2) 

1 1 ! 1 1 
* * * * * 1(0,1) t<1,1) ,(2,1) 1(3,1) 1(4,1) i 

! 

1 1 1 1 1 
* * * * * (o, o) ( 1 , o) (2,0) ( 3 , o) (4,0) 
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Sobreponiendo todas las rectas obtenemos una ilustración del -

plano ~ 5 x ~ 5 

1 z 5 X z 5 1 

{ 

\ ' 
' ., 
' 

, . .,.,, ,-----..._ ' 
,..,.,.. ...... / ., ~·· "" 
. '· ~ ······· /, ---- -~ ... _ ' - --·~ . 

"---....~ Y. . 

~/ ' 

. ~ ........ , . /, . "\ \ 
/ . · .. ~ ~ / ,-

__, . /" ' 
, / 

' ,, 
' ..... 

' . 
'· 

El plano Z 5 x Z 5 está formado por 

25 puntos 

30 rectas con cinco y sólo cinco puntos en cada recta. 
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Recordemos los aciomas del plano afín: 

I ) Por dos puntos pasa una recta. 

II) Esta recta es única. 

III)Toda recta tiene al menos dos puntos. 

IV)Existen al menos tres puntos no colineales. 

V ) Dada una recta l y un punto "P;. i existe una recta J: 
tal que i) 'P € l.' 

ii> t n l' = ~ 

V"') t ... . es un1.ca. 

Para demostrar que ~ S x z S es efectivamente un pla-

no afín, tenemos que comprobar que se cumplen los seis axio­

mas anteriores. Las demostraciones son trabajos sencillos pe­

ro agotadores si procediéramos en la forma como comprobamos -

Z 2 x Z 2 y Z 3 x Z 3, debido a la cantidad de puntos y 

rectas que se tienen en ~ S x ~ S 

Variaremos en este caso laléctica de las comprobaciones 

y las haremos en forma analítica; con esto verificaremos la -

validez. 

te en 

SeanG' y Úo\ el conjunto de puntos y rectas respectivamen­

Z S X 2 5. 

6' = t (><8) 1 '>< t Z s ~ Y e: .Zs } 

R "" { ("8) E. Zs ,. Zs 1 o.,..+ 6., + e =o , n,b, e e: 7L5 ~M culo -,1 o} 
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Por demostrar: que "7L 5 x Z 5 es un plano afín. 

Por demostrar que se cumple. eL axioma I para Z 5 x 2.. 5. 

I) Por dos puntos pasa una recta. 

Demostración: 

Sean P (x, 1 y
1
) 1 Q (X

2
1 X

2
) 

en 2 5 x Z. 5 • 

dos puntos distintos cualesquie-

ra 

Sea l1a recta en Z 5 x ;l. 5 dada por la .... 
ecuac~on. 

1: (X - X) (Y - Y) - (Y - Y ) (X - X) = O 
2' ' ·2 1 • 

esta ecuación es de 12 grado en X y Y~ 

Para comprobar que P(X 1 Y) pertenece a 1, 1 sustituímos 
' 1 

X~ X 1 y Y- Y 1 debiendo satisfacer la ecuación. 
' 1 

(X -X) (Y- Y)-
2 1 1 (Y2- Yl) (X - X) 

1 
= o 

(X
2

- X
1

) (Y
1

- Y
1
)- (Y

2
- Y

1
) (X '- X ) = O 

1 1 

(X -x>r(o) 
2 1 

- (Y - y ) 
2 1 

( o) = o 

P( x
1 

1 - Y
1

) satisface la ecuación 

pe. l 
pertenece a t sustituímos Para comprobar que Q (X 2 ~Y 2 ) 

'~ -+- )<.?. ~ ~ .--. '4 '2. 

(X - X ) (Y - Y ) - (Y - Y ) (X """ X ) = O 
2 1 1 2 1 1 

(x
2 

- x
1

) (Y
2

- Y
1

) - (Y
2 

- Yl) (X
2

- x
1

) o 

Q (X 2 ~Y 2 ) satisface la ecuación. 

Qel 
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El primer axioma se cumple para 2 5 X ¿·5 • 

. Por demostrar que se cumple el axioma II para L._· 5 x L 5 

II) Esta recta e~ única. 

Demostración: 

Sean t y r dos rectas distintas en Z 5 x J._ 5 que pasan por 

p y Q. 

i 
t' 

ax + by + e = O 

a~x + b~y + e~= O 

Por demostrar que t=~ 

i y i' pasan por P y Q 

P (X
1

,Y
1
) , Q(X

2
,Y

2
) con 

x,,\f,, 'lt..2., l,)t. E. Z-5 

Como ambas rectas pasan por P y por Q, sus coordenadas deben -

satisfacer ambas ecuaciones. 

1)1: ax +by+ e= O 2)f:a~x + b~y +e'= O 

Sustituyendo p. en Q) obtenemos (V y sustituyendo Q en (D obtenemos 

QD. . 

3) ax
1 

+ by
1 

+ e = O 

4) ax
2 

+ by
2 

+ e= O 

5) a (x
2 

- x
1

> + b (y 2 - y 1 > = o 

Sustituyendo P en ®obtenemos @y sustituyendo Q en@obtenemos 

G). 

6) a~x 1 + b~y 1 + e~= O 

7) a'x + b'y + e'= O 
- f'\ 

2 2 
'. \.t..t'\~ u\ t.\.~ 

8) a'(X - X ) + b'(Y - Y ) = O o\o\..\ 
2 1 2 1 
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Como P '1 .Q x 1 ¡t. x
2 

6 bien Y
1 

'1 Y
2 

supongamos que x
1 

'1 x2 (el otro caso es análogo). 

® a(X~ - X1 ) + b (Y 2 - Y
1

) = O 

a = -b (Y 2-Y l) 

(x2-x1) 

Multipliquemos ambos 
miembros por b ... 

ab ... = - bb ... (Y -Y ) 
2 1 

(X2-X1) 

® a ... (X
2
-x

1
) + b ... (Y 

2
-Y 

1
> 

a ... = -b ... (Y .;.y ) 
2 1 

(X2-X1) 

multipliquemos ambos 
miembros por b 

a ... b = -bb ... (Y -Y ) 
2 1 

(X2-X1) 

Por transitividad igualemos ab ... = a ... b 

... o Como a ¡t. O b '1 O, supongamos que b ¡t. o,. 

podernos dividir entre b 

ab ... a ... b 
b = --¡;-

de donde a b ... ... hacemos b ... Á - = a = 
b b 

a Á ... ... bÁ.. = b ... = a y 

Ahora tomemos las ecuaciones CD y 0 
1 ) ax + by + e = O 2) a ... x + b ... x + c ... = O 

ax + by= -e a ... x + b ... y = - e 

c ... = a ... x + b ... y = (/....a) x + (Á.. b) y= Á. (ax +by) =~(-e) 

o 
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~e =c-1 
a-"x + b-"y +e-"= J...{a:x +by+ e) Á.,¡ o 

Podemos concluir que el conjunto 

t = { (X, Y) / ax + by + e = o} es el mismo que el 

conjunto r = \<x,y) 1 a-"x + b-"y + ... o} e = 

Pues si ( X o ' Y 0 ) G t se cumple que 0-)<.o + b ~o + e = o 

~(ax 0 + by 0 + e) = O a-"xo+ b ... yo+ e = o 

{ X
0

, Y
0

) €_ t' 
i = t' 

Se cumple el axioma II 

Por demostrar que se cumple el axioma tres para Z 5 x l 5 

III Toda recta tiene al menos dos p~nt?s: 

Sea 1 una recta cualquiera Z 5 x 1 5 

.l: ax + by + e = O con a :1 O ó b :1 O 

con a, b, e, x, y E Z 5 

i) Si b F o 

X = O ¡::>- by + e = O 

·-;> Y = -e 
b 

Tenemos el punto P 0 { O, -.e 
b 

) E: t 
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Ahora: 

.. 

X === 1 => ax + by + e === O 

~ a+ by :::-e 

~> y = -e .;.a. 
b 

Tenemos que el punto P
1 1 , -e -a ) E. ..Q_ 

b 

(Podemos.seguir dándole valores a x hasta cuatro con lo cual demostraríamos 

que t tiene exactamente 5 puntos, pero es suficiente con demostrar que 

al menos consta de dos puntos) . 

ii) Si b = O, entonces a ~ O y se sigue un razonamiento análogo. 

Se cumple el tercer axioma para 7.. 5 x Z 5 

Por demostrar que se cumple el cuarto axioma para~ 5 x ~S 

IV) Existen al menos tres púmtos que no pertenecen a una misma 

recta. 

En efecto. Si P
1 

es (O,O), P
2 

(0,1) y P
3 

es (<t,(i)), debemos 

demostrar que no existe ninguna (de las 30) ,rectas de Z 5 x 15 
que contenga a P

1
, P

2 
y P

3 
• 

Como sabemos (axioma 1 que por 2 puntos pasa una y sólo -

una recta, la Gnica recta que pudiera contener a P
1 

, P
2 

y P
3 

-

es la que determinan P
1 

y P
3 

o sea Y = O pero esa no contiene -

a P2 • 

Por demostrar que el quinto axioma se cumple para ~ 5 x l 5 

V) Dada una recta i y un punto P t/=. Q_ existe una recta t tal que 

i) P E~ 
ii> in t' -F ;J 
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.. . 

Las rectas de ecuación. 

r; ax + by + e~=· O con e""'/: e 

Son todas paralelas a l y son diferentes 

esto quiere decir que tni' = ~ 
de i ax + by + e o, 

En efecto si 1n2..' '/:~,habría un punto (x
1

, Y
1

) E. inJl.' tal que: 

ax
1 

+ by 1 + e = O 

ax
1 

+ by
1 

+ e""= O ... 
e = e 

Lo que nos lleva a una contradicción. 

Ahora bien si tomamos e""= -(ax
0

+ by
0
), la recta que obtenemos es 

ax + by - (axo+ by 0 ) = O; es una recta que pasa por el punto -

(X 0 '· Y o) y es paralela a ,t 

El quinto axioma se cumple para z 5 X z 5 

Por demostrar que se cumple el axioma v"" para Z. 5 x Z 5 

v"") 

si 

La recta t que es paralela a ~ es ... . unJ.ca. 

Sea (XoYo) ~P.. 
i: ax + by + e = 

JL' nu 
Y \ X 0 t Yo) € ~ ~ 

o, se puede escoger para 

1': O" 
ax

0
+ by

0
+ e""= o, y para L ~ ax

0
+ by

0
+ e = O esas ecua-

e iones puesto:o que t 11 t ~ o._ 11 r: 
de tal forma que: 

Por demostrar que 

Q n l' = ~ 

r = t' 

axo+ byo+ e""= o 

ax
0
+ by

0
+ e""""= O 

e""- e""""= O 

e = e 

y in 9.."_. ~ 

l = t' 

Se cumple el axioma v"" 

~ 5 x ~ 5 con sus puntos y sus rectas es un plano afín. 
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EL PLANO PROYECTIVO SOBRE ~ 5 

El método que aquí hemos usado para demostrar que ~~~S 
es un plano afín, vale para todos los casos en que e es un cam­

po: entonces C x C con sus puntos y rectas es un plano afín. -­

Esta afirrnaci6n hace redundantes las demostraciones ( a pie ) 

de los casos ~1 ~~z ~ ~,~Jtl que se incluyen con fines didácti­

cos. 

A continuac1J6n querernos extender el plano afín Zs ~ Zs 
y obtener un plano proyectivo, al cual le llamaremos "EL PLANO 

PROYECTIVO SOBRE Z 5" 

Este nuevo plano deberá cumplir con los tres primeros 

axiomas del plano afín y con los dos siguientes: 

Axioma A ) Dadas dos rectas estas siempre se cortan. 

Axioma B ) Existen cuatro puntos en el plano tales que cuales-
' 

quiera tres de ellos no están sobre la misma recta. 

Como necesitarnos que dos rectas cualesquiera siempre se -

corten y esto no se cumple en el plano afín ~&~~5 para las -

rectas paralelas, vamos a agregar un punto al infinito por ca~ 

da una de las familias de rectas paralelas~ este punto será 

común para cada familia, de esta manera se cumplirá con el 

axioma "A" 

De esta manera obtendremos el plano proyectivo sobre Z 5 

Es decir agreguemos un punto al infinito por cada grupo -

de rectas con igual pendiente, y uno para las verticales. 
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3.-) RECTAS CON PENDIENTE UNO: 

., 

4.-) RECTAS CON PENDIENTE IGUAL A CUATRO: 

,,. ........ ----··~-
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5.-) RECTAS CON PENDIENTE IGUAL A DOS: 

6.-)RECTAS CON PENDIENTE TRES: 
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Sobreponiendo todas las rectas junto con los puntos al infinito 

que d a 1 a f i gura s i g ll-i e !.1 te s isí -·------- --· 

i 

1 EL PLANO PROYECTIVO SOBRE z.. 5 1 
Con un total de 3 1 puntos: 25 anteriores del plano afín y 6 al 

infinito. 

Con un total de 31 rectas: 30 anteriores del plano afín y la -
recta al infinito. 
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"EL PLANO PROYECTIVO" 
SOBRE LOS REALES 

En la matemática se trabaja con el lenguaje de conjuntos, el -

cual da una alternativa más para el desarrollo y comprensión -

de la misma. 

En el desarrollo y construcción del plano proyectivo usaremos -

esta gran herramienta que es la teoría de conjuntos, los concep 

tos que necesitaremos será solamente nociones tales como: con­

junto finito, conjunto infinito, subconjunto y el concepto de 

inclusión. 

En esta discusión no estamos interesados en cualquier coleción 

de elementos, solamente prestaremos atención a aquellos conjun­

tos 1\? que a compañados de ciertos subconjuntos ! que cumplan -

con las tres propiedades que en la siguiente definición enuncia 

mos. 

DEFINICION: A los conjuntos de elementos P1 , P2. , P 3 , ••• y --

subconjuntos ~ •• i", ~21) •• • que satisfagan las siguien­

tes tres propiedades los llamaremos planos proyecti 

vos. 

~ 

i) Si P y Q son dos elementos distintos de \lp , existe un 

único subconjunto { de 1íp tal que P está en i y Q 

está en i 
~ ~ lf Q (; '1íp ( 'P* Q) =t> j! -;f e Tlp j ? E~ /'. Q f: i 

ii) Si~' y 1.2 son dos subconjuntos distintos dellp existe un 

único elemento P en llp , tal que P está en {. , y P 

está en 1~ 

~ t, ~ ~1. e 'lír ( -i\ t -9.2.) ~ j 1 'P € l(p 
• 

j 'PE. $,/\PE iz 
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i i i) Existen cuatro elementos 
tales que, tres de ellos 
conjunto -i E. 1\p. 

,-,..J 

distintos P1 , P 2 , P~ , P4 de \lp 
nunca están contenidos en un sub-

~ 'P,I'P~I"~ ,"\\ € lfp 1'¡_ * -pj si i.;t.j i ~ i E "r J 'P, ~ i 'J v~ ti \J -p~¿ ~ 'J 1\ t ~ 
-Si todo lo anterior se cumple en llp con los elementos P

1 
, P

2
, P~,··· 

y los subconjuntos ~ 11 iaJ i~J ... , lo llamaremos plano proyec-

tivo. 

.---
A los elementos PL del plano 1\p los bautizaremos con el nombre 

de puntos, a los subconjuntos ~L con el nombre de rectas y ambos 

serán elementos no definidos. Existirá una relación entre estos 

dos elementos y la llamaremos "relación de incidencia" por tan­
J 

to>a las tres propiedades enunciadas en la definición les nombra 

remos relaciones de incidencia. 

~ 

En el plano \\p(proyectivo) existen de tres diferentes tipos de -

puntos (elementos no definidos) . 

1.) Un conjunto formado por todas las parejas ordenadas (x,y) 

compuesta por números reales X,Y, a los cuales les llamare­

mos puntos ordinarios de 1fp. 

2.) Un conjunto formado por todos los números reales (m) y les 

bautizaremos con el nombre de "punto al infinito que corres 

ponde a la pendiente "m" 

bien "punto pendiente") 

por brevedad le llamaremos tam-

3.) Un punto Único (que "corresponde" a las rectas verticales) 

y que denotaremos como Y. 

De los tres tipos de puntos los únicos que matematicamente tienen 

un significado real son los puntos ordinarios, los cuales son los 

puntos que pertenácen al plano euclideano real el cual es muy . 
conocido por todos, pues lo utilizamos en la Geometría Analítica 

elemental. 
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Por todo lo anterior JXOdemos pensar al p·iano 1\p :omo una extensión 

del pl~no de Euclides o sea del Plano Euclideano Real. 

Veamos ahora como son los subconjuntos i·~, de 1fp de los· cuales 

existen de tres diferentes tipos: 

1.) El subconjunto i.(YY~,R)que es la colección de todas las parejas -

ordenadas (x,y), cuyas coordenadas x, y y, satisfacen la -

siguiente ecuación: 

Y = mx+ R , y el punto pendiente m 

Veamos un ejemplo de este primer tipo de subconjunto: Sea la rec­

ta {(?.,S), la cual consiste del punto pendiente m=2 y de todos los 

pares ordenados (x,y). 

Y = mx+l:t 

Y = 2x+5 
i(>,•)~l(x,2x+S); xec~ ut2) 

Obs~rvémos que este tipo de subconjunto puede verse como una rec­

ta de la forma Y= mx+~ contenida en el plano euclideano real-­

juntamente con un punto pendiente contenido en el plano extendido. 

2.) 

3 • ) 

E 1 s ub e o n j unto "in , que comprende a todos los puntos ordina-

rios (x,y) los cuales c~mplen con la condición de que X sea -

igual a h x=h y el punto al infinito~- Esto lo podemos --

imaginar como la recta x=h ubicada en el plano euclideano - -

real y el punto al infinito que ubicamos en el plano extendi­
,..._, 

do o sea en llp 

El tercer 

comprende 

tipo de subconjunto, es el subconjunto f~ , que -­

a~ y a todos los puntos pendiente, cabe mencionar-

que este subconjunto es ajeno al plano euclideano real . 
• 
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El plano proyectivo \\p es una extensión del plano euclideano - -

real, y contiene en su interior un plano euclideano real; Pero un 

plano euclideano no cumpliría con nuestras propiedades o rela­

ciones de incidencia debido a que,cualesquiera rectas paralelas­

no satisfacen nuestra segunda relación de incidencia que nos men­

ciona que, cualesquiera dos rectas deben tener un punto en común. 

Por la razón anterior nace la motivación de extender el plano - -

euclideano creando el punto al infinito ~ y los puntos pendien­

te (m) los cuales provocan el cumplimiento de nuestra segunda re­

lación de incidencia, dando a cada familia de rectas .. con la mis­

ma pendiente, un punto pendiente (m) que se encuentra en el sub­

conjunto iy en la extensión del plano euclideano y a las rectas 

verticales el punto al infinito ~' en donde se intersec~n~ las -

rectas con igual pendiente y las verticales respectivamente. 

Intentemos ahora comprobar si 

subconjgntos <!(N'I,R), {~rt. 1 i'l 

~ 
nuestro plano extendido \\ p con sus 

es un plano proyectivo o sea cum-

ple con las propiedades enunciadas en la definición. 

Si suponemos que los puntos que tomamos son puntos ordinarios - -

tendremos cuatro casos. 

I caso) Suponemos P y Q dos puntos ordinarios tal que P~Q con 

P(a,b) y Q(c,d) de tal forma que a=c , b~d entonces 

son puntos contenidos en el subconjunto ih donde - -

h = a = e y ninguna otra recta los contiene a ellos. 

tr 
1 i~ 
f P(o.,b) 

1 

1 
j Q C.c,d) . 
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II caso Suponemos ahora P y Q son dos puntos ordinarios tal 

que P(a,b) y Q(c,d) de tal forma que a~c entonces 

existe una Única recta en el plano auclideano que 

los contiene y el subconjunto está constituído por -

todas las parejas (x,y) de puntos ordinarios tales -

que cumplen con. 

Y-b=(~) c-a 
(x-a) 

Esta recta tiene su punto pendiente m, que se puede obtener de 

la siguiente forma: 

m= 
d-b 
c-a 

El número real K lo podemos obtener: 

y - b = d- b 
c-a (x-a) 

y = ld -b J (x-a) + b 
e - a -1 

y = m X + K 

K = Y - rnx 

K " [ d - b1 (x-a) + b - t d - b 1 X 
e - a e - a 

[ d - b 1 K = b - a 
e - a 

Este número real K es la intersección de la recta con el eje de 

nuestro plano euclideano real en el punto ordinario (o,k). Por 

tanto esta recta que contiene a nuestros puntos ordinarios P y 

Q es única. 
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III caso Nuestro siguiente caso es cuando P(ayb) es un punto -

ordinario y Q=(m) es un punto pendiente y nepesitamos 

verificar que por estos dos puntos pasa una Única - -

recta. Tomemos una recta Í contenida en el plano eu­

clideano real de tal forma que su ecuación sea: 

Y = mx+ K K = y - mx 
Y que pase por (a,b) nótese que m es fija ya que queremos que -

"pase" por (m)=Q. 

Ahora como P(a,b) es elemento del subconjunto i podemos sustituir: 

K = b - ma 

Lo que fuerza el valor de K y por tanto la única recta que contie­

ne~ a los punto P y Q es la recta i(m,R.) que consiste de todos los 

puntos de la forma ( ~Jm~T~) y el punto pendiente (m). 

IV caso 

V caso 

Supongamos ahora que el punto P(a,b) es un punto ordi­

nario y Q= ~ el punto al infinito, entonces la recta 

que los contiene sería un subconjunto de la forma Íh 
con h=a. 

Q="tf 

1r 

?(o.,b) 

Por Último supongamos que P y Q son diferentes puntos 

pendiente o podrían ser P un punto pendiente y Q = 
y el punto al infinito, en ambos casos la recta que -

contendría a nuestro par de puntos sería 

- Q -= "t.! '""* -

'Tí 

{l! 
lOO 



Con la revisión de los cinco anteriores casos, ~emos comprobado 

que nuestro plano euclideano dotado con los eJementos ideales -

"puntos ideales y rectas ideales" con los cuales se hace posi­

ble la formación del plano extendido satisface la primera de -­

las tres condiciones, debemos ahora comprobar si se cumplen las 

dos restantes. 

La proposición primera que en forma abreviada dice: 

"por dos puntos pasa una sola recta" ya ha sido satisfecha por 

todas las combinaciones posibles de puntos ordj.narios y puntos 

ideales. 

Pasemos a nuestra segunda proposición que dice: 

"Dos rectas coplanares distintas se intersecan en uno y solo un 

punto", tomemos diferentes casos en los cuales combinaremos sub­

conjuntos en el plano euclideano y subconjuntos en el plano ex­

tendido. 

I caso Sean "Í, ~ i 2 dos rectas del plano euclideano 1f' 't m, 1YYI2. 

sus puntos pendientes respectivamente. 

S i ~ 1 -:J::. ~?. y ~, n i.2. = 'P donde p es un punto ordinario, 

entonces m
1 '1 m2 

~. -------1r -- --
-- --- -- --~2. 

Como nuestros subconjuntos "las rectas ~~ ~ -f.a 11 se encuentran 

en el plano euclideano real, sabemos por nuestra geometría eu­

clideana que dos rectas reales no paralelas se cortan en uno y 

sólo un punto, en este caso es el punto P (ord1nario) por tanto 

101 



para que nuestra segunda proposici6n sea verdadera s6lo debe -­

existir un punto de cruce, por tanto los puntos"pendientes tie­

ne que ser diferentes ( m
1 

1= m2 ) . 

II caso Sea 1,, y {'Z. dos rectas del plano euclideano 'ir 'T m,,"'l 
su punto pendiente y su punto al infinito respectiva-

mente: 

~~*12. y 1,n12.='P donde P es un punto ordina-

rio y m1 1= 'f ft¡ 

1i' 

'P -f. -
m, 

~1 

De la misma forma que en caso anterior Í, ~~~ son dos rectas -­

reales no paralelas las cuales su intersecci6n es el punto real 

P y por la geometría elemental sabemos que~. ~~~s6lo se inter­

secan en un punto. 

III caso Sean -t 'i ~z 
que 1, /J "i-z 

dos rectas del plano euclideano \Í tales 

y m
1 

, m
2 

sus puntos pendientes respec-

tivamente, entonces m = m 
1 2 

-----1í -i, 
-- '-....."> m' ::: m -z 

-11. 1_ / 
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Como{, ~~~son dos rectas paralelas, no tienen en el plano eucli­

deano real ningún punto en común, pero satisfacen nuestra segunda 

proposición, ya que, como se dijo m
1 

= m2 y es el único punto -­

común. 

IV caso 

V caso 

Sea -i, 'i i.z. dos rectas del plano euclideano 1\ tales 

que "i,JJ-!~ ~ "'t,,~ sus puntos al infinito respectivamente, 
11 ,~, . 

en ton ces '1,-::= Y 1 \ '.(,= ':{ 
1 

'TI' 

i, 1 li?. 

Sean~(~.~) una recta del plano euclideano con su punto 

pendiente (m) y {y la recta la infinito que es el - -

subconjunto formado por todos los puntos pendientes y 

por el punto al infinito y entonces 

...,... 
\t-n 

ir' 

La recta 1~ (recta a 1 infinito) no tiene ningún punto dentro -

del plano euclideano real, por tanto la intersección no puede -

ser un punto ordinario, pero la recta real i(m,~)tiene un punto 

en la extensión del plano 1f y ese punto es el punto ideal (m) 

como ~~ es el subconjunto formado por todos los puntos pen­

dientes y el punto al infinito la recta f1 contiene al punto 

ideal m, por tanto 

t ..... ,lt) n -f~ o;::::.Y'Y) ''\\1..\0\~c;.. cfJ"' \t"'' 
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VI caso Sean ~~ una recta del plano euclideano con su punto 

al infinito "Í y ~~ la recta al infinito que es el 

subconjunto formado por todos los puntos pendiente y 

por el punto al infinito, entonces i"' (\ i'l =- "'í 

tr 

ih {q 

Como la recta al infinito contiene solamente puntos ideales, en­

tonces no podrían intersecarse en un punto ordinario, por tanto 

la intersección es un punto ideal; como "$,'1 contiene al punto al 

infinito y {~ también lo contiene, la intersección de ambas - ~ 
rectas es el punto al infinito. 

Con el análisis de estos VI casos comprobamos que las combina- -

ciones posibles entre rectas reales y/o la recta al infinito 

se cumple con la segunda de nuestras tres proposiciones, proceda 

mos a verificar si cumplen con la tercera. 

104 



REFERENCIAS. 

A. ADRIAN ALBERT AND REUBEN SANDLER. 

AN INTRODUCTION TO FINITE PROYECTIVE PLANES. 

HoLT. RINEHARD AND WINSTON 1968. 

BENITO CASTRUCCI. 

FUNDAMENTOS DA GEOMETRÍA. EsTUDIO AXIOMÁTICO DO PLANO 

EucLIDIANo. 

LIBROS TÉCNICOS E CIENTÍFICOS S.A. l978. 

EMILIO LLUIS y CESAR RINCÓN. 

EL INFINITO. CICLO DE CONFERENCIAS 

UNIVERSIDAD AUTÓNOMA DE QUERÉTARO, 1984 

lOS 


	PORTADA
	INDICE
	INTRODUCCIÓN
	PLANOS DE INCIDENCIA: AXIOMAS Y EJEMPLOS
	PLANOS AFINES: AXIOMAS Y EJEMPLOS 
	PLANOS PROYECTIVOS: AXIOMAS Y EJEMPLOS
	EL CAMPO Z2
	EL PLANO AFIN SOBRE Z2
	EL PLANO PROYECTIVO SOBRE Z2
	EL CAMPO Z3
	EL PLANO AFIN SOBRE Z3 Y EL PLANO PROYECTIVO SOBRE Z3
	EL CAMPO Z5
	EL PLANO AFIN SOBRE Z5
	EL PLANO PROYECTIVO SOBRE Z5
	EL PLANO PROYECTIVO SOBRE LOS REALES 
	REFERENCIAS BIBLIOGRÁFICAS 

