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PROLODGO.

FPara obtener informacidén del “"mundco real"™ es necesario contar
con urn modelo matematico que permita  caracterizar 1o mas acertado
posible loz fendmenos y/o procesos que ocurran en éste.

El rapido progrezc de las ciencias computacionales 2= en mayor
parte debido al desarrcollo de herramientas matematicas apropiadas.
Los modelo= matemiticos han =ido afplicados acertadamente a un
amplic rango de problemas en diferentez Areas tales como disefic de
computadoras y sistemas computacicrnales, anadlisis del costo de
ejecucidn de un algoritmao, deszarrollo de lenguajez de
programacidn, distribucién de recursos de sistemas de computadoras
etc.

En el presente trabajo se modela y optimiza un alaoritmo
computacional d=  ordenamientca penszado coms  un proceso Qe
tiene comportamiento ectociastico. En la introduccidén c=se
dezcribe el algoritmo a modelar vy =e clarifica =su arigen

0

aleatorio. En lo que ze enuncia como problema  furdamerntal =1
establece claramente el cobjetivo de= ezte trabajo. E=s importante
hacer notar que el modela buscado ez a modo de gereralizacidn de
modelos parciales. Frimerc S eztudian la= Fermutacicnes
Z2-ordenadas azi como una interpretacidn geométrica de éstas en lo
qQue dencminaremos DIAGRAMAS DE REJILLA. A contirwacidn se
cbtiers un maodelo parcial del Fromedico de la cantidad de
inverzionhes que tiensn la=s Frermutacicnes Z-ordenadacs y
h-ordenadacs. Ern 1a pagina (17), =2 muestra el mod=lo general que
describe =l comportamiento del algoritmo citado. Se da encseguida

una buerna aproximacidrn (utilizando aproximacidn asintdtica de=
Stirlirna, lo cual permite determinar una secuUsnCla de
incrementos H que permite minimizar el promedio asintédtico de

la cantidad d= movimientoz que =e realizan en todo el procesao.

ANTONIDO AGUSTIN ORDAZ HERNANDEZ.

Guerétaro, Gra., febrerao d= 1223,
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INTRODUCCION.

Urn problema frecuente en computacién es el de ordenar numeros
en orden ascendente o deccendente. Existen métodos muy eficientes
que desempefian este trabajo, se estudiara ur método que aunque no
es Sptimo en cuanto se refiere al tiempo de ejecucidn, involucra
rroblemas matematicos fascinantes. A tal método lo l1lamaremos
DISMINUCION DE INCREMENTOS, y fue propuesto en 1959 por Donald F.
Shell. La tabla 1 que a continuacién se muestra proporciona una
idea general de este método.

TABLA 1

DISMINUCION DE INCREMENTOS

*sucesidn dada:

503 087 S12 061 908 170 £97 275 653 426 154 S09 612 €77 765 703
¥*primer paco:

503 087 154 061 612 170 765 275 653 426 S12 509 908 677 897 703
*segyrdo pacs=os

S03 027 154 061 €12 170 S12 275 €53 426 765 S09 908 677 £97 703
*tercer paso; ‘

1534 061 303 087 S12 170 €12 275 653 426 765 509 897 677 9028 703
.¥cuyarto pasos;
061 087 154 170 275 426 S03 S09 512 612 653 677 703 765 £97 905

Primero dividimo=z los 16 nameros en 8 grupcos de do= cada uno.

esto es (R1, Ro) , (R2, Ri0), saa » (Re, Ris) .
ordenando cada grupo separadamente se tiene la segunda fila de 1a
tabla 13 ecto e l1llamado el primer paso. Alhora dividimos los
namercos en 4 grupos de 4 cada unho, esto es (K1, Rs, Ro.,
R1ia) , -ne > (Rae, Re, Riz2, Ris) , vy nuevamente cada grupo
ez atrdenando separadamente; este Zo. paso hace la fila tre=s. Liry
tercer pasc ordena dos grupos de 8 ndamercs, =1 4a. pas=o completa
el trabajo ordenando los 16 dmer os. La =zucesidn (=, 1, 2, 1)

usada en =1 ejemplo no es Unica, pusde usarse alguna otra Suce=idn
de la forma ht, ht-1, ht-2, ... s hi, 1 es 1.

PROBLEMA FUNDAMENTAL.

El presente estudic consiste en encontrar un modeloe matematico
de este algoritmo vy con esto determinar una sucezidn H adecuads
que permita una minimizacidn en el tiempo de ejecucion al efectuar
€l proceso de ordenamierto mediante =21 método expuesto. El factor
dominants es la cantidad de movimientos de  numercs, que
denctaremas por B. Fara analizar esta cantidad asumiremos que los
numero=z a ordenar sohn distintes vy al innicio aleatoriamente
distribuido=s.



DEFINICION. Uria permutacidn del conjunto de enteros (1, 2, »
ses5 N} denctado por Jn, es una aplicacidn

Y {1, 2, ..., n}¥ ———— {1, 2, vee, H¥

de Jn en si mismo, tal que =i i,jeln 1 = j, entonces ¥(1) =
®(j).

En adelante representaremcs una permutacién mediante la sucesidn

{ai, az, “aas anrz, fu] csimplemente <ans, entendiendc que
ai = ¥(i).

DEFINICION. si <bi1, bz, . e . bn v <ai1, az, emas
an> =on dos permutacionez en las cuales existen tales que

1 VY ) =S
ai = bjy & =bi y ak = bkx para toda kxi vy toda k=3 »
se dice que uhna es transposicion de la otra.

DEFINICION. Una transposicidn elemental (también 1lamada

movimiento ) es una transposicidn para la cual j=zi+l.

DEFINICION. Se dice que  uhna permutacidén de numeros <a1,

az, a3, ecaes an>» e= h-ordenada =1 ai < ai+h para 1 < i £ rni—ti.
A la permutacidn 1-crdenada se le 1lamara e  adelante

simplemente ordenada.

DEFINICION. Sea <a1,az, cem an> una prermutacidn del
caonjunto {1, 2, exes NX. Si1 i<; vy at > aj, la pareja (ai,
aj) e= llamada una inversidn de la permutacidn.

Se dice que ai y aj estan h-distanciados =i j = i+h £ n.
DEFINICION. Un proceszc de h-—ordernamiento consiste en la
eliminacidn del total de inversiones mediante una secuencia de
transposiciones elementales e las sucesiones de elementos
h-distanciado=.

Coma =e observd el método consiste en un  procesc de
ht-ordenamienta, seguldo por un ht-1-ordenamienito, . >
segulidoe por o hi—ordenamiento. En el casza particular 2 = 2
y b1 = 1, durante el segundo pazoc =se tendria una sucesidr
2-ordenada de numeros <k, b2, ka, “ = . krnx. E= facil

ver que el tamsro de permutaciones <ai, az, “es an> de {1,
2, 3; ... » NP tal que ai £ ai+v2 para 1 € i £ 1-2 es

C(n,Ln/2J) » (1)

puesto que chtenemos exactamente una permutacidn Z-orde=nada  por
cada eleccidén de Ln/2J elementos para colocar en posicidn par az.

a4, a6 . - con residuc [n/2] elementos dados en posicidn
impar. Cada rermutacidn Z-orderada e= igualmete po=ible después
que uty conjunto aleatorio ha sido Z-ordenado.



U problema que surqe de 1 anterior ez la determinacion del
namerc promedic de  inversiones en una  permutacisdn aleatoria de
este estila,

Sea An el namer o total de 1NvVersiohes en todas la=s
Frermutaciones 2Z-ordenadas de {1. 2. 3, ... s Nir. Es claro que
A1=0, A2=1, Aa=2, As=2 Etc. U primer paoblema fundamental

es investigar una forma general de An.

SiBLIOTECA CENTRAL

PERMUTACIONES DOS-ORDENADAS.

Sean
Sv = {Lili+1 | Li = (ai, bi), Li+1t = (ai+1, bBU), &aj. bj € N
Sh = {LilLi+s | Li = (&i, bi), Li+v1t = (a&i. bi+v1), a&j, by € N *,
S = Sy U Sh .

Considéreze el conjunto W de todaz laz sucesziocnecs de elementos d=
S. Sear

T =+t eW | £ = < Lolt, Lil2, .u. , Ln-aLn>, n e N

Dn=4d e T | Lo= (0, D) vLn= (|n2], [rn/z]:.

LEMA 1. Searn d € I'n, V € Sv, HZZ5Sy v d¥* = V¥V U H. Si los
elemerntos de d zon los mismos gue los  de d#*, entonces (V) =

[n/2] v #H) = [nr72] .

El erunciado de e

ste lema ez verdadero dado gue los =lementoz
de la suceszion d forman un conjunto constituido de elementos de V
y H v dado que Lo = (0, 0) vy Ln = ( [n/Z] . 72  (ziendo
di = Loly), se sigue quz #(V) = |n/2] v #(H) = [n/z2].
Ses
Frn = {p € Pn' | P = <an¥, &i < a&i+2, 1 € i € p-23,

- . . . - )
dornde Fn 235 &l conjunto de permutaciones de 1.2, n.cs it



Sea g: Pn ~--> Pot(S) La funcion definida como
al<an?) = {Ti € S | 1 £ 1 £ nr = Tan (2)
siendo

3. ai - [J¥1D (G, ai-3)| 023 £ |n/2) [n/2] 2 j oo

2L . &5 par

Tl =

{lav - [3+11, D (ai-3, J)| 0 < < [n/2], /2] > av-3 0%

st L es impar
y Pot(S) ] cojunto potencia de S.
Se define tambieér,
iz Im(g) ---> DIin como: h{Tan) = d,
con ]l cornjunto de elemerntosz d¥ definido por:
1) =1 = 1, d¥ = {(0,0) (1,0) 3.
11) =1 n > 1.
d*¥ = (k, 1)Ck',1") € Ti] 3 (k', 1) (", 1") € T; con aj=aitl &
(zu=n v 3 ", 1")Y(k,1) € Tj can  aj=n—-1) .
Iado que 1oz csistema=s de ecuaciones resultantecs son consiztentes,
la condicidérn d= E:lStE ncia se cumple para todoz 1os casos. For 1la
tanto =& tieren suficientes elemento=z para construir d. Ahcora se
vera que ezta canstruac1én no es ambilgua.
Note que seaqan la definicidn de Tia Ti. e Sh &6 Tiv & Sv

Fpero na amnbas.
Seary 21 = (k,1)(k',1') v g2 = (k,1){(k",1"),
=i 21 vy zZ2 € Ti, par definicidén, 51 = Sz.

LN



Sur. s1 € Ty, 2 € Tm,

——=2 (31, ai - (J1+1)) = (am - (32+1), 32),
-—=> a = am ---> 1 = m,
-—==2 Ti = Tm.

Por tanto, =1 = 2.

DPe acuerdo a lo anteriar, cs= establece que f: Frn ——-%> I,
(composicidn de h v g), es una funcidn bien definida

En adelante, los elementos de T, se denominaran trayectorias y
laese  elementos de Dn, trayectorias de esquina a esquina.

DIAGRAMAS DE REJILLA. (Una 1nterpretacidén geométrica de losz
elementos de Dn v de las permutaciones Z-ardenadas).

Es pocsible  dar una interpreta
mediante DIAGRAMAS DE REJILLA, 1
s1gaulente asociacidn.

Facidrn asométrica de T v Dn
a cual == construye medliante la

(ai, EB) € N° -——-—-- L = (a, W) e R .
Ciliss € § —————- 5> (ilis1 e R2.
EJEMPLO 1.
para 1 = & un ejemplo de una permutacidn doz-ordenada ez <as> =

&, 3r donde por aplicacidn de f, le corresponds una

<4, 1, 5. Z,
ayectoria de esquina a ezquina del diagrama de rejilla de

unica traye
la figura 1.
oo o1 02 o3
10 11 12 13
20 21 22 23
30 31 32 33
fig. 1



il

ch (0,3)(1,3), dz = (0,0) (0,1), da = (1,3) (2,3,

da

(0,1)4(0,2), ds = (2,3)(3,3), de = (0,2)(0,3).

For t-;zxrnt.c- "BL‘UTEEA CENTRAL

f<4, 1, 5, 2, &, 3> = <(0,0)(0¢,1), (G,1)(0,2), (0,2)(0,3),

w

(0, (1,3, (1,32, , (Z,3) (3, >,

De acuerdo a lo descrito anteriormente & ilustrado en el
ejenprla 1, existe una conexidn entre el conjurto de permutaciones
docs-ordenadazs v &1 conjuntce de trayectorias de ezgquina a esquine
(de (0,0) & (Ln/EJ, fn/ ])) ern =1 diagrama de rejilla. E=s clara

que la imagasn de una permutacidrn dos-ordenada, gueda completamente
caracterizada por una cadena ordenada de elementos v e V e H
recaordando que por el lema 1, #HB((V) = Ln/ZJ y #(H) = fn/?].

<

Fara 1 ejemplc 1, una caracterizacidn de la imagen bajo f de la
permutacidrn dos ordenada <4, 1, 5, 2, &, 3> =sera

f<4, S, 1, 2, &, 3> = <h h h v v v>,

en donde cada "h" reprezsenta un seamento de  recta horizontal
cada "v" una vertical e 1 diagarama de rejilla asociado & la
permnutacidn, v la contigliidad de dos de eztas letras significa que
ambos seamentoz estan conectados por um extremcs Ly comdn.

<

Una forma alternativa de determinar la
vy hi's gque determinan la imagen de uns P
bajo f == & travéz de trdn=pn=1r10r es
permutacidn  ordenada (tambien Z-ordenada)l <1,
acusrdo con la definicidn de= f.

ucesidn aordenada de v's

utacidn dosz  ordenada
lementalez de la
.

s ammy NiFa De

m m

-
e

U lI

f<l, 2, 3, cees N> = (G, 0 1,0), (1,)(1,1), ...,

(In/z]. [n/2] - L (2], [Pz,

tuedandoa caracterizada la imagen via v's vy h's de la forma

fFLl, Z: B2 news: N> = <v iV Hh oo Wr, donda w = h & w = v.



Ern la fig. Z, s2 muecstra la travectoria de esquina a esquina en
el diagrama de rejilla correspondiente a la permutacidn ordenada
<1, 2, 3, ..., N>, para n par.

o0 O n/2
n/2 0O n/2 ns2
fig. 2.
Una transpocsicidn del elemento av con aivs (1 £ 1 £ n-1), cauza

una modificacidn de estos elementos respecto de =su paridad o
imparidad (i.e. un intercambio de un elemento v €V con un elemento
h e HY. En la figura 3, s muestra la modificacidén que =ufre la
travectoria correspondiente a la permutacidn ordenada cuando se
trasponen lo= elementos ai con ai+v.

oo O nr2

ns/2 O n’2 ns2

fig. 3.
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EJEMPLO 2.

Trayectorias correspondientes a <as* ordenada vy a distintas=s
rermutaciones dos-ordenadacs obtenidas con trancposiciones

elementales de <1, 2, 3, 4, 5, 6&6>.

&) f<i, 2, 3, 4, S, &3 = <vhvhvh>.

b) f<2, 1, 3, 4, 5, 6> = <hvvhvh>, EIBLIUTECA CENTRAL
c) fdl, 3, 2, 4. 5, &> = <vvhhvh,
4  fdl, 2, 4. 3. 5, 6> = <{vhhvvh?,
e) f<1, 2, 3, 5, 4, &> = <vhvvhhi>.

f) f<1, 2, 3. 4, &, 5S> = <vhvhhv>.
Ern la figura 4. e muestran las desviacionses 20 la trayectoria

Erovocadas por potr la= trancsposicionss de la permutacidr ardernada
dzl =jemplo 2.

(e ]o]

fig. 4.

Irwverzsaments., un intercambio de urna v v una b contiguas. provoca
s transposicidn de1 elezmnanta ai con AL+l =1 1=
permutacidn ordenada <1. 2,

(]

» sea3y i

<vh o cee VR v as v -3 K1, 2, eees 1, 141, ... -1, .

<Svhi wa. BV a.. VR —=2> <1, 2. L.., 141, i, ... -1, .



DEFINICION. |lamaremos secuencia ordenada v-h, a una cadena de
la forma ¢ = <vhvh ...>, donde &l cornjunto de elementos ascciados
c*= VUH con #(V) = |n/2| v #H) = [n/2].

LEMA 2. A partir de cualquier secuencia c' asociada con c'¥*, ec
posible mediante un namero finito de intercambios de elementos
contiguos reducir c' a una sucesidn v-h ordenada c vy viceversa.
Lo antericor e facil de ver, va 9gue <ce reduce a obtener
permutaciones de un arreglco de longitud n con elementos repetidos.

n

TEOREMA 1. f ez una funcidn BIYECTIVA.
Frueba. Dado que

#P) = B(Dn) = Cln, |n/2] ),

€6la probamos que f es sobreyectiva. Una transposicidn de
elementoz  at. ai+1 {(=rn la permutacidn ordenada) Provosa uri
intercambio de elementos adyacentes en una secuencia ¢ y por tanto
una decsviacidén de la trayectoria de esquina a esquina v por
aplicacidn del lema Z. siempre es posible dado d € D encontrar

P e P tal gue f(p) = d.

EJEMPLD 3. Determinar f 1(d) para n = 6, donde d es como se
muestra en la figura 5.

00 01 02 03

10 11 12 13

20 21 22 23

30 31 32 33
fig. 5.



La secuencia c' correspondiente a esta trayectoria es de la forma
c' =  <Lhhhvvv>
_La cual se pueds reducir a c mediante los siguientes pa=zos
<hhhvvv> <—-—-3 <hhvhvvi

“-=r» <hvhhvvi

{~-=x <hvhvhv:

£==-> <vhhvhv’

L-=% <vhvhhv>

L—-=> <vhvhvh>,

Ahora, tomando la= permutaciores correspondisentses Conn WUn&
transposicidn elemental de la permutacidn ordenada obtenemcs

<vhivihivin fmmm—m - * 1. 2, 3, 4, 5. &>
<vhvtihv > {——f ------ b2 <1, 2, 3, 4, &, S
<vhhvihv?> fmm e ———— = <1, 2, 4, 3, &, 5>
<hvhivhv > (———————— > 2., 1, 4, 3, &, S
<hivhibivv s Commmm > <2, 1, S, 3, &, 4
<hikivkvy > Lommmm > <3, 1. &, 2, &, 4>
<hkbvvv s {————————- > <4, 1., S, 2, &, 3

Por tanto
-1 . - .
f "(d) = <4, 1, 5, Z., &, 3-.

CONTEO DEL NUMERO DE INVERSIONES EN UNA PERMUTACION 2Z-0RDENADA.

Dado que urna =ola tranzpozicidn de los elementos al v ai+1
de la permutacidn ordenada <1. Za . awaa N>  provoca una
DESVIACION DDE LA TRAYECTUORIA. ==to gsnera geométricamente =1 aresa

Lt

encerrada  pFor &1 cuadrado formado =twl la trayectoriz
corresporndlente a la permutacidon crdenada vy la permutacidn

SiBLIUTECA CENTRA,



BIBLIOTECA LERIRA:

dos-ordenada que se obtiene al efectuar la transposiciodn, esta

area (un cuadrado) correcponde a tener una INVERSION de la
permutacidn ordenada. FPor tanto, contando 1los cuadrados
distinguidos entre 1la trayectoria ordenada vy una trayectoria
Z2-ordenada cualquiera, se puede determinar el nuamero de

inversiones de la Gltima.

EJEMPLD 4. La permutaci®n del ejemplo 3, tiene & inversiones.

Una alternativa para determinar el rumero de inversiones en una
permutacidn docs-ordenada e mediante la utilizacién de los PESOS
que tiene una travectoria.

DEFINICION. El peso de un segmento vertical (i, 3y {i+1, 3) =a
define comc

I¢ai, »Gi+l, §)) = Ji - 3.

Para la travectoria correspondiente a la permutacién ordenada,

I((i,3)1+1, 3)) = 1, a0 <1 = Ln/EJ » a < j < rn/Z .

Los pesos asociados a cada seamentc vertical, miden la LEJANIA
de este segmento con respecto a loe segmentos verticales
d= la trayectoria correspondienrte a la permutacidn ordenadsa.

Una forma equivalente de determinar el numerc de invercsiones de
una permutaciédn dos-ordenada es sumando los pesos a traves de la
trayectoria correspondiente a esta permutacidn.

EJEMFPLO 5. Er la figura &, se muestran lo= pesos
azocilados a la trayectoria correspondiente a la permutacidn del
ejemplo 3, mostrandocse el nruamero de inversiones de ecsta

Permutacidn.

oo o1 o2 o3
<

10 14 12 19
-

20 24 22 5
1

30 91 32 33

fia. 6.



CALCULO DE An Y PROMEDIO DE INVERSIONES EN UNA PERMUTACION
2-0RDENADA.

TEOREMA 2. En un diagrama de rejilla, el nUmerc de trayectorias
de (a, b) a (a', b') cuando a £ a' v b £ b' estia dado por

C(a’—a+b'-b, a'~-a). (3)

DEMOSTRACION. El ndmerc de trayectorias de (a, b) a (a’', b))
carresponde al rimerc de formas de combirnar a'-a lineas verticales
("v'"), con b'-b lineas haorizontales("k"), obteniéndose con esto

(32).

COROLARIO 1. En un diagrama de rejilla, el nUmero de
Ppermutaciones que correzsponden a las travectorias gue pasan por el
segamento de linea vertical (i,3){(i+l1, 3j) e=sti dado por

C{i+3, 1) C(n-i-j-1, Ln/2J - 3). (4)

DPEMOSTRACION. De acuerdo al teorema Z, el ndmero de trayectorias
de (0, 0) a (i, j) estad dado por

C(i+3, 1),

y el numerc de trayectorias de (i+1, j) a (|n/2], [n/2]) estis dada

PO

Cln/2)-i-1+[n/2]-3, ) = Cln-i-j-1, j).

DPe acuerdc &1 PRINCIPIO DE LA MULTIFPLICACICON, el rmamero d=
trayectorias que pasan por e1 seam=nito de linea vertical (i,3) a
(i+1, j) estarad dado seaurn (4).

El numsro de inverzionhes et todas la= Fermutaciones
2-ordenadas de i1, 2, sve = 1, Bi+l, ... , 2NF: v 11, 2, aa. , Vi,
ntl, ... ’ Zn+ls, = obtierne multiplicanda (4) Ppor el Peso

asociade y sumando scbre todos los seamentos dados. 1.2,

Azn = E: |i—j| Cei+j, 1) C(Zrn-i-3-1, n-3); ()

)

Azre1 = Z |i-j| C(i+j, i) C(2n-i-j, n-j). (6)
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TEOREMA 3. Si A2zn y A2n+t, se definen comoc en (5) vy en (6)
respectivamente, Entonces

Azn+v1 = 2 A2zn , (7)
DEMOSTRACION. Usando la forma recurrente (de Pascal)
Cn+l, r) = Ch, r~1) + C(n. r)

en (6) se tiene

Azn+1 = E: |i—j| Cli+j,i)IC(2n-i-j-1, n-3-1) + C(2Z2n-i-j-1, n-j)1

.

E: |i-3| C(i+j, i) C(2Zn-i-j-1. r-j-1)

1,)

+ E: [i=3| Cti+j, i) C(Zr-i-j-1, n-3j)

i,)

)

Azn + 2: l|i-j| C(i+j, i) C(Zn-i-j-1, n-j-1).

L,j

Si intercambiamocz en Azn definida enn (5) 1 con j =se tiere

Azn = E: Ij—ii C(i+j, 3) C(Zn-j-i-1., nr-1).
. —
y dado gqu=e C(2n-i-j-1, n-1i) = C(Zn-i—-3-1, n~3-1). C(j+1. 3) =
Cli+),1) vy |i—j! = Ij—i] cancluimos gue
Azn+1 = A2n + A2n = 2 A2zn.
For aplicacidn de (7), ge Liene que Azn = (Azn+1) /2, Yy POY
tanto



Azn

1,)

Azn

OSi%iSn

lLa sucesidén <Azn>
definida por

cse obtiene a

G(z) = E: Azn = = = 3
=5 (1 - 4 =)
Dado que (%) corwverge para zo
n (n>
z - = G
Glz) = E: ( o) & (zo)
!
nZo
de donds=
(n?
Azn = G v Frara nz20.

ry !

E= posible establaecer que

ar -1
G(0) = ot 4" ., para nxi.

Q

n-1

Aan = n 4 -

1/2 Z |i-i| Cti+j, i) C(2n-i-j, n-j) , de donde

(j-1) C(i+j, i) C(2Zn-i-3, n-3).

partir de=

= 0, G(z) puzde ser escrita
"
N
=§ —— G (0).
il
nZo

kteniendo con esto la relacidn campacta

Mediante un cambio de variable cbtenemos

* wver referencia (1).

COomo

(8)

la funcidn generatriz G

()

(1q)



An = |n/2| 2772, (11)

que e la relacidén buscada. ngLIDTECA CENTRA{

For aplicacidédn de (1) ' (11) se tiene que el promedic de
inversiones de un permutacidn aleatoria Z-ordenada es

(ln/sz] 2" /Cn, |n/2)). (12)

Mediante aproximacién de Stirling (n'x ¥ 2 n (n/e)”) la expresidén
(12) =e pueds aproximar asintéticamente a

v r7izg  n% 2 0.5 2. (13)

Finalmente, es facil ver gque &1 namero maximo de inversicohecs =

un

¢

C(Ln/2J+1, 2) = 1783 n". i (14)
Consideraremcs ahora la gensrallzacisén del caso de
rermutaciones  Z-ordenadaz, esto es cuandoe los incrementos son by

1.

PROMEDIO DE INVERSIONES EN UNA PERMUTACION H-ORDENADA.

TEOREMA 3. El nUmerc promedic de invercsiones de una  permutacidn
h~-aordenada de {1, 2. 3, ... > BI¥

1
n

223-1 1g1
Fi(n,h) = = q'q'(C(h,z)q(q+1)+C(F,2)(q+1)—(1/2)C(h-F,2)q), (15)

(Z29+1) !

donde q = Ln/hJ » Y F = n omod h.

Note que cuandc kzn, Firi, k) 1/72C(nh, 2).

PEMOSTRACION. Una permutacisr h-ordenadsa, contiens r
subsecuencias ordenadas de lomgitud g+1, v h-r de longitud =18



Cada 1nversidén <ce genera a partir de una pareja de distintas
subsecuencias, y una pareja dada de distintas subsecuencias en una
permutacidn aleatoria h-ordenada define una permutaciédn aleatoria
dos-ordenada. E=s decir, si tenemos las subsecuencias ai,
ai+h, coas ai+ph Y aj, aj+h,; ey ajsuh donde p Yy U  son =
S g+l vy  jri, se puede formar la subsecuencia doc ordenada a.,
&j, ai+h, aj+th, ..., ai+ph, aj+ph.

Los promedics de inversiones en las subsecusncias resultantez son

. R AZq+1 . _ _

i) C(r,2) E(zatz. oD =i p=qg+l y u=q+i.

.. A2q+1 . — =

ii) r{ih-r) - =i p=gq vy u=q+l & p=gq+l1 y u=q.

C(zg+l, q)

e Azq e o -
111) C(h r, 2) m 1 P9 ¥ U=q.

El numero promedia total de inversione=z e= paor tanto la suma de
los promedios del numeroc de inversiones entre cada par de
subsecuencias
A2q+2 Azq+1 . - Azq
Fn.h)=C(r,2) — + rith-r)eseamm————— + C(h—r, Z2)——ere—"—r— .
' Ezarz. ot T T e Ch-r, Ci{zq.q)

La cual se reduce a (15).

COROLARIO 2. Si la secusncia de incrementos kt, ... ., bt zatizsface
la condicidén

iess mod hs = (O, Fara t > g =z 1, (1&)
entorces el promedic de movimientos B es
B = Z trs F(gqs + 1, hs+1 /hs) + (hs - rs) F{(qgqs, hs+1 /hs), (17)
dornde s = n mod hs, Qs = n/hs ., ht+1 = n At

y F 25 definida en (159).



DEMOSTRACION, El Proceso de his-ordenamiento consiste er

la eliminacidén de transposiciones elemeritales en rs
subconjuntos s+t /hs) ~ordenados de cardinalidad gqs + 1, Y
en (hs -rs) subconjuntos de cardinalidad gs. La
condicién de divisibilidad implica <que cada subconjunto es
una prermutacidérilhses /hs) —ordenada. Er esencla cada
rermutacidn (hs+1/hs) ~ordenada e= igualmente Fposible, Fus==to
que asumimo= que el conjunto originl fue  una permutacion

aleatoria de elementos distintos.

EJEMPLO 6. En 1la tabla 2 =2 muestra un hs-ordenamisnto coar
hia=2, h2=3, ha=1.

TABLA 2.
S03 027 S12 061 202 170 297 275 653 426 154 509 612 £77 765 703
ordernamiento
426 0287 S09 061 677 170 703 275 £5S3 503 152 S12 &£12 903 765 237
I-orderamienta
061 027 170 426 152 S09 S03 275 S12 612 £77 €53 703 903 765 897
1-crdenamiento ‘
&1 0237 153 170 275 426 S032 SO09 S12 &12 €53 €77 703 765 £97 908
Arlicandc el corclario antericor a s2ste caso particuar se tiene
que para =1 P-ordenamiento, s= tisnen por procesar 7 subsecusncias
A-ardenandas de lonaitud 2y dos  subsecusnciaz de lonmgitud 1.
Fara €l 2-ordenamiento =e tiesnen por procesar wuna subsecuercia
J-ordenada de longitud &6 vy dos  =zubsecuencia=s de lormgitud 5.
Finalmente para el l-ordenamisnta =2 tiens por procezzr  una
sub=ecusncia 3-ordenada de lorngitud 16, FPoar tanto
B = 9.
La condicidénm de divis=ibilidad (17) e el corolarioc anteriar
ziempre == catisface para un método de dos pas=os. ezto ez, cuarndo

log irncremsntos zon ko y 1. Si g =Ln/hJ Vo o mad b, a carntidad

B debera temer un promedio de

F{g+l. n) + (h-r) F(g. n) + F{n. +)

-

(r/2) C(g+l, 2) + —tL;—E— C(q., 2y + F(rn. h). {13

i}

Haciendo uso de la aproximacidn acsintdtica de Stirling descrita
ariteriormente. F(n. k) =se puedse expre=zar como



Fir, F) = (Y 11 /8 n ?nt72,

A=t el namero promedio de inversiones para el cacso dos pasos
pusde expresarse enn forma asintdtica como

ulrn, h) = 1/ «( 2n2/h + Y n nsh ).

. . . n ~
MimimizAndose W cornn wn valor b =Y 16 n / n -

MODELO ASINTOTICO DEL PROMEDIO TOTAL DE MOVIMIENTOS.

E= posible reducir el numerc promedio de movimientozs usando un
mayor numera de i1ncrementos. Eri lo =siguiente se discute 1la
eleccidn Sptima ht, ..., e (ha=1), cuardo t ez fijo vy las h's
estan sujetas a la condicidn de divisibilidad (16).

Mediante aproximacidn asintdtica de Stirling, B puede expresarze
COm .

E = 1/4n%/h0) + Y 7780 2 %2/ bt + vne + 127 212" 2 /14l

Y finalmente quedarndo la forma que modela =21 promedio asintdtico
de la cantidad de movimientos comno

B = 1/

w

Y n et P+ P ke 4o v k2 % /ha] L, (1)

donde ht+va = 4n/n.

SELECCION DE H OPTIMA.

Es pozible minimizar B minimizando W, donde

1.2
his
Z 1

Wihe, h2, ..., ht) = }: Ei:i—~— R cuando ha=1.
t =

s =

Derivarndo con respecto a ht ¢ igualando a cerao chtenemos



1.2
W tha, hz, ..., ho = 1 - '_’%_. - 0,
e 2hs "% he-1 he

chteniendo la forma recurrente ﬂlBLlUTECA CENTRA;

hs® = 4 hs+t hs-1° en donde t > s > 1. htra = 4n/mt y ha= 1, (z0)

cuya sclucidén e=s

- =]
~8—-2 (2 - ) - -
hs = 2572 7 87028 7 10 02, T2 0 an donde
t 2= 21, btve = 4/t v ba = 1, (Z21)

Obteniendo con esto la secuencia Sptima H que permite minimizar B
cuando s= cumple la condicidn de divieibilidad (16).

La secuencia H se aobtiense con incrementoz reales dado que fueron
resuyltadoe de la coptimizacidn sobre un modelo asintdético. Hay que
terner en cuenta qQue al elegir 1oz incrementos de trabajo sean

eritercz y cumplan con la condicidn de divisibilidad (16).

CONCLUSIONES.

Es pozible reducir 21 promedic asintdtico de movimientos
bajo una eleccidn adecuada de H (secuencia de incrementas).
Ern este trabajo ze discutid una pogibilidad d= minimizacidrn de
este promazdio azintdérntico cuando =& toma ern cuenta la condicidérn de
divisibilidad (17). A medida qus se aumente 1 ramerc de
incrementos Segdn (22) == pozible hacer tender este promedio
azintdtica a ﬂ(na/z). De acuerdos a 1lo anterior es claroc que

se tisne la arave desventaja auz la minimizacidn ocurre cuarndo t

-——=F © . Existern cotraz alternativas de eleccidn de la secusncia
de incrementos Sptima que permitsn una mejora al tiempo de
ejecucidn d=1 alaocritmo DISMINLUICION DE INCREMENTDOS qQue fusron
rropuesztas e distintaz ¢pocas. Algurnc=z de eztoz planteamientos

SO los siguiente=z: A.A. Papernov v G.V. Stasevich (13&5),. "E1
tieggé de =jecucidn d=l algoritmo Disminucion de incrementos ec
Qi ) cuando  his = 2° - 1,1 < g <t = LngnJ ", Vauaghan
Pratt (13&%), "Si los incrementos se eligen del conjunto de todos

los nametros de= la forma 229 1oz cuales son mencores que h, 21
tiempo de ejecucidn del alaoritmo disminucidn de incrementos e=s
O ng g ). Ast como se hace un anadlisis para el casao de



elegir una secuencia de incremetos que cumpla con la condicidn de
divieibilidad (17), ec posible hacer un anialisis simllar para
ctro=s tipos de secuencias talez como 1oz Numeros de Fibonacci u
otras.En resumen se tiene que &1 métodoe de Disminucion de
incrementos e torna en un problema  ablierto en cuanto =& refiere
a cual ez en general la secuencia optima que minimice =1 tiempo de
ejecucidn. ‘
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