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RESUMEN

Un continuo es un espacio métrico, compacto y conexo.

Una grdfica finita es un continuo que se puede poner como una unién finita de arcos de
manera que cada dos de ellos se intersectan en un conjunto finito.

Dado un punto p en GG, se define su orden como el ndmero natural n tal que p tiene
una vecindad cerrada que es homeomorfa a un n — odo de manera que el vértice del n — odo
se corresponda con p y se denota como o(p, ).

A los puntos de orden 1 se les llama puntos terminales de GG, a los puntos de orden 2 se les
llama puntos ordinarios de G'y a los puntos de orden mayor o igual que 3 se les llama puntos
de ramificacion de G.

Los vértices de G son los puntos v en G tales que o(v, G) # 2.

Dada una gréfica finita G se denota por E el conjunto de arcos de GG, por N el conjunto de
vértices de G y por P el conjunto de puntos terminales de G.

Se usara la notaciéon #C' para denotar el nimero de elementos de un conunto finito C'.

La caracteristica de Euler x(G) se define de la siguiente manera:

X(G) = #N — #E.

Se dice que un continuo X tiene niimero de disconexion n, n < Ny, si para cualquier A C X
con cardinalidad n se cumple que X — A es disconexo. Se escribe D(X) < N, para indicar
que X tiene un nimero de disconexién. Cuando D(X) < g, la notacién D*(X) denota el
mads pequefio nimero de disconexién para X.
Sea p un punto en un continuo X. Se dice que p es un punto de corte de X si X — {p} es
disconexo y que p es un punto no de corte de X si X — {p} es conexo.

Es bien sabido que todo continuo X tiene un punto que no es de corte (Non-Cut
Point Existence Theorem). Entonces para cualquier continuo X se tiene

D?(X) > 2.
El presente trabajo tiene como intencion estudiar las siguientes preguntas:
1. (Cudles continuos X satisfacen D*(X') = n?, donde n es un nimero natural.
2. Dado un ndmero natural n > 2, ; Cudntos continuos distintos existen tales que D*(.X)?.

La prueba del Non-Cut Point Existence Theorem se encuentra en el capitulo 1, asi
como los preliminares necesarios para empezar a estudiar las preguntas anteriores. La res-
puesta a la primer pregunta se da en el capitulo 2, donde se prueba que un continuo X satis-
face D*(X) = n,conn > 1 € N, siy sélo si X es una gréfica finita, por esta razén tiene
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sentido estudiar la pregunta 2. Ademds se establece una férmula para calcular D*(G) de la
siguiente manera:

DXG) =2 = x(G) +#E

[@N

DYG) =2 — #V + #A + #E

y se dan algunas caracterizaciones a graficas finitas.

La segunda pregunta es mds dificil de contestar, pues en la literatura matemaética no
se encuentra ain la respuesta. Sin embargo, se presentan los resultados recientes encaminados
aresponder dicha pregunta. En el capitulo 3 se presentan estos resultados, de manera concreta
se prueba un teorema que permite construir las graficas X tales que D*(X) = n-+1 a partir de
las gréficas G tales que D*(G) = n y se establecen cotas para estimar el crecimiento de D3,
donde para cadan > 2 € N, D; denota el conjunto de gréficas topolégicamente diferentes
X tales que D*(X) = n.
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. PRELIMINARES

En este capitulo se revisan los conceptos basicos de Topologia General y Teoria de
Continuos que son necesarios para el desarrollo de los temas centrales de esta tesis.

l.1. Topologia General

[.1.1 Espacios Métricos

Se puede pensar en una distancia como una funcién que a un par de objetos distintos
les asigna un nimero real positivo (su separacion). Sin embargo esta distancia no puede ser
una funcidn arbitraria. Por ejemplo, si la funcién d (z, y) = |z — 2y| fuera una distancia en el
conjunto de los nimeros reales, pasarian cosas muy extrafias como que la distancia entre 100
y 50 es 0 pero la de 50 a 100 es 150, es decir, 100 esta infinitamente cerca de 50, pero 50 esta
algo lejos de 100.

Para evitar este tipo de situaciones se establecid una definicién rigurosa que es muy intuitiva
y se ajusta a las necesidades matematicas.

Definicion 1.1 Sea X un conjunto. Se dice que d : X x X — R define una distancia (o
métrica) en X si se cumplen las siguientes propiedades

1. d(z,y) >0Vz,y € X
2. d(x,y) =0siysdlosiz=y
3. d(z,y) =d(y,z) Vo, y € X

4. d(z,y) < d(z,z) +d(z,y) Va,y,z € X (Desigualdad del tridngulo)

En estas condiciones se dice que el par (X, d) es un espacio métrico.

Con el abuso de notacién, muchas veces se dice que X, en vez de (X, d), es un espacio
métrico si se da por supuesto cual es la distancia d.

Ejemplo 1.1 La distancia mds comin en R es la definida por d (x,y) = |x — y| y se conoce
como la distancia usual.

Ejemplo 1.2 La distancia usual se puede generalizar a R" de la siguiente manera:

AT Y) =17 =7

A (@12 ) () =\ (@1 = 00 (22 = )" + o+ (10— 00)°



Ejemplo 1.3 En el conjunto de funciones continuas f : [0, 1] — R la funcion

1

)= ([ 170 - gtofas)

Ejemplo 1.4 Sea el conjunto

define una distancia.

X ={0,0,0}

una métrica para X es

Con el ejemplo anterior se puede observar que en cualquier conjunto, por raro que parezca,
se puede definir una distancia.

Ejemplo 1.5 Sea X un conjunto no vacio. La distancia d : X X X — R definida de la

siguiente manera:
_J O siz=y

Se conoce como la métrica discreta, pues separa a cada par de puntos a la misma distancia.

Con frecuencia se necesita considerar simultineamente todos los puntos que estdn suficien-
temente cerca, a menos de una distancia dada, de algtin punto dado. Para esto se introducen
dos nuevos conceptos.

Definicion 1.2 Si (X, d) es un espacio métrico, se llama bola abierta centrada en x € X y
de radio € > 0 al conjunto

B(z,e) ={y € X : d(z,y) < €}
Andlogamente, se llama bola cerrada centrada en x € X y de radio € > 0 al conjunto

B(z,e) ={y € X : d(z,y) <€}

Ejemplo 1.6 En R se tiene

B(0,2) = B(0,2) =0  Con la distancia discreta
B(0,2) = (=2,2)  Con la distancia usual
B(0,2) =[-2,2] Con la distancia usual

Definicion 1.3 Sea (X, d) un espacio métrico. Se dice que U C X es un conjunto abierto si
para todo x € X existe una bola abierta B(x,€) C X. En este caso, también se dice que U
es un entorno (entorno abierto) de cualquiera de los puntos que contiene.



Ejemplo 1.7 El conjunto A = {(z,y) € R* : x > 0} es un abierto de R? con la distancia
usual.

Ejemplo 1.8 El conjunto A = {(z,y) € R*: 0 < 2 < 1,0 < y < 1} no es un abierto de
R? con la distancia usual. Pues por ejemplo, ninguna bola abierta centrada en el origen estd
totalmente contenida en A.

Ejemplo 1.9 El conjunto A = {(z,y) € R*: 0 <z < 1,0 <y < 1} es un abierto de R?
con la distancia usual.

Ejemplo 1.10 A = Q no es un abierto de R con la distancia usual, pues cualquier bola
centrada en un niimero irracional contiene niimeros irracionales.

Teorema 1.1 En cualquier espacio métrico, (X, d) las bolas abiertas son conjuntos abiertos.

Demostracion Sea B(z, €) una bola abierta en X.

Se requiere probar que para todo y € B(x, €) existe un § > 0 tal que B(y, ) C B(z,¢€).
Seay € B(x,¢) entonces d(z,y) < €.

Tomando ¢ = € — d(z,y) se tiene, para cualquier z € B(y, J)

d(z,z) <d(z,y) +d(y,z) < d(z,y) + 0 =d(z,y) + (e —d(z,y)) =€

Asi, para todo z € B(y, d) se cumple que z € B(z,€), es decir, B(y,0) C B(x,¢).
Por tanto, las bolas abiertas son conjuntos abiertos.

Trabajando un poco se puede ver que se pueden crear nuevos conjuntos abiertos a
partir de otros conjuntos abiertos, ademds de que existen ciertos conjuntos que siempre son
abiertos, esto se describe en el siguiente Teorema.

Teorema 1.2 Sea (X, d) un espacio métrico se cumplen los siguientes enunciados:
1. Elvacio es un conjunto abierto.
2. X es un conjunto abierto.
3. 8i Ay, As, ..., A, son conjuntos abiertos entonces A1 N As N ... N A, es abierto.

4. Sipara cada o € 1, A, es un conjunto abierto, entonces | J A, es abierto.
acl

Demostracion Se tiene:

1. Es cierto por vacuidad.

2. Basta con tomar € = 1y por la definicién de Bola, B(z,1) C X Vx € X.

Asi, X es vecindad de cada uno de sus puntos y por tanto es abierto.
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3. Sear e A=A NAsN...NA,. Entonces paracadai : 1,2, ..., n existe un ¢; > 0 tal
que B(iL‘,Ei) C Az

Tomando € = min{ey, €, ..., €, } se tiene que B(x,€) C A.
Asi, A es vecindad de cada uno de sus puntos y por tanto es abierto.
4. Seax € |J A, entonces = € A, para algin o € I.
acl

Luego, existe € > 0 tal que B(x,e) C A,, C A. Asi, A es vencindad de cada uno de
sus puntos y por tanto es abierto.

Los complementos de los conjuntos abiertos, tienen un interés especial y por eso
también reciben nombre.

Definicion 1.4 Sea (X, d) un espacio métrico. Un subconjuto F' C X se llama cerrado si y
solo si su complemento es abierto.

Observacion El complemento de un subconjunto A de un conjunto X suele denotarse por
Ao X — A.

Ejemplo 1.11 En R con la distancia usual el conjunto [0,2] = {xr e R: 0 < 2 < 2} es un
conjunto cerrado.

Ejemplo 1.12 EI conjunto A = {(z,y) € R*: 0 <z < 1,0 < y < 1} es un subconjunto
cerrado de R? con la distancia usual.

Como consecuencia de las propiedades del conjuntos abiertos (Teorema 1.2) se pue-
den deducir algunas propiedades de los conjuntos cerrados.

Teorema 1.3 Sea (X, d) un espacio métrico, se cumplen los siguientes enunciados:
1. Elvacio es un conjunto cerrado.
2. X es un conjunto cerrado.
3. 8i Ay, A, ..., A, son conjuntos cerrados entonces Ay U Ay U ... U A, es cerrado.

4. Sipara cada o € 1, A, es un conjunto cerrado, entonces (| A, es cerrado.
acl

Demostracion Se tiene
1. Como X es un conjunto abierto entonces el vacio es cerrado.

2. Como () es un conjunto abierto entonces X es cerrado.
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3. Como cada uno de los conjuntos A;, As, ..., A, es cerrado entonces A, A, ..., A son
conjuntos abiertos. Por las leyes de De’Morgan obtenemos

(AIUAZU”'UAH> =AN4aN-NA
Asi, el complementode A = A; U Ay U---U A, es abierto, pues es interseccion finita

de conjuntos abiertos.

Por tanto, A es cerrado.

4. Como A, es cerrado Va € I entonces AS es abierto Va € . Por las leyes de
De’Morgan obtenemos
(4. ) = U4

a€cl a€el

Asi, el complemento de A = (1] A, es abierto, pues es una union arbitraria de conjun-
a€cl
tos abiertos.

Por tanto, A es cerrado.

[.1.2 Espacios Topoldgicos

Cuando se estudia continuidad es necesario definir quienes son los conjuntos abier-
tos. Pero cuando no hay una métrica para distinguir aquellos puntos cercanos a un punto dado
se necesitan definir los abiertos de otra manera. El desarrollo de la teorfa ha extendido el con-
cepto de continuidad mds alld de los espacios métricos creando los espacios topoldgicos.

Definicion 1.5 Dado un conjunto X, se dice que T es una topologia definida sobre X si T
es una coleccion de subconconjuntos de X tales que

1. 0,XeT
2. SiU, € T Va € I entonces UIAQ €T
ac
3. SiU,U,,...,U, €T entonces N}_U; €T.

Ademds, a los elementos de T se les llama abiertos y se dice que el par (X, T ) es un espacio
topologico.

Como con los espacios métricos, si 7 se sobreentiende, se abrevia (X, 7) por X.

Observacion Esta definicion es mejor considerarla como un convenio al que se recurre pa-
ra comprobar que algo es una topologia. También es interesante ver como una Topologia
conserva las propiedades de los abiertos en los espacios métricos.

Como en los espacios métricos, los complementos de los conjuntos abiertos reciben
el mismo nombre.

Definicion 1.6 Sea (X, T ) un espacio topologico. Se dice que F C X es un cerrado, si su
complemento es abierto, es decir, si F° € T.



Observacion De la definicién de Topologia se deduce que la interseccion arbitraria de ce-
rrados es un cerrado y la unién finita de cerrados es un cerrado. La prueba es la misma que
la realizada en el Teorema 1.3 (véase la pagina 4) pues en esta demostracién solo se usaron
las definiciones de abierto y cerrado y en ningin momento se utilizo el hecho de ser espacio
métrico.

Ejemplo 1.13 Sea X = {0, A, $, O} Las colecciones de subconconjuntos de X
T, = {Q)v X, {D}v {D7 A}7 {Dv A, <>}} To = {®7 X, {QQ}, {@7 <>}7 {A7 D@}}

son topologias sobre X pero T3 = {0, X,{V}, {0} } no lo es porque {3} y {0} son abiertos
pero su union no.

Los siguientes dos ejemplos muestran que con cualquier conjunto se puede definir
una topologia.

Ejemplo 1.14 Se llama topologia discreta sobre X, a la formada por todos los subconjuntos
de X. Por ejemplo, si X = {f,b,}

T= {@, {Jj}7 {b}v {h}7 {Jja b}’ {ﬂa b}? {bv h}v {Ji: b7 b}}

es la topologia discreta sobre X.

Ejemplo 1.15 Se llama topologia trivial sobre X a T= {), X }. Es decir, solo hay dos abier-
tos, los triviales.

Ejemplo 1.16 En cualquier conjunto X se define la topologia cofinita como la topologia
en la que los abiertos son 0, X y todos los subconjuntos de X cuyo complemento tenga un
niimero finito de elementos. Por ejemplo, si X = R la topologia cofinita es

T={0,X}u{U:U=R-U, z.}.

Observaciéon En una topologia la interseccion infinita de abiertos o la unién infinita de ce-
rrados no tiene por que ser un abierto o un cerrado, respectivamente.

Por ejemplo, en la topologia cofinita 7 definida sobre R, tomando los abiertos U, = R —{x}
se tiene

NU, =R —Q¢T.

zeQ

Si d define una distancia en un conjunto, también la define en cualquiera de sus
subconjuntos sin mds que restringirla a ese subconjunto.
Algo parecido se puede hacer con los espacios Topolégicos.

Definicion 1.7 Sea (X, T ) un espacio topologicoy sea A C X. Se llama topologia del subes-
pacio, topologia inducida, topologia relativa o topologia heredada (de T) a la topologia
sobre A dada por

Ta={UNA:UeT}



Observacion Lo que quiere decir la definicidn anterior es que los abiertos en A se obtienen
intersectando todos los abiertos en X con A. En otras palabras, un subconjunto H de A es
un conjunto 7 4—abierto, es decir, abierto respecto a A, si y s6lo si existe un subconjunto
T —abierto GG de X tal que

H=GnA

También T 4 hereda las propiedades topoldgicas de T .

Hasta el momento se ha definido la topoldgia relativa con la palabra "topologia", sin
haber comprobado las 3 propiedades que se deben satisfacer. Pues bien, la topologia relativa
como se ha definido forma una topologia.

Teorema 1.4 Sea (X, T ) un espacio topolégicoy sea A C X. La topologia relativa sobre A
dada por

Ta={UNA:UeT}
es una topologia.

Demostracion Se tiene

1. (), A €T 4 pues se obtienen de la siguiente manera ) = N Ay A = AN X respecti-
vamente.

2. Sean A, €T 4 Va € I. Entonces existen abiertos U, €T tales que A, = ANU,.

Realizando la unién de los A, se obtiene

U4e =JANnU.) = AN (UUQ>

a€cl ael ael

Asi, la unidn arbitraria de abiertos en T 4 es de nuevo un abierto, pues es la interseccion
de A con una unién arbitraria de abiertos en 7, que es un abierto en 7 .

3. Sean Ay, Ay, ..., A, abiertos en T 4. Entonces existen Uy, Us, ..., U, abiertos en T
talesque Ay = ANU, Ao =ANU,,..., A, =ANU,

Realizando la interseccion de los A; se obtiene
(A= ANU)NANT)N...N(ANT,) = AN (ﬂU)
=1 =1

Asi, la interseccidn finita de abiertos en 7 4 es de nuevo un abierto, pues es la intersec-
cion de A con una interseccion finita de abiertos en 7', que es un abierto en 7.

De 1,2y 3 se concluye que la topologia relativa sobre A es una topologia.

Una caracterizacion para los conjuntos cerrados en la topologia relativa es la si-
guiente:



Proposicion 1.1 Sea (X, T ) un espacio topologicoy sea A C X. B C A es cerrado en T 4
siy solo si B= C N Adonde C es cerrado en T.

Demostracion B es cerradoen T 4 siy sélosi A — B € T 4, es decir, si y sélo si
A—B=UnNAparaalgin U € T y esto equivale a B = (X — U) N A, asi basta con tomar
C=X-U.

Ejemplo 1.17 Sea X = {a,b, ¢, d, e} una topologia sobre X es
T=1{X,0,{a},{c,d},{a,c,d},{b,c,d, e}}.
Tomando el subconjunto A = {a,d, e} de X, se puede ver que
XNA=A, {a}nA={a}, {a,c,d}NA={a,d}
DNA=0, {cd}nA={d}, {bcde}nA={de}
Por tanto, la topologia relativa de T sobre A es
Ta={A0,{a},{d},{a,d},{d e}}.

Definicion 1.8 Sean X yY espacios topologicos y sea p : X — Y una funcion sobreyectiva.
La funcion p se dice que es una funcion cociente siempre que un subconjunto U de Y es
abierto en'Y si, y sélo si, p~*(U) es abierto en X.

Con este tipo de funciones se puede definir una topologia.

Definicion 1.9 Sea X un espacio topoldgico, A un conjunto y p una funcion cociente. Se
llama topologia cociente sobre A a la topologia en la que un conjunto U C A es abierto siy
sélo si p~1(U) es abierto en X.

Observacion Otra manera de definir la topologia cociente es como la mas fina sobre X/ ~
tal que p es continua.

Teorema 1.5 Sea X un espacio topoldgico, A un conjunto y p una funcion cociente. La
topologia cociente T es una topologia.

Demostracion Se tiene
1. 0, X € Tporque p () =0yp (A = X.
2. Sean U, con « € [ abiertos en T se tiene
7 (Ye) -y e
acl ael

Luego, p~! (Uae I Ua) es la union de abiertos en la topologia de X lo que es abierto.

Asi, la union arbitraria de abiertos en 7 es un abierto.



3. Sean Uy, U, --- , U, abiertos en T se tiene

p <ﬂ Ui) = ﬂp_l (U:)

Luego, p~* (i, U;) es la interseccion finita de abiertos en la topologia de X lo que
es un abierto.

Asi, la interseccion finita de abiertos en 7 es un abierto.

1,2y 3 prueban que 7 es una topologia.

Ejemplo 1.18 Sea p la aplicacion de la recta real R sobre el conjunto de tres puntos
A = {a,b, c} definida por

a siz>0
plx)y=< b six<0
c siz=20

La topologia cociente sobre A inducida por p es la siguiente
T= {®7 X, {CL}, {b}’ {a’a b}

El ultimo caso de un espacio topoldgico que se definird involucra a el conjunto co-
ciente. Para recordar, si en un conjunto X se ha definido una relacién de una equivalencia, ~,
se llama conjunto cociente, X *, al conjunto de las clases de equivalencia.

Definicion 1.10 Sea X un espacio topolégico , ~, una relacion de equivalencia definida en
Xyp: X — X* la funcion sobreyectiva que asigna a cada elemento de X la clase de
equivalencia a la que pertenece. En la topologia cociente inducida por p, el espacio X* se
denomina espacio cociente de X .

Se puede pensar en el espacio cociente como aquel que agrupa elementos similares.
Intuitivamente lo que hace p es pegar esos puntos y la topologia cociente del espacio cociente
dice que algo serd abierto si al despegarlo lo es en el espacio topoldgico inicial.

Ejemplo 1.19 Sea X el intervalo cerrado [0,1] en Ry sea X* la particion de X dada por
todos los conjuntos unipuntuales {{x} : 0 < x < 1} junto con el conjunto {0, 1}.

El espacio cociente X* es homeomorfo al conjunto S* = {(x,y) : 2% + y* = 1}.
Intuitivamente lo que hace el espacio cociente es tomar el [0, 1] como si fuera un hilo,
“pegarlo“ en los puntos 0,1 y los demds puntos dejarlos intactos.

[.1.3 Bases y Subbases

Para estudiar conceptos como convergencia y continuidad es bueno saber reconocer
los abiertos “muy pequefios”, esto motiva el concepto de base. Una base puede pensarse con
las bolas abiertas en el espacio métrico: R? con la distancia usual.

La idea intuitiva es que los elemenetos de una base lo cubren todo y se pueden empequefiecer.
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Definicion 1.11 Dado un conjunto X, se dice que B es una base si es una coleccion de
subconjuntos de X que satisface

1.Vre XdBeB: zveB.
2. \V/.TEBlﬂBQ,COI’lBl,BQGB,ElBgEBZSIJEBgCBlﬂBQ.

Si se piensa en los elementos de la base como bolas abiertas, almenos se deberia
poder trabajar con ellos como con las bolas abiertas.

Definicion 1.12 Dada una base B en X la topologia generada por B, es aquella tal que U
es abierto siy solo si para todo x € U existe B € B tal que x € B C U.

Es necesario ver que la topologia generada por la base es efectivamente una topolo-
gia, para justificar la palabra topologia en la definicion anterior.

Teorema 1.6 Sean X un conjunto distinto del vacio y B una base de X. La topologia gene-
rada por la base es realmente una topologia.

Demostracion Sea tiene
1. El vacio esta por vacuidad y X esta en la topologia pues cumple la definicion de abierto.

2. Sean U, abiertos en la topologia generada por la base B. Si x € UU, entonces x € U,,
para algun oy y como x € U,, es abierto en la en la topologia generada por la base
existe un elemento de la base B tal que v € B C U,, C UUqppq. Asi, UU, cumple la
definicién de abierto.

Por tanto, la unién arbitraria de abiertos en la topologia generada por la base es de
nuevo un abierto.

3. Se probaréa por induccion que la interseccion finita de abiertos en la topologia generada
por la base es de nuevo un abierto.

Sean U; y U, abiertos, si x € U; N U, entonces por la definicion de abierto en la
topologia generada por B, existen By, By € Btalesque x € By C Uy yx € By C Us.
Luego por la segunda propiedad de base existe By € Btalque z € B3 C B1 N By C
U, N Us. Luego, Uy N Us es abierto.

Supongamos que la interseccion de cualesquiera £ abiertos en la topologia generada
por BB es un abierto. Sean Uy, Us, ..., Uy, Uy, abiertos, por la hipétesis de induccién, la
interseccion de los primeros k abiertos es un abierto, digamos U. Se tiene

k+1

(Ui=U[ Ui
i=1

Luego, esto se reduce a la interseccion de dos abiertos en la topologia generada por B
que por el caso base se sabe que es un abierto.

Asi, la interseccion de cualesquiera n abiertos es un abierto.
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De 1,2y 3 se concluye que la topologia generada por B es efectivamente una topologia.

Ya que se ha probado que la topologia generada por una base es efectivamente una
topologia, es hora de dar un par de ejemplos.

Ejemplo 1.20 La coleccion de todos los intervalos abiertos, B = {(a,b) : a,b € R} es una
base en R.
La topologia en R generada por esta base se conoce como topologia usual.

Ejemplo 1.21 La coleccion B = {[a,b) : a,b € R} es una base en R.
La topologia en R generada por esta base se conoce como topologia de Sorgenfrey o topo-
logia del limite inferior.
El ejemplo 1.18 sugiere la siguiente afirmacion:
Proposicién 1.2 Dado un espacio métrico (X, d) las bolas abiertas forman un base.
Demostracion Sea z € X, se tiene
l. z € B(zx,1).

2. Six € B(xy1,€1) N B(xg,€). Tomando € = min{e; — d(x,x1), €2 — d(z,22)}, se
probard que B(z,€) C B(x1,€1) N B(xg,€2). Seay € B(x, €) se tiene que

d(z1,y) < d(zy,2) +d(z,y) < d(xy,z) + € < d(z1,2) + €1 —d(x,21) = €

Luego, y € B(z1, €1). Andlogamente, y € B(xo, €3).
Asi, y € B(zy,€1) N B(xa, €), es decir, B(x,€) C B(xy,€1) N B(xg, €3).

Por tanto, las bolas abiertas forman un base.
La proposicion anterior da sentido a la siguiente definicion.

Definicion 1.13 Dado un espacio métrico (X, d), se llama topologia inducida por d 6 topo-
logia métrica a la generada por la base formada por todas las bolas abiertas.

Ejemplo 1.22 Se llama Topologia usual en R™ a la inducida por la distancia usual.

Es conveniente dar una caracterizacion para los abiertos en la topologia generada
por una base.

Proposicion 1.3 Dada una base, B, cada uno de sus elementos es abierto en la topologia
que genera y, de hecho, todo abierto en dicha topologia se puede escribir como union de
elementos de B.
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Demostracion Si B € B, basta con tomar U = B, se cumple la definicion 1.9 y se tiene
automdticamente que B es abierto.
Para cualquier abierto U se tiene

U=|J{z} c|UB@) cU
zeU zeU
Donde B(x) significa que z € B para algin B € B. Por otro lado,
Uc|JBx)=U=|JB)
zelU zeU
Por tanto, U es unién de elementos de B.
Ejemplo 1.23 El conjunto A = Q no es ni abierto ni cerrado en las topologias usual y la de

Sorgenfrey, pues no existe ningiin intervalo (a, b) ni [a,b) con a < b totalmente contenido en
Rnien R — Q.

Ejemplo 1.24 Consideremos los siguientes subconjuntos de R :

Ai={r:2>0} Ay={z:2>0} A3=][0,1] A4:G(

n=1

1
n+4+1’

1
-)
n
Se puede observar lo siguiente:

1. Ay es un abierto en la topologia usual y en la de Sorgenfrey, pues si x € A; entonces
re(5,2r)CAyrelr,r+1)C A

2. Ay no es abierto en la topologia usual pues no existe ningin intervalo (a,b) tal que
0 € (a,b) C As. Sin embargo, si es abierto en la topologia de Sorgenfrey pues

x € [x,x 4+ 1) C Ag para cualquier x € As.

Aq es cerrado en la topologia usual por que su complemento es abierto.

3. Asno es abierto en la topologia usual por la misma razon que As y tampoco es abierto
en la de Sorgenfrey por que no esxiste [a,b) tal que 1 € [a,b) C [0, 1].

Sin embargo, Az es cerrado en la topologia usual y en la topologia del limite inferior.

L l) es abierto y como la union de abiertos
n+1’n 1 1

es abierto, Ay también lo es. En base a lo anterior basta con decir que (.=, ) es un

abierto en la topologia de Sorgenfrey para decucir que A, también lo es, y si es abierto

por que para cualquier x € (n%l, 1) se cumple x € [, +) C (77 L.

4. A, es abierto en la topologia usual pues (

Se puede crear una topologia sobre un conjunto de manera artificial, dividiendo el
conjunto en pedazos y haciendo todas las intersecciones y uniones necesarias para que se
cumpla la definicién de Topologia.

Definicion 1.14 Se dice que S es una subbase si es una coleccion de subconjuntos de X
cuya union es X, y se llama topologia generada por la subbase S a aquella cuyos abiertos
son () y las uniones (arbitrarias) de intersecciones finitas de elementos de S.
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Teorema 1.7 Sea X un conjunto distinto del vacio y S una subbase de X. La topologia
generada por la subbase es realmente una topologia.

Demostracion Se demostrard que la clase 3 de las intersecciones finitas de elementos de la
subbase S forman una base. Se tiene

1. X= | B.

BeB

2. Si By, By € Bentonces B; N By = B3 € § pues es interseeccion finita de elementos
de S. Luego, existe B € B (Bs) talque B C By N Bs.

Asi, B es una base de X y por la proposicién 1.2 la topologia generada por una subbase es
realmente una topologia.

Ejemplo 1.25 Sea X = {a,b,c,d,e} y S = {{a,b,c},{c,d},{d,e}} una subbase de X.

Las intersecciones finitas de los elementos de S son

B = {X’ {a7 b, C}v {67 d}> {d7 6}’ {C}v {d}v ®}
Las uniones de los elementos de B producen la topologia
T={X{a,b,c} {c.d},{d, e}, {c},{d},0.{a,b,c,d} {c.d e}}.

Ejemplo 1.26 Sea S = {[a,a + 1] : a € R} (los intervalos cerrados de longitud 1) una
subbase de R. Se tiene que [p — 1,p| N [p,p + 1] = {p} esta en la topologia T generada por
la subbase S.

Asi, todos los conjuntos unitarios {p} pertenecen a T.

Por tanto, T es la topologia discreta de R.

[.1.4 Conjuntos Asociados

Si se tiene un subconjunto A de un espacio topolégico X se pueden definir algunos
conjuntos naturales asociados a A de la siguiente manera:

Definicion 1.15 Se llama interior de A, y se denotard como Int(A), a la unién de todos los
abiertos contenidos en A.

La idea intuitiva de interior es que es el abierto mds grande dentro del conjunto A.
Observacion Es inmediato de la definicién que A =Int(A) < A es abierto.

Definicién 1.16 Se llama cierre o clausura de A, y se denotard con A, a la interseccion de
todos los cerrados que contienen a A.

La idea intuitiva de cierre es que es el cerrado mds pequeiio que contiene al conjunto

A.

Observacién De la definicién es mds o menos claro que A = A < A es cerrado.
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Definicion 1.17 Se llama frontera de A, y se denotard con Fr(A), al conjunto de puntos que
pertenecen simultdneamente al cierre de Ay de su complemento. Es decir,

Fr(A)=ANX — A.

La idea intuitiva de la frontera es que son los puntos “adyacentes* al conjunto Ay a
su complemento.

Definicion 1.18 Se llama conjunto de puntos limite o de acumulacion de A, y se denotard
por A', al conjunto de puntos tales que cualquier abierto que lo contiene intersecta a A en
algtin punto distinto de él mismo. Es decir,

A" ={x :VUabierto,x € U = (U — {x}) N A £ 0}

Se puede pensar en un punto limite como los puntos que tienen muchos puntos de
A ”cercanos” a €l, pero hay que tener cuidado por que esta es una idea que proviene de los
espacios métricos.

Ejemplo 1.27 Sea R con la topologia usual y A = (1, 2].

Siz € (1,2) entonces x € Int(A) pues se cumple x € (1,2) C A. Por otro lado, 2 ¢
Int(A) por que no existen a, b tales que 2 € (a,b) C A. Asi, Int(A) = (1,2).

[1,2] es el “cerrado mds chico” que contiene a A, asi que A = [1,2].

Si x € [1,2] se tiene para cualquier abierto (a,b) que lo contiene (a,b) N A # (.
Para x > 2y z < 1, tomando los abiertos (2,2 + 1), (z — 1,1) se tiene (2, z + 1) NA =0y
(z—=1,1)NA=0luegox,z ¢ A Asi A =[1,2].

Un argumento similar al anterior sirve para verificar que X — A = (—o0, 1] U
[2,4+00] yasi Fr(A) = {1} U {2}.

Ejemplo 1.28 Sea R con la topologia usual. Para Q se tiene que Int(Q) = () pues cualquier
intervalo abierto contiene una infinidad niimeros racionales e irracionales, por esta razon
también se tiene que Q' = Ry que Q = R. Por iiltimo, como X — Q = R entonces Fr(Q) =
R.

Definicion 1.19 Se dice que un subconjunto A es denso en el espacio topologico X si
A=X.

Ejemplo 1.29 En base al ejemplo anterior, se tiene que Q es denso en X con la topologia
usual.

Definicién 1.20 Se les llama puntos aislados a los elementos del conjunto A — A’

Ejemplo 1.30 Sea R con la topologia discreta entonces 1 es un punto aislado de [0, 2] pues

[0,2] = [0, 2] por ser [0,2] cerrado y 1 no es punto limite porque con el abierto {1} se tiene

que ({1} — {1}) N [0,2] = 0.

Ejemplo 1.31 Sea R con la topologia indiscreta, 1 no es punto aislado del conjunto
A={0,1,2} pues A =Ry A" =R, asi el conjunto de los puntos aislados es el vacio.
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Los ejemplos anteriores sirven para ilustrar que cuando se usen topologias distintas
de la usual, mas que imaginar a los puntos aislados como “lejos” del conjunto, hay que
imaginarlos como no relacionados con otros puntos de A mediantes abiertos de la topologia.
Esto sirve para hacer la siguiente observacion.

Observacion De la definicién de puntos aislados se puede deducir lo siguiente
reA—A < 30():Ulx)NA={x}
donde U(z) significa que existe un abierto U que contiene a .

Proposicion 1.4 Sea X un espacio topologicoy A C X. A es cerrado si'y solo si contiene a
todos sus puntos de acumulacion, es decir, si A’ C A.

Demostracion Supdngase que A es cerrado. Seap € A’, si p ¢ A entonces p € A°'y como
A es cerrado, p € A€ es abierto. Luego, AN A = (), es decir, existe un abierto que contiene a
py cuya interseccion con A es el vacio, con contradiccidn, pues p es punto limite. Asi, p € A
Por tanto, A’ C A si A es cerrado. Supdéngase que A" C A. Seap € A° como p ¢ A’ existe
un abierto U tal que

(U—-{p}h)nA=0=UnA

Asi, para todo p € A€ existe un abierto U tal que U € Ay en consecuencia A¢ es un abierto,
pues es unidn de abiertos.

Por tanto, A es cerrado si A’ C A.

Proposicion 1.5 Si A C B entonces A’ C B'.

Demostracion Sip € A’ entonces para todo abierto U que contiene a p se tiene

(U —{p))nA#D.

Pero como A C B, entonces para todo abierto U que contiene a p se tiene
(U —{phnB#0.

Asi, p € By por tanto, A’ C B'.

Se puede sospechar de los ejemplos que los conjuntos asociados Int(A), A" y Fr(A)
no son tan independientes. Para probar esto se enuncia el siguiente teorema.

Teorema 1.8 Si X es un espacio topologicoy A C X entonces

I A=AUuA
2. A =Int(A)UFr(A).

Demostracion Se tiene
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1. Como A C Ay Aes cerrado, entonces A’ C (A) C A. Asi, AU A C A.

Por otro lado, si z € A entonces v € A 6 x ¢ A. Para todo abierto U que contiene
a x se tiene que U N A # (), pues si existe un abierto U* que contiene a x y tal que
U*N A = (), tomando el cerrado F' = X — U* setienen A C Fyxz ¢ F 'y como
consecuencia = ¢ A, con contradiccién.

Luego, si x ¢ A se cumple (U — {z}) N A # () para cualquier abierto U que contiene
aryentoncesx € A'. Asi, A C A’ U A.

Por tanto, se da laigualdad A = A U A’
2. Como Int(A)UFr(A) =Int(A)U (AN X — A) = (Int(A) U (X — A) N A.

Basta con probar que Int(A) = X — (X — A). Como (X — A) es cerrado,

r € X — (X — A)siy solosiexiste un abierto U talque z € U € X — (X — A) = A,
es decir, si'y s6lo si x €Int(A). Asi, Int(A) = X — (X — A) tal como se queria probar.

Proposicién 1.6 Si A C B entonces A C B.

Demostracion Si A C B entonces A’ C B’ por la proposicion 1.4.
Asi, AUA" C BU B’y portanto, A C B.

Proposicion 1.7 Sea X un espacio topologico. Para cualquier par de subconjuntos Ay, As,
se cumple

A1UA2:A_1UA_2

Demostraciéon Como A;, A, C A, U A, entonces A;, Ay C A; U A,.
Asf, Ay UA; C AU A,.

Por otro lado, A;U C AUB que es un conjunto cerrado pues es la unién de conjuntos
cerrados.
Luego, AUB C AU B C AU B por que A U B es la interseccién de todos los cerrados que
contienena AU B. Asi, A; U Ay C A; U Ay

Por tanto, se obtiene la igualdad A; U Ay, = A, U A,.

Observacion La igualdad puede extenderse hasta un nimero finito de subconjuntos, es decir,

es cierto que
n n
Ua=J4
i=1 i=1

esto se deduce aplicando n — 1 veces el teorema anterior.
Sin embargo, esta propiedad no puede extenderse a un nimero infinito de subcon-
juntos, es decir, en general es falso que

Ja-Um.
n=1 n=1

Para ver esto, basta con tomar A4,, = {%} en R con la topologia usual.
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[.1.5 Funciones Continuas y Homeomorfismos

Definicion 1.21 Sean (X,T x) e (Y,Ty) espacios topoldgicos. Dada una funcion
f X — Y se dice que es una funcion continua si para cada U €Ty se tiene que
f~YU) €T x. Es decir, la imagen inversa de un abierto es siempre un abierto.

Observacion f~! indica la imagen inversa conjuntista, es decir,
-1 .
[T A ={zreX: f(z) e A}
La funcién no tiene restriccion alguna, esto es, no se pide que sea inyectiva o sobreyectiva.

Antes de ver un ejemplo, es bueno tener una herramienta para estudiar la continuidad
sin tener que analizar a todos los abiertos.

Proposicion 1.8 Sean (X,T x) e (Y,Ty) espacios topoldgicos y B una base que genera a
Ty, entonces f : X — Y es continua si y sélosi B € B= f~!(B) € Tx.

Demostracion Supdngase que la funcion f es continua. De la definicion de continuidad se

obtiene que B € B = f~1(B) € T x, pues los elementos de una base son conjuntos abiertos.
Por otro lado, suponiendo que B € B = f~!(B) € T x y como cada abierto

U € Ty se puede escribir como unién de elementos de la base, se obtiene

U=JBa=1U) =] UBa)

ael acl
Asi, f71(U) es abierto pues es union de abiertos en 7 x y por tanto, f es continua.

Ejemplo 1.32 Sea R con la topologia usual y la funcién f : R — R dada por f(x) = 22

Para probar que f es continua segiin la proposicion anterior hay que demostrar que
fH(a,b)) ={zr € R:a < f(z) < b}, cona < b, es abierto. Se tienen tres casos:

1 f_l((CL?b)) <_\/B>_\/6)U(\/av\/l_7)
2. f~M((a,b)) = (—Vb, V)
3. fH(a,0) =0

En cualquier caso, f~1((a,b)) es abierto y por tanto f(z) =

2 es continua.

Observacién f~'(abierto) = abierto # f(abierto) = abierto porque, f(f~'(A)) # A,
en general.

Definicion 1.22 Se dice que una funcion f : X — Y es abierta si para todo abierto U C X
se tiene que f(U) es abierto en'Y. Andlogamente, se dice que es cerrada si para todo cerrado

F C X se tiene que f(F') es cerrado en'Y..

Ejemplo 1.33 Considerando a R con la topologia usual se tiene
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1. La funcion f : R — R dada por f(x) = ", es abierta. Sin embargo, no es cerrada
por que R es cerrado pero f(R) = (0, +00) no es cerrado.

2. La funcion f : R — R dada por f(x)1 — 22, es cerrada. Por otro lado, no es abierta
por que f((—1,1)) = (0, 1] que no es abierto.

Hay muchas equivalencias de la definicién de continuidad, como las siguientes.

Teorema 1.9 Dada una funcion f : X — Y entre espacios topologicos, las siguientes afir-
maciones son equivalentes:

1. f es continua
2. Si F es cerrado en'Y entonces f~*(F) es cerrado en X

3. Si A C X entonces f(A) C f(A).

Demostracion Se probard en dos pasos:

1. 1) & 2)
“=" Si f es continua, sea F' cerrado en Y. Asi, F'° es abierto en Y y se tiene que
(f7Y1(F))¢ = f~1(F¢) es un abierto en X. Por tanto, f~!(F') es cerrado en X.
“«<"” Sea U abierto en Y, entonces U° es cerrado en Y. Se tiene que
(fHU))e = f1(U°) es cerrado en X y asi, f~!(U) es abierto en X. Por tanto, f es
continua.

2. 2)<3)
“=” Sea A C X, setiene A C f~1(f(A)) C f1(f(A)).

Como f(A) es cerrado, tomando clausuras se obtiene

Ac fUf(A) C FHf(A)).

Es decir, A C f~'(f(A)) yasi f(A) C f(A).
“<" Si F es cerrado, tomando A = f~1(F) se tiene

fUHF) Cf(f-H(F) cF=F

yasi f71(F) C [TH(EF).
Por tanto, f~!(F) es cerrado.

Dados A C X'y f: X — Y se denota con f|4 ala restriccién de f a A, es decir,
fla= fojdondej: A— X eslainclusién j(x) = x. En otras palabras, f|4 no es més que
evaluar f solamente en los elementos del subconjunto A.

Algunas propiedades naturales de las funciones estan descritas en el siguiente teorema.

Teorema 1.10 Sean X,Y y Z espacios topoldgicos, se tiene
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1. Si A C X entonces la inclusion j : A — X dada por j(x) = x. es continua.
2.8 f: X =Y, g:Y — Z son continuas entonces go f : X — Z también lo es.

3. (Lema del Pegado) Si X = AU B con A, B cerrados en X entonces f : X — Y es
continua si 'y sélo si flay f|p lo son.

Observacion En los apartados 1 y 3 que involucran subespacios de X la topologia que se
considera en ellos es de manera natural, la topologia relativa.

Demostracion Se tiene

1. Si U C X es abierto entonces j~1(U) = j75(U N A) = U N A es un abierto con la
topologia relativa. Por tanto, la inclusion j es continua.

2. Sea U C Z abierto entonces g~ (U) es abierto en Y por ser g continua, ademds
f~Y g Y(U)) es abierto en X por ser f continua.
Es decir, f~1(¢g7(U)) = (g o f)~}(U) es abierto en X y por tanto, g o f es continua.
3. “= 7 Setiene que f|4 = fojy f|gp = fojdonde j esla funcion inclusién. Como f

es continua, por 1, j es una funcién continua, entonces usando 2 se concluye que tanto
f|a como f|p son funciones continuas.

“«7” Sea [’ C Y por la naturaleza de X se tiene que

FUE) = (fla) " (E) U (flB)"H(F), luego (f[a)~H(F) y (fp)~'(F) son cerrados en
Ay en B respectivamente por que f|4 y f|p son continuas.

(f]4)"(F) es cerrado en X por que si (f|4)"(F) es cerrado en A entonces

(fla)™(F) = C N A con C cerrado en X y asi, (f|4) ' (F) es interseccién de dos
cerrados en X.

Andlogamente (f|g)~!(F) es cerrado en X.

Asi, f71(F) es cerrado en X pues es unién de dos cerrados en X y por tanto, f es
continua (Teorema 1.9).

Observacion El nombre de Lema del Pegado, viene de que f es el resultado de pegar las
funciones f|4 y f|p. Algunas veces se parte de f; : A — Y, fo : B — Y que coinciden en

AN By seconstruye f talque fla = fiy flg = fo
Una de las definiciones mds importantes en topologia es la siguiente.

Definicion 1.23 Sean X e Y espacios topoldgicos y f : X — Y. Se dice que f es un
homeomorfismo y que X e Y son homeomorfos si [ es biyectiva y tanto f como f~! son
continuas.

Observacion Decir que una funcion biyectiva, f : X — Y, es un homeomorfismo es equi-
valente a cualquiera de las siguientes afirmaciones:

1. U es abierto < f(U) C Y es abierto.
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2. f escontinuay abierta.
3. F C X escerrado < f(F) C Y es cerrado.

4. f es continuay cerrada.

Un homeomorfismo f : X — Y transforma en correspondencia uno a uno los
abiertos de X enlos de Y y viceversa. Asi que dos espacios homeomorfos son indistinguibles
desde el punto de vista topoldgico, s6lo difieren en el “nombre” de los abiertos.

Cuando a una funcion sélo le falta ser sobreyectiva para ser un homeomorfismo, se
puede definir la funcidén solo entre la imagen.

Definicion 1.24 Se dice que f : X — Y es una inmersion si f : X —Imf es un
homeomorfismo.

En los siguientes ejemplos se considera a R con la topologia usual y a los subcon-
juntos de R con la topologia inducida por la usual. S denota la circunferencia unidad, es
decir, S' = {(z,y) e R: 2? + y* = 1}.

Ejemplo 1.34 X = [0,1] e Y = [a,b], con a < b, son homeomorfos. Basta considerar la
funcion f(x) = (b — a)r + a que de alguna manera estira y traslada al [0, 1].

Ejemplo 1.35 Los espacios (—1,1) y R son homeomorfos. Basta considerar los

homeomorfismos f(x) =tan(%) 6 f(x) = 5. Procediendo como en el ejemplo anterior

se tiene que R es homeomorfo a cualquier intervalo abierto.

Ejemplo 1.36 La funcion f : R — R, dada por f(x) = €® no es un homeomorfismo por
que no es sobreyectiva, ya que Imf = (0,00). Sin embargo, si es una inmersion por que
f: R —=Imf admite la inversa f~'(y) = log(y) que es continua, al igual que la funcion.

Ejemplo 1.37 La funcion f : R — S dada por f(x) = (cos x, sen ) no es un
homeomorfismo ni una inmersion por que f no es inyectiva y por tanto no admite inversa.

[.1.6 Axiomas de Separacién

Muchas de las propiedades de los espacios topoldgicos dependen del mayor o menor
nimero de conjuntos abiertos que contenga el espacio. De alguna manera los axiomas de
separacion establecen la existencia de “suficientes” conjuntos abiertos. En este apartado solo
se revisan los necesarios para desarrollar los temas de esta tesis.

Definicion 1.25 Se dice que un espacio topolégico (X, T) es un espacio T si para cada
pareja de puntos distintos x,y € X cada uno pertenece a un conjunto abierto que no contiene
al otro. Es decir, existen conjuntos abiertos U,V €T tales que x € Uy ¢ Vyy e V,y ¢ U.

Proposicién 1.9 Si (X,T) es un espacio topolégico Ty entonces {z} es cerrado para cada
r e X.

Demostracion Sea x € X fijo. Para caday € X — {z} existe un abierto U, € T tal que
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yEUyyi'f?éUy

por ser X un espacio 7} .
Luego, U, C X — {z} paracaday € X — {x} entonces

UJ U,cx—{a}.

yeX—{z}

Por otro lado,
X —{z} C U U,
yeX—{z}
y asi
xX-{z}= | U,
yeX—{z}
Por tanto, X — {z} es abierto pues es unién de abiertos y entonces {x} es cerrado.
Como zx es un elemento arbitrario de X entonces {x} es cerrado para cada z € X.

Definicion 1.26 Se dice que un espacio topoldgico (X,T) es un espacio T, o Espacio de
Hausdorff si para cada pareja de puntos distintos x,y € X cada uno pertenece a un conjunto
abierto y estos conjuntos abiertos son disjuntos. Es decir, existen conjuntos abiertos U,V €T
tales que v € U,y € VyU NV = 0.

Observacion Un Espacio de Hausdorff es siempre un espacio 77 .
Proposicién 1.10 Todo espacio métrico (X, d) es un espacio de Hausdorff.

Demostracion Sean x,y € X puntos distintos, entonces d(z,y) = € > 0. Tomando los
abiertos U = B(x,5)y V = B(y, §) se tiene que U y V son disjuntos porque sip € UNV
entonces d(p, z) < 5y d(p,y) < 5y por la desigualdad del tridngulo se obtiene

€ € 2¢
d d +d S - =
(z,y) < d(z,p) (p,y) < 3 + 3 3

con contradiccion pues d(z,y) = €. Asi, U y V son disjuntos y por tanto X es un espacio de
Hausdorff.

I.1.7 Conexidad

Definicion 1.27 Un espacio topologico X es conexo si no existen dos abiertos ,U y V, dis-
juntos y no vacios tales que X = U UV. Cuando un espacio no es conexo se dice que los dos
abiertos U,V con las propiedade anteriores, forman una separacion.

Observaciéon Una manera equivalente de decir que un espacio es no conexo es demostrando
que no existen dos cerrados F', G disjuntos tales que X = F'UG.

o Asi, F'y G forman un separacién o son subconjuntos separados si y s6lo si FNG = ()
yFNG=1(.
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Definicion 1.28 Se dice que un subconjunto de un espacio topoldgico es conexo, si lo es con
la topologia relativa.

Ejemplo 1.38 En cualquier espacio topologico los puntos son conexos.
Ejemplo 1.39 R con la topologia cofinita es conexo.

Ejemplo 1.40 A = (2,3] U [4,5) no es conexo en R con la topologia usual por que se tiene
la separacion A=U UV conU = (2,3]yV = [4,5).

Ejemplo 1.41 R con la topologia de Sorgenfrey no es conexo por que R = U UV con
U= (-00,0)yV =[0,00).

Ejemplo 1.42 En R con la topologia usual, Q no es conexo por que Q = U UV con
U=(-00,v/2)NQyV = (v2,00) NQ.

Proposicion 1.11 Sea X es un espacio topologico. Si X es conexo entonces los iinicos sub-
conjuntos de X simultdneamente abiertos y cerrados son X y ().

Demostracion Si existiera un subconjunto U C X abierto y cerrado distinto del vacio y del
total, entonces V' = X — U también lo seria y se tendria se tendria que U U V' = X es una
separacioén de X, con contradiccién a la conexidad de X.

Proposicion 1.12 El intervalo |0, 1] es conexo con la topologia usual.

Demostracion Supongamos que existe una separacion de [0, 1], es decir, [0,1] = U UV
donde U y V' son abiertos en la topologia relativa. Sin pérdida de generalidad 1 € V. Sea
s =sup{z : x € U} setieneque s € [0,1]y s # 0, 1, por que si s = 0 entonces V' = [0, 1] y si
s = 1 entonces V' no es abierto pues no existe ningun entorno de 1 contenido en V', en ambos
casos con contradiccién. Si s € U, como U es abierto, existe un e tal que s € (s—e, s+¢) C U
y entonces s < s + 5 € U, con contradiccion pues s es cota superior de U. De la misma
manera, si s € V entonces s € (s —¢€,5 4+ ¢€) C V y s — § serfa cota superior para U y s no
seria el supremo.

Asi, s ¢ U UV, con contradiccion a que U U V' es una separacién de X y por tanto, [0, 1] es
conexo.

Observacion La misma demostracion sirve para decir que cualquier intervalo (abierto,
cerrado, semiabierto, finito o infinito) es conexo en R con la topologia usual.

De manera intuitiva un espacio es conexo si no esta roto en trozos. Pero esos trozos
se pueden caracterizar matematicamente diciendo que dos puntos pertenecen al mismo trozo
si existe un conexo en €l que estan contenidos.

Definicion 1.29 Sea ~ la relacion de equivalencia en un espacio topologico X dada por

x ~ y siy solo si existe A C X conexo con x,y € A. Se llaman componentes conexas de X
a cada una de las clases de equivalencia.
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Observacion La componente conexa de A a la que pertenece © € A es el mayor subconjunto
conexo de A que contiene a x.

Ejemplo 1.43 X = (2,3) U [5,6) tiene dos componentes conexas (con la topologia usual):
C1 = (2,3) y Cy = [5,6) por que cada par de puntos x,y € Cy o x,y € Cs estdn dentro del
conexo Cy o Cy, ysix € Cyyy € Cyno existe A C X conexo que contenga a ambos.

El siguiente ejemplo ilustra lo “pequefias* que pueden ser las componentes conexas.

Ejemplo 1.44 En X = Q con la topologia usual, las componentes conexas son los puntos.
La razon es que los puntos y el vacio son los iinicos subconjuntos conexos de Q pues si
A C Q tiene al menos dos puntos, v < y, tomando v < z < y con z € R — Q, se forma la
siguiente separacion de A : ((—o0,z) N A) U ((z,00) N A).

Teorema 1.11 Si X es conexoy f : X — Y es continua, entonces f(X) =Imf es conexo.

Demostracion Supongamos que Imf no fuera conexo, es decir, existen dos abiertos U y
V tales que Imf = U UV, entonces f~}(U) U f~1(V) serfa una separacion de X, con
contradiccion. Por tanto, Im f es conexo.

Ejemplo 1.45 S! es conexo con la topologia usual por que es la imagen de la funcion
f:10,1] = R? con f(x) = (cos(2rz), sen(27x)).

Teorema 1.12 Si A, C X son subconjuntos conexos y NA, # () entonces UA, es
conexo.

Demostracion Sea UUV = UA, una separacion y sea x € NA,. Sin pérdida de generalidad
x € U. Luego, A, C U por que de lo contrario (4, NU) U (A, N'V) serfa una separacion
de A, con contradiccién. Pero si cualquier A, C U entonces UA, C Uy asi V = () con
contradiccion. Por tanto, UA,, es conexo.

Ejemplo 1.46 Como en el ejemplo anterior, cada circunferencia
C. = {(z,y) : (x—r)?+y*> =71t con0 < r < 1, es conexa, por tanto el circulo
(x — 1)2 + y* < 1 (que es la union de ellas) también lo es.

Teorema 1.13 Si A C X es un subconjunto conexo entonces cualquier subconjunto B C X
con A C B C A, es también conexo.

Demostracion Si U UV es una separacion de B, entonces A C U 6 A C V por que de lo
contrario (AN U) U (AN V) serfa una separacién de A. Sin pérdida de generalidad A C U,

entonces A C X — V por que X — V es cerrado y contiene a A. Luego, B C X — V y esto
contradice que U U V' es una separacion. Por tanto, B es conexo.

Ejemplo 1.47 El subconjunto de R? definido como
S={(z,y) €ER?*:2>0,y=sen(l/2)}U{(r,y) eR* 2 =0,y € [-1,1]}

es conexo, por que S = A con A = {(x,sen(1/z)) : x > 0} y A es conexo por que es la
imagen de la funcion continua f : (0,00) — R?, definida por f(t) = (t, sen(1/t)).
Al conjunto S se le llama curva seno del topélogo.
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Corolario 1.1 Si A es conexo entonces A también lo es.
Demostracion Basta con tomar B = A en el teorema anterior.
Corolario 1.2 Las componentes conexas de un espacio topologico son conjuntos cerrados.

Demostracion Si C' es una componente conexa, es conexa y, por el corolario anterior, C'
también es conexo. Pero entonces C' C C por que x ~ y paratodo x,y € C. Asi,C' = C'y
por tanto C' es cerrado.

Definicion 1.30 Se dice que un espacio topologico X, es localmente conexo en p si y sélo
si todo conjunto abierto que contiene a p contiene un conjunto conexo abierto que contiene
a p. Se dice entonces que X es localmente conexo si es localmente conexo en cada uno de
Sus puntos.

Observacion Conexion local no implica conexion y viceversa.

Para el primer caso basta considerar el subconjunto A = (0,1) U (2,3) de R con
la topologia usual, A es no conexo pero cada punto esta contenido en un entorno conexo: el
intervalo al que pertenece.

Para el segundo caso hay que considerar la curva seno del top6logo que es conexa
pero no es localmente conexa en el punto (0, 1).

Definicién 1.31 Un subconjunto E de un espacio topolégico X es un conjunto arco-conexo
si para cada par de puntos a,b € X existe una trayectoria f : I = [0,1] — X de a a b que
estd contenida en E, es decir, f[I| C X.

Ejemplo 1.48 Sean los siguientes subconjuntos de R?

A consiste en los puntos de los segmentos de recta que unen el origen (0,0) con los puntos
(1, %), n € N; y B consiste en los puntos del eje de las x comprendidas entre % y 4.
Ay B son arco-conexos.

Definicion 1.32 Sea X un espacio topologico y p € X. Se dice que X es localmente arco-
conexo en p (LAC en p) si cada vecindad de p contiene una vecindad arco-conexa de p.

Se dice que X es localmente arco-conexo (LAC) si X es localmente arco-conexo en cada
uno de sus puntos.

Intuitivamente se puede pensar que un conjunto X es arco-conexo si cualesquiera
dos puntos a, b € X pueden ser conectados con un arco que empieza en a, termina en b y estd

totalmente contenido en X.
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[.1.8 Compacidad

Definicion 1.33 Dado un espacio topoldgico X, un recubrimiento abierto C es una colec-
cion de abiertos cuya union es todo el espacio. Un subrecubrimiento es una subcoleccion de
C con la misma propiedad.

Definicion 1.34 Se dice que un espacio topologico, X, es compacto si todo recubrimiento
abierto de X admite un recubrimiento finito.

Definicion 1.35 Un subconjunto de un espacio topologico, A C X, es compacto si lo es con
la topologia relativa.

Observacion Para subconjuntos se puede entender un recubrimiento abierto como una co-
leccién de abiertos, U, en X, tales que A C UU,,.

Ejemplo 1.49 R no es compacto por que
1 1
R = — Z
U (n 2,n + 2)

y no se puede suprimir ninguno de los intervalos por que si no algiin entero quedaria sin
cubrir.

Ejemplo 1.50 Sea A = {1/n:n € Z*} C R con la topologia usual. A no es compacto por

que el recubrimiento
1 1 1 1
A - 4
. U <n 2 n T 2n2>

neZ+

no tiene subrecubrimientos.

Definicion 1.36 Una sucesion ay, as, . .. de puntos de un espacio topologico X converge a
un punto b € X, 0 b es limite de la sucesion (a,,)>2 ,, lo que se denota por

lim a, =b, lima,=0 o a, —b

n—oo
si y solo si, para todo conjunto abierto U que contiene a b existe un entero positivo N € N

tal que n > N implica a,, € U, es decir, U contiene a casi todos (excepto un niimero finito)
los términos de la sucesion.

Ejemplo 1.51 Sea A como en el ejemplo anterior, A es compacto por que dado un recubri-
miento abierto C de A, existe Uy € C con 0 € U,.
Como % — 0 se tiene que % € Uy excepto un niimero finito de veces:

1 .
U; € Ccon W € Uj se tiene

L1 L Tomando

ni’ ny’ ) ng

k
AclJu;
=0
Proposicién 1.13 En R con la topologia usual [0, 1] es compacto.
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Demostracion Si C es un recubrimiento abierto de [0, 1] sea
s ={x €10,1] : [0,z] puede cubrirse con un niimero finito de abiertos en C}

s > 0 porque cualquier abierto que contiene a cero contiene a [0, €] para algin € > 0.

Si s < 1 entonces para cualquier abierto U € C que contiene a s existe un ¢ > 0 tal que
[s —€,5s + €| C U. Por la definicion de s, [0, s — €] estd recubierto por un nimero finito de
abiertos del recubrimiento, pero afiadiendo U a ese recubrimiento se obtiene un recubrimiento
finito de [0, s + €], con contradiccién de que s es el supremo.

Asi, s no puede ser menor a 1, es decir, s = 1.

Por tanto, [0, 1] es compacto.

Como en el caso de los conexos, laimagen continua de un compacto es un compacto.

Teorema 1.14 Sean X,Y espacios topolégicos. Si f : X — Y es continuay K C X es
compacto, entonces f(K) es compacto.

Demostracion Si UU,, es un recubrimiento de f(K') sin recubrimientos finitos entonces
uft (U,) es un recubrimiento de K sin recubrimientos finitos, con contradiccion.
Por tanto, f(K') es compacto.

Ejemplo 1.52 En R con la topologia usual, (—1, 1) no es compacto. Por que si (—1,1) fuera
compacto se tendria tomando la funcién continua f : (0,1) — R dada por f(x) = =
que f((0,1)) = R es compacto, con contradiccion. Como (—1,1) es homeomorfo a (0,1),

aplicando el mismo razonamiento se tiene que (0, 1) no es compacto.

Teorema 1.15 Sea X un espacio topologico. Si ' C K C X con F cerrado y K compacto,
entonces F' es compacto.

Demostracion Si existiera un recubrimiento C de F' sin recubrimientos finitos entonces

(X — F) UC serfa un recubrimiento de K sin recubrimientos finitos, con contradiccién, pues
K es compacto.

Por tanto, I es compacto.

Observacion Lo que dice el teorema anterior es que cerrado dentro de compacto es compac-
to.

Ejemplo 1.53 {(—1)"/n:n € Z*} U {0} es compacto por que es un cerrado dentro de un
compacto.

Por dltimo se enuncia un teorema muy conocido en Andlisis Matematico.
Definicion 1.37 Se dice que un subconjunto A es denso en ninguna parte en un espacio

topologico X si su cerradura tiene interior vacio. En forma equivalente, A es denso en
ninguna parte si A€ es un subconjunto denso en X.
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Definicion 1.38 Se dice que un conjunto X es un espacio de Baire si se satisface la siguiente
condicion: dada cualquier familia numerable { A, } de conjuntos cerrados de X, todos con
la propiedad de ser densos en ninguna parte, su union UA,, también es denso en ninguna
parte.

Intuitivamente se puede pensar que un espacio de Baire es muy grande y tiene
suficientes puntos para un cierto proceso limite.

Observacion Las siguientes son caracterizaciones alternas de un espacio de Baire.
1. Toda interseccién de conjuntos abiertos densos es densa.

2. Siempre que la unién de un nimero numerable de conjuntos cerrados de X tiene un
punto interior, uno de los conjuntos cerrados debe tener un punto interior.

3. Todo subconjunto abierto no vacio de un espacio de Baire es, en su topologia relativa,
un espacio de Baire.

Ejemplo 1.54 R con la topologia usual es un espacio de Baire.

Teorema 1.16 (Teorema de la categoria de Baire) Si X es un espacio de Hausdorff
compacto entonces X es un espacio de Baire.

La prueba de este teorema se encuentra en [4, pag. 337].

[.2. Teoria de Continuos

El estudio de la Teoria de Continuos tiene su origen en la escuela polaca de
matematicas a principios del siglo XX. Dicha escuela escogio6 a la teoria de continuos como
una de las cuatro ramas de la matematica a las que se dedicarian y fortalecerian.

I.2.1 Definicion de Continuo

Definicion 1.39 Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y no vacio.
Definicion 1.40 Un continuo es no degenerado si tiene mds de un punto.

Algunas veces se relaja un poco la definicion, es decir, en lugar de que el espacio
sea métrico se le puede pedir que sea T o 75.

Definicion 1.41 Sea X un espacio topoldgico. Se dice que X es un Continuo T} si es T,
conexo y compacto 'y se dice que X es un Continuo 'I; si es T,, conexo y compacto.

Observacion Como ya se probd en la subseccion 1.16 (Axiomas de Separacion) todo espacio
métrico es un espacio 77 y 15, asi un continuo es un continuo 7 y un continuo 75.

En esta tesis, cuando se enuncia la palabra continuo se refiere a los espacios métricos, com-
pactos y conexos.

Definicion 1.42 Sea X un continuo, se dice que X es un Continuo de Peano si X es
localmente conexo en cada uno de sus puntos.
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Los siguientes teoremas establecen la arco-conexidad de los continuos de Peano.
Teorema 1.17 Cada Continuo no degenerado de Peano es arco-conexo.
La prueba de este teorema se puede encontrar en [6, pag. 130].

Teorema 1.18 Cualquier subconjunto abierto y conexo de un continuo de Peano es
arco-conexo.

La prueba de este teorema se encuentra en [6, pag. 132].

Teorema 1.19 Cada subconjunto abierto de un continuo de Peano es localmente
arco-conexo. En particular, cada continuo de Peano es localmente arco-conexo.

La prueba de este teorema se puede revisar en [6, pag. 131].

Definicion 1.43 Sea X, (T) un espacio topoldgico, se dice que X es conexo en pequeiio en
p € Xocikenp € X siysolo si para todo U €T con p € U existe un subconjunto conexo
VCXconpeint(V)CcV CU.

Observaciéon De manera equivalente se puede decir que un continuo X es un continuo de
Peano si X es cik en cada uno de sus puntos.

Ejemplo 1.55 El continuo mds sencillo es el intervalo [0, 1], a cualquier espacio homeomor-
fo a él se le llama arco.

Ejemplo 1.56 Otro continuo de los mds sencillos es S* = {(z,y) € R? : 2> +y* = 1}, a
cualquier espacio homeomorfo a él se le llama circunferencia o curva cerrada simple.

Ejemplo 1.57 La curva seno del topologo,
S={(z,y) €ER?*:2 >0,y =sen(l/x)}U{(x,y) eR* 2 =0,y € [-1,1]}
también es un continuo.

Se pueden construir continuos uniendo un nimero finito de continuos que se vayan
intersectando, para que el resultado sea conexo.

Ejemplo 1.58 El n-odo simple es el continuo que se construye uniendo n arcos que se inter-
sectan dos a dos en un tinico punto llamado vértice del n—odo, dicho vértice tiene que ser
un extremo de cada uno de los n arcos y los otros extremos de los arcos se llaman extremos
del n—odo.

Ejemplo 1.59 Los siguientes continuos, subconjuntos de R?, son de gran interés y por eso
reciben cierto nombre:

1. Paleta:
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P=S'Ul1,2] x {0}.
2. Ocho:
O = S'US*donde S* = {(x,y) e R?: (x — 2)®2 +y* = 1}.
3. Pesa:
P*=STU[1,2] x {0} US* donde S* = {(z,y) € R*: (z — 3)* +y* = 1}.

4. Theta:

0 =5S"Ul-1,1] x {0}.

Definicion 1.44 Sea (X,T) un espacio topoldgico y sea (A,)32 | una sucesion de
subconjuntos de X. Se definen el limite inferior (1im inf) y el limite superior (1im sup) de A,
de la siguiente manera:

liminfA; ={x € X :YU € T conz € U,UN A; # 0 para casi todo i € N}
limsup A; ={x € X :YU € T conz € U, UN A; # () para una infinidad de i € N}.

Definicion 1.45 Sea (X,T) un espacio topolégico y sea (A,)S°, una sucesion de
subconjuntos de X y A C X. Se dice que lim A; = A silim inf A; = A = lim sup A;.

Definicion 1.46 Sea X un espacio métrico, un subcontinuo no degenerado A de X se llama
continuo de convergencia de X si existe una sucesion (A,), de subcontinuos A; de X
tales que

Observacion Algunos continuos no contienen continuos de convergencia, por ejemplo, el
arco y la curva cerrada simple.

A continuacidn se enuncian algunos teoremas conocidos en Teoria de Continuos, de
algunos solamente se escribe el enunciado pues su importancia radica en que serdn de ayuda
en el capitulo 2.

Teorema 1.20 (Teorema de los golpes en la frontera II) Sea X un continuo y sea E un
subconjunto propio no vacio de X. Si K es una componente de E, entonces KN Fr(E) # 10
(de manera equivalente, como K C E entonces K N (X — E) # ().

La demostracién de este teorema se puede encontrar en [5, pag. 74].
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Teorema 1.21 (Teorema de los golpes en la frontera III) Sean X un continuo, £
subconjunto propio no vacio de X y K una componente de E.
Si E es abierto en X, entonces

KC(X—E)#0 ie. K—E#0.

Si E es cerrado en X, entonces

Kn(X—-FE)#0.

Demostracién Por el teorema 1.20 se tiene que K N (X — E) # (.

Para el primer caso se tiene que como E es abierto entonces X — E es cerrado y asi

(X — E) = X—E.Luego, KN(X—FE) # (), y como K es conexo se tiene K C (X—F) # (.
Para el segundo caso, por el corolario 1.2 (pag. 24) se tiene que K es cerrado y asi, K = K

entonces K N (X — E) # 0.

Proposicion 1.14 Sea X un continuo y sea A un subcontinuo propio de X. Si K es
componente de X — A, entonces K U A es un continuo.

Demostracién Como K es cerrado en X — A entonces K — K C A. Luego, KN A # (), es
decir, K U A es conexo y ademas K U A es compacto pues es unién de compactos. Por tanto,
K U A es un continuo.

Teorema 1.22 (Teorema de Continuos de convergencia) Sea X un continuo y sea
N={ze€ X :Xnoesciken X}.

Sip € N, entonces existe un continuo de convergencia K de X tal quep € Ky K C N.

La demostracion de este teorema se puede encontrar en [5, pag. 76].
[.2.2 Puntos de Corte

Definicion 1.47 Sea (X, T) un espacio topolégico conexoyp € X. Se dice que p es un punto
de corte si X — {p} es disconexo y que p es un punto no de corte si X — {p} es conexo.

Si X es un espacio topoldgico se escribe X = P|(@) para indicar que
X=PUQP#0,Q#0,PNQ =10,y Py (Q son abiertos en X. En otras palabras,
X = P|Q indica que X = PU( donde P y () son conjuntos no vacios que son mutuamente
separados en X, es decir, PNQ =0y PN Q = (.

Proposicion 1.15 Sea (X,T) un espacio topolégico conexo y sea C un subconjunto conexo
de X tal que

X—C=AlB

entonces AU C'y B U C son conexos. Ademds, si X y C son continuos entonces AU C'y
B U C son continuos.
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Demostracion Supdngase que A U C' es no conexo entonces A U C = K|L, como C' es
conexo se tiene que ' C K o C C L, sin pérdida de generalidad C' C K. Luego, L C A.
Asi, LN B =0y BnNL=10{.Se sigue que

X = L|(BUK)

con contradiccién, pues X es conexo. Por tanto, A U C' es conexo.
Anélogamente se tiene que B U C' es conexo.
Si C' es continuo, por ser parte de una separacion, A es cerrado y en consecuencia
compacto, asi A U C' es un continuo.
Andlogamente, B U C' es continuo.

Lema 1.1 Sea (X,T) un espacio topoldgico conexo. Sean .,y € X tales que
X —{z}=K|L X —{y}=M|N.
Sizxe Myy € K entonces NU {y} C K.

Demostracion Por la proposicién 1.15 se tiene que N U {y} es conexo. Como =z € M
entonces x ¢ N U {y}. Luego (NU{y}) N K # D puesy € K.

Asi, N U {y} es un subconjunto conexo de X — {z} y N U {y} intersecta a K.

Por tanto, N U {y} debe estar contenido en K pues S — {z} = K|L.

Para probar el teorema central de esta subseccion se necesitan dos definiciones y un
teorema, que como escapa de los objetivos de esta tesis, solo se va a enunciar.

Definicion 1.48 Una relacion R en A, que es reflexiva, antisimétrica y transitiva se llama
orden (parcial) en A. El par (A, R) se le llama conjunto (parcialmente) ordenado.

Ejemplo 1.60 La relacion definida por m|n si y sélo si m divide a n, es un orden en el
conjunto de los niimeros enteros positivos.

Ejemplo 1.61 Si X es un conjunto, la contencion de conjuntos es un orden en P(X).

Definicion 1.49 Sea B C A donde A esta ordenado por <. B es una cadena en (A, <) si
cualesquiera dos elementos de B son < —comparables.

Teorema 1.23 (Principio Maximal de Hausdorff) Si L es una coleccion de conjuntos,
entonces cualquier cadena en L esta contenida en una cadena C C —maximal.

Lo que dice el Principio Maximal de Hausdorff es que toda cadena de L esta conte-
nida en una una cadena C fija.
Abhora si, el teorema principal de la subseccion.

Teorema 1.24 Existencia de puntos no de corte Sea (X, T ) un continuo de Hausdorff no
degenerado. Supongase que X tiene un punto de corte c, es decir

X —{c} = UV.

Entonces, existe un punto no de corte de X en U y un punto no de corte de X enV.
Por tanto, X tiene almenos 2 puntos no de corte.
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Demostracion Sea N el conjunto de todos los puntos no de corte de X (N puede ser igual
al vacio pues se quiere llegar a una contradiccién al suponer que no tiene puntos no de corte).
Supoéngase que N C V, es decir, cada x € U es punto de corte de X.

Afirmacién 1: Para cada x € U se tiene X — {z} = U,|V, conc € V,.
Es cierta pues x # ¢y x es punto de corte de X.

Afirmacién 2: Para cada z € U se cumple U, U {z} C U.
Por la afirmacion 1 se tiene X — {x} = U,|V, con ¢ € V, y ademds X — {c} = U|V con
x € U. Luego por el Lema 1.1 se cumple que U, U {z} C U.

Afirmacién 3: Para cada = € U, se tiene que U, U {z} y V,, U {x} son conexos.
Como X — {z} = U,|V,, por la proposicién 1.15 se cumple que U, U {z} y V, U {z} son
CONExos.

Afirmacién 4: Siz € Uy y € U, entonces U, U {y} C U, y, asi, z ¢ U, U {y}.
Como y € U, entonces y € U por la afirmacion 2 y por la afirmacién 1 existen U, y V}, tales
que X — {y} = Uy|V,, con ¢ € V,,. Los conjuntos U, U {y} y V,, U {y} son conexos por la
afirmacién 3, luego y # x (por que y € U,) y U, NV, = 0, asi que uno de ellos debe estar
contenido en X — {x}. Asi, uno de los siguientes cuatro casos se debe cumplir

1. U,u{y} CU,
2. V,u{y} CU,
3. U,U{yt CV;
4. V,u{y} CV,

Como y € U, se tiene que y ¢ V, y por tanto 3 y 4 no son posibles. Por la afirmacién 1,
ce VNV, luegoc ¢ U,y c €V, entonces 2 no es posible. Por lo tanto, se debe de cumplir
1, esto prueba la afirmacién 4.
Ahora sea

L={U,U{z}:2€U}

por el Principio Maximal de Hausdorff existe una cadena maximal C en L.
Cada elemento de C es cerrado en X pues es unién de dos cerrados (U, y {z}) y como C es
una cadena de subconjuntos (encadenados) entonces cada subcoleccion finita no vacia de C
tiene interseccidn no vacia.

Afirmacién 5: La interseccion de elementos de C es no vacia, es decir, NC # ().

Si
Ne=Ne=0
c;eC
entonces c
(ﬂ CZ) =Jc=x
c;eC c;eC

Como X es compacto, existe una cantidad finita de C/s tales que
X=C;uCiu---uCy.
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Luego,
Xe=0=CinC;,n---NC;,

con contradiccién, pues la interseccion finita de elementos de C es distinta del vacio. Por
tanto, NC # (.

Sea p € C, por la afirmacién 2 se tiene que C es una coleccién de subconjuntos de U y asi
p € U. Luego, por la afirmacion 1, X — {p} = U,|V,, conc € V.

Para cada U, U {x} se tiene

1. U, U{p} C U, sip € U,, por la afirmacién 4.
2. U,U{p}=U,U{z}sip=nu.

Asi,p € U, op = x y entonces U, U {p} C NC.

Ahora sea ¢ € U, por la afirmacién 1, U, # () y por la afirmacién 4, U, U {q¢} C U, U {p},
ademds U, U {¢} € L pues ¢ € U.

Realizando repetidamente este ultimo proceso se obtiene una cadena C' # C tal que C C ('
con contradiccién a que C es maximal.

Como la contradiccion viene de suponer que U no contiene puntos no de corte de X, se
concluye que U tiene almenos un punto no de corte de X.

Similarmente, V' tiene almenos un punto no de corte de X.

El Teorema anterior dice que todo Continuo 7} tiene almenos dos puntos que no son
de corte.

Corolario 1.3 Sea (S,T) un continuo de Hausdorff. Si N denota el conjunto de todos los
puntos no de corte de S, entonces ningiin subconjunto propio conexo de S contiene a N.

Demostracion Supdngase que existe un subconjunto propio Z de S tal que N C Z. Sea
c € S — Z, entonces como ¢ € S — N es un punto de corte y se tiene

S—{c} =U|V.

Como Z es un subconjunto conexo de S — {c} entonces Z C U 6 Z C V. Como
N C Zentonces N C U 6 N C lo que es una contradiccion al teorema 1.24.
Por tanto, ningln subconjunto propio conexo de S contiene a N.

Teorema 1.25 Sean X un continuo, A subcontinuo propio de X y K una componente de
X — A. Entonces existe un punto no de corte p de K U A tal que p € K,y ademds p es
también punto no de corte de X.

Demostracion Por la proposicion 1.14 (pag. 30), K U A es un continuo. Luego, A es un
subcontinuo propio de K U A, por el corolario 1.3 existe un punto no de corte p de K U A tal
que p € K. Se tiene que

X—{p}=[(KUA) —{p}U[U{LUA: Lescomponentede X — Ay L # K}

donde (KUA)—{p} es conexo, cada LUA es conexo por la proposicién 1.14 y la interseccién
de todos los conjuntos es no vacia por que p ¢ A, entonces X — {p} es conexo por el teorema
1.12 (pag. 23.) Asi, p es punto no de corte de X tal como se queria probar.
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1.2.3 Gréficas Finitas
Definicion 1.50 Una grdfica finita es un continuo que se puede poner como una union finita

de arcos de manera que cada dos de ellos se intersectan en un conjunto finito.

Observacion En esta tesis todo el tiempo la letra G denotara una gréfica finita, también la
palabra gréifica serd la forma reducida de decir gréfica finita.

Proposicion 1.16 Si X y Y son grdficas tales que la interseccion X NY es no vacia y finita,
entonces X UY es una grdfica.

Demostracion Por la definicion de grafica se puede escribir

donde cada A; es un arco y cualesquiera de esos dos arcos son disjuntos o se intersectan en
uno o ambos de sus puntos terminales. De igual, manera

donde cada B; es un arco y cualesquiera de esos dos arcos son disjuntos o se intersectan en
uno o ambos de sus puntos terminales. Luego,

XUY:QAiU<QBi>.

Asi, X UY es la unién de arcos donce cualesquiera de esos dos arcos son disjuntos o se
intersectan en uno o ambos de sus puntos terminales.
Por tanto, X U Y es una gréfica.

Definicion 1.51 Un drbol es una grdfica finita que no contiene ningtin subconjunto homeo-
morfo a una curva cerrada simple.

Ejemplo 1.62 El arco, |0, 1] es una grdfica finita y ademds es un drbol.
Ejemplo 1.63 S' = {(z,y) € R?: 2? + y*> = 1} es una grdfica finita.

Ejemplo 1.64 La paleta, el ocho, la pesa y le theta son ejemplos de grdficas finitas que no
son drboles.

Definicion 1.52 Sea (X,T) un espacio topoldgico 'y sea A C X. Sea [3 un niimero cardinal,
se dice que A es de orden menor o igual a 3 y se escribe ord(A, X)) < (3 si para cada U €T
existe V €T tal que

AcvVvcU vy |Fr(V)<p.

Se dice que A es de orden 3 en X y se escribe ord(A,X) = [ si ord(A,X) < By

ord(A, X) £ « para cualquier nimero cardinal o < 5.
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Observacion Si A = p frecuentemente se escibe ord(p, X) en lugar de ord({p}, X) y se
dice: p es de orden... en lugar de {p} es de orden....

Definicion 1.53 Sea (X,T ) un espacio topolégico. A los puntos p € X tales que ord(p, X) =
1 se les llama puntos terminales y a los puntos q € X tales que ord(q, X) = 2 se les llama
puntos ordinarios.

El siguiente teorema es muy importante para estudiar las graficas finitas.

Teorema 1.26 Cada espacio conexo contiene dos puntos a 'y b tales que

ord(a, X) =1 =ord(b,X) cona # b
ord(x,X) =2paraa# x #b

es decir, forman un arco ab.

La prueba de este teorema se puede encontrar en [3, pdg. 293, Teorema 5].

Cuando se trata de gréficas finitas, es mds interesante hablar del orden de un punto
que del orden de un subconjunto y ademds los puntos tienen orden < ¥, por esta razén es
conveniente dar una definicion equivalente a la anterior para puntos de orden < Ny, que quiza
es mas comprensible.

Definicion 1.54 Dado un punto p en un continuo X, se define su orden como el niimero
natural n tal que p tiene una vecindad cerrada que es homeomorfa a un n — odo de manera
que el vértice del n — odo se corresponda con p 'y se denota como o(p, X ).

Observacion La equivalencia de la definicion anterior se basa en el Menger’s n-Beinsatz
Theorem [3,pag. 277].

Una caracterizacién de la curva cerrada simple es la siguiente:

Teorema 1.27 Si X es un continuo tal que ord(z, X) = 2 para todo v € X entonces X es
una curva cerrada simple.

La prueba de este teorema se puede encontrar en [3, pag. 294, teorema 35].
Sea G una grafica finita, se tienen los siguientes nombres para ciertos puntos.

Definicion 1.55 1. A los puntos de orden 1 se les llama puntos terminales de G. El con-
Junto de vértices de G se escribe P(G).

2. A los puntos de orden 2 se les llama puntos ordinarios de G.
3. A los puntos de orden mayor o igual a 3 se les llama puntos de ramificacion de G.

4. A los puntos de orden distinto a 2 se les llama vértices de G. El conjunto de vértices
de G se escribe N (G).
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Definicion 1.56 Sea G una grdfica, un arco libre abierto o arista de G es cualquier subcon-
Junto de la forma A—{x,y} donde A es un arco en G con puntos terminales x,yy A—{x,y}

es abierto en G. x 'y y son llamados puntos terminales de A — {x,y}. El conjunto de aristas
de G se escribe E(G).

Observacion Dado un conjunto finito C, se usara la siguiente notacién: #C' para indicar el
nimero de elementos de C.

Definicion 1.57 Para una grdfica finita G se define la Caracateristica de Euler x(G) como
el niimero de vértices menos el niimero de aristas de G, es decir,

X(G) = #N(G) — #E(G).

A continuacion se presentan algunas propiedades de las graficas finitas a través de
la caracteristica de Euler, estas pruebas se basan en la arco-conexidad de las graficas finitas
pues los procesos que se realizan la involucran, sin embargo, no se menciona en las pruebas.

Proposicion 1.17 Si G es un drbol entonces x(G) = 1.

Demostracion Como G esta formado por un nimero finito de arcos entonces se puede apli-
car induccién sobre el nimero de aristas de G.
Induccién. Paran = 1 y n = 2 se tiene un arco con dos vértices y una arista, asi

X@)=2-1=1.

Entonces la proposicién se cumple paran = 1y n = 2.

Supéngase ahora que para cualquier drbol GG con n aristas se cumple que x(G) = 1.
Considerando a 7" un arbol con n + 1 aristas, sea p € 7" alglin punto terminal y sea A la arista
con puntos terminales p y ¢, como 7T es distinto del arco entonces ord(q, T') > 3.

SeaT* =T — (A —{q}), luego T* es un arbol con n aristas y por la hipétesis de induccién
x(T7) = 1.

Como T' = T™* U A la caracteristica de Euler se puede calcular de la siguiente manera:

Si ord(q,T) = 3 entonces

X(T) = [#N(T7) + 2] = [#E(T7) + 2] = #N(T") = #E(T7) = x(T") = 1.
Siord(q,T) > 3 entonces

X(T) = [#N(T7) + 1] = [#E(T7) + 1] = #N(T7) = #E(T7) = x(T7) = 1.
Por tanto x(7') = 1.

Asi, si la proposicion es valida para n también es valida para n + 1. El principio de
Induccién esta completo y la proposicién es vélida para todo n € N.

Teorema 1.28 Si GG es una grdfica finita entonces x(G) < 1.
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Demostracion Se aplicard induccién fuerte sobre el nimero de arcos.

Paran = 1 se tiene que G es el arco o G = S*. Luego, x(arco) = 1y x(S') = 0.
En cualquier caso, para n = 1 se satisface que x(G) < 1.

Supdngase que para una grafica G con 1,2, - - -, n arcos se cumple que x(G) < 1.
Sea G* una grafica con n + 1 arcos. Si G* es un drbol por la proposicién 1.17 se tiene que
X(G) = 1. Si G* no es arbol entonces G* tiene un subconjunto S homeomorfo a una curva
cerrada simple. Se distinguen los siguientes seis casos:
Caso 1: S tiene exactamente un vértice de G* y este vértice tiene orden 3 en G™*.
Sea v € S tal que ord(v, G*) = 3, entonces existe un arco A con puntos terminales v y
u tal que A — {u,v} es una arista de G* y u es vértice de G* que no estd en S. Sea G =
(G*— S)U{wv}, por la hipétesis de induccidn se tiene que x(G) < 1. Asi, por la construccién
de G,

X(G7) = #N(G)) = (#E(G) +1) = x(G) =1 < 1.

Caso 2: S tiene exactamente un vértice de G* y este vértice tiene orden 4 en G*.

Sea v € S tal que ord(v, G*) = 4 entonces existen dos arcos A; y Ay con puntos terminales
v, U1 Yy v, ug respectivamente, tales que Ay — {uy, v}y As — {ug, v} son aristas de G* y uy, us
son vértices de G* que no estdn en S. Sea G = (G* — S) U {v}, v es un punto ordinario en
G, por la hipétesis de induccién se cumple que x(G) < 1. Por la hipétesis de induccion se
tiene que x(G) < 1y como G* puede ser obtenida de G pegando una circunferencia S en el
punto ordinario v, entonces

X(G7) = #N(G) +1) = (#E(G) +2) =x(G) -1 < 1.

Caso 3: S tiene exactamente un vértice de G* y este vértice tiene orden > 5 en G*.

Sea v € S tal que ord(v,G*) > 5. Sea G = (G* — S) U {v}, v es vértice de G, por la
hipétesis de induccién se tiene que x(G) < 1.y como G* puede ser obtenida de G pegando
una circunferencia .S en el vértice v, entonces

X(G") = (#N(G)) — (#E(G) +1) =x(G) -1 < 1.

Caso 4: Hay almenos dos vértices de G* en S de orden 3 en G*.

En este caso S puede verse como un circuito en la grifica G* y se puede asumir que existe
un arco A en G* con puntos terminales u y v tales que ord(u, G*) = 3, ord(v,G*) = 3y
ord(z,G*) = 2 paratodo x € A — {u,v}. Sea G = (G* — A) U {u,v}, u,v son puntos
ordinarios de G. Por la hipétesis de induccién se tiene que x(G) < 1y como G* puede ser
obtenida de GG pegando un arco A en G de tal manera que G N A = {u, v}, entonces

X(G") = (#N(G) +2) - (#E(G) +3) = x(G) -1 < L.

Caso 5: Hay almenos dos vértices de G* en S uno de orden 3 y el otro de orden > 4 en G*.

En este caso S puede verse como un circuito en la grafica G* y se puede asumir que existe
un arco A en G* con puntos terminales u y v tales que ord(u, G*) = 3, ord(v,G*) > 4y
ord(z,G*) = 2 paratodo z € A —{u,v}. Sea G = (G* — A) U {u, v}, u es puntos ordinario
de G y v es vértice de GG. Por la hipétesis de induccidn se tiene que x(G) < 1y como G*
puede ser obtenida de G pegando un arco A en G de tal manera que GNA = {u, v}, entonces
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X(G) = (#N(G) +1) = (#E(G) +2) =x(G) -1 < L

Caso 6: Hay almenos dos vértices de G* en .S de orden > 4 en G*.

En este caso S puede verse como un circuito en la grafica G* y se puede asumir que existe
un arco A en G* con puntos terminales u y v tales que ord(u, G*) > 4, ord(v,G*) > 4y
ord(xz,G*) = 2 paratodo x € A — {u,v}. Sea G = (G* — A) U {u, v}, u, v son vértices de
G. Por la hipétesis de induccion se tiene que x(G) < 1y como G* puede ser obtenida de G
pegando un arco A en G de tal manera que G N A = {u, v}, entonces

X(G7) = (#N(G)) = (#E(G) +1) = x(G) =1 < 1.

En cualquier caso se tiene que x(G) < 1.
Asi, si la proposicion es valida para n también es valida para n + 1. El principio de
Induccidn esta completo y la proposicion es valida para todo n € N.

Corolario 1.4 Si G es una grdfica finita que no es un drbol entonces x(G) < 1.

Demostracion Si G es una circunferencia entonces y (G) = 0. Supéngase que G es distinta
de una circunferencia, entonces G tiene un subconjunto S homeomorfo a una curva cerrada
simple. Se distinguen los siguientes seis casos:

Caso 1: S tiene exactamente un vértice de GG y este vértice tiene orden 3 en G.

Sea v € S tal que ord(v, G) = 3, entonces existe un arco A con puntos terminales v y u tal
que A—{u, v} esunaaristade Gy u es vértice de G que noestden S. Sea G* = (G—S)U{v},
por el teorema 1.28 se tiene que x(G*) < 1. Asi, por la construccién de G,

X(G) = (#N(G")) = (#E(G) +1) = x(G") =1 < 1.

Caso 2: S tiene exactamente un vértice de GG y este vértice tiene orden 4 en G.

Sea v € S tal que ord(v, G) = 4 entonces existen dos arcos A; y A, con puntos terminales
v, Uy Y v, up respectivamente, tales que A; — {uy,v} y Ay — {ug, v} son aristas de G y u, uz
son vértices de G que no estdn en S. Sea G* = (G — S)U{v}, v es un punto ordinario en G*,
por el teorema 1.28 se cumple que x(G*) < 1. Como G* puede ser obtenida de G pegando
una circunferencia S en el punto ordinario v, entonces

X(G) = (#N(G")+1) - (#E(G")+2) =x(G") -1 <L
Caso 3: S tiene exactamente un vértice de GG y este vértice tiene orden > 5 en G.
Sea v € S tal que ord(v,G) > 5. Sea G* = (G — S) U {v}, v es vértice de G*. Por el
teorema 1.28 se cumple que x(G*) < 1y como G puede ser obtenida de G* pegando una
circunferencia S en el vértice v, entonces

X(G) = (#N(G")) — (#E(G") +1) = x(G") -1 < L

Caso 4: Hay almenos dos vértices de GG en S de orden 3 en G.

En este caso S puede verse como un circuito en la grifica G y se puede asumir que existe
un arco A en G con puntos terminales u y v tales que ord(u,G) = 3, ord(v,G) = 3y
ord(z,) = 2 paratodoxz € A—{u,v}.Sea G* = (G— A)U{u, v}, u, v son puntos ordinarios
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de G*. Por el teorema 1.28 se cumple que x(G*) < 1y como G puede ser obtenida de G*
pegando un arco A en G* de tal manera que G* N A = {u, v}, entonces

X(G) = (#N(G") +2) = (#E(G") +3) =x(G") -1 < L.

Caso 5: Hay almenos dos vértices de GG en .S uno de orden 3 y el otro de orden > 4 en G.
En este caso S puede verse como un circuito en la grifica GG y se puede asumir que existe
un arco A en G con puntos terminales v y v tales que ord(u,G) = 3, ord(v,G) > 4y
ord(z,G) = 2 paratodo x € A — {u,v}. Sea G* = (G — A) U {u, v}, u es puntos ordinario
de G* y v es vértice de G*. Por el teorema 1.28 se cumple que x(G) < 1y como G puede
ser obtenida de G* pegando un arco A en G* de tal manera que G* N A = {u, v}, entonces

W(G) = (AN(G) +1) — (HE(G) +2) = (G) =1 < L.

Caso 6: Hay almenos dos vértices de GG en S de orden > 4 en G.

En este caso S puede verse como un circuito en la grafica G y se puede asumir que existe
un arco A en G con puntos terminales v y v tales que ord(u,G) > 4, ord(v,G) > 4y
ord(z,G) = 2 paratodox € A—{u,v}.Sea G* = (G— A)U{u,v}, u,v son vértices de G*.
Por el teorema 1.28 se cumple que x(G) < 1y como G puede ser obtenida de G* pegando
un arco A en G* de tal manera que G* N A = {u, v}, entonces

X(G) = (#N(G")) — (#E(G") +1) =x(G") -1 < L

Por tanto, en cualquiera de las situaciones se satisface que x(G) < 1, si G no es un
arbol.

Teorema 1.29 Una grdfica G es un drbol si 'y sélo si x(G) = 1.

Demostracion Si GG es un drbol entonces por la proposicion 1.17 se tiene que x(G) = 1.
Por otro lado, tomando el contrapositivo del corolario 1.4 se concluye que si
X(G) = 1 entonces G es un érbol.
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II. NUMERO DE DISCONEXION

Una cldsica caracterizacion de la curva cerrada simple (S) es que es el tnico
continuo que llega a ser disconexo al quitarle cualesquiera dos puntos. En este capitulo se
discute la siguiente pregunta ;Que continuos son disconexos al remover cualesquiera n pun-
tos donde n < Nj es fijo?. Aqui se da la repuesta a la pregunta anterior y se dan algunas
aplicaciones.

[1.1. Definicidn

Definicion 2.1 Sea X un espacio conexo. Un niimero cardinal n < N se llama niimero de
disconexion para X si para cualquier A C X con cardinalidad n se cumple que X — A
es disconexo. Se escribe D(X) < N para indicar que X tiene un niimero de disconexion.
Cuando, D(X) < X, la notacion D*(X) denota el mds pequeiio niimero de disconexion
para X.

Observacion Un nimero natural n es el mas pequeiio nimero de disconexion para X,
(D*(X) = n) siy solo si existen n — 1 puntos de X, x1, 29, -, T,_1, tales que

X —{x1,29, -+ ,x,_1} es conexo y para cualesquiera n puntos de X, y1,--- ,y,, se tiene
que X — {y1,--- ,y,} es disconexo.

Las siguientes proposiciones son casi inmediatas a partir de la definicién de nimero
de disconexién y van encaminadas a responder la pregunta central del capitulo.

Proposicion 2.1 Si X es un continuo tal que D(X) < Yo, entonces D*(X) > 2.

Demostracion Por el Teorema de Existencia de no puntos de corte (teorema 1.17) todo
continuo tiene almenos un punto que no es de corte. Asi, D*(X) # 1y por tanto D*(X) > 2.

Proposicion 2.2 Si X es un continuo entonces D(X) < Nq si y sélo si Ny es nimero de
disconexion para X.

Demostracion Si X, es nimero de disconexion para X entonces se obtiene que D(X) < N,
Por otro lado, supéngase que D(X) < W,. Sea D*(X) = n y para que sea de interés con
la prueba, sea n < Nj. Sean A C X tal que |A| = Rgy B C A tal que |B| = n. Como
D?(X) = n entonces X — B es disconexo. Sean K; y K> las dos componentes de X — B,
luego por la primera parte del Teorema de los golpes en la frontera III (teorema 1.21, pag.
30) se tiene K; C B paracadai : 1,2, es decir, K; N B # () para cada i = 1,2. Luego K,
y K5 deben ser no degeneradas y como son componentes conexas deben ser no numerables.
Asi,
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Por tanto, X — A es disconexo, es decir, ¥, es nimero de disconexién para X.

Proposicion 2.3 Sea X un continuo. Si un entero n es niimero de disconexion para X, en-
tonces cualquier entero j > n es también niimero de disconexion.

Demostracion Sean A C X tal que |[A| = jy B C Atal que |B| = n. Como n es nimero
de disconexion de X entonces X — B es disconexo. Sean K; y K5 las dos componentes de
X — B, luego por la primera parte del Teorema de los golpes en la frontera III (teorema 1.21,
pag. 30) setiene K; C Bparacadai : 1,2, es decir, K;NB # () paracadai = 1,2. Luego K
y K5 deben ser no degeneradas y como son componentes conexas deben ser no numerables.
Asi,

Ki—A#Dy Ky —A#0.

Por tanto, X — A es disconexo, es decir, j es nimero de disconexién para X.

[1.2. Resultados sobre Graficas Finitas

En esta seccion se presentan propiedades que serdn de utilidad relacionadas con las
gréficas finitas.

Proposicion 2.4 Si X es un continuo tal que ord(x, X) < Ng para todo © € X, entonces
cada subcontinuo de X es un continuo de Peano.
Ast, cada subcontinuo de una grdfica es un continuo de Peano.

Demostracion Supdngase que X es un continuo tal que ord(z, X)) < Ry para todo x € X.
Entonces por la definicion de orden de un punto (definicién 1.52, pdg. 34) y por la definicién
1.46 (pag. 29) X no contiene un continuo de convergencia. Asi, ningin subcontinuo de X es
un continuo de convergencia. Luego, por el teorema 1.22 cada subcontinuo de X es cik (de-
finicion 1.43, pdg. 28) en cada uno de sus puntos. Asi, X es un continuo de Peano (definicién
1.42, pag. 27) y por tanto cada subcontinuo de X es un continuo de Peano.

Por otro lado, si X es una grafica entonces ord(x, X)) < N para todo z € X y asi, cada
subcontinuo de X es un continuo de Peano.

Proposicién 2.5 Si X es un continuo no degenerado entonces ord(x,X) > 2 para todo
x € X siysolo si X es un arco o una curva cerrada simple.

Demostracion Si X es una curva cerrada simple o un arco entonces por la definicién 1.54
(pag. 35) ord(z, X') > 2 para todo x € X. Por otro lado, supéngase que ord(z, X') > 2 para
todo x € X entonces por la proposicién 9.4 X es un continuo de Peano y por el teorema 1.17
(pag. 28), X es arco-conexo.

Si X no tiene puntos de orden 1 entonces ord(z, X)) = 2 para todo x € X y por el teorema
1.27 (pag. 35) se tiene que X es una curva cerrada simple.

Si X tiene un punto p de orden 1, entonces por la arco-conexidad de X y como X no tiene
puntos de orden > 3 se tiene que X = {p}, lo que no puede ser pues X es no degenerado.
Si X tiene dos puntos de orden 1 entonces por el teorema 1.26 (pag. 35) se tiene que X es un
arco.
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Si X tiene tres o mds puntos de orden 1 entonces X tiene un punto de orden > 3 por la
arco-conexidad de X, con contradiccion.

Por tanto, si ord(xz, X) > 2 para todo z € X entonces X es un arco o una curva cerrada
simple.

Teorema 2.1 Un continuo X es una grdfica si y solo si se satisfacen las siguientes dos con-
diciones:

1. ord(x, X) < N para todo x € X.

2. ord(z, X) < 2 para todos excepto un niimero finito de x € X.

Demostracion Si X es una grafica finita, por definicion, X esta formada por unién de arcos
que son ajenos O se intersectan en un nimero finito de puntos, entonces se satisfacen las
condiciones 1y 2.

Por otro lado, sea X un continuo que satisface 1y 2.
Se probard usando induccién fuerte que sobre k (k£ el nimero de puntos de orden > 3 en X)
que X es una gréfica.

Para k = 0 se tiene por la proposicién 2.5 que X es un drbol o una curva cerrada
simples, es decir, X es una gréfica.

Supdngase que si X es un continuo con a lo mds £ puntos de orden > 3y que
satisface las condiciones 1 y 2 entonces X es una gréfica.
Sea Y un continuo con exactamente k£ + 1 puntos p;, 1 < ¢ < k+ 1, de orden > 3 y que
satisface las condiciones 1y 2.
Como Y satisface 1 se tiene que Y es un continuo de Peano por la proposicion 2.4. Asi, existe
un subconjunto abierto U de Y tal que p; € U 'y p; ¢ U parai # 1. U es un continuo, pues
es conexo y compacto, ademds p; es el tnico punto de orden < 3 en U.
Sea ord(p;, U) = n, se tiene que n < N, por que X satisface 1. Entonces, p; es el vértice de
un n — odo simple que es vecindad de p; en U y por tanto de X.
Asf, existe un subconjunto abierto V de X tal que p; € V, Vesunn —odoy |Fr(V)| = n.
Como Fr(X —V) = Fr(V) entonces X — V tiene a lo mds n componentes K7, - - - , K; pues
V esun n — odo. Como p; ¢ K; para cualquier ¢, entonces por la hipdtesis de induccion se
tiene que cada K; es una gréfica. También usando el teorema 1.20 (pag. 29) poniendo X =Y
yE =Y — V seobtiene K; NV # @y como K; NV C Fr(V) se tiene que cada K; NV es
finito. Por ser VV una gréfica se puede aplicar la proposicién 1.16 (pag. 34) para obtener que
V U K| es una grifica.
También se tiene que (V U K;) N Ky = V N K>, aplicando nuevamente la proposicién 1.16
(V U K;) U K5 es una gréfica.
Continuando con este proceso y aplicando j veces la proposicion 1.16 se obtiene que Y es
una grafica. Asi, si la proposicion es vélida para £ también es vélida para k£ + 1. El principio
de induccidén esta completo y la proposicion es vélida para todo k£ € N.
Con esto se prueba que X es una gréfica.

Corolario 2.1 Cada subcontinuo de una grdfica es una grdfica.

Demostracion Sea G una grificay Y C G. Se tiene que Y satisface
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1. ord(y,Y) < Np paratodoy € Y.

2. ord(y,Y) < 2 para todos excepto un nimero finito de y € Y.

entonces por el teorema 2.1 Y es una grafica.
Definicion 2.2 Sea X un espacio métrico. Se define el diamétro de X como
Dm(X) = mdax{d(x,y) : v,y € X}.
Lema 2.1 Sea X un continuo tal que existen puntos 1, xo,- - - que satisfacen
ord(x;, X) > 3 para cada iy x; # x; cuando i # j.
Entonces existe un subcontinuo K de X tal que
ord(K, X) > Ry

y, si X es un continuo de Peano, existe un subcontinuo L de X tal que |P(L)| > Y, donde
P(L) es el conjunto de puntos terminales de L.

Demostracion Si X no es un continuo de Peano, entonces por el teorema de continuos de
convergencia (teorema 1.22, pag. 30) existe p € X tal que ord(p, X) > Ny y tomando
K = {p} se prueba la primera parte del lema.

Supdngase ahora que X es un continuo de Peano, también se puede asumir sin pér-
dida de generalidad que (x;)2, converge a un punto z € X y que z; # x para todo i. Como
X es localmente conexo pues es continuo de Peano, entonces existen subconjuntos abiertos
U, de X tales que

1

Entonces se debe cumplir alguno de los siguientes dos casos:

1. Existe un arco A en X tal que x; € A para una infinidad de ¢’s.

2. Ningtn arco en X contiene a z; para una infinidad de 7's.

Sin pérdida de generalidad supdngase que se cumple 1 para todo 7. Como ord(x;, X) > 3y
ord(z;, A) < 2 para cada i entonces existe p; € U; — A para cada i. Por el teorema 1.18 (pag.
28) existe para cada ¢ un arco A; en Uj; tal que A; tiene puntos terminales x; y p;. Sea

K=Ay L=AU (UA,).
=1
Ky L satisfacen:
ord(K, X) > Ry

[P(L)| = R

pues K tiene una infinidad de puntos con orden > 3y L es unién de una infinidad de arcos
con puntos terminales ajenos.

Supdngase ahora que se cumple el caso 2, como X es localmente arco-conexo (teorema 1.19,
pdg. 28) en x y (x;)32, converge a x entonces existen arcos B,, n = 1,2, ..., con puntos

terminales x y z;, tales que
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Dm(B,) < Lyu;, ¢ B;para cualquier j # n.

Para cada n, sea C,, un sub-arco propio de B, tal que x es uno de los puntos terminales de
CnyC,NU;, #0.Sea

K=JC.,=L
n=1
Luego, K y L tienen las siguientes propiedades
ord(K,X) > Y,

[P(L)] = R

Lo que termina la prueba del lema.

Teorema 2.2 Un continuo de Peano X es una grdfica si y solo si cada subcontinuo de X
tiene solo un niimero finito de puntos terminales.

Demostracion Sea X una grafica entonces por el corolario 2.1 cada subcontinuo de X es
una grafica finita, es decir, tiene un ndmero finito de arcos y por tanto tiene un nimero finito
de puntos terminales.

Por otro lado, supéngase que X es un continuo de Peano tal que cada subcontinuo
de X tienen solamente un nimero finito de puntos terminales. Entonces por el contrapositivo
de la segunda parte del lema 2.1 X tiene solo un nimero finito de puntos de orden > 3. Asi,
X satisface la condicion 2 del teorema 2.1.

Basta con probar que X satisface la condicién 1 del teorema 2.1 para concluir que X es una
gréfica.

Supdngase que x no satisface la condicion 1 del teorema 2.1, es decir, supéngase que existe
un p € X tal que ord(p, X)) > Ng. Luego, como se satisface 2 de 2.1 existe U C X abierto
y conexo tal que ord(z, X) < 2 paratodo z € X — {p} y Dm(U) < 1. Seap; € U — {p},
por el teorema 1.18 (pag. 28) , U es arco-conexo y asi existe un arco A; en U con puntos
terminales p y p;. Procediendo inductivamente se pueden definir n arcos A;, 1 < i < n, con
puntos terminales p y p; tales que para cada ¢

1
Dm(A;) < T AN = {p} sii#j.

Sea V' C U abierto y conexo tal que p € V, p; ¢ V para cualquier i y Dm(V) < n+r1 Como
V' C U se tiene que ord(z, X) < 2 para todo z € V — {p}. Entonces por la construcciéon
inductiva y como el ord(p, X) > nexiste p,1 € V—J;_, A;. Porel teorema 1.18, V es arco-
conexo y asi existe un arco A, .1 en V' con puntos terminales p y p,,+1. Como ord(z, X) < 2
para todo z € V — {p} y p; ¢ A, para cualquier ¢ entonces para cadai = 1,--- ,n se
tiene que A,,11 N A; = {p}. Continuando con este preoceso y por la construccién inductiva
se pueden encontrar A; arcos, i = 1,2, --- | tales que Uf; es un subcontinuo de X con una
infinidad de puntos terminales, con contradiccidn.

Asi, X satisface la condicion 1 del teorema 2.1 y por tanto, X es una gréfica, tal como se
queria probar.
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Proposicion 2.6 Sea G una grdfica no degenerada, entonces D(X) < Nq y de hecho,
D?(X) < No.

Demostracion Como G es grafica entonces

k
G=J4 (1<k<oo)

=1

donde cada A; es un arco y cualesquiera dos de los arcos son disjuntos o se intersectan solo
en uno o en ambos de sus puntos terminales. Sea

k+1 si X noesun arco
n = )
3 si X es un arco.

Si GG es un arco, se verifica que X es disconexo al remover cualesquiera tres puntos.
Si GG no es arco, remover cualesquiera dos puntos sobre un mismo arco de GG disconecta a G,
luego por como se definio n y por el principio del palomar, al quitar n puntos siempre hay 2
puntos que se quitan sobre un mismo arco, es decir, al quitar n puntos (tal como se definio
n) G siempre es disconexa. Asi, n es nimero disconexion, es decir, D(X) < X, y por tanto
D (X) <n <N,

Observacion El principio del palomar establece que si se tienen n + 1 objetos y se quieren
acomodar en n cajas, entonces hay una caja que contiene 2 objetos.

Proposicion 2.7 Si G es una grdfica que no es un drbol entonces existe G* C G tal que se
cumple lo siguiente:

1. G* es una grdfica;
2. (@) = X(G) + 1
3. |P(GY)| = |P(G)] +2:
4. D(G*) = D*(G) + 1.

Demostracion Como G no es arbol existe un circulo topoldgico S.
Sea D*(G) = n, luego existen n—1 puntos xy, zs, - - - , x,_1 talesque X —{xy, z9, -+ ,x, 1}
es conexo, por la observacion a la definicion 2.1 (pag. 41).

Afirmacién: Alginz; € Sconi € {1,2,--- ,n—1}.
Supdngase que para todo z;, i € {1,2,--- ,n — 1}, se tiene que z; ¢ S.
Como SN(G —S) #0ySN(G —S) # S,seanp € (G—S)ya € Stalquea ¢ (G—S)y
ord(a, G) = 2. Como G es arco-conexo existen arcos A; y A, tales que los puntos terminales
de Ay y As son ay p, tanto A; como A, son subconjuntos de S'y A1 N Ay = {a, p}.

Luego, G — {a} es conexo pues Ay, Ay son conexosy (A; — {a})N(G—S)#0Dy

(A —{a}) N (G — 5) #0.

Considerando los puntos x1,xs, - - , a, se obtiene que X — {1, xq, -+ ,a} es conexo, con
contradiccion, por que D*(G) = n.
Por tanto, algin x; € Sconi € {1,2,--- ,n —1}.
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Sin pérdida de generalidad, sea x; = a € S, a tal como se escogio anteriormente.
Luego, existe un arco A C S con puntos terminales a, b tal que ord(z,G) = 2 para todo

IGAyAﬁ<Gs) = 0.
Sea G* = G — (A — {a,b}), se tiene

1. G* es una gréfica por su construccion.
2. x(G*)=[N(G)+2] - [E(G)+1]=[N(G) - EGQ)]+1=x(G)+ 1

3. |P(G*)| = |P(G)| + 2, pues por la construccién de G*, los puntos terminales G son
puntos terminales de G* y ademds, a, b son puntos terminales de G* que no lo son de

G.
Afirmacién 2: D*(G*) = D*(G) + 1.
Sean r1 = a,xy, - ,T,_1 los n — 1 puntos tales que
G —{x1,x9, - ,Tn_1} es conexo. Dos de los x; no pueden estar en S pues disconectarian a

G, entonces (G — A) — {xa, ..., z,,_1 } es conexo.

Como G* = (G — A) U {a, b} y ademds a, b son puntos terminales de G* entonces

G* — {xq, -+ ,a,b} es conexo. Asi, existen n puntos que no disconectan a GG, por tanto

D (G*) <n+1.

Por otro lado, como G* = (G — S) U (S — (A — {a,b})) y de los n — 1 puntos que no
disconectan GG hay n — 2 contenidos en G — .S, entonces cualesquiera n — 1 puntos removidos
de G — S disconectan a GG por que D*((G) = n. Asi, por la construccién de G* cualesquiera
n — 1 puntos removidos de G — S disconectan a G*.

Por otro lado, cualesquiera tres puntos “removidos” de S — (A — {a, b}) disconectan a G*,
pues bastaban solo dos puntos para disconectar a G pero en G*, S — (A — {a, b}) tiene dos
puntos terminales.

Ahora se probard que cualesquiera n + 1 puntos disconectan a G*.

Sean n + 1 puntos cualesquiera de G*, el caso extremo es tomar los n puntos que no
disconectan a G* y ¢ un punto cualquiera.

Sig € G — Sentonces G* — {x; = a,z9, -+ ,x,_1,b,q} es disconexo y si g € (S — {a,b})

entonces G*—{x; = a,xq,- - , b, q} es disconexo. Asi, cualesquiera n+ 1 puntos disconectan
a G* y existen n puntos, r1 = a, Ty, - T,_1,b tales que G* — {z1 = a,z9, -+ ,T,_1,b,q}
€S conexo.

Por tanto, D*(G*) =n+1 = D*(G) + 1.
De 1,2, 3 y la afirmacién 2 se concluye que existe G* C G tal que se cumplen las
caracteristicas deseadas.

Observacion En la prueba de la proposicion anterior se uso la siguiente propiedad: Si X es
un continuo y P(X) es el conjunto de puntos limites de X entonces X — P(X) es conexo,
la conclucion de este resultado es muy clara y como que se entiende de manera natural, sin
embargo, se puede encontrar una prueba formal de este hecho en [3, pdg. 293, Teorema 4].

[1.3. Resultados Auxiliares

El objetivo de este capitulo es probar el inverso de la proposicion 2.3, la prueba esta
basada en los 5 resultados que se presentan en esta subseccion.
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Lema 2.2 Sea X un continuo tal que D(X) < RNq. Sea Z un subcontinuo propio de X y
sea m la cardinalidad del conjunto de componentes de X — Z. Entonces m < D*(X) y asi,
m < NQ.

Demostracion Si m > ¥, sea C una coleccion de 8y componentes de X — Z; si m < N,
sea C la coleccién de todas las componentes de X — Z.

En cualquiera de los dos casos, sea g = |C| y sea C;, 1 < i < ¢ una numeracién de los
elementos C; de C.

Para cada C;, sea K; = C; U Z, por la proposicion 1.14 (pdg. 30) cada K; es un continuo.
Por tanto, Z es un subcontinuo propio de cada /; y por el teorema 1.25 (pag. 33) se puede
escoger un punto no de corte ¢; de cada K; tal que ¢; € C; para cada 7.

Sea@ ={¢:1<i<gyq #q;sii#j}, Q se puede construir pues para i # j se pueden
escoger ¢; y ¢; en diferentes componentes de X — Z 'y asi, |Q| = g.

Se definen ahora £ y P (el conjunto P puede ser vacio)de la siguiente manera:

L= {K,—{g}:1<i<g}
P={CUZ:Cescomponentede X —ZyC ¢C}

Cada elemento de £ es conexo y contiene a Z, ademads si P es distinto del vacio lo mismo es
cierto para cada elemento de P, esto por la proposicién 1.14. Luego, (NP ) N (NL ) # ()
entonces por el teorema 1.12 (pag. 23) se tiene que (UL ) U (UP ) es conexo.

Por otro lado, (UL )U(UP ) = X — @, entonces X — () es conexo. Por tanto, g no es nimero
de disconexi6n para X, pues |G| = g. Ademds, Como g < ¥, entonces g < D*(X) pues
de lo contrario, por la proposicién 2.3 se tendria que g es nimero de disconexién de X, con
contradiccion y tambien g < Vg pues D*(X) < Ng.

Por lo tanto, g = my asim < D*(X) y m < N,.

Lema 2.3 Sea X un continuo tal que D(X) < Xy. Entonces X no contiene algiin subconti-
nuo denso en ninguna parte y no degenerado.

Demostracion Supdngase que X contiene un subconjunto denso en ninguna parte y no
degenerado Z. Por el lema 2.2 X — Z tiene solamente un nimero finito de componentes
Cy,Cs, -+, C,,. Como Z es denso en ninguna parte entonces

xX-2)=x=Jc

luego,



Asi,

1) z=J@nz
i=1
Luego, por el teorema 1.16 (pag. 27) X es un espacio de Baire y entonces existe £ tal que
CxNZ contiene un subconjunto abierto no vacio W de Z, esto por una de las caracterizaciones
de un espacio de Baire (observacion a la definicion 1.38, pag. 27). Sea V' un subconjunto
propio, abierto y no vaciode Z tal que V. C W y sea

K=U{CinV :|C;NV| <R}

K puede ser vacio. Como |k| < ¥, entonces existe A C V — K tal que |A| = N, esto es
cierto por que V' es un espacio de Baire en la topologia relativa (observacion a la definicién
1.38, pag. 27). Sea

L=Cr-AUZ-V).

Afirmacién 1: L es conexo. Como A C Z, entonces Cj, C C, — A C C}, y por el
teorema 1.13 (pag. 23) se tiene que C}, — A es conexo.
Por otro lado, sea () una componente de Z — V, como () es cerrado en Z por el teorema 1.20
(29) se tiene que QN FrZ — V # 0, es decir, Q NV # (). Luego, V. C W C C}, entonces
QNCy # 0 ycomo A C V setiene QN A = (). Luego, (C, — A) N Q # () y ambos son
conexos entonces (C, — A) U@ es un subconjunto conexo de L. Como () es una componente
cualquiera de Z — V se concluye por el teorema 1.12 (pag. 23) que L es conexo.

Afirmacion 2:

ne (O(a — A)) es conexo.

i=1
Sea i fijo. Por la primera parte del teorema 1.21 (30) se tiene que C; N Z # (). Supéngase

que CiNZ C A, entonces como [A| = Ry y V' C Z se tiene que |C; N V| < Ng. Luego,
C;NV C K.Como C; N Z # (), existe un punto p € C; N Z. Asi, se obtiene

C,NZcA AcCV, CiNnVcCcK

Se observa que p € A N K, lo que es una contradiccién, pues A N K = () por la
eleccién de A. Por tanto, C; N Z ¢ A. Asi, existe ¢ € C; N Z talque ¢ ¢ A. Siq €V,
como V' C C}, entonces ¢ € C, — A, de lo contrario ¢ € Z — V, en cualquier caso se cumple
queq € Lyasi LN(C; —A) # (). Como A C Z, entonces C; C C; — A C C; y por el
teorema 1.13 (pag. 23) se tiene que C; — A es conexo. Hasta este momento i se tomo fijo
pero arbitrario, asi C; — A es conexo y ademds L N (C; — A) # () esto para todo i tal que
1 <17 < m. Asi, por el teorema 1.12 se obtiene que

LuU (0(@ - A)> es conexo.

=1

Luego, como A C V C Z se tiene que
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m
(3) LU (U(E—A)) =X - A
i=1

Asi, |A| = Ny y por la afirmacién 2 junto (3) se tiene que X — A es conexo, es decir,
Ny no es nimero de disconexion para X, pero esto es una contradiccion a la proposicion 2.2
(pdg. 41) , pues D(X) < No.

Como la contradiccion viene de suponer que X contiene un subconjunto denso en
ninguna parte y no degenerado, se concluye que no puede existir tal subconjunto.

Proposicion 2.8 Si X es un continuo tal que D(X) < W, entonces X es un continuo de
Peano.

Demostracion Por el lema 2.3 ningtn subcontinuo de X denso en ninguna parte, es decir,
para cualquier subcontinuo A se tiene que int(A) # (). Como A es cerrado, se tiene que
int(A) # (), entonces existe p € A tal que p € U C A para algiin abierto U. Asi, para
cualquier sucesién (A;)°, de subcontinuos de X se tiene que A # lim inf A; y por la
definicién 1.46 (pag. 29), A no es un continuo de convergencia. Por tanto, X no contiene
algiin continuo de convergencia.

Ast, por el teorema 1.22 (pag. 30)se tiene que X es cik en cada uno de sus puntos, es decir,

X es un continuo de Peano (por la observacion a la definicion 1.42, pag. 27).

Lema 2.4 Ses X un continuo tal que D(X) > V. Si Z es un subcontinuo no degenerado de
X, entonces D(Z) < N,.

Demostracion Si Z = X no hay nada que demostrar. Supdngase que Z # X.
Sea A C Z tal que |[A] = N,.

Afirmacién: Z — A es disconexo.
Supdéngase que X — A es conexo, por el lema 2.2, X — Z tiene solamente un nimero m de
componentes C;, Cs, - - - , C,,. Por la primera parte del teorema 1.21 se tiene C; N Z # () para
cada i. Luego, existe p; € Nz para cada 7. Sean:

H; = C; U{pi} Vi
M =(Z—=A)U{pi,p2. - pm};
B=A—{pi,ps, - ,pm} (B puede serigual a B).

Luego, por el teorema 1.16 (pag. 27) X es un espacio de Baire y por la observacion a
la definicién 1.38 (pdg. 27) Z es un espacio de Baire, como |A| = Y, entonces A es una union
numerable de conjuntos cerrados de Z, todos con la propiedad de ser densos en ninguna parte
(unién de todos los puntos) y asi, A es denso en ninguna parte por la definicion 1.38, luego
entonces Z — A = Z.Como C; C H; C C;paracadaiy Z — A C M C Z — A entonces
por el teorema 1.13 (pédg. 23) se tiene que M es conexo y H; es conexo para todo .

Asi, se tiene que H; N M) para cada i, entonces por el teorema 1.12 (pag. 23)

(1) (6 Hi) UM es conexo.

=1
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Ademas,

(2) <U Hi) UM = (X=Z)U(Z=A)U{p1,- D} = X—(A~{p1, -+ pu}) = X—B

i=1
y por (1) y (2), X — B es conexo. Luego, |B| = Wy pues |A] = Rgy m < N,

entonces Ny no es nimero de disconexion para X, con contradiccidn a la proposicion 2.2,

pues D(X) < N,.

Por lo tanto, Z — A es disconexo.

Por la proposicion 2.2 se tiene que D(Z) < N, que es lo que se queria probar.

Corolario 2.2 Si X es un continuo tal que D(X) < g, entonces cada subcontinuo de X
tiene solamente un niimero finito de puntos terminales.

Demostracion Sea Z un subcontinuo de X y sea J el conjunto de puntos terminales de Z.
Si|Z| = 1 entonces |J| = 0. Supéngase ahora que Z es no degenerado, entonces por el lema
2.4, D(Z) < N,.

Supdngase que | J| > R, entonces existe H C J tal que |H| = R, luego Z — H es conexo,
es decir, Ny no es nimero de disconexion para X, con contradiccidn a la proposicion 2.2 (pag.
41). Por tanto, |J| < 0, que es lo que se queria probar.

Il.4. Teorema Principal de Caracterizacion

Con lo resultados obtenidos en las secciones anteriores se puede probar el Teore-
ma Central de este capitulo que caracteriza a la gréficas finitas a través de su nimero de
disconexion.

Teorema 2.3 Sea X un continuo no degenerado. Entonces los siguientes enunciados son
equivalentes:

1. X es una grdfica finita.
2. D(X) <N,.
3. Algiin entero n es niimero de disconexion para X, es decir, D*(X) < V.

Demostracion Por la proposicién 2.6 (pag. 46), si X es una grafica entonces D(X) < Ny y
ademds D*(X) < Ny,es decir, se tiene que (1) implica a (2) y (3).

Si algun entero n es nimero de disconexidn para X entonces por la proposicion 2.3 (pag. 42)
también X, es nimero de disconexién para X y asi, (3) implica (2).

Supdngase que se cumple (2), X es un continuo de Peano por la proposicion 2.8 (pag. 50) y
por la proposicién 2.2 (pag. 51) X tiene solo un nimero finito de puntos terminales, entonces
por el teorema 2.2 X es una gréfica. Por tanto, (2) implica (1).

Este Teorema es muy importante pues establece que si se quieren estudiar aquellos
continuos con nimero de disconexién n, donde n es un nimero natural, basta con analizar
las graficas finitas, es decir, se establece el siguiente corolario.

Corolario 2.3 Sea X un continuo no degenerado. D*(X) < N siy sdlo si X es una grdfica
finita.
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Il.5. Algunas aplicaciones del Teorema Principal de Caracterizacidon

En la secccién anterior se probd que solamente las graficas finitas tienen nimero de
disconexién un nimero natural, una pregunta interesante es la siguiente: Dada una grafica
finita no degenerada G, jcudl es el menor nimero de disconexién para G?, es decir, ;Quien
es D*(G)?.

La siguiente proposicion establece una férmula para calcular D*(G) a través de la caracteris-
tica de Euler y la cantidad de puntos terminales de G.

Proposicion 2.9 Sea G una grdfica finita no degenerada, entonces
D*(G) =2 = x(G) + |P(G)].

Demostracion La demostracion se realiza usando induccion sobre la caracteristica de Euler,
hay que recordar que por el teorema 1.28 (pag. 36).

Si x(G) = 1 entonces por el teorema 1.29 (pag. 39) G es un arbol. Se tiene que
X — P(X) (P(X) es el conjunto de puntos termianles de () es conexo, sin embargo, para
cualquier F' C G tal que |F| = |P|+ 1, X — F es disconexo, pues F' contiene un punto de
corte de G. Entonces

D*(G)=|P(G)|+1=2—-1+4+|P(G)|=2—-x(G) + |P(G)|.

Asi, la proposicion es cierta para x(G) = 1.
Supdngase que para cualquier grafica finita no degenerada G| tal que x(Go) = k
para k > 1 se cumple
D*(Go) =2 — x(Go) + [P(Go)|.

Sea GG una gréfica tal que x(G) = k — 1. Entonces por el teorema 1.29, G no es un arbol.
Luego, por la proposicion 2.7 (pag. 46) existe G* C G tal que:

1. G* es una gréfica;

2. x(G") = x(G) + 1;

3. [P(GT)| = [P(G)| +2;

G)+

Por 2 se tiene que x(G*) = k y por la hipétesis de induccién se obtiene

D(G") =2 = x(G") + [P(GY)].

(G
4. D*(G") = D¥(

Luego, usando 3
D(G)+1=2—-k+|P(G")]

por 4 se obtiene
D’(G)+1=2—-k+|P(G)|+2

entonces
D(G)=1—-k+|P(G)|+2=2—-(k—1)+|P(G)]| =2 —x(G) + |P(G)].
Asi, si la proposicién es valida para £ también es valida para £ — 1 y el principio de induccién

esta completo.
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La siguiente proposicion es de ayuda para identificar homeomorfismos de gréficas
con el mismo D*(G).

Proposicion 2.10 Sea X una grdfica no degenerada 'y sea D*(X) =n. Si Y es un
subcontinuo de X para el cual existen n — 1 subconjuntos abiertos mutuamente disjuntos W
deY — (X =Y) ypuntos y; € W;, 1 <i <n— 1, tales que los conjuntos

n—1

Y_UI/I/@, Y_{y17y27"'7yn—1}

=1

son conexos, entonces X =Y.

Demostracién Sean W = J/—' W,y Z =Y — W.

Supéngase que Y # X, se tiene que Z # X porque cada W es no vacio, ademas
Z # (puessi Z = ycomoW C Y (por hipétesis) entonces Y = W y por hipétesis cada
W; es abierto en X entonces W es abierto en X, asi Y es abierto en X. Como Y es subcon-
tinuo de X también es cerrado en X. Entonces se tiene que Y C X, Y # emptyset,Y # X,
Y es abierto y cerrado en X lo que es una contradiccion a la conexidad de X (1.11, pag. 22),
por tanto, Z # ().
Z es conexo por hipétesis y como W es abierto, entonces Z — W es un cerrado tal que
Z —W CY C X porel teorema 1.15 (pag. 26) se tiene que Z es compacto. Asf,

(1) Z es un subcontinuo propio de X.

Por otro lado, se tiene que

n—1
X-Z=X-Y-W)=(X-Y)UW=(X-Y)U (UW)
i=1
donde los conjuntos X — Y, Wy, --- W, _; son no vacios, mutuamente disjuntos y
abiertos en X — Z. Escogiendo una componente de cada uno de estos conjuntos se obtiene
(2) X — Z tiene almenos n componentes distintas.

Como D*(X) = n, las afirmaciones (1) y (2) estdn en contradiccion al lema 2.2 (pag. 48).
Como la contradiccion viene de suponer que Y # X entonces se cumple que Y = X, tal
como se queria probar.

El siguiente teorema es uno de los teorema importantes pues establece que una con-
tinuo que es disconexo al quitarle cualesquiera dos puntos debe ser una curva cerrada simple,
ademds muestra la utilidad del teorema anterior.

Teorema 2.4 Un continuo X es una curva cerrada simple si 'y solo si D*(X) = 2.
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Demostracion Si X es una curva cerrada simple por la proposicion 2.9 se tiene que
Ds(X)=2-0=2.

Por otro lado, sea X un continuo tal que D*(X) = 2, entonces X es no degenerado
y por el corolario 2.3 (pag. 51), X es una grafica finita. Como un arbol no degenerado tiene
almenos dos puntos terminales, X no es un arbol por que al quitarle dos puntos terminales
X seria conexo lo que contradice que D*(X) = 2. Asi, X no es un arbol y contiene un

subespacio homeomorfo a una curva cerrada simple Y. Sea y; € Y — (X —Y) tal que
ord(y;, X) = 2. Existe un subconjunto conexo abierto W de Y tal que

yleryW1CY—(X—Y).

Como Y es homeomorfo a una curva cerrada simple, Y — {y;} y Y — WV son conexos. As{
se satisfacen las hipotesis de la proposicion 2.10 y entonces X = Y, es decir, X es una curva
cerrada simple.

El teorema anterior establece que solamente existe un continuo X que satisface
D®(X) = 2, es natural pregunatarse ;Cuantos continuos homeomorfamente distintos X exis-
ten tales que D*(X) = 37.
El siguiente teorema da respuesta a la pregunta anterior.

Teorema 2.5 Sea X un continuo. Entonces D*(X) = 3 siy solo si X es uno de los siguientes
cinco continuos: un arco, una paleta, el ocho, la pesa y la theta.

Demostracion Por la proposicion 2.9 y el ejemplo 1.59 se tiene
1. Si X esunarco entonces D*(X) =2—-1+2=3.
2. Si X es una paleta entonces D*(X) =2—-0+1 = 3.
3. Si X es un ocho entonces D¥(X) =2 — (—1) 4+ 0 = 3.
4. Si X es una pesa entonces D*(X) =2 — (—1)+0=3.
5. Si X es una theta entonces D*(X) =2 — (—1) + 0 = 3.

Por otro lado, sea X un continuo tal que D*(X) = 3, entonces X es no degenerado y por el
cororolario 2.3 (pag. 51), X es una grafica. Se distinguen los siguientes tres casos:

Caso 1: X es un arbol.
Como cualquier drbol distinto del arco tiene almenos tres puntos terminales, entonces el arco
es el inico drbol que satisface D*(X) = 3.

Caso 2: X contiene exactamente un subconjunto homeomorfo a una curva cerrada
simple.
Por el teorema 2.4 X = S'y por el corolario 1.3 existe un punto no de corte de y; de X tal que
y1 ¢ S. Sea un arco A un arco en X con puntos terminales y; y v € S tal que AN S = {v}.
SeaY = AU S entonces Y es una paleta. Como S es la tinica curva cerrada en X entonces ¥
es un punto terminal de X. Usando 2 del teorema 2.1 (pag. 43) existe un subconjunto conexo
Wi de X talquey; € Wy y Wy C A, ademds W, C Y — (X —Y). Usando nuevamente 2

del teorema 2.1 existe y» € S y un subespacio abierto conexo W, de S — (X — 5) tal que
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ys € Wo,ademdas Wy C Y — (X —Y) y Wy N W, = (). Como y; es punto terminal, y esta
en Sy por la eleccion de los W; entonces Y — {y1,y2} y Y — (W7 U W5) son conexos. Asi,
se satisfacen las hip6tesis de la proposicién 2.10 y por tanto X =Y.

Caso 3: X contiene dos 0 mds subconjuntos homeomorfos a una curva cerrada sim-
ple.
Si X contiene tres curvas cerradas simples se pueden tomar tres puntos sobre cada una de las
curvas de tal manera que al quitarlos de X no lo disconctan, entonces X no puede contener
tres subconjuntos homeomorfos a una curva cerrada simple. Sean S; y Sy dos curvas cerradas
simples en X. Si |S;N.Ss| = 1 entonces S; U.S; es una figura ocho; Si |:S7 N Ss| > 2 entonces
S1US, contiene una figura theta; Si S;N.Sy = () entonces existe un arco con puntos terminales
ap,as talque S; N A = {a;} y asi, S; U AU S, es una pesa.
Sea Y C X donde Y es el ocho, la theta o la paleta. Hay que probar que X = Y usando
la proposicién 2.10. En cualquiera de los tres casos usando 2 del teorema 2.1 se pueden
encontrar dos subconjuntos abiertos, disjuntos y no vacios W;y Wy de Y —(X — Y') y puntos
y; € Wi, 1 =1y 2, (procediendo como en el caso 2 y tomando los W; en .S; respectivamente)
tales que Y — (W1 UW,) y Y —{y1, y2} son conexos. Entonces se puede aplicar la proposicién
2.10 para concluir que Y = X. Entonces X es el ocho, la pesa o la theta.

Asi, se han cubierto todos los casos y entonces X solo puede ser un arco, el ocho, la
theta, la paleta y la pesa.

Estos continuos se muestran en la siguiente imdgen.

500 &

Figura 2.1: Gréficas con D*(G) = 3.

El teorema anterior establece que solo existen 5 continuos tales que D*(X) = 3. La
pregunta natural ahora es ;Que pasa con los continuos X tales que D*(X) = 47.
Esta pregunta no es tan fécil de contestar y su respuesta se dsicute en el siguiente capitulo.
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ll. NUMERO DE DISCONEXION DE UNA GRAFICA FINITA

En el articulo: Continuum theory and graph theory: Disconnection numbers, Sam
B. Nadler introduce los resultados presentados en el capitulo 2, de una manera muy similar a
como se exponen en esta tesis. Se interesa por estudiar y clasificar a las gréficas finitas a través
del numero de disconexion, por esta razon deja dos preguntas abiertas en dicho articulo, una
de ellas relacionada con las graficas finitas.

l1l.1. Descripcion del problema de Sam B. Nadler

En la seccidn 2.5 se encontraron los siguientes resultados:

1. Un continuo X satisface D*(X) = 2 si y s6lo si X es una curva cerrada simple.

2. Un continuo X satisface D*(X) = 3 si y s6lo si X es alguno de los siguientes conti-
nuos: Un arco, una paleta, una pesa, un ocho o una theta.

La pregunta natural es: Si X es un continuo que satisface D*(X) ;Quien es X ?. Esta
pregunta puede ser un tanto complicada y puede relajarse a preguntar ;Cuantos continuos X
(topoldgicamente distintos) satisfacen que D*(X) = 47.

Se sabe que cualquiera de estos continuos tienen que ser graficas finitas, sin embar-
g0, estas preguntas se complican de tal manera que no se pueden abordar de la misma manera
como se resolvieron los puntos 1 y 2 antes mencionados.

Sam B. Nadler conjetur6 que existen almenos 26 gréficas (topolégicamente distin-
tas) que cumplen D*(X') = 4. No prueba esta conjetura y deja una pregunta abierta de manera
mas general, que se expone a continuacion.

Para cadan = 2,3, ... sea D; el conjunto de graficas topolégicamente diferentes G
tales que D*(G) = n.

PROBLEMA ([7], pag. 180, 8.3) : Encontrar una férmula que pueda ser usada para calcular
#D; para cada n. En la ausencia de tal férmula, seria interesante encontrar cotas inferiores
o superiores para #D; o estimar que tan rapido crece #D; cuando n — oo.

La intencion de esta tesis es presentar los avances que se han tenido respecto a este
problema, asi como exponer la teoria necesaria para el estudio de los niimeros de disconexién
en gréficas finitas.

El problema se plante6 en 1993 y en la literatura no hay referencia a solucién alguna,
es hasta finales del afio 2010 y principios del afio 2011 que se presentan resultados parciales
de la solucién de dicho problema.
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[ll.2. Teorema Principal

A finales del ano 2010 aparece un primer articulo en la revista Topology and its

Applications encaminado a resolver el problema mencionado en la seccion. El articulo se
titula: A note on the disconnection number y el autor es Benjamin Vejnar de la Republica
Checa.
Por otro lado, a principios del afio 2011 en la misma revista, Topology and its Applications,
aparece un articulo titulado: The disconnection number of a graph de autores alemanes, a
saber, Helma Gladdines y Marcel van de Vel, con intenciones de responder la pregunta de
Sam B. Nadler.

El teorema mds importante que mencionan los tres autores en los dos articulos es en
esencia el mismo, pero en redaccion es un poco distinto, sin embargo, puede conjuntarse de
la siguiente manera:

Teorema 3.1 Sea X un continuo con D*(X) = n que no es un arco o una curva cerrada
simple. Entonces existe un subcontinuo Y de X con D*(Y) = n — 1 y ademds X puede
obtenerse a partir de Y aplicando una de las siguientes cuatro operaciones a 'Y :

1. Adjuntando un arco A a'Y tal que Y N A = {p}, donde p es un punto terminal de A y
p no es punto terminal de Y.

2. Adjuntando un arco A a'Y tal que Y N A = {p1,p2}, donde p; # py son puntos
terminales de A y ninguno de ellos es punto terminal de Y.

3. Adjuntando un circulo S (S') a' Y tal que Y NS = {p}, donde p no es punto terminal
deY.

4. Adjuntando una paleta P a'Y tal que Y NP = {p}, donde p es el punto terminal de P
y no es punto terminal de Y.

Inversamente, si Y es un continuo tal que D*(Y') = n — 1, al aplicar alguna de las
cuatro operaciones descritas se obtiene un continuo X que satisface D*(X) = n.

Demostracion Sea X un continuo con D*(X) = n que no es un arco o una curva cerrada
simple, por el corolario 2.3 (pag. 51) X es una grafica finita.

Si X tiene un punto terminal ¢, sea A C X el arco que tiene como punto terminal
a ¢, como X es distinto del arco, el otro punto terminal p de A tiene orden > 3 en X. Sea
Y := (X — A) U{p}, por construccién, Y es una grifica y p no es punto terminal de Y, pues
ord(p,Y) > 2. Si ord(p, X) = 3 entonces ord(p,Y) = 2, luego x(Y) = (#N(G) — 2) —
(#E(G) — 2) = #N(G) — #E(G) = x(G). Si ord(p, X) > 3 entonces ord(p,Y) > 3,
luego (V) = (#N(G) — 1) - (#E(G) — 1) = #N(G) - #E(G) = x(G). Asi, por la
proposicién 2.9 (pag. 52) se obtiene

DY) = 2= x(¥) + (#P(Y) = 2 = x(X) + (#P(X) — 1) = D*(X) — 1.

Por tanto, existe un subcontinuo Y de X con D*(Y) = n — 1y ademés X puede obtenerse a
partir de Y aplicando la operacion 1.
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Si X no tiene puntos terminales, X no es un drbol y como X no es curva cerrada
simple entonces X contiene un circulo topoldgico S. Ademas, por la proposicion 2.9 se tiene

D¥(X)=2—x(X)+0=2—x(X).
Se tienen los siguientes tres casos:
Caso 1: Hay almenos dos vértices de X en S de grado > 3.

En este caso .S se deriva de un circuito en X, entonces existe un arco A con puntos terminales
p1y p2 de orden > 3 en X, tal que ord(x, X) = 2 paratodo x € A — {p1,p2}. Sea Y :=

(X —A) U{p1,p2}
Y es gréfica por construccion y los puntos pq, po tienen orden > 2 en Y, es decir, p;, p2 no
son puntos terminales de Y. Para probar que D?(Y) = n — 1 hay que distinguir tres casos:

1. Si p; y po tienen orden 3 en X entonces p; y ps tienen orden 2 en Y, luego x(Y) =
(#N(X) —2) = (#E(X) = 3) = #N(X) = #E(X) + 1 = x(X) + 1.

2. Un punto terminal tiene orden 3 y el otro tiene orden > 4 en X. Sin pérdida de gene-
ralidad, ord(p;, X)) = 3 y ord(p2, X)) > 4 entonces ord(p;,Y) = 2y ord(py, Y) > 3,

luego (V) = (#N(X) = 1) — (FE(X) —2) = #N(X) — #E(X) +1 = x(X) + L

3. Siord(py, X) > 4y ord(pe, X) > 4 entonces ord(py, Y) > 3y ord(py, X) > 3, luego
X(Y) = (#N(X)) = (#E(X) —1) = #N(X) - #E(X) + 1 = x(X) + 1.

Asfi, por la proposicién 2.9
DY)=2—xY)=2—-(x(X)+1)=2—x(X)—-1=D°(X)—1=n-—1.

Por tanto, existe un subcontinuo Y de X con D*(Y) = n — 1y ademés X puede obtenerse a
partir de Y aplicando la operacion 2.

Caso 2: El Circulo topolégico S tiene exactamente un vértice de X con orden > 4 en X.

Sea p € S tal que ord(p, X) > 4 y definase Y := (X — ) U {p}. Por construccién Y es
grificay ord(p,Y) > 2, es decir, p no es punto terminal de Y. Para probar que D*(Y) = n—1
hay que distinguir dos casos:

1. Siord(p, X) = 4 entonces ord(p, Y) = 2y luego x (V) = (#N(X)—1) — (#E(X) —
2) = #N(X) — #N(X) + 1 = y(X) + 1.

2. Siord(p, X) > 4 entonces ord(p,Y") > 3yluego x (V) = #N(X) — (#E(X)—1) =
#N(X)—#NX)+1=x(X)+1

Asi, por la proposicién 2.9
DPY)=2—xY)=2—-(x(X)+1)=2—x(X)—1=D°(X)—1=n—1.

Por tanto, existe un subcontinuo Y de X con D*(Y) = n — 1y ademas X puede obtenerse a
partir de Y aplicando la operacion 3.
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Caso 3: El circulo topoldgico S tiene exactamente un vértice de orden 3 en X.

Sea x € S tal que ord(x, X') = 3, entonces existe un arco A de X con puntos terminales x y
p. El punto terminal p del arco A no estaen S'y asi, SUA = P forman una paleta P, ademds
ord(p, X) > 3.SeaY := (X — P ) U {p}. Por construccién Y es una gréfica y p es punto
terminal de P pero no es punto terminal de Y, pues ord(p, Y) > 2.

Para probar que D?(Y') = n — 1 hay que distinguir dos casos:

1. Siord(p, X) = 3 entonces ord(p, Y) = 2 y luego
X(Y) = (#N(X) = 1) = (#E(X) = 2) = #N(X) = #N(X) + 1 = x(X) + 1.

2. Siord(p, X) > 3entonces ord(p,Y) > 3yluego x(YV) = #N(X) — (#E(X)—-1) =
#N(X) = #N(X) +1=x(X)+1

Asfi, por la proposicién 2.9
D’Y)y=2—x(YV)=2—-(x(X)+1)=2—x(X)—-1=D°(X)—1=n—1.

Por tanto, existe un subcontinuo Y de X con D*(Y) = n — 1y ademds X puede obtenerse a
partir de Y aplicando la operacion 4.

Asi, como se han cubierto todos los casos, se concluye que dado un continuo X con
D?(X) = n existe un subcontinuo Y de X con D*(Y) = n — 1 y ademés X puede obtenerse
a partir de Y aplicando una de las cuatro operaciones descritas a Y :

Para probar el inverso, sea Y un continuo tal que D*(Y) = n — 1, Y es una grifica
y se tienen cuatro casos para Y':

Caso 1: Aplicarle la operacion 1 a Y.

Si A es un arco con puntos terminales py ¢, sea X :=Y U Atalque Y NA = {p}y
p no es punto terminal de Y. Se tiene que X es grafica por construccion y ¢ es punto terminal
de X. Para calcular D*(X), se distinguen dos casos para p

1. Siord(p, X) = 3 entonces
X(X) = #NY) +2) = #EY) +2) = #NY) - #EY) = x(V).
2. Siord(p, X) > 3 entonces
X(X) = @#NY) +1) = (FEY) +1) =#N(Y) = #EY) = x(Y).
Asi, por la proposicion 2.9
D¥3(X)=2—x(X)+#P(X)=2—x(Y)+ (#P(X)+1)=D*(Y)+1=n.
Caso 2: Aplicarle la operacién 2 a Y.

Si A es un arco con puntos terminales p; y py, sea X ;=Y U Atalque Y N A =
{p1,p2} ¥y p1, p2 no son puntos terminales de Y. Por construccién X es grifica, el conjunto de
puntos terminales de X, P(X), es el mismo para Y, es decir, P(X) = P(Y’) y para calcular
D#(X) se tienen tres casos:
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1. Siord(p;, X) = 3y ord(pe, X) = 3 entonces

X(X) = #NY)+2) = (#EY)+3) = #NY) -#E(Y)) -1 =x(Y) - L
2. Siord(p;, X) = 3y ord(pz, X) > 3 entonces

V(X) = (AN(Y) + 1) = (FE(Y) +2) = (#N(Y) — #B(Y)) =1 = x(¥) - 1.

Analégamente si ord(ps, X) = 3y ord(p;, X) > 3 entonces y(X) = x(V) — 1.
3. Siord(py, X) > 3y ord(ps, X) > 3 entonces

X(X) = @#NY)) = (#FEY)+1) = #NE) - #E(Y)) —1=x(Y) - 1.

Asi, por la proposicién 2.9
D’(X)=2—x(X)+#P(X)=2—(x(Y) =1+ #PY)=D*(Y)+1=n.
Caso 3: Aplicarle la operaciéon 3 a Y.

Si S un circulo, sea X :=Y U S tal que Y NS = {p} donde p no es punto terminal
de Y. Por construcciéon X es grafica, P(X) = P(Y) y para calcular D*(X) se tienen dos
casos:

1. Siord(p, X) = 3 entonces
X(X) = #NEY)+1) = (#EY)+2) = #NY) -#E(Y)) - 1=x(Y) - L
2. Siord(p, X) > 3 entonces
X(X) = #NY)) = #EY) +1) = (#NY) - #E(Y)) —1=x(V) - 1.
Ast, por la proposicion 2.9
D’(X)=2—x(X)+#P(X)=2—(x(Y)=1)+#PY)=D*(Y)+1=n.
Caso 4: Aplicarle la operacién 4 a Y.

Si P es una paleta, sea X := Y UP tal que Y NP = {p} donde p es el punto
terminal de P. X es grafica por construccién, P(X) = P(Y) y para calcular D*(X) se
tienen dos casos:

1. Siord(p, X) = 3 entonces
X(X) = #NY)+1) = (#HEY) +2) = #NY) = #EY)) -1 =x() - 1.
2. Siord(p, X) > 3 entonces
X(X) = #NEY)) = (HEY)+1) = #NY) - #EY)) —1=x(Y) - L
Asfi, por la proposicién 2.9
D¥(X)=2—x(X)+#P(X)=2—(x(Y)—-1)+#P(Y)=D*(Y)+1=n.

Por tanto, si Y un continuo tal que D*(Y) = n — 1, entonces al aplicarle a Y’
cualquiera de las cuatro operaciones descritas, se obtiene un continuo X tal que D*(X) = n,
tal como se queria probar.
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Asi, la primera parte del teorema principal de [1] es un corolario del teorema que se
acaba de probar.

Corolario 3.1 Sea D;,_ | el conjunto de grdficas topologicamente diferentes G tales que
D*(G) = n + 1, con n > 3 entero positivo. Cada elemento de D;, | puede obtenerse de
un elemento Y de D; aplicando una de las siguientes cuatro operaciones a 'y :

1. Adjuntando un arco A aY tal que Y N A = {p}, donde p es un punto terminal de Ay
p no es punto terminal de Y.

2. Adjuntando un arco A a'Y tal que Y N A = {p1,p2}, donde p; # py son puntos
terminales de A y ninguno de ellos es punto terminal de Y.

3. Adjuntando un circulo S (S') aY tal que Y NS = {p}, donde p no es punto terminal
deY.

4. Adjuntando una paleta P a'Y tal que Y NP = {p}, donde p es el punto terminal de P
y no es punto terminal de Y.

Demostracion Sea X € D, ,, por el teorema anterior existe una grifica Y tal que Y C
X,D*(Y), es decir, Y € D7,y X puede ser obtenido a partir de Y aplicandole a Y una de
las cuatro operaciones descritas.

Este teorema es muy importante pues permite descrbir a las gréficas del conjunto
Dy, el problema de este teorema es que se pueden construir todas las graficas G tales que
D?*(G) = n s6lo si se conocen todas las gréficas con nimero de disconexion n—1. Ademds no
garantiza que se puedan distinguir homeomorfismos de graficas, es decir, al tomar el conjunto
D; y aplicarle cada una de las cuatro operaciones del teorema 3.1 a cada una de las graficas
el conjunto D;, es seguro que al tomar dos gréficas distintas y aplicarles dos operaciones
distintas se obtenga la misma gréfica, como se verd en un teorema mas adelante.

El problema planteado por Sam B. Nadler sigue sin respuesta por que de manera muy
intuitiva al aplicar el teorema 3.1 al conjunto D; se necesitan observar de alguna manera las
gréficas construidas para descartar homeomorfismos de graficas.

[11.3. Consecuencias del Teorema Principal

Aunque el teorema central de este capitulo no resuelve el problema de Sam B Nad-
ler, si permite hacer estimaciones del tamafo del conjunto D; , ademas ayuda a probar los
teoremas 2.4 (pag. 53) y 2.5 (pag. 54) de una manera mds sencilla y lo que es interesante es
que permite probar la conjetura establecida por Sam B. Nadler en [7] afirmando que existen
almenos 26 graficas (topolégicamente distintas) que cumplen D*(X) = 4.

Teorema 3.2 Un continuo X es una curva cerrada simple si 'y sélo si D*(X) = 2.

Demostracion Si X es una curva cerrada simple entonces x(X) = #N(X) — #E(X) =
1 —1 =0y por la proposicién 2.9

D*(X) =2 x(X)+P(X)=2-0-0=2.
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Por otro lado, si X un continuo tal que D*(X) = 2y X no es una curva cerrada simple,
X no es un arco A pues D*(A) = 2 — 1+ 2 = 3y entonces por el teorema 3.1 existe un
subcontinuo Y de X tal que D*(Y) = 2—1 = 1, con contradiccion a la proposicién 2.1 (pag.
41). Asi, si X es un continuo tal que D*(X) = 2 entonces X es una curva cerrada simple.

Teorema 3.3 Los tinicos continuos X tales que D*(X) = 3 son el arco, la paleta, la pesa,
la theta y el ocho (ejemplo 1.59, pdg. 28).

Demostracion Si X esunarco, D*(X) = 2—1+2 = 3. Cada continuo X que no es un arcoy
que cumple D*(X) = 3 se obtiene de S* por medio de cuatro operaciones, esto por el teorema
3.1, obteniendo que X puede ser la paleta, la theta, el ocho y la pesa, respectivamente.

Asi, los tnicos continuos X tales que D*(X) = 3 son el arco, la paleta, la pesa, la
theta y el ocho.

Teorema 3.4 Existen exactamente 26 continuos X topologicamente distintos tales que
Ds(X) = 4.

Demostracion Usando el corolario al teorema 3.1, cada uno de las graficas del conjunto
Dj se puede obtener a partir de los cinco continuos del conjunto D3, aplicando cada una
de las cuatro operaciones descritas. Para esto, se tiene la siguiente tabla donde la primer
columna presenta los cinco elementos de Dj y la primer fila las cuatro operaciones posibles.
Al descartar homeomorfismos de graficas se obtuvieron exactamente 26 continuos

a,b,c, ... z.

| 0 Q N
_ o | > Q - «n
Looeon|@ lo|d 0 dRlg e
A N S
b oo | Lo 5 o L s as @
oo ol Lonlo @0l 95| 8558 S35

S

Hasta el momento se sabe lo siguiente con respecto al problema de encontrar una
férmula para calcular #D; .

1. #D5 =1
2. #D3=5

63



3. #D3 = 26

Un patrén numérico no es evidente para el autor de la tesis y por lo leido ni para los
autores de [1] y [8]. El problema es que la técnica usada al construir el conjunto de gréficas
G tales que D*(G) = n (Dg) a partir de D?_, no distingue grificas homeomorfas y estés se
tienen que descartar de alguna manera, como se vio en la prueba del teorema anterior. Por
esta razon, no es facil encontrar la férmula, a menos que se conozca una manera distinta para
construir D .

Sin embargo, si se pueden dar estimaciones sobre la mdxima cantidad de arcos y
vértices que utiliza una gréfica del conjunto D;.

Proposicion 3.1 Sean > 3y sea G € D; . Entonces G tiene a lo mds 2n — 4 vértices y a lo
mds 3n — 6 arcos.

Demostracion La prueba se hace por induccién.

Para n = 3, la proposicion predice correctamente un maximo de 2 vértices y 3 arcos
(ver la imdgen de la pagina 55).

Supdngase que la proposicion es valida para n, es decir, si G* € D; entonces G*
tiene a lo mds 2n — 4 vértices y a lo mas 3n — 6 arcos. Hay que probar que si G € D;,
entonces G tiene a lo mds 2(n + 1) — 4 vértices y a lo mds 3(n + 1) — 6 arcos.
Sea G € D, _,, por el corolario 3.1, G puede escribirse como G = G* U F, donde G* € D,
y la unién con F’ esta en uno de los siguientes cuatro casos:

1. F'es un arco adjuntado a X por un punto terminal de F'.

2. F'es un arco adjuntado a X por sus dos puntos terminales de F'.
3. F es un circunferencia adjuntado a X por un punto.

4. F'es una paleta adjuntada a X por el punto terminal de F'.

Ademas, ningin punto de F' N G* es punto terminal de G*.

La operacion 1 agrega a lo mds dos vértices a G* y el nimero de arcos de G* se incrementa
en a lo mas 2.

La operacion 2 agrega a lo mds dos vértices a G* y el nimero de arcos de G* se incrementa
en a lo mas 3.

La operacion 3 agrega a lo mds un vértice a G* y el nimero de arcos de G* se incrementa en
alomds 2.

La operacion 4 agrega a lo mds dos vértices a G* y el nimero de arcos de G* se incrementa
en a lo mas 3.

Por tanto, el nimero maximo de vértices de G es 2n — 4 + 2 = 2(n + 1) — 4 y el maximo
nimero de arcos de G es 3n — 6 + 3 = 3(n + 1) — 6, tal como se queria probar. Asi, si
la proposicion es vélida para n también es vélida para n + 1. El principio de induccién esta
completo y la proposicion es valida para todon > 3 € N.

Aunque encontrar la férmula es algo complicado, si se pueden dar estimaciones del
crecimiento de #D; . Para esto se necesitan algunos lemas.
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Proposicion 3.2 Sea n un niimero natural. El niimero de soluciones enteras de la ecuacion

T1+ xo + x3 =N con x1,Te,x3 > 0.

n+2
es ("52).
Observacion La notacién (7 ) representa el nimero de maneras distintas de escoger un
subconjunto con k elementos de un conjunto con n elementos y se calcula:

(}j):ﬁlk), dondem!=mx (m—1)x (m—2) x---x2x 1
Demostracion Se utilizaran separadores. Para esto, primero se representa a n como n veces
el nimero 1, es decir,

n=1111---11
| S ——

n
Como esta permitido que las variables tomen el valor 0, se agregan dos ceros al inicio de la
notacién anterior, quedando
001111---11.
—_—

n

En la notacién anterior se agregan 2 separadores (|), la suma de los nimeros que quedan entre
los separadores indica una solucion a la ecuacion, por ejemplo,

0[011]11---11.
—————

n

representa la solucion z; = 0,20 =2y x3 =n — 3.
Como se tienen n + 2 espacios para poner los 2 separadores (los espacios entre los niimeros),
y cada posicion de los separadores da una solucién a la ecuacion, el problema es equivalente

a encontrar todos los subconjuntos de 2 elementos de un conjunto de n + 2 elementos, es

decir, ("'52)
n+2

Por tanto, hay ( 5 ) soluciones a la ecuacion, que es lo que se queria probar.

Lema 3.1 Sea n un numero natural. El niimero de soluciones de la ecuacion
x1+ To+ 3+ 24 =N con X1,T2,T3, T4 Z nylpar.

Es,

OF

n—2(k—1)
")
k=0

donde la notacion [m] representa la parte entera de un niimero m.
Demostracion Como x; es un nimero par, la soluciones se pueden encontrar de la siguiente
manera: se fija z; = 0 y se encuentran las soluciones de x1, x5 y £3 como en la proposicién

3.2, luego se fija x1 = 2 y se encuentran las soluciones de x1, x5 y 3 con n — 2, como en la
proposicion 3.2, de manera general, se fija 1 = p y se encuentran las soluciones de z1, x5 y
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x3 con n — p como en la proposicién 3.2 hasta recorrer todos los pares menores o iguales a
n. Asi, el ndmero total de soluciones es

(n;—2) X ((n—22)+2) NI ((71—2[%])4-2) _ (n—2(k—1))

tal como se queria probar.

Lema 3.2 Si G € D; entonces al aplicarle a G cualquiera de las siguientes tres operaciones
se obtiene un grdfica de D; .

1. Adjuntarle a G un circunferencia en un punto terminal.

2. Adjuntar dos arcos Ay, As en dos puntos terminales py, ps, de tal manera que A{NAy =
{p1, P2}

3. Reemplazando el arco A que contiene a un punto terminal de G por una circunferencia
unida en el otro punto terminal de A en G.

Demostracion Sea G € D;, se tienen los siguientes casos:

1. Sea G* la gréfica obtenida al adjuntarle a G una circunferencia en un punto terminal p,
entonces por la construccién, ord(p, G*) = 3, el conjunto de puntos terminales de G*
es un elemento menor al de G, es decir, #P(G*) = #P(G) — 1, y ademds

X(G") = #N(G) — (#E(G) + 1) = x(G) - 1.
Asi,
D¥(G") =2 =x(G") +#P(G") =2 - (x(G) = 1) + (#P(G) — 1) =
=2 — x(G) + #P(G) = D*(G).

2. Sea G* la grafica obtenida al adjuntar dos arcos A;, A; en dos puntos terminales p1, ps,
de tal manera que A; N A2 = {p1, p2}. Por construccién se tiene que ord(p;, G*) =
3 =ord(py, G*), #P(G*) = #P(G) — 2 y ademas

X(G") = (#N(G)) = (#E(G) +2) = x(G) — 2.

D¥(G") =2 =x(G") + #P(G") =2 = (x(G) = 2) + (#P(G) - 2) =
=2 x(G) + #P(G) = D*(G).

3. Sea G* la grafica obtenida al reemplazar el arco A que contiene a un punto terminal de

GG por una circunferencia unida en el otro punto terminal de A en GG. Por construccién
se tiene que #P(G*) = #P(G), #E(G*) = #E(G) y #N(G*) = #N(G). Asi,

DAGT) =2 = x(G") + #P(G7) = 2 = x(G) + #P(G) = D*(G).
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De los tres casos anteriores se concluye que ninguna de las operaciones realizadas a alguna
grifica G altera el nimero D*(G).

Proposicion 3.3 Paran > 3, se tiene

5] 2502 69n

(n—Z(k—l)) H#T, <#Ds L, < (_

19 ) - #D;
o) 0

k=0

donde T ,, representa la subclase de D, ,, que consiste de todos los drboles con n puntos
terminales.

Demostracion Primero se probard la segunda desigualdad. Sea G € D;, por la proposicién
3.1 G tiene a lo mds 2n — 4 vértices y a lo mds 3n — 6 arcos, entonces hay a lo mds 3(2n —4)
posibilidades para adjuntar un arco, una circunferencia o una paleta en un vértice de GG y hay
a lo mas 3(3n — 6) posibilidades para adjuntar alguno de esos tres continuos en un punto de
un arco, que no es punto terminal.

Para adjuntar un arco por sus puntos terminales hay (2n — 4) posibilidades para seleccionar
un vértice y (2n — 5) para seleccionar un segundo vértice, pero como no importa el orden
si no la pareja seleccionada, entonces hay a lo més (2n — 4)(2n — 5) para seleccionar dos
vértices distintos de GG, andlogamente hay a lo mds (2n — 4)(3n — 6) maneras distintas para
seleccionar un vértice y un arco de Gy alo més 3(3n — 6)(3n — 7) 4 (3n — 6) posibilidades
para seleccionar dos arco, no necesariamente diferentes.

Asi, a lo mds se pueden construir

32n —4) +3(3n —6) + %(271 —4)(2n —5)+ (2n —4)(3n — 6)+

1 25 69
+§(3n —6)(3n—7)+ (3n —6) = ?nQ —5n+19
gréficas con D® = n + 1, esto por el corolario 3.1 . Lo que prueba la segunda desigualdad.
Por otro lado, para probarar la primer desigualdad, sea X € Dy, por el lema 3.2,

al aplicarle a G cualquiera de las siguientes tres operaciones se obtiene un gréifica de D;, ;.
1. Adjuntarle a G un circunferencia en un punto terminal.

2. Adjuntar dos arcos A;, A, en dos puntos terminales py, po, de tal manera que AN Ay =
{p1, P2}

3. Reemplazando el arco A que contiene a un punto terminal de GG por una circunferencia
unida en el otro punto terminal de A en G.

Como T ,, C D;_ sevaacrear unasubclase de D;, | apartirde 7 ,,. Paraesto, sea (7, 5,1, u)
una descomposicion de n, es decir, 7 + s +t + v = n donde r, s, t,u > 0 con r par. Por el
lema 3.1 el nimero de tales descomposiciones es
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Una descomposicion (r, s,t,u) se usa de la siguiente manera: sea T € T ,,, se escogen r
puntos terminales de 7" y se dividen en I parejas y se aplica la operacion 2, se escogen s
y t puntos terminales y se aplican las operaciones 1 y 3 respectivamente y por ultimo se
dejan u puntos terminales intactos. Para cada descomposicién (r, s, t,u) de n se considera
una particién de los puntos terminales como la descripcion anterior.

Bajo este procedimiento se obtiene una extension de 7' con una coleccion de circulos topo-
l6gicos disjuntos. Para cada descomposicion de n y al realizar el preocedimiento descrito a
T se obtiene una grafica G* tal que G* € D;, ademads, cada descomposicion construye una
gréfica distinta, asi hay almenos

k=

[e=]

gréficas en D; ;, tal como se queria probar.

Estas son buenas estimaciones sobre el nimero de elementos del conjunto D; .
Continuando con el problema de calcular el tamafio de D;, los autores de [1] mencionan el
uso de algun tipo de software para construir y estimar el tamafio de D)., usando el corolario
3.1. Sin embargo, solamente pudieron calcular satisfactoriamente el tamafio de D; paran =
4,5,6,7y 8. Parael caso n = 9 solo se da una aproximacion.

El problema planetado por Nadler es un buen reto que no se ha podido resolver, lo
mads destacable hasta el momento son las cotas inferiores y superiores, asi como calcular el
tamefio de D] para algunos valores de n, lo que se resume en la siguiente tabla.

Tamafio de D,

s 1
Dj 5
D3 26
: 213
: 2310
2 32512
D3 555323
s +10612000
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