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RESUMEN

Una variable importante dentro del estudio de los suelos no saturados es el
potencial total de succidn. Esta caracteristica del suelo ayuda a comprender fenéme-
nos del suelo como cambios volumétricos, comportamiento esfuerzo-deformacion y
flujo de humedad al interior de la matriz de suelo.

Este trabajo de tesis presenta un estudio sobre el comportamiento de flujo
en suelos parcialmente saturados mediante la solucidén de la ecuacién de Richards
en términos de la succion del suelo. Se plantean las funciones necesarias para re-
presentar la distribucion inicial, los cambios de succién en la superficie y una fuente
o sumidero de humedad dentro del suelo. Ademas se exhiben los resultados del
modelo numérico desarrollado a partir del método Galerkin, asi como los resultados
analiticos obtenidos mediante el método de desarrollo en autofunciones.

Se comparan los resultados numéricos y analiticos para el caso con una
fuente de humedad dentro del suelo. Los métodos se validan al compararlos en el
caso donde no se incluye una fuente-sumidero de humedad con datos experimen-

tales previamente obtenidos por diversos investigadores.

(Palabras clave: ecuacion de Richards, comportamiento de flujo, suelos no

saturados, succion).



SUMMARY

The total potential of suction is a very important variable within the study of
non-saturated soils, such characteristic of soils is useful to understand phenomena
such as volumetric changes, strain-stress behavior, and moisture flow entering the
soil domain.

This thesis work presents an approach to study the behavior of moisture
flow in partially saturated soils by means of the Richard’s equation solution given in
terms of the soil suction variable. The explicit functions for initial distribution, changes
of suction on the soil surface, and moisture source within the soil, are provided.
The main results for the numerical model developed on the basis of the Galerkin
method, and the analytical results obtained through the method of development in
autofunctions, are shown.

The numerical and analytical results, achieved for the case of a system with
a moisture source within the soil, are compared. The methods are validated by com-
paring with previous experimental results, obtained by several researchers, for the

case of a system without a moisture source-sink.

(Key words: Richard’s equation, behavior of flow, non-saturated flow, suc-

tion)
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1.  INTRODUCCION

1.1. Antecedentes

Flujo de agua en suelos no saturados

En las ultimas décadas la mecanica de suelos parcialmente saturados ha
tomado gran relevancia en diversas areas de estudio como la Hidrologia, Ingenieria
Ambiental, Edafologia, Geotecnia y otras ciencias relacionadas con los suelos. En
particular en Geotecnia se han realizado una variedad de estudios acerca de suelos
no saturados, entre los cuales se encuentran aquellos sobre el flujo del agua a
través de medios porosos (Prasad et al., 2001; Menziani et al., 2007; Weill et al.,
2009; Paulus et al., 2013). En la actualidad se siguen desarrollando métodos con
la finalidad de obtener un mejor conocimiento de este tipo de fenémenos, para ello
uno de los elementos que se utiliza en la realizacién de estos modelos de flujo en
suelos no saturados es la ecuacién de Richards.

Ecuacion de Richards

En 1931 Richards propuso por primera vez la ecuaciéon que determina la
dinamica del flujo a partir de potenciales en el cuerpo del suelo, es decir, por medio
de ésta se observa la variacion del contenido de humedad respecto al tiempo y el
espacio en un medio poroso. La ecuacién se basa en dos importantes teorias, "la
ley de Darcy" para suelos no saturados y "la ecuacion de continuidad" (Richards,
1931).

La ecuacién de Richards ha sido estudiada en los ultimos afos debido a la
importancia que ha tomado la mecanica de suelos no saturados dentro de los estu-
dios de ingenieria. Existe una variedad de planteamientos y métodos (Barari et al.,
2009; Fahs et al., 2009; Merz y Rybka, 2010; Sun et al., 2013) propuestos para la
solucién de esta ecuacién que van desde los mas simples e idéneos hasta los mas
complejos pero con una mayor semejanza a la realidad.



1.2. Descripcién del problema

Una de las dificultades que se tiene en el momento de realizar modelacion
para el flujo de humedad en suelos no saturados es la no linealidad que presenta la
ecuacion de Richards. Por lo tanto, se emplean métodos numeéricos para encontrar
su solucién, ya que los métodos analiticos pueden tornarse demasiado complicados
en un gran numero de casos. Los métodos numéricos como el método de elemento
finito, proveen una solucién que se puede calcular de manera mas sencilla. Ahora
bien la solucién numérica es aproximada y por tanto, conlleva incertidumbre inhe-
rente al método numérico. Debido a esto, es de gran importancia obtener no sélo la
solucién numérica sino también intentar llevar a cabo la solucién cerrada para com-
plementar el conocimiento sobre el objeto de estudio, en este caso la variacion de
la succiéon en medios porosos.

Otro aspecto a considerar es el papel que juegan las fuentes de humedad
dentro del suelo. Estas son un factor que a menudo no se toma en cuenta al tratar
de resolver una ecuacion diferencial mediante métodos analiticos, el motivo es nue-
vamente el aumento de la dificultad al momento de calcular la solucién. A pesar de
lo anterior es importante tomar en cuenta las fuentes de humedad ya que tienen una
fuerte influencia dentro del comportamiento del sistema y esto daria como resultado
un modelo fiel al fenémeno real.

Gran parte de las investigaciones realizadas proponen un modelo de la va-
riacibn de humedad con base en el contenido volumétrico de agua, que es un po-
tencial positivo, es decir que fluye de un mayor contenido volumétrico de agua a uno
menor. Sin embargo, muy pocas toman la ecuacion de Richards en términos del po-
tencial total de succion que es un potencial negativo, esto significa que va de donde
hay un menor potencial de succién a uno mayor. El estudiar el fenémeno en términos
del potencial total de succién en vez del contenido volumétrico de humedad permite
tener una nueva perspectiva del problema y asi poder observar el comportamien-
to del sistema bajo un punto de vista distinto, el cual proporcione mas informacion
sobre lo que ocurre dentro del fenémeno de flujo de agua en suelos. De esto se
desprende el problema de la falta de un mayor entendimiento de la fenomenologia
en suelos no saturados; lo cual demanda mas estudios sobre las distintas variables
gue intervienen en dicho fenémeno.



1.3. Justificacion

El estudio de los suelos como rama de la ingenieria civil es una de las méas
complicadas debido a la heterogeneidad de los suelos. Por tal razén en un inicio
se han hecho simplificaciones en los trabajos de mecanica de suelos, de las cuales
se han obtenido resultados aceptables. Sin embargo, estos modelos ya no son su-
ficientes al momento de necesitar una mejor comprension de la fenomenologia de
los suelos, motivo por el cual se requiere de nuevos enfoques para la modelacién de
este tipo de problemas, sobre todo cuando se trata con suelos no saturados.

La mecanica de suelos saturados es frecuentemente utilizada en una am-
plia variedad de proyectos geotécnicos, sin embargo, sus postulados no pueden ser
directamente aplicados a suelos no saturados, los cuales abarcan gran parte del
territorio en el mundo. Esto hace que se tengan que desarrollar nuevas teorias y
modelos para los fendmenos que involucran este tipo de suelo.

Tipos de tierras secas

B irida

P semisrida
Subhimeda seca
Otros climas

Figura 1.1. Clasificacién del territorio nacional basada en el criterio de indice de
aridez.

La Figura 1.1 muestra la distribucidn de tierras secas de México a partir del
indice de aridez, este parametro permite clasificar las regiones geograficas segun
su precipitaciéon, temperatura media anual, entre otros factores. Esto es relevante
debido a que los suelos no saturados se presentan principalmente en zonas aridas
y semidridas que representan mas de la mitad del territorio nacional. Por consi-
guiente, el interés de entender la fenomenologia de los suelos no saturados toma
una importancia significativa dentro del crecimiento del pais, debido a que la eco-



nomia de una nacién se basa en gran medida en el desarrollo de infraestructura de
vanguardia. Uno de estos fendmenos es la difusién de humedad en el suelo, éste
causa variaciones de volumen en el suelo lo que afecta directamente a las estructu-
ras soportadas en él y por tanto influye en el desarrollo de proyectos de Ingenieria
Civil.

De manera local se han desarrollado numerosos avances en el estudio de
la Geotecnia (Lopez-Lara et al., 1999; Pérez-Rea et al., 2003; Rojas et al., 2011;
Arroyo et al., 2013; Horta et al., 2013; Arroyo et al., 2015), los cuales han permi-
tido formar un panorama de como son y de que manera se comportan los suelos
no saturados. La ciudad de Querétaro esta ubicada sobre una zona donde el suelo
es en gran parte arcilloso, el cual entra en la categoria de arcillas expansivas, este
tipo de suelo tiende a tener significativos cambios de volumen cuando hay una va-
riacidbn de humedad dentro de él, lo que afecta sus propiedades mecanicas y por lo
qgue representa un caso de interés para aquellos que desarrollan cualquier tipo de
construcciones. Lo mencionado anteriormente hace pertinente profundizar més en
el estudio de los suelos no saturados en el estado de Querétaro.

Como se ha podido observar un factor importante en el comportamiento de
los suelos parcialmente saturados es la variacién de la humedad que se presen-
ta dentro del cuerpo poroso. Esto puede ser ocasionado por fendmenos naturales
(lluvia, sequia, etc.) o por la accién del hombre (fugas, extracciones, etc.). Diversas
investigaciones desde hace varias décadas se han dedicado a la comprension de la
variacion de humedad en un medio poroso (Zhou et al., 2013).

Aun con la gran variedad de trabajos realizados en este tema, queda una
cantidad sustancial de preguntas sobre el fendmeno de difusién en los suelos no
saturados. La mayoria de los estudios utiliza al contenido volumétrico de agua como
variable dependiente de la ecuacién de Richards, por lo tanto, es poco lo que se
conoce sobre la variacion de la humedad en términos de potencial de succion.

En este trabajo se plantea un modelo de flujo en suelos no saturados con
base en una variable poco utilizada como lo es el potencial total de succion, en el
cual se proponen funciones que representan variaciones de humedad tanto dentro
del suelo como en su superficie. Este modelo es resuelto numéricamente mediante
el método de elemento finito mostrado en el Capitulo 3, los resultados del modelo
numérico y de la exploracion de soluciones cerradas factibles son mostrados en el
Capitulo 4, con la finalidad de contribuir al conocimiento del fenémeno de flujo en
suelos no saturados.



1.4. Hipbtesis y objetivos
1.4.1 Hipotesis

El comportamiento del flujo de humedad en suelos no saturados es descrito
mediante la solucion numérica y analitica de un modelo basado en la succion el cual
incluye funciones determinadas a partir de datos experimentales de arcillas CH de
Jurica, Querétaro.

1.4.2 Objetivos
Objetivo general

Determinar el comportamiento del flujo en suelos no saturados mediante la
solucién numérica y analitica de la ecuacion de Richards modificada con funciones
especificas propuestas a partir de datos experimentales de estudios realizados en
la localidad de Jurica, Querétaro.

Objetivos particulares

1. Obtener los parametros necesarios para la ecuaciéon de Richards en funcion
de la succién mediante datos encontrados en la literatura sobre arcillas CH de
Jurica.

2. Definir las funciones que representen variaciones de humedad en la superficie
y dentro del suelo; asi como la distribucion inicial de succidén en el suelo, a
partir de datos de arcillas CH de Querétaro.

3. Determinar la solucién numérica y analitica de la ecuacién de Richards en tér-
minos de la succion del suelo y con las funciones planteadas.

4. Explorar mediante métodos analiticos soluciones factibles a la ecuacion de Ri-
chards en términos de la succién del suelo y con las funciones planteadas.

5. Validar los resultados obtenidos con los datos experimentales encontrados en
la literatura de arcillas CH de Jurica, Querétaro.



2. REVISION DE LA LITERATURA

2.1.  Modelacion de flujo en suelos no saturados

2.1.1 Algunos conceptos basicos de mecanica de suelos no saturados

Para adentrarse en el tema de modelacién de flujo en suelos, se muestran
algunos de los conceptos mas relevantes para el desarrollo de este trabajo.

El suelo consta de distintas fases, en el estado saturado se tiene la fase
liquida (agua) y sélida (particulas de suelo); en el estado no saturado se compone
de la fase gaseosa (aire), liquida (agua) y particulas sélidas. Las fases liquida y ga-
seosa del suelo conforman el volumen de vacios, mientras la fase sélida constituye
el volumen de sélidos.

Uno de los pardmetros cominmente utilizados es el contenido volumeétrico
de agua o humedad volumétrica (0) que es la cantidad de agua contenida en un
material, en este caso el suelo. Esta propiedad se expresa como una proporcion
que puede ir de 0 cuando el suelo esta completamente seco hasta el valor de la
porosidad del suelo en el punto de saturacion. Se calcula mediante la ecuacion

(2.1)

donde V,, es el volumen de agua de la muestra y Vi es el volumen total de la mues-
tra.

Otro propiedad importante de los suelos no saturados es la succion. El po-
tencial total de succion (u) es un potencial negativo dentro del suelo el cual esta
compuesto por la succion osmoética y la succidon métrica. Los efectos matriciales pro-
vienen de las presiones desarrolladas por el menisco capilar y adsorcion del agua
debido a fuerzas ejercidas por las superficies de las particulas, éstas son cuantifica-
das de forma global debido a la dificultad de discriminarlas.

Utotal = Uosm T Umat- (22)

Un concepto importante que permite vincular las dos propiedades mencio-



nadas anteriormente es la curva caracteristica del suelo, ésta es una gréafica que
relaciona el potencial de succion con el contenido de agua en el suelo. A partir de
la curva se puede obtener mas informacion del suelo e incluso se han desarrolla-
do metodologias que utilizan la curva caracteristica para determinar parametros del
suelo, un ejemplo es el calculo de la permeabilidad no saturada desarrollada por
Fredlund et al. (1994).

2.1.2 Ecuacion de Richards

Como se vib en el capitulo anterior, una de las ecuaciones mas utilizadas
en fendmenos que involucran flujo de agua en suelos no saturados es la ecuacién
de Richards (Richards, 1931). Esta ecuacién es usada en la modelacion de flujo, el
transporte de masa en un suelo no saturado, entre otros fenédmenos. El fundamento
de ésta es la ley de Darcy, empleada normalmente para suelos saturados, aunque
puede ser aplicada en suelos no saturados, y junto a la ecuacién de continuidad
permiten obtener la ecuacién de Richards para suelos no saturados (Marzan, 2013).
Considerando la ley de Darcy:

q=—kVH, (2.3)

donde:

g = densidad del flujo o descarga por unidad de area,

k = conductividad hidraulica,

H = carga hidraulica,

y para cada una de las direcciones de flujo se tiene entonces

oH 00
oz, —k(Q)axi, (2.4)

q = —k(0)

donde ¢; con i = 1,2, 3 representa el flujo en cada una de las direcciones espaciales,
esto al combinarse con la Ecuacion de Continuidad,
00

se forma lo que se conoce como la Ecuacion General de Flujo no Saturado,

% - % [k(e)%—ﬂ + a% {kw)%—ﬂ + % {k(@%—]j )



ademas se sabe que la carga hidraulica se puede expresar como la suma de los
efectos de las cargas de presidon y de altura, es decir, que H = ¢+ z y al reemplazar
esto en la ecuacion (2.6) se tiene la ecuacién de Richards,

ae_a{k(e)aﬂ 9 aﬂ )

o
%o %*ﬁﬂwﬁg+@

{k(e)5 + k(e)] . (2.7)

Dado que 6 esta relacionada a ¢ por la curva relacién agua-suelo, se puede también
expresar k(6) como k(v), a través de la introduccién de la Capacidad Especifica del

. o ., 00
agua C(v); ademas el lado izquierdo de la ecuacion n puede ser expresado en
términos de la variable 1,

00 90 0y

N
o ovar C(y) (2.8)

E?

tomando C(¢) como g—z, la cual puede ser entendida como la pendiente de la curva

de retencion agua- suelo. Ahora bien, reemplazando por K(v) y sustituyendo la
ecuacion (2.8) en la (2.7) se tiene,

cw)Gy =5 (MG + 5 [ GE| 4 oL s G4 hw)]. e

Si el flujo es vertical y no lineal, la ecuacion de Richards se puede reducir a

%:% [k(¢) (g—fﬂ)], (2.10)

. . . O
y si el término 5. S€ expresa como

v ow

5~ 909, (2.11)

aqui el término 2 es la pendiente de la curva caracteristica (Fredlund y Rahardijo,

o
1993). Al sustituir la ecuacion (2.11) en (2.10)
00 0 oY 00
il {k(e) (%ngl)] : (2.12)



06 0 00
00 0 00 0
n_o [Dw)%} + ). (2.14)

siendo D(6) = k(&)g—lg la difusividad del agua en el suelo. Ademas se puede ver que
la Capacidad Especifica del agua es

(2.15)

por lo tanto el coeficiente de difusién del contenido de agua puede representarse de
la siguiente forma:

(2.16)

2.1.3 Parametros de la ecuacion de Richards

Uno de los parametros necesarios para utilizar la ecuacién de Richards es
la conductividad hidraulica o permeabilidad, éste determina la facilidad con la que
el medio deja pasar el agua a través de él por unidad de area transversal a la di-
reccion del flujo. Van Genuchten (1980) comenzé el desarrollo de modelos para la
prediccion de la conductividad hidraulica en suelos no saturados. El modelo de van
Genuchten se sigue usando en algunos modelos de flujo de agua y transporte de
masa en suelos no saturados (Prasad et al., 2001). Las relaciones constitutivas pro-
puestas por van Genuchten se muestran a continuacion.

Relacion 6 — 1,

K [m} " =17

donde a y n son parametros del suelo no saturado con m = 1— (1/n)y S, es la
saturacion efectiva, también definida como

S, = (2.18)

aqui 0, y 6, son el contenido de humedad saturado y contenido de humedad residual



del suelo respectivamente.
Relacion k£ — 0,
k= koS — (1= Sy, (2.19)

con k, como la conductividad hidraulica saturada. Aunque este modelo se conti-
nua empleando en diversas investigaciones, también existen algunos otros métodos
dentro de los que destaca el mencionado por Fredlund y Rahardjo (1993), en el
cual la permeabilidad se obtiene a partir de la curva caracteristica de los suelos y la
siguiente ecuacion:

kw(0w) = :—sAd Z{(?j + 1 —2i)(ug — uyp) 2} con i=1,2,....m, (2.20)
se o
donde:
k. (0) es el coeficiente de permeabilidad del agua predicho en [m/s],
i es el numero de intervalo el cual aumenta con forme el contenido
volumétrico de agua decrece,
j es el numero contador de i a m,
m es el numero total de intervalos entre el contenido volumétrico de
agua saturado 6, y el mas bajo contenido volumétrico de agua en
la curva caracteristica 0,,
ks es el coeficiente de permeabilidad saturado,
e es el coeficiente de permeabilidad saturado tedrico [m/s],
Ag es la constante de ajuste, la cual se obtiene mediante la ecuacion
(2.21),
4, = Twg 07 [ﬁkpcﬂ] (2.21)
20, N? | seg

10



T es la tension superficial del agua [k N/m],

o es la densidad del agua [kg/m?],

g es la aceleracién de la gravedad [m/s?],

o es la viscosidad absoluta del agua [Ns/m?],

05 es el contenido volumétrico de agua en la saturacion,

P es la constante que cuenta para la interaccion de poros de varios
tamanos (igual a 2),

N es el numero total de intervalos calculados entre el contenido

volumétrico de agua saturado,
(U, — U,) es la succion matrica correspondiente al j-ésimo intervalo en

[k Pal],
U, representa la presion del aire de poro y
Uy es la presion del agua de poro.

Otro de los parametros importantes en la ecuacién de Richards es el coefi-
ciente de difusion, D(0), éste representa la facilidad que tiene un fluido de atravesar
un medio determinado. Dentro de la teoria de suelos saturados este coeficiente asi
como el de permeabilidad se consideran constantes, sin embargo en la mecéanica
de suelos no saturados estos parametros dependen en gran medida de la humedad
en el sistema. Una forma de definir el coeficiente de difusion es como la relacién
de la conductividad hidraulica y la capacidad especifica del agua. También puede
obtenerse mediante pruebas experimentales; un ejemplo son las pruebas de evapo-
racién o saturacion.

Por otro lado, aun cuando se conoce que el coeficiente de difusién y la
permeabilidad son funcién de la humedad, en la mayoria de los estudios estos pa-
rametros son considerados constantes pues de lo contrario la ecuacién de Richards
se convierte en una ecuacion altamente no lineal, lo cual complica su solucion.

2.1.4 Algunos modelos que utilizan la ecuacion de Richards

La evolucién del conocimiento en esta area se ha visto diversificada por la
variedad de fendmenos en los que esta involucrada. Desde el desarrollo de modelos
de interaccion suelo-estructura (Li, 1996) hasta modelos de interaccidn planta-suelo-
agua (Cornelissen et al., 2013).

La ecuacion de Richards se ha resuelto mediante varios métodos y con
diferentes enfoques. Se ha reducido mediante transformada de Boltzmann a una
ecuacion diferencial ordinaria y posteriormente solucionada con diferencias finitas;
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también se han utilizado transformadas de Fourier y Laplace para reducir el orden
de la ecuacién para asi poder resolverla; e inclusive Fahs et al. (2009) desarrollaron
un método mezclando elemento finito con el método de lineas para resolver esta
ecuacion. A continuacion se muestra de una manera un poco mas detallada lo que
algunos investigadores han realizado respecto a la ecuacion de Richards y modelos
de flujo en suelos.

Fityus y Smith (2001) utilizaron las transformadas de Laplace y de Fourier
para reducir la ecuacién de Richards a una ecuacién diferencial ordinaria en térmi-
nos de un contenido de agua y variables de transformacion, pero teniendo en cuenta
gue este nuevo contenido de agua es un contenido de agua transformado. Las solu-
ciones ejemplificadas son comparadas con soluciones de elemento finito linealiza-
das. La concordancia que obtuvieron entre éstas fue buena y ademas describieron
una adaptacion del método de lineas a la ecuacién de Richards cuasi-linealizado
con variable de difusion.

Pachepsky et al. (2003) mostraron una ecuacion generalizada mediante una
derivada fraccionaria del contenido de agua en el tiempo:

o0 0 [ 80] | (2.22)

o oz |PWg;

el valor de ~ es el orden de la derivada fraccionaria y D., es el coeficiente de difusion
fraccionario. El orden de la derivada fraccionaria es menor o igual a uno. La ecuacion
(2.22) se transforma en la ecuacion clasica de Richards cuando v = 1. El coeficiente
de difusion fraccionario D., depende del contenido de agua. El flujo de agua @ es
gobernado por la ley de Darcy

00

Q= —DW(Q)%. (2.23)

Como en la ecuacion clésica de Richards. Al final se aproxima una solucién me-
diante el método de diferencias finitas, también se exhibe una forma de calcular el
coeficiente de difusion fraccionario que aparece en la ecuaciéon que presenta.

Un parametro importante dentro del estudio de los suelos no saturados es la
succidn, esto debido a la influencia que tiene dentro del comportamiento mecanico
del suelo. Por lo que el conocer la manera en que se distribuye la succién dentro
de la matriz de suelo es de gran relevancia. En este aspecto uno de los trabajos
gue toman en cuenta el potencial de succién es el de Li (2006), el cual muestra un
modelo de flujo de humedad basado en la ley de Darcy y ecuaciones de continuidad
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introduciendo la succién como conducto del flujo:

ou Ou 0 ov

— = ——(kij=—), 2.24
ésta es la ecuacion que describe el flujo de humedad no saturado, donde u es la
succioén total; # es el contenido volumétrico de agua; V¥ es el potencial de succidn;
t es la variable del tiempo; k;; es el coeficiente de permeabilidad o conductividad
hidraulica; y z;, z; son coordenadas espaciales.

Si el suelo es asumido como homogéneo e is6tropo, la ecuacion diferencial
se puede simplificar como:

u  Pu 0w 1 ou

Ox? + Oy? + 922 Dot (2.25)

considerando una fuente de humedad generada en el suelo, la ecuacién anterior se
puede escribir de la siguiente manera:
Pu  0%u  0*u N flz,y,z,t) 10u

Ox? + oy? + 022 P “ Dot (2.26)

donde:

u = potencial total de succion,

D = p/(Cpq) = coeficiente de difusion,

C = % = humedad caracteristica,

p = permeabilidad no saturada (funcién de la succién del suelo),
pq = densidad del suelo seco,

w = contenido gravimétrico de agua y

f(z,y, z,t) = una fuente de humedad generada en el suelo.

El coeficiente de difusién, D, es analogo al coeficiente de consolidacion en
la teoria clasica de consolidacion, y su magnitud define la velocidad de difusion de
la humedad bajo gradientes de cambio de succién. Aunque el valor de D es estric-
tamente una funcion no lineal que depende del contenido de humedad, este puede
ser estimado a partir de los resultados de pruebas experimentales. En la Figura 2.2
se muestra una ilustracién del modelo fisico que Li plante6 para su estudio.

Posteriormente Menziani et al. (2007) obtuvieron soluciones analiticas de la
ecuacion de Richards linealizada para condiciones iniciales y de frontera discretas.
La condicion inicial en su modelo, puede ser cualquier perfil de contenido de agua
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Figura 2.1. Modelo en dos dimensiones propuesto por Li.

discreto, como el que se mide experimentalmente y las condiciones de contorno
pueden ser cualquier flujo en la superficie aplicado de manera discreta. El resultado
es el contenido de agua en el suelo a cualquier profundidad y tiempo en un dominio
semi-infinito de un medio poroso.

También se ha mostrado un modelo basado en la ecuacion de Richards para
determinar el flujo en la superficie, zona no saturada y zona saturada del suelo, esta
ecuacion con varios dominios es resuelta mediante un método hibrido de elemento
finito. Para su validacion se compard con una solucion analitica y otros modelos
hidrolégicos comunmente utilizados (Weill et al., 2009). Fuentes y Rendén (2012)
hicieron una compilacion de articulos sobre riego por gravedad, usando la ecuacion
de Richards para describir el flujo subterraneo en el proceso de infiltracién del riego
por gravedad y la ecuacion de Saint-Venant para el proceso de infiltracion superficial.

Después Zhou et al. (2013) introdujeron una transformada de Boltzmann
generalizada para convertir la ecuacién de Richards en una ecuacién diferencial
ordinaria y obtuvieron una solucién aproximada para el movimiento del frente de
humedad del transporte de agua en suelos no saturados. Ademas afirman que esta
teoria es también valida para el transporte de agua en medios porosos.

Otros investigadores propusieron una solucién muy original al dividir las
ecuaciones en tres dimensiones en ecuaciones en una dimensién para los com-
ponentes verticales y una ecuaciéon en dos dimensiones para el plano horizontal
(Paulus et al., 2013). El objetivo de esto fue considerar columnas verticales inde-
pendientes de infiltracidn acopladas con la transferencia lateral de masa a través de
las condiciones de contorno. Con esto ellos postularon que la transferencia de ma-
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sa en tres dimensiones esta correctamente representada. De esta forma, problemas
como la regeneracion de acuiferos, el resurgimiento de aguas subterraneas a aguas
superficiales o la capacidad de memorizacién de eventos de lluvia pasados, pueden
ser representados de una manera confiable.

De los trabajos recientes, Cao y Yue (2014), se enfocaron en la homogeniza-
cion de la ecuacién de Richards del modelo de van Genuchten — Mualem (Van Ge-
nuchten, 1980), el cual es una ecuacion diferencial parabdlica no lineal. Aplicaron
la transformacién de Kirchhoff a la ecuacién y obtuvieron una ecuacién equivalente
mas simple con un término de difusion lineal oscilatorio.

Aunque existen diversas investigaciones relacionadas con los métodos nu-
méricos y en cOmo mejorar su implementacion en ecuaciones como la ecuacion de
Richards, desde los propios estudios de Richards sobre la dificultad numérica en
la solucién (El-Hames y Richards, 1995) hasta esquemas mas actuales (An et al.,
2012; Radu y Wang, 2014); aun falta desarrollar en mayor medida modelos de flu-
jo en suelos no saturados que pueden expresar de una mejor manera el efecto de
otras variables de estado como la succion y las fuentes de humedad que existe de
forma natural en el sistema como fugas y arboles, entre otros. Por lo anterior en
el area de la Geotecnia y la Mateméatica Aplicada dedicada a la modelacién hay
una gran oportunidad de poder realizar investigacion sobre los temas mencionados
anteriormente.
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2.2. Métodos numéricos para Ecuaciones Diferenciales

Las ecuaciones diferenciales son una de las formas mas comunes de mo-
delar los fenédmenos fisicos e ingenieriles. Por tal motivo el uso de herramientas
numeéricas para la solucion de estas se ha vuelto en uno de los métodos mas utili-
zados en diversas areas de la ciencia e ingenieria. De entre estos métodos los mas
conocidos son el de Diferencias Finitas y el Método de Elemento Finito (MEF, por
sus siglas en inglés). En esta seccion se presentaran las generalidades de ambos
métodos las cuales se utilizaran mas adelante en este trabajo.

2.2.1 Diferencias finitas

El método de Diferencias Finitas consiste en una aproximacién de las deri-
vadas ordinarias o parciales por expresiones algebraicas con los valores de la va-
riable dependiente en un limitado numero de puntos seleccionados llamados nodos.
Como resultado de esta aproximacion, la ecuacién diferencial parcial que descri-
be el problema es reemplazada por un nimero finito de ecuaciones algebraicas, en
términos de los valores de la variable dependiente en los nodos. El sistema de ecua-
ciones algebraicas debe ser resuelto y puede llevar un numero largo de operaciones
aritméticas. En general, el método se basa en aproximar una ecuacion diferencial
ordinaria o parcial a partir de conceptos matematicos como lo es la definiciéon de
derivada y herramientas numéricas:

@) S h) - f)

dz h—z h

Para la aplicacién del método es necesario hacer un discretizacién del do-
minio, es decir, dividir un dominio finito en un nimero también finito de nodos.

(2.27)

Xo b=xx
| | | 1 1
1 | 1 1 |

X1 X X3 IR Xn-3  Xn2 Xna

Figura 2.2. Diagrama de un intervalo [a,b] dividido en un numero finito de nodos.
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Ahora si se considera la ecuacion (2.27) se puede obtener la aproximacion
de la primera derivada
df(x) _ fl@+h) = f(x) _ fl@ip1 — flx)

dr h - h ’ (2.28)

donde h = z;,1 — x; es el incremento o0 tamano de paso entre el nodo sobre el que
se hace la aproximacién y el nodo posterior, tal paso determina que tan grande o
pequeno es el error de aproximacion, es decir el error es de orden h. Y de la misma
forma se puede desarrollar la aproximacién para la derivada parcial

OF _ F(z+ Az,y) — F(z,y)
or Ax ’

(2.29)

en este caso, Ax es el incremento o tamafo de paso de la variable z. A las ecua-
ciones (2.28) y (2.29) se le conoce como aproximacion de diferencias finitas hacia
adelante de la derivada ordinaria y parcial respectivamente.

Ahora bien, se puede llegar a la siguiente parte al definir la derivada de una
forma distinta a la ecuacion (2.27)

df(z) . flz)— flz—h)
con esta definicion se puede determinar la siguiente ecuacién
df () - f(x) = f(x —h) o flx;) — f(xifl). (2.31)

de h - h
Esta ecuacion se le denomina diferencias hacia atras de la misma forma se tiene
una para ecuaciones parciales

or Az ’

(2.32)

y el error de diferencias hacia atras es igual h.

Para mostrar la variante que generaliza las aproximaciones de diferencias
hacia adelante y diferencias hacia atras. Considerando el parametro de interpolacién
~ definido como

i (2.33)

)
LTi41 — T4
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tal que 0 < v < 1, con este parametro la aproximacién numérica esta dada por

df (x) N f(@ivs) = f(wii11s)
de Ax ’ (2.34)

donde

Az = (g — 23) + (1 =) (25 — i),
f(riy) = fx:) +y(f(wia) — f(23)) y
f@iciy) = floia +9(f(zi) = f(wi))-

En esta ecuacion se puede observar que si el valor de v = 1 entonces la ecua-
cidn (2.34) se convierte en la aproximacion de diferencias finitas hacia adelante, en
cambio si v = 0 se obtiene la ecuacién de diferencias hacia atrds, y con v = 3 la
aproximacion diferencias centrales.

2.2.2 Métodos de residuos pesados

Los métodos de residuos pesados al igual que otros métodos numéricos
involucra una integral. En este tipo de método, una solucién aproximada es sustituida
dentro de la ecuacion diferencial. Debido a que la solucién aproximada no satisface
la ecuacién, aparece un término residuo o error . Suponiendo que y = h(x) es una

solucién aproximada a
d?y

D—= =0 2.35
TS tQ=0, (2.35)
al sustituirla en ésta se tiene
d?h
D= <f> +Q=R(x) #£0, (2.36)
xr

ya que y = h(x) no satisface la ecuacién. El método de residuos pesados requiere
que

/H W;(x)R(z)dx = 0. (2.37)

El residual R(x) es multiplicado por la funcién de peso W;(z), y la integral del pro-
ducto necesita ser cero. El numero de funciones de peso debe ser igual al numero
de coeficientes desconocidos en la solucién aproximada. Existen diversas formas
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de definir estas funciones de peso, se muestran algunas a continuacion.

= Método de colocacion. Funciones impulso W;(z) = §(x — X;) son selecciona-
das como las funciones de peso. Esta seleccion es equivalente a pedir que
el residual se desvanezca en puntos especificos. EI numero de puntos se-
leccionados es igual al numero de coeficientes indeterminados en la solucion
aproximada.

= Método del subdominio. Cada una de las funciones de peso se selecciona
como unidad, W;(z) = 1, sobre una region especifica. Esto es equivalente a
pedir que la integral del residual se desaparezca sobre un intervalo de la re-
gion. El numero de intervalos de integracion es igual al numero de coeficientes
indeterminados en la solucién aproximada.

= Método de Galerkin. El método de Galerkin usa las mismas funciones usadas
en la ecuacion de aproximacion para W;(x). Esta aproximacion es la base del
método del elemento finito para problemas que involucran términos de primera
derivada.

= Método de minimos cuadrados. El método de minimos cuadrados utiliza el
residuo como las funciones de peso y se obtiene un nuevo término de error
definido por

Br— /0 R(2)]2dz. (2.38)

Este error es minimizado con respecto a los coeficiente desconocidos en la
solucién aproximada. El método de minimos cuadrados ha sido utilizado pa-
ra formular soluciones del elemento finito, pero éste no es popular como el
método de Galerkin y la aproximacién variacional.
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3. METODOLOGIA

3.1. Planteamiento del problema

En esta seccidon se presentan el problema a resolver, el cual es un problema
de flujo en suelos no saturados en funcién de la succién. A partir de la Ecuacion de
Richards Li propuso la siguiente ecuacion

Pu  0Pu  0%u B [z, y,2,t) i@

2 * Oy? - 022 K Dot (3.1)

De esta ecuacién se toma su forma en dos dimensiones:

82u+82u_f(:c,y,t) _10u
ox?  Oy? K  Dot’

(3.2)

con condiciones iniciales y de contorno,

Ua:(oayvt) - 07 uoc(Ha yat) =
u(z,0,t) = Cl(t), uy(z, W,t) =
u(z,y,0) = G(y).

donde la funcién CI(t) es determinada a partir de las variaciones de succioén en la
superficie del suelo, el procedimiento se muestra mas adelante en este capitulo.

Obtencion de parametros

Para encontrar la solucion de esta ecuacion se requiere obtener parametros
del suelo como son: coeficiente de permeabilidad no saturada, capacidad especifica
y coeficiente de difusion. Ademas de permitir proponer las funciones fuentes de hu-
medad a partir de datos experimentales. Para esto se hizo un busqueda de datos de
suelos de la region en trabajos de diversos investigadores (Peréz-Rea, Lépez-Lara,
entre otros), especificamente los datos encontrados fueron de la localidad de Jurica
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en el estado de Querétaro. Con los datos de contenido de agua y succion, se calculd
los coeficientes de permeabilidad para diversos contenidos de agua en funcién de
la succion, esto con la ecuacidén de Fredlund para el coeficiente de permeabilidad
no saturada.

3.2. Variaciones de succion

3.2.1 Distribucion inicial de succiones

Para poder dar solucion al problema de flujo de humedad en suelos, se tiene
gue conocer primeramente la distribucién inicial, en nuestro caso la distribucién de
la succidn en el tiempo cero. Por lo que se buscd aproximar mediante una funcion
de la profundidad, los datos de trabajos previos en la localidad de (Pérez-Rea, 19983;
Lépez-Lara, 1995).

Al mirar detenidamente el comportamiento de los datos, se pudd determinar
gue seguian una tendencia exponencial por lo que se busc6 aproximarlos mediante
una funcién exponencial al utilizar minimos cuadrados.

Si se quiere que la funcidn para aproximar sea:

u = e, (3.3)

donde « y 3 son los coeficientes que se calculan mediante,

oy yilnu, — Yy Y Inu
i—1 i=1 =1

a=— - - =, (3.4)
i=1 i=1
y n n n n
Z 3/22 Z Inu; — Z yilnu; Z Yi
In 3= i=1  i=1 i=1 i=1 (3.5)

n n 2
ny, yf - (Z yz)
=1 =1

donde y; son las profundidades a las que las mediciones experimentales u; fueron
tomadas y n es el numero de mediciones con las que se cuenta.

3.2.2 Variaciones de succion debido al clima

Con los datos de succién en los trabajos de Flores-Castro (1992), Pérez-
Rea (1993) y Lépez-Lara (1995) , tomados en distintos tiempos y profundidades,
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es posible aproximar las variaciones de la succién debido al clima. Para esto se
ajustaron los datos a una funcién sinusoidal debido al comportamiento ciclico del
clima.

El ajuste se hizo con minimos cuadrados, para funciones sinusoidales me-
diante la ecuacién (3.6) la cual es la funcién a minimizar,

N
Sr = Z{ul — [Ag + Ajcos(wot;) + Agsin(wot;)]}, (3.6)
i=1

donde Sr es error cuadratico que se busca minimizar, u; las medidas experimentales
en la superficie que se tienen en los tiempos ¢;, NV el numero de observaciones y wy
frecuencia angular. Ay, A; y A, se calcularon al dar solucién al sistema dado por

N > cos(wot;) > sin(wot;) Ao >y
> cos(wot;) >~ cos®(wot;) > cos(wot;)sin(wot;) Ay | = | Do ycos(wot;)
> sin(wot;) > cos(wot;)sin(wot;) S~ sin?(wot;) A, > ysin(wot;)

Por lo tanto la funcion impuesta en la condicién de contorno superior es definida
como
Cl(t) = Ap + Ajcos(wot) + Agsin(wgt). (3.7)

3.2.3 Variaciones de succion debido a una fuente-sumidero puntual

Otro aspecto importante en el estudio del fenémeno de flujo es la inclusion
de sumideros o fuentes de succion que representen la entrada y salida de humedad
en el sistema. Por tanto es importante caracterizar tales fuentes mediante funciones
gue describan el efecto que tienen dentro del sistema. Para esto en primer lugar se
necesita conocer el origen del término fuente en la ecuacién que se esta estudiando,
en nuestro caso:

0*u N 0*u _ f@yt)  10u
ox?  Oy? K  Dot’

(3.8)

tomando el término fuente

f(z,y,1t)
K )

donde f(z,y,t) es una fuente de humedad en el suelo y K es la permeabilidad no
saturada del suelo.
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Se puede observar que el término f(x,y,t) es una variacion de humedad en
el tiempo, es decir es un incremento o decremento de humedad por cada unidad de
tiempo. Ademas se debe considerar el tiempo en que la fuente-sumidero se aplica
al sistema, ya que si es continua, el sistema terminara estabilizandose, es decir, el
suelo se saturara o secara.

Tomando en cuenta lo anterior, la forma de la funcion fuente es propuesta
a partir de un producto de funciones, cada una de ellas determina una parte del
comportamiento de una fuente puntual en el suelo,

f(l’, Y, t) = R(t>Q1\/I (t>G($a y)v (39)

donde R(t) es una funcidén impulso rectangular la cual delimita la activacion de la
fuente a un determinado intervalo de tiempo, @ (t) es la funcion que determina
la magnitud de la funcién la cual puede ser constante y G(x,y) es la funciéon que
determina la region en donde se aplica la fuente.

La forma de estas funciones se define a continuacion:

0, 0<t<t,
R(t)=11, t,<t<tq, (3.10)
0, t> 1y

donde ¢, es el tiempo de activacion de la fuente y ¢, tiempo de desactivacién de la
fuente,

Qu(t) = Qu, (3.11)

donde @, es una constante que se relaciona con un gasto constante de entrada,
sin embargo puede ser una funcion dependiente del tiempo como tanh(¢) o alguna
similar,

1, si (2,y) € [w1,y1] X [2, yo]

. , (3.12)
Oa St (ZL’,y) ¢ [$1,y1] X [$27y2}

aqui x1, z2, y1 Y y2 delimitan la region donde actua la fuente. Si la region es lo sufi-
cientemente pequefa en comparacion con el dominio del sistema entonces la fuente
se puede considerar como una fuente puntual.
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3.3. Desarrollo de la solucidn numérica

3.3.1 Método de Galerkin

El planteamiento del modelo numérico se desarrollé mediante elemento fi-
nito, en este se aproxima la solucién con:

u~ [N{U;}, (3.13)

donde u es una funcion continua, U; son valores discretos de una funciéon y N son
las funciones de forma.

En el caso del método de residuos se trata de minimizar el error

/ wi(w) - R(z)dz = 0. (3.14)

aqui R(z) es el residual y w;(x) son funciones de peso.

Un caso del método de residuos es Galerkin en donde las funciones de peso
son iguales a las funciones de forma usadas en la solucién. Entonces la ecuacion
de residuos queda:

0%u 0%u ou
(e) — _ T - il =
R /A[N} (DI&E? + Dyagﬂ + Q(z,y,t) )\6%) dA. (3.15)

El primer término de la ecuacion (3.15)
—/D V7 (2 g (3.16)
A x 81’2 Y b

se puede transformar si se considera que

d du d*u  d[N]T du
L) = ey A du 17
dx ([ ] da:) V] a2 dr dv (3.17)

por tanto

(3.18)

v d du d[N|T du
NTEY @ () - A 2
V] dz?  dx ([ ] da:) dr dx
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Si se substituye la ecuacién (3.18) en la ecuacion (3.15)

_/A D,[N]” (@ﬁ)dA— /D ( >dA ADzd[d]\;} Z—udA (3.19)

El primer miembro de la ecuacién (3.19) del lado derecho lo se puede cambiar por
una integral en la frontera utilizando el teorema de Green,

/a % <[N] gZ) A — /F [N]T%coseadr, (3.20)

donde 6, es el angulo al vector normal exterior y I" es la frontera del elemento.
Sustituyendo el resultado de la ecuacién (3.20) en la ecuacion (3.19) se obtiene

/D dA = — /D —C059 dF+/ (3.21)
8952
De manera similar para
d rdu
el resultado de seguir el mismo procedimiento anterior es
T du
/ D,| ( ) dA = /D — sm9 dal’ + (3.23)
dy dy
Al sustituir en las ecuaciones (3.21) y (3.23) en la ecuacion (3.15)
R(e):—/[N]T D,— Ou cos by + Dy— Ou sinf, | dI'
r "oy Yoy
d[N1" du d[N]T du
D D, — | dA
+/<xdxdx+ dydyd
/Q 2y, t TdA+/[N]TA‘;‘dA. (3.24)
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La ecuacion (3.24) puede transformase al sustituir la ecuacion (3.13) en ella,

R©) = — /F[N]T (D gy cosf, + D, gy sin 6 ) dr
(f (Dxdww RIS PATE

dr dx Yody dy

/ Oz, y, H)[NTTdA + /A [N]T)\g?d/l (3.25)

El dltimo término de la ecuacion (3.25) puede ser modificado al sustituir el término

= N}, (3.26)

en la ecuacion (3.25)

ou Ju
© =— [[N]"( Dy—= Dy— r
R /F[ ] ( "3y cos B, + Yoy sin 6 ) d

+ (/ (Dxd[jl\gT dgz] + Dyd[;\;]T dg;”) dA) U®

/ Q(x,y,t)[N]FdA + / AMN]T[N)dA{U@}. (3.27)

A la ecuacidén (3.27) se le conoce como la forma discreta de la ecuacién (3.24), la
cual tiene la forma general

{R9} = 0= {19} + [KOHU} - {f9} + [CONU]}, (3.28)
donde
{1} = N)* (D“T(‘?_y cosf, + D g sin 0 ) dr, (3.29)
o _ d[N]" d[N] d[N]" d[N]
(K )]_/A(DI e + D, i d—y> dA, (3.30)

(f0) = /A Q. y. 1)[NTTdA, (3.31)
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) = / AINTZ[NdA. (3.32)

La ecuacion (3.29) no se toma en cuenta en el procedimiento usual de solucién
pues se genera el sistema de ecuaciones sin ella. La ecuacion (3.29) se toma en
cuenta si las condiciones de contorno son derivadas y estas son distintas de cero,
sin embargo, este trabajo no se profundizara en ello.

También la ecuacién (3.30) puede ser reescrita de forma mas compacta si

se define
o= |2 0, (3.33)
0 D,

y el vector gradiente

ou O[N]
{Vo} = gz = a?;@]
EN dy

{U“} = [B{U“)}, (3.34)

ademas de

(3.35)

Si se usa las ecuaciones (3.33), (3.34) y (3.35) es facil ver que

/A BT [D][BldA /A (Dzd[ji\; ] dc[g ] +Dyd[fi\; ] dgyv])dA, (3.36)

y por lo tanto nuestra matriz de rigidez queda definida de la siguiente manera

5] = / [B)"[D)[B)dA (3.37)
[KENUEY — {f9} = (RS} =0, (3.38)
{R©} = (RS} + {RY}. (3.39)

3.3.2 Elemento triangular lineal

Para desarrollar este trabajo se propuso que el tipo de elemento utilizado
sea un elemento triangular, el cual se define a continuacion en esta seccion.
Dado un tridngulo con un nodo en cada uno de sus vértices, estos nodos
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son identificados por los subindices i, j y k asignados en el sentido contrario a las
manecillas del reloj. En los nodos el valor de « toma los valores U;, U; y U, mientras
que las coordenadas de los nodos son (X;,Y;), (X;,Y;) y (X, Y%). El polinomio de

interpolacién esta dado por:

U = Q1 + QT + azy,

con las condiciones en los nodos

u = U, en r=X; y=Y,
u="U; en r=X;, y=Y;,
u = Uy en r=Xg, y=1Yg,

(3.40)

al sustituir estas condiciones en la ecuacién (3.40) da el sistema de ecuaciones

Ui = o1 + aX; + a3,
Uj =oq + OéQXj + 043}/3‘,
U = a1 + ap Xy, + asYy,

del cual se obtiene los coeficientes

1
ar = 5 (XY, — X Y))Ui + (X3Y; — XiY)Uj + (XiY — X;Y)) Ui

2A

1

24 (Y = Yi)Us + (Y — Yo)U; + (Vi — Y;) Uy
1

a = o (X — X)) U + (X — Xp)Uj + (X5 — Xi) Ui

Qg =

y también tiene determinante igual a

1 X; Y
1 X, Y| =24,
1 X, Y.
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donde A es el area del triangulo. Si se sustituye a4, as ¥ a3 en la ecuacion (3.40) y
reacomodando se obtiene una ecuacion de u en términos de las funciones discretas
U;, U; y Uy. La cual es

aqui
(2 2A a’L Zw CZy -
1
N; = oA [a; + bjx + ;] (3.45)
1
N, = ﬂ [ak + bpr + Cky] (346)
y

a; = X;Vp — XpY;, bi=Y; =Y, a=Xy—X;
aj = X3,Y; — X3y, bj =Y - Y, Cj = X; — Xy
ap, =XiY; - XY, by=Y. =Y, ag=X;-X;

3.3.3 Forma de las matrices

En esta parte se muestra la forma de las matrices necesarias, usando los
elementos mencionados anteriormente. El valor de u se define

u'® = [N;N; N JU©, (3.47)

donde N;, N; y N, se definieron en la subseccion 3.3.2. El gradiente se define como

du OVl OIN;]  O[Nw]

{ov} =0 0 = ot oy o | 10} (3.48)
y oy oy dy
1 |b; b; b

{go} =55 | 7 U9y = [B{UYY, (3.49)
2A |¢; ¢ o

con esta definicidén de la matriz [B] y la de la matriz [D] dada en la ecuacién (3.33),
es facil ver que todos los elementos que las componen son constantes. Por tanto la
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integral de la ecuacién (3.37) se convierte

K] = / (BJ"[D)[BldA = [B]"[D][B) / 1A = [B"[D][B]A,

en forma de matrices

1 D, 01 |b b b
[K(e)] = — bj Cj ! g 9
4A 0 Dyl |a ¢ c
bk Ck
y el producto de matrices es
bg blb] bzbk C? CiCj  CiCy,

J

J

D, D
[K(e)]:m bib; b?  bibg + = cicj ¢ cick

4A

b;by bjbkb% bi CiCl  CjC ci

Para la definicion de [C(®)] se tiene que

Ni
(Cle)] = /A AN]T[N]dA = A /A N o {N N Njaa
N,
[ N? NN, NN,
YINN, NN, N2
[ L} LiL; Ll
YNLiLe LjL, L2
y con la ecuacién de Eisenberg y Malvern (1973)
alble!
LYLSLSdA =
/A 1 (a+b+c+2)!77

(3.50)

(3.51)

(3.52)

(3.53)

(3.54)

(3.55)

(3.56)

donde los coeficientes a, b y ¢ son los exponentes de las funciones de forma en la
integral de area; y por tanto la integral de un producto de funciones de forma puede
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expresarse como

11110 24 A
N,N, = [ L)L I2dA = 24 = " = . 57
/A o /A 12 (14+1+0+2) 4112 (3.57)

Al aplicar la ecuacién (3.56), finalmente [C®)] queda de la forma

VIEER
[C<€>]=E 1 21 (3.58)
11 2

Ademas el vector de fuerzas externas F' es definido a partir de una fuente en el
sistema

Ni Ll
F© / Q[N dA = Q / N; pdA=Q / Ly p dA, (3.59)
A A A
N, Ls

y entonces F'(¢) con el uso de la ecuacion (3.56) es de la forma

Q4
=3

Fe (3.60)

Para simplificar la aplicacion del método numérico. Si la fuente queda en un nodo
entonces se puede reescribir

FO=0Q<1y, (3.61)

haciendo cero los valores en los nodos donde no es aplicada la fuente. Y cuando la
fuente esta en el interior de un elemento el vector se simplifica a

1
F<e>:§ 1y. (3.62)
1
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3.3.4 Diferencias finitas para el tiempo

Por ultimo como parte de la solucion numérica, se muestra la metodologia
para la parte temporal de la ecuacién. Partiendo de una funcion u(t) y el intervalo
la, b], se puede utilizar el Teorema del valor medio y entonces se tiene

u(b) — u(a) = (b — a)%(m), (3.63)
(0]
du u(b) — u(a)

aqui At = b — a. El valor de u en t = a, es decir, u(a) se puede aproximar mediante

du

u(a) = u(m) — (m — a)—-(m), (3.65)
reordenando p
u(m) = u(a) + (m — a)d—?:(m). (3.66)
Al sustituir la ecuacion (3.64) en (3.66)
u(m) = u(a) + ub) — ula) (m —a), (3.67)
At
y se puede definir §; como
_ (m—a)
0y = AL (3.68)
con esto se puede reescribir la ecuacion (3.67)
u(m) = (1 —0p)u(a) + 0u(b). (3.69)

Ahora bien para poner la ecuacién (3.69) en términos de los valores en los nodos

en los tiempos a y b; se tiene
av U, - U,
dt At

(3.70)
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U= (1-0,)U,+0,U, (3.71)

en el punto ¢t = m. De igual forma se puede obtener F’

F=(1—-0)F,+0:F, (3.72)

por lo que la ecuacion
[C)U + [K]U — F =0, (3.73)

puede ser escritacon U, Uy, F, y F,

([CT+ 0, ALK Uy = ([C] = (1 = 0p) ALK])Ua + AL((1 = 0p) Fa + 07 F) - (3.74)

La localizacion de m no es conocida, por lo que para resolver este problema se
especifica el valor 6, lo cual es equivalente a conocer la localizacién de m. Para el
método Galerkin el valor de ¢, es igual a 2.

Por simplicidad la forma compacta de la ecuacién (3.74) queda como

[AJU, = [P|U, + F (3.75)

donde [A] y [P] son combinaciones de [C] y [K]. Finalmente el vector de fuerzas F;,
cambia dependiendo del nodo temporal en el que se encuentre, de esta manera se
puede insertar la variacion de la fuente de humedad en el tiempo.

Oscilaciones numéricas
Para evitar oscilaciones numéricas se requiere de la condicion

(6%
- 1—¢9f7

(3.76)
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donde « es el valor mas pequerio que satisface la ecuacion

det([C9] — a[K9]) =0, (3.77)

para el tipo de elemento seleccionado el valor « es de la forma

20A

y entonces la condicion para un elemento triangular queda de la forma

2\A
At < 20 .
‘< S5a=a) (3.79)

aqui A es el area del elemento, A\, D y 6, se definieron anteriormente en esta sec-
cion.
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3.4. Métodos analiticos

3.4.1 Método de desarrollo en autofunciones

El método de desarrollo en autofunciones es un método para resolver ecua-
ciones diferenciales que tienen condiciones de contorno homogéneas, para aquellos
problemas que no cumplen con esto, se puede utilizar la técnica de desplazamiento
de la variable dependiente para convertir el problema con condiciones de contorno
no homogéneas a uno con condiciones de contorno homogéneas. Los principales
pasos del método de desarrollo en autofunciones son; resolver la ecuacién diferen-
cial parcial del problema homogéneo asociado utilizando separaciéon de variables
con la finalidad de encontrar la autofuncion para la parte espacial, después se pro-
pone una solucién que consta de un producto de autofunciones y se sustituye en
la ecuacion diferencial parcial, lo cual genera una ecuacion diferencial ordinaria en
funcién del tiempo, cuya solucién determinara la autofuncion de la parte temporal
y asi tener las autofunciones que componen la solucién de la ecuacién diferencial
parcial.

El método de desplazamiento de la variable dependiente es un método ge-
neralmente usado para problemas relacionados a la ecuacién de calor, sin embargo,
también puede ser aplicado a problemas difusivos como lo es el flujo de humedad a
través de un medio determinado. Se considera el problema en una dimensién:

Pu  f(y,t)] _ Ou
D [8_3/2 S ] -2 (3.80)

y sustituyendo Q(y,t) = —D%’t) se tiene la siguiente ecuacion diferencial parcial

P*u ou
—_— = — . 1
Do tRWD =5 (3.81)

con condiciones en los extremos

y una condicion inicial dada por:
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u(y,0) = G(y).

Como se mencion6 anteriormente en el método de desplazamiento de va-
riable dependiente se busca pasar el problema con condiciones de contorno no
homogéneas a uno con condiciones de contorno homogéneas en la variable v(y, t).
Para esto se define

U(y7 t) = u(yv t) - T(:ya t)7 (382)

aqui la funcion r(y,t) es la funcion utilizada para el desplazamiento de la variable
dependiente y se define como

r(y,t) = Cl(1), (3.83)

con condiciones de contorno
r(0,t) = Cl(t) = Ay + Ay cos(wt) + Ag sin(wt), (3.84)
ry(W,t) =0, (3.85)

para de esta forma generar

0(0,1) = u(0,t) — (0, 1) = CI(t) — CI(t) = 0,
v,(W,t) = u,(W,t) —r,(W,t) =0—-0=0,
v(y,0) = u(y,0) — r(y,0) = G(y) — C1(0)

9(y)-

Ademas, también se pueden determinar las derivadas parciales de la funcién v(y, t)

dv  Ou Or
ot ot ot
v Pu  Pr
o oy oy

al despejar los términos con u y sustituirlos en la ecuacion (3.81) se llega a:

@Jrg Da% 2r
ot ot

8_y2 — a—y2:| + Q(Z/,t), (3.86)
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se puede observar de la ecuacion (3.83) que g—z;“ es igual a cero ya que solo es
funcion de la variable temporal y junto a la sustituciéon Q(y,t) = Q(y,t) — % resulta

ov 0%v

ot = Do tQwt), (3.87)

la cual tiene condiciones de contorno homogéneas, es decir,

v(0,t)=0 y v,(W,t)=0,

y condicién inicial
v(y,0) = g(y). (3.88)

Ahora bien, siguiendo el método de desarrollo en autofunciones, se propone una
solucién que consiste en un producto de autofunciones, por tanto

v(y,1) =Y an(t)én(y), (3.89)

y entonces la funcién v(y, t) en el tiempo cero esta dada por

v(Y,0) = d(y) = Y an(0)n(y). (3.90)

La funcién ¢, (y) es la autofuncion en y del problema homogéneo asociado

¢"(y) + Ao(y) =0, (3.91)

la solucién a la ecuacion es de la forma

d(y) = Cy cos(V\y) + Cysin(vV ), (3.92)

ademas a partir de las condiciones de contorno se determinan los coeficiente C; y
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Cg:

#(0) = Ch COS(\/XO) + Cs sin(\/XO) =0
$(0)=C1 =0
¢ (W) = —C1VAsin(VAW) + CovV/ A cos(VAW) = 0

= Cov A cos(VAW) = 0.

El valor de \ se obtiene al igualar el argumento de la derivada de la autofucién con
aquellos valores que la hacen cero, lo que da como resultado

2
A= {%} , para n=1,23.. (3.93)

por lo tanto la autofuncién al final queda definida como

Pn(y) = sin [<(2”2_—W1)7T)) y] : (3.94)

Una propiedad que se utiliza en el método de desarrollo en autofunciones es la
propiedad de ortogonalidad, esta se define como

w W st n=m
/_ W¢n<y>¢m<y>dy:{0 o (3.95)

En las propiedades de ortogonalidad solo cuando m y n son iguales los términos
aportan a la integral.

Retomando la ecuacion (3.90) y multiplicandola por la autofuncioén ¢,,(y)
junto con el uso de las propiedades de ortogonalidad explicadas anteriormente, se
llega a la ecuacion

w _
n(y)d
Jo 2(y)dy
al reescribir a,,(0) con la autofuncion en y nos queda
Jo" aly)sin | (L5 y| dy
a4, (0) = = K i ) ] (3.97)

fOW SiIlZ |:<(2n2fm£)ﬂ')> yi| dy
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Una vez definido el término «,(0) se puede encontrar a,(t), comenzando con el
célculo de las derivadas parciales en términos de la funcion propuesta

O = dan(t)

Oy 3o denll)y ), (3.98)
y
e SIS YR Y
=AY a()6u(y). (3.99)

Sustituyendo las ecuaciones (3.98) y (3.99) en la ecuacion (3.87)

-4t mzan Jou(y) + By, 1), (3.100)

n=1

al despejar la fuente y factorizando la autofuncion ¢,,(y) se obtiene

Z {d“” + ADan(t)] dn(y), (3.101)

si se multiplica por la autofuncién ¢,,(y) e integra respecto a la variable y se tiene

Q. Do)y = ) | ran®)] duw)bnydy  (3.102)
[ [ { |

[d“" } / o ()6 (4) . (3.103)

usando nuevamente las propiedades de ortogonalidad y despejando los términos
con a,(t) se consigue llegar a la siguiente ecuacion diferencial

dan (1) o QU t)enly)dy
{ I —I—/\Dan(t)} = foW 2y 7n (1), (3.104)
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y la funcién Q(y, t) puede escribirse como un producto de las funciones g, (t) y ¢.(y)

Qyt) = T.(t)dn(y). (3.105)

Debido a que la definicion de la fuente dada en la subseccion 3.2.3 tiene tres interva-
los, se propone dividir la ecuacion diferencial de a,, en tres ecuaciones diferenciales
las cuales tengan cada una un componente no homogéneo y condicién temporal
distintas. El término g, (¢) para el intervalo de tiempo de 0 a t; queda como

foW o2 (y)dy

T (t) = : (3.106)

la condicién inicial a,;(0) se calcula a partir de la ecuacién (3.96) y la ecuacién
diferencial esta dada por

dan (t

[ad—lt” + /\Danl(t)} =7,,(b). (3.107)
una vez que se tiene la solucién de la ecuacion (3.107). Para los tiempos entre ¢,
y to se utiliza la solucion de la ecuacién (3.107) y el término no homogéneo q,,,(t)
para resolver

{dag—i(t) + /\DanQ(t)} = Tna(t), (3.108)

con condicion
Ana(ty) = an(t1) (3.109)

ademas el término g,,,(t) debido a la definicion de f(y,t), se determina con

—5 J)" daly)dy + i Qy, )dn(y)dy

3.110
o @2 (y)dy ( )

qnz(t) =

Para el segmento de ¢, a t; se requiere de la solucion de la ecuacién (3.108) para

resolver do (s
100 | \Dass(t)] = 7,0(0) @.111)
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la condicion en el tiempo para la ecuacién (3.111) esta en funcion de la solucion de
la ecuacién (3.108)
an3(ta) = ana2(t2) (3.112)

y la parte no homogénea en el tercer intervalo es determinada a partir de

3.113)
o @2 (y)dy (

Gn3(t) =

Por dltimo la solucién v(y, t) en cada intervalo se escribe como

vi(y,t) =307 Lam(t)du(y) para 0<t <t
v(y,t) = Cva(y, 1) =Yo7 ana(t)Pn(y) para t; <t <ty (3.114)
v3(y,t) = Dot ans(t)n(y) para t >t

tomando la ecuacién (3.82) se encuentran las soluciones a la ecuacion (3.81)

ur(y,t) = > 02y am(t)on(y) —r(t) para 0<t <t
u(y,t) = S us(y,t) = 00 ana(t)pn(y) —r(t) para t <t <t (3.115)
uz(y,t) =202 ana(t)duly) — ()  para t >t
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4. RESULTADOS

En este capitulo se muestran las soluciones obtenidas tanto numeéricas co-
mo analiticas del problema de difusién de la succion en suelos. Asi como los resul-
tados de la aproximacion de las funciones que representen la distribucion inicial del
suelo y las variaciones de succién en la superficie del suelo.

4.1. Aproximacion de funciones

La Figura 4.1 muestra los datos experimentales de la localidad de Jurica
encontrados en la literatura(Flores-Castro, 1992).

Parte de los resultados que aproximan el comportamiento de la succion
en el momento inicial, se observa en la Figura 4.2 y 4.3, en éstas se muestra las
distribuciones para el mes de enero y agosto respectivamente, asi como una funcién
que se ajusta a los datos experimentales.

Para la condicidén en la frontera superior la Figura 4.4 muestra la funcion
aproximada. La ecuacion obtenida por el método de minimos cuadrados fue:

2m 2m
— _ = in(——t). 4.1
Cl(t) = 2696 829003(365t) + 17185271(36515) (4.1)
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Figura 4.1. Datos experimentales de variacion de succion respecto a la profundidad
encontrados en la literatura para distintos meses (Flores-Castro, 1992).
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Figura 4.2. Aproximacion a la distribucién inicial de succion en el mes de enero. Se
utilizaron datos experimentales encontrados en la literatura.
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Figura 4.3. Aproximacion a la distribucion inicial de succidn en el mes de agosto. Se
utilizaron datos experimentales encontrados en la literatura .
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Figura 4.4. Funcion que aproxima las variaciones de succion en la superficie del

suelo a partir de los datos experimentales.
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Parametros del suelo

La permeabilidad no saturada K se obtuvo a partir del método de Fredlund
mostrado en la seccién 2.1.3 con una permeabilidad saturada K, = 1,6521x10~%cm/s
de trabajos realizados en la localidad de Jurica (Pérez-Rea, 1993). Los resultados de
permeabilidades no saturadas pueden verse como una grafica de la permeabilidad
contra la succion en la Figura 4.5.

Succidn (kPa)
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1000 10$00 100000 1000000
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1E-15 w

1E-16

1E-17 0

Permeabilidad (m/s)

[any

m

=

co
I

1E-19

1E-20

Figura 4.5. Grafico de permeabilidad no saturada a partir del método de Fredlund.

Una vez calculados estos datos, se realizé un promedio de las permeabili-
dades no saturadas, el resultado se exhibe en la Tabla 4.1; asi como los valores de
C'y D calculados mediante las expresiones vistas en la seccion 2.1.4.

K | 1,18048x107'Y cm/s
C' | ,000294
D | 4,01454x10~" cm?/s

Tabla 4.1. Tabla de parametros obtenidos
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4.2. Solucién numérica

Para la solucion numérica se desarroll6 un programa en la aplicacion de
MATLAB versién 2013, en el cual se utiliza la teoria de elemento finito para calcular
la solucién. El programa requiere de los parametros como el coeficiente de per-
meabilidad, coeficiente de difusion, dimensiones del dominio, capacidad especifica,
densidad del suelo seco, magnitud de la fuente, tiempo inicial y final, asi como las
funciones que determinan tanto la condicién en la frontera superior como la distri-
bucidén inicial. Las condiciones de frontera utilizadas en los laterales y en la parte
inferior fueron que no existe variacion de la succidn; y en la parte superior se utilizé
una condicién dada por la funcién que aproxima las variaciones de succion en la
superficie del suelo calculada en la seccion 4.1.

Para la parte numérica se tomaron en cuenta tres casos:

Caso 1: En este caso no se incluye una fuente o sumidero de humedad sobre el domi-
nio de dimensiones 300 ¢m de profundidad y 400 ¢m de largo, solamente se
colocan las condiciones de frontera.

Caso 2: Se incluye una fuente de succién, es decir, un sumidero de humedad sobre el
dominio de dimensiones 300 ¢m de profundidad y 400 ¢m de largo. Esta fuente
de succion es aplicada sol6 durante el mes de abril.

Caso 3: Se incluye un sumidero de succion, es decir, una fuente de humedad sobre el
dominio de dimensiones 300 ¢m de profundidad y 400 ¢m de largo. Esta fuente
de succion es aplicada solé durante el mes de abril.

En las Figuras 4.6, 4.7, 4.8 y 4.9 se observa la distribuciéon de succion a
distintos tiempo para el caso 1, donde no se incluye fuente-sumidero de humedad
sobre una region de 300 ¢m de profundidad y 400 ¢m de largo.
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Figura 4.6. Distribucién de succién inicial para el caso 1.
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Disttibucion después de 45 dias
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Figura 4.7. Distribuciones de succién a 45 y 91 dias para el caso 1.
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Distibucion después de 136 dias
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Distibucion despues de 152 dias
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Figura 4.8. Distribuciones de succién a 136 y 182 dias para el caso 1.
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Distribucion después de 273 dias
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Figura 4.9. Distribuciones de succién a 273 y 364 dias para el caso 1.
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Enlas Figuras 4.10, 4.11, 4.12 y 4.13 se muestra el resultado numérico para
el caso 2 donde un sumidero de humedad (o una fuente de succion) es aplicado
solamente en el mes de abril sobre un dominio de 300 ¢m de profundidad y 400 cm
de largo.

Distribucion inicial de la succion
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Figura 4.10. Distribuciéon de succién inicial y a los 45 dias para el caso donde un
sumidero de humedad (o una fuente de succién) es aplicado solamente durante el
mes de abril.
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Distribucidn después de 91 dias

Distribucidn después de 136 dias

(b)

Figura 4.11. Distribuciones de succién a 91 y 136 dias para el caso donde un sumi-
dero de humedad (o una fuente de succién) es aplicado solamente durante el mes
de abril.
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Distribucion después de 182 dias

Distribucion después de 227 dias
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Figura 4.12. Distribuciones de succion a 182 y 227 dias para el caso donde un
sumidero de humedad (o una fuente de succién) es aplicado solamente durante el
mes de abril.
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Distribucidn después de 273 dias

50

100

150
200

250

soo JLLLLLLLLLL LT

100 z00 =00 400

(@)

Distribucion después de 364 dias

Figura 4.13. Distribuciones de succion a 273 y 364 dias para el caso donde un
sumidero de humedad (o una fuente de succién) es aplicado solamente durante el
mes de abril.
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En las Figuras 4.14, 4.15, 4.16 y 4.17 se exhiben las distribuciones para el
caso 3 donde una fuente de humedad es aplicada solamente en el mes de abril
sobre un dominio de 300 cm de profundidad y 400 ¢m de largo.

Distribucion inicial de la succidn
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Figura 4.14. Distribucion de succién inicial y a los 45 dias para el caso donde una
fuente de humedad es aplicada solamente en el mes de abril.
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Distribucion después de 91 dias
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Figura 4.15. Distribuciones de succion a 91 y 136 dias para el caso donde una fuente
de humedad es aplicada solamente en el mes de abril.
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Distribucidn después de 182 dias
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Figura 4.16. Diistribuciones de succion a 182 y 227 dias para el caso donde una
fuente de humedad es aplicada solamente en el mes de abril.
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Distribucion después de 273 dias
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Distribucion después de 364 dias
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Figura 4.17. Distribuciones de succion a 273 y 364 dias para el caso donde una
fuente de humedad es aplicada solamente en el mes de abril.
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4.3. Solucién analitica

A continuacion se representan graficamente los resultados obtenidos a par-
tir del método de desarrollo en autofunciones para el caso 2, el mismo caso desarro-
llado de forma numérica pero Unicamente en una dimension. Para observar con mas
detalle el comportamiento de la succion, se realizé la grafica de la distribucién de
succién a los meses de enero, abril, julio y noviembre; las cuales se pueden ver en
las Figuras 4.18, 4.19, 4.20 y 4.21. Estos resultados pueden verse como perfiles los
cuales muestran las variaciones de succion respecto a la profundidad y el tiempo.

Distribucion de succion al mes 1
O IIIIIIIIIIIIIIII —+ t II t t T t t T t II

100+ -

150+ =

Profundidad(cm)

200 + -

2501 + -

300 H 1 1 1 1 |
0 0s 1 15 2 25 3 3.5

Succion(kPa) x 10"

Figura 4.18. Distribucion de succion en el mes de enero, para el caso donde un
sumidero de humedad (o0 una fuente de succidn) es aplicado solamente en el mes
de aburil.
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Distribucidon de succidn al mes 4
0 A ————— t —T— + T

50

T
+
|

100

T
+
|

150

Frofundidad!cm)
T
.
|

200 + .

250 + .

200 | 1 | | | |
0 a5 1 15 2 25 3 35

Succién(kPa) x10°

Figura 4.19. Distribucion de succion en el mes de abril, para el caso donde un su-
midero de humedad (o una fuente de succion) es aplicado solamente en el mes de
abril.
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Distribucian de succion al mes 7
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Figura 4.20. Distribucién de succidén en el mes de julio, para el caso donde un su-
midero de humedad (o una fuente de succion) es aplicado solamente en el mes de
abril.
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Distribucion de succion al mes 11
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Figura 4.21. Distribucion de succién en el mes de noviembre, para el caso donde un
sumidero de humedad (o0 una fuente de succidn) es aplicado solamente en el mes
de abril.
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4.4. Comparacion de resultados

Para ver la validez de los métodos utilizados se realiz6 una comparacion
de los resultados numéricos, analiticos y datos experimentales de Jurica. En las
Figuras 4.22,4.23, 4.24 y 4.25 se considero el caso 1, sin fuente-sumidero y los mis-
mos parametros usados en las soluciones anteriores. Los meses se eligieron para
evidenciar diferencias entre las distribuciones de succidn en los primeros meses y
aquellas en los meses mas avanzados.
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Figura 4.22. Comparacién de resultados analiticos (-), numéricos (x) y datos experi-
mentales (+); para el mes de enero.
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Distribucion de succidnalmes 2
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Figura 4.23. Comparacién de resultados analiticos (-), numéricos (x) y datos experi-
mentales (+); para el mes de febrero.
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Distribucién de succidnalmes 7
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Figura 4.24. Comparacién de resultados analiticos (-), numéricos (x) y datos experi-
mentales (+); para el mes de julio.
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Distribucitn de succidénalmes 8
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Figura 4.25. Comparacién de resultados analiticos (-), numéricos (x) y datos experi-
mentales (+); para el mes de agosto.
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También se desarrollé una serie de comparaciones entre el método numé-
rico y analitico para el caso 2 en los meses de enero, febrero, julio y agosto , las
cuales se pueden observar en las Figuras 4.26, 4.27, 4.28 y 4.29.
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Figura 4.26. Comparacion de resultados analiticos (azul) y numéricos (rojo) en el
mes de enero.
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Distribucion de succidén almes &
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Figura 4.27. Comparacion de resultados analiticos (azul) y numéricos (rojo) en el
mes de febrero.

70



Distribucidn de succidnalmes 7
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Figura 4.28. Comparacion de resultados analiticos (azul) y numéricos (rojo) en el
mes de julio.
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Distribucidn de succidnalmes 8
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Figura 4.29. Comparacion de resultados analiticos (azul) y numeéricos (rojo) en el
mes de agosto.
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5. DISCUSION Y CONCLUSIONES

Al proponer las funciones necesarias para la solucién de la ecuacion de

Richards en términos de la succién del suelo, se encontrd que la variacion de los
datos de succién tiene un comportamiento exponencial respecto a la profundidad, al
menos hasta los 6,50 m que es la profundidad hasta la cual se cuenta con datos ex-
perimentales. Ademas la variacién de la succion en la superficie del suelo respecto
al tiempo tiene una tendencia sinusoidal como ya muchos autores habian plantea-
do anteriormente. Sin embargo la aproximacién realizada en este trabajo mostrd un
mejor ajuste a los datos que la funcion utilizada por Li .
Se puede observar en los resultados numéricos que existe una menor succion en
las zonas de color azul y por lo tanto existe una mayor presencia de humedad, mien-
tras que en las zonas de colores rojo y amarillo hay mas succién, es decir, el suelo
tiene mayor aridez o escasez de humedad en estas areas.

Las principales observaciones que se pueden hacer respecto a los resulta-
dos numéricos obtenidos de los distintos casos son:

caso 1: En este caso sin una fuente-sumidero de humedad se observa los cambios de
succién a causa de la condicion en la frontera superior la cual representa el
efecto de las variaciones debido al clima, en estos resultados se puede percibir
que existe una época del afo en la cual la succion en la superficie es mayor
lo que indicaria un periodo de clima seco (meses de febrero a julio), mientras
que otra temporada del aflo muestra succiones menores lo que representaria
un periodo con mayor humedad en el ambiente (meses de agosto a enero).
También es evidente el comportamiento ciclico del fenédmeno en la superficie.

caso 2: Una fuente de succion puede entenderse como una extracciéon de humedad,
como lo puede ser una raiz de un arbol o algun otro fendbmeno que retire hume-
dad del suelo. La influencia de una fuente de succion dentro del suelo depende
de su magnitud y localizacién, debido a que si esta préximo a la superficie, no
tendra gran impacto a mayores profundidades donde la succion es afectada
Unicamente por las condiciones de frontera impuestas. Ademas se puede ob-
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servar que la condicion superior definida en base a las variaciones de succién
en la superficie, influye en el comportamiento de fuentes de succion que estén
proximos a la superficie. Es conveniente mencionar que si la fuente de succion
se ubica cerca de la superficie puede ocasionar danos significativos en las es-
tructuras soportadas sobre este suelo.

caso 3: En este caso un sumidero de succion o una fuente de humedad representa fe-
némenos como una fuga de una tuberia o una manguera de riego la cual se ha
dejado abierta. De forma similar al caso 2 la influencia de un sumidero dentro
del suelo depende de su magnitud y localizacién, puesto que si se encuentra
cerca de la superficie, no tendra gran impacto a mayores profundidades donde
la succién es afectada unicamente por las condiciones de frontera impuestas.
Y también se puede apreciar que la condicidn superior definida en base a las
variaciones de succion en la superficie, influye en el comportamiento de su-
mideros que estén préximos a la superficie. Al igual que con una fuente, el
sumidero de succién ubicado cerca de la superficie puede ocasionar dafos
significativos en las estructuras, por lo que es importante considerarlo.

En la solucién obtenida a partir del método de desarrollo en autofunciones
en una dimension se aprecia la evolucién de la distribucion de succién en el tiempo,
puede verse que para el caso 2, la disipacion del efecto de una extracciéon de hume-
dad es muy lenta. También es observable el comportamiento sinusoidal debido a la
condicion de contorno en la superficie.

Al contrastar los métodos utilizados con datos experimentales encontrados
en la literatura se puede observar que para el mes de enero las soluciones analiti-
ca y numeérica tienen la misma tendencia, la cual se ajusta en buena medida a los
datos experimentales de Jurica. De manera similar para los meses febrero, julio y
agosto mostrados en los resultados, se visualiza que siguen la misma tendencia,
excepto en pequenias diferencias cerca de los 200 cm para los meses de febrero
y julio; y alrededor de los 500 ¢m para el mes de agosto. En los demas meses se
tiene variaciones similares, y siempre manteniendo una tendencia semejante. Esto
muestra que ambos métodos dan una buena aproximacion a los datos de arcillas
de Jurica, en el estado de Querétaro. Esto da sustento para decir que los resultados
al ingresar una fuente-sumidero pueden ser una aproximacién al fenémeno de una
fuente-sumidero dentro del suelo bajo las condiciones de contorno establecidas en
este trabajo.
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En la comparacién de la solucién numérica y analitica, se puede observar
que existe una tendencia similar, las diferencias en la comparaciéon sean probable-
mente debido al tamafio del elemento finito definido en el método numérico y al
namero de términos de la serie solucién del método analitico. Ademas es impor-
tante mencionar que ambas soluciones se complementan al proporcionar valiosa
informacidn sobre el fenédmeno de difusién en suelos, lo que da como resultado un
estudio mas completo y un mayor entendimiento del objeto de estudio.

Respecto al modelo plateado por Li (2006), se pueden apreciar que al utilizar
funciones para aproximar la distribucién de succion y variaciones de succion en la
superficie a partir de datos experimentales de la region, permite obtener un resultado
con mayor semejanza al fendmeno de flujo en suelos locales. Y ademas el definir
una funcion fuente la cual tome en cuenta el tiempo de aplicacién, la magnitud y
la localizacién de la fuente da la posibilidad de poder proponer distintos tipos de
fuentes o sumideros los cuales simulen el efecto de un evento especifico dentro del
suelo.

Como trabajo pendiente, faltaria estudiar el proceso de acoplamiento del
fendmeno de flujo en el suelo con los efectos provocados por una edificacion en la
superficie del mismo. Ademas de tomar en cuenta el médulo de elasticidad del suelo
como una funcion de la succion. Y desarrollar pruebas experimentales en campo con
el fin de observar el comportamiento del suelo al inducir una fuente o sumidero.

Con base en los resultados obtenidos se puede decir que el modelo puede
predecir los efectos de fuentes o sumideros al interior del suelo con caracteristicas
similares a las arcillas de Jurica en el estado de Querétaro, lo cual valida la hipétesis
planteada inicialmente. Esto es de utilidad en casos de estudio en los que edifica-
ciones estan sobre un suelo en donde existen fuentes de humedad como fugas en
tuberias, o sumideros como raices de arboles. Para de esta forma medir desplaza-
mientos y esfuerzos producidos en el suelo causados por este tipo de fenémenos.
Finalmente se puede decir que los resultados son satisfactorios, que los objetivos
planteados fueron alcanzados y que este trabajo puede servir para futuras investi-
gaciones sobre el flujo de humedad en suelos no saturados en el pais.
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APENDICE A

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

function [] = MEFsuccionl ()
$funcion para el calcular el flujo de humedad en terminos de la

succion del suelo.

Datos generales del modelo

G = Datos_entrada();

¥Datos de la fuente de humedad en el suelo
Ft = Datos_fuente();

$Discretizacion del dominio

T = Triangulacion(G.n_x,G.n_y,G.1_x,G.1_v);

$Incremento del tiempo para evitar oscilaciones

I = Inc_tiempo(T,G.D,G.Rho_d,G.c);

% ondicion debido al clima en la frontera superior
Cl = Clima(G.d0,G.m0,G.df,G.mf, I);

%Recervacion de espacio de las matrices solucion y fuerzas externas
U zeros (T.Nv,Cl.n + 1);
F = zeros(T.Nv,Cl.n + 1);

%Generar la matriz de Rigidez y Capacitancia
K rigidez (T,G.D);
C

Capacitancia(T,G.Rho_d,G.c);

Distribucion inicial de succion

U(:,1) = Distribucion_inicial (T,G.mO0);

%condiciones de frontera
¢

U (T.gradosfijos,1l) = Aux_inicio(T.gradosfijos,1l); % revisar si esta

condicion de frontera es necesaria
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33 %condicion debido al clima sin membrana

3¢ U(T.fronterasuperior,l) = Cl.clima_kpa(l);

35

36

37 %Funcion para determinar activacion/desativacion de la fuente
33 f1l = Fuente_fecha (Ft,Cl);

39

40 S%Funcion para localizar nodos donde se aplica la fuente

41 F1 = Fuente_coord(Ft,T,F);

42

43 %incremento de tiempo en segundos

44 d_t = I.inc_dias_rd=*(3600%24);
45 t = 0;
6 J = 0;

47
48 for 1 = 1:Cl.n

49

50 Auxf = Cl.dia_inicial + i*I.inc_dias_rd;

51

52 if Auxf < fl.dia_inicial && Auxf > fl.dia_final

53 t_fuente = j*I.inc_dias_rd;

54 F = Fl*subs (Ft.M,t_fuente);

55 3= 73+ 1;

56 end

57

58 A =C + (2/3)*d_t=*K;

59 P =C - (1/3)*d_t*K;

60

61 U(:,1+1) = (inv(A))*P*U(:,1) + (inv(A))*(1/3)*d_tx(F(:, 1)
2%F (:,1+1));

62 t =t + d_t;

63

64 $condiciones de frontera

65 U(T.gradosfijos,i + 1) = U(T.gradosfijos,1);

66

67 %condicion de frontera superior

68 U(T.fronterasuperior,i + 1) = Cl.clima_kpa (i+l);

69

70

71 end

72
73 R = graficarl(U,T,Cl.n+1,1I);
74

75 end
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80

81

82

83

84

85

86

87

88

89

El

91

92

93

94

95

96

97

98

99

100

101

102

103

104

105

106

107

108

109

110

111

112

113

114

115

116

function G = Datos_entrada()

fEntrada de datos

Preguntas={

'Longitud del terreno(cm): '

'Particiones a lo largo del terreno: '

'Profundidad del terreno(cm): '

'Particiones en la profundidad del terreno'

'Densidad S. (g/cm”3)"'

'Capacidad especifica: '

'"Coeficiente de permeabilidad (cm/s): '

'Mes inicial/mm: '

'Dia inicial/dd: '

'Mes final/mm: '

'Dia final/dd: '

'Fecha inicial y final, mismo ciclo anual (1), diferente ciclo
anual (2) : '

Vi

Titulo = 'Entrada de Datos Generales del Suelo ';

Defecto =
{'400','16','300','12','2.6','.00029"','.0000101993",'1"','1",
'12','30','1"};

datos=inputdlg (Preguntas, Titulo, 1, Defecto);

G.l_x = str2double (datos{l});

str2double (datos{2});

G.l_y = str2double (datos{3})

G.n_y str2double (datos{4});

G.Rho_d = str2double (datos{5});

G.c = str2double (datos{6});

G.k = str2double (datos{7});

G.m0 = str2double (datos{8});

G.d0 = str2double (datos{9});

G.mf = str2double(datos{10});

G (

G (

G

G.n_x

4

4

)
.df = str2double(datos{11});
.Af = str2double(datos{12})
.D = G.k/G.c;

end

function Ft = Datos_fuente ()
Preguntas={

'Funcion para la magnitud de la fuente (pendiente): '
]

'localizacion de la fuente de entrada, eje x (cm):

'localizacion de la fuente de entrada, profundidad, eje y(cm):
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117

118

119

120

121

122

123

124

125

126

127

128

129

130

131

132

133

134

135

136

137

138

139

140

141

142

143

144

145

146

147

148

149

150

151

152

153

154

155

156

157

158

159

'Mes de activacion: '
'Dia de activacion: '
'Mes de desactivacion: '
'Dia de desactivacion: '
'Fecha inicial y final, en primer ciclo anual (1), segundo(3) vy
diferente ciclo anual (2) : '
bi
Titulo = 'Entrada de Datos de la Fuente de Humedad en el Suelo ';
Defecto = {'-1000','200','50","2","1","12"','30","'1"};
datos=inputdlg (Preguntas, Titulo, 1, Defecto);
Ft.M = datos(1l);
Ft.x_f = str2double(datos{2})
Ft.y_f = str2double (datos{3})
Ft.ma0 str2double (datos{4});
Ft.da0 str2double (datos{5});
( )
)

4

4

4

Ft.maf = str2double (datos{6}
Ft.daf str2double (datos{7}
Ft.Af = str2double (datos{7});

14

end

function T = Triangulacion(n_x,n_y,1_x,1_y)

[

% Funcion para mallar en triangulos regulares

ny = n.yj;
_X = n_x;
x = 1_x;
1y =1ly;

o

Calculo del numero de nodos y asignacion del espacio para los Nodos

T.Nv=(n_x+1) * (n_y+1);
T.Nodos=zeros (T.Nv, 2) ;
T.NodoPtrs=zeros (T.Nv,1);
T.gradosAux=zeros (T.Nv,1);
for t = 1:T.Nv
T.gradosAux(t,1l) = t;

end

% Calculo del numero de nodos libres y asignacion de espacio para
% FNodoPtrs:

T.Nf=(n_x-1)*(n_y);

T.FNodoPtrs=zeros (T.Nf, 1);
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160

161

162

163

164

165

166

167

168

169

170

171

172

173

174

175

176

177

178

179

180

181

182

183

184

185

186

187

188

189

190

191

192

193

194

195

196

197

198

199

200

201

202

o\

Calculo del numero de nodos restringidos y asignacion de espacio para
s CNodePtrs:

.Nc=T.Nv-T.Nf;

.CNodePtrs=zeros (T.Nc, 1) ;

\o

=H

o\

Calculo del numero de triangulos y reservar el espacio para

Elementos:

H

Nt=2+n_x*n_y;

=]

.Elementos=zeros (T.Nt, 3) ;

%Ciclo a traves de las filas y columnas de la malla, definiendo nodos

k=0; Snumero de nodo

T.dx=1_x/n_x;
T.dy=1_y/n_y;

for j=0:n_y

y=3*T.dy;
% Ciclo sobre las columnas

for i=0:n_x
x=1*T.dx;
k=k+1;

% Colocando coordenadas de los nodos

T.Nodos (k, :)=[x,y];
end
end
r = 0;
ke = 1;

%Ciclo de elementos
for j=1l:n_y
e = 1;

for i=1l:n_x

%asignacion de nodos a los elementos correspondientes

T.Elementos(ke,:) = [r + e, r + nx + 1+ e, r+nx+e+ 2];
T.Elementos(ke + 1,:) = [r + e, ¥ + nxXx + e + 2, v+ e + 1];
e =e + 1;

ke = ke + 2;

end
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203

204

205

206

207

208

210

211

212

213

214

215

216

217

218

219

220

221

222

223

224

225

226

227

228

229

230

231

232

233

234

235

236

237

238

239

240

241

242

243

244

245

246

r=r + nx + 1;

end

% Creacion de grados de libertad

gl = 1; %numero de grados de libertad por nodo
T.grados = zeros(T.Nv,qgl);

T.gradosfijos = zeros (2« (n_x + n_y),1);

p=1;

q=1;

a = 1;

for i = 1l:in_y + 1

r = 0;
for j = 1:in.x + 1
if mod(i,2) # O
T.grados (gq,1l) = T.gradosAux(qg,1l);
else
T.grados(g,1l) = T.gradosAux(ix(n_x + 1) - r,1);
end
if ((3 ==1) |l (J ==nx+1) || (1 ==mn_y + 1) || (1
T.gradosfijos(p,1l) = T.grados(q,1l);
p=p + 1;
end
if 1 ==
T.fronterasuperior(a,l) = T.grados(q,1l);
a=a+ 1;
end
qg=q+ 1
r=r + 1;
end
end

T.Nodosactivos = setdiff (T.grados,T.grados (T.gradosfijos));

end

function I = Inc_tiempo(T,D,Rho_d,c)

fFuncion que calcula el incremento del tiempo

Lamda = c+*Rho_d;

pouede cambiar si es otro tipo de elemento
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247 I.inc_dias = ((Lamda)* (T.dx*T.dy))/ (3%D);

248 if I.inc_dias < 1

249 I.inc_dias_rd = 1;

250 else

251 I.inc_dias_rd = floor (I.inc_dias);
252 end

253 end

254
255 function Cl = Clima(d0,m0,df,mf, I,Af)
256

257 $funcion de clima que afecta la frontera superior

258 % G.d0 = dia inicial, mO = mes inicial
259 % G.df = dia final, mf = mes final, Af = ciclo anual 1 o 2

260 if nargin < 6
261 Af = 1;

262 end

264 FCuardar parametro Af

25 Cl.Af = Af;

266

267 Creacion de vector fecha
268 Cl.fecha = zeros (365%x2,2);

269

270 da = 0;

271 for n = 1:2

272 for i = 1:12

273 if ((L==1) || (L1 ==23) || (L ==2D5) [|] (1 ==T17)
== 8) || (1 ==10) || (1 == 12))

274 for j = 1:31

275 da = da + 1;

276 Cl.fecha(da,1l) = i;

277 Cl.fecha(da,2) = J;

278 end

279 else

280 if 1 == 2

281 for k = 1: 28

282 da = da + 1;

283 Cl.fecha(da,1l) = i;

284 Cl.fecha(da,2) = k;

285 end

286 else

287 for 1 = 1: 30

288 da = da + 1;

289 Cl.fecha(da,1l) = 1i;
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290

291

292

293

294

295

297

298

299

300

302

303

304

305

306

307

308

309

310

311

312

313

314

315

316

317

318

319

320

321

322

323

324

325

327

328

329

330

Cl.fecha(da,2) =

end
end
end
end
end
730

for d_an =1

if Cl.fecha(d_an,1)
Cl.dia_inicial = d_an;

end

if mO > mf

if d_an > 365 && Cl.fecha(d_an,1)

m0 && Cl.fecha(d_an,2) =

d0 && d_an < 366

== mf && Cl.fecha(d_an, 2)

== df
Cl.dia_final = d_an;
end
else
if Af ==
if Cl.fecha(d_an,1l) == mf && Cl.fecha(d_an,2) == df &&
d_an > 365
Cl.dia_final = d_an;
end
else
if Cl.fecha(d_an,1l) == mf && Cl.fecha(d_an,2) == df &&
d_an < 365
Cl.dia_final = d_an;
end
end
end
end
Cl.lapso = Cl.dia_final - Cl.dia_inicial;

if I.inc_dias_rd < 10
T = I.inc_dias_rd;
Cl.n = floor(Cl.lapso/T);
else
T = 10;
Cl.n = floor(Cl.lapso/T);

end
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331

333

334

335

336

338

339

340

341

342

343

344

345

347

348

349

350

351

352

353

354

355

356

357

358

359

360

361

362

363

365

366

367

368

369

370

371

372

373

Cl.tiempos = zeros(Cl.n + 1);
Cl.dmm = [ 31 28 31 30 31 30 31 31 30 31 30 31 71;

for g = 0:Cl.n
Cl.tiempos(g+l) = Cl.dia_inicial + gxT;

end

Cl.clima_kpa = zeros(Cl.n + 1);

for 1 = 1:Cl.n + 1
Cl.clima_kpa (i) = 2696 — 829.7+cos((2xpi/365)*Cl.tiempos (i))
1718.8*sin((2+«pi/365)*Cl.tiempos (i));

end

end

function K = rigidez (T,D_x,D_y)
%funcion para crear la matriz de rigidez
%valores predeterminados
if nargin ==
D_yv = D_x;

elseif nargin<2

D_x = .001; %cm2/s
D_y = .001; %cm2/s

end

%creacion de la matriz K
K = zeros(length(T.grados), length(T.grados));
D= [D_x 0; 0 D_yl;

for e = 1:T.Nt

%para el nodo i
Xi = T.Nodos(T.Elementos(e,1),1);
Yi = T.Nodos(T.Elementos(e,1),2);

%para el nodo J
Xj = T.Nodos(T.Elementos(e,2),1);
Y] T.Nodos (T.Elementos (e, 2),2);

%para el nodo k
Xk = T.Nodos (T.Elementos(e,3),1);
Yk = T.Nodos (T.Elementos(e,3),2);
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374

375

376

377

378

379

380

381

382

383

384

385

386

387

388

389

390

391

392

393

394

395

396

397

398

399

400

401

402

403

404

405

407

408

409

410

411

412

413

414

415

%elementos de la matriz
bi =Yj - Yk;
bj = Yk - Yi;
bk = Yi - Y3j;

ci = - (X3 - Xk);
cj = —(Xk - Xi);
ck = —(Xi - X3j);

%area del elemento

Area = AreaT(Xi,Yi,Xj,Y]j,Xk,Yk);

gmatriz B
B = [bi bj bk; ci cj ckl*(1/(2*Area));

gmatriz local de rigidez
k1l = (B')«Dx* (B) xArea;

%armado de la matriz de rigidez global
for n = 1:3
for m = 1:3

K(T.grados (T.Elementos(e,n)),T.grados (T.Elementos (e, m)))

K(T.grados (T.Elementos(e,n)),T.grados (T.Elementos (e, m)))

+ k1l (n,m);
end

end

end

end
function A = AreaT(x1,vy1l,x2,v2,x3,y3)
$funcion para el area de un triangulo

A = (1/2)xabs ((x1*y2+x2xy3+x3xy1l-x1+y3-x2+yl-x3xy2));

end

%funcion utilizada en rigidez

function C = Capacitancia(T,Rho_d,c)

$funcion para crear la matriz de capacitancia

%creacion de la matriz C

C = zeros(length(T.grados), length(T.grados));
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416

417

418

419

420

421

422

423

424

425

426

427

428

429

430

431

432

433

434

435

436

437

438

439

440

441

442

443

444

445

446

447

448

449

450

451

452

453

454

455

456

for

e = 1:T.Nt

%para el nodo i
Xi = T.Nodos (T.Elementos(e,1),1);
Yi = T.Nodos (T.Elementos(e,1),2);
%para el nodo J
Xj = T.Nodos (T.Elementos(e,2),1);
Yj = T.Nodos (T.Elementos(e,2),2);
%para el nodo k
Xk = T.Nodos(T.Elementos(e,3),1);
Yk = T.Nodos(T.Elementos (e, 3),2);
%area del elemento
Area = AreaT (Xi,Yi,Xj,Y3j,Xk,Yk);
$lamda (donde c es la humedad caracteristica, pendiente de la curva
%$caracteristica).
R = (AreaxcxRho_d)/12;
gmatriz B
B=1[211;1 2 1; 1 1 2]1+*R;
%armado de la matriz de capacitancia global
for n = 1:3
for m = 1:3
C(T.grados(T.Elementos(e,n)),T.grados (T.Elementos (e, m)))
C(T.grados(T.Elementos(e,n)),T.grados (T.Elementos (e, m)))
+ B(n,m);
end
end
end
end
function Dist_inicio = Distribucion_inicial (T, mO0)
B = Ajuste_dist_en_m0 (m0);
y = 0:T.dy:T.1_vy;
Dist_inicio = zeros(T.Nv,1);
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457
458 Distl = B.Bxexp (B.ax*y);
459

460 gl = 1;

61 g2 = 1;

462

463 for w = 1:T.n_y + 1

464 for a = 1:T.n_x + 1

465 Dist_inicio(gl,1l) = Distl (g2);
466 gl = gl + 1;

467 end

468 g2 = g2 + 1;

469 end

470

471 end

472

473 function B = Ajuste_dist_en_m0 (m0)

474

475 SEsta es la base de datos experimentales

476 Datos_experimentales = [1352 6001 105 3451 2853 2484 2193 2231 3263
4082 14147 45065 48508 49736;

477 150 1010 2269 2825 2657 2040 2196 2363 2281 2228 14731 14331 11125
25146;

478 2133 1002 1858 2935 3266 2964 2687 3127 2964 4564 7788 23535 30150
18988;

479 229 3978 4597 3914 2297 2135 1759 1675 4750 14554 10683 19491 33778
48947;

480 229 3978 4597 3914 2297 2135 1759 1675 4750 14554 10683 19491 33778
48947;

481 83 257 423 2688 3396 3208 3184 2825 3396 4411 9097 25631 34655 32579;

482 211 289 594 2140 3133 3216 3268 2917 4057 12564 10417 14289 24960
35498;

483 153 365 511 3020 3623 3892 3131 3143 3148 5252 9724 23191 23191 50739;

484 125 479 1153 3078 3536 3252 3131 3143 3152 3439 7204 32739 39482 24218;

485 218 1347 2155 3145 3216 3188 2943 2530 2977 4049 44002 53690 54195
42687;

486 550 1024 1538 2007 2342 2360 3369 2728 4466 4407 30641 37284 28595
55801;

487 550 1024 1538 2007 2342 2360 3369 2728 4466 4407 30641 37284 28595
5580117;

488

489 Profundidades a las que se tomaron las distintas medidas en campo

4900 x = [0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550 600 6507;

491 %Datos seleccionados segun el mes inicial
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492

494

495

496

497

498

499

500

501

503

504

505

506

508

509

510

511

512

513

514

515

516

517

518

519

520

521

522

523

524

525

527

528

529

Datos_experimentales (m0, :);

=
Il

=]
Il

length (y);

FAjuste de minimos cuadrados para una funcion exponencial, si se
tienen datos con una distinta

S$tendencia es necesario cambiar el tipo de ajuste.

X2 = x."2;

InY = log(y);

X1lnY = x.*x1lnY;

B.a = (n*sum(X1lnY) - sum(x)*sum(lnY))/ (nxsum(X2)—-(sum(x))"2);

B.1nB = (sum(X2)xsum(lnY) — sum(X1lnY)s*sum(x))/ (nxsum(X2) - (sum(x))"2);

B.B = exp(B.1nB);

end

function fl1 = Fuente_fecha (Ft,Cl)

Funcion para identificar tiempo de activacion y desactivacion de
la fuente

for d_an =1 : 730

if Ft.Af ==
if Cl.fecha(d_an,1l) == Ft.mal0 && Cl.fecha(d_an,2) == Ft.dal
&& d_an > 365
fl.dia_inicial = d_an;
end
else
if Cl.fecha(d_an,1l) == Ft.mal0 && Cl.fecha(d_an,2) == Ft.dal
&& d_an < 366
fl.dia_inicial = d_an;
end
end
if Ft.ma0 > Ft.maf
if d_an > 365 && Cl.fecha(d_an,1l) == Ft.maf &&
Cl.fecha(d_an,2) == Ft.daf
fl.dia_final = d_an;
end
else
if Ft.Af == || Ft.Af == 3

if Cl.fecha(d_an,1l) == Ft.maf && Cl.fecha(d_an,2) ==
Ft.daf && d_an > 365
fl.dia_final = d_an;
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end

else
if Cl.fecha(d_an,1l) == Ft.maf && Cl.fecha(d_an,2) ==
Ft.daf && d_an < 365
fl.dia_final = d_an;
end
end
end
end
end
function F = Fuente_coord(Ft,T,F)

Funcion para identificar punto de activacion y desactivacion de la

fuente

N = T.Nodos;
Ax T.1_x/T.n_x;
Ay T.1. y/T.n_y;

% aso en el que la fuente esta ubicada en un nodo

if mod(Ft.x_f,Ax) == 0 && mod(Ft.y_£f,Ay) == 0
for i = 1:T.Nv
if N(i,1) == Ft.x_f && N(i,2) == Ft.y_f£
F(T.grados (i, 1),:) = 1;
end
end
else

% Caso en el que la fuente esta ubicada en un eje sin ser nodo
if mod(Ft.x_f,Ax) == || mod(Ft.y_£f,Ay) == 0
if mod(Ft.x_f,Ax) == 0

for i = 1:T.Nv
if N(i,1) == Ft.x_f && N(i,2) < Ft.y_f && N(i +
T.nx + 1,2) > Ft.y_£
F(T.grados(i,1),:) = 1;
F(T.grados(i + T.n_x + 1,1),:) = 1;
end

end

else
for 1 = 1:T.Nv
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if N(i,1) < Ft.x_f && N(i + 1,1) > Ft.x_f && N(i,2)
== Ft.y_*£f
F(T.grados (i,1),:) = 1;
F(T.grados(i + 1,1),:) = 1;
end
end
end
% Caso en el que la fuente esta ubicada dentro de un elemento
triangular
else
for i = 1:T.Nv
if N(i,1) < Ft.x_f && N(i + 1,1) > Ft.x_f && N(i,2) <
Ft.y_f && N(1i + T.n_x + 1,2) > Ft.y_f

At0 = AreaT(N(i,1),N(i,2),N(i + 1,1),N(1 + 1,2),N (i
+ T.n.x + 2,1),N(1 + T.n_x + 2,2));

Atl = AreaT(N(i,1),N(i,2),N(i + 1,1),N(1 +
1,2),Ft.x_f,Ft.y_1£);

At2 = AreaT(N(i + 1,1),N(1i + 1,2),N(i + T.n_x +
2,1),N(i + T.n_x + 2,2),Ft.x_f,Ft.y_£);

At3 = AreaT(N(i,1),N(i,2),N(i + T.n_.x + 2,1),N(i +
T.n.x + 2,2),Ft.x_f,Ft.y_1£);

At = Atl + At2 + At3;

if At0 == At
%La fuente esta dentro del elemento
i,i+1,i+T.n_x + 2
F(T.grados (i,1),:) = 1;
F(T.grados(i + 1,1),:) = 1;
F(T.grados(i + T.n_x + 2,:),1) = 1;
else
%La fuente esta dentro del elemento i,i+T.n_x +
1,i+T.n_x + 2
F(T.grados (i,1),:) = 1;
F(T.grados(i + T.n_x + 1,1),:)
F(T.grados(i + T.n_x + 2,1),:) = 1;

Il
=
~.

end
end

end

end

end
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end

function AR = graficarl(U,T,nt,I)

[

% Grafica y arregla los resultados de succion (U)
¥Arreglo
AR = zeros(T.n_y + 1, T.n_x + 1,nt);

[X,Y] = meshgrid(0:T.dx:T.1_x,T.1_y:-T.dy:0);

for 3 = 1l:nt

Q = reshape(U(:,3),T.n_x + 1,T.n_y + 1);
Aux_Q = Q';
R =20";
for e =1:T.n_y + 1
if mod(e,2) == 0
R(e,:) = Aux_Q(e,T.n_x +1:-1:1);
end
end
AR(:,:,73) = R;
end
figure (1)

subplot (2,4,1)

surf (X,Y,AR(:,:,1), 'FaceColor', "interp', 'FaceLighting', 'gouraud"')
colormap

view (2);

drawnow;

colorbar

caxis ([0 max(max(U))1);

title('Distribucion inicial de la succion');

subplot (2,4,2)

Cl = floor((nt)/8);

Cxl = floor((I.inc_dias_rd*nt)/8);

surf (X,Y,AR(:,:,Cl), 'FaceColor', "interp', 'FaceLighting', 'gouraud"')
view(2);

drawnow;

colorbar

caxis ([0 max(max(U))]1);

title(['Distribucion despues de ',num2str(Cxl),' dias']);
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subplot (2, 4, 3)

C2 = floor(2*nt/8);

Cx2 = floor (2+(I.inc_dias_rdx*nt)/8);

surf (X,Y,AR(:,:,C2), '"FaceColor', 'interp', 'FaceLighting', '"gouraud"')
view (2);

drawnow;

colorbar

caxis ([0 max (max(U))]1);

title(['Distribucion despues de ',num2str(Cx2),' dias']);

subplot (2,4, 4)

C3 = floor(3%nt/8);

Cx3 = floor (3*(I.inc_dias_rdx*nt)/8);

surf (X,Y,AR(:,:,C3), '"FaceColor', 'interp', 'FaceLighting', "gouraud"')
view (2);

drawnow;

colorbar

caxis ([0 max (max(U))]);

title(['Distribucion despues de ',num2str(Cx3),' dias'l);

subplot (2,4,5)

C4 = floor (4*nt/8);

Cx4 = floor (4% (I.inc_dias_rdxnt)/8);
surf(X,Y,AR(:,:,C4), '"FaceColor', 'interp', 'FaceLighting', "gouraud"')
view (2);

drawnow;

colorbar

caxis ([0 max (max(U))]1);

title(['Distribucion despues de ',num2str(Cx4),' dias']);

subplot (2,4, 6)

C5 = floor (5%nt/8);

Cx5 = floor (5% (I.inc_dias_rd*nt)/8);

surf (X,Y,AR(:,:,C5), '"FaceColor', '"interp', '"FaceLighting', "gouraud")
view (2);

drawnow;

colorbar

caxis ([0 max (max(U))]1);

title(['Distribucion despues de ',num2str(Cx5),"' dias']);
subplot (2,4,7)

C6 = floor(6*nt/8);
Cx6 = floor (6*(I.inc_dias_rdxnt)/8);
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surf (X,Y,AR(:, :,C6), 'FFaceColor',

view (2);
drawnow;
colorbar

caxis ([0 max (max (U))1);

title(['Distribucion despues de

subplot (2, 4, 8)

surf (X,Y,AR(:, :,nt), 'FaceColor',

view(2);
drawnow;
colorbar

caxis ([0 max (max (U))1);

title(['Distribucion despues de

end

'interp', 'FaceLighting', "gouraud')

', num2str (Cx6), ' dias']);

'interp', 'FaceLighting', "gouraud"')

', num2str (I.inc_dias_rdxnt), ' dias'])

4
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