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Tutroouccion

En afios recientes, el interés por la teoria de graficas se ha visto
incrementado por varios motivos: uno de ellos es la aplicacion que la teoria de
graficas tiene en algunas areas como fisica, quimica, ciencias de la comunicacion,
tecnologia computacional, ingenieria civil, ingenieria eléctrica, arquitectura,
genética, sicologia, sociologia, economia, antropologia y lingiiistica, entre otras;
otro es que esta altamente relacionada con ciertas ramas de la matematica como:
teoria de grupos, teoria de matrices, analisis numérico, probabilidad, topologia y
combinatoria. Ademas, como un modelo matematico para los sistemas que
involucran relaciones binarias.

Por todo la anterior surgid la inquietud de realizar un trabajo que
realacionara la teoria de graficas con alguna de las ramas de las matematicas antes
mencionadas y qué mejor que un isomorfismo entre graficas construidas con
elementos de teoria de grupos. En esta tesis eso es lo que se hace.

El presente trabajo consta de cuatro capitulos, en el capitulo I se presentan
conceptos generales de la teoria de graficas como: definicion de una grafica,
grafica dirigida, grafica bipartita, operaciones con graficas, entre otros.

El Capitulo II esta dedicado a la teoria de grupos; en €l se incluyen los
primeros resultados elementales, asi como el teorema de Cayley que dice que todo
grupo es isomorfo a algun subgrupo de S,; dando de esta forma significado al
estudio de las permutaciones, que es lo que se hace en el capitulo III.

Finalmente, en el capitulo IV utilizamos todos los conceptos desarrollados
en los tres capitulos anteriores para demostrar el isomorfismo entre dos graficas
que se obtienen a partir de Sq.



Capitulo 1. Teoria de Grdficas.

I Teoria de Grdficas.

En el siglo XVII la ciudad de Kénigsberg perteneciente a Prusia oriental,
estaba dividida en cuatro zonas por el rio Pregel. Dos zonas eran tierra firme y
las otras dos eran islas, una de ellas, la isla de Kneiphof. Siete puentes
comunicaban entre si las zonas. Las dos islas estaban unidas a tierra firme por
seis puentes y uno las unia entre si, como la ilustracion de la figura I.1.

Se cuenta que los habitantes destinaban paseos dominicales a recorrer
toda la ciudad, intentando cruzar exactamente una vez cada puente, pasando por
cada una de las cuatro zonas, ademas empezando y concluyendo el recorrido en
el mismo lugar; como nadie lo lograba surgio la inquietud sobre la factibilidad o
imposibilidad de hacerlo.

Tlerra
Rio Isla
r: Isla
Tierra
Fig. I.1.

En 1736 el matematico suizo Leonhard Euler (1707-1783) elabor6 un
modelo matematico de este problema en el cual reemplazé por un punto cada una
de las zonas de tierra y por una recta cada uno de los puentes, dando lugar a una
grafica como la que mostramos en la figura 1.2. Este modelo es considerado
como el inicio de la Teoria de Graficas.
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Euler demostré ante la Academia Rusa de San Petersburgo que el
recorrido no era posible. El razonamiento que present6 decia que cada vez que
se pasa por un punto de la grafica se entra por una linea y se sale por otra, el
punto que es considerado el inicio del recorrido debera tener una linea por la cual
empezar y otra para concluir en ese punto el recorrido, por lo que el numero de
lineas que debera tener cada punto sera un nimero par.

Fig. 1.2.

Definimos una grdfica G (V, X) como un conjunto finito V no vacio de
puntos llamados vértices y una coleccion X de pares no ordenados de puntos de
V llamados aristas; por lo tanto una arista queda determinada por sus vértices.

Si los puntos A y B forman una arista, como una manera de expresarlo,
decimos que dicha arista une los puntos A y B.

A dos o mas aristas que tengan los mismos vértices les llamamos aristas
multiples. Si los vértices de una arista son el mismo punto, la arista se llama
lazo.

Decimos que dos vértices son adyacentes si forman una arista, dos
aristas son adyacentes si tienen un vértice en comin, y un vértice y una arista
inciden si dicho vértice es uno de los que forman la arista.
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A manera de ejemplo consideramos el conjunto de vértices cuyos
elementos son A, B, C y D y la coleccion de pares no ordenados AC, AC,
AB.AB, CD, AD y BD que forman una grafica. En ella tenemos cuatro vértices y
siete aristas, a una de las aristas AC la denotamos como a, a la otra arista AC la
denotamos como e, a una de las aristas AB la denotamos como d, a la arista AD
la denotamos como g, y a la arista BD como c.

La figura 1.2 es una ilustracién del ejemplo. En ella podemos ver que los
vértices C y D son adyacentes, que ¢ y d son aristas adyacentes y que la arista ¢
y el vértice D inciden.

En el parrafo anterior hemos dicho que la figura 1.2 es una ilustracion de
la grafica. En adelante a las ilustraciones de las graficas les llamaremos
simplemente graficas.

Cuando en una grafica no aparecen lazos ni aristas multiples la llamamos
grdfica simple.

Para toda grafica G(V, X) y paratodo v € V, el grado del vértice v es el
numero de aristas que inciden en él; se denota por grg (v). También al grado se
le denomina valencia.

Por ejemplo, los grados de cada uno de los vértices de la grafica que se
obtiene del problema de los puentes de Konigsberg, y que se ilustra en la figura

[.2 son: grg (A) =5y grs (B) = grs (C) = gre (D) = 3.

Si en una grafica las aristas se consideran como parejas ordenadas,
decimos que la grafica es dirigida. Asi si una arista v se considera como la
pareja (A,B) decimos que la arista esta dirigida de A a B; al vértice A le
llamamos origen o fuente y a B le llamamos término o vértice final. En la
ilustracion de la grafica dirigida pondremos flechas para indicar cuales vértices
son origen y cuales término. La figura 1.3 ilustra una grafica dirigida, en la que la
arista y es la pareja (u,w), donde u es fuente y w término.
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Fig. [.3.

Decimos que la grafica H(U, Y) es una subgrifica de G(V, X) si
Uc V y Y c X. Una grafica puede tener mas de una subgrafica.

Sean G(V, X) una graficay V' ¢ V. La subgrdfica de G inducida por V'
que denotamos <V"> es la subgrafica de G que resulta al quitar los vértices de V'
y las aristas que tienen algun vértice en V'.

Fig. 1.4.
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De forma analoga si G(V, X) es una graficay X' < X, la subgrdfica de G
inducida por X' que denotamos <X es la subgrafica de G que se obtiene
quitando a G las aristas de X' pero no sus vértices.

En la figura 1.4 H, es la subgrafica que resulta de quitar el vértice v, de
la grafica G y H, es la subgrafica que resulta de quitar la arista v, vs de la grafica
G.

Dos graficas son isomorfas, si existe una correspondencia biyectiva*
entre los conjuntos de vértices y al menos una correspondencia biyectiva entre
los conjuntos de aristas, tales que, conserven las adyacencias. Para denotar que
dos graficas G y H son isomorfas escribimos G = H.

Es interesante poder establecer si dos graficas son o no isomorfas.
Inicialmente al pensarse en este problema puede suponerse que basta conocer el
numero de vértices de cada una de las graficas y el niimero de aristas adyacentes
a cada uno de los vértices, sin embargo esta informacion no es suficiente para
determinar que las graficas sean isomorfas. Por ejemplo, en las graficas de la
figura 1.5, ambas tienen diez vértices y cada vértice tiene tres aristas adyacentes
y no son isomorfas.

Un invariante de una grafica G es un nimero que se le asocia a G y que
permanece fijo bajo isomorfismos. Como ejemplo consideremos:

*Ver capitulo 11
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1) el nimero de aristas de G.
i1) el nimero de vértices de G.

Los invariantes de las graficas nos ayudan a determinar cuando €stas no
son isomorfas.

Un camino en una grafica G es una secuencia alternante de vértices v; y
aristas x, de la forma vy, X,, Vi, « «  , Va1, X, Vo, €0 la que cada arista incide con
los vértices contiguos. La longitud de un camino es el namero de aristas que lo
forman. Un camino cerrado inicia y termina en el mismo vértice. Un ciclo es un
camino cerrado de la forma vy, X1, Va, « « « , Va, Xa, V1, donde v; # v, para toda
i #j. Cuando G es una grafica simple, se puede definir un camino dando sélo una
secuencia de vértices, por ejemplo en la grafica G de la figura L5
a,b, g i,d c, b, gesun camino de longitud 7y a, f,1,d, e, a es un ciclo de
longitud 5.

Un paseo en una grafica G es un camino en el que no se repiten aristas.
Un paseo se llama paseo cerrado si el vértice inicial coincide con el vértice final.
Por ejemplo, en la grafica H de la figura 1.5 q,r,s,t,y €s un paseoy
q,1,s,t,u, q esun paseo cerrado.

Una trayectoria, en una grafica G es un paseo en el que no se repiten
vértices. Por ejemplo q, v, W, T, s, X, ¥, Z, u es una trayectoria en la grafica H de
la figura 1.5. '

Una grafica G es completa si todo par de vértices son adyacentes. A una

grafica completa K con » vértices, la denotamos K,. Es facil ver que todas las
graficas completas con » vértices son isomorfas.

En la figura 1.6 mostramos las graficas K,, K;, K;, K., K, Ks.
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K1 Kz K3
K4 K5 KG
Fig. L.6.

Definimos el grado minimo de una grafica G, como el menor de los
grados de sus vértices y lo denotamos por 8(G). De manera analoga, definimos el
grado mdximo de G que denotamos A(G) como el mayor de los grados de sus
vértices. Una grafica k-regular, o de grado k, es aquella en la que todos los
vértices son de grado &.

Una grafica G(V, X) es bipartita, si existe una particion de V en dos
conjuntos V, y V., de forma que cada arista de G tenga un extremo en V, y el
otro en V,. Por ejemplo la grafica de la figura 1.7, es bipartita y la particion esta
formada por V, = { v, vs, vs} ¥ Vo= { v4, Vs, Vs}.

Una grafica G (X, V) es bipartita completa, si existe una particion
{ Vi, V,)} de V, tal que, cada vértice de V, es adyacente a todos los vértices de
V.. Estas graficas las denotamos por K, , donde n es la cardinalidad de V,y m

es la cardinalidad de V,. Un ejemplo es la grafica K;; de la figura 1.7.



Capitulo 1. Teoria de Grdficas.

v A Vs
\/ \Z \
K3,3

Fig. 1.7.

Una gréfica G es conexa si y solo si para cualquier par de vértices de G
existe una trayectoria que los una. Una grafica es no conexa si para al menos un
par de vértices no existe una trayectoria que los una. En la figura 1.8, la grafica
G es conexa, ya que existen trayectorias que unen a cada par de vértices; la
grafica H es no conexa, ya que no existe una trayectoria que una al vértice v, con
el vértice v,.

v,

Fig. 1.8.

Las componentes conexas de una grafica G son las subgraficas conexas de
G que no estan contenidas en ninguna otra subgrafica conexa de G. El numero de
componentes conexas de una grafica G lo denotamos por ¢(G). Por ejemplo, en
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las graficas de la figura 1.8, el nimero de componentes conexas de G es
¢(G) =1y de la grafica H es c(H) = 2.

Si G es una grafica simple, su complemento, que denotamos por G°, es
la grafica que consta del mismo conjunto de vértices que G, en donde, dos de

ellos son adyacentes si y solo si no lo son en G. En la figura 1.9 mostramos la
grafica G y su complemento.

v, v, \ v,
\. r
*v, \ V; *v,
C
G G

Fig. 1.9.

Sea G una grafica simple, la grdfica de lineas de G, que denotamos
L( G), es la grafica que tiene como vértices las aristas de G y dos vértices son
adyacentes en L( G ) si las aristas respectivas en G tienen un vértice en comun.
En la figura .10 mostramos la grafica K, y la grafica L( Ky ).

b
A b B d 7
a I‘ c
= e

K, LK)

Fig. [.10.

Si dos graficas simples G(Vi, Xi) y Gy(V,, Xz) son tales que ningun
vértice de V,esta en V, les llamamos grdficas ajenas.
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Sean G,(V,, X)) v Gx(V,, X,) dos graficas ajenas, entonces la union de
Gicon G; que denotamos G, U G, es la grafica simple que tiene como vértices a
Vi U V, y su coleccién de aristas tiene a todas las aristas que estén en X, y
todas las que estén en X ,, coleccidén que denotamos X, U X,.

Sean G(V,, X)) y GV, X;) dos graficas ajenas, entonces la suma
G, + G, es la grafica simple que tiene a todos los vértices y a todas las aristas de
G: U G, y ademas tiene a todas las aristas que se forman al unir cada vértice de
V. con cada vértice de V..

En la figura ;11 se ilustran las graficas Gi, G,, G, v G, y G; + Ga.

\ v A
ll1 ¢ lll * ll1
dvz gvz Y
u, u, u,
I\ I\ \A
G, G, GV G, G,+G,
Fig. I.11.

Sean G,(V,, X)) y GAV,, X;) dos graficas ajenas. Entonces el producto
de G con G; que denotamos G, x G, tiene como conjunto de vérticesa V,x V;
y dos vértices u = (u, u;) y v = (v, v») que pertenecen a V; x V,, son adyacentes
en G, x G, siuy=v, y wady v 6 u; =v, y uwady v;. En la figura 1.12 se
ilustran las graficas G,, G, y el producto G, x G..

10
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lll (un uz) ( uv Vz) (un VV:)
u2 VZ w2
[ = & . ]
Y vou) (%, v) (v, W,)
G, G, G xG,
Fig. 1.12.

La composicién de dos graficas ajenas Gi(Vi, X1) y GuV2, X3), que
denotamos G,[G;] tiene como conjunto de vértices Vix V, y (u, u) es
adyacente con (vi, v2), si u; ady v; 0 w,= v, y w,ady v,. Consideramos las mismas
graficas G,y G de la figura .12 para ilustrar a Gi[G,] y a G3[G:] en la figura
[.13. '

| (u,u) (u,v)
(ul’ uz) (ul’ Vz) (ul’ WZ)
(v,,u,) Vo> V1)
(Vl’uz) (VI’VZ) (Vl’wz) (wz,ul) W, v)
G [G.] GIG]
Fig. [.13.

11
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II. Teoria de Grupos.

Recordaremos primero algunos conceptos relativos a conjuntos y a
funciones. Sean S y T conjuntos, una funcion f de S en T es una regla que a cada
elemento del conjunto S le asigna un tinico elemento del conjunto T. Al conjunto
S se le llama dominio de la funcién y al conjunto T contradominio. Una funcion
f con un dominio S y un contradominio T, se denota f: S > T .

Seant € Tys e S, para indicar que t es el elemento asociado a s,
mediante f, escribimos f (s) =ty f (s) le llamamos imagen de s bajo f.

Nos referiremos a continuacion a algunas funciones especiales.

Si una funcién tiene el mismo conjunto como dominio y contradominio
decimos que es una funcion definida en dicho conjunto. Asi si f: A — A,
decimos que f esta definida en A.

A la funcién que hace corresponder a cada elemento de S el mismo
elemento le llamamos funcion idéntica sobre S y la denotamos ;. Por lo que

I: S — S es la funcidn, para toda x € S, [(x) = x.

Una funcién f: S — T se llama inyectiva o uno a uno si dados dos
elementos cualesquiera distintos en S la regla f les asocia imagenes distintas en
T. Esto es, para cualquier s, y s, en S, si s, # s; entonces f( s1) # f( $2); en
forma equivalente, si f( s;) = f( s;) entonces s, = s,.

Una funcién f: S — T es suprayectiva o sobreyectiva si todo elemento
de T es imagen de por lo menos un elemento de S. Es decir, si paratodot € T
existe s € S tal que f(s)=t.

Una funcién f: S — T es biyectiva si es a la vez inyectiva y sobreyectiva.

12
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Seang: S > Ty f: T — U funciones, definimos la composicién de g
seguida de f como la funcion con dominio S y contradominio U que
denotamos por fog tal que f o g(s)= f(g(s)). Se hace notar que hemos

pedido que el contradominio de g, sea el dominio de f.

Una propiedad de la composicion de funciones es que satisface: si
hS>T, 2gT->U y f:U-> V, entonces fo(goh)=(f og)oh,yaque:

(f og) o h(s) = f o g(h(s)) = f (&(h(s)))
fo(goh)s) =f (goh(s))=f (g(h(s)).

Sea f: S— T una funcion. Sih: T —> Sestalque foh=Iryho f=1Is

entonces 4 es la inversa de f; a 4 también la denotamos f' y decimos que f es
invertible.

Se puede probar facilmente que una funcion f es invertible si y sélo si f
es biyectiva.

Antes de abordar el concepto de grupo consideremos el conjunto de
todas las funciones biyectivas definidas en un conjunto S, que denotamos A(S), y
la composicion de funciones como operacion definida en A(S).

A(S) con la composicion satisface:
a) Sif, g € A(S), entonces fog e A(S).
b) Para cualesquiera f, g, h € A(S), entonces (f o g) o h = fo (go h).
¢) Existe /; € A(S), tal que fo I =1 o f paratoda f € A(S).
d) Dada f € A(S), existe f' e A(S),talque fo f'= f'o f=1L.,

Si S es un conjunto finito con n elementos, A(S) recibe el nombre de
grupo simétrico de grado n'y se denota S,,.

13
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El niimero de elementos de A(S) depende del numero de elementos de S.
Asi, si S tiene n elementos A(S) tiene n! elementos. Para mostrarlo supongamos
que S={x,X,...,X,} Y fe A(S), entonces f puede asignar n imagenes
diferentes a x; y como f es inyectiva f( x; ) # f( x;); luego f puede asignar
n - 1 imagenes diferentes a x,, por ser f inyectiva puede asignar n - 2 imagenes
diferentes a x, y asi sucesivamente; por lo tanto, el numero de funciones
biyectivasde SenSes:n - 1)in-2)...1 =n!.

Ahora definimos lo que es un grupo: Un conjunto G con una operacion *
es un grupo, si satisface:

i) Sia, b e G,entoncesa *b € G.
Por esta propiedad decimos que G es cerrado respecto a la operacion *.

ii) Para cualesquiera a, b, c € G, tenemos que a * (b * c)=(a* b) *c.
A esta propiedad le llamamos la ley asociativa en G.

iii) Existe un elemento e € Gtalquea*e=e *a=a, paratodaa € G.
Al elemento e le llamamos elemento identidad.

iv) Para todo a € G existe un elemento b € Gtalquea*b=»b *a=e.
Al elemento b le llamamos inverso de a en Gy lo escribimos como a.

Un grupo G es abeliano o conmutativo si a * b = b * a para toda
a, b € G; es decir, si la operacion * es conmutativa.

Para facilitarnos la escritura de a*b, cuando no se preste a confusion, lo
expresamos simplemente como ab, a * le llamamos producto de G y al grupo
(G, *) lo denotamos por G.

Algunas de las propiedades de un grupo G son:

A) Su elemento identidad es unico.

14
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Mostramos que esto es cierto. Suponemos que e y k son elementos
identidad de G, es decir, para toda a € G, ae=ea=ay ak=ka=ay
concluimos que e =k. Esto es porque ek=e y ek=k y por consiguiente
e=cek=k.

B)i) Sia, b, c € Gyab=ac entonces b =c,
ii) Sia, b, c € Gy ba= ca entonces b = c.

Probamos i), b=eb= (a'a)b=a'(ab)=a' (ac)=(a' a)c =ec=c.
Analogamente se prueba ii).

C) Cada a e G tiene un inverso tnico a” € G.

Vemos que es cierto suponiendo 5, ¢ € G inversos de a € G,
entonces ab = ac, y por la propiedad anterior b = ¢ por lo que el inverso de a es
(nico. :

D)SiaeG,(@')' =a

Yaquesiae G, existea' € Gtalquea'a=eye=aa’ ademas existe
q
(@) eGtalquea'(a')' =ey(a')'a' =e,y porelincisoC, @y =a.

E) Para cualesquiera a, b € G, (ab)' =b" a’, ya que:

(ab)(b" aV) = ((ab)a’) a' = (a(bb™)) a' =(ae)a' =aa' =e.
(6" a' Yab)=a' ((ab)b") =a’ (a(bbM))=a'a=a" (ae)=e.

A un subconjunto no vacio H, de un grupo G, le llamamos subgrupo de
G. si H mismo forma un grupo relativo al producto de G. Es decir, dado H un
subconjunto de G no vacio es un subgrupo de G si y solo st H es cerrado con
respecto a la operacion de G y, dado a € H, entonces a' e H.

Decimos que un grupo G es finito si consta de un numero finito de
elementos. A este nimero de elementos de G le llamamos orden de G y lo
denotamos |G| o o(G). Si G consta de un nimero infinito de elementos,
entonces decimos que es de orden infinito.
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Capitulo 11. Teoria de Grupos.

Recordemos rapidamente las siguientes definiciones y el siguiente
resultado:

A una relacion ~ en un conjunto S le llamamos relacion de equivalencia
si satisface:

a) a~aparatoda a € S ( reflexividad)
b) Sia ~ b entonces b ~aparatodo a,b €S (simetria)
¢)Sia~by b~centonces a~cparatodoa, b, c € S (transitividad)

Si ~ es una relacion de equivalencia en un conjunto S 'y a € S, entonces
definimos la clase de a como { b € S | b~ a}, conjunto que denotamos [ 4].

Si ~ es una relacién de equivalencia en S, afirmamos que:
) S= Ugsld]
1) Si[a] # [b], entonces [a] N [b] = O.
i) [a] # & paratoda a € S

Para ver que 1) es cierto. Sea a € S, como a ~ a entonces a € [a] por lo
que entonces a € U, g [a]; entonces S © U, g [a] la contencidon U, s [a] € S
es clara.

Para mostrar que ii) es cierto suponemos [a] N [b] # &; sea
c € [a] N [b]; por la definicion de clase, ¢ ~a y ¢~ by por ser ~ relaciéon de
equivalencia a ~ b, sea d € [a] entonces a~d y d~ay como a ~ b se tiene que
d ~ b por lo que b ~ d de donde d € [b] y entonces [a] < [b], de forma analoga
[b] < [a], entonces [a] = [b].
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Capitulo I1. Teoria de Grupos.

En el caso de iii), sea a € S entonces a ~ a y por lo tanto a € [a] y
[a] # O, paratodaa € S.

Continuamos con nuestro desarrollo de teoria de grupos:

Sean G un grupo y H un subgrupo de G, definimos una relacion ~ en G
tal que para cualesquiera a, b € G a ~ b si ab' € H. Afirmamos que dicha
relacién es una relacién de equivalencia, ya que: es reflexiva por que si a € G,
entonces a ~a yaque aa'=e,ye € H; es simétrica porque si a ~ b, entonces
ab' e Hentonces (ab)' e H y (@ab))'=(®")'a' =ba'porloqueb~a.y
es transitiva por que @ ~ by b ~ c entonces a b' € Hy b ¢' € H, entonces
(@ab™)(bc') = ac'porloque ac' e H, entonces a ~ c.

La clase de a es:
[a] = {be G | abt e H }, lo que es lo mismo que
[a] = {be G | ab-1 =h e H }, luego

[al = {beG | b=haconh e H} =Ha
y le llamamos clase lateral derecha de H en G.

De manera analoga tenemos que:
aH ={be G| b=an
y le llamamos clase lateral izquierda de H en G.

TEOREMA DE LAGRANGE: Si G es un grupo finito y H es un
subgrupo de G, entonces el orden de H divide al orden de G.

Por la relacion de equivalencia que damos en parrafos anteriores tenemos
que: G = U,g [a], como G es finito y [a] = Ha = {ha |h e H}, entonces debe
de tener un numero finito de clases distintas. Sea k el niimero de clases distintas:
Ha,, Ha,, . . ., Ha;, entonces G = Hay U Ha U...VUHg y
Ha; N Ha; = O, si i # j. Para ver que Hag, tiene el mismo numero de
elementos que H; consideremos la aplicacion H — Ha; tal que i — ha; ésta es
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Capitulo 11. Teoria de Grupos.

una biyeccion, por lo que H y Hg; tienen el mismo numero de elementos. Por lo
que cada H a; tiene o(H) elementos, luego tenemos que o(G) = ko(H), entonces
o(H) divide a o(G).

Si G es un grupo finito y a € G, definimos el orden de a como el minimo
entero positivo n, tal que a” = e y lo denotamos o(a).

Sea G es un grupo y a € G, entonces H= { a” |m e Z} es un subgrupo
de G.

Mostramos que es cierto: si a5, a¢ € H donde s,f€ Z; entonces
asa =g+t porloqueastte Hycomoamal = gn+0 = g0+m=q0gn=qgm
paratodam € Zporlotantoa? = ey e € H;si o« Hentoncess € Z y
existe -s € Z, por lo tanto a € H y como as as=a5* (¥ = g0 =e entonces
a-s es el inverso de a°.

Llamamos al conjunto { am Im e Z} el subgrupo ciclico de G generado
por a y lo denotamos < a >; es facil ver que si G es finito entonces

o(--a>) = o(a).

Sean G y G' dos grupos; una funcién ¢ : G —> G' es un homomorfismo, si
¢ (ab) = ¢ (a) ¢ (b), para cualesquieraa, b € G.

Si un homomorfismo ¢ : G > G' es uno a uno, decimos que ¢ es un
monomorfismo.

Si un homomorfismo ¢ : G — G' estal que ¢ es sobre; es decir, si
¢ (G) = G', decimos que es un epimorfismo.

Si un homomorfismo ¢ : G — G' es tanto uno a uno como sobre decimos
que @ es un isomorfismo vy, asi se dice que G es isomorfo a G' y se denota por

G=dG.

Si ¢ es un homomorfismo de G en G', entonces
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i) (e)= e dondeeeselidénticode Gye'eldeG'.
i) (@' )= ¢ (a)' paratodaa e G.

Probamosi) ¢ (e)=¢ (ee)=¢ (e ) ¢ (e ) por lo que &' = ¢ (e ). Para i1)
tenemos €' =@ (e )=¢ (aa') =@ (@) (@' )porloque ¢ (a')=0¢ (a)".

Definimos la imagen de ¢ como: ¢ (G) = { ¢ (a) | a e G}, y la
denotamos como: L, ¢.

Afirmamos que la [, ¢ es un subgrupo de G'.

Es claro que I, ¢ # & ya que e € G lo que implica que
¢(e)=¢ el ¢ Seay, z e I, ¢ entonces existen a, b € G tal que ¢ (a) =y
y ¢ (b)) =z Seay e L, ¢ entonces existe a € G tal que ¢ (a) =y, como G es

grupo, existe a' e G yo (@' )=¢ (a)' =y porlo que y' € [, ¢.

Si ¢ es un homomorfismo de G en G', entonces el Kernel o nucleo de o,
que denotamos con K( ¢ ), lo definimos como K( ¢ ) = {ae G | o (a)=e¢e'}.

Decimos que el Kernel es un subgrupo de G.

Veamos que es cierto. Sean a, b € K( ¢ ), entonces
¢ (ab) = ¢ (@)p (b) = e'¢' = €' por lo que ab € K( ¢ ). Por otro lado si
acK(¢p),comoae Gexistea' e Gy ¢ (a')=¢ (a)'=e" =¢ porlo que

a' e K( ). Por tltimo como ¢ (e )= €' setiene que e € K( ¢ ).

Un subgrupo N de G es un subgrupo normal de G,si a'NacN,
para todo a € Gy lo denotamos NV G.

Es facil ver que sia' Na N para toda a € G, entoncesa' Na=N
para todaa € G.
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Afirmamos que N V G si y solo si toda clase lateral izquierda de N en G
es una clase lateral derecha de N en G.

Supongamos N V G, entonces a' N a = N para toda a € G; la clase
lateral derecha de N en G para ¢ € G es Na y se tiene
Na = (a a')(Na) =a(a' Na) = aN paratodaa € G.

Supongamos que una clase lateral derecha es clase lateral izquierda, es
decir, Nb = aN como a € aN se tiene que a € Nb, por lo que
Na c N(Nb)=(NN) b =N b entonces a' Na c N para toda a € G por lo que
N es normal en G.

Un teorema clasico en la teoria de grupos es el de Cayley. Aqui lo
enunciamos y demostramos.

TEOREMA DE CAYLEY: Todo grupo G es isomorfo a algun
subgrupo de A(S), para un S apropiado.

Sea G un grupo y como S escogemos el conjunto subyacente a G que
denotamos por G mismo. Sea a € G, definimos T,; G — G tal que
T (x) = ax, es claro que T, es biyectiva, ademas tenemos que:
(T,T(x) = TYT, x) = Tybx) = (ab)x = T,(x) por lo que definimos
o : G > AG) tal que ¢ (@ = T, para a € G, como
¢ (ab) = T, = T,T, = ¢ (a)¢ (b), entonces ¢ es un homomorfismo de G en
A(G).

Supongamos que ¢ (a) = ¢ (b), es decir T, = T,, entonces ax = bx para
toda x € G, entonces a = b por lo tanto ¢ es inyectiva.

La imagen de ¢ que es: ¢(G) = {T, € A(Q) laeG } es un subgrupo
de A(G) de esta manera G es isomorfo a un subgrupo de A(G).
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IIT. Permtdciones.

En este capitulo nos ocuparemos de los grupos de permutaciones que,
como vimos al final del capitulo anterior en el teorema de Cayley, son de suma
importancia y ademas haremos uso de ellos posteriormente.

Sean S = {X;, X2 ,» - ., Xa } Y como establecimos anteriormente
S, = A(S). A los elementos de S,, los llamamos permutaciones de n elementos,

por lo que si o es una permutacion de n elementos o € S,. Como 6 (x;) € S
para k=1,2,..., n, entonces o (X;) = X;, para algin i, 1<i, < n.

Como la permutacion o  es inyectiva, si j # k,  entonces
xl-j= c(Xj)*0 (X ) =X, > Por lo tanto, i, i,, . . ., I, son simplemente los

numeros 1, 2, . . ., n acomodados en algin orden y la accién de ¢ en S queda
determinada por la forma en que & asocia el j; correspondiente al subindice j de
x;, por lo que el simbolo x sale sobrando y para referimos a S bastaria con

referirnos unicamente a un conjunto de la forma { 1, 2, ..., n} al que llamamos
I

n.

Una forma clara para expresar una permutacion es hacer una tabla que
muestre como o asocia a los elementos de I,. Asi,si ¢ € S, es tal que

c()=i, 6(2)=i,...,c(n) =i, entonces a ¢ la describimos como:

1 2 - n
G:
| v i2 i

El siguiente ejemplo nos permite observar que no es necesario escribir
siempre el primer renglén de la tabla que representa una permutacién en el
orden 12...n,sino que es posible escribirlo en cualquier orden.
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(1 2 3 4] [4 1 3 2] E2 3 1 4)

G = =

2 4 1 3 3 2 1 4 4 1 2 3

La permutacion identidad es aquella en la que los dos

renglones de la tabla que la representa son iguales, es decir,
Id,(1)=1,Id,(2)=2,...,1d, (n)=n.

1 2 v R

Para ¢ = ( Jla permutacién inversa de o, que
i1 iz 1

denotamos o’ es:

Si ¢ y 1 son dos permutaciones de S,, a ¢ o T la denotamos 6 Ty le

llamamos producto, se realiza aplicando primero 1 y a este resultado se le aplica
o. Para obtener la tabla ¢ t primero se examina el numero » del primer renglon
de T y se ve que i, esta abajo de r en el segundo renglon de 1, después se

observa el lugar de i, en el primer rengléon de ¢ y se ve el nimero s que esta
abajo de i, en el segundo renglon de o y este ultimo niimero s es la imagen de r
respecto al producto o t.

A manera de ejemplo consideramos:

1 2 3 1 2 3
o= y T=
1 3 2 2 3 1

de acuerdo a lo anterior
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1 2 3 4 5
Consideremos el siguiente ejemplo, ¢ = ; en €l
2 3 1 5 4

observamos que 1 vaal 2,2 vaal 3,3 vaal 1y como 1 va al 2 se ha generado
una situacion ciclica; de igual manera 4 va al 5y 5 va al 4 es otra situacion
ciclica, lo que nos motiva a definir el concepto de k-ciclo como sigue.

Al arreglo ( | A le llamamos ciclo de
orden k o0 k-ciclo. Determina la  permutacion o
c(i)=ipo()=i3...,6(,) =k o(@)=1i y o ()=, para toda
jel, j#i,eoo, .

En el caso particular de que k = 2, al arreglo ( 4 i, ) le llamamos
transposicion.

Dados un k-ciclo y un m-ciclo, decimos que son ajenos o disjuntos si no
tienen ningtn elemento en comun. Por ejemplo, (12 3 )y (4 5) son dos ciclos
ajenos.

Afirmamos que si la permutacion ¢ € S, es un k-ciclo, entonces el orden
de o esk.

Para mostrarlo suponemos que o es el k-ciclo de S, igual a
(i, I, .« . . i ),entonces o (i) = ¢* ' (i)=c"(i)=...=c(i)= i.
Y asi para todo i, 6% (i) =i,porloquec* =eyo’=epara0<s<k.

Para un k-ciclo ¢ = (& i . . . § ) tenemos que:

c=( i o(i) o2(i)...ck-1(i)) porlo que le llamamos el k- ciclo
determinado por iy.
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Necesitamos de la siguiente proposicion. Sean o, 6, € S,, suponemos
que se tiene T,c [, T,c I, con T\ T, = O, tales que o, deja fijoa I, - T, es
decir, solo actia en T; y o, deja fijo a [, - T,, es decir, solo actia en T,,
entonces o 0, = G, O].

Para probarla decimos que si i € Ty, entonces o, 65(i) = o©1(}) ¥y
o, 6,(i) = oy(i) ya que o,(i) ¢ T, Andlogamente sii € T, entonces
61 (i) = 6y(i) y ©, 6,()) = 05(i) ya que o(i) ¢ Ty. Sij; € I, - (T\V Ty),
entonces 6| 6,(1) =i, y 0, (i) =i y por lo tanto 6, 6, = 5, G}.

Ahora afirmaremos que toda permutacion en S, es el producto de ciclos
ajenos.

Para mostrarlo consideremos a ¢ € S, y tomamos a T, un k-ciclo
determinado por i, y a 1, un /-ciclo determinado por i,, donde i, es el primer
elemento de I, que no aparece en T, por lo que T, y T, SOn ajenos; T3 €s
un m- ciclo determinado por algun elemento de I,, que no aparezcaen T,y en 1,
por lo que 1, T, Y T3 son ajenos y este proceso termina hasta llegar a una T,
determinada por el primer elemento que no aparezca en T; T T3...T,.,. Por

lo que T, T, 75 . . . T, es el producto de ciclos ajenosy 6 =1y 1, 73... T

1 2 3 4 5 6 7 8 9
€s una

2 8 1 4 5 9 6 3 7

permutacion de Sy que tiene como ciclos a: (1 2 8 3), (4), (5) y (6 9 7), luego ©
se expresa como el producto (1 2 8 3)(4)(5)(6 9 7).

Por ejemplo, o = [

Convenimos que al expresar una permutacion como el producto de ciclos
ajenos, se omiten todos los ciclos de orden uno, asi, en el ejemplo anterior la
permutacion se expresa como: ¢ = (12 8 3)(6 9 7).
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Decimos que si ¢ € S, es una permutacion que tiene una descomposicion
en k-ciclos ajenos de longitudes m;, m,,. .., m;, entonces el orden de o esel
minimo comun multiplo de my, my,. .., m.

Lo mostramos para el caso en que ¢ = T; T,, donde 1, y T, son ajenos;
suponemos a T, un m-ciclo y a T, un m,- ciclo; entonces & es el producto
de ciclos ajenos de ordenes m; y m,; si el orden de o es k, entonces es
facil por los parrafos anteriores que of = ( T, T, = 71/%¥ 1, = e. Entonces
T¥=e=1,¢y por el teorema de Lagrange mll k'y m, Ik; por lo tanto, si
m es el minimo comin multiplo de m;m,, entonces m divide a k por lo
que m < k; ademas si mes el minimo comun multiplo de m;y m,, entonces
o™ = (T T)" = 11y =e porloque m=k; por lo tanto m =k.

Afirmamos que toda permutacién en S, es el producto de
transposiciones.

En parrafos anteriores vimos que toda permutacion es el producto
de ciclos ajenos y si ( i i ... 14 ) es un k-ciclo, entonces
(hbyeoaiy)= (b i) 4y dgy).eoo( B i, ), por lo que todo k-ciclo es
producto de k transposiciones, si £ > 1.

En el siguiente ejemplo observamos que este producto se puede realizar
de varias formas, no de forma timica. (1 23 ) =(13 }(12) vy
(123)=(32)13).

Decimos que si T, T, son transposiciones en S, para n = 3, entonces
T, T, es un 3-ciclo o bien el producto de dos 3-ciclos.

Para mostrarlo es necesario separar en tres casos:
10.Caso: Suponemos que T, = T, , tal que 7t = ( i} i, ) = T1,, entonces

Ut =L L) i)=Y =e
y e es el producto de dos 3-ciclos, por ejemplo e =(123)(3 2 1)
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20.Caso: Suponemos T,y T,, talesque t,=(ij i)y T,=(1ii3) con
12 *= i3, entonces T T = ( il iz ) ( il i3 ) = ( il i3 12 ) es un 3'CiClO.

3o.Caso: Suponemos T; y T,, tales que 7;,=(i1 i) y T,=(i3i4) con
{il,iz}m { i3, i4 } zg,entoncestl'tz:(il 12)(13 l4)=(ll 1412)(11 i4i3) €S
el producto de dos 3-ciclos.

Procedemos ahora a dar unas definiciones que nos serviran
posteriormente.

1 2 . n
Sea o € S, tal que, ¢ = , entonces
o) o2) - o

decimos que & (i), ¢ (/) forman una inversicn sii<j y o (i) > o ()).

Una permutacion ¢ € S, es par si el numero de inversiones en
6 (1), 6 (2),...,0(n)espar.

Una permutaciéon ¢ € S, es impar si el nimero de inversiones en
6 (1), 6 (2),...,0 (n)es impar.

1 2 3 4 5
es una permutacion de Ssen la

Por ejemplo, =(
5 3 4 1 2

que:
o (2) = 3 forma inversion con ¢ (1) =5
o (3) =4 forma mversion conc (1) =5
o (4) = 1 forma inversién con 6 (1) =5
o (5) = 2 forma inversion con 6 (1) =5
o (4) = 1 forma inversién con ¢ (2) =3
o (5) =2 forma inversién con o (2) =3
o (4) = 1 forma inversién con o (3) =4
o (5) =2 forma inversion con o (3) =4
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lo que nos da un total de ocho inversiones y por lo tanto, la permutacion ¢ es
par.

Aseveramos que si T es una permutacion obtenida de la permutacién o
mediante el intercambio de dos niimeros, entonces o y 7 tienen distinta paridad.

Para mostrarlo separamos en dos casos:
I*". Caso: Si los numeros que se intercambian son consecutivos.

Sean ¢ y t dos permutaciones de S,, tales que T se obtuvo de
intercambiar a ¢ dos nimeros consecutivos, asi:

[1 2 i i+1 n
°- o) o) - o@) o@i+l) - o(n)]y

1 2 - i i+1 - n
T__—

], entonces las parejas
ol) o2) - o@+l) o@) - o(n)

de nimeros que forman inversion en o, también la forman en T, excepto o (i )y
c(i+1).Sioc (i), o(i+ 1)no forman inversion en o, en T si la forman e
inversamente. Por esto, el nimero de inversiones en ¢ aumenta o disminuye en 1
al pasar a 1. Es decir, si ¢ tiene 7 inversiones, entonces t tiene ¥ + 1 o r - 1
inversiones y por lo tanto, la paridad de oy de 1 es distinta.

20. Caso: Si los nimeros que se intercambian estan separados s lugares.

[1 2 4 e r+s e n]
Sea o = una
o) 6@2) - o(r) - o(rts) - o(n)

permutacion en S, entonces podemos obtener &' haciendo s intercambios de
numeros consecutivos, cambiando ¢ ( 7 ) por cada uno de su derecha hasta llegar

[ 1 2 V4 coe r+s o nJ
a ¢ = y después
ol) o2y - o@r+l) - oa(r)y - 0o(n)
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haciendo s -1 intercambios de niimeros consecutivos, cambiando o ( 7 + 5 ) que
esta a la izquierda de o ( r ), con cada uno de los anteriores hasta llegar a

[ ]. 2 ‘oo I 4 e yr+s ‘e n ]
c = . Por lo que
0’(1) 0’(2) 0’(r+s) O'(r) O-(n)

pasamos de o a 1t con 2s - 1 intercambios de nimeros consecutivos y la paridad
cambia.

Es facil ver por los parrafos anteriores que si ¢ es una permutacion de
S,y T una transposicion en S, entonces ¢y to tienen distinta paridad.

El producto de m transposiciones es par si y sOlo si m es par.
Analogamente, el producto de m transposiciones es impar si y solo si m es
impar.

Obviamente, por todo lo anterior,  la permutacion identidad es par, pues
hay cero inversiones; entonces T, es impar; T, T; €S par; T3 T, T €S impar y asi

sucesivamente.

Entonces tenemos el siguiente resultado: una permutacion es par si 'y se le
puede escribir como el producto de un numero par de transposiciones.

Al conjunto de todas las permutaciones pares, que denotamos A,, le
llamamos grupo alternante de grado n y es un subgrupo de S,,.

Afirmamos que A, es un subgrupo normal de S,,.
Para mostrarlo seac € A,y p € S, entonces p y p -! son de la misma

paridad y como o es una permutacion par tenemos que p -lo p es par y por lo
tanto esta en A,,.
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IV, Una Aplicacion de la Teoria de Grificas en Teoria e
Grupos.

En este capitulo mostraremos una aplicacion interesante de la teoria de
graficas en teoria de grupos. Es el isomorfismo entre dos graficas construidas
con elementos de la teoria de grupos.

Sabemos, por el capitulo anterior, que S, es el grupo de permutaciones de
Is={1,2,3,4, 5, 6}. Denominamos con T el conjunto de elementos de orden
dos S, y definimos una grafica, que denominamos T, como la que tiene por
vértices los elementos del conjunto T y ademas dos vértices son adyacentes si su
producto es de orden tres.

A partir de la grafica T obtenemos tres subgraficas, que llamamos G;, G, y
G;; donde G, tiene como vértices al conjunto de transposiciones, G tiene como
vértices el producto de dos transposiciones ajenas y Gs tiene como vértices al
producto de tres transposiciones ajenas.

Diremos que { ( X, y) | x,y el } son los vértices de G, y dos vértices

son adyacentes si son de la forma (x y), (x z), con y # z. Es facil mostrarlo ya
que su producto (x y)(x z) = (x zy) es de orden tres y el producto de los vértices
que no son de esta forma es de orden dos.

Afirmamos que {(Wx )y z) | w,Xx,y,z € Is}, con todos distintos
entre si, son los vértices de G, y dos vértices son adyacentes si tienen alguna de
las siguientes formas:

i) uv)(wx) y (uv)wy) con Xy O
i)uv)(wx) y (uy)wz)con vy y X#zZ

Evidentemente ambos productos son de orden tres y ademas el producto
de vértices que no tienen estas formas no son de orden tres.
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En G, {uv(wx)yz) | w,v,w,X,¥,z € I}, con todos distintos
entre si, son sus vértices y dos vértices son adyacentes si son de la forma
(uv)(wx)(y z) y (uw)(vy)x z). Es facil ver que su producto es de orden tres
y que si no tienen esta forma, entonces su producto no es de orden tres.

Inmediatamente se ve que si tomamos un vértice de G; y uno de G,
entonces su producto no es de orden tres, lo mismo sucede si tomamos uno de G;
y uno de G;; también el producto de un vértice de G; con uno de G; no es de
orden tres.

Por lo anterior, las graficas G,, G, y G; son subgraficas ajenas y
T = G1 U Gz U G3. ’

La idea central de este capitulo es probar que la grafica G, es isomorfa a
la grafica Gs, es decir, G = G.

Para probarlo emplearemos la grafica L ( K¢ ), que como vimos en el
capitulo I es la grafica de aristas de K¢, donde dos vértices son adyacentes en
L ( K¢ ) si las aristas de K tienen un vértice en comin.

Primero probaremos que G, = L ( K¢ ) y posteriormente probaremos que
G:; =L (K¢ ) y por lo tanto G, = Gs.

Para probar que G, = L ( K¢ ) suponemos a K¢ la grafica con vértices
{a,b,c,d e f}yconaristas {{x,y} | x,y e {a,b,c,d,e,f} conx=y} Por
parrafos anteriores los vértices de L ( K¢ ) son de la forma {x, y} y dos de ellos
son adyacentes si son de la forma {x, y}, {x, w} cony # w. La correspondencia
dada entre los vértices de L ( K¢ ) vy los de Gy, es decir, {x, y} = (xy) es
biyectiva y preserva adyacencias; por lo tanto G, =L ( K ).

Para probar que G, = L ( K¢ ) consideremos a K¢ la grafica con vértices
{a,, a5, @3, by, by, by } 'y ademas a los quince vértices de la grafica L ( Kg ) los
clasificamos en tres tipos.
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Capitulo IV. Aplicacion.

a, as by bs
d, d, a, as bl b2 b2 b3
tipo 1 tipo 2
a; bl a; b2 a, b3
a; b, a, b; as b,
a; b; a, b, a b,
tipo 3

En esta clasificacion observamos lo siguiente: los tres vértices del tipo 1
son adyacentes, es decir tenemos a K3, al igual que los del tipo 2 y ademas entre
los vértices del tipo 1 y los del tipo 2 no existen adyacencias. También
observamos que cada vértice del tipo 3 es adyacente con cuatro vértices que no
estan en el mismo renglén y columna que él y ademas cada uno es adyacente con
dos vértices del tipo 1 y con dos del tipo 2.

Describiremos a continuacion la grafica G; de tal manera que un
isomorfismo entre ella y la grafica L ( K¢ ) que acabamos de ilustrar resulte
evidente.

SeanC = {1,2,3} y C' = {4,5, 6}, identificamos los seis siguientes

vértices de G5 con las seis funciones biyectivas de C en C' en la manera
siguiente:
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Capitulo IV. Aplicacion.

f=AH25H36) [ =(16(24)35) f=1526)34H

1 ) 1 ) 1 )
2 ® 2 o 2 o
3 ) 3 ) 3 )

4 5 6 4 5 6 4 5 6

g=014)26)35) =(15)24)3 6) g=(16)25)34)
1 & 3

1 [ ) 1 o 1 )
2 ) 2 ) 2 )
3 ® 3 ) 3 )

4 5 6 4 5 6 4 5 6

Los tres primeros vértices fi, /> ¥ f;, que llamamos funciones pares, seran
los del tipo 1 y los vértices g1, & Y & que llamamos funciones impares, seran los
del tipo 2. Observemos que:

hAbhfA=hRAlf=f HALEA=LAf=hA LALA=LLL=H
818281 =888 = &3 88881878 Y £288 =& 88 =81

Asi, adoptamos la notacion

f=fink L=AnL, fi=fAf,
SH=g1N &, 2= 81N\ &3, 1= &2 N &s.
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Capitulo IV. Aplicacion.

Tomando en cuenta que, por definicion dos vértices de G; son adyacentes
si no tienen una fransposicion comin, la parte de la grafica G, restringida a estos
seis vértices es

I K EINE;

I, LT ENE, 8,85
tipo 1 tipo 1

y los tres vértices del tipo 1, al igual que los del tipo 2, son adyacentes dos a dos,
mientras que los del tipo 1 no son adyacentes con los del tipo 2. Aqui vemos, por
lo pronto parte del isomorfismo de G; con L ( K¢ ):

.al a; .bl b3

.al (253 .a2 das .bl b2 .bz b3

tipo 1 tipo 2

Pasemos ahora al analisis de los nueve restantes vértices de G, para
compararlos con los de L ( Ky ).

A cada punto (a,b) del producto cartesiano C x C' asociamos un vértice de
G, como sigue: sea C - {a} = {c, d} y C' - {b} = {e, f}, entonces a (a,b) le
asociamos el vértice (a b) (¢ d) (e f) de G;. Por ejemplo a (1, 4) le asociamos
(1 )2 3) (5 6); a (2, 6) le asociamos (2 6)(1 3)(4 5); a (3, 4) le asociamos
(34)(12)(56), etc.

Observamos ahora que cada punto de C x C' esta exactamente en una f; y
exactamente en una g. Por ejemplo, (1, 4) estd en f; y en gi; de hecho es
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Capitulo 1V, Aplicacion.,

fi N g1; es la transposicion comin (1 4). Por ejemplo también, (2, 6) es f; N g1.
De esta manera, los nueve vértices restantes de G; que llamaremos del tipo 3 los
podemos escribir asi:

hing LN fangs

hng fing fing

LNg hng fing
tipo 3

Esto nos da la correspondencia con los nueve vértices del tipo 3 de
L (Kg).

a b1 as b2 a, b3

d, bz dy b3 ds bl

as b3 d; bl a b2
tipo 3

Finalmente, es directo comprobar que:

1.- Cada vértice del tipo 3 de G,, al igual de lo que ocurre en L ( K¢ ), es
adyacente exactamente con los cuatro vértices que no estan en el mismo renglon
ni en la misma columna que €l. Es decir f; N g; es adyacente con los cuatro
vértices f, N g, con F# I, s # .

2.- Todo vértice del tipo 3, f; N g, como también ocurre en L( K ), es adyacente
con los dos vértices f; A £, del primer tipo y con los dos vértices gs A g; del tipo 2.
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Capitulo IV, Aplicacion.

Con esto queda demostrado el isomorfismo de G; y L (K¢ ). Y, como ya
sabemos G, es también isomorfo a la grafica de aristas de L ( K ). Por lo tanto
las graficas G, y G; son isomorfas.
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