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Introduccion

El problema de enviar un flujo de un articulo dado en una red, conocido en la literatura como el

Problema de Flujo, es un tema muy estudiado v de hecho forma parte del temario de la materia de
Analisis de Redes. Existen varios algoritmos. que ademas de ser eficaces para resolver el prob?ema,
estudian las propiedades del problema y c6mo tomar ventaja de ellas. Ejemplo de estgs algorltm(.)s
son el algoritmo de etiquetaje de Ford y Fulkerson, si €l objetivo es maximizar la cantidad de flujo
del articulo; o si se trata de minimizar costos. existen 10s algoritmos de Klein, de Busacker y Gowen,
el simplex especializado en redes y el algoritmo de las desviaciones, entre otros.

Sin embargo, cuando en una red queremos enviar al mismo tiempo mas de un articulo. el problema
se complica un poco més. Esta complicacién incluye el incremento en el nimero de variables y de
restricciones, asi como la pérdida de una propiedad algebraica muy importante que el problema de
flujo de un solo articulo siempre presenta en su matriz de restricciones: la total unimo iularidad.
Por lo tanto, los métodos de resolucion de marcaje para el problema de flujo de un solo bien va no
pueden aplicarse o generalizarse cuando tenemos dos 0 mas articulos que deben circular en la red.

El prop6sito del presente trabajo es, pues. €l estudio v anélisis de esta generalizacion de. problema
de flujo a costo minimo. El trabajo estd dividido en cinco capitulos; se presenta en el primero el
problema de flujo de un solo bien, tanto para el caso de maximizar la cantidad de flujo, asi como la
minimizacién de los costos, exponiendo algunos métodos de resolucién. El segundo capitulo trata el
planteamiento del problema que nos ocupa, con dos diferentes formulaciones, 1a formulacién nodo-
arco y la de arco-cadena, ya que ambas presentan una caracteristica especial en su estructura, que
permitiran, en el tercer capitulo, proponer un método de resolucién para el problema en general; en
(11, (14}, 16] ¥ [30] se exponen otros métodos de resolucién al problema, sin embargo, el presentado
aquf se eligié debido a que la estructura del problema satisface las condiciones del p -incipio de
descomposicién de Dantzig-Wolfe, lo que lo hace interesante, desde el punto de vista de Anilisis de
Redes, puesto que los subproblemas son ampliamente conocidos y féciles de resolver. En el cuarto
capitulo, se analizan dos casos particulares en los que se presentan condiciones que debe cumplir la
red asociada al problema, que permiten demostrar una equivalencia con problemas de flujo de un solo
bien. Esto facilita la bisqueda de la solucién del problema. En el quinto capitulo se establece una
condicién algebraica que garantiza la existencia de soluciones enteras para el problema en general,
esto favorece el estudio de un algoritmo de marcaje eficiente que tome ventaja de esta propiedad.

Por tltimo se presentan las conclusiones que se derivan de este estudio, y se anexan también tres
apéndices; el primero presenta los conceptos ¥ resultados necesarios para la total comprensioén del
contenido del trabajo. En el apéndice B se resume el principio de descomposcién que se utiliza en
el capitulo 3. En el apéndice C se presenta el problema de transporte, para ubicar al lector en el
capitulo 4 seccién 1.



Capitulo 1

El Problema de Flujo en Redes

Con objeto de hacer una introduccién al lector en el tema, se presenta, basado en [18], el problema de
flujo y sus diferentes métodos de resolucién, tema al que nos vamos a referir durante el desarrollo de
este trabajo. Supongamos que tenemos un lugar (al que llamaremos origen) donde se produce cierto
articulo, y un lugar (llamado destino) donde es requerido. Tenemos varias opciones para transportar
la cantidad del articulo en cuestién V estas rutas (o conductores) tienen cierta capacidad. es decir, la
cantidad del articulo debe ser a lo mss lo que cada conductor puede tolerar por unidad de tiempo.
Imaginemos el caso. por ejemplo, de transportar costales de harina de un molino a un expendio,
en este caso el camién (cue es el conductor) tiene un volumen que no puede ser sobrepasado por
viaje. Otra condicién que existe en este problema, es considerar que entre los puntos intermedios de
las rutas de transporte, no debe haber pérdida en la cantidad de flujo que estd circulando, en otras
palabras, si hay un lugar donde nj se produce, ni se requiere del articulo, la cantidad de flujo que
entra a este punto debe ser la misma que la que sale de él; matematicamente se dice que el flujo debe

dos problemas.
Se remite al lector al apéndice A, seccién A.2 para la presentacion de las definiciones de Teoria

de Grificas que se utilizarin en este trabajo.

1.1 Flujo Miximo

El modelo matematico para el problema de flujo serfa el siguiente:

Definicién 1. Sea una grifica G = (N, A) con capacidades en los arcos bij, un vértice origen o y un
vértice destino d. Un vector de numeros ;; definidos sobre los arcos (¢,7) se lama flujo si satisface:

Vv Ssit=op
Do Y Gu={ v sii=d (11)
JET+(4) kel (i) 0 sii#o0.d

El problema de flujo mdzimo de o a d en lared R = (V. A.b) consiste en buscar un vector
£ € R™ tal que

(1) ¢ sea un flujo sobre la gréafica G.
(2) 0<&; <o,y



(8) v sea médximo bajo las cond
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iciones precedentes.

Es decir,
max z= |3 & - Z 5,“,
J€L* (o) ker-
s.a. L &ij ZJ €vi =0 i€ N-{od}
JET+(4) kel (i)
&j Sby (i,j)eA
donde Z €oj — Z &ko =|v por (1.1).

jEr+(o) kel (o)

Definicién 2. Un vector £ € R

Un método de solucién fue da
ritmos que resuelven ciertos prob

Definicién 3. En la red R = (N,
d sipodemos encontrar Y C N c¢

*
Ejegx)plo 1. En la siguiente grafi

(=)

cl}q”{012346} Y; :
C2:Y2=1{0,1,2,3,4,9}, ¥:
c3.Y3_{o,1,3 7}, Ya={2

El arco (5, 7) no es de la cortadur:

Observacién 1. Sea ¢ un caming

Definicién 4. Llamaremos valor

que satisface (1) y (2) se lamar4 flujo factible sobre la red R.

ido por Ford y Fulkerson y su técnica forma la base de otros algo-

emas que son generalizaciones simples o extensiones del problema.

Y, A,b) un conjunto de arcos C se llama cortadura que separa o de
mo€Y,de¥, talque C={(i,j) € A:z €Y, yeY}= (7).

ca hemos descrito tres cortaduras, a saber,

{5,
{5
15) g

a, puesSEY:;y’/EYg.
deoaden G yseaC una cortadura, tenemos:

cnNC #40.

del flujo a

v(§) = Z §oj —

jer+{o)

Z fko

kel ~(o)
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Definicién 5. Llamaremos capacidad de una cortadura C a la suma de las capacidades de los arcos

que la constituyen.
bC) = Y by
(1.7)eC

Teorema 1. Para todo flujo factible ¢ sobre R = (N, A,b) y para toda cortadura que separa o de d
tenemos

v(€) < b(C)

Demostracion: Por definicién de flujo tenemos

1«’(§)=Z Z é.’j—z Z €kz‘=Z§z‘j+ Zfij—Z€ki" Zﬁkz

€Y jer+(i) EY ker-(y) ey i€y ey €Y
JEY JEY keY keY

N ——

sale de C entra a C

Por lo tanto, y por ser flujo factible,

(€)<Y gy < Dby

€Y Y
JEY FE %
Es decir,
v(€) < b(C).

El algoritmo de Ford y Fulkerson est4 basado en el teorema siguiente:

Teorema 2. El valor de un flujo mdzimo de o ¢ d es wgual al valor de la cortadura minima que

separa o de d.
Demostracion: Es obvio que el flujo maximo de 0 a d no puede ser mayor que b(Cimin) porque todos
los caminos de o a d tienen un arco de esta cortadura. Por el teorema 1, sabemos que v(£) < b(C).

Se demostrard que existe un flujo que alcanza el valor b(Crnin). ~
Supongamos dado un flujo por el vector € m-dimensional y definiremos una cortadura (Yo, Ys)

aplicando recursivamente el paso (b):
(a) Sea Y = {0}
(b) SiieYyy §ij < by; 0 & > 0, colocar j en Yy y repetir hasta que Y, no pueda incrementarse.
Entonces suceden dos casos: d € Yood¢ Y.
Supongamos d € Y. De acuerdo con el paso (b), ¢ € Y, implica que existe una cadena de arcos
de 0 a d tal que para que todo arco (i, 5) en la cadena, usado en la direccién “directa” (de o0 a d)

&;j < bi; y para todo arco (k,1) usado en la cadena en direccién “inversa” (de ! a k) &; > 0. Esta
cadena se llamard aumentante. Sean

6p = min {b; - ¢; : (¢,7) es directo}
81 = min {&;: (k1) es inverso}
tomemos
¢ =min {6p.6;}

si ¢ se agrega al flujo en todos los arcos directos y se sustiae de todos los arcos inversos, el resultaco
es un nuevo flujo factible con ¢ unidades Inayor que el anterior. Usando el nuevo flujo pueden
aplicarse los pasos (a) v (b) anteriores para definir una nieva cortadura y repetir el argumento.
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Supongamos d ¢ Y;. De acuerdo con el paso (b)

Ei.‘l = le v (l,_]) € (YOa )70)

§=0 V¥ (k1) e (Y, Y,)

2 b= 3 by

(i.J)€(¥s,Y0) (i.5)€(Yo,Yo)

D &u=0

(k.1)E(¥5.Y0)

de donde

Entonces el valor del flujo

v(¢)

Yo &t Yo tu

(i,3)€(Yo,Yo) (k.D)e(Yo,Yo)

= Z b,’j +0
(i,7)€(Yo,Yo)
= b(Ys, )—’0)

Tenemos pues, un flujo cuyo valor es igual al valor de una cortadura. El flujo debe ser miximo
y la cortadura minima. |

1.1.1 Algoritmo de Ford y Fulkerson

A) Proceso de etiquetado.
(1) Etiquetar al vértice o con {+o0, 00}
(2) Elegir un vértice etiquetado, sea i, sea su etiqueta: {+ ¢, §(z)}

(a) Para todos los vértices j € ['*(4) tales que no estén etiquetados y para los cuales &; < b
asignarles la etiqueta: {+i, §(i)}, donde 6(5) = min {6(3), bi; — &5}

ijy

(b) Para todos los vértices § € '™ (i) tales que no estén etiquetados y para los cuales §;; > 0,
asignarles la etiqueta: {—i, 6(j)}, donde 6(j) = min {6(i), i}
Se dice ahora que el vértice ¢ ha sido etiquetado.

(3) Repetir el paso (2) hasta que suceda:

(a) El vértice d no ha sido etiquetado y ya todos los vértices han sido examinados (excepto
d, claro). ALTO, el flujo ¢ es el flujo méximo.

(b) El vértice d recibe étiqueta, ir a (4).
B) Proceso de aumentacién de flujo.
(4) Sea j =d.

(5) (a) Si la etiqueta de j es de la forma (+1,68(5)), cambiar el flujo a lo largo del arco (3,7) de
§ij a &ij + 6(d).

(b) Si la etiqueta de j es de la forma (—%, 6(j)), cambiar e} flujo a lo largo del arco (j,1) de

& a &y — 5(d).
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(6) Si ¢ = o borrar todas las etiquetas v regresar al paso (1), repetir el proceso de etiquetado
empezando con el nuevo flujo calculado en (5).

Sii#oponerj=iy regresar al paso (3).

C) Cortadura minima.

Si d ya no pudo ser etiquetado.

La cortadura minima estd formada por el conjunto de arcos (Yp, Yp) donde Y, = {fi:ieN, i
etiquetado}.

Teorema 3 (finitud del algoritmo). Si las capacidades de los arcos son enteros y st eriste una
cortadura de capacidad finita, el algoritmo de Ford y Fulkerson proporciona, en un nimero finito de
iteraciones, una solucion dptima del problema de flujo mdzimo de o a d.

Demostracion: Partiendo de un flujo ¢ de valor 0, en cada iteracién, éste se incrementa en una
cantidad & que es un entero, el valor del flujo estd acotado superiormente, ya que v(£) < b(C) vy
existe una cortadura C de capacidad finita. Por lo tanto, el nimero de iteraciones es finito. |

Ejemplo

Obtener el flujo maximo en la red.

Se tiene una unidad de flujo circulando en 1a red.

(ij: &i5)
{+o,1} {+1,1}

(9,0 . (9,0)
1
(2,1 % '
(2,1) {+5,1}
3 d :
* {+0,00} Q(g}/><?;2,8} O
)

2 a0 (9.0)
{+0.8} » {+2,1}

v(é1) =1

Se ha encontradc una cadena por donde puede circular una unidad de flujo {0.2.5.d}. Se
actualiza la red, se borran todas las etiquetas v se busca otra cadena aumentante,

TR A
o « N
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Encontramos la cadena aumen

etiquetds y buscamos otra cadena

(gs5, &i5)
{+1,1}
(9,0) 'O\ (9,0)
® 2,1) \.r) (131
+2,7}
%)) - 9,1)
v(€2) =2

tante con vértices {o,2,3,d}, actualizamos la red, borramos las
aumentante.

=
3 (a5, €i5)
% {-3,1} {+1,1}
) 1 (9,0) D 0.0
2,1 .
q (2,2) \‘@ {+4,1}
{+o0,00} o3 9,1 +2,6}
(8,2) Gy o -Gy (9.1)
{+o,6}
v(€3) = 3

Se tiene ahora la cadena {o, 2,3
la red, se borran las etiquetas y se

1,4,d}, por donde puede circular una unidad ‘de flujo, se actualiza
busca otra cadena aumentante.

(945, &i5)

{+o0,1} {+1,1}

o AD— Ol N

(2,1 (5,

(2,2) d) {+4.1}
(+0,55) > s\j><?+2 3) O/ @
Q¥ %Y — 9,1)

{+o, 5}

v(€a) =4

1N 1ahka el

rPENYBAY
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Tenemos ahora la cadena aumentante {o,1.4.d}. Actualizames la red, borramos etiquetas v
buscamos otra cadena aumentante.

CINTT
9,2) (9,2)
(2.2)
3
{+0,00 Q+2. 5} @

A1)

v(és) =5

Como d ya no puede recibir etiqueta, obtenemos una cortadura ¢ = (¥y. Yp), donde Yy = {0,2,3}
v con capacidad. ¢(C) =242+ 1 = 5. Por lo tanto, v(€max’ = 5.

1.2 Flujo a Costo Minimo

Ahora vamo: a considerar conio el objetivo del problema la ninimizacién de los costos. En este caso
la cantidad ce flujo es conocida y cada ruta (cada arco) tiene asociado un costo por unidad de flujo.
Por ejemplo, el costo de viajar en autobis de Querétaro a México estd determinado por un precio
en el boleto de viaje, y es un costo por persona que viaja.

Las dos primeras secciones estdn destinadas a presentar métodos de resolucién basados en el
algoritmo de Ford y Fulkerson, para ello es necesario introducir algunos conceptos. En la tercera
seccion se expone una variante del algoritmo simplex para redes con capacidades en los nodos.

El planteamiento matemético del problema de flujo a costo minimo estd dado por:

( min w = Z C,’jfl‘j
(i,7)€A
S.a. Z on - Z ko =V
jer+(o) kel~(o)
) > & — X &i =0 i€N-{od}
JETH (1) ker- (i)
> by — Y &g =-v
Jel+(d) kel - (d)
&z <b; (i,j)€EA
\ &ij >0 (i,j)€A

donde c;; es el costo por unidad de flujo del arco (4, j), y v, el valor del flujo, es conocido.

Definicién 6. Un circuito C' tal que Y~ c¢(u) < 0, donde c(u) es el costo asociado al arco u, se
ueC
llama circuito absorbente.

Observaci¢n 2. Este tipo de circuitos pueden ser encorrados con algunos algaritmos de ruia
mas corta - omando como distancias en los arcos los costos  cn el apéndice A, en li seccidn A3 se
preserra un algoritmo de ruta méds corta que permite dete car cirnitos absorbentes en i e,
parte. clari: de proporcionar la ruta mas corta del origen «! estino.
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CAPITULO 1. EL *ROBLEMA DE FLUJO EN RESES

Definicién 7. El proceso de encontrar una cadena aumentante en una grafica G = (N, A) dopde

los flujos en los arcos estdn dados

por el vector £, puede ser considerado como una bisqueda de

caminos en una grdfica incremental G*(£) = (N, A*) definida como sigue:

donde

A* = A U AY

AI; = {(i",j“) : fij < b,‘j}.

Un arco (i#, j*#) € AY tendr4 capacidad

y costo

by = bij — &;

fo

(¥

ij

Az = {(7*,1*) 1 &; > 0}

Un arco (j#,i*) € A4 tendrd capacidad

y costo

Ejemplo 2. Considérese la red sig
{5,3,4)
G:
(7,5,0)

Su grifica incremental est4 dad

(4, -3
- (1,3)

G#(&) :

(7,5)

by = &;
C;i = —Gj
uiente
(qijl Cizy étJ)
N (411
/)
3,9,3)
(2,3,2)

(lv ""1)

Cr i)

(4, -2)

(1- "7)
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Algunas veces es deseable representar un flujo con.: la suma de fAujos elementales. Esto es ttil
porque contribuye a un mejor entendimiento de la na::iraleza de los flujos en redes y sirve para
Justificar algunos de los algoritmos de flujo en redes.

Denotemos por A ¢ (S) un flujo en ¢/ en el cual los arcos (i,j) € S tienen £,; = h. Obviamente
ho(S) no es un flujo para cualquier coujunto de arcos S puesto que por ser flujo debe satisfacer i1s
ecuaciones de conservacién de flujo. Es claro que para que h o (S) represente un flujo, el conjii:o
de arcos de S debe formar un camino en G (o varios) de 0 a d o un circuito (o varios) en G.

Teorema 4. Si & es zualquier flujo (de 0 a d) i valor enter: v en una grdfic. G, entonces & puede
descomponerse de la siguiente manera:

S$=1loPi+loPy+ -+ 1oP, +1z(o)+1:(P2)+---+10o(d)

donde P\, Py,.... P, son camiros elementales (de o a d) de G y ¢y, 09,...,0x son circuitos ele-
mentales de G.

Ejemplo 3. Considérese la sig.. -nte red con un flujo £ de valor v(§) = 3.

D 22 ERR ¢ - M)
NI

O,

(2 veces)

O—O—0—@ & O @

6 5
PNl o B o
0 SR —Cy
) {2 veces) (2 veces)

Demostracidn del teorema 4: A partir de la grifica G = (N, Aj con flujo € construir la grafica
unitaria G* = (N, A®) como sigue: Si &;; es el flujo en el arco (i, ) € A entonces poner £i; arcos en
paralelo entre los correspondientes vértices i y j¢ de G°. Si ¢;; = 0, entonces no ponemos arco entre
i y j¢. Puesto que cada arco en G® corresponde a un arco de flujo unitario en G, G¢ represcnta el
flujo £ en G.
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En G° los grados de los vértices deben satisfacer (por las condiciones de conservacién de flujo)
que:

gt (i) 97() Vi #o° d"
9*(c®) = g (d@)=wv

i

Se tienen v caminos de o g d* que en su totalidad atraviesan cada arco de G¢ exactamente una
vez. Sean esos caminos P\,P;,...,P!. Los caminos P} no son necesariamente elementales aunque
si deben ser simples. Como cu. quier camino no elemental puede ser considerado como la suma de
un camino elemental (de o° a ) ¥ un nimero de circuitos elementales arco-ajenos, obtenemos:

E=1o(P)+10(P)+ 410 (R)+ 10 (1) +10(d) + -+ 10 (gy)

donde P; son caminos de of a g¢ elementales y ¢; son circujtos elementales. |

Observacién 8. Dada cualquier red R, el valor de) flujo que circula a través de ella es

vl = Y b= Y s

i€t (o) JEr—(d)

Proposicién 1. Dado un flujo factible ¢, si

§=1loP+1o0 2+---+IOP..+10(¢1)+10(¢2)+---+10(¢k)

entonces v(§) = v,

Demostracidn: Sabemos que v(£) = Y i
€T+ (o)
Como cada P; es un camino elemental que va'de o a d con una unidad de flujo se tiene que

v(€)=1+--+1=y

vV veces

El procedimiento mejor conocid
out-of-kilter (desviaciones) de
de Busacker y Gowen, que son
de vista tebrico tienen un atract
sf.

ceptualmente mée sencillos que el out-of-kilter, y desde el punto
particular, ya que constituyen un par de algoritmos duales entre

Computacionalmente hablan 0, los métodos son cémpz_uablé.
Algoritmo de Klein.
Se basa en la determinacién de circuitos negativos (absorbentes).
(1) Usar un algoritmo para encontrar un flujo factible € de valor ven G.
(2) Construir la gréfica GH(¢).

(3) Verificar si existe un circuito absorbente sobre los costos ¢ en G*(£). Si existe, identificarlo e
ir a (4). Si no existe, AL , el flujo es de costo minimo. .
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(4) Calcular 6 = min {bﬁ‘J D (i#,3M) € ¢}

(a) V (i*,7#) € ¢ con (i#, j#) € Af, cambiar el flujo £;; en el arco correspondiente (j,i) de G
de fij a f,‘j - 6.
(b) V (i#,j#) € ¢ con (i#, j#) € AY, cambiar el flujo &;; en el arco correspondiente (;.j) de G
1 j
de £;; a & + 0.

(5) Con este nuevo flujo €. ir a (2).

Teorema 5. £ es un flujo de costo minimo de valor v si y solo si, no existe circuito ¢ en G*(¢)
tal que la suma de los costos de los arcos en ¢ sea negativa.
Demostracion: Sea c[] el costo del flujo £ en G y cl¢p : G#(€)] la suma de los costos de los arcos en
el circuito ¢ con respecto a G*(§).

Necesidad. Supongamos que £ es un flujo de costo minimo de valor v. Supongamos que existe
un circuito ¢ en G*(£) tal que ¢[¢ : G#(€)] < 0. La circuls 4n de una unidad de f: -, adicional a
través del circuito ¢ produce el nuevo flujo £ + 10 (¢) y de. | valor v del flujo de « . 1 invariable.
El costo del flujo £ + 10 (¢) es

clé] + c[p: G*(€)] < c[€]

pero esto contradice el hecho de que £ es un flujo de costo minimo.

Suficiencia. Supongamos que c[¢ : G#(£)] > 0 V circuito ¢ en G*(£). Por demostrar que £ es
un flujo de costo minimo de valor v. Supongamos que £* (# £) es el flujo de costo minimo de valor
v. Sea £* — £ el flujo para el cual el flujo en el arco (i, ;) es &, — &iz. G°(§" — &) consiste de una
coleccion de circuitos de flujo unitario. Sean, por ejemplc, ¢y, ¢9,...,¢x y podemc -ibir:

£ —€&=10(p1) +1o(g2) + -+ 1o()
Sabemos que el flujo £ es factible, cualquier suma
§+1lo(d)+1o(r2)+ - +1o(d)
es factible para cualquier 1 <! < k. Asi, considerando el flujo £ + 1 o0 (¢;) tenemos:
cl§ + 1o (p1)] =& +cler: GH(§)] = cl¢]
El costo del flujo £ +10(¢)) + 10 (¢2) es
cf€+10(d1) +10(2)] =cl€+10(d1)] +c[d2: GH(E)] 2 c[6 + 1o (¢1)] > €]
Continuando de esta manera, finalmente obtenemos
cl§’] > cig,
de dondé € es un flujo de costo minimo de valor v. n
Justificacion del algoritmo de Klein: Fn el paso (3) del algoritimo, si no existe un circuito absorbente,

i.e. un circuito tal que la suma de los arcos (sobre los costos) del ciclo sea negativa, entonces por el
teorema 5 el flujo £ es el flujo de costo minimo de valor v.
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Ejemplo

Encontrar un flujo de valor 2

v(€) =2 Con costo ¢; =1
Construimos la gréfica ing

G*(€) -

¢l = {(113) i (334) ’ (4’2))
v(¢1) = -2
§=min {1,1,3,3} = 1

CAPITULO I. ElL PROBLEMA DE FLUJO EN REDES

(35, ¢ij, &)

(ciy 95)

(2,1)}

Actualizando el flujo en la gréfica original:

Por lo tanto, v(§) = 2 Con

costo ¢cp = 17

Construimos nuevamente la gréfica incremental:

GH(¢) -

¢ = {(3’4) ,(4,5), (5v3)}
v(d2) = -1

§=min {1,2,4} =1
Actualizamos el flujo en la

gréfica original:
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or lo tanto, v(£) = 2 Con rosto c3 = 16
Gréfica incremental corresp:ndiente a este tinjo:

Observamos que ya no existen circuitos absorbentes (esto puede verificarse utilizando algin
algoritmo de ruta maés corta).

1.2.2 Algoritmo de Busacker y Gowen

Se basa en la determinacién de rutas mas cortas.

(1) Empezar con un flujo £ de valor cero.
(2) Construir la grifica G#(¢).
(3) Enconrrar el camino més corto P* en G#(£) de o a d.

(4) Calcular la maxima canti.lad de flujc 5 que pueda mandarse a través de P*
6 = min {&; : (*,j*) € P*}

(a) Si el valor del flujo £+ § 0 P* es mienor que v, actualizar ¢ ron £+ 60 P en Gy regres
a (2).

(b) Si el valor del flujo £ +80 P* es v, ALTO, s el flujo de coste ninimo requerido. Actualizar
Econé+60oP*enG.

() Sih=€+60P* >v, ALTO, £+ (6 - h + v) o P* es el flujo de costo minimo requerido.
Actualizar en G.

Teorema 6. Dado que £ es un flujo de costo minimo en G de valor v y P* es la ruta mds corta
(costo minimo) de o a d en la grdfica incremental G*(£), entonces £ + 10 (P*) es el flujo de costo
minimo en G de valor v + 1.
Demostracion: Primeramente obsérvese que € + 10 (P*) es de valor v+ 1. Por otro lado, puesto que
§ es de costo minimo, la gréfica incremental G*(€) no contiene circuitos negativos.

Para demostrar que {+10(P*) también es de costo minimo basta probar que la grafica incremental
GH(€ + 10 (P*)) tampoco contiene circuitos negativos.
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Las gréficas G*(§) y G#

Considérese la particién de I¢

Si

es claro que G*(£) y G*(€ + ]
contiene circuitos negativos.

Ahora, si existe algin (i, j
no pertenece a G*(£+ 10 (P*
a un circuito ¢ de G* (£ + 10
una ruta més cortade o a d ¢
pertenece a P*. Por lo tanto,

luego

y por lo tanto, ¢ no es circuit,
contiene circuitos negativos s

-

Justificacidn del algoritmo de
de valor v + § si £ es de valor
manera:
& = §+ 10 P* que es un fiyj

|

CAPITULO 1. EL PROBLEMA DE FLUJO EN REDES

(€ + 10 (P*)) coinciden, excepto posiblemente, en los arcos de P*.
s arcos de P* en los conjuntos D (directo) e I (inverso).

Eij+1<by; V(i,j)€D

§i;j—1>0 V(i,j)el
o (P*)) contienen los mismos arcos y por lo tanto GH(€ + 10 (P*)) no
) € D tal que &; + 1 = b;;, entonces este arco que pertenece a GH(¢€),

) y el arco (4,1) € G#(£ +10(P*)). Supbngase que este arco pertenece
(P*)), sean los vértices de ¢ : i, z;, zo, ...y Tk, 7, 3. Puesto que P* es

n G*(£), entonces el arco (i, j) es una ruta més corta de i a 7, ya que

en la gréfica G¥(£) se tiene que

GjScCiiteipt - +o

cdl =cat+ecz+- 4o —ci; 20

o negativo. Analogamente puede demostrarse que G¥(€ + 10 (P*)) no
existe algiin arco (i,j) € I tal que &;; — 1 = 0.

Busaker y Gowen: En el paso (4) del algoritmo el flujo £ + § o P* es
v’. Esto puede verse si consideramos el flujo £ + 60 P* de la siguiente

0 de valor v' + 1,

€2 =&+ 10 P* que es un fly

jodevalor (v +1)+1=1v" 42,

§s =&s-1+ 10 P° que es un flujo de valor (v'+1+...+1)+1=1v"+§.

-1

Por lo tanto, el flujo £ + §/o P* es de valor v’ + 6. Por el teorema 6, cada uno de los flujos &; es
un flujo de valor v’ + ¢ a costo minimo, pues £ es un flujo de valor v’ a costo minimo. Por lo tanto,

si v' + 6 = v entonces el flujo
sih=¢§+ 60 P*, el lujo £ +

E+(6—h+

y por el teorema 6, es un fluj

Observacién 4. El primer
v hasta obtener el “6ptimo”

algoritmo es el método “dual”

con un flujo de costo minimo

£ + 60 P* es un flujo de valor v a costo minimo. Si v’ +6 > v entonces
6 — h+v) o P* es un flujo de valor v, pues

)

OP =€+ (6~E~6+v)oP" =£A4 (v—€)oP"

a costo minimo.

lgoritmo es un algoritmo “primal”, ya que reorienta el flujo de valor
costo minimo) manteniendo factibilidad (flujo factible). El segundo
, es decir, construye el flujo de costo minimo £* de valor v empezando
ue tiene algin valor vy < v, agregando flujo a la red para obtener un

nuevo flujo a costo minimo de|valor v; > v, etc. hasta obtener £* de valor v. Siempre manteniendo

“optimalidad” (flujo a costo
costo minimo, ya que el flujo

inimo). Observamos que siempre es posible empezar con un flujo de
ro es el flujo de costo minimo de valor cero.
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Ejemplo

Mandar un flujo de valor 2 & costo minimo.
Comeunzamos considerando un flujo de valor cero.
’ (qu'ctjvfl])

Construimos la gréfica incremental y buscamos el camino més corto de o a d.

()

(2,1)

(6.3)

P* = {(0,1),(1,3),(3,d)} cuyo costo es 12.

Calculamos la mdxima cartidad de flujo que puede circular;
6=min {2 1,3} =1

Tenemos ©  1ujo de valor 1 a costo minimo que es igual a 12.

(1,2,1)

“'omo todavia no tenemos un flujo de valor 2 continuamos el algoritmo, construyendo la grafica
inc- emental.

P = {{0,2),(2,4),(4,d)} cuyo costo es 12.

6 = min {3,3,2} =2

£§1+20P*=1+20P*=3>0v

=>h=1+20P

26+ -h+v)oP* =14+(2-3+2)oP* =1+10P" =2=v
Por lo tanto, ten2mos ya un flujo de valor 2 a costo minimo igual a 24.
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1.2.3 Simplex Especiali

Fate método resuelve el problem

CAPITULO I. KL PROBLEMA DE FLUJO EN REDIS

ado en Redes

de minimizar costos en una red en la que cada vértice i en G tiene

"iado un nimero entero ry, que representa los recursos disponibles de un articulo (sir; >0)ola

-anda del articulo (si r; < 0).
~man destinos. Si r; = 0 en
reguere; en este caso, se dice qu
cada arco i, j) se tiene el niimer
que ri; 2 ¢), y el nimero entero
Supondremos que la oferta to

Observacién 5. Si Y r; >0en
ieN

y con arcos con casto cero desde
El problema de flujo a costo n

min w=

s.a.

Observacién 6. El método simy
y la matriz de restricciones de es
variable artificial de tal forma qu

artificial se interpreta como ia adj
Este arco con un sélo extremo se |

la figura siguiente.

Los vértices con r; > 0 se llaman orfgenes y los nodos con r; < 0

onces ningin articulo estd disponible en el vértice i y ninguno se
el vértice 7 es un nodo intermedio o de transbordo. Asociado con
Zij, que representa la cantidad de flujo sobre el arco (se supone
ij> que es el costo unitario de t ~~+ sorte a lo largo del arco.

al en la red es igual a la demaast. ,xtal, es decir, que

-
i =0
il

e’

tonces se afiade un vértice ficticio n + 1 con demanda

Tm41 = = E Ti

iEN
cada vértice origen al nuevo vértice.
ninimo en una red tiene la siguiente r+presentacién matemdtica:

2. CijZij

(iJ)eA
2 zij - E Iy =1r; VIEN (1.2
JEN kEN ,
Tz 20 V(j)EA

plex siempre inicia con una matriz de restricciones de rango total,
ste problema tiene rango n — 1, por lo tanto, se requiere de una
e el rango de la nueva matriz sea n. Graficamente esta variable
cién de un arco que empieza en el nodo n y termina en el espacio.
lama arco rafz y el vértice al que es incidente se lama riz. Véase
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Los vértices pendientes se denominan terminales.

Obse: vacién 7. Una mairiz basica B para el problema (1.2) estd caracteriaia por un drbol de
erpans:in enraizado. Es decir, un drbol de expansiéon con un arco raiz.

Ahora, considérese la subgrifica bésica Gg correspondiente a un drbol de ex::nsidn enraizado v
fijémonos en cualquier arco no basico (r.s). Como Gy es un arbol, se sabe que | anadir este arco
no basico se forma un tnice: ciclo.

rajz
ﬁ T *€>\E
__a.@:‘i
Asignando al ciclo la ¢ entacién determinada por el arco (r, s) se tiene:
[ J
2 Qrs +Qg; ~akj —aip +arp + -+ agr
= (e —e,) + (e, —e;i—(ex —e;) — (er —ex) + (e —ep) + + (g —er)

0

donde e; son vectores unitarios en R™ con un 1 la i-ésima posicién.
Como tenemos una suma igual a cero, podemos despejar a,,:

Ary = —Qagj + A, = Qe — A — -+ — Qgr

Hemos representado el arco no bésico (r,s) en términos de arces hdsicos. Resumiendo, primero
se determin: el ciclo inico formado al anadir el arco n. bésico - “ol. Después se da al ¢ o
una orientac:on de acuerdo al arco no basico. Un arco bdsico en «: :clo tiene un coeficiente -1
si es directo con respecto a la orientacidn y el coeficiente es +1 si es indirecto con respecto  la
or. *acién. Los otros arcos bésicos fuera del ciclo tiensn un coeficiente 0.
na ver que se tiene una 1natiiz 1+ ca, el calculo de la solucién bdsica factible se inicia de .=
vér . 0s terrainales hacia la rafz. La sciucién se calcula resolviendo la restriccion de conservaciéon de
flujo utilizando los arcos del drbol.

Ejemplo 4. Considérese la siguiente red

Ariadiendo el arco artificial del vértice 3, supéngase que se selecciona la base factible siguiente:
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El arco (1,5) apunta hacia
1. Asi,

CAPTULO L. EL PROBLEMA DB FLUJO EN REDES

afuera del vértice 1 y, en consecuencia, z;5 tiene un +1 en la restriccién

Tis =11 =2

Examinando el vértice 2, vemos que es un nodo terminal y por lo tanto, x93 puede calcularse de

manera similar:

Después se observa que el
asignados excepto una. Lueg
para la variable restante:

1:23:1‘2:5

nodo 3 tienen todas las variables de sus arcos incidentes con valores
0, la ecuacién de conservacién puede usarse para el nodo 3 y resolver

Ahora puede resolverse para zs:

Finalmente se resuelve para zs:

T34 - Toz = 1'3:'—1
34 = 1+5=6
Tgs — T3¢ = 14=—4
Tgs = —4+6=2
Ts—ZT1s—Tgs = T5=—4
zs = ~4+42+2=0

Vamos ahora a presentar los pasos generales del método simplex aplicado a redes.

(0) Supongamos que tenemos una solucién bésica factible inicial.

(1) Calcular el vector dual w = (w;);en de la manera siguiente:

Se empieza con la variable dual para el nodo raiz en el valor cero, y después se procede hacia

afuera de la raiz, hacia

las terminales del drbol usando la relacién de que w; — w; = ¢;j a lo

largo de los arcos bésicos en el drbol.

(2) Celcular para todo arco

no bésico

Zij = Gij = Wi — Wj — Gij

(a) Si para todo arco no bésico (i, j) se tiene que 2i; ~ ¢i; < 0. ALTO la solucién es éptima.

(b) Para los arcos que

tienen 2;; — ¢i; > 0. Escoger el arco (r,s) para el cual z,, — ¢,y =

max {z;; — cij}. El arco (r, s) es candidato a entrar a la base.

(3) Considerar el drbol junto con el arco no basico (r, s). Asignar al ciclo formado una orientacién

de acuerdo a (r,s). Hacer circular por el ciclo A unidades de flujo.

/
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o En el arco {r, s) circulan A unida.--

® En los arcos bésicos que son directos con respecto a la orientacién, sumar Avises a
la solucién,

® En los arcos bésicos que son inversos con respecto a la orientacion. restar Ssimes a
la solucién.

e En los arcos bésices que no pertenecen «: cicle no alterar su zolucion.
(4 Sea Y el conjunto d= arces hdsicos a los que =& los restéd A unidades de flujo. Enwes
A= Ipe == MIN {;17.5]' tay = Y }

(Si hay ruds de uno, escoger +lamente ... {5 nueva solucién bésica factible - i mmeeada,
1

Le., alg'.nas variables bdsicas rendrdn valor cer.). El arco (p.q) € ¥ sale dv 1 am

)

(3) Se tiene .:hora una nuevs :::-idn bésica factible al hacer las operaciones s adusedpaso
(3) con el valor de A calonisdo en (4). Ir a (1).

Ejemplac

El siguiente ejemplo fue tomado del libro “Programacién Lineal y flujo en Redes” de D 1].
Encontrar el flujo a costo minimo en la siguiente red:

Primera iteracion:
Solucién primal:

é\
s 2
,,,,, ‘// \ly-\ 0
@ B O
3
Solucién dual:
4 -
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i

Célculo de z;; — c;; para los arcos no bésicos: /

Pivoteamos

Segunda iteracion:
Solucién primal:

Solucién dual:

Calculo de z;; — ¢;; para los arcos no bdsicos:




1.2, FLUJO A COSTO MNIMO

Pivoteamos

Tercera iteraciodn:
Solucién primal:

Solucién dual:

Célculo de z,; — ;; para los arcos no bésicos:

o
v
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Pivoteamos

Cuarta iteracién:
Solucién primal:

Solucién dual:

Célculo de z;; — c;; para los arcos no bésicos

Como todos los arcos no bésicos presentan que z;; — ¢;; < 0, se tiene ya, la solucién éptima:
Wmin = —7, T13 =4, To3 =2, |T34 = 5.




Capitulo 2

Planteamiento del Problema

Se presentara ahora, el planteamiento y formulacién matematica de la generalizacién del problema
de flujo a costo minimo, considerando ¢n este caso, que el niimero de bienes que deben circular en la
red es mayor que uno. El planteamiento del problema es similar al que resucive el algoritmo simplex
especial’’ do en redes para un solo bien, desarrollado en el capitulo anterior.

Supongase, por ejemplo, que un agricultor produce trigo, frijol y arroz, y desea distribuir estos
productos a diferentes expendios y cada uno de éstos solicita diferentes cantidades de cada cereal.
El agricultor desea satisfacer las demandas de los expendios, la disponibilidad con la que él cuenta,
sin sobrepasar las capacidades de los camiones transportadores, de tal manera que ef costo total de
distribucién sea minimo. Este es tan solo un ejemplo que puede formularse mate:naticamente como
un problema de fiujo de bienes multiples a costo minime. El planteamiento seri descrito con dos
formulaciones: la de nodo-arco y la de arco-cadena. basadas en Tomlin [29;.

2.1 Formulacién Nodo-_Arco

Para la formulacién de este problema supongamos que tenemos una red G = (N, A) con n nodos
y m arcos, cada arco (i,j) tiene una capacidad entera no aegativa b;;, el costo (no negativo) por
unidad de flujo en el arco (i, j) es ¢,;; supongamos que en la red fluirdn q bienes e identifiquemos, en
N para cada bien k (k =1, ..., q), los conjuntos de vértices origenes, transbordos y destinos, Sk, R
y Tk respectivamente, y por iiltinio supongamos que cada bien k tiene un requerimiento entero r¥
en el vértice i (que puede ser positivo si se trata de una disponibilidad o negativo si se trata de una

demanda).

Observacién 1. Algunos autores ([1], [3] y [6]) consideran que a cada bien le corresponde un costo
diferente en un mismo arco, es decir, cfj representa el costo (no negativo) por unidad de flujo del
bien k en el arco (7, 7). Sin embargo no se pierde generalidad si suponemos que el costo en un arco
es el mismo para todos los bienes.

27
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Sea y{‘j la cantidad de flujo del
siguientes:

(i) La cantidad de flujo total en el
camente esta restriccidén se re

(ii) La cantidad de flujo de cada b

2]

JEN

donde 7¥ es tal que:

Para que el problema esté equili

esto significa que la cantidad dem
existente.

Para cada k, 3 (y,"‘j - yf{) pue
JEN

nodo-arco.

Sean y; el vector de flujo para ca

de capacidades, entonces las restric

CAPITULO 2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA
bien k en el arco (i,j). Las restricciones del problema son las

arco (i, ) no debe sobrepasar la capacidad del arco, matem4ti-
presenta por:

q
Suk<b; V(@i ea (2.1)
k=1

ien debe conservarse en los nodos, matemaéticamente tenemos:

¥ Vk=Tg ieN

,(yfj - y;i) =T (2.2)

y

>0 siie S,

=0 siie R

¥ <0 siieTy

ibrado supongamos que

Sork=0 vk

IEN

andada para cada bien es precisamente la cantidad disponible

de representarse por Axy*, donde Ax es la matriz de incidencia

da k, d* el vector obtenido del lado derecho de (2.2) y b el vector
ciones (2.1) y (2.2) pueden reescribirse de la siguiente manera:

Iyt +Iy? 4+ +Iy? +Is =b
Ayt =d
Axy? = d?
(2.3)
Ag® =d9
v, s >0 Vk

donde I es la matriz identidad de n
para obtener la igualdad en las rest
La funcién objetivo de este prob

donde ¢’ es el vector de costo.

De esta manera, la formulacién

minimo queda establecida por:

donde s es el m-vector asociado a |

1 X my s es el vector de las variables de holgura, que se afnaden
ricciones (2.1).
lema es:

minw =yl + -+ + y?

matemaética al problema de flujo de bienes miltiples a costo

([ minw= dy! +cdy? +--- +cy? -
s.a Iyt +Iy? +--- +Iy? +Is =b
Ay} = d!
< A? . =d (2.4)
Aqu = d9
! vk, s 20 Vk

as variables de holgura.
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El problema tiene (m + nq) restricciones y (mq + m) variables, incluyendo las de holgura.

Adelantandonos un poco en el método de resolucién, podemos observar que el problema tiene la
estructura especial que pinntean Dantzig y Wolfe para resolver algunos problemas lineales (véase rl
apéndice B), asi pues, vamos a aplicar el primer paso de este principio, el cual consiste en hacer la
siguiente transformacion del problema:

Sea Wi = {wk1,.... wky, b el conjunto de soluciones de puntos extremos del subsistema A y*

“ donde N} es el nimero de soluciones de puntos extremos para cada k.

Ahora, y* que satisface A,y* = d*, puede representarse como combinacién convexa de los ele-

iientos de W

il

Nx
k
] =E Ak Wj
7=1
donc

N
> A =1
Jj=1

Akj > 0
Sustituyendo y* en (2.4) tenemos el siguiente problema equivalente,

4

. Ny Ng
minw =3 Ai;(cwiy) + + Y Agj(cwey)
= ]
JN, N,
s.a Z/\lj(lej) + - +Zx\qj(1wqj) +1s =b
i=1 j=1

Ny
$ gl A1 =1 (2.5)

/\kjws ._>.0 J:]-»Nkak:m

\

Este problema tiene m + q renglones y un nimero muy grande de variables, pues si para cada

q
k tenemos Nj soluciones de puntos extremos, entonces se tienen ) Ny nimero de variables, sin
k=1
embargo, esto no genera mayor dificultad, pues el principio de descomposicién resuelve el problema
trabajando con subproblemas de dimensiones mucho menores.

2.2 Formulacion Arco-Gadena

Supongamos que tenemos una enumeracién de los arcos e, ...,en de la red, y sean C¥,. .. ,C,‘S,k
todas las cadenas que unen los origenes y los destinos, para un bien dado *.

Observacién 2. El concepto de cadena debe interpretarse como camine si la red es dirigida, pues
el flujo no puede atravesar un arco en sentido inverso.
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La matriz de incidencia arco-cal

Establezcamos la siguiente not:
cidencia arco-cadena para cada k,
capacidad entera no negativa del az
en el arco e;, supongamos que cad,

CAPITULO 2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

dena estd definida por:

k 1 si eiGC;
ij

a
0 en otro caso

|

acién para poder plantear el problema: sea A* la matriz de in-

es decir, A* = [af] parai=1,...,m, j =1,... N, b es la
€O e;, ¢; es el costo (no negativo) por unidad de flujo que circula
bien tiene un requerimiento entero no negativo r* en general,

y definamos las variables de decisién como :c , que representan la cantidad de flujo del bien k en la

cadena CJ’-‘.
Las restricciones del problema

n:

(i) El flujo :cf debe satisfacer las capacidades en los arcos:

Es decir, un arco e; de capacidad
:1:11- +-

(ii) Debe satisfacerse el requerimie

Es decir, la suma de las cantid

requerimiento r*.
El objetivo es minimizar el cost

Si denotamos z* al vector (z%,...,

sigue:
1

Entonces el problema de minir

-+ :z:"’ unidades de flujo. Para algunas j se tendré que ¢; ¢ C" en ese caso, a.

q

I

k=1 j=1

kb <b; Vi=Tm

L e

b; puede pertenecer a varias cadenas C" y por ese arco atraviesan
=0.

:nto de flujo en los diferentes nodos para cada bien:

Ny
k _
E i =

j=1

Vk=1,q

1]

ades de flujo para cada bien, en todas las cadenas debe ser el

o total para todo flujo I , s decir:

g
minw = Z E Z c'au J

k=1 j=1 i=1
x’ka)‘, entonces la funeién objetivo puede reescribirse como
ninw = A'z! + -+ + dA%z?

nizar costos de bienes mmiltiples en la formulacién arco-cadena

queda planteado de la siguiente manera:
— ( minw= dAlz! +... +cA%? ’{
sa - Alg! +... +A%29 +Is = l
ujz? =rl
. (26)
u! 9 =79
q —
{ s 20 k=Tjq

donde s es el vector de variables d¢
iguales a 1.

> holgura y u), es un Ni-vector renglén cuyas entradas SOn{tOdBS
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Este es un problema muy grande en el sentido, de que se tienen m + ¢ renglones y un nimero
muy grande de variables, pues si para cada bien, se tienen Ny cadenas del origen al destino entonces

q
tenemos Y. Ny variables, pues xf estd assciada a una cadena, mds m variables de holgura.
k=1

Se vera a continuacién que las dos formulaciones del problema proporcionan la misma solucion
dptima, es decir, que ambos planteamnientos son equivalentes.

La primera es la formulacién nodo-arco, y vimos que el planteamiento matematico era ef siguie: te:

mnw= <y~ +yq
s.a Iy e Iy, <b
Ay, = dp.
I) <
Aqyq dq
\ Yk 2>

Mediante una transformacién obtuvimos el problema siguiente:

¢ N Ny
minw = 3 Aj(cwy;) +oo 30 Agi(cwyg;)
— =
JNn ]N‘,
s.a ZAU(IwU) + - +2qu([wqj) <b
=1 y=1
J N, J
() 4 A =1
J=1
N,
Z Agj =1
J=1
\ ey >0

Vamos a comparar esta formulacién con la formulacion arco-cadena. La formulacién . co-cadena
quedé planteada de la siguiente manera:

((minw = dA'z; +--- +dA%,
s.a Alzy +--- +A%; <b
u'lxl =T
(1) J

upz, =rq

T - Z 0
N

En (I), yx = (yfj), yen (I') yg = 3 Agjwsj, donde wi; € Wy son los puntos extremos del sistema

j=1

Axyx = di. Es decir, cada wy; es una cadena del origen al destino por donde circula una fraccién
Ak;j de flujo del bien k, la suma de todos los Axjwi; es ri.

La matriz A* en (II) representa todas las cadenas del origen al destino del bien k, por lo tanto,
los puntos de Wy, = {wk1, ..., wkn, } estdn en correspondencia uno a uno con las columnas de Ak,
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Asi, se propone el siguiente cambio de variable para establecer la equivalencia entre los dos
problemas (I') y (II). Como z¥ (en (II)) es el flujo del bien k en la cadena j, y Axjwi; es la cantidad
de flujo del bien k en la cadena wyj, entonces

Tomemos,

Tp = (a:'f

Veamos la funcién objetivo:

q Nkﬂ

533

k=1 j=1 4=1
q N

k -_— - .
z; = AkjWkj
k t L
e T ) = (AR Wty - -y ARN Wi, )
q Nh m
. ! - a® Xp W
Ga;;T; = CiGyj AkjWicj

DD Ak Y il

k=1j=1 i=1

m.
> c.-afj representa el costo de la cadena j del bien k.

i=1

Entonces,

@ Ne m

S5 3 et =

k=1 j=1 i=1

el costo es el mismo para todos los

9 Nem

PIPIIBLL

k=1j=1 i=1

q

>

Nk
§ : k
A[ngka Cj

k=1 j=1

Ni
> Mis(wse)

=1

=1

bienes, asi pues, tenemos que

i=1

Ny
)+t Z’\qj(wqjcg)
o

Ny Na
;.1;-'; = ZAlj(cjle') +---+ Zqu(cJ'w‘U')

Como wy; es una cadena y c; es el costo de esta cadena, no se pierde generalidad si cambiamos

c; por ¢ (el vector de costos), pues

Por lo tanto,

th

S5 S e

k=] j=1 i=1

Y la funcién objetivo en ambos

c’wkj = CjWgj

problemas es la misma.

Ne Ni
?jlﬁ? = Z/\U(C"wlj) +---+ Zz\q,-(c'wq,-)
j=1 J=1
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Ahora, veamos las restricciones. El primer tipo de restricciones es de la forma:
Al +-- + A%, < b

Fijémonos en un término cualquiera:

m Ny m N
k
S 3 S e ) = 3 M Dol = 3 AT

j=11=1 3=1 =1 7=1 t==1 7=1

Por lo tanto,
1
Alz) + - + A%z, = ZAl,(zw,J +ZA,,J(1w,,J
1=1
Las siguientes restricciones son de la forma:
/ ——
UpTp = Tk.
Entonces,
’ ’ t
up Tk = Up(Ak1Wk1, - - AN, WEN,) = z/\kjwkj = Tk.

Esto es la suma de los flujos en las cadenas del origen al destino del bien k, y A; es la fraccién de
flujo para cada cadena, entonces debe suceder que

N

Zz\kj = ].

=1

Como zf > 0, entonces Ag;we; > 0 ahora, wy; nunca sera negativo, pues wg; representa cadenas
del origen al destino, asi pues, w; > 0 y por lo tanto, Ax; > 0. De esta manera queda establecido
que las dos formulaciones son equivalentes.
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Capitulo 3

Un Método de Resolucion Basado
en el Método de Dantzig-Wolfe

Es preciso plantear un método de resolucién para el problema de flujo de bienes muiiltiples ya que
los algoritmos que existen para el problema de flujo de un solo bien no pueden aplicarse. Estos
algoritmos toman ventaja de la propiedad de total unimodularidad! que su matriz de restricciones
presenta, la cual se pierde cuando se trata de varios bienes. Sin embargo, la matriz de restricciones
del problema de flujo de bienes miltiples presenta una estructura especial que permite aplicar el
principio de descomposicién de Dantzig-Wolfe, por lo tanto, el método de resolucién aqui presentado
esta basado precisamente en este principio, el cual estd descrito en {1] y en {13], y en este trabajo se
explica en el apéndice B.

El principio de descomposicién aplicado al problema de flujo de bienes multiples ha sido desa-
rrollado por Bazaraa [1] y por Tomlin [29]; en el primero se expone tinicamente para la formulacion
nodo-arco. y en el sezundo, se presenta para ambas formulaciones. El desarrollo del métods, aqui
expuesto. estd basado en [29] y los algoritmos propuestos estdn basados en el algoritmo presentado
en [1].

3.1 Formulacion Nodo-Arco

En el capitulo anterior, seccién 2.1, vimos la formulacién matemétics. del problema de flujo de bienes
miiltiples a costo minimo y también la aplicacién del primer paso del principio de descomposicién de
Dantzig-Wolfe. Asi pues, vamos a presentar este método de resolucié:1 tomando el planteamiento que

Ny
resulté de haber aplicado la transformacién y* = ¥ Agjwkj, ésta producia el problema siguiente:
7=1

1Una matriz A es totalmente unimodular si cualquier submatriz cuadrada tiene determinante +1, —1 6 0. Esto
permite garantizar que las soluciones al problema serin enteras, si los términos independientes del problema son
enteros.

35
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(

N,
s.a Z:l/\lj(fwlj)
J=

Ny
2 Ay

=1

\

Supongamos que tenemos una sqg
a los primeros m renglones las varis

Ny
minw = ZAU(CI‘U)U) eI
j=1

+.‘..

CAMNTULO 3. UN METODO DE HESOLUCION BASADO EN EL METODO DE DANTZIG-WOLFE

Nq
+ Z_:l Agi (/we;)
J;q
+ 2 Agi(Twg)  +Is =b
i=1
=1 (3.1)
Ng
2 Agj =1
j=1

Ak_‘f)s 20 j=1,Nk,k=i.—,—q—

lucién bésica factible al problema transformado (3.1). Asociemos
ables duales 7;; y a los ¢ renglones restantes las variables duales

ap, ..., Q4.
Sea 7’ = (m;;) entonces el problema dual es:
q
maxz = br'+ Zak
k=1

W'I‘wkj +op < c'wkj (3.2)
< 0 (3.3)

,ar 8T8

Observacién 1. Dados estos dos p

roblemas lineales, primal y dual, los coeficientes de costo reducido

del problema primal son reflejados ¢n el problema dual en su vector de términos independientes, por

lo tanto, para una solucién bdsica f
entonces en el problema primal, el
la variable asociada a él es candid
satisfacen, entonces los costos redu
Optima.

Con base en esto, en el problem
restriccién del primer tipo de restri

es decir,

(¢ —7")wy; puede considerarse comy
a los arcos de la red. Como wy; es s
el valor de un flujo del bien k.

factible del primal, si alguna restriccién del dual no se satisface,
coeficiente de costo reducido correspondiente es negativo y asi,
ata a entrar en la base. Si todas las restricciones del dual se
cidos del primal son no negativos, y por lo tanto, su solucién es

1a (3.1), la columna k,j puede entrar en la base si la k, j-ésima
cciones, (3.2), del problema dual no se satisface, es decir, si

7' Twi; + o > ¢ wij

C"wkj - W'Iwkj < ay
(3.4)

o el costo del valor wg;, tomando como (¢’ —7’) el costo asociado
olucién de punto extremo del sistema Axy* = d*, wy; representa

(¢ = 7)wyj < o

Para que (3.4) sea cierto, es n
entonces cualquier otro costo sati
satisfaga (3.4), corremos el peligro
mayor que ag. Por lo tanto, wy; se

Una vez encontrado el valor d
sigualdad. Si es asi, entonces la
tenemos que el subproblema es un

cesario que el costo minimo sea menor que ag, pues si asf es,
fard (3.4), ya que si nos contentamos con cualquier costo que

de que algiin otro irflor de costo, en particular el minimo, sea
encuentra al resolver el subproblema:
minv = (c— 7)) wg
s.a Apwy = d* (3.5)
wi >0

wy;, se sustituye eri (3.4) y se verifica que se satisfaga la de-
iable Ag; es candidato a entrar en la base del problema (3.1). Y
roblema de flujo de tin solo bien a costo minimo.
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Si al resolver todos los subproblemas se tiene que (3.4) no se satisface, entonces observaimos si
se verifics el segundo tipo de restriccién (3.3) del problema dual. Esto quiere decir. que si algiun 7,
es positivo entonces la variable de holgura correspondiente s;; es candidato a entrar en la base del
problema (3.1).

Si las restricciones duales se satisfacen entonces la solucién es 6ptima, por el razonamiento visto
en la observacién anterior.

Para resolver el problema (' 1) partimos del supuesto de que conociamos de :utemano una
solucién bdsica factible, sin embargo, no siempre es posible tener de inmediato una primera solucion.
por lo que podemos obtenerla aplicando el método simplex, es decir, ahadiendo variables artificiales
Iy.....xq a las uiriznas g restricciones del problema y minimizando la suma de éstas. Basta con
afiadir las variables .oificiales a las dltimas g restricciones, pues éstas son del tipo ecuacién y sin
embargo las primeras m son del tipo desigualdad, a las que se afiadieron variables de holgura para
obtener las igualdades.

Por lo tanto, tenemos el problema asociado:

(

min o = I) +--- +z4

s.a SThywy e X Agjwgy  +Is =b

J J
Z:/\l]’ +I =1

J '3.6)

Ef\qj +z4 =1

J
{ Mjr$,Zk 20

La funcién objetivo puede escribirse en funcién de las variables Ax;, sumando los dltimos gq
renglones y despejando la suma de r;, tenemos:

min‘p’—'l'l+“'+$q=q—zA1j—"‘—qu"
i i

Para resolver este problema, utilizamos nuevamente el principio de descomposicion de Dantzig-
Wolfe, pero ahora tenemos que las variables artificiales y las de holgura (vector s) constituyen una
solucién bésica inicial al problema (3.6).

Asociamos variables duales al problema asociado: o;; para los primeros m renglones y 1, ....%
para los iltimos q renglones. Sea o’ = (0i;); el problema dual queda planteado asi:
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Si la &, j-ésima restriccién de (3

entonces la columna &, § puede entr
o', 7k y wg;j para verificar esta res
wg; lo obtenemos al resolver el sub

Si alguna restriccién de (3.8) no
pondiente variable de holgura s;; ¢
es decir, si v, es positivo entonces
nuevamente. Si todas las restriccio
sea ésta, se pasa o no a la fase II de

Presentamos a continuacién un
llado en {1}; en la siguiente seccién,
formulacién arco-cadena se expone

Algoritmo

(0) Sea wg) una solucién bésica fal
bésica, los valores ¢'wy; para

g-vector con todas sus compo

variables duales correspondien

(1) Férmese el arreglo simplex rej

CAPTULO 3. UN METODO DE RESOLUCION RASADO EN EL METODO DE DANTZIG-WOLFE

q
maxz = bo' + Z Yk
k=
oc'wej + e < -1 (3.7)
o <0 (3.8)
w* < 0 (3.9)
o, v s.r.s.

.7) no se satisface, es decir, si
—1-c'wgj —w <0

ar en la base; de manera andloga, es necesario conocer los valores
triccién dual. ¢’ y -y, los conocemos por ser variables duales, y

problema:
minv= -—ow
Avwp =d*
Wy >0

se satisface, es decir, si algiin o;; es positivo entonces la corres-
ntra en la base. Si alguna restriccién de (3.9) no se satisface,
la variable artificial correspondiente z; puede entrar en la base
nes duales se satisfacen entonces la solucién es éptima, y segiin
2l método simplex.

algoritmo para la formulacién nodo-arco, basado en el desarro-
destinada para la presentacién del método de resolucién para la
también un algoritmo andlogo a éste.

ctible inicial del problema (3.1). Calctilese ]a inversa de la matriz
cada k y el vector wg = B~b,donde b= (b 1), ylesun

q9
nentes iguales a 1. Sea w = Y cdwyg;. Sea (w, a) el vector de

k=1
ites a la solucién bésica factible.

visado:

™, )
B—l

w
wg

(a) Si algiin 7;; > 0 entonces la correspondiente s;; es un candidato para entrar en la base.

Ir a (3).
(b) Si mii <0 V (i,7) € A,

Este es un problema de f

considérese el siguiente k-ésimo subproblema

minv = (¢c— 7) wg
s.a Arwi =d*
W >0

lujo'de un solo bien.
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Sea 1, la solucién a este subproblema. Ir a (2).
(2) Calcule M = C”‘U.ka - TrlIlZlkj - Qe

(a) Si M < 0 entonces Ax; es un candidato para entrar en la base. Ir a (3).

(b) SiM >0 Vk=T1,q ALTO se dispone ya de la solucién éptima.

{3) Una vez ident‘fcada la variable candidato, se actualiza su columna de manera adecuada:

- e;; . . . L
e B! 6’ si la variable candidato es s;;, donde e;; es un m-vector columna unitario

con un 1 ¢n el renglén asociado al arco (i, 5).

Wk ; . . . L
e B! ( ekJ si la variable candidato es A;, donde e, es un g-vector columna unitario
k
con un 1 en el renglén asociado al bien k.

Se pivotea, tomando —M el coeficiente de costo reducido asociado a Ag;. Esto actualiza la
inversa de la base, las variables duales y el lado derecho. Ir a (1).

3.1.1 Ejemplo

Consideremos la red siguiente para dos bienes.

(4,0) 0,-3) (vl Y

(3,4) (b, cuj)

(-4,3) @2 (0,0)

El bien 1 tiene los nodos 1 y 3 como origen y destino, respectivamente, y el bien 2 tiene los nodos
3 como origen y 2 como destino.
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Supongamos que empezamos cpn las siguientes soluciones factibles (esto para evitar el método

de dos fases):

Yiz
Vi3
yz‘u
Y3
y§4
Yi2
La solucién de base consiste de

wy =

w3=B

Iteracién 1.

las holguras, A;; y A2:.

~~

—_

BN

~—

COO0OO OO O -

O OO b O &
OO0 O~OO

OCOO0OCOO QO

OCOO0OO0OO0O~=OO
cCodocoo—~0O0O

OCOO0OO-HOOO

0

OCOoOOO—~OO0O

w2 =

OO~ OO0

COOHODOOO

0 40
0 0O
0 40
0 00
0 00
1 0 3
013
0 01

0 -4

0 0

0 -4

0 0

0 0

1 0

0 1

0 0

y?z
U3
Y33
yg 1
Y34
y§2

c'wu = 20 c’w21 =18
w=20+18 =38

h=(13320011)

Formamos el arreglo simplex revisado:

= WWoOOoOOOO

)

—

WWOOSOo

(ma)] @
B-! wg
M2 W13 T3 T31 T34 Tg2 O Qg

w 0 0 0 0 0 0 20 18138
812 1 0 0 0 0 0 -4 0] 1
s13 {0 1 0 0 0 0 0O 0}t 3
823 0 0 1 0, O 0 -4 0} 3
331 0 0 0 1 0 0 0 0] 2
S34 0 0 0 0 1 0 0 o0]¢0
842 0 0 0 0 0 1 0 -3}0
A1l 0 0 0 0 0 0 1 -3}1
A2t JO 1O O O O 0 0 141

Primero observamos que todo 7

subproblema para entrar en la base,

La matriz bésica y su inversa son:

15 < 0, verificamos entonces, si existe un candidato de cua&quier
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Subproblema 1

La solucién éptim: para este subproblema es

Bp=(0 4 0 00 0)f

Por lo tanto, calculamos el valor de M:

AI-_-C,lzilg—WIII’12~QI=4—0"‘202—16<0

Como es negativo, entonces Ao es candidato a entrar en la base.

Actualizamos la columna de A9

Pivoteamos:

us M3 Moz T31 T34 Tq2 Q1 G2

o [0 0 0 0 o o 20 18[38 [
s2 |1 0 0 0 0 0 -4 oOf 1] [-4
s;s |0 1 0 0 0o 0 0 O0f3 4 |-
s3]0 0 1 0 o0 0 -4 of 3 [-4
sm O 0 0 1 0 0 0 Of?2 0
s |0 0 0 0 1 0 0 0}0 0
se2 J]O 0 0 0 0o 1 0 -3|0 0
i lo o o o o o0 1 -3|1 1
M1 LO 0 0 o0 o o o tti1l Lol
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Iteracién 2.
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T2 13 M23 T3 T34 Ta2 Oy Q3

w 0 —4 0 0 0 0 20 181 26
812 1 1 0 0 0 0 -4 O 4
A2 0 1/4 0 0 0 0 0 0)3/4
S23 0 0 1 0 0 0 -4 0 6
$31 0 0 0 1 0 ¢ 0 o0 2
534 0 0 0 0 1 ¢ 0 O 0
S42 0 0 0 0 0 1 0 -3 0
Al 0 -1/4 0 0 0 0 1 -3}1/4
A2i 0 0 0 0 0 0 0 1 1

Todo ;5 < 0. Verificamos los candidatos de los subproblemas:

Subproblema 1.

4 — (cif = miy)

El éptimo para este subproblema es

Calculamos el valor de M:

@3=(0 4 000 0)°

M=Cl‘lb13—~7r’1.513-a]_=4+16—20=020

Como es no negativo, no hay candidato del subproblema 1.

Subproblema 2.

El éptimo para este subproblema es

Calculamos el valor de M:

We=(3 003 00)

M=C"ll..122 —7T"l‘[122 —ay=15-0-18=-3.<0.
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Como es negativo, Ao es candidato a entrar en la base. Actualizamos su columna:

W
Bl 0 |=(3003 -3 -301)

1
Pivoteamos:

T2 T3 23 T3y T34 M4z Gy Q9 .
w 0 -4 0 0 0 0 20 18 | 26 3
812 1 1 0 0 0 0 -4 0 4 3
A2 0 1/4 0 0 0 0 0 0 {3/4 0
893 0 0 1 0 0 0 —4 0 6 0
831 0 0 0 1 0 0 0 0 2 3
S34 0 0 0 0 1 0 o0 0 0 -3
842 0 0 0 0 0 1 0 -3 0 -3
A 0 -1/4 0 0 0 0 1 -3 |1/4 0
A21 0 0 0 0 0 0 0 1 1 l__1_4

Iteracién 3.
™2 T3 723 M3y T34 T4 CQf Q2

w 0 —4 0 -1 0 0 20 181 24

S12 1 1 0 -1 0 0 —4 0 2

A2 0 1/4 0 0 0 0 0 013/4

Sa3 0 1 1 0 0 0 -4 0 6

M2 | 0 0 0 13 0 0 0 0]2/3

834 0 0 0 1 1 0 0 O 2

842 0 0 0 1 0 1 0 -3 2

A 0 -1/4 0 0 0 0 1 -3]1/4

Aoy 0 0 0 -1/3 0 0 0 111/3

Como todo m;; < 0 ningun s;; es candidato a entrar en la base.

Subproblema 1.

El 6ptimo para este subproblema es
@a=(0 4000 0)
El valor de M esta dado por:
M=Cdwy—-nig—a, ~4+16-20=0>0

Como es no negativo, no hay candidato del subproblema 1.
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Subproblema 2.

El 6ptimo para este subproblema es
W3=(3 00 3 0 o)
Para este caso, M tiene un valor de:
M = c"lg3 — m'iy3 — o = 15+3-18=0>0

Como es no negativo, no hay candidato de] subproblema 2.
Como para todo & se tiene que M > 0, se cuenta ya con la solucién dptima:

Tmin = 24

Vo= Aydyg + Ay,
=41( 04000)‘+§(040000)‘
= (13100 0)
¥ = A21W321 + Agptiipg
=§(000033)‘+§(300300)‘
= (200271 1y
[+3] dz
(1.2)
@3.0[ (032 O ()
d;, 02
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3.2 Formulacién Arco-Cadena

Si contamos con la formulaciéu arco-cadena, la técnica de resolucion es similar A la descrita ant:-
riormente, a diferencia de que no es necesario hacer una transformacién del problema, pues aqui »l
planteamiento resulté tener la misma estructura que la transformacién - problema en la formu-
lacion nodo-arco

[ minw = Az +... +J AT
s.a Azt 4. +AIY +Is =)
u) ! =r!
\ . : (3.10)
u, 19 =19
q A —_
L .8 20 k=1,q
Por lo tanto, procedemos directamente a asociar variables duales, my,..., 7, para los primeros
m renglones y ay,...,q, para los tltimos g. Supongamos que contamos con una solucién basica

factible para (3.10). El problema dual es el siguiente:

m q
maxz = E b,-1r,<+§ r* oy
k=1

=]
m
k
i=1

3 ciak (3.11)
T

IA

=1
0 (3.12)

Ty, 8.7.8.

IA

Entonces la variable I; puede entrar en la base, si la k, j-ésima restriccién de (3.11) no se satisface,
es decir, si

m m

Zcia?j - Zmafj < ax paraalguna k

i=l1 =1

m
(ci — m)ag; < o (3.13)

= 3
1

1

El lado izquierdo de esta desigualdad representa el valor de una cadena del origen al destino
para un bien k, tomando (c; - m;) como la distancia en los arcos, asi pues, basta con encontrar una
cadena, tal que su valor sea menor que ay; si la cadena mads corta satisface (3.13) entonces cualquiera
lo har4.

Asi pues, esto conduce a la bisqueda de la cadena maés corta de los origenes a los destinos de
un bien k, si ésta satisface (3.13) entonces la variable x;‘ puede entrar en la base, y si no satisface
(3.13) entonces consideramos alguna restriccién del segundo tipo de restricciones del problema dual,
es decir, si algiin 7; es positivo entonces la variable de holgura correspondiente s; entra en la base.
Si todas las restricciones duales se satisfacen entonces la solucién es 6ptima.
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Si no contamos con una solu
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cién bésica factible inicial, podemos encontrar una, si aplicamos
simplex, es decir, afiadimos variables artificiales wy, ... ,Wq a las
Amos a cero la suma de ellas:

[ minp= w; |+ 4w,
Alz! | + .. +A929 4]s =b
u)z! +w, =r!
\ !
‘29 R’
u,T w, =7
\ Tk, S, Wk 20
Obsérvese que
q
. =\
ming = w; +--- 4+ wg = Tk-—u'lzl—----—u;xq
k=1

Y aplicamos el mismo criterio

anterior para resolver este problema auxiliar, es decir, asociamos

variables duales a las restricciones, 1,...,0m ¥ 71,...,7%- Y el problema dual, cuyas restricciones

deben satisfacerse, es:

La variable z;? entra en la bas

satisface, es decir, si

Nuevamente, el lado izquierdg

m q
maxz = Zb;ai+2r"'yk
"i=l k=1
Uiafj-i-’)'k < -1 (3.14)
o < 0 - (3.15)
™ <0 (3.16)
Ji, Yk 8.T.8.

> del problema asociado, si la k, j-ésima restriccién de (3.14) no se

Y (-oaf < 1+%

g==1

(3.17)

) representa el valor de una cadena. Asi, basta con encontrar la

cadena més corta del origen al destino de un bien k, que satisfaga (3.17). Si por el contrario es

alguna restriccién de (3.15) la qu

la variable de holgura correspond

(3.16) no se satisface, i.e. algtn
puede entrar otra vez en la base.

es éptima (por el mismo razonam
no, a la fase I del método simple;

Proponemos un algoritmo andl

formulacién arco-cadena.

e no se satisface, o sea, que existe un o; que es positivo, entonces
liente s; entra en la base. O por ltimo, si alguna restriccién de
Yk €s positivo, entonces la variable artificial correspondiente wy
Si todas las restricciones duales se satisfacen entonces la solucién
iento utilizado en la seccién anterior), y segin sea ésta, se pasa o
X.

logo al de nodo-arco, para resolver el problema si contamos con la
4

!
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Algoritmo

(0) Sea r* una solucién bésica factible iniciai del problema (3.10;. Calcilese la inversa de la
matriz basica, los valores ¢’ A¥z* para cada k y el vector rg = B~'b, donde b = ( b rk ),

q

, t ek __k .

asi como los valores ay = € ’,‘_,“ .Seaw =% dz*. Sea (m, a) el vector de variables duales
k=1

correspondientes a la solucién bésica factible.

(1) Férmese el arreglo simplex revisado:

(ma) | @
B~ lwg

(a) Si algin m; > 0, entonces la correspondiente s; es un candidato para entrar en la base. Ir
a (3).

(b) Sim; <0 Vi=1,m, considérese el k-ésimo subproblema que consiste en encontrar ia
cadena mas corta tomando como distancias los valores (¢; — 7;) para cada arco.

Sea C;‘ la cadena mas corta para el subproblema k. Ir a (2).

k

— ag, donde a;;

i son las entradas de la cadena CJ’c en la matriz de

(2) Sea M = 3" (c; — mi)ak

incidencia arco-cadena.

(a) Si M < 0, entonces .rf es candidato a entrar en la base. Ir a (3).

(b) SiM >0 V £k, ALTO se dispone ya de la solucién éptima.

(3) Identificar la variable candidato, se actualiza su columna de manera adecuada:

Vi . . . N
e B! ( 0’ ) si la variable candidato es s;, donde v; es un m-vector unitario con un 1 en

el rengldén asociado al arco <.

k
- a;; . . . . .
e B!} V’J ) si la variable candidato es J:;‘, donde v es un g-vector unitario con un 1 en
k

el renglén asociado al bien k.

Se pivotea, tomando —M el coeficiente de costo reducido asociado a :rf. Esto actualiza la
inversa de la base, las variables duales y el lado derecho. Ir a (1).
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3.2.1 Ejemplo

Consideremos la red del ejemplo 1. Donde el bien 1 tiene un requerimiento de 4 unidades y el bien
2 de 3 unidades.

3.1) (2,3) — (b, 1)

3

dy, 0z

Establezcamos la siguiente enumeracién de los arcos:

arco |numeéro

(1,2) 1 -
(1,3) 2 -

(2,3) 3

(3,1) 4

(3,4) 5

4,2) 6

Supongamos que comenzamos con la siguiente solucién factible:

i =4, 22 =3

donde, z} es la cantidad de flujo el bien 1 en la cadena 1,la cual est4 descrita por
Cl ={1,(1,2),2,(2,3).3}

y cuya representacion en la matriz de incidencia es la columna

a}, = (1,0,1,0,0,0)*

® /O
ol
Anélogamente, =% es la cantidad de flujo del bien 2 en la cadena 1:

012 = {3, (3; 4))4a (4’ 2)12} -

representada en la matriz de incidencia por la columna

e? =(0,0,0,0,1,1)*
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O

La solucién de base consiste en las variables de holgura, de z} y de z?. La inversa de la matriz

basica es:

- -

i 00 0 000 -1 0
0100 O0O0O O O
001 000 -1 0
gi_|000 100 0 0
0 00O 10O 0 -1
0 000 01 0 -1
0 00 0CO0O 1 0
_0 0 00 00O 0 1.

JAr! =20

dA2z2 =18

donde r* = (z¥)

g =B 'b=(1,3,3,2.0,0,4,3)"
w=20+18 =38

Observe que para esta solucién basica factible, tenemos que los valores de la variables duales son:

7, =0 vV
) = 9-—,—": I = % = 5
ap = —r—cy“:lzl = 1—38- =6
Iteracién 1.
Formamos el arreglo simplex revisado:
My T2 T3 T4 N5 Te 1 Q2

w|0 0 0O 0 O 0 5 6138
s;/1 0 0 0 O O -1 0}1
ss}® 1 0 0 O 0 O O07j3
s310 0 1 0 0 0 -1 0{3
s2/0 0 0 1 0 0 O O0f?2
ss{ 0 0 0 0 1 0 0 -1}10
ss{ 0 0 0 0 O 1 0 -1}0
zl{0 0 0 0 O O 1 o0}4
zZ2|{0 0 0 0 0 O 0 113

Como 7; < 0 ningun s; es candidato a entrar en la base.
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Subproblema 1.

4 ‘—(Cq —ﬂ’()

E! camino més corto de 1 a 3 es

a}'z = (01 11010;0; O)t

El valor de M estd dado por:
6 6

M=) cah~Y mah-01=1-0-5=-4<0

iz=] i=1

Como es negativo, entonces z} entra en la base. Actualizamos su columna:

-1 a}z t
B =(~1,1,-1,0,0,0,1,0)

Vi
Pivoteamos

Ty M2 T3 T4 Ty g Q1 O .
w[0 070 0 0 0 5 61384 -
s5 11 0/ 0 0 0 0 -1 o]1}i=1
5210 1,0 0 0 0 Q@ 0131l
s310 0/ 1 0 0 0 -1 013]]|-1
s4 0 0/ 0 1 0 0 0 o0¢fz2lto
ss |0 0/ 0 0 1 0 0 -11{0f]o0
s |0 0/ 0 0 0 1 o0 —-110}(]0
z} {0 0/ 0 0 0 O 1 014} 1 ,
210 0,0 0 0 0 o{ 113} Lol
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Iteracion 2.

My T M3 T4 75 Mg ay Q2
=10 -4 0 0 0 0O 5 6 126
sy 1 1 0 0 0 0 -1 014
xé 0 1 0 0 0 0 0 013
s3 | 0 1 1 0 0 0 -1 0}6
s4 10 0 0 1 0 0 0 012
s5 | O 0 0 0 1 O 0 -1 10
s | O 0 0 o0 0 1 0 -1 {0
a:{ 0O -1 0 0 0 O 1 011
rf 0 0O 0 0 o0 O 0 1 13

Como m; <0 V 7 entonces ninglin s; puede entrar en la haso.

Subproblema 1.

— (ci — )

Los caminos més cortos de 1 a 3 son

a}3 :(07110,0,0,0)t 034 =(1,0,1,0,0,0)t
Ambos caminos tienen una longitud minima igual a 3, asi pues, para ambos se tiene que
M=5-5=0

Por lo tanto, no hay candidato del subproblema 1.
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Subproblema 2.

El camino més cortode 3 a 2 e

Asi tenemos que

Por lo tanto, z% es candidato a

es:

Pivoteamos:

6
M=an

CAPITULO 3. UN METODO DE RESOLUCION [IASADO EN EL METODO DE DANTZIC-\VOLFE

dy

4 — (es = mq)

f=1

©O—

a% =(1,0,0,1,0,0)*

6
h-) meh-0=5-0-6=-1<0

i=]

entrar en la base, pues M es negativo. Su columna actualizada

a2
B“‘( i2 ) =(1,0,0,1,-1,-1,0,1)*
V2
K| My (T3 T4 Ty Mg Q3 Q2 .
0 -410 0 0 0 _ 5 6l2 ‘ﬂ
1 1/{0 0 0 0 -1 of 4{]1
0 1,0 0 0o 0o o0 o0f3{lo
0 1,1 0 0 0 -1 of6s6llo
0 0/0 1 0 0 0 o 2] 1]«
0 0/0 0 1 0 0 —1}0}/l-1
0 0|0 0 0 1 O -1]o0}{/[1
0 -1/0 0 0 0 1 of1ft{o
0.0 0 0 0 0 0 1]3]f]|1]
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Iteracién 3.

My Mo W3 My W5 Mg Q) g
[0 -4 0 -1 0 0 5 6]24
a1 1 0 -1 0 0 -1 0] 2
210 1.0 0 0 0 0 Of3
s3]0 1 1 0 0 0 -1 0}6
210 0 0 1 0 0 0 oOf?2
ss|]0 0 0 1 1 0 0 -1{0
ss |0 0 0 1 0 1 0 -1]0
2110 -1 0 0 0 0 1 0]1
20 0 0 -1 0 0 0 1[1

m, <0 Vi, asi ningin s; es candidato a entrar en la base.

Subproblema 1.

— (C- - Tmyi)

Los caminos mads cortos de 1 a 3 son

a;5=(0,1,0,0.0,0)  ajs =(1,0,1,0,0,0)"
Ambos tienen una longitud minima igual a 5, asi pues, para ambos tenemos que
M=5-5=0

Por lo tanto, no hay candidato del subproblema 1.

53
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Subproblema 2.

— (eq =7}

Los caminos més cortos de 3 a2 son

a3 =(1,0,0,1,0,0)*  a} =(0,0,0,0,1,1)"
Ambos tienen una longitud minima igual a 6, asi pues, para ambos tenemos que
M=6-6=0

Por lo tanto, no hay candidato del subproblema 2.
Como M > 0.para todo k se tiene que la solucién es éptima.

Wmin = 24
' = (a1, 23)=(1, 3)
2 = (a3, #3) = (1, 2)

9 dz

o0
- z
N 1
i
12

dy, 02

w
s TW ey




Capitulo 4

Planteamiento y Resolucion de Dos
Casos Particulares

El estudio de casos particulares siempre serd importante en cualquier tipo de problemas que se
presenten, pues precisamente por la estructura especial que tengan, puede hacerse un desarrollo
especifico y presentarse resultados para ellos. Es por esto que en este trabajo se presentan dos
casos particulares del problema de flujo de bienes miiltiples a costo minimo; en ellos se analiza la
estructura que tienen y al tomar ventaja de ella se demostrard que estos problemas particulares son
equivalentes a problemas de flujo a costo minimo de un solo bien. El presente capitulo estd basado
en (3} y en [4].

4.1 Problema de Transporte de Bienes Miiltiples (Propiedad
Topoldgica)

Se remite al lector al apéndice C donce se hace un repaso del planteamiento del problema de
transporte de un solo bien.

Evans en [3] establece que una condicién para que el problema de transporte de bienes multiples
pueda ser transformado en un problema de transporte de un solo bien con capacidades en los arcos,
es que el nimero de origenes o destinos no exceda de dos.

Primero presentamos el planteamiento del problema de transporte de bienes miiltiples.

Supongamos que tenemos una red de transporte (no se consideran vértices intermedios o de
transbordo) con m origenes y n destinos en la que fluirdn ¢ nimero de bienes.

Sea .tfj la cantidad de flujo del bien k en el arco (i, 7), c(-‘j el costo por unidad de flujo del bien &
en el arco (i, j), a¥ la disponibilidad del bien k en el origen i, bf la demanda del bien & en el destino
J, ¥ uq; la capacidad del arco (3, 7).

Denotaremos un problema de transporte de bienes miiltiples con m origenes, n destinos y ¢q bienes
como PTBM(m, n, q). La formulacién matemadtica es:

35
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donde s;; son variables de holgura
El problema de transporte de jun solo bien con capacidades en los arcos, con m origenes y n
destinos se denotard por PTC(m,n) y su formulacién matemaética es:

’

. m n
min w =3 Z Z h.,'jyij
=1 =1
n
s.a Z Yij = €; Vi
$ 7=l
2 Vij =dj Vj
i=l . .
Yij +ti;  =wv; Vi, ]

donde yi; es la cantidad de flujo en el arco (4,5), ki, es el costo por unidad de flujo en el arco
(#,7), ei es la disponibilidad en el grigen i, d; es la demanda en el destino j, v;; es la capacidad del
arco (i,7) y ti; son las variables de holgura.

Por tratarse de problemss de transporte, podemos suponer que la suma de las disponibilidades
es igual a la suma de las demandas, es decir,

m n
Doar=S"tr vk
i=1

iz=]

Como ya se mencioné anteriormente, la condicién para que el PTBM(m,n,q) pueda transfor-
marse en un problema de transporte de un solo bien es que m < 2 o n < 2. Los dos casos son
andlogos, el resultado en este trabajo estd presentado para el caso en que n = 2.

Teorema 1. Todo PTBM(m,2,q) es equivalente al PTC(m,q +1).

Es decir, cualquier problema de transporte de bienes miltiples Je m origenes, 2 destinos y g
bienes, puede transformarse en un problema de transporte de un solo bien con m origenes y (g+1)
destinos. ,

Por “equivalente” se entenderd juna correspondencia uno-a-uno entre los conjuntos de variables
{ :1:{-‘1-, 8ij} ¥ {vij,ti;} de tal manera que las restricciones de un problema puedan obtenerse a partir
de las restricciones del otro.

. . .
Demostracién: Evans propone una demostracién constructiva, es decir, se formulard el PTBM(m, 2, q)
como un PTC(m,q + 1) y se dard una correspondencia uno-a-uno entre las variables.
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Observemos que cada origen tiene nicamente dos opciones para enviar las disponibilidades de
los bienes. Asi, si se envian p unidades del bien k del origen i al destino 1, es claro que el resto (si lo
hay) de la disponibilidad (a* — p) se envia al destino 2 y viceversa. Asi pues, si satisfacemos primero
las demandas del destino 2, las del destino 1 quedarsn satisfechas de manera inmediata.

Con esta observacién construyamos una red de transporte de la siguiente manera:
Consideremnos los m origenes de la red original y construyamos q destinos, de cada origen salen

q arcos con capacidades a¥, de tal manera que cada arco con capacidad a¥ est4 dirigido del origen i
al destino k, esto podemos ilustrarlo en la figura 1:

U2

Figura 1.

Cada origen tendra una disponibilidad u;2 y cada destino una demanda b%, esto es porque que-
remos satisfacer las demandas del destino 2, asi si por el arco (i, k) fluye una cantidad p (p < a¥)
querra decir que p unidades de la disponibilidad a* van a dar al destino 2 y el resto al destino 1.

Si yir es la cantidad de flujo en el arco (i,k) y tix la holgura, entonces podemos establecer la
relacidn siguiente:

Yik = Iy~
k
tix = I

Ahora, si afladimos un destino méas y m arcos de los m origenes al destino q + 1, este destino

m q q
tendrd una demanda de Y u;z — 3. b5 y las capacidades de estos arcos serdn u;; + u;p — 3 ak.
i=1 k=1 k=1
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Asi, si un arco (¢,q + 1) lleva
de p unidades y la holgura en el

podemos establecer la relacién:
|

Asi hemos establecido una cor

D

Figura 2.

un flujo de p unidades, entonces la holgura en el arco (%,2) serd
arco (i,q + 1) representa la holgura del arco (i,1). Por lo tanto,

Yig+1 = S8i2

Lig+1 = 8i

respondencia uno-a-uno entre los conjuntos de variables.

Matemdticamente el problema representado €n la red de la figura 2 debe cumplir las siguientes
|

restricciones:

(4.1)

(4.2)

(4.3)

(4.4)

Yig+1 tiigr1 = Zuij - Zaf Vi=1m (4.5)

donde las ecuaciones (4.1) a (4.5) determinan las restricciones de un PTC(m, g+1), con las disponibi-
lidades, demandas y capacidades de arcos expresadas en funcién de los pardmetros del PTBM(m, 2, q).
Es decir, hemos obtenido las restricciones del PTC(m,q + 1) a partir de las restricciones del

PTBM(m, 2, q).



11 PHOBLEMA DE THANSPORTE DE HENES MUL TIPLES (PROPIEDAD TOPOLOGI A

Ahora, con las correspondencias anteriormente establecidas vamos a o

restricciones del PTBM(m., 2, q). Sustituyendo en (4.1):

q

Y k .
Evl:l:,-2+s.-2=u,-2 Vi=1m
k=1

Sustituyendo en (4.2):
Z;rfz = bk Vk=17q
i=1

Sustituyendo en (4.3):

m m q
Zsiz =) up-— Zb§
1=] =1 k=1
Sustituyendo en (4.4):
h+zh=af Vi=Tm k=19

Sustituyen:do en (4.5):

2 q
Si2 + 84 = E Ui — E af Vi=1m
7=1 k=1

Ahora, sumando (4.9) sobre i y restando (4.7):
foz +Zl'fl =Eaf
1 1 1
-Sah = -t
Obtenemos: ;
fol = Zaf - b’é = b'f
=1 3

Restando (4.10) de (4.6):

q
3 Ik +8i2 = U2
k=1
9 ,
<
=81 —S8i2 = —Ui -—uip + ). a
k=1
Obtenemos: )
q q
& k
§ I2—311=~ui1+§ a;
k=1 =1

q
despejando 3 zk:
k=1

q q
§ k E“ k
Ii? = 8i1 — U1 + a‘i
k=1

k=1
Sumando sobre k (4.9), se tiene

q q q
: Sah+ Yok =3 at
Sustituyendo (4.12) en (4.13):
q 9 q
(S“ - u; + Za{‘) + inkl = Za:‘
k=1 k=1 k=1

Obtenemos:

q
k —
)+ 81 = uy
k=1

39

btener de (4.1) a (4.5) las

(4.6)
(4.7)

(4.8)
(1.9)

(4.10)

(4.11)

(4.12)

(4.13°

(4.14)
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Si tomamos las ecuaciones (4.6), (4.7), (4.9), (4.11), y (4.14), adicionaimente con las restricciones
de no negatividad, obtenemos el siguiente conjunto de restricciones:

( q
ZI:FQ + 82 =uy Vi=1lm
k=1
=1
k k k S n ] e —_1 A
TH +Ii2 = ay Vl‘—l! 3 k= »q
i ok %
EIu =b)
==
<! k
i +si1  =ug
k=1
5 s;, >0
\ AR A

que son precisamente las restricciones del PTBM(m, 2, q) obtenidas a partir de las restricciones del
PTC(m,q +1).
Veamos ahora la relacion entre las funciones objetivo. La funcién ob jetivo para el PTC(m, ¢+ 1)

es;
m q+1

minw = Z Zh,‘jyij

i=1 j=1

Y tenemos la correspondencia: yi; = 1{2 (para j =1,q) y Viq+1 = Si2, por lo tanto, la funcién
objetivo queda:

m g
. k

minw = E E hikiy + higi18i2

i=1 k=1

Pero para :cf2 tenemos asociados los costos cfz y para s, el costo asociado es cerv, por lo tanto,
tenemos:

Por otro lado, la funcién objetivo del PTBM(m, 2,q) es

n q m
C k ok _ X k "N kK
mmnz = Z Zcijxij = Z SEH Z, CiaTiz

m |2 7
i=1 j=1 k=1 i=] k=

i
Eel
.l_l‘

Es decir,

m q
: ~ ko k
min z = chﬂx“ +w
i=1 k=1

Obsérvese que los valores de zf, estdn totalmente determinados por los valores de z%,, pues un
origen i para un bien dado k, tiene disponibilidad a¥ y como solamente tenemos dos destinos, cada
origen tiene solamente dos opciones para enviar su disponibilidad, por lo tanto, si se.'decide que
zf, = p unidades, entonces z¥ =|a¥ — 2%, = a¥ — p, es decir, z¥ queda totalmente determinado a
partir del valor de z%,. Por lo tanto, la funcién objetivo del PTBM(m, 2, q) puede ser vista como

min z = w + cte.

Esto implica que ambos problemas, el PTC(m, g+1) y el PTBM(m, 2, q), proporcionan el mismo
eosto de valor minimo. Por lo tanto, ambos problemas son equivalentes. I [ |
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Observacién 1. Fl PTC(m, g + 1) satisface que la suma de disponibilidades es igual a la suma de
demandas; si sumamos el lado derecho de (4.2) y de (4.3) que representan las demandas, tencmos
que

m m q qQ m

q 2 m
Do ak-S ek uig—Zb';:ZZaf——Zbe-#Zug
1 k=1 j

k=1 i=1 k=1 i= k=1 i=1 k=1 j=1 =1

m
Por hipétesis sabemos que 3 af = §° b5V k, asi tenemos que:

i=1 j=

—

Es decir, la suma de las disponibilidades (us2) es igual a la suma de las demandas.

Observacién 2. La transformacién del PTBM(m, 2, q) se planteé para satisfacer las demandas del
destino 2 y por lo tanto, de manera inmediata se satisfacen las demandas del destino 1; de forma
andloga, podria plantearse el PTC(m,q + 1) en funcién de satisfacer las demandas del destino 1, es

decir, hacer la correspondencia:

Yie = Ifl

te = zh

Yig+1 = 8i1

. Ligt1 = Si2

Observacién 3. La condicién para que la transformacion sea vilida es que el niimero de origenes
0 de destinos no exceda de 2; por lo tanto, sin pérdida de generalidad, todo PTBM(2, n, q) puede
transformarse en un PTC(q + 1,n) y la demostracién es andloga a la presentada en esta seccién.
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4.1.1 Ejemplo |
Considérese el siguiente PTBM(JF,2,2):

(al!’al:) hd (3, 2) (

(8,3) — (b}, %)

{(4,7)

(3,2,2) « (uy,cl,.cd)

eyt

(2,2)

Que se transforma en el siguieAte PTC(4,3):

1 (3,2)

(q

(4
4 E
ok
(3,2 A
@4

2,2)

13 (3,0)  — (viy, hyj)
i
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La solucién 6ptima a este problema estd dada por:

Wiin = 29

63

(para la resolucién se utilizé el algoritmo de B:sacker y Gowen, afiadiendo un origen y un des"ino

ficticios. Véase el capitulo I seccién 1.2)

Y1
Y12
Y13

Y21
Y22
Y23

i Ya1
Y32
Y33

Ya1
Y42
Ya3

i
s

]

It

]

[+

L

832

842

t2)
22
12X]

t31
t32
ta3

tay
t42
ta3

=3

=0

i

i

]
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|
Por lo tanto, la solucién c’)ptiIFa para el PTBM(4,2,2) es:

(1L,2) = (=28
Zmin == 51

Observacion 4. En el ejemplo anterior, el costo minimo del PTC(4,3) fue de 29, y el costo minimo..
del PTBM(4,2,2) fue de 51. La diferencia se debe al costo asociado al flujo enviado al destino 1.

4.2 Una Propiedad Topoldgica de la Red

En (4] Evans establece una transformacién de un problema de flujo de bienes multiples en un pro-
blema de flujo de un solo bien, en este caso la condicién que debe satisfacer el problema de.bienes
multiples es que su red asociada cumpla con una propiedad topoldgica (especificada en el teorema
2). Esto lo hace muy interesante, pues la transformacién (y la equivalencia de los dos problemas)
no depende del nimero de bienes ni de la dimensién de la red, sino tinicamente de su estructura.

El problema transformado (flujo de un solo bien) tiene una matriz totalmente unimodular, lo
que garantiza que existe una solucién Sptima entera si los requerimientos son enteros (la cual podré,
encontrarse en un nimero finito de pasos utilizando alguno de los métodos vistos en el capitulo 1);
asi, el calculo de las soluciones puede hacerse utilizando un algoritmo de marcaje. Un algoritmo que
sirve para resolver el problema es el algoritmo simplex especializado en redes. Vedse el capitulo 1,
seccioén 2, subseccién 3.
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Nos referiremos a la formulacién nodo-arco del problema de flujo de bienes muiltiples:

q
minw: Z Z CinlJ
k=1(ij)EA
q

! sa kzl s +s;  =by (1LJ)eA (4.15)

nyj —nyi =rk 1eEN, Vk

JEN JEN —_—
L ys. sy 20 V(5 €A k=174

donde s;; es la variable de holgura asociada a la restriccién de capacidad.
Seaig € N. Definimos A(ip) como el conjunto {(i,j) € A:i =ig0j =ig}, asi A(ig) = A—A(ig).

Definimos un nuevo problema, llamado P(ip), como sigue:

minz = Z Z c,jyfj

k (5.7)€A
nyjj + 855 = biy; ¥V (i0,7) € Aldo) (416)
k
=) Y =S = —bjig ¥ (J.io) € Alio) (4.17)
k
vl =Yy = rF Yk i#ii€eN (4.18)
JEN JEN
Yosi =Y s o= Y by =D b=k ifig ieN (4.19)
JEN JEN JEN JEN k
s 2 0 Vk=Tg (ij)€A (4.20)

Observacién 5. A toda matriz cuyas columnas contengan tnicamente un 1, un —1 y ceros en sus
restantes entradas, puede asocidrsele una gréfica, pues este tipo de matrices definen una matriz de
incidencia nodo-arco. De esta forma, P(ig) representa un problema de flujo de un solo bien, pues
cada variable aparece en exactamente dos restricciones con signos opuestos, es decir, la matriz del
problema es una matriz de incidencia nodo-arco y por lo tanto, puede asociirsele una red; es de un
solo bien, pues la matriz de restricciones es una matriz de incidencia.
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Observacién 6. P(ig) satisface

Sumando el lado derecho de las re

D bigi— D b

JEN JEN
= D bui= ) b
JEN JjeN

Pero ig € &V

i

PILNEDY
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que la suma de disponibilidades es igual a la suma de demandas.
sstricciones (4.16) a (4.19):

A D NES NN BN H R

i k JEN iFio JEN iztig il k
259 S 9p 3"
JEN i#ip JEN i#io

:bjio-l- ZZb,-j— Z ij,~+2bﬁo-—2bi(,g

JEN JjEN J#io iio Jtio i iitip i#ig
S IR 3 3

J#ip iFip 1710 1o
= 0

Nétese que P(ip) es una relaja

1cién de (4.15) ya que las siguientes restricciones no pertenecen al

problema:
Dlvk+sy = by (i) € Alio) (4.21)
k
Yos~ Ve = T, VK (4.22)

Observacién 7. Claramente, cualquier solucién de P(ig) es también una solucién de (4.15) si y

solo si (4.21) y (4.22) se satisface

Pues si una solucién de P(ip)
restricciones (4.21) y (4.22). Inv

de P(ig) entonces esta solucién s

restricciones de P(ip) ademds de

En el siguiente teorema se es
equivalentes.

Teorema 2. Una solucién dptim

arcos en A(lo), (ilyjl)r (i2,j2))

(i) (i1,71) es incidente a un nodg

y

(i) (ir,jr) es incidente a un nod

r=23,...,n; donde J, =

Eneste caso Ptio) y (4.15) s

1.

es también solucién de (4.15) entonces claramente se satisfacen las
crsamente, si (4.21) y (4.22) se satisfacen y se tiene una solucién
atisface todas las de (4.15), pues las restricciones de (4.15) son las
las restricciones (4.21) y (4.22).

tablece una condicién suficiente para que los dos problemas sean

a de P(ig) lo es también para (4.15) si eriste una permutacidn de
vy (in,Jn) tales que

), tal que todos los otros arcos incidentes estdn solamente en A(ig)

o, tal que todos los otros arcos incidentes estin en A(ig)UJy, para
{(i.hjs) HERS T‘}.

e dicen equivelentes.
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Ejemplo 1. Considérese la red siguiente:

b (44, 71) /c-i\ (ia, ja) @

s(iz.j'z)

ip

El nodo a se escoge como ig. Los arcos marcados || pertenecen zl conjunto A(ip). Fijémonos en
el arco (71, 1), este arco es incidente al nodo b, y este nodo tiene todos sus otros arcos incidentes
pertenecientes a A(ip). Ahora el arco (ig,j2) es incidente al nodo d, los otros arcos incidentes
a este nodo, uno pertenece a A(ig) y el otro pertenece a J, = {(i1,j1)}. Por dultimo, el arco
(i3.J3) es incidente al nodo d, cuyos arcos incidentes pertenecen, uno a A(ig) v los otros dos a
J3 = {(i1, 71), (22,72)}.

Puede concluirse que para esta red, existe un nodo ig tal que se satisfacen las condiciones del
teorema 2, y asi, cualquier problema de flujo de bienes miuiltiples asociado a esta red, sera equivalente
al problema P(ig).

Demostracidn del teorema 2: Se demostrard que si las condiciones (i) y (ii) se satisfacen, entonces
las restricciones (4.21) y (4.22) también se satisfacen.
Sumemos la restriccién (4.18) sobre todo i # ig:

DPIED WS I
i#ig JEN #ig JEN i#ig

Por hipétesis sabemos que

ZT:-‘ = er+r:):0

iEN t#ig
k_ _ .k
= z Ti -~ —T.io
17
Es decir, tenemos que:
k k _ _ k
PIDMEDIDIE S L
1#ig JEN i#ig JEN

Para un bien dado k, tenemos un nodo { con ! # iy para el cual consideramos el valor y,"il (en

3 yfj) y cuando nos fijamos en i, tenemos el valor —y,"iI (en }:\y;-‘,-) esto implica que para los
JEN JEN
arcos donde ninguno de los nodos extremos es ig. los flujos en ese arco se cancelan y los dnicos que

se conservan son los que tienen a ig como nodo extremo, es decir, se tiene que:
k k _ __k
E Yjio — E Yios = ~ T4
JEN JEN

que es precisamente la restriccién (4.22) multiplicada por —1.
Por lo tanto, (4.22) se satisface para toda k.
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Hagamos un parétesis para ver un ejemplo de lo anterior:

Ejemplo 2. Considérese la red siguiente, y tomemos ip = 3

ip

Para un bien k tenemos:
k k k ~ K
S = Db Dkt Sk
FEN izig JEN JEN JEN
k k k k
= Y12+ Vi3 T Y23+ Yg2

L 3
k k % ~ &
-ZZvﬁ = —Zvjwzyjz-iyﬂ
JEN i#io JEN JEN JEN
k k k k
= Y31 — Y2 — Ya2 — Y34
Sumando:
k Sk k k k k k k k k
z Zyij - z ZJ Yii = Y2 T ¥riat Y2zt Va2 Y3 —Yi2 T Va2 T Y34
JEN iig FEN ik

k k k k
Yi3 T ¥23 — Y31 — Va4

nya - zy:’;j = "'g

JEN JEN

i

Regresando a la demostracidn, supongamos que se verifica (i). Tenemos dos casos a considerar:

(a) Cada arco incidente a i, excepto para (i1,7;) estd en A(ig).
(b) Cada arco incidente a j; excepto para (i,j1) estd en A(ip).

Consideremos el caso (a), éste tiene tres subcasos:
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(&.1) (io,il) (S A(io)

©
%

(a.2) (i1,70) € A(do)

(a.3) (ig,11) y (t1,%0) € Al(io)

Veamos el subcaso (a.1):
Aplicamos la restriccién (4.16) al arco (ig,i1) € A(do)

Eyi’,:oil + Sigiy = bioﬁ (423)
k

Aplicamos la restriccién (4 18) al nodo i,

y";kljl - y:)i, = TI; (424)

1

Aplicamos la restriccién (4.19) al nodo 7,
Siviy — Siohy = biyjy = bigi, — O _Th (4.25)
k

Sumamos (4.24) sobre k y sumarnos (4.25):

Eyl"cljx - Eyfoil + Si5, ~ Sipr, = Erﬁ + biljl - binil - Erﬁ

k- k k k

Cancelando Y r¥ y por (4.23) nos queda:

%

> uk s+ s = by,
k

Que es precisamente la restriccion (4.21) aplicada al arco (i), 7;) € A(ig)-
Los otros dos subcasos son andlogos a éste.
El caso (b) es andlogo al caso (a).
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Ahora supongamos que la codeicién (ii) se verifica y demostraremos que también la restriccién

(4.21).

Tenemos dos casos:

(a) Cada arco incidente a i,, exkepto para (ir, j.), estd en A(ig) UJ,, donde J, = {(i,, 7)1 s < r}.
(b) Cada arco incidente a j,, excepto para (. Jr), estd en A(ig) U J,..
Veamos el caso (a): ‘

Se tienen dos subcasos:

(a.1) Cada arco incidente a i, estd en A(ig), el cual tiene tres posibilidades:

(a.1.i) >(
(a.1.ii) >(-\
(a.1.iii) >< fig “—”‘—"—:@

®

6
@

(a.2) Cada arco incidente a i, estd en J,, el cual tiene tres posibilidades:

@2 > ® ®
(a.2.if) ><§\ D) @_

6
@

(a.2.iii) ><@ @“—’"‘—:@

Las demostraciones de todos los casos son andlogas. '

Demostraremos el caso (a.2.1).
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Aplicando (4.18) al nodo i, y sumando sobre k:

¢ koo k
PBDTED DI B
k k k

Aplicamos la restriccién (4.19) al nodo i,

. U . E k
Si g, — S, =bi 5, — b — Tir
k

Sumamos estas dos expresiones y nos queda:

k k
E Yioj. — E Yiyi, T Sicj, — Sip, = bi 5 — by ;.
k k

Pero, el arco (i,,,) puede ser visto como (1s.Js) que pertenece a J, y por hipétesis de induccion
este arco satisface la restriccién (4.21). Por lo tanto, nos queda:

<k .
Z yirjy- + sirjr - bir~jr
k

Que es precisamente la restriccién (4.21) aplicada al arco (i, Jr) € A(ip). Asi, queda demostrado
el teorema. _ |

Observacién 8. El conjunto de condiciones establecidas en el teorema 2 no son necesarias, pues
como se ve en la demostracién, una solucién de P(ig) puede satisfacer la restriccién (4.22) sin que
(1) y (ii) se verifiquen.
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Ejemplo 3. Consideremos la red siguiente para dos bienes:

(r:,r?) (T;,Tg)
1 2
! |
|
3 | 4
(r3.73) \ (riird)

Tomemos ig = 3, entonces el problema P(3) tiene la siguiente red asociada:

1 Y13
vla 1
®
1
Y24 32
594

Las disponibilidades y demandas se determinan por el lado derecho de las restricciones (4.16) a
(4.19).

Observacién 9. En el ejemplo anterior P(1). P(2), P(4) no satisfacen las condiciones del teorema
2.
Vedmoslo para P(2) -

A@) ={(1,2), (3,2), {2,4)}

El arco (3,4) es incidente al nodo 4 que tiene solamenté un arco incidente que pertenece a A(2).
Por lo tanto, se satisface la condicién (i) del teorema 2.

Veamos ahora si se satisface la condicién (ii). El arco (3,1) es incidente al nodo 3 que no tiene
todos sus arcos incidentes pertenecientes ni a A(2) ni a Jo = {(3,4)}; el arco (1,3).es incidente al
nodo 3 que no tiene todos sus arcos incidentes pertenecientes ni a A(2) ni a J2 = {(3,4)}, por lo
tanto, la condicién (ii) no se satisface. |

De manera similar se observa que P(1) y P(4) no satisfacen las condiciones del teorema 2.
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Con esta observacién la pregunta inmediata es ;Cémo encontrar en una red, un nodo 7g tal que se
satisfagan las condiciones del teorema 2?, para resolver este problema, Evans propone un algoritmo
(de tipo glotdn) en el que van considerdndose todos los nodos (uno por uno) hasta encontrar uno que
satisfaga las condiciones del teorema 2 o que pueda afirmarse que la red en cuestion no las satisface.

Algoritmo para encontrar un nodo ig que satisfaga las condiciones del teorema 2.

(0) Todos los nodos y arcos estdn inicialmente sin etiquetar. Escoger el nodo que tenga mas
numero de arcos incidentes (en realidad cualquier nodo puede servir). Sea éste 7.

Etiquetar los arcos incidentes y nodos adyacentes a estos arcos.

(1) (Paso iterativo)

Escoger cualquier nodo etiquetado. Si a lo mas un arco incidente estd sin etiquetar, etiquetar
este arco y su otro nodo incidente. Repetir.

o Si esta condicién no se satisface, escoger otro nodo etiquetado y repetir.

¢ Si ningin nodo etiquetado satisface esta condicién ALTO, las condiciones del teorema 2
no se satisfacen.

En este caso borrar ig de la lista de los nodos, escoger otro nodo como ig, borrar todas
las etiquetas e ir al paso 0.

Se continta hasta que se encuentra un nodo que satisfaga las condiciones del teorema2 o hasta
que todos los nodos hayan sido considerados.

Justificaciin: En el paso (0), todos los arcos que reciben etiqueta conforman el conjunto A(ig). La
primera aglicacién del paso 1 busca que un arco satisfaga la condicién (i), es decir, un arco (i1, j;) tal
que todos los demds arcos incidentes a i; (0 j;) pertenecen a A(ig). Si no existe tal arco, claramente
la condicida (i) no se satisface. La repeticién del paso iterativo busca que los demads arcos satisfagan
la condicién (ii), es decir, arcos (i, j-) tales que todos los arcos incidentes a i, (o j,) pertenecen o
a A(ig) o a Jr, donde J, = {(is,7s) : 8 <7}

La eleccién de un nodo etiquetado puede hacerse de manera arbitraria, pues en cualquier momento
un arco es etiquetado, asi el nimero de arcos incidentes a cualquier nodo no etiquetado no puede
incrementarse, ademds porque se tiene una red finita. ]
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Observacién 10. Si en la red
origenes (o dos destinos) tomamg
satisface las condiciones del teors

Tomemos por ejemplo, ig = 1
forma (1,k) para k = 1,n son et
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asociada al problema de transporte de bienes muiltiples con dos

DS COmO £g a un origen (o destino, segin sea el caso) entonces la red
ema 1.

D

(el origen 1), entonces aplicando €] algoritmo, todos los arcos de la

iquetados, asi como todos los destinos; tomemos cualquier destino

k, este tiene solamente dos arcos incidentes (1,k) y (2.k), y el segundo es el tnico sin etiqueta,
por lo tanto, puede recibirla. Después de un nimero finito de pasos, todos los arcos y nodos estin
etiquetados. De esta forma, la red satisface las condiciones del teorema 2.

Observacion 11. Para la red
bienes muitiples de un nivel con

*

ociada al problema de planeacién de.la produccién dindmica de
periodos?, el vértice 0 satisface las condiciones del teorema 2.

(2 )—

Sea ip = 0, entonces todos los arcos de la forma (0, k) para k = 1,T son etiquetados, as{ como

todos los vértices vecinos a 0. H
(1,2), y éste Witimo es el tinico
fijémonos en cualquier vértice eti
-(0,k), (k—1,k) y (k,k+1)yeld
final, para el vértice T, éste tiene
las condiciones de] teorema 2 par

Por lo visto hasta ahora, no t
que a continuacién se presenta u
transformacién propuesta por Ewvt

Proposicién 1. En toda grifics
satisfaga las condiciones del teore

I vértice 1 tiene solamente dos arcos incidentes, a saber, (0,1) y
sin etiqueta, por lo tanto, puede recibirla. De aqui en adelante,
quetado k para 1 < k < T, éste vértice tiene tres arcos incidentes,
ltimo arco es'el tnico sin etiqueta, por lo tanto, puede recibirla; al
ya sus dos arcos incidentes etiquetados. Por lo tanto, se satisfacen
a este tipo de redes.

bdas las redes satisfacen las condiciones del teorema 2, es por esto
Ina clasificacién de las redes para las cuales es posible aplicar la
ans.

3 que constituya una cadena, puede encontrarse un nodo iy que
ma 2.

11os vértices de 0 a T representan I
k, y el arco (k, k + 1) representa el inve

s periodos de tiempo, un arco de 0 a k representa la produccién en el periodo
ntario que va acumuldndose. Todos los arcos tienen capacidades.
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Demostracién: Aplicando el algoritmo para encontrar un nodo g, escogemos ig como cualquier nodo
extremo de la cadena. Etiquetamos su arco incidente y el dinico nodo vecino de ig, sea éste “i;",
por ser una cadena, i, tiene dos arcos incidentes y solamente uno que no estd etiquetado, por lo
tanto, puede etiquetarse este arco y el nodo vecino a i), sea éste “iy". Nuevamente, i3 tiene un solo
arco sin etiqueta y por o tanto puede recibirla. Continuando de esta forma, el otro nodo extremo
es etiquetado, pues se trata de una cadena, que ademads ¢s finita.

Asf, i satisface las condiciones del teorema 2. n

Proposicién 2. En toda grifica que constituya un ciclo elemental, puede encontrarse un nodo ig
que satisfaga las condiciones del teorema 2.

Demostracion: Aplicando el algoritmo, escogemos ig como cualquier nodo del ciclo. Como tenemos
un ciclo elemental, i tiene tinicamente dos arcos incidentes; los etiquetamos, asi como a sus nodos
vecinos. Sean éstos 7; e i3. Sin pérdida de generalidad, tomemos 1], este nodo tiene solamente un arco
sin etiqueta (pues tenemos un ciclo elemental) por lo tanto, podemos etiquetarlo y también al nodo
vecino, digamos i3. Nuevamente i3 satisface las condiciones del algoritmo y podemos continuar de
esta manera hasta etiquetar al nodo 7; que es vecino del nodo i3, ya que el ciclo es finito y elemental.
El nodo i; tiene solamente un arco sin etiqueta, por lo tanto, puede recibirla y como el nodo iy ya
estaba etiquetado, tenemos todos los nodos y arcos etiquetados.

Asi ig satisface las condiciones del teorema 2. ]

Sean, ahora, G; = (N1,A;) y Gy = (N2, A2) dos grificas que satisfacen las condiciones del
teorema 2.
Sea

G=G UGs = (z’V,A)
donde N= Ny UNsy A = A, U A,
Sea i € N, el grado del nodo i en la grafica G puede calcularse por:
96(i) = a; + b; — ¢
donde

a; = gG((l)
by = an(i)

Yy ¢ es el nimero de arcos que pertenecen a A; N A, y cuyo vértice extremo es 1.

Sea I} el conjunto cuyos elementos son los vértices i € N) que son candidatos a ser ig, es decir,
cada vértice de I§ satisface las condiciones del teorema 2 para la grifica G;. De manera aniloga se
define I2.

Sea ‘

. Iy=I}nr?

Proposicién 3. Sea G una grdfica que es unidn de dos grdficas Gy y Gy que satisfacen las condi-
ciones del teorema 2. Si

(i) Io #0

(i) Vie N — Iy se tiene que a; —c; =0 6 b; —¢; =0
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o bien, existe a lo mds un 1 € N ~ Iy tal que a; —¢; =1 6 by — ¢; = 1, pero todos los demds
jeN-—1Ioy, j#1i, tienen que a; —c; =06 bj —c; =0

|
(iii) Vi € Iy se tiene que ai—-df=00’b,-—c,-=0

o bien, eriste a lo mds un i € Iy tal que a; —¢; > 1 6 bj — ¢ 2 1, pero todos los demds
j€ly, j#1i, tienen que aj —c;j =036 b;j —c;=0
|
Entonces existe un vértice i € I tal que se satisfacen las condiciones del teorema 2 para la grdfica

G.

Demostracidn: Supongamos ciertas las hipétesis. Sea i algin elemento de Jo: Si existe a lo mas un
i€ Iptal que a; —c; > 16 b; —|c; > 1, entonces sea éste 1g. SivVie lpsetienequea; —¢; =096
b; — ¢; = 0, entonces cualquier elemento de Iy puede tomarse como ig.

Aplicamos el algoritmo para yerificar que se satisfagan las condiciones del teorema 2. Etiqueta-
mos todos los arcos incidentes a i, asi como sus vértices vecinos. Fijémonos en cualquier vértice
etiquetado ¢ € N: Si a; — ¢; = 0, esto significa que el grado del vértice i en G es igual al grado del
vértice i en la gréfica G,. Por lo tanto, como para G se satisfacen las condiciones del teorema 2,
este vértice, en algin paso del algoritmo, presentard solamente un arco sin etiqueta, la cual puede
recibir. De manera andloga, si b; —¢; = 0 el grado de i en G es igual al gradode i en (3, nuevamente,
este vértice tendré un solo arco sin etiqueta, pues G satisface las condiciones del teorema 2.

Si i es tal que a; —¢; = 1, esto significa que el grado de i en G es uno mds que el grado deien G,.
Por lo tanto, este vértice tiene dos arcos sin etiqueta (uno que le corresponde por ser elementode G, y
el arco “de mas”, digamosle asf).|Sin embargo, consideremos los vértices vecinos a i correspondientes
a estos dos arcos, llamémosles j,|y jo. Para ambos vértices se tiene que a;, —¢j, =006 bj, —¢;, =0,
para k = 1,2 (esto es porque i es el dnico vértice que presenta que a; — ¢; = 1) y por el razonamiento
anterior, todos los arcos incide:sres a j, y a jp son etiquetados. Por lo tanto, el vértice i también
presentaré que todos sus vértices incidentes estdn ya etiquetados. De manera andloga, se demuestra
que si © es tal que b; - ¢; = 1 |entonces i tendrd todos sus arcos incidentes etiquetados. En un
momento dado, todos los vértices y arcos de G estdn etiquetados, y esto demuestra que la gréfica G
satisface las condiciones del teorema 2. H

Observacién 12. Denotemos por Ny, Ag) la gréfica asociada al problema P(ig). Como las restric-
ciones (4.16) y (4.17) estdn asociadas a cada arco perteneciente a A(tg) se tienen | A(o)| restricciones,
de la restriccién (4.18) hay g(|N|~— 1) ecuaciones, pues esta restriccién se aplica para todos los bienes
y para todos los nodos excepto para i, para la restriccién (4.19) se tienen | V| — 1 ecuaciones, pues
esta se aplica a todos los nodos excepto para ig. Asi, se tiene que

}
i |Nol |AGo)| + q(IN — 1) +|N| - 1

|AGio) + (g + 1)(IN| - 1)

il

El ndmero de arcos que tendr4 la red (Np, Ao) estd relacionado con todas las variables de (4.15),
més la holgura, es decir,

E lAol = A} (g +1)
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Observacién 13. Dado un nodo de (4.15) diferente de ig, por la restriccién (4.18) le corresponde
q nodos y por la restricciéon (4.19) le corresponde uno mis. Cada uno de estos nodos tiene arcos

incidentes a él segiin los tenga en la red (4.15), por ejemplo,

Para el vértice ig, por las restricciones (4.16) y (4.17) le corresponde |A(ip)| niimero de nodos en
(Ng, Ap). Cada uno de ellos tendra q arcos incidentes, que corresponden al flujo de cada uno de los
bienes, mds uno, asociado a la holgura. Por ejemplo,
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4.2.1 Ejemplo |
|
|

Considérese el siguiente problem? de flujo de dos bienes:

Como ya se habia visto en el ejemplo 3, tomando 49 = 3, esta red satisface las condiciones del
teorema 2, por lo tanto la red asociada a P(ig) para este caso es la siguiente:

Aplicamos el algoritmo simplex especializado en redes, después de 4 iteraciones se encuentra la
solucién 6ptima: zmin = 81 212 = 3, T1,10 = 2, Ts6 = 3, Z76 = 5, T7,11 = 5, Zg2 = 2, 75 =
3, 913 = 13, 13,10 = 3, 13,12 ¥ 5, todas las demds 1guales a cero.




4.2, 'NA PROPIEDAD TOPOLOGICA DE LA RED 79

Cada r;; estd asociada a un y,’-‘j 0 a una s;;, asi, tenemos que:

Ty = 54=3
Ti0 = yi3 =2
Is¢ = y%4 =3
I76 = y§4 =35
T711 = S34 =29
T2 = Y3 =12
Igs = y§2 = 3
rg13 = 831 =13
rj3 = s13=3
312 = 812=8

(3.9

0,3) — (¥,.v%)

(0,5)

4.2.2 Un Caso Particular

Este caso se refiere al hecho de que en una grafica que satisface las condiciones del teorema 2, la
grafica asociada al problema P(ig) puede resultar no conexa, sin embargo como se verd més adelante
esto no causard mayor problema, pues la solucién éptima del problema (4.15) serd la suma (unién)
de las soluciones 6ptimas de cada componente conexa del problema P(ip).

_ Primero se establece la siguiente proposicién que indica bajo qué circustancias la grafica asociada
al problema P(ip) no serd conexa.

Proposicién 4. Si el nodo iy es un punto de articulacidn, en una grdfica que satisface las condiciones
del teorema 2, entonces la grdfica asociada a P(ig) es no coneza. Ademds, si al eliminar ig de la
grdfica se forman p componentes conezas entonces la grdfica asociada a P(ig) tendrd p componentes
conezras.
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|
Demostracion: Consideremos la

se descompone en p component,
manera;

donde

|
N={ieN:
|
\

donde |

Asi, se tiene que

De esta forma, tenemos que
A(

donde
A1

El conjunto de restricciones d
k
Z y‘t()j + Sin
k
k
- Z yjio - 3]‘”0
k
k k
D UG DV

JEN JEN
Y %= ) i
JEN JEN

zyz,j + Sigj
k

- Zy;io — Sjio
k

Z vl — Z vh

JEN JEN
D= D s
JEN JjEN

Por ser P(ig) un problema de
con signos contrarios, ademds cad
es decir, no puede suceder que un
a (N,, As) ¥ que ella misma con
es porque N, NN, = {io} y A-(d

%,
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afica del problema (4.15), supongamos que al eliminar 4 la grafica
conexas. Podemos expresar los conjuntos N y A de la siguiente

N =N UNU---UN,
i estd en la [-ésima componente conexa} U {ip}
A=A UAU---UA4,
Ar={(i,j) € A:i, j € NI}
NN N2N---ON, = {ig}

; -

(i,io), (io,i) €4 ie N

io) = A1(io) U A2(io) U - -~ U Ay(io)

0) = {(i,i0), (i0,i) € A(ig) : i € Ni}

e P(zg) podemos separarlo, es decir, podemos escribir:

= bi()j v (101.7) € Al (10)
= _bjl'r) Y (j,i0) € Al(io)
= ‘rz!c Vkvi7éi07i€Nl

> b~ T

-3k ifig ieM
k

JEN JEN

= bi; V(o) € Ap(io)

= =bji, YV (j i) € Ap(io)

= 7 Vk i#i i€N,

= 3 by- S b=y rk .;962'0, i€ N,
JEN JEN k

ﬁﬁjo de un solo bien, cada variable aparece exactamente dos veces
5, variable aparece las dos veces-en un mismo bloque de restricciones,
a variable aparezca una vez en el bloque de restricciones asociadas
el signo contrario aparezca en el bloque asociado a (N, A,), esto

)) N As(":O) =0
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Por lo tanto, la matriz de incidencia nodo-arco del problema P(ig) estd conformada por bloques:

B, 0 0
0 . 0
0 0 B,

donde B; es la matriz de restricciones del blogue i. Y se tienen p bloques, pues se tienen p conjuntes
de restricciones. Puede concluirse que la gréfica asociada a P(ig) tiene p componentes conexas. W

Observacién 14. En cada componente conexa de P(ig), la suma de disponibilidades es igual a la
suma de las demandas. De esta manera puede resolverse cada componente conexa por separado y
la unién de las soluciones ¢ptimas de cada una de ellas ser4 la solucién dptima para (4.15).

Observacién 15. Cada componente conexa tiene | 4;(ip)| + (¢ + 1)(JNi| — 1) nodos y 1A, (g + 1)

arcos.

Ejemplo

Considérese la red siguiente para un problema de flujo de dos bienes:

(—4,-3) (-1,-2)
1 6.2) 2

(7.2) (8,2)
(,3) —(r},rd)

(0,0)
3r (8,1) 4 (13.1) @

(-2,-1) \
(5,3) 3,1y  —(bi;,¢i5)

(2,3)

Tomando ig = 4 se verifica que esta red satisface las condiciones del teorema 2; si eliminamos
el nodo 4 la gréfica se descompone en dos componentes conexas, asi P(io) constard de dos graficas,
estas son:

2 /5R4 1

T

) -3

0 1 6
D D
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Resolviendo la primera red con el algoritmo simplex especializado en redes, encontramos, después
de dos iteraciones, la solucién éptima: zmi, = 31, con yl, = 5, Vi =2, yh =4, v} =3, yly =
2, y,f;, =4

Ahora, resolvemos la segunda red, y encontramos en la segunda iteracién la solucién éptima,
Zmin = 20, con y34 = 5: y2, =6, y&; =3, yl, =2

Por lo tanto, para la red original tenemos la siguiente solucién éptima:

1 (4-0) 2
(0,3) 1 (5,2)
|
(2,4) \?/ (5,86) @
(2,0) A(B) — (vl i)

®

Wmin == 31 + 20 = 51




Capitulo 5

Caracterizaciéon de una Condicion
Bajo la Cual Existen Soluciones
Enteras para el Problema en
General

Una matriz A se dice totalmente unimodular si cualquier submatriz cuadrada de A tiene determi-
nante igual a 0, +1 6 —1. Por lo tanto, un sistema de ecuaciones Az = b con A una matriz totalmente
unimodular, tendra soluciones enteras si el vector b es entero, sin embargo, aunque b fuera entero. si
A no es totalmente unimodular no hay ninguna garantia para la enterabilidad de las soluciones del
sistema de ecuaciones.

Con respecto al problema de flujo de bienes multiples a costo minimo, en el capitulo 3 se expuso
un método de resolucidn para el mismo. Sin embargo, si podemos garantizar que las soluciones del
pr-:blema wvan a ser siempre enteras, entonces podria plantearse un método de resolucién de redes
qus resultaria ser mads eficiente que el método propuesto en dicho capitulo.

En este capitulo se expondrd bajo qué condi:iones un problema de flujo de bienes miiltiples a
costo minimo tiene soluciones enteras.

En {7] y [6] se presentan dos diferentes condiciones bajo las cuales el problema de flujo de bienes
miultiples presenta tal caracteristica. En este capitulo se analiza el resultado publicado en [6].

5.1 Preliminares

Nuevamente basainos el desarrollo utilizando la formulacién nodo-arco del problema de flujo de
bienes miiltiples.

Sea G = (N, A) la red asociada al problema. Supongamos que |N| =ny |A| =m.

83
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Como vimos en el capitulo II, el problema es:

minw = Zc’yk
‘ k

vk o< b (5.1)
| k
oA = rF ve=T1g (5.2)
‘ v > 0
\

donde y* es el m-vector de flujo en los arcos para el bien k, r* el (n — 1)-vector de requerimientos
eriteros del bien k, b el m-vector| de capacidades enteras en los arcos y Ay la matriz resultante de
eliminar un renglén de la matriz de incidencia nodo arco, asi Ay es de dimensién (n — 1) x m y de
rango (n — 1), y ¢’ es el m-vector de costos en los arcos.

Observacién 1. Cada Ay es totalmente unimodular, mientras que la matriz del sistema completo
(5.1), (5.2) 06 lo es.

Para cada bien k, existe una matniz basica de la matriz Ay, que corresponde a un &rbol de
expansién de G. Sean estas bases| By, asi (5.2) puede réescribirse como:

Buyp + Riyp =" (5.3)
Si despejamos y%, obtenemos
vE = Bylrt - Ury} (5.4)
donde
7k = Byt R

Observacién 2. Las matrices By no son matrices bédsicas de todo el problema, sino tinicamente de
las matrices Ag, y es por esto que podemos asegurar que cada By estd asociada, graficamente, a un
arbol de expasion.
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En la restriccién (5.1) podemos separar las variables yy, tal como lo hicimos en (5.3), es decir,
v+ > vk <o (5.5)
k k
Sustituyendo y% en (5.5)

}:(B;‘rk~U’°y§>+Zyz < b
ZBk ZUky +ZyR
—ZU"yn+Zyn

IA
o

IA

b_ZBkl k
k

Z(yn Uk < b—ZBklk
Z(Ek~—b' < b-—ZBk‘lr"
k k
obtenemos:
> Sk <b-> Bol'r* (5.6)
k k

doncllce Sk = Ex—U* y las columnas de E son vectores unitarios que corresponden a las componentes
de yg.

Observacién 3. Las restricciones {(5.4) y (5.6) son equivalentes a las restricciones (5.1) y (5.2),
unicamente hemos separado el conjunto de variables y* en dos conjuntos, a saber, y§ y y% y las
restricciénes (5.4) y (5.6) representan cémo deben calcularse las variables.



86 CAMTULO 5, CARACTERIZ AL '}#N DE UNA CONDICION HAJG A (1% \L EXISTEN SOLUCIONES ENTERAS ARA 2, PROBLEMA EN GENENAL

Observacién 4. Las columnas Je Sk son vectores que representan ciclos elementales en G.

Ejemplo 1. Consideremos Ia sigLionte red para dos bienes:

Para cada bien consideremos lis siguientes matrices bésicas (correspondientes a las matrices Ag)
que estdn asociadas a los siguientes rboles de expansion:

-1 1]0 0 o 0 1 0 o
0 -1 |1 o0 o -1 0 1 o
By = 0 0 -1 1 -1 Ri=| 0 -1 0 o0
0 0,0 0 1 0 0 -1 1
0 00 -1 0 0 0 0 -1
2 ®
O ®
3) 5
0 1 |0 0 0 -1 1 0 0
-1, -1 |1 0 o0 0 0 1 o
) By = 0 0 [0 -1 o0 =1 0 -1 -1 1
0 0 +1 1 1 0 0 0 o -
0 0 0 0 -1 0 0 0 -1
Para el bien 1, la matriz U? estd determinada por:
-1 -1 -1 -1 -1 0 1 0 o 10 00
0 -1 -1/ -1 -1 -1 0 1 o0 11 00
U'=B['R = 0 0 -1 1 -1 0 -1 0 01=|01 10
0 0 0o 0 -1 0 0 -1 1 00 01
0 0 o0 1 o0 0 0 0 -1 0 0 -1 1




51

PRELIMINAHES

Para el bien 2, tenemos

-1

1

UQZBZ—le: 0
0

0]

-1
0
0
0
0

-1
0
-1
-1
0

-1
0
-1
0
0

-1
0
-1
0
-1

OO OO =

1

-1
0
0

OO == O

-0 =00
|

O OO ==

O o= = O

O = =00

0
0
0
-1
1
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Como cada renglén esrd asociado a un arco, los renglones de las U* son arcos basicos, asi podemos
insertar los arcos no basicos con vectores renglén cero. Por lo tanto, podemos encontrar la matriz

Ski

SIZEI—UI

Las entradas restantes son ceros.
Graficamente, S) representa los siguientes ciclos:

-

L

1

M1

1

1

1

[ -1
1
-1 -1
1
-1

52=E2—U2=

Los ciclos que S, representa son:




|
88 CAINTULO 5. CARACTERIZAL IO DE ['NA CONDICION BAJO LA CUAL EXISTEN SOLULIONFES ENTERAS PARA EL PROBLEMA EN CENENAL

Observacién 5. Para que las }mbles y% tomen valores enteros, es necesario que el lado derccho
de (5.4) sea entero. Ahora, B; 'r* toma valores enteros porque By es totalmente unimodular! y r*
es un vector entero; U "y es entero solamente si y & es entero, pues la matriz U k tiene elementos
enteros, ya que U* es el producto e multiplicar dos matrices con elementos enteros (U* = B—l Ry).

Por lo tanto, para que y¥ 5 tome valores enteros es necesario que y& 15 sea entero. Por la restriccion
(5.6) y% es entero si la matriz S = [Sy].. ] es unimodular (y en particular, que sea totalmente
unimodular), pues el lado derecho de la desxg;ua.ldad es entero.

Todo este razonamiento puede| resumirse er la siguiente proposicién.

Proposicion 1. 5t S es totalmente unimodular entonices las variables del problema de flujo de bienes
multiples a costo minimo, toman valores enteros.

Demostracion: Sean B, matrices bésicas de las matrices Ag. Si S es totalmente u.nimodular por la
restriccién (5.6), y% tomard valores enteros y por la restriccién (5.4) también yk B serd entero. Por
lo tanto, todas las va.nbles del problema de flujo de bienes miltiples a costo minimo toman valores
|

enteros.

La cuestidn inmediata es determinar bajo qué condiciones la matriz S serd totalmente unimodu-
lar, para poder tener la garantia de|la enterabilidad de las soluciones del problema. Para determinar
esta caracterizacién vamos a presentar algunos conceptos.

dirigidos (ciclos elementales cont una orientacién arbitraria) y uniones de ciclos arco-ajenos (uniones
de ciclos que no tienen arcos en comin) de la grifica G y cuyos renglones son los arcos de G.

Observacion 6. La matriz S es una submatriz de H.

Proposicién 2. §i H es totalmente unimodular entonces las variables del problema de flujo de

Definamos una matriz H cuyas columnas son las representaciones vectoriales de todos los ciclos
bienes multiples a costo minimo, toman valores enteros.

_submatriz cuadrada A de $ lo es también de H y por ser ésta totalmente unimodular, entonces el
determinante de A es 0, +1 6 —1.

Entonces por la proposicién 1, las variables tomardn valores enteros. |

Demostracion: Obsérvese primero ie bajo la hipétesis, S es totalmente unimodular, pues cualquier

- Nuestra pregunta anterior sobre las condiciones para que S seaJotahnente unimodular se traduce,
ahora en determinar cudles son los requerimientos para que la matriz H, de una gréifica dada, sea
totalmente unimodular; y asi tendremos la garantia de que para el problema asociado a esa red, las
soluciones son enteras.

Antes de establecer tal caracterizacién vamos primero a presentar un resultado obtenido por
Commoner, que nos va a servir para |la demostracién que caracterizard a la matriz H.

1 Para obtener la inversa de una matriz se|divide entre el determinante, que en este caso, por ser la matriz totalmente
unimodular es 0, +1 é —1 y que a su vez ppr ser matriz bdsica el determinante es diferente de 0.

l

i \
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5.2 Desarrollo de Commoner

Sea A una matriz cualquiera tal que todas sus entradas son 0, —1y +1. Se construye una grafica
bipartita K(A) asociando un conjunto de vértices a los renglones y el otro conjunto de vértices a las
columnas; un arco entre un par de vértices existe si la correspondiente entrada es diferente de cero,
tal arco esta dirigido del vértice renglén al vértice columna si la entrada es +1 y si la entrada es ~1,
est4 dirigido del vértice columna al vértice renglén.

Consideremos de K(A) cualquier ciclo y asignémosle una orientacién arbitraria, con respecto a
esta orientacion cada arco del ciclo tendrd un +1 si es directo y un —1 si es inverso.

Definicién 1. El signo de un ciclo es el producto de los nimeros asociados a los arcos del ciclo,
seguin la orientacién dada.

Ejemplo 2. Consideremos la siguiente matriz

1 0 -1 0 O

1 -1 0 -1 1

A= 0 0 1 0 1
-1 0 0 -1 -1

Entonces la grifica K(A) es:

Sea el siguiente ciclo de K(A) con la orientacién determinada por las etiquetas en los arcos

1 -1 0
0 1 1
-1 0 -1

@
O
&

El signo de este ciclo es (+1)4(~1)2 = +1.
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\
Teorema 1 (Commoner). Si Jodo ciclo elemental de K(A) tiene signo +1 entonces A es total-
mente unimodular. 1

|

Para el lector interesado, la d%mostracién de este teorema se encuentra en [2].
\

5.3 Presentacién de la Operacién Binaria “x”

Presentaremos algunos conceptos|adicionales antes de establecer la caracterizacion de H.

Nota. En lo sucesivo hablaremoJ de H como ui conjunto de vectores columna, porque aln cuando
H fue definida como una matriz, también puede ser vista como un conjunto de vectores columna
cuyos elementos son todos los ciclos elementales Yy uniones de ciclos arco-ajenos. De esta forma,

cuando se escriba f € H se entenderd que f es una columna de H o biea un elemento del conjunto
H.

Sea f un vector que corresponde a una columna de H.

Definicién 2. f(e;) es el coeficiente del arco e; en f, y se determina de la siguiente manera,
asignamos al ciclo f una orientacién arbitraria, entonces f (e;) = +1 si el arco e; es directo y
f(ej) = —1 si el arco e; es inverso con respecto a la orientacién dada.

Observacién 7. Un ciclo f puede ser representado, por la expresién

£ Zf(ej)ej

Definicién 3. |f| denotard el conjunto de arcos que pertenecen al ciclo en G, es decir,
|fl = {ej : f(ej) # 0}

{
Definase ahora, una operacién binaria * entre elementos de H.

Sean f y g dos vectores columna de H con una orientacién arbitraria dada para cada uno. Sea
e € |f|N]g]

f+g si |flNlgl=10
f*9=( f+g si f(e) =+1y g(e) = —1 o viceversa
¢ L f+(9) sif(e)=gle)=+10 fle)=gle)=-1

donde + es el operador suma ordinario.
i
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Ejemplo 3. Consideremos la siguiente grafica:

€0

Sean

f:e1+es+eg—er—e

o "
=
—®)

g:ex+er+ep—€g—e€3

©

€3

©

®

[fIN|gl = {e2, er}
Como ez y e tienen coeficientes diferentes en ambos ciclos entonces

frxg: e1 —e +eg —e7 +eg
ey —e3 +e; —eg +e0
= @ —e3 +eg —eg +eg +ejxo
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Obsérvese que el resultado de |f % g es también un elemento de H.

Definicién 4. El sistema algebraico (H, *) se dice que es cerrado, si para cualesquiera f, g € H se
tiene que existe una orientacién para ambos ciclos, tales que fxg € H.

Observacién 8. Para algunas gréficas esta propiedad de cerradura no siempre se satisface, por
ejemplo, en la gréafica anterior, se

. frertesteg—er —ep

g:e1+eqs+er+epo—es—e;3

[fINlgl = {e1, er}
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ey tiene coeficientes iguales en ambos ciclos, por lo tanto,
f * g (2] ~€ey +eg —e€7 +eg
—e) +e3 —ey —-e7 +eg —€10
= —ey +e3 —eq4 +eg —2e7 +eg +eg —eyp

Como el coeficiente de e7 es 2, se concluye que el resultado es una unién de ciclos que no son
arco-ajenos, y este tipo de ciclos no son elementos de H, asi se tiene que f*g ¢ H.

Q €3
>
s er U er en

Ahora, e; tiene coeficientes diferentes en f y g, asi tenemos que

fxg: e —e; +eg —e7 +eg
3] —e3 +eq +er -—eg +e10
= 2e; —ep -—e3 +eg4 +eg —eg +eg +eéy

Igualmente tenemos coeficiente de valor 2 en el arco e, esto significa que el resultado f * g es
una unién de ciclos que no son arco-ajenos, es decir, f*g ¢ H.

{0
€ €2 €y .
1 €4 2 U
eg €n
=)
4 €9 @ €10 6

Obsérvese que no existe una orientacién adecuada para ninguno de los ciclos tal que permita
tener que f x g € H. Por lo tanto, (H, *) no es cerrado para esta grafica.

Una forma grafica-tedrica de interpretar el operador x, es asignar la etiqueta (+) o (—) a los
arcos e; en cada ciclo dependiendo si el coeficiente de e; es +1 6 -1, respectivamente.

Proposicién 3. Sea E = {e; : ¢; € |fI N |g|}. Todo elemento de E tiene o etiquetas idénticas, o
etiquetas diferentes en ambos ciclos, si y sélo si f+xg € H.
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Demostracion: Necesidad. Si EJ: @ entonces f *» g € H pues como no hay arcos en comin f » g
es unién de ciclos arco-ajenos. upongamos £ # § y supongamos que todo elemento de £ tiene
etiquetas iguales, entonces fxg = f + (—g) y por lo tanto, todos los arcos que son elementos de £ se
cancelan, asf tenemos un ciclo o unién de ciclos arco-ajenos y por lo tanto fxg € H. Anédlogamente,
si todo elemento de E tiene etiquetas diferentes entorces fxg = f + g y todos los elementos de E
se cancelan y el resultado es un ciclo o unién de ciclos arco-ajenos, es decir, f xg € H.

Suficiencia. Supongamos que para cualesquiera f y g € H, se tiene que f+*ge H Lade
mostracion se har4 por contradicgién: supongamos que existe un arco e; € E tal que tiene etiquetas
iguales en ambos ciclos y que existe otro arco e2 € E tal que tiene etiquetas diferentes en los ciclos.
Sin pérdida de generalidad, supongamos que f(e1) = g(ez2) = +1y que f(ex) = +1 y gle2) = ~1.
El ciclo f puede representarse como:

frer+ex+ Z f(e)e

\
‘ et
‘ ede) e,
de igual manera el ciclo g se repr%senta por:
grei—ez+ Y glele
e€g

ee; ez

Se define la operacién = para el arco e;, como éste tiene etiquetas iguales, se tiene que:

frg = fi+(-9)
ey t+ez+ Z fle)e —e1 +ez2 - Z g(e)e
ecf e€g
eF#e;,e; este; e,
= 2@+ Z fle)e — Z g(e)e
ecf eg€g
eF#e, ,en efe;,e;

El coeficiente del arco e, es 2, es decir, elresultado es una unién de ciclos que No son &rco-ajenocs,
ie. f*g ¢ H. Esto contradice la hipétesis. De forma andloga, si se define la operacién * para el
arco ep se tiene que:

f*g = fl+g
ej+ex+ Z fle)e+ ey —es + Z g(e)
ecf eCg
‘ efe),en ede; ez
= 2e; + Z fle)e+ Z g(e)e
ecf e€yg
eFe; e eie; e

e; es 2, esto implica que fxg ¢ Contradiccién a la hipétesis. Por lo tanto, todes los elementos

Y se observa que el resultado es una unién de ciclos que no son arco-ajenos, pues el coeficiente de
de E tienen o etiquetas iguales o%‘iquetas diferentes en ambos ciclos. |

9.4 Caracterizacién Algebraica

y asi tener la garantia de la enterabilidad de las soluciones al problema de flujo de bienes miiltiples

Ahora si, ya estamos preparados para presentar en qué casos la matriz H es totalmente unimodular,
a costo minimo; la caracterizacién se presenta a continuacién desde un punto de vista algebraico.
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Teorema 2. Si el sistema algebraico (H,*) es cerrado entonces (H,*) es un grupo.

Demostracidn: Supongamos que (H, *) es cerrado.
e Asociatividad:
Sean f, g, h € H, por ser cerrado, fxg=ke Hygxh=1le H

(fxg)xh = (fxg)*xh
(fxg)th
fx(gxh)
= f*(gxh)
= fx{g*h)

i

Pues la operacién de adicién es asociativa.
Por lo tanto, * es asociativa.

e Existencia del idéntico:

El vector Q € H es el elemento identidad, pues como |f| N [0} = @ se tiene que

fxQ = f+0=f
0«f = 0+f=f

o Existencia del inverso:

El inversode fes f~! =--f € H.

Tenemos que |f|N|—f] = |f| y todos los arcos tienen etiquetas diferentes, entonces

fof7t = fa(=f)=f+(-H=0
7' f = (N f=(-H+f=0

Por lo tanto, (H,*) es grupo.

95

Teorema 3. Si el sistema algebraico (H, x) es grupo entonces la matriz H es totalmente unimodular.

Demostracidn: Supongamos que (H, ) es grupo. La demostracion se hard por contradiccidn: su-
pongamos que H no es totalmente unimodular entonces, por el teorema de Commoner (utilizando
la contrapuesta), existe un ciclo en K(H) con signo —1. Se demostrard que esto implica que H no

es grupo.

Construyamos la gréfica bipartita K(H), segin el desarrollo de Commoner. Un ciclo elemental

de 2n vértices de K(H) tiene la siguiente representacién matricial

o2 3 - (n-1) n’
- 1 I_]. a2 . ‘l
2 ago Qo3 '
A= 3 a33
n-—1 An_1n-1 Qn-1n
n Qny Qnn

donde a;; = £1, segin la correspondiente entrada en H y las entradas restantes son cero.
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El ciclo representado en la si%uiente figura corresponde al ciclo de Ia matriz 4.

El arco (1,1’) se toma en direccién de 1 a 1 » 1as otras direcciones se determinan por los valores
de a,,.

Orientemos el ciclo con la direccién determinada por el arco (1,1%), los arcos que pertenecen a la
diagonal principal tendrdn una etiqueta (+) si su direccién es del vértice renglén al vértice columna,
es decir, si su entrada a;; = +1, y tendrén etiqueta (—) si su correspondiente entrada es q;, = —1.
Los arcos que estdn fuera dela diagonal principal tendrén etiqueta (+) si estdn dirigidos del vértice
columna al vértice renglén, es decir, aij» = —1 y tendran etiqueta (=) si a;j = +1. Por lo tanto, el
signo del ciclo est4 determinado par:

signo =(+1)(-1)"  (+1)(~1)°

diagonal fuera de la
principal diagonal ppl.

Asi, el ciclo tendrd signo = —1 5i r es impar y s par, o bien si r es par y s impar. En la matriz
A esto se traduce en tener un nimero impar de elementos negativos en la diagonal principal y un
nimero par de elementos pdsitivos fuera de ella, o bien, tener un niimero par de elementos negativos
en la diagonal principal y un nimero impar de elementos positivos fuera de ella.

Multipliquemos las columnas de|la matriz A por —1, de tal manera que en cada renglén se tenga
un.+1y un 1.

Obsérvese que el signo del cicld no cambia, pues al multiplicar una columna por —1 estamos
cambiando el signo a dos elementos: uno que pertenece a la diagonal principal y otro que est4
fuera de ella, de esta forma si teniamos; por ejemplo, un niimero impar de elementos negativos en
la diagonal principal y un nimero par de elementos positivos fuera, entonces al multiplicar una
columna por —1 tendremos un nimero par de elementos negativos en la diagonal principal y un
nimero impar de elementos positivos fuera de ella, y el signo del ciclo sigue siendo —1.

Graficamente, lo que nos queda|es que en los vértices renglén tenemos un arco entrante y un
arco saliente, lo que, segiin sea la orientacién del ciclo, significa que ambos arcos tienen etiquetas
(+) o bien (=). Como el ciclo es par (se tienen 2n arcos) y el signo del ciclo es ~1 debe existir un
vértice renglén tal que sus dos arco incidentes sean entrantes o salientes, asi, en la orientacién del

ciclo tendran etiquetas diferentes. En la matriz 4 esto significa que siempre existird un renglén con
sus dos entradas diferentes de cero de igual signo.
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Fijémonos en el renglén que tiene sus dos entradas iguales y en sus columnas adyacentes:

fi 2 f3
€1 1 F1
€ +1 +1
€3 Fl +1

Como 4 es un ciclo de la grafica K(H), los renglones estén asociados a arcos de G y las columnas
a ciclos de H entonces podenios operar los ciclos con * y como (H,*) es un grupo, la regla de
asociatividad debe ser vélida:

(faxfi)* fa= fax(fi* fa)

donde

h *e) +e

fo Fep e

f3 tex Feg
operando tenemos,

fa*x fi tep texFe +e
= Zeg+te
(fo*xfi)*f3 tes +eFertes

= Zez+e

Ahora calculamos
fisfs:xey e Fez+e

Pero

fox(fixfa) ¢ H

pues los arcos en comun, e; y eg, no tienen ambos etiquetas iguales o diferentes.

Obsérvese que f; * f3 es una uni6n de ciclos arco-ajenos; buscar una orientacién para f, * f3 de
tal manera que fa * (f) » f3) € H se traduce en multiplicar una de las dos columnas asociadas a f,
y a f3 por —1, por ejemplo,

{
Hh f2 fs
e T1 F1
e2 +1 F1
€3 +1 +1

Pero ahora tenemos que el renglén asociado a e3 t.ene sus dos entradas iguales y podriamos
aplicar el razonamiento anterior y llegariamos otra vez a que la asociatividad no es véilida. Por lo
tanto, (H, *) no es grupo, esto contradice la hipétesis. Por lo tanto, H es totalmente unimodular. B

Con estos teoremas, para tener la garantia de que una red de bienes miiltiples tiene soluciones
enteras, tenemos que verificar que sistema (H, *) sea cerrado. Sin embargo, esto implica verificar la
cerradura para todo par de ciclos y esto es un trabajo muy laborioso que llevaria demasiado tiempo.
Otra opcidn, es verificar que (H, *) no sea cerrado, es decir, buscar un par de ciclos f y g, tales que
f*g¢ H, para ello se presenta la siguiente proposicién.
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que exista un par de cadenas arco ajenas, una de p a s y otra de qar, ytambién un par de cadenas
arco-ajenas de p a r y de q a s, sin que ninguna de las cualro cadenas contenga los arcos (p,q) y

(r,s).

Proposicién 4. Si (H, %) no es}cerrado entonces debe exristir un par de arcos (P.q) v (r,s) tales

|

|

Demostracién: Supongamos que (H,*) no es cerrado entonces existen dos ciclos f y g tales que
[ *g ¢ H. Tomemos dos arcos que estén contenidos en E = {ej :ej € |f]N]g|}, tales que uno de
ellos tenga etiquetas iguales y el gtro tenga etiquetas diferentes en ambos ciclos (este tipo de arcos
existen por la proposicién 3) sean| éstos (p, ¢ v (r,s), sin pérdida de generalidad, supongamos que

el arco (p, q) es el que tiene las etiquetas iguales en ambos ciclos, digamos (+) y el arco (r,8) tiene
etiquetas diferentes, digamos (+)en fy(~)eng.

Siguiendo la orientacién del ciclg en f, como ambos arcos son directos, entonces hay una cadena
depasyotradeqar, sin que ninguna contenga los arcos (p,q) y (r,5), ademés como f es un
ciclo elemental o unién de ciclos arco-ajenos, estas cadenas son arco-ajenas. En el ciclo g, como el
arco (p,q) es directo y el arco (r, s) es inverso, hay dos cadenas una deparyotradeqas, ambas
cadenas a.reo—ajen?s y sin contener los arcos (p,q) y (r,s). - . B

|

A pesar de que la verificacién de la cerradura o no cerradura de H no es un trabajo sencillo,
ni siquiera computacionalmente hablando, pueden existir redes con una estructura especial que

permiten demostrar que (H,*) es 0 no cerrado. Para ejemplificar esto, vamos a analizar las siguientes
redes. /

|
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Evans establece en [6] que las redes asociadas al problema de transporte PTBM(m,2,q) (o
PTBM(2, n.q)) (figura 1) y al problema de planeacién de produccién dindmica de bienes muiltiples
de un solo nivel con T periodos (figura 2) satisfacen que para cualesquiera dos ciclos f y g € H se
verifica facilmente que fxg € H.

Figura 2

Proposiciéon 5. En toda red asociada al PTBM(m,2,q) (0 PTBM(2,n,q)) sucede que (H, *) es
cerrado.

Demostracidn: Primero obsérvese que cualquier ciclo elemental de la gréfica tiene exactamente
cuatro arcos, pues se necesita uno del origen = al destino 1, un segundo del destino 1 al origen s, un
tercero del origen s al destino 2 y un cuarto del destino 2 al origen r.

Sean f y ¢ dos ciclos independientes de PTBM(m, 2, ¢} entonces

p=Ilfinligll =0,1.2.

Pues si p = 4 entonces f = g v no serian independientes. Por otro lado, cualquier conjunto de
tres arcos es un subconjunto de un ciclo de PTBM(m,2,q) y forma un arbol sobre el conjunto de
vértices incidentes de PTBM(m, 2,q). Entonces existe un tnico arco que completa el ciclo, por lo
tanto, f = ¢ o uno de los dos no es ciclo, asi p # 3.
Si p =0 6 1 entonces claramente f x g € H, de hecho esto es verdad para cualquier gréfica.
Queda solamente por considerar el caso en que p = 2. Sea f cualquier ciclo elemental de
PTBM(m,2,q)

Sea g un ciclo tal que tenga dos arcos en comin con f, éstos pueden ser (1,3) o (2,4) tinicamente.
Para ambos casos, f * g € H, pues podemos asignar la orientacién a los ciclos por la direccién
determinada del arco del primer origen del ciclo hacia el destino 1. Entonces, se tendra que los arcos
en la interseccién tienen etiquetas iguales.
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Para el caso en que f y/o ¢ soh uniones de ciclos arco-ajenos podemos considerar para cada ciclo
de la unién la misma orientacién |dada anteriormente y se verifica que f x g € H. |

Proposicién 6. La red asociadn al problema de planeacién de produccién dindmica de bienes
miiltiples de un nivel y T periodos presenta que (H, *) es cerrado.

Demostracion: Para cualquier par de ciclos elementales, la orientacién puede ser la determinada por
la direccién de los arcos de la forma (i,7) con i < j, es decir, éstos tendran etiquetas (+), de esta
forma puede verificarse que f*xge H.

Para el caso en que alguno de los dos ciclos es union de ciclos arco-ajenos, siempre es posible
encontrar una orientacién (la misma descrita anteriormente para cada uno de los ciclos que componen
el ciclo) tal que al operarlos con #, el resultado sea también un elemento de H. ]

Observacién 9. Para la genemhizacién del problema anterior a niveles miiltiples, (H,+) es no
cerrado, como se verificé en la observacién 8 referente al ejemplo 3.




Conclusiones

El propdsito de este trabajo fue el estudio y andlisis de una generalizacién del problema de flujo de
bienes miiltiples a costo minimo. Este consistié en la presentacién (planteamiento) del problema
y en la exposicién de un método de resolucién. asi como el andlisis de dos casos particulares del
problema; ademas, de exponer las condiciones bajo las cuales se garantiza la existencia de soluciones
enteras para el problema, de tal manera que pudiera plantearse algiin otro método de resolucién (de
redes) que sea mas eficiente que el aqui tratado.

Para el planteamiento matemadtico, se presentaron dos tipos de formulaciones: la de nodo-arco
y la de arco-cadena. Podria decirse que éstas son las unicas formas para plantear el problema;
sin embargo, dentro de las mismas formulaciones pueden adaptarse cambios o re-planteamientos
en miras de que el método de resolucién sea menos laborioso. Dentro de la bibliografia estudiada
se encontraron varios métodos y algoritmos de resolucién, tanto para el caso de minimizar costos,
como para el de maximizar la cantidad de fluyjo. En ambos casos se planted el problema con la
formulacién nodo-arco o arco-cadena, con o sin modificaciones. En este trabajo se expuso uno de
estos métodos debido a que el problema presenta la estructura especial requerida para aplicar el
principio de descomposicion de Dantzig-Wolfe, e! cual proporciona un procedimiento sistemadtico
para resolver problemas lineales de gran escala. Ademads, la resolucién de los subproblemas no
caus6 mayor dificultad, pues se verificé que éstos fuesen problemas del tipo fluyjo de un solo bien o
de encontrar la ruta mas corta, para los cuales existen varios métodos de resoluciéon ampliamente
conocidos. También otro de los métodos de resolucién encontrados (el propuesto por [30]), estd
basado en este principio. Este utiliza la formulacién arco-cadena con una modificacién que permite
que el cdlculo de la base y del vector de términos independientes sea menos complicado.

El estudio de problemas particulares es importante, pues precisamente por la caracteristica es-
pecial que presentan, puede replantearse el problema para tener un método de resolucién que haga
que el cdlculo de la solucién sea mas eficiente. En este trabajo, para los dos casos particulares pre-
sentados, se demostré una equivalencia con el problema de flujo de un solo bien, para el cual existen
varios algoritmos que lo resuelven.

Este trabajo constituye parte de un proyecto mas amplio que comprenderia el estudio de los
métodos de marcaje en redes existentes para el problema, la comparacién de los diferentes métodos
de resolucién, ia implementacién en computadora y la aplicaciéon a un problema concreto. Ademds,
podria hacerse un andlisis de sensibilidad a la solucién 6ptima, correspondiente al método de reso-
- lucién empleado.
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Apéndice A
Conceptos Basicos

A continuacién se introducen algunos conceptos que se manejan en este trabajo, la seccién A.1 fue
tomada de [10] y las secciones A.2 y A.3 de [18].

A.1 Grupos

Definicién 1. Una operacidn binaria * en un conjunto, es una regla que asigna a cada par ordenado
de elementos de un conjunto, algiin elemento del conjunto.

Definicién 2. Una operacién binaria * en un conjunto S es asoctativa si y sdlo si

(a*b)xc=ax*x(bxc) Ya,bc€S.

Observacién 1. Al definir una operacién binaria * en un conjunto S debemos estar seguros de que

i) se asigne exactamente un elemento a cada par ordenado posible de elemento de S

ii) para cada par ordenado de elementos de S, el elementos asignado esté en S.

Definicién 3. Un grupo (G, *) es un conjunto G, junto con una operacién binaria * en G, tal que
se satisfacen los siguientes axiomas:

'i) La operacién binaria * es asociativa.
ii) Existe un elemento e en G -al que

exT =I*e==1 VzedgG.

Este elemento e es un elemento identidad para * en G.
iii) Para cada @ en G existe un elemento a’ en G con la propiedad de que
ad*xa=a*da =e¢.
El elemento a’ es un inverso de a respecto a *.
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A.2 Teoria de Graficas

Definicién 4. Una grdfica G =

N, A) es la pareja constituida por:

¢ Un conjunto finito N llamado conjunto de vértices y

® un conjunto A C N x N Hamado conjunto de arcos.

|
Ejemplo 1.
G =({1,2,3]

Por abuso del lenguaje conf
La representacién grifica de

\
Definicién 5. Una grifica en la

4,5},{(1,2),(1,3),(2,2),(2,5),(4,2), (4,9)}).

diremos, en general, una grifica y su representacién grifica.
es :

®
%
@ ®

cual la direccién de los arcos no estd especificada se llamara una

grdfica no dirigida y se denotard G = (N,U), en este caso, U es el conjunto de aristas.

(N,A,d;) donde d; : A — R o bi

nd: N - R.

Definicién 6. Una red es una EFué.ﬁca con “cierta informacién” en los arcos y se denotard R ==

Definicién 7. Dado un arco e
del mismo; = y y serdn los vértic

Definicién 8. Un vértice z y un
arco e.

(z,y), lamaremos a z el vértice inicial y a y el vértice terminal
extremos del arco e.

arco e se dicen tncidentes si el vértice z es un vértice extremo del

- Definicién 9. Un camino c es upa sucesién alternada de vértices y arcos tal que para cada arco e

en la sucesién, el vértice que lo p

recede en la sucesidn corresponde a su vértice inicial y el vérti;ce

que lo sucede en la sucesién corresponde a su vértice terminal. |

Definicién 10. Una cadena C es

una sucesidn alternada de vértices y arcos tal que los vértices que

«encuadran a cada arco corresponden a sus vérticés extremos. El vértice z; se llamard vértice inicial
de la cadena y el vértice z,41 se llamard vértice terminal de ésta.

Observacién 2. Todo camino es

una cadena. l
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Definicién 11. La longitud de una cadena C es 3 {(e), donde ¢(e) es la longitud del arco e.
ecC

Ejemplo 2.

@

Un camino de G es

a = {1,(1,4),4,(4,5),5,(5,2),2,(2,3),3,(3,7),7}
ley) = 2+T7+8+5+4=26

Una cadena de G es

C: = {1,(1,2),2,(5,2),5,(4,5),4}
€C2) = 1+8+7=16

Definicién 12. Cadena (Camino) simple es aquella que no pasa dos veces por el mismo arco.
Definicién 13. Cadena (Camino) elemental es aquella que no pasa dos veces por el mismo vértice.
Observacién 3. Toda cadena elemental es simple.

Definicién 14. Un ciclo es una cadena cﬁyos vértices inicial y terminal coinciden.

Definicién 15. Un circuito es un camino cuyos vértices inicial y terminal coinciden.
Observacion 4. Todo circuito es un ciclo.

Ejemplo 3.
En la grafica anterior, un ciclo de G es

{1,(1,4),4,(4,5),5,(5,2),2,(1,2),1}.
Un circuito de G es

{2,(2,3),3,(3,5),5,(5,2),2}.

Definicién 16. Una grifica se dice coneza si existe una cadena que une todo par de vértices
distintos en la grafica.

Ejemplo 4.
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La grifica Gy es conexa:

G1 @

La gréfica G2 no es conexa, ya que ne existe cadena que una los vértices 2 y 4.

Gs: -

Una gréafica puede ser vista cgmo un conjunto de gréficas conexas. Cada una de estas graficas
conexas se llama componente coneza de la grifica original.

Definicién 17. Una subgrdfica CﬁL G se denotard Gs = (Ng, Ag), donde

Ns C N
y| Vzi, z; € Ns, (I,’,SL‘_-,')GA,.

-
|
\

Definicién 18. Una grdfica parcial de G se denotard Gp = (N, Ap), donde Ap C A.

Ejemplo 5.




A2 TROWA DE GHAFICAS

Una subgrafica de G es:

Q ©)

Gs:

2
(@

Una gréfica parcial de G es

O——0

Gp: : 0
; € G

Definicién 19. Llamaremos conjunto de vértices sucesores de un vértice  al conjunto:
[(z) = {y: (z.y) € A}
y se llamara grado erteriror a la cardinalidad del conjunto de sucesores, i.e.

g (@) = ().

Definicién 20. Llamaremos conjunto de vértices predecesores de un vértice z al conjunto:

[ (z)={z:(z,z) € A}

y se llamard grado interiror a la cardinalidad del conjunto de predecesores, i.e.

97 (z) = | (z)].
Ejemplo 6.
En la grafica G, tenemos que:
F+(5) =._ {2,6},
r~(5) = {34}
' (7)) = 0,
r-Qu) 0.

Definicién 21. El grado de un vértice x se denotara gg(z) y se define

9c(z) = g*(z) + 97 (z) = [[*(2)| + [T~ ()|
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|

Definicién 22. Un vértice z se llama pendiente si gc(x) = 1.

Definicién 23. Una grifica G = (N1, N,, A) es bipartita si

N =l MUN,, NMnN, =0
Vv (z,y) E‘ A, €N, yeNyobienz € Ny, y € Ny.

Ejemplo 7.

La griafica G, es bipartita, pul Ny ={1,4,5} y N2 = {2,3 6}

2 y 3 deben estar en Ny, lo cu
contradiccidn, pues si el vértice
estar en V] y en Np).

implice que los vértices 4 y 5 deben estar en NV, y esto es una
estd en N el vértice 5 debe estar en N, (el vértice 5 no puede

Gy :

Definicién 24. Un drbol es una|grifica conexa y sin ciclo. O bien, sin ciclo y (n — 1) arcos, donde
n es el nimero de vértices. O bien, conexa y (n — 1) arcos.

Definicion 25. Un drbol de expansién de una grifica G es un drbol que contiene todos los vértices
de la grifica G.

Claramente, no puede existir un 4rbol de expansién en una grifica con m4s de una componente
conexa y toda gréfica conexa contiene un arbol de expansién.

J Definicién 26. Un vértice a de una grafica es una raiz si existe en G un camino que una a a con
| , VzeX.

Definicién 27. Una gréfica G = (X, U) sobre n > 2 vértices es una arborescencia de raiz a si

i) a es una raiz de G,

;if) G es un érbol. ‘
|
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Observacién 5. Una arborescencia es un arbol, pero el reciproco es falso en general.

Definicién 28. La matriz de incidencia de G = (N, A) donde |N| = n y |A| = m es una matriz
n x m tal que

+1, si el vértice ¢ es el vértice inicial del arco j,
a;; = { —1, siel vértice i es el vértice terminal del arco j,
0, en otro caso.

Ejemplo 8.

@
©

La matriz de incidencia de G es:

SO O = O =
OO OO =
O OO = O
OO'LO'—‘O
OH\OHOO
OO == OO0
- 0O =0 OO0
- -0 OO0

Definicién 29. Punto de articulacion es un vértice tal que al suprimirlo de la gréafica aumenta el
nimero de componentes conexas de la misma.

A.3 Ruta mas Corta

Definicién 30. Un circuito C tal que Y d(u) < 0 se llama circuito absorbente. -
ueC

Observacién 6. Sea C un circuito absorbente de una red R = (N, A, d) supongamos que existe
un camino cZ de o a un vértice z del circuito C, y un camino ¢2 de un vértice z del circuito al d.
Entonces el camino obtenido recorriendo el camino ¢ después el circuito C, k veces y c& al final,
es un camino de o a d de longitud negativa tan grande como queramos (tomando k suficientemente
grande en valor absoluto). El problema de bisqueda de un camino mas corto no tiene solucién finita
en este caso.
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Ejemplo 9. Circuito no absorbe%\te

Circuito absorbente

d(C)=-2<0

Observaciéon 7. Como un ejemplo de valores negativos en una grdfica consideremos lo siguiente:
al construir una carretera que conecte lugares por donde pasaba un tren, podemos anotar el tiempo
que se ahorra al hacer el cambio. -

Th. — 10h. = —3 se tiene un ahorro

Th.—Th. =0

Th. — 5h. =2 se tiene un gasto

de un vértice o a un vértice d y sea c¥ la porcidn de ese camino situada entre dos vértices z y y.
Entonces c¥ es un camino mds corto de = a y. -

|

Demostracidén: Si existiera de z B y un camino & més corto que crg, la unién de cﬁ,é,cﬁ darfa

un
camino més corto que C, lo que es imposible. |

Teorema 1. (Principio de Oj::imalidad) Sea C un camino mds corto en la red R = (N, A,d)

Algoritmo General

La paternidad de este algoritmo es delicada para establecer, hay que citar seguramente a Ford,
Fulkerson y Dantzig, tal vez otros deban citarse.

Este algoritmo permite poner en evidencia un circuito absorbent»TL si existe, o bien, una arbores-
cencia de caminos mas cortos de raiz o.
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El principio del algoritmo consiste en “mejorar” una arborescencia de raiz o hasta obtener una
arborescencia de caminos mds cortos.
Se ha escogido presentar este algoritmo por las razones siguientes:

e Este algoritmo es simple para presentar y fdcil de comprender.
e En sus principios es muy similar al algoritino simplex.

o El procedimiento central de este algoritmo consiste en mejorar una solucién realizable inicial.
Este método es, pues, muy interesante cuando se trata de actualizar una arborescencia de
caminos mas cortos si las longitudes de algunos arcos han sido modificadas. Con este objeto,
este procedimiento serd incorporado a algunos algoritmos de resolucién de problemas mads
complejos de optimizacién en redes (por ejemplo, flujo a costo minimo).

Algoritmo.

L2

(0) Determinar una grafica parcial de la gréfica original que sea una arborescencia de raiz “o”.

e Si “0” no es raiz de G, terminar.

e Si “0” es raiz de G, sea X el conjunto de arcos de la arborescencia encontrada. Sea 7(x)

[ )]

la longitud del camino de “0” a x en la arborescencia (N, X).

(1) Buscar un arco u en A — X tal que § = —w(T(u)) + n(I(u)) + d(u) <0

1)

(a) Si no existe un arco tal, (/V, X) es una arborescencia de caminos mas cortos de rafz “o
Terminar.

(b) Si (N, X U {u}) contiene un circuito C, este circuito es absorbente. Terminar.

(¢) Si (N, X U {u}) no contiene circuito ir a (2).

(2) Sea:
z =T(u)
v es el arco de (N, X) cuyo extremo terminal es z.
Poner:
X =XU{u}-{v}
N’ = {y € N :y = z o bien y es un descendiente de z! en (N, X)}
m(y)=7(y)+6 VyeN
Ir a (1).

1 Descendiente de z es todo vértice al cual podemos acceder a partir de z.
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Ejemplo 10.

Comenzamos considerando la #.rborescencia siguiente:

m(2) =3 w(5) =5
® -
| (4) =5
O @
(1) =0 (7)) =7
@ ®
m(3) =2 m(6) =3
Sea u = (2,3) |
§=-2+3+(=3)=-2<0
z=T(u)=3
v=(1,3)
N’ = {3,6} !
n(3)=2-2=0 |
m(6)=3-2=1
r(2) = 3 x(5) =5
O
@/ \(4)=5 @\
O, ®
(1) 5 ®
m(3) =0 f w(6) =1
1
Sea u = (6, 5)
6=-5+14+3=-1<0
=35
v=(2,5)
N' = {5,7} ;
m(5) =5+ (1) =4
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m(2) =3 7(5) =4
@/ m(4) =5 @\
® @
(1) =0 (7 = 6
@ -
m(3) =0 n(6) =1
Sea u = (6,4)
§=-5+1+2=-2<0
rz=4
v=(2,4)
N’ = {4}
m4) =5-2=3
m(2)=3 m(5) =4
@/ m(4) =3 @\
® @
(1) =0 @ m(7) =6
m(3) =0 m(6) =1
Sea u = (1,3)
§=0-0+2>0
Sea u = (2,5)
=—-443+2>0
Sea u = (4,5;
b=-4+3+2>0
Sea u = (4,3)
6=04+3+0>0
Sea u = (2,4)
§=-3+3+2>0
Sea u = (6,7)

6=-6+1+6>0

Como no existe un arco u tal que § < 0, se tiene que (N, X) es la arborescencia de caminos més
cortos.

Justificacion: a) A lo largo del desarrollo del proceso, () queda igual a la longitud del camino de

0 a z incluido en la arborescencia (N, X). En cada etapa ) m(r) decrece estrictamente, de donde
zeN

no podemos encontrar una arborescencia ya encontrada anteriormente. En consecuencia, puesto que

el niimero de gréficas parciales de una gréfica dada que son arborescencias, es finito, el algoritmo es

finito.
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b) Si terminamos en el paso (1-b) el circuito C estéd constituido por el arco u y por los arcos que
pertenecen a la arbor«scencia, i.e
(T (u)) - n(I(u)) > d(u)
m(T(v)) —n(I(v)) > d(v) VveC— {u}
y por consecuencia 0 > Y d(v) Js decir, es un circuito absorbente.
veC
c) Si terminamos en el paso (1-a):
El algoritmo termina con una larborescencia si V u € X

=m(T(u)) + w(I(u)) + d(u) >0
m(T'(u)) — w(I(u)) —d(u) <0
= w(I(w) +d(w) > 7(T(u)) (A1)

Supongamos =(z) al final del algoritmo, no es la longitud de una ruta mas corta de o a z.
Por construccién m(z) es la longitud de un camino de o a z.
Sea P un 'camino més corto de o a z entonces

d(P) < m(z) (A.2)
Sea y el predecesor de z en el camino P, entonces:
d(P) = n(y) +d(y, z) < n(z)

por (A.2) lo cual es una contradiccién a (A.1).

Por lo tanto, m(z) es la longitud de una ruta més corta de o a z, por lo tanto, la arborescencia
generada es una arborescencia de rutas mds cortas de raiz “o”.

Observacién 8. No hemos precisado cémo determinar en este algoritmo si la red (N, X U {u})
contiene un circuito. La manera m4s sencilla de proceder es buscar si la extremidad terminal de “u”
es un predecesor en la arborescencia (N, X) de la extremidad inicial. Si estamos seguros de que no
hay citcuito absorbente en la red, podemos evitarnos esta prueba.




Apéndice B

Principio de Descomposiciéon de
Dantzig-Wolfe

El principio de descomposicién es un procedimiento sistemético para resolver programas lineales de
gran escala o programas lineales que contienen restricciones de estructura especial. Las restricciones
se dividen en dos conjuntos: restricciones generales y restricciones de estructura especial.

La estrategia del principio de descomposicién consiste en operar sobre dos programas lineales
separados: uno sobre el conjunto de las restricciones generales y otro sobre el conjunto de las restric-
ciones especiales. La informacién se pasa entre uno y otro de los programas lineales hasta alcanzar
un punto en el que se tiene la solucién 6ptima del problema original. El programa lineal sobre las
restricciones generales se lama el programa maestro, y el programa lineal sobre las restricciones
especiales se llama el subproblema. El programa maestro le pasa un nuevo conjunto de coeficientes
de costo al subproblema y recibe una nueva columna basada en tales coeficientes.

Este apéndice estd basado en [1].

Principio de Descomposicidn
Frecuentemente encontramos problemas de programacién lin~al de grandes dimensiones que pre-
sentan la siguiente estructura:

mnw = ¢z, +cyTy +--- +CTIT
s.a. Aizy +Ax9 +--- +Arzr =0
Bz, <b
Baz, < b2 (B.1)
Brzr <br

Se mostrard que este tipo de problemas pueden resolverse eficientemente con un principio de
descomposicién que requiere la solucién de una serie de de problemas de prcgramacion lineal cuyas
dimensiones son més pequefias que la de (B.1).

Observacién 1. Problemas con la estructura anterior surgen con frecuencia enredes de optimizacién
con varios bienes y en la asignacién de recursos escasos entre actividades que compiten entre si.
Problemas con esta estructura pueden resolverse mediante el algoritmo de descomposicién. Sin
embargo, como se verd posteriormente, la estructura diagonal puede aprovecharse aiin més.
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El conjunto de puntos Zi 2|0 que satisfacen B;x; < b forma un conjunto convexo cerrado
¥ que contiene solamente un ntmero finito de puntos extremos. Si el conjunto estd estrictamente
acotado se trata, entonces de un oliedro y cualquier punto en el interior del conjunto convexo puede

Tepresentarse por una combinacidn convexa de los puntos extremos. Supondremos que estamos en
este caso. ‘

Supongamos que tenemos ti de estos puntos extremos. Entonces cualquier solucién factible z; >0

Denotemos por z{; los puntos extremos del conjunto convexo de soluciones factibles de B;z; < b;.
de B;z; < b; puede reescribirse

B
i

¢,
-
E :’\iJIxj

j::l

>
v
L
LY
il
:—‘
=

Observacién 2. Cualquier z; de|la forma dada anteriormente es automaticamente una solucién
factible de B;z; < b;, pues cualquier combinacién convexa de puntos extremos serd un elemento del
conjunto convexo de soluciones factibles.

Sustituyendo z;, el problema de optimizacién (B.1) puede transformarse en el siguiente problema
de variables );: |

t tr
minw = z (Cll'lj)/\lj +--- + z (CTJ:TJ')/\TJ'
=1 y=1
Jtl JtT
s.a. z (Alzlj)’\lj + z (AT:JCTJ')/\TJ' =} B
t
2 Ay =1 (B.2)
Jj=1
tr
2. At =1
J=1 - -
’\ij 20 1211T7J= :tl'

Puesto que ¢;, el ndmero de puntos extremos del conjunto {Biz; < b;, z; > 0}, general-
mente es muy grande, tratar de enumerar explicitamente todos los puntos ‘extremos z7;, y resolver
explicitamente este problema seria una tarea muy dificil. En consecuencia, se intentars encontrar una
solucién 6ptima del problema (y, por lo tanto, del problema original) sin enumerar explicitamente

todos los puntos extremos.

Aplicacidn del Método Simplex Revisado.




117

Supdngase que se tiene una solucién bésica factible del sistema anterior con una base B. Obsérvese
que cada base debe contener al menos una variable Aij de cada bloque i. Adn més supéngase que
B~ b= B!} ;’
¢g es el costo de las variables bdsicas (& = cirij para A;;) y w y a son las variables duales co-
rrespen-lientes a las restricciones del problema (B.2). Esto puede resumirse en el arreglo simplex
revisado siguiente:

, Y ( w a ) = (wy,...,Wm,a1,...,ar) = ¢gB~} son conocidos, en donde

(w.a) 63133"‘
B-1 b

El método simplex revisado procede concluyendo que la solucién presente es éptima, o bien
tiecidiendo incrementar una variable no bésica.

Esta solucién es éptima si zi; — ¢ij < 0 para cada variable (naturalmente 2;j — &; = 0 para cada
variable bdsica). En particular, en optimalidad deben satisfacerse las siguientes condiciones:

Aij no bdsica = 0> z,; — Cij = WAL + a; — CiTij (B.3)

El que las condiciones (B.3) se cumplan o no puede verificarse facilmente resolviendo los siguientes
subproblemas:

maxz = (WA; —¢;)z; + oy
s.a. B;z; <b; (B.4)
I; ?_ 0

Sea zix un punto extremo éptimo. Si el valor objetivo 6ptimo es tal que
Zik — Cik = WA Ty +a; — ;T <0

entonces la condicién (B.3) se cumple para el subproblema . De lo contrario, A;x puede introducirse
en la base. Cuando todos los subproblemas tengan zi; — & < 0, se tendrd entonces la solucién
éptima del problema original. Si las restricciones maestras son del tipo de desigualdad, entonces
antes de terminar debe verificarse los valores z; — ¢; para las variables de holgura no bésicas, es
decir, para una restriccién maestra i del tipo <, con variables de holgura asociadas s;, se obtiene:

z,‘—c,‘z(w.a)< %i )—-Ozw,-

En resumen, se resuelve cada subproblema i. Si el subproblema i da un punto 6ptimo tal que
WA Tk + a; — ¢ciTik > 0, entonces el punto extremo es un candidato para entrar a la base maestra.
Si no ocurre ninguna de estas condiciones, entonces en el presente no hay ninguna columna que
sea candidato para entrar a la base maestra del subproblema i. Si ninglin subproblema da un
candidato para entrar a la base maestra, se tiene entonces la solucién optima. En caso contrario,
debe seleccionarse uno de los varios candidatos para entrar a la base maestra. Al seleccionar el
candidato, se actualiza la columna entrante, se pivotea sobre el arreglo maestro, y se repite el
proceso. L

Observacién 3. El conjunto de problemas en (B.4) puederpresentar alguna estructura especial
que permita aplicar algiin algoritmo ya conocido para su resolucién. Por ejemplo, puede tratarse de
problemas de flujo o de rutas, para los cuales ya se expusieron algunos métodos de resolucién.
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Apéndice C

El Problema de Transporte

C.1 Presentacion del Problema

Uno.de los prf)b.ler.nas tipicos de programacién lineal es el llamado problema de transporte; el cual
consiste en minimizar el costo de transportar un articulo de lugares donde se dispone (origenes)
hacia lugares donde es demandado (destinos). Nos basamos en {26] para la presentacién de este

apéndice.
El planteamiento del problema es el siguiente:

Supéngase que en m lugares de expedicién (origenes) se encuentran aj, ag, ..., @, unidades
de un articulo que deben ser enviadas a n consumidores (destinos) en cantidades de by, by, ..., b,
unidades. Se dan los costos ¢i; > 0 de transportar una unidad del articulo del i-ésimo origen al
j-ésimo destino. Sea z;; > 0 la cantidad de unidades del articulo que se transporta del i-ésimo
origen al j-ésimo destino.

Las restricciones del problema son las siguientes

119
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1) La cantidad que sale de los

APENDICE C. EL PROBLEMA DE TRANSPORTE

origenes debe ser la que se dispone:

2) La cantidad que llega a los

destinos debe ser la que se demanda:

\
ZIU =b;

3) Las variables deben ser no r%.\egativasf

El objetivo es

min w

Asi el planteamiento matematx%

La resolucién del problema se
inicial y 2) La construccién de las

Supongamos que los valores de
y adem4s que la suma de las dispo

C.2 Resolucién

Describimos ahora, el primer paso
factible.

Vi=1,n
=1
|
zi; 20 Vi=Imji=T1n
= cnTIn+ciz%i2+ -+ CunZmn

m
DD i

i=1 j=1

o del problema de transporte es

™2

= 1%

i=1j

C,;jI,'j

fan

1

i

O,

|

B

Iij = Q; Vi::-l,m
j=1
ZI,'J =bj V]:r-'ﬁ
i=x] .
Iij 20 Vi= ) 7 =1

ivide en dos etapas: 1) La determinacién de la solucién factible
teraciones sucesivas, o sea, la aproximacién a la solucién Sptima.

las disponibilidades y de las demandas son enteros no negativos
nibilidades es igual a la suma de las demandas, es decir que

m n
a3
i=1 J=1

de la resolucién, que consiste en encontrar una primera solucién
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Supongamos que tenemos los datos iniciales del problema en la tabla siguiente

21

a; n L012 lCu |CIn
I T2 L1j Tin
a5 C21 [022 |€2s C2n
; T2 T22 Iy; T2n
a: Cil Ci2 Cij 'Czn
i '. ] i
T T Tij Tin
a Cml |C7n.2 l Cmj Cmn
m , MALLES L] L__
Tl Tm2 [ 4 Tmn
a;
t by by . bj - b,
b;

Vamos a construir una solucién factible inicial por el método llamado esquina noroeste. Llenamos
la tabla a partir de la esquina superior izquierda, moviéndonos luego por el renglén hacia la derecha,
o bien por la columna hacia abajo. En la casilla (1,1), x;, va ser igual al menor entre los nimeros
a; y b, es decir,

z11 = min{a;, b}

e Sia; > by, entonces r,; = b, y la primera columna estd completa, es decir, las necesidades del
primer destino estdn satisfechas por completo. El valor b; se cambia por cero y a; por a; — by,
y la columna uno la “cancelamos”, o sea, ya no la tomamos en cuenta.

Nos movemos luego por el primer renglén, escribiendo en la casilla vecina (1, 2) el menor entre
los niimeros a; — b; y be. 0 sea,

x12 = min{a; — b1,b2}

e Sib; > a;, se completa entonces, el primer renglén y por lo tanto lo cancelamos, asi z; = a,
el valor a; se cambia por cero y b, por b; —a;.

Continuamos por la casilla (2,1) en la cual escribimos

Z91 = min{az,b; — a,}

Continuamos con este proceso hasta que en una etapa dada, quedan satisfechas las demandas b;
y agotadas las disponibilidades a;.

Después de construida la solucién inicial todas las variables quedan divididas en dos grupos: .ty
que son las variables bésicas y z,, que son las-variables no bésicas.

El método de resolucién es un método primal-dual, asi una vez que tenemos una solucién factlble
calculamos las variables duales:

En una tabla de (m + 1) x (n + 1) calculamos u, las variables duales asociadas a los origenes y
v; asociadas a los destinos. Fijamos un valor cualquiera para u, y a partir de éste calculamos todos
los demas de :al manera que, para las casillas asociadas a las variables bésicas, se satisfaga que

Uk + UV = Cxil

Una vez que se tienen los valores para u; y v;, llenamos la tabla siguiente, llamada de costos
indirectos
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Vi v v,

u_\ 1 v2 n
, 75 w+v | up+uvel o juy o,
Cij = ug up+v [ugtwv |- [ug+vn
Um Umn + U Uy + 2] - Uy + 0y

Y sea c;j; la tabla con los costos reales del problema y calculamos:

’
Cij — C.[j

Observacién 1, Las entradas ciadas a las variables basicas tendrdn un valor de cero, pues al
calcular la resta para estas casillas se tiene que

7
Ckl = Cy = Crt — (Uk + 1) =y —Cpy = 0

o Si todas las entradas (no bdsicas) son positivas o cero entonces la solucién es 6ptima.

e Si existe algin valor ¢, — ¢, < 0 entonces escogemos la entrada'que tenga el valor minimo y
la variable asociada a éste es candidato a entrar a la base.
|

Una vez identificada la variable entrante, enviamos A unidades de flujo en esa casilla y para
balancear la solucién restamos y sumamos A intercaladamente sobre el ciclo formado en la tabla
donde figura la solucién factible y la casilla entrante, por ejemplo:

xkl+A e Ikl_A

T — A ) Ikl-!-A

T — A A i

Observacién 2. Si al “caminar’ sobre un ciclo restando y sumando A midaﬁes, en una columna
o renglén existe una o m4s variables bésicas intermedias entre un vértice y otro del ciclo, éstas no
deben ser alteradas.

Sea Y el conjunto de todas lag variables bdsicas para las cuales se les resté A unidades, entonces
A= Tpg = min{:z:kl ST € Y}

Y la variable z,4 sale de la base.
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Se renueva la solucién factible y se procede nuevamente al célculo de las variables duales. Se
continua el procedimiento hasta llegar a la solucién éptima.

C.3 Eiemplo

Considéresc la siguiente tabla de transporte donde se tienen dos origenes, A y B, y tres destinos,
1, 2 y 3. L valores en la tabla determinan las disponibilidades, demandas y costos de transporte.
Encontrar «l plan de distribucién de tal manera que el costo sea minimo.

1 2 3
Al 150 [ 6 [10] 4
B | 9 121218
@ 60 |70 | 110
bj

Primero encontramos una solucién factible por el método de la esquina noroeste.

Comenzamos llenando la casilla (1,1)

Iy = mm(lSO, 60} = 60

La primera columna estd completa y por lo tanto, se cancela.

Pasamos a la casilla (1,2)

T2 = min{150 — 60,70} =70

La segunda columna esta completa y por lo tanto, se cancela.

Luego, la casilla (1, 3)

z13 = min{90 - 70,110} = 20 -

Como en la tercera columna resulta el resto’igual a 90, pasamos al llenado de la casilla (2,3) en
la cual tenemos

223 = min{90,90} = 90
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Y contamos ya, con la primera solucién factible

|
|
‘ A 150 60 [ 70 [ 20
xil,:B 90 B ER

ai 60| 70 | 110

by

con un costo de

w = 60(6) + 70(10) + 20(4) + 90(8)

1860
Calculamos las variables duales
o) i v1=6|v=10] vz =4
U = 0
Uy = 12
Asi, calculamos los costos indirectos:
w Yi 11 =6 |u=10|v3=4
A i
%= 1w =0 6 10 4
us =4 10 14 8
Entonces
L _d = 6104_6104
“i=% = o218l |1W0]1a]s
_ 010
T 12 1210

60 70— A} 20+ A
0 A 90— A

|
\

Por lo tanto, x5 es candidato ql; entrar a la base:
|

Asi,
A=170
Y la variable x5 sale de la bas<L. La nueva solucién factible es

| 1 2 3
A 150 60} 0} 90
- Zij|= B 90 0] 70F 20

i 60| 70| 110

b;

Con un costo de

g
I

60(6) + 90(4) + 70(2) + 20(8)
1020

Con esta nueva solucién, calculamos las variables-duales:

‘Ul‘—"6 ‘U‘2=-—2 ‘U3=4

Y
Uy

Uy =4




Los costos indirectos:

Vi v =) vy = -2 U3z = 4
. =
R uy =0 6 -2 4
ug =4 10 2 8
Tenemos que
. = 6 11014 , 6 | -2]4
Vot T 12l 218 1012 (8
_10}12
—f2]o0

Como todas las entradas son no negativas se tiene que la solucién es éptima. Es decir,

Wmin
I
I12
I13
I21
T2

I23

I

1020
60

0

90

0

70
20
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