
UNIVERSIDAD AUTONOMA DE QUERÉTARO 
FACULTAD DE INGENIERÍA 

Estudio del Problema de Flujo de .Bienes 
Múltiples a Costo Mínimo 

TESIS 

Que para obtener el grado de: 

LICENCIADO EN MATEMÁTICAS APLICADAS 

Presenta: 

CARLA ALEJANDRA RIVERA RAMÍREZ 

Santiago de Querétaro, Qro~, Abril 1997 

.•. , ,. 



NoAdq 
.... 
¡, ' 

Qls_ ... 

l ".: 

-"IJ' 
( 

' • -..( (! ) " ~ ' 
i' 1\ 

-, 

t ~'1 i 1 t ~ ¡ 
\' 

' ... g 
" J. .1 1 

¡ ! i 1- 1 ¡T l 
l . .._.{;. 1 ¡ 

J • " .. 

.. JI it 'JLI ' 

~' 
' ! .d. ) ~ r¡ r 

~ 

.A 
~ .¡., } 

1 1n l,; q 

1 

' l -/151 i 

\.) •¡ , ! .. \ 
j i 

' , l ,~ ¡ '( 'l' tl t "'!. t. 1 ' \.J ll\.,; {¡ J 

y 

) 

' .. 
~ ' 



,'1/nt'oe)(Júfa4 ~ ¿ ~ 
dX.zcu&d ¿ oY~f!/ltÚyJtia 

ACVERD0/36460/97 
ENER0/23/97 { 

.¡ 

C. CARLA ALEJANDRA RIVERA RAMIREZ, 
P R E S E N T E . 

En relación a su atenta solicitud relativa a la selección de op­
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"ESTUDIO DEL PROBLEMA DE FLUJO DE BIENES MULTIPLES A COSTO MINIMO". -
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Introducción 

El problema de enviar un flujo de un artículo dado en una red, conocido en la _literatura co~o el 
Problema de Flujo, es un tema muy estudiado y de hecho forma parte del temarlO de la matena de 
Análisis de Redes. Existen varios algoritmos, que además de ser eficaces para resolver el problema, 
estudian las propiedades del problema y cómo tomar ventaja de ellas. Ejemplo de estos algoritmos 
son el algoritmo de etiquetaje de Ford y Fulkerson, si el objetivo es maximizar la cantidad de flujo 
del artículo; o si se trata de minimizar costos. existen los algoritmos de Klein, de Busacker Y Gowen, 
el simplex especializado en redes y el algoritmo de las desviaciones, entre otros. 

Sin embargo, cuando en una red queremos en,-iar al mismo tiempo más de un artículo. el problema 
se complica un poco más. Esta complicación incluye el incremento en el número de varübles Y de 
restricciones, así como la pérdida de una propiedad algebraica muy importante que el pro)blema de 
flujo de un solo artículo siempre presenta en su matriz de restricciones: la total unirno :iulariáad. 
Por lo tanto, los métodos de resolución de marcaje para el problema de flujo de un solo bien va no 
pueden aplicarse o generalizarse cuando tenemos dos o más artículos que deben circular ·~n la red. 

El propósito del presente trabajo es, pues. el estudio y análisis de esta generalización de problema 
de flujo a costo mínimo. El trabajo está dividido en cinco capítulos; se presenta en el primero el 
problema de flujo de un solo bien, tanto para el caso de maximizar la cantidad de flujo, así como la 
minimización de los costos, exponiendo algunos métodos de resolución. El segundo capítulo trata el 
planteamiento del problema que nos ocupa, con dos diferentes formulaciones, la formulación nodo­
arco y la de arco-cadena, ya que ambas presentan una característica especial en su estructura, que 
permitirán, en el tercer capítulo, proponer un método de resolución para el problema en general; en 
[11], [14], [16] y [30] se exponen otros métodos de resolución al problema, sin embargo, el presentado 
aquí se eligió debido a que la estructura del problema satisface las condiciones del p ~incipio de 
descomposición de Dantzig-Wolfe, lo que lo hace interesante, desde el punto de vista de Análisis de 
Redes, puesto que los subproblemas son ampliamente conocidos y fáciles de resolver. En el cuarto 
capítulo, se analizan dos casos particulares en los que se presentan condiciones que debe cumplir la 
red asociada al problema, que permiten demostrar una equivalencia con problemas de fluj•) de un solo 
bien. Esto facilita la búsqueda de la solución del problema. En el quinto capítulo se establece una 
condición algebraica que garantiza la existencia de soluciones enteras para el problema en general, 
esto favorece el estudio de un algoritmo de marcaje eficiente que torne ventaja de esta propiedad. 

Por último se presentan las conclusiones que se derivan de este estudio, y se anexan también tres 
apéndices; el primero presenta los conceptos y resultados necesarios para la total comprensión del 
contenido del trabajo. En el apéndice B se resume el principio de descornposción que se utiliza en 
el capítulo 3. En el apéndice C se presenta el problema de transporte, para ubicar al lector en el 

capítulo 4 sección l. 

3 



Capítulo 1 

El Problema de Flujo en Redes 

Con objeto de hacer una introducción al lector en el tema, se presenta, basado en [18], el problema de 
flujo y sus diferentes métodos de resolución, tema a] que nos vamos a referir durante el desarrollo de 
este trabajo. Supongamos que tenemos un lugar (al que llamaremos origen) donde se produce cierto 
artículo, y un lugar (llam.tdo destino) donde es requerido. Tenemos varias opciones para transportar 
la cantidad del artículo ell cuestión y estas rutas (o conductore:;) tienen cierta capacidad. es decir. la 
cantidad del artículo deb·~ ser a lo müs lo que cada conductor puede tolerar por unidad de t i·~mpo. 
Imaginemos el caso. por ejemplo, de transportar costales de harina de un molino a un expendio, 
en este caso el camión (cue es el conductor) tiene un volumen que no puede ser sobrepasado por 
viaje. Otra condición que existe en este problema, es considerar que entre los puntos intermedios de 
las rutas de transporte, no debe haber pérdida en la cantidad de flujo que está circulando, en otras 
palabras, si hay un lugar donde ni se produce, ni se requiere del artículo, la cantidad de flujo que 
entra a este punto debe ser la misma que la que sale de él; matemáticamente se dice que el flujo debe 
ser conservativo. Bajo estas condiciones consideraremos dos opciones para el objetivo del problema, 
a saber, maximizar la cantidad de flujo total en la red o minimizar los costos que se derivan de hacer 
circular una cierta cantidad de flujo. 

En este capítulo se presentará a grandes rasgos, un método de resolución para cada uno de los 
dos problemas. 

Se remite al lector al apéndice A, sección A.2 para la presentación de las definiciones de Teoría 
de Gráficas que se utiliza:~án en este trabajo. 

1.1 Flujo Máximo 

El modelo matemático para el problema de flujo sería el siguiente: 

Definición l. Sea una gr;ifica G = (N, A) con capacidades en los arcos biJ, un vértice origen o y un 
vértice destino d. Un vector de números ~iJ definidos sobre los arcos ( i, j) se llama flujo si satisface: 

El problema de flujo máximo de o a d en la red R 
~E Rm tal que 

(1) ~ sea un flujc• sobre la gráfica G. 

(2) o :::; ~ij :::; b,J. 

5 

SI 2 =O 

si i = d 
si i =1 o. d 

(1.1) 

( .\'. A. b) consiste en buscar un vector 



6 

(3) v sea máximo bajo las Cotldi<cio:nes precedentes. 

Es decir, 

max z= ¿ ~oj ¿ {k o 
(o) ker- (o) 

s.a. ¿ ~ij - ¿ ~ki =O iE N- {o,d} 
er+(i) ker- (i) 

~ij ~ bij (i,j) EA 
(ij ~o (i,j) E A 

donde L ~oj- L ~ko = v por (1.1). 
ier+(o) ker-{o) 

Definición 2. que satisface (1) y (2) se llamará flujo factible sobre la red R. 

por Ford y Fulkerson y su técnica forma la base de otros algo­
ritmos que resuelven ciertos prc>b~E~ml3.'3 que son generalizaciones simples o extensiones del problema. 

Definición 3. En la red R = ( 
d si,fodemos encontrar Y e N 

~ 
•Jc 

EjeWplo 1. En la siguiente 
~lo\' 

A, b) un conjunto de arcos e se llama cortadura que separa o de 
o E Y, dE Y, tal que e= {(i,j) E A: X E Y, y E Y}= (Y, Y). 

hemos descrito tres cortaduras, a saber, 

e1 :Yí={o,l,2,3,4,6}, Y1 {5,7,8,9,d} 
e2: y2 = {o,1,2,3,4,9}, Yi {5,6,8,d} 
e3:Y3={o,l,3,7}, Ya={ 4,5,6,8,9,d} 

El arco (5, 7) no es de la r>tu·ts:tt1nrsL pues 5 E Y3 y 7 E Ya. 

ene =1= 0. 

L €oj- L Üo 
jer+(o) ker- (o) 
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Definición 5. Llamaremos capac-idad de una cortadura Ca la suma de las capacidades de los arcos 
que la constituyen. 

b(C) = L b;j 
(i,;)EC 

Teorema l. Para todo flujo factible ~ sobre R =(N. A. b) y para toda cortadura que separa o de d 
tenemos 

v(O ::; b(C) 

Demostración: Por definición de flujo tenemos 

v(~) = 2::: 2::: (ij- 2::: 2::: ~ki = 2::: .;;}+ 2::: .;ij -2::: .;ki- 2::: .;k. 
iEY jEf+(i) iEY 

jEY 

Por lo tanto, y por ser flujo factible. 

¡·(~) :s ¿ ~i) :s ¿ b;j 
iEY H:Y 
jE}' Jt:'F 

Es decir. 

u(.;)::; b(C). 

sale de e 

iEY 
kEY 

El algoritmo de Ford y Fulkerson está basado en el t·~orema siguiente: 

iEY 
kEY ...._,___.. 
entra a e 

• 
Teorema 2. El valor de un flujo máximo de o a d es igual al valor de la cortadura mínima que 
separa o de d. 

Demostración: Es obvio que el flujo máximo de o a d no puede ser mayor que b(Cmin) porque todos 
los caminos de o a d tienen un arco de esta cortadura. Por el teorema 1, sabemos que v(.;) ::; b(C). 
Se demostrará que existe un flujo que alcanza el valor b(Cmin). 

Supongamos dado un flujo por el vector.; m-dimensional y definiremos una cortadura (Yo, Yo) 
aplicando recursivamente el paso (b): 

(a) Sea}ó={o} 

(b) Si i E Yo y .;ij < b;j o .;ji > O, colocar j en Yo y re¡.•etir hasta que Yo no pueda incrementarse. 

Entonces suceden dos casos: dE Yo o d fl Yo. 

Supongamos dE Yo. De acuerdo con el paso (b), dE Yo implica que existe una cadena de arcos 
de o a d tal que para que todo arco ( í. j) en la cadena, usado en la dirección "directa" (de o a d) 
.;ij < bij y para todo arco (k,l) usado en la cadena en dirección "inversa" (del a k) .;kt >O. Esta 
cadena se llamará aumentante. Sean 

bD min {b;1 - ~ij: (i,j) es directo} 

b¡ min {(kz: (k, l) es inverso} 

tomemos 

b =min {bn.b¡} 

si f se agrega al flujo en todos los arcos directos y se sust1 ae de todos los arcos inversos, el resultado 
es un nueyo flujo factible con f unidades mayor que el anterior. Fsando el nuevo flujo pu..,df'n 
apli('arse lo~ pasos (a) y (b) anteriore~ para definir unii nueva cortadura y repetir el argumento. 
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<:Al'tTt ILO l. ~:t. I'ROIIU:MA fR .• l:WO EN REOf:S 

Supongamos d rl. Yo. De acue1do ~o~ el ~Mo (~). _ 

~.3 - b;; V (l,J) E (Yo, Yo) 

y 

de donde 

y 

Entonces el valor del flujo 

2: ~ÍJ = ¿ b;; 
(i,j)E(}'(¡,Yo) (i,j)E(Yo,Yo) 

L. ~kl =0 
(k,I)E(Yo.Yo) 

v(~) = 2: ~ii+ 2: 
(i,j)E(Yo,Yo) (k,l)E(Yo.Yo) 

= 
(i,i)E(Yo,Yo) 

= b(Yo. Yo). 

b¡; +o 

~kl 

Tenemos pues, un flujo cuyo 
y la cortadura mínima. 

lores igual al valor de una cortadura. El flujo debe ser máximo 

• 
1.1.1 Algoritmo de For y Fulkerson 

A) Proceso de etiqu~tado. 

(1) Etiquetar al vértice o con { o, oo} 

(2) Elegir w1 vértice etiquetado, sea i, sea su etiqueta: {± i, ó(i)} 

(a) Para todos los vértices j E r+(i) tales que no estén etiquetados y para los cuales{;;< b;;, 
asignarles la etiqueta: { +i, 8( i)}, donde ó(j) = min { ó( i), b;; - ~ii} 

(b) Para todos los vértices E r- (i) tales que no estén etiquetados y para los cuales{;; > O, 
asignarles la etiqueta: { i, 8(j) }, donde 8(j) = min { 6(i), ~ji} 
Se dice ahora que el vér ice i ha sido etiquetado. 

(3) Repetir el paso (2). hasta qu 

(a) El vértice d no ha sido tiquetado y ya todos los vértices han sido examinados (excepto 
d, claro). ALTO, el fluj ~es el flujo máximo. 

(b) El vértice. d reeibe etiqu ta, ir a (4). 

B) Proceso de aumentación de flu o. 

(4) Sea j =d. 

(5) (a) Si la etiqu~ta dejes de la forma ( +i, 6(j)), cambiar el flujo a lo largo del arco (i,j) de 
~ii a~;; + 6(d). 

(b) Si la etiqueta dejes de la forma (-i,6(j)), cambiar el flujo a lo largo del arco (j,i) de 
~ii a ~ii - 6(d). 
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(6) Si i = o borrar todas las etiquetas y regresar al paso (1), repetir el proceso de etiquetado 
empezando con el nuevo flujo calculado en (5). 

Si i =/= o poner j = i y regresar al paso ( 5). 

C) Cortadura mínima. 

Si d ya no pudo ser etiquetado. 

La cortadura mínima está formada por el conjunto de arcos (Yo, Yo) donde Yo = { i : i E N, 
etiquetado}. 

Teorema 3 (finitud del algoritmo). Sz las capacidades de los arcos son enteros y si existe una 
cortadura de capacidad finita, el algoritmo de Ford y Fulkerson proporciona, en un número finito de 
iteraciones, una solución óptima del p:·oblema de flujo máximo de o a d. 

Demostración: Partiendo de un flujo ~ de Yalor O, en cada iteración, éste se incrementa en una 
cantidad !J que es un entero, el valor del flujo está acotado superiormente, ya que v(O ~ b(C) y 

existe una cortadura C de capacidad finita. Por lo tanto, el número de iteraciones es finito. • 

Ejemplo 

Obtener el flujo máximo en la red. 

Se tiene una unidad de flujo circulando en la red. 

{ +1, 1} 

(8, O) 
(9.0) 

{+o. 8} {+2,1} 

v(6) = 1 

Se ha encontrado una cadena por :ion de puede circular una unidad de flujo {o.] 5. d}. Se 
actualiza la red. se borran todas las etiqueta.- ,. ~e busca otra cadena aumentante. 
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{+o, } {+1,,1} 
~---'=.l...:'..L----..~ (9, O) 

---~(2L::., 1¡_) -----:::.@ {a IJ 

{+o, } 

v(6) =2 

Encontramos la cadena aume tante con vértices {o, 2, 3, d}, actualizamos la red, bonamos las 
etiquetas y buscamos otra cadena aumentante. 

{-3, } { +1, 1} 

Jd-------!.~---~ (9,0) 

Se tiene ahora la cadena {o, 2, 
la red, se borran las etiquetas y 

(2,2) ¿@ {+4,1) 

~-----:(c:-1,-::-;-1)---@Y (9, 1) 

v(6) = 3 

1, 4, d}, por donde puede circular una unidad· de flujo, se actualiza 
busca otra cadena aumentante. 

{ +4, 1} 
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TPm~mos ahora la cadPna aunwntante {o, l. 4. d}. Act ualizamo." la rf'd, borramos f'! iquet.as y 
husnunos otra cadena aument 1U1te. 

{+o. 5} 

Como d \a no puede recibir etiqueta, obtenemos una cortadura ( = (1'0. Y0 ), donde Yo= {o, 2, 3} 
y con capaci:lad. q(C) = 2 + 2 + 1 = 5. Por lo tanto, v(~max \ = 5. 

1.2 Flujo a Costo Mínimo 

Ahora \-amo~. a considerar como el objetivo del problema la ILmimización de los costos. En este caso 
la cantidad ce flujo es conocida y cada ruta (cada arco) tiene asociado un costo por unidad de flujo. 
Por ejemplo, el costo de viajar en autobús de Querétaro a :\féxico está determinado por un precio 
en el boleto de viaje, y es un costo por persona que viaja. 

Las dos primeras secciones están destinadas a presentar métodos de resolución basados en el 
algoritmo de Ford y Fulkerson, para ello es necesario introducir algunos conceptos. En la tercera 
sección se expone una variante del algoritmo simplex para redes con capacidades en los nodos. 

El planteamiento matemático del problema de flujo a costo mínimo está dado por: 

min w= 

s.a. 

¿: Cijf.ij 
(i,j)EA 

¿: f.oj 
jEr+(o) 

¿: f.ij 
iEr+(i) 

¿: f.dj 
jEr+(d) 

2: f.ko 
kEr-(o) 

¿: f.ki 
kH- (i) 

¿: f.kd 
kEr-(dl 

~ij 
~ij 

=V 

=Ü 

= -v 

<b - tJ 

~o 

i E N- {o,d} 

(i,j) E A 
(i,j) E A 

donde C;j es el costo por unidad de flujo del arco (i,j), y v, el valor del flujo, es conocido. 

Definición 6o Un circuito C tal que 2: e( u) < O, donde e( u) es el costo asociado al arco u, se 
uEC 

llama circuito absorbente. 

Observacién 2. Este tipo de circuitos pueden ser encor:·~;tdos con algunos algoritmos dr• m<ii 

más r<Jrt<< ~;mando como distancias en los arcos los costo- "ll r·i >t¡Jf~ndicf' A. Pll L; ~r·cr·í<'q¡ .\ :\,-e 

:Jre~r·:.;a tlL algoritnw dP ruta n1ás corta que pr•r:mr" .¡,.¡, · ,,. ,,, •iito,.; al>~t>l'hi•¡¡rt·~ r•¡¡ nn;; l'''· 
part,·. dnr· de proporcionar la ruta más corta del origen "· j;~tj¡,,;. 
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Definición 7. El proceso de ene ntrar una cadena aurnentante en una gráfica G = (N, A) donde. 
los flujos en los arcos están dad por el vector {, puede· ser considerado como una búsqueda efe 
caminos en una gráfica increment l G~'(€) = (N, A 14 ) definida c"orno sigue: 

A 14 = AfuA~ 
donde 

Af == { (íl', ji') : €ii < bii } . 

Un arco (il',jl"') E Af tendrá e pacidad 

y costo 

y 

A~= {(j~', i~'): {ij >O} 

Un arco (j~<, 'i~'} E A~ tendrá pacidad 

bj .. = {ij 

y costo líí. 

Ejemplo 2. Considérese la. red si iente 

G: 
(2,3,2) 

Su gráfica incremental está dad por: 

(5, 2, 1) 
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Algunas veces es deseable representar un flujo con · la suma de flujos elementales. Esto es útil 
porque contribuye a un mejor entendimiento de la na<'!mleza de los tlujos en redes y sirve para 
justificar algunos de los algoritmos de flujo f'll redes. 

Denotemos por he (S) un flujo en,.' en el cual !u-.; arcos (i,j) E S tienen ~. 1 =h. Obviauwnte 
h o (S) no es un flujo ¡.ara cualquier cmijunto d·~ arcos S puesto que por ser flujo debe satisfacer :.,.<; 
ecuaciones de conservación de flujo. Es claro que para que h o (S) represente uu flujo, el conju , o 
di' <treos de S debe formar un camino en C (o varios) de o a d o un circuito (o varios) en C. 

Teore1na 4" Si~ es ·;ualq1Lier flujo (de o a d) .'., ,·alor entu,, ven ·11na gráfit 'C, entonce.-; ~puede 
descomponf'rse de la sigr.iente "t•mera: 

donde P1 , P2, .... Pv son carmr: os elementales (dE o a d) de C y 1>1 , ó2, ... , cPk son circuitos ele­
mentales de C. 

Ejemplo 3" Considérese la sig. ~nte red con un flujo~ de valor v(O = 3. 

2 

~2 1 ~ _5__ 

CD-------:2 ~¿) 

0-~ 
(2 veces) 

+ + 

(2 veces) (2 veces) 

Demostración del teorema 4: A partir de la gráfica C = (N, A) con flujo ~ construir la gráfica 
unitaria ce= (N, Ae) corno sigue: Si ~ij es el flujo en el arco (i,j) E A entonces poner ,;;1 arcos en 
paralelo entre los correspondientes vértices ie y je de ce. Si ~ii = O, entonces no ponernos are• l entw 
ie y f. Puesto que cada arco en ce corresponde a un arco de flujo unitario en C, ce repre:-.• nta el 
flujo~ en C. 
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En ce los grado.c; d<' lo~ 
que: deben satisfacer (por las condiciones dE:> con..c;ervación de flujo) 

g+W) = g··w) V ie :F oe.,,r 
g+(o") = g·· (d") = t• 

Se tienen ti caminos dE:> o" 
vez. Sean esos caminos P{ 

1 
P2 

sí deben ser simples. Como 
un camino elemental (de o" a 

el" que en su totalidad atraviesan cada arco de G" exactamente una 
••• 1 P~. Los canúnos P. no son necesariamE:>nte elementales aunque 

camino no elemental puede ser considerado como la suma de 
) y un número de circuitos elementales arco-ajenos, obtenemos: 

{ = 1 o (PI) + 1 o ) + · · · + 1 o (P,) + 1 o (<PI)+ 1 o (<P2) + · · · + 1 o (<Pk) 

donde f:¡ son caminos de o" a elementales y rp1 son circuitos elementales. 

Observación 3. Dada 
red R, el valor del flujo que circula a través de ella es 

v({) = Í: {oi = Í: {;d 

ier+(o) ;er-(d) 

Proposición 1. Dado un 

+ • · · + 1 O Pv + 1 o (4>1) + 1 O (cf>2) + · · · + 1 O (<Pk) 
entonces v({) = v. 
Demostración: Sabemos que E eoi 

ier+(o) 

Como cada P¡ es un ,.;wuuJLv elemental que va· de o a d con un1~ unidad de flujo se tiene que 

v({)=1+···.+1=v --__., 
, vece. 

• 

El valor del flujo en los "'"'"11''"""' rp¡ no cuenta en el cálculo de v({), pues no son caminos de o a 
d, aún cuando en alguno de intervenga el vértice o o el yértice d (no ambos, pues si estuvieran 
los dos, del circuito puede un camino de o a d y éste entraría como un P

1
). • 

1.2.1 Algoritmo de ... '"""'~.u· 

El procedimiento mejor COilocid(> para resolver el problema de flujo a costo mínimo es el algoritmo 
out-of-kilter (desviaciones) de y FUlkerson, pero aquí se verán dos algoritmos, el de Klein y el 
de Busacker y Gowen, que son 1~ sencillos que el ou.t-of-kilter, y desde el punto 
de vista teórico tienen un particular, ya que constituyen 1m par de algoritmos duales entre 
sí. 

Computacionalmente IU:I.Iumu'~'''-'• los métodos son comparables. 

Algoritmo de Klein. 

Se basa en la determinación circuitos negativos (absorbentes). 

(1} Usar un algoritmo para en~:on1;rar un flujo factible e de w.lor V en G. 

(2) Constnñr la gr,áfica GP({). 

(3) Verificar si existe un ";""·nit.n absorbente sobre los costos <P en GP({). Si existe, identificarlo e 
ir a (4). Si no existe, , el flujo es de costo mínimo. 
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( 4) Calcular ó = ruin { bf, : (i!-', ji') E 1>} 

(a) V (í'-", j~') E 4> con ( i~', j~') E A~, cambiar el flujo ~ji en el arco correspondiente (j. i} dP G 
de ~ij a ~ij - ó. 

(b) V ( i~', p•) E 4> con (iJJ., P') E Ai, cambiar el flujo ~ij en el arco correspondiente ( 1. j) de G 
de ~ij a ~ij + ó. 

(5) Con este nuevo flujo~. ir a (2). 

Teorema 5. ~ es un flujo de costo mínimo de valor v si y sólo si, no existe circuito r/J en G~' (.;) 
tal que la suma de los costos de los arcos en r/J sea negativa. 

Demostración: Sea e[~] el costo del flujo~ en G y c[4>: G~'(OJ la suma de los costos de los arcos en 
el circuito 4> con respecto a G~'(O. 

Necesidad. Supongamos que~ es un flujo de costo mínimo de valor v. Supongamos que existe 
un circuito 4> en G~'(~) tal que c[r/J: G~'(O] <O. La circul1• ''n de una unidad de f~·: . adicional a 
través del circuito r/J produce el nuevo flujo ~ + 1 o ( r/J) y df l valor v del flujo de , · i invariable. 
El costo del flujo~+ 1 o (r/J) es 

e[~]+ c[r/J: GJJ(~)] <e[~] 

pero esto contradice el hecho de que ~ es un flujo de costo mínimo. 
Suficiencia. Supongamos que c[r/J : GJJ.(~)] 2: O V circuito r/J en G~'(~). Por demostrar que ~ es 

un flujo de costo mínimo de valor V. Supongamos que e ( ::¡. o es el flujo de costo mínimo de valor 
v. Sea :;•- ~el flujo para el cual el flujo en el arco (i,j) es ~[3 - ~;3 . ce(C- ~) consiste de una 
colección de circuitos de flujo unitario. Sean, por ejempk, rf;1 , 4>2 , ... , (Pk y podem(• ·ibir: 

Sabemos que el flujo ~ es factible, cualquier suma 

~+ io(r/JI)+1o( '2)+ .. ·+lo(4Jk) 

es factible para cualquier 1 :S l :S k. Así, considerando el flujo~+ 1 o (r/JI) tenemos: 

e[~+ 1 o (4>¡)] = t ~] _._ c[r/J1 : GI'(O) 2: e[~] 

El costo del flujo~+ 1 o (r/JI) + 1 o (4>2) es 

e[{+ 1? (4>1) + 1 o (4>2)] =e[~+ 1 o (4>1)] + c[r/J2 : GJJ.(~)] 2: e[~+ 1 o (4>1)] 2: e[~] 

Continuando de esta manera, finalmeñte obtenemos 

de donde~ es un flujo de costo mínimo de valor v. • 

Justificación del algoritmo de Klein: En el paso (3) del algoritmo, si no existe un circuito absorbente, 
i.e. un circuito tal que la suma de los arcos (sobre los costos) del ciclo sea negativa, entonces por el 
teorema 5 el flujo ~ es el flujo de costo mínimo de valor v. 
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Ejemplo 1 

Encontrar un flujo de valor 1 a costo mínimo. 

1 

G: 

v(~) = 2 Con costo c1 = 19 
Construimos la gráfica in remental: 

~1 = {(1,3),(3,4),(4,2), 2,1)} 
v(~¡) = -2 
8=min{1,1,3,3}=1 
Actualizandó el flujo en l 

G: 

Por lo tanto, v( ~) = 2 Co costo c2 = 17 
Construimos nuevamente a gráfica incremental: 

<1>2 = {(3,4),(4,5)",(5,3)} 
v(~2) = -1 
8 = min { 1, 2, 4} = 1 
Actualizarnos el flujo en la gráfica original: 

CAPf7lJW l. & PRODLEMA DE FLUJO EN RED&S 
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G: 

í'or lo tanto, v(O = 2 Con <'osto c3 = 16 
Gráfica incremental corresp. ·ndiente a este tl.'tJc>: 

(-3, 2) 

17 

Observamos que ya no existen circuitos absorbentes (esto puede verificarse utilizando algún 
algoritmo de ruta más corta). 

1.2.2 Algoritmo de Busacker y Gowen 

Se basa en la determinación de rutas más cortas. 

( 1) Empezar con un flujo ~ de valor cero. 

(2) Construir la gráfica G'-'(~). 

(3) Encontrar el camino más corto P* en Gl'(~) de o a d. 

( 4) Calcular la máxima cantdad de flujo 8 que pueda mandarse a través de P* 

ó = min {i>0: (i'-',jl'') E P*} 

(a) Si el valor del flujo~+ ó o P* es Hh'nor que v, actualiza•· e con~+ ó o p• en G y regre" 
a (2). 

(b) Si el valor del flujo~ +óoP* es v, ALTO, -es el flujo de costo .nínimo requerido. Actualizar 
~ con ~ + ó o P* en G. 

(e) Si h = ~ + ó o p• > v, ALTO,~+ (ó- h + v) o P* es el flujo de costo mínimorequerido. 
Actualizar en G. 

Teorema 6. Dado que ~ es un flujo de costo mínimo en G de valor v y P* es la ruta más corta 
(costo mínimo) de o a d en la gráfica incremental G'-' (O, entonces ~ + 1 o ( p•) es el flujo de costo 
mínimo en G de valor v + l. 
Demostmción: Primeramente obsérvese que~+ 1 o (P*) es de valor v + L Por otro lado, puesto que 
~ es de costo mínimo, la gráfica incremental G~-'(~) no contiene circuitos negativos. 

Para demostrar que ~ + 1 o ( P*) también es de costo mínimo basta probar que la gráfica incremental 
G~-'(~ + 1 o (P*)) tampoco contiene circuitos negativos. 
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Las gráficas G~-'({) y G"f{ + 1 o (P*)) coinciden, excepto posiblemente, en los arcos de P*. 
Considérese la partición de 1 arcos de P* en los ·conjuntos D (directo) e 1 (inverso). 

Si 

eii + 1 < b;i 'r/ (i,j) E D 

y 

eij- 1 >o v (i,j} E 1 

es claro que G~-'({) y G~'({ + o (P*)) contienen los mismos arcos y por lo tanto G~-'(e + 1 o (P*)) no 
contiene circuitos negativos. 

Ahora, si existe algún (i, ')E D tal que {;j + 1 = b;i, entonces este arco que pertenece a G~-'({), 
no pertenece a G~-'({ + 1 o (P* ) y el arco (j, i) E GI-L({+ 1 o (P*)). Supóngase que este arco pertenece 
a un circuito ifJ de G~'({ + 1 o (P*)), sean los vértices de ifJ: i, x¡, x2, ... , Xk, j, i. Puesto que P* es 
una ruta más corta de o a d n G"(€), entonces el arco {i,j) es una ruta más corta de i a j, ya que 
pertenece a P*. Por lo tanto en la gráfica G" ( {) se tiene que 

C;.j $ Cil + Ct2 + ' · · + Ckj 

luego 

c[c/J] = C;.¡ + C¡2 + · · · + Ckj - C;.j ;::: Ü 

y por lo tanto, ifJ no es circui negativo. Análogamente puede demostrarse que G~'({ + 1 o (P*)) no 
contiene circuitos negativos s existe algún arco (i,j) E·¡ tal que {ij- 1 =O. ir 

Justificación del algoritmo d Busaker y Gowen: En el paso (4) del algoritmo el flujo e+ o o p• es 
de valor v' + o si € es de valqr v'. Esto puede verse si consideramos el flujo { + o o p• de la siguiente 
manera: 

6 = e + 1 o p• que es un flúj de valor v' + 1' 
{2 = {¡ + 1 o P* que es un flu'o de valor (v' + 1) + 1 = v' + 2, 

{.s = {6-1 + 1 o P* que es un ujo de valor (v'+ ~ + 1 = v' +o. 
6-1 

Por lo tanto, el flujo e +o o p• es de valor v' + 6. Por el teorema 6, cada uno de los flujos {; es 
un flujo de valor v' + i a cost mínimo, pues {es un.flujo de valor v' a costo mínimo. Por lo tanto, 
si v' + 6 = v entonces el flujo + é o p• es un flujo de valor v a costo mínimo. Si v' + o > v entonces 
si h = {+/jo p•, el flujo { + O-h+ v) o p• €S un flujo de valor V, pues 

{+(o-h+ ) o P* = { + (6 -- {- 6 + v) o P* = {+(v-e) o P* 

y por el teorema 6, es un fluj a costo mínimo. 

Observación 4. El primer lgoritmo es un algoritmo "primal", ya que reorienta el flujo de valor 
v hasta obtener el "óptimo" costo mínimo) manteniendo factibilidad (flujo factible). El segundo 
algoritmo es el método "dual", es decir, construye el flujo de costo mínimo{* de valor v empezando 
con un flujo de costo mínimo ue tiene algún valor vo < v, agregando flujo a la red para obtener un 
nuevo flujo a costo mínimo de valor V¡ > Vo, etc. hasta obtener e de valor V. Siempre manteniendo 
"optimalidad" (flujo a costo ínimo). Observarnos que siempre es posible empezar con un flujo de 
costo mínimo, ya que el flujo ro es el flt.Uo de costo mínimo de valor cero. 



Ejemplo 

Mandar un flujo de valor 2 a costo mínimo. 
Comeuzamos considerando un flujo de valor cero. 

-G: 

Construimos la gráfica incremental y buscamos el camino más corto de o a d. 

P* = {(o,1),(1,3),(3,d)} cuyo costo es 12. 
Calculamos la máxima cantidad de flujo que puede circular: 
á = min {:? 1, 3} = 1 
Tenemos iujo de valor 1 a costo mínimo que es igual a 12. 

G: 

19 

(<].ij) 

( omo todaYía no tenemos un flujo de valor 2 continuarnos el algoritmo, construyendo la gr:,fica 
inc •:mental. 

p• = {(o, 2), (2, 4), (4, d)} cuyo costo es 12. 
á= min {3,3,2} = 2 
{ ¡ + 2 O p• = 1 + 2 O p• = 3 > V 

=>h=1+2oP" 
=> ~ ¡ + ( 6 - h + lJ) O p• = 1 + (2 - 3 + 2) O p• = 1 + 1 O po = 2 = V 

Por lo tanto, te11•~mos ya un flujo de valor 2 a costo mínimo igual a 24. 
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G: 

(3,CI,l) 

1.2.3 

'<"'<>!e método resuelve el problem de minimizar costos en una red en la que cada vértice i en G tiene 
·iado un número entero r;, q e rep¡esenta los recursos disponibles de un artículo (sir; >O) o la 
·anda del artículo (si r¡ < 0). Los vértices con r, >O se llaman orígenes y los nodos con r¡ <O 
".man destinos. Si r ¡ = O en onces ningún artículo está disponible en el vértice i y ninguno se 

req.uere; en este caso, 'Se cüce qu el vértice i es un nodo intermedia o de· transbordo. Asociado con 
cada ateo fi,j) se tiene el númer x;;, que representa la cantidad de flujo sobre el arco (se supone 
que x;; ~ 0¡, y el número entero 'i• que es el cos~ unitario de t ",., ">Orte a lo largo del arco. 

Supondremos que la oferta t0 al en la red es igual a la demruvt.. ~·:¡tal, es decir, que 

"'.,.,=o L~. 
iE:! 

• 

Observación 5. Si L r; >O e tonces se añade 1m vértice ficticio n + 1 con demanda 
iEN 

rm+l = ·- LT¡ 
iEN 

y con arcos con costo cero desde ada vértice origen al nuevo vértice. 
El problema de flujo a costo 'nimo en una red tiene la siguiente rt·;>n.:sentación matemática: 

{

minw== 

s.a. 

L C¡jXij 
(i.j)EA 

L Xij 
}EN 

- L Xc; 
IcEN 

Xij 

= r¡ Vi E N 

~O V (i,j) E A 

(1.2) 

Observación 6. El método sim lex siempre inicia con una matriz de restricciones de rango total, 
y la matriz de restricciones de te problema tiene rango n - 1, por lo tanto, se requiere de una 
variable artificial de tal forma q e el rango de la nueva matriz sea n. Graficatnente esta variable 
artificial se interpreta como ·la a ción de un arco que em?ieza en el nodo n y termina en el espacio. 
Este arco con un sólo extremo se ama arco miz y el vértice al que es incidente se llama míz. Véase 
la figura siguiente. 
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L •S vértices pendientes se dC'nominan terminales. 

Obse: v·ación 7. Una mar riz lxl.sica B para el problema (1.2) está caracterizaia por un árbol de 
expans;,!n enraizado. Es dn·ir. un árbol de expansión con un arco raíz. 

Ahora, considérese la subgráfica básica G 8 corresponclit>nte a un árbol de ~::msit'1n enraizado v 
fijémonos en cualquier arco no básico ( r. s ). Como G 11 es un ár!H;l, se sahe qtw i aúadir •·stt- arco 
no básico se forma un únin cü lo. 

raíz 

Asignando al ciclo la' :~ntación determinada por el arco (r, s) se tiene: 
• 

x ars + as1 ·- akj - a11c + a¡P ·-r · · · + aqr 

(er-es)-~ (es- e".;- (ek- e1)- (e¡- e~c) +(e¡- ep) +···+(e,- er) 

= o 
donde ei son vectores unitarios en Rm con un 1 la i-ésima posición. 

Como tenemos una s'!ma ig;1ul a cero, podemos despejar ar8 : 

Hemos representado el arco no básico (r,s) en términos d,, arces básicos. Resumiendo, prinwro 
se determin: el cickJ único formado al añadir el arco n• bá.~ico •ll. Después se da al e :·lo 
una orientaLón de acuerdo al arco no básico. Cn arco básico en •:1 .do tiene un coeficielll" ·1 
si es directo con respec o a la orientación y el coeficiente es + 1 si es i:ldirect.o con respecto la 
or. 'ación. Los otros arcos básicos fue1 't del ciclo tiendt un coeficiente O. 

:1a vez que se tiene una rnatr ~z : ca, el cálculo de la solución básica factible se inicia d· ,u:' 
véJ .. ·'S ter:ainales hacia la raíz. La sulución se calcula resolviendo la restricción de conservación de 
flujo utilizando los arcos del árbol. 

Ejemplo 4. Considérese la siguiente red 

5 

-4 

Añadiendo el arco artificial del vértice 5, supóngase que se selecciona la base factible siguiPnte: 
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5 

El arco (1,5) apunta haciá afuera del vértice 1 y, en consecuencia, x 15 tiene un +1 en la restricción 
l. Así, 

X¡5 = r¡ = 2 

Examinando el vértice 2, emos que es un nodo terminal y por lo tanto, x23 puede calcularse de 
manera similar: 

X23 = r2 = 5 

Después se observa que e nodo 3 tienen todas las variables de sus arcos incidentes con valores 
asignados excepto una. Lueg , la ecuación de conservación puede usarse para el nodo 3 y resolver 
para la variable restante: 

Finalmente se resuelve p 

X34 - X23 = r3 = 1 

X34 = 1 + 5 = 6 

X45 - X34 = r 4 = -4 

X45 = -4+6 = 2 

X5 - X¡5 - X45 = r5 = -4 

X5 = -4 + 2 + 2 = Ü 

pasos generales del método simplex aplicado a redes. 

(O) Supongamos que tenem s una solución básica factible inicial. 

(1) Calcular el vector dual = (wi)iEN de la manera siguiente: 

Se empieza con la varia le dual para el nodo raíz en el valor cero, y después se procede hacia 
afuera de la raíz, hacia as terminales del árbol usando la relación de que Wi - Wj = Cij a lo 
largo de los arcos básic en el árbol. 

(2) Calcular para todo arco no básico 

Zij - C;j = Wi - Wj - C;j 

(a) Si para todo arco o básico (i,j) se tiene que Zij- Cij :<:;O. ALTO la solución es óptima. 

(b) Para los arcos que tienen Zij - Ct.j > O. Escoger el arco (r, s) para el cual Zrs- C,.
8 

= 
max {zii- e;j}. E arco (r, s) es candidato a entrar a la base. 

(3) Considerar el árbol junt con el arco no básico (r, s). Asignar al ciclo formado una orientación 
de acuerdo a (r, s). Ha r circular por el ciclo A unidades de flujo. 
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• En el arco (r, s) circulan D. unida·~ 

• En los arcos básicos que son directos con r<':•pecto a la orientación, sumar ~ a 
la solución. 

• En los arcos básicos que son inversos con respecto a la orientación. restar ~;es a 
la solución. 

• En los arcos básicr.<·i que no pertenecen <t; ciclo no alterar su ,;olución. 

(-!¡ Sea Y el conjunto ,¡n are. ". ''<L'iicos a los que ::e.e les restó D. unidades de flujo. in-. 

D. = Xpq = min {xij: aiJ ;::; Y} 

(Si ha:. 'dá..'> de uno, escoger :amente ,, aw'va solución básica facti!Jif rá.~a.da, 
i.e., alg :ta.'l variables básica.:• "Cndrán valor u,r_,). El arco (p.qj E Y sale d• l; ~lE'. 

(5) Se tíen<: .,hora una nue\il •. 1c¡jón bá.c;ica factible al hacer la;; operaciones s ·· "''~pa.;;o 
(3) con el valor de D. cain¡>.do en (4). Ir a (1). 

Ejemplo 

El siguiente ejemplo fue tomado del libro "Programación Lineal y flujo en Redes" de a-il]. 
Encontrar el flujo a costo mínimo en la siguiente red: 

4 

Primera iteración: 
Solución primal: 

Solución dual: 
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Cálculo de Zij - Ci; para 

Pivoteamos 

Segunda iteración: 
Solución primal: 

Solución dual: 

Cálculo de Zij - Cii para 

arcos no básicos: 

11 

arcos no básicos: 

CIIPrrtJLO /, E:L PROBLSMII DE F'LUJO EN REDES 

1 

1 

1 

r 
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2 

CD 

L 
PivotP<unos 

Tercera iteración: 
Solución primal: 

Solución dual: 

3 

Cálculo de Zij - •\j para los arcos no básicos: 
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Pivoteamos 

Cuarta iteración: 
Solución primal: 

Solución dual: 

Cálculo de Zij - Cii para 

U._______. 
-5 

Como todos los arcos no presentan que Zi.j - Cij S O, se tiene ya, la solución óptima: 
Wmin = -7, X13 = 4, X23 = 2, X34 = 5. 



Capítulo 2 

Planteamiento del Problema 

Se presentará ahora, el planteamiento y formulación matemática de la generalización del problema 
de flujo a costo mínimo, considerando f'n este caso. que el número de bienes que deben circular en la 
red es mayor que uno. El planteamiento del problema es similar al que resuelve el algoritmo simplex 
especial' do en redes para un solo bien, desarrollado en el capítulo anterior. 

Supóngase, por ejemplo, que un agricultor produce trigo, frijol y arroz, y desea distribuir estos 
productos a diferentes expendios y cada uno de éstos solicita diferentes cantidades de cada cereal. 
El agricultor desea satisfacer las demandas de los expendios, la disponibilidad con la que él cuenta, 
sin sobrepasar las capacidades de los camiones transportadores, de tal manera que el costo total de 
distribución sea mínimo. Éste es tan solo un ejemplo que puede formularse matf'máticamente como 
un problema de fiujo de bienes múltiples a costo mínimo. El planteamic:nto Sf'r i descrito con dos 
formulaciones: la de nodo-arco y la de arco-cadena. basada.'i en Tomlin [29;. 

2.1 Forn1ulación Nodo-Arco 

Para la formulación de este probh~ma supongamos que tenemos una red G = (N, A) con n nodos 
y m arcos, cada arco (i,j) tiene una capacidad entera no 1egativa b;j, el costo (no negativo) por 
unidad de flujo en el arco ( i, j) es c;j; supongamos que en la red fluirán q bienes e identifiquemos, en 
N para cada bien k (k= 1, ... , q), los conjunt~. de vértices orígenes, transbordos y destinos, Sk, Rk: 
y Tk respectivamente, y por último supongamos que cada bien k tiene un requerimiento entero rf 
en el vértice i (que puede ser positivo si se trata de una disponibilidad o negativo si se trata de una 
demanda). 

Observación l. Algunos autores ([1], [3] y [6]) consideran que a cada bien le corresponde un costo 
diferente en un mismo arco, es decir, ct representa el costo (no negativo) por unidad de flujo del 
bien k en el arco (i,j). Sin embargo no se pierde generalidad si suponemos que el costo en un arco 
es el mismo para todos los bienes. 

27 
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Sea y!j la cantidad de flujo 
siguientes: 

(i) La cantidad de flujo total en 
camente esta restricción se 

donde rf es tal que: 

t..:APrruLO 2. PI.ANTI:AMI&VTO DEL I'RODLEMA 

bien k en el arco (i,j). Las restricciones del problema son las 

arco (i,j) no debe sobrepasar la capacidad del arco, D;latemáti­
por: 

\:1 (i,j) E A (2.1) 

debe conservarse en los nodos, matemáticamente tenemos: 

rf > 0 si i E Sk 
rf = O si i E R.,. 
rf <O si i E Tk 

supongamos que 

2>~ =o \;/k 
iEN 

(2.2) 

esto significa que la cantidad ut::J.ujj.JLlutLua para cada bien es precisamente la cantidad disponible 
existente. 

Para cada k, E (y~- yji) 
iEN 

nodo-arco. 

representarse por Akyk, donde Ak es la matriz de incidencia 

Sean Yk el vector de flujo para k, dk el vector obtenido del lado derecho de {2.2) y b el veetor 
de capacidades, entonces las restríc:~iones (2.1) y (2.2) pueden reescribirse de la siguiente manera: 

Jyl + y2 +... +lyq +ls = b 
Atyt = dt 

=~ 
(2.3) 

Aqyq = dq 
yk,s ~o Vk 

donde 1 es la matriz identidad de x m y s es el vector de las variables de holgura, que se añaden 
para obtener la igualdad en las res1~ríccío1nes (2.1). 

La. función objetivo de este 

De esta manera, la .. ,u .. a-..•v'"'l matemá~ica al problema de flujo de bienes múltiples a costo 
mínimo queda establecida por: 

minw= 
s.a 

donde s es el m-vector asociado a 

+dy2 +··· +c'yq 
+Jy2 +··· +fy9 +ls =b 

== dl 
A2y2 . ' =~ (2.4) 

A
9

yq = dq 

yk, S ~ 0 \:1 k 

variables de holgura. 



El problema tiene (m+ nq) restricciones y (mq +m) variables, incluyendo las de holgura. 

Adelantándonos un poco en el método de re~;olución, podemos observar que el problema tiene la 
estructura espedal que phntean Dantzig y Wolfe para resolver algunos problemas lineales (véa..<;e ,.¡ 
apéndice B), así pues, vamos a aplicar el primer paso de f!Ste principio, el cual consiste en hacer la 

siguiente transformación del problema: 
Sea n·k e= { lL'kl, .... ll'kN, f el conjunto de soluciones dt~ puntos extremos del subsistema Aul = 

·L· donde ;Vk es el número ele soluciones de puntos extremos para cada k . 
. \hora. ¡/ que satisface Akyk = dk, puede representarse como combinación convexa de los PlP­

mc:utos de n ":.: 

done: 

y 

N• 

yk = L AkjWkj 

i=l 

)..ki ~O 

Sustituyendo yk en (2.4) tenemos el siguiente problema equivalente, 

Nt 
ruin w = L AlJ(C

1
Wtj) + · · · 

j=l 
N, 

s.a L .X 11 (Iw 1j) + · .. 
j=l 

N, 
L At] 

--= 1 

Nq 

+ L Aqj(¿Wqj) 
j=l 
Nq 

+ L Aq;(/Wqj) 
j=l 

N,¡ 

+ls =b 

=1 

L Aqj = 1 
i=l 

(2.5) 

Este problema tiene m + q renglones y un número muy grande de variables, pues si para cada 
q 

k tenemos Nk soluciones de puntos extremos, entonces se tienen L Nk número de variables, sin 
k=l 

embargo, esto no genera mayor dificultad, pues el principio de descomposición resuelve el pr•Jblema 
trabajando con subproblemas de dimensiones mucho menores. 

2.2 Formulación Arco-Cadena 

Supongamos que tenemos una enumeración de los arcos e1 , ... , em de la red, y sean Cf, ... , e;., 
todas las cadenas que unen los orígenes y los destinos, para un bien dado ¡ .. 

Observación 2. El concepto de cadena debe interpretarse como camino si la red es dirigida, pues 
el flujo no puede atravesar un arco en sentido inverso. 
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Establezcamos la siguiente para poder plantear el problema: sea Ak la matriz de in-
cidencia arco-cadena para cada k, es decir, A k = [a~] para i = 1, ... , m, j = 1, ... , Nk, b, es la 
capacidad entera no negativa del e¡, e¡ es el costo (no negativo) por unidad de flujo que circula 
en el arco e,, supongamos que bien tiene un requerimiento entero no negativo rk en general, 
y definamos las variables de como xj, que representan la cantidad de flujo del bien k en la 
cadena ej. 

Las restricciones del problema 

q N,. 

"'"' a~.x~ < b,· L., L., 1] 1 -
k=l j=l 

Vi= 1,m 

Es decir, un arco e¡ de ca]pac:1aaq. b.¡ puede pertenecer a varias cadenas Cj y por ese arco atraviesan 
xj + · · · + xJ unidades de flujo. algunas j se tendrá que e. ~ Cj en ese caso, at = O. 

{ii) Debe satisfac:erse el 

Vk=l,q 

Es decir, la suma de las ..._ .... uH4 <><-..c<> de flujo para cada bien, en todas las cadenas debe ser el 
requerimiento rk. 

El objetivo es minimizar el total para todo flujo xj, es decir: 

q N,. m 

min w = L L L e¡a~;xJ 
k=lj=li=l 

Si denotamos xk al vector (xt, ... , xt. )t, entonces la función objetivo puede reescribirse como 
sigue: 

w=dA1x1 +···+dA9x9 

Entonces el problema de ...... .u,,.,..,.'" costos de bienes múltiples en la formulación arco-cadena 
queda planteado de la siguiente m$lnl'!rA.· 

minw= 
s.a 

donde s es el vector de variables 
iguales a l. 

+··· +dAqxq 
+ .. · +Aqxq +ls =b 

= rl 
(2.6) 

u'x9 =rq q 
xk, s k= r:q ~o 

holgura y u~ es un N ~e-vector renglón cuyas entradas son[todas 
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Este es un problema muy grande en el sentido, de que se tienen m ·r q renglones y un núnwro 
muy grande de variables, pues si para cada bien, se tienen N k cadenas del origen al destino entonces 

q 

tenemos L N k variables, pue~ xj está a,.-.,. wiada a una cadena, más m variables de holgura. 
k=l 

Se verá a continuación que la." dos formulacionPs del problema proporcionan la misma solucirín 
óptima, es decir, que ambos planteamientos son equi\·alentes. 

La primera es la formulación nodo-arco, y vimos q tw el planteamiento watemático era el .;iguie 'e: 

IIllll W = e' y¡ +c'yq 

s.a /y¡ +lyq ~b 
A¡y¡ :co d¡ 

(I) 

Aqyq =dq 

Y k ::::o 

Me<liante una transformación obtuvimos el problema siguiente: 

N, Nq 

mtnw= L .\11 (c'w 11 ) +··· + L Aqj(¿Wqj) 
j=l j=l 
N, N,, 

s.a L A!j(/W¡j) +··· + L Aqj(/Wqj) ~b 
j=l j=l 

N, 

(I') L A¡j =1 
j=l 

N,, 
L Aqj = 1 
j=i 

Akj 2: O 

Vamos a comparar esta formulación con la formulación arco-cadena. La formulación ' co-ca< lena 
quedó planteada de la siguiente manera: 

minw = ¿A1x 1 +··· +¿ Aqxq 

s.a A 1x 1 +··· +Aqxq ~b 
U~ X¡ =r¡ 

(II) 

' u9 Xq = rq 

X k ::::o 

N k 

En (1), Yk = (yt), y en (1') Yk = 2: AkjWkj, donde Wkj E Wk son los puntos extremos del sistema 
j=l 

AkYk = dk. Es decir, cada Wkj es una cadena del origen al destino por donde circula una fracción 
Akj de flujo del bien k, la suma de todos los AkjWkj es Tk. 

La matriz A k en (II) rep1 esenta todas las cadenas del origen al destino del bien k, por lo tanto, 
los puntos de Wk = { Wki, ... , WkNk} están en correspondencia uno a uno con las columnas de A k. 
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Así, se propone el siguiente bio de variable para establecer la equivalencia entre los dos 
problemas (!') y (II). Como xJ (en (II)) es el flujo del bien k en la cadena j, y >.~:;w~:; es la cantidad 
de flujo del bien k en la cadena w~: ·, entonces 

Tomemos, 

Veamos la función objetivo: 

q N,. m 

= L L L Ciaf;AkjWkj 
k=l i=l i=l 

q N,. m 

= L L >.~:;w~:; L Cía~; 
k=l i=l i=l 

m. 
¿Cía~ representa el costo de la 
i=l 

ena j del bien k. 

Entonces, 

q N,. 

= L L AkjWkjCJ 
k=li=l 

N 11 N,. 

= L>.t;(w¡;cj) + · · · + E>.9;(w9;cJ) 
i=l j=l 

el costo es el mismo para todos los bienes, así pues, tenemos que 

q N,. m N,. N,. 

LLLCia -xj = L>.t;(c;Wt;) + · · · + L>.9;(c;wq;) 
k=l i=l i=l i=l i=l 

Como w~:; es una cadena y e; el costo de esta cadena, no se pierde generalidad si cambiamos 
e; por¿ (el vector de costos), pues ¿w1:; = c¡Wkj 

Por lo tanto, 

q N,. m Nt N,. 

LLLCia-;xj = L>.t;(c'wt;) + ··· + I>9;(c'w9¡) 
k=li=l i=l i=l j=l 

Y la función objetivo en ambos problemas es la misma. 
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Ahora, veamos las restricciones. El primer tipo de restricciones es de la forma: 

Fijémonos en un término cualquiera: 

N, m N. m N• m N, 
Akxk = L:I:Utxj = LLa~j(AkjWk1 ) = LAkjWkj ¿a~i = LAkj(/Wk1 ). 

j=1 •=1 J=1 i=1 j=l i=l j=l 

Por lo tanto, 
N1 Nq 

A 1 x 1 + · · · + Aqxq = L A¡j(/wlj) + · · · + L Aqj(/Wqj) ::S b. 
j=l J=l 

Las siguientes restricciones son de la forma: 

Entonces, 
N ~e 

u~Xk =u~(AkJWk¡, ... ,AkN~cWkN.)t = LAkjWkj =rk. 
j=l 

:n 

Esto es la suma de los flujos en las cadenas rlel origen al destino del bien k, y )..ki es la fracción de 
flujo para cada cadena, entonces debe suceder que 

N• 

¿,\kj =l. 
j=1 

Como xj ~ O, entonces AkjWkj ~ O ahora, Wkj nunca será negativo, pues Wkj representa cadenas 
del origen al destino, así pues, wki ~ O y por lo tar~to, Akj ~ O. De esta marJera queda establecido 
que las dos formulaciones son equivalentes. 





Capítulo 3 

Un Método de Resolución Basado 
en el ]\·iétodo de Dantzig-Wolfe 

Es preciso plantear un método de resolución para el problema de flujo de bienes múltiples ya que 
los algoritmos que existen para el problema de flujo de un solo bien no pueden aplicarse. Estos 
algoritmos toman ventaja de la propiedad de total unimodularidad1 que su matriz de restricciones 
presenta, la cual se pierde cuando se trata de varios bienes. Sin embargo, la matriz de restricciones 
del problema de flujo de bienes múltiples presenta una estructura especial que permite aplicar el 
principio de descomposición de Dantzig-Wolfe, por lo tanto, el método de resolución aquí presentado 
está basado precisamente en este principio, el cual está descrito en [1] y en [13], y en este trabajo se 
explica en el apéndice B. 

El principio de descomposición aplicado al problema de flujo de bienes múltiples ha sido desa­
rrollado por Bazaraa [1] y por Tomlin [29]; en el primero se expone únicamente para la formulación 
nodo-arco. y en el segundo, se presenta para ambas formulaciones. El desarrollo del métod(, .tquí 
expuesto. está basado en [29] y los algoritmos propuestos están basados en el algoritmo presPlll ado 
en [1]. 

3.1 Formulación Nodo-Arco 

En el capítulo anterior, sección 2.1, vimos la formulación matemátia. del problema de flujo de bienes 
múltiples a costo mínimo y también la aplicación del primer paso del prinCipio de descomposición de 
Dantzig-Wolfe. Así pues, vamos a presentar este método de resolució:1 tomando el planteamiento que 

Nt 
re~ultó de haber aplicado la transformación yk = E AkjWkj, ésta producía el problema siguiente: 

j=l 

1 Una matriz A es totalmente unimodular si cualquier submatriz cuadrada t.iene determinante +1, -1 ú O. Esto 
permite garantizar que las soluciones al problema serán enteras, si los términos independientes del probiPma son 
enteros. 

35 
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N, Nq 
mintv = E At;(dwx;) + + L Aq;(dwqj) 

i=l i=l 
N, Nq 

s.a L At;(lWtj) + + L Aqj(/Wqj) +ls =b 
j=l i=l 

N, 
L Atj =1 (3.1) 
¡=1 

Nq 
L Aqj =1 
i=l 

-X ~e;, s ;?: O. j = 1 , N k , k = l,q 

Supongamos que tenemos unas lución básica factible al problema transformado (3.1). Asociemos 
a los primeros m renglones las vari bies duales rri; y a los q renglones restantes las variables duales 
a¡, ... ,aq. 

Sea rr' = ( rrii) entonces el probl ma dual es: 

maxz = 

'Iw~c; + ak < 
rr' < 

q 

brr' + I:ak 
k=l 

c'w~c; 

o 
rr', ak s.r.s 

(3.2) 
(3.3} 

Observación l. Dados estos dos p oblemas lineales, primal y dual, los coeficientes de costo reducido 
del problema primal son reflejados n el problema dual en su vector de términos independientes, por 
lo 'tanto, pa,;a una solución básica actible del primal, si alguna restricción del dual no se satisface, 
entonces en el problema primal, el coeficiente de costo reducido correspondiente es negativo y así, 
la variable ~ociada a él ~ candi ata a entrar en la base. Si todas las restricciones del dual se 
satisfacen, entonces los costos redu idos del primal son no negativos, y por lo tanto, su solución es 
óptima. 

Con base en esto, en el proble a (3.1), la columna k,j puede entrar en la base si la k,j-ésima 
restricción del primer tipo de restr' ciones, (3.2), del problema dual no se satisface, es decir, si 

'I ' _ 7r Wkj + O'k > C Wkj 

es decir, 
' 'I C Wkj - 7r Wkj_ < O'k 

(e' - rr')wki < o·k (3.4) 

(d -rr')wki puede considerarse co el costo del valor w~c;, tomando como (d -rr') el costo asociado 
a los arcos de la red. Conio Wkj es s lución de punto extremo del sistema A~cyk = dk, w~c; representa 
el valor de un flujo del bien k. 

Para que (3.4) sea cierto, es n cesario que el costo mínimo sea menor que a~c, pues si así es, 
entonces cualquier otro costo sati fará (3.4}, ya que s~ nos contentamos con cualquier costo que 
satisfaga (3.4}, corremos el peligro de que algún otro ~lor de costo, en particular el mínimo, sea 
mayor que a~c. Por lo tanto, w~c; se encuentra al resolver el subproblema: 

min v = (e -1r)'wk 
s.a A~cwk = dk (3.5) 

w~c ~o 

Una vez encontrado el valor d w~c1 , se sustituye enl (3.4) y se verifica que se satisfaga la de-
sigualdad. Si es así, entonces la iable AkJ es candidat~ a entrar en la base del problema (3.1). Y 
tenemos que el subproblema es un roblema de flujo de b solo bien a costo mínimo. 
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Si al resolver todos los subproblemas se tiene que (3.4) no se satisface, entoncr:s observamos si 
se verifil'·t el segundo tipo de n'stricción (3.3) del problema dual. Esto quiere decir. que si algúH rr ,1 

es positivo entonces la variable de holgura correspondiPnte Sij es candidato a entrar en la base ()!•! 

problema (3.1). 

Si las restricciones duales se satisfacen entonces la solución es óptima, por el razonamiento visto 
en la obs·~rvación anterior. 

Para resolver el problema ( :· 1) partimos del supuesto de que conocíamos de <uttemano una 
solución básica factible, sin embargo, no siempre es posible tener de inmediato una primera solución. 
por lo que podemos obtenerla aplicando el método simplex, es decir, añadiendo variables artificiales 
x 1 •....• rq a las tú>:-r•-~ q restricciones del problema y minimizando la suma de éstas. Basta con 
añadir las variablv. J'lficíales a las últimas q restricciones, pues éstas son del tipo ecuación y sin 
embargo las primeras m son del tipo desigualdad, a las que se añadieron variables de holgura para 
obtenr•r las igualdades. 

Por lo tanto, tenemos el problema asociado: 

mm.,::= X¡ +··· +xq 
s.a L A¡j1L'lj +··· + LAqjWq} +ls =b 

) j 

L A¡J +x1 =1 
j 3.6) 

L Aqj +xq =1 
j 

/\kj, S, X k :?.:0 

La función objetivo puede escribirse en función de las variables >.ki• sumando los últimos r¡ 

renglones y despejando la suma de Xi, tenemos: 

min íf' = x 1 + · · · + Xq = q- L >.ti-···- L AqJ 
j j 

Para resolver este problema, utilizamos nuevamente el principio de descomposición de Dantzig­
Wolfe, pero ahora tenemos que las variables artificiales y las de holgura (vector s) constituyen una 
solución básica inicial al problema (3.6). 

Asociamos variables duales al problema asociado: CTiJ para los primeros m renglone!::> y /1, ... , rq 
para los últimos q renglones. Sea cr' = (cr¡;); el problema dual queda planteado así: 
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q 

maxz = txr' + L"Yk 
1.:=1 

'w1ci +"!k 5 ·-1 

a-' < o 
"Y k < o 

a-', "/k s.r.s. 

Si la k,j-ésima restricción de ( .7) no se satisface, es decir, si 

-1 - 0"
1 
Wkj - "/k < 0 

(3.7) 

(3.8) 

(3.9) 

entonces la columna. k, j puede entr en la base; de manera análoga, es necesario conocer los valores 
a-', "Yk y Wkj para verificar esta r tricción dual. a-' y "/k los conocemos por ser variables duales,. y 
Wkj lo obtenemos al resolver el sub roblema: 

{ utinv = 

Si alguna restricción de (3.8) n se satisface, es decir, si algún a-ii es positivo entonces la corres­
pondiente variable de holgura Sij ntra en la base. Si alguna restricción de (3.9) no se satisface, 
es decir, si "/le es positivo entonces a variable artificial correspondiente Xk puede entrar en la base 
nuevamente. Si todas las restriccio es duales se satisfacen entonces la solución es óptima, y según 
sea ésta, se pasa o no a la fase II d 1 método simplex. 

Presentamos a continuación un algoritmo para la formulación nodo-arco, basado en el desarro­
llado en [1]; en la siguiente sección, destinada para la. presentación del método de resolución para la 
formulación arco-cadena se expone también un algoritmo análogo a éste. 

Algoritmo 

(O) Sea Wkt una solución básica fa tibie inicial del problema (3.1). Calcúlese la inversa de la matri:~ 
básica, los valores e' Wkt para cada k y el vector w B = B-1 b, donde b = ( b 1 )t, y 1 es un 

q 

q-vector con todas sus comp entes iguales a l. Sea ti1 = 2:: ¿Wkt· Sea (1r, a) el vector de 
k=l 

variables duales correspondie tes a la solución básica factible. 

(1) Fórmese el arreglo simplex re "sado: 

(a) Si algún 11"ij > O enton 
Ir a (3). 

~rro-1 
~ 

la correspondientes.¡; es un candidato_para entrar en la base. 

(b) Si 11"ij 5O V (i,j) E A, onsidérese el siguiente k-'ésimo subproblema 

{ 

minv = 
s.a 

Este es un problema de ujo de un solo bien. 



Sea 1I•k1 la solución a este subproblema. Ir a (2). 

(2) Calcule M= dwkj - rr' Iwkj- ak 

(a) Si Al , O entonces Akj es un candidato para entrar en la base. Ir a (3). 

(b) Si Al 2: O V k = l,q ALTO se dispone ya de la solución óptima. 

(3) Una vez ident''kada la variable candidato, se actualiza su columna de manera adecuada: 

• B- 1 ( e~ ) si la variable candidato es Sij, donde eij es un m-vector columna unitario 

con un 1 ,~n el renglón asociado al arco (i,j). 

• B- 1 ( ~:j ) si la variable candidato es >..kj, donde e k es un q-vector columna unitario 

con un 1 en el renglón asociado al bien k. 

Se pivotea, tomando -M el coeficiente de costo reducido asociado a Akj· E~to actualiza la 
inversa de la base, las variables duales y el lado derecho. Ir a (1). 

3.1.1 Ejemplo 

Consideremos la red siguiente para dos bienes. 

(-4,3) 

El bien 1 tiene los nodos 1 y 3 como origen y destino, respectivamente, y el bien 2 tiene los nodos 
3 como origen y 2 como destino. 
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Supongamos que empezamos 
de dos fases): 

Y{2 

Y la 
Y~3 wn = 
Y!t 

YJ4 

Yl2 

La solución de base consiste de 

B 

B-1 

w s=l 

Iteración l. 

Formamos el arreglo simp lex re 

tv 

8¡2 

8t3 

823 

831 

834 

842 

>.u 

>.21 

1rt2 

o 
1 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 

todo., 
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n las siguientes soluciones factibles (esto para evitar el método 

4 2 
Y12 o 

o Y~3 o 
4 2 o Y23 = o W21 = 2 = o Y31 
o Y1. 3 
o Y~2 3 

las holguras, >.11 y >.21• La matriz básica y su inversa son: 

1 o o o o o 4 o 
o 1 o o o o o o 
o o 1 o o o 4 o 
o o o 1 o o o o 
o o o o 1 o o o 
o o o o o 1 o 3 
o o o o o o 1 3 
o o o o o o o 1 

1 o o o o o -4 o 
o 1 o o o o o o 
o o 1 o o o -4 o 
o o o 1 o o o o 
o o o o 1 o o o 
o o o o o 1 o -3 
o o o o o o 1 -3 
o o o o o o o 1 

c'wu = 20 c!w21 = 18 

tv = + = 20 18 38 

-lb= ( 1 3 3 2 o o 1 1 )t 

-
~isado: 

·~ 
B- WB 

~13 11'23 11'31 11'34 11'42 Ct¡ Ct2 

o o o o o 20 18 38 
o o o o o -4 o 1 
1 o o o o o o 3 
o 1 o. o o -4 o 3 
o o 1 o o o o 2 
o o o 1 o o o o 
o o o o 1 o -3 o 
o o o o o 1 -3 1 
o o o o o o 1 1 

ij ~ O, verificamos entonces, si existe un 

j 
1 

candidato de cn~quier Primero observamos que 
subproblema para entrar en la b8Sl. 

-
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Subproblema 1 

Ot 
2 

..... 
/ - (ct1 - 1f,J) 

3 ..... ,. 
2 

dt 

La solución óptima para este subproblema es 

w12 = ( O 4 O O O O ) t 

Por lo tanto, calculamos el valor de }vf: 

Al= c'w12- 1r'tb12- n 1 = 4- O- 20 = -16 <O 

Como es negativo, entonces .\12 e~ candidato a entrar en la base. 

Actualizamos la columna de .\12 

B- 1 = ( -4 4 -4 O O O 
( 

ÜJ~12 ) 1 

Pivoteamos: 

7f¡2 7!'¡3 11"23 7f~H 11":l4 11"42 Q¡ 0'2 

o o o o o o 20 18 38 
1 o o o o o -4 o 1 
o 1 o o o o o o 3 
o o 1 o o o -4 o 3 
o o o 1 o o o o 2 
o o o o 1 o o o o 
o o o o o 1 o -3 o 
o o o o o o 1 -3 1 
o o o o o o o 1 1 

-tl 

16 
-4 

4 --4 
o 
o 
o 
1 
o 
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Iteración 2. 

1T"J2 13 1T"23 1T"Jt 1T"J4 1T"42 a 

tV o -4 o o o o 20 18 
812 1 1 o o o o -4 o 
>.12 o /4 o o o o o o 
823 o o 1 o o o -4 o 
SJt o o o 1 o o o o 
834 o o o o 1 o o o 
842 o o o o o 1 o -3 
>.u o /4 o o o o 1 -3 
>.21 o o o o o o o 1 

Todo 1T";j ~ O. Verificamos los didato8 de los subproblemas: 

Subproblema l. 

O¡ 

5 

d¡ 

El óptimo para este subproblem es 

13 = ( o 4 o o o o ) t 
Calculamos el valor de M: 

M= dw1 -1r'w1a- a 1 = 4 + 16-20 =o 2: o 
Como es no negativo, no hay e didato del subproblema l. 

Subproblema 2. 

5 

El óptimo para este subproblem es 

Calculamos el valor de M: 

22 

-

26 
4 

3/4 
6 
2 
o 
o 

1/4 
1 

1
.:... ( 3 o o 3 o o )t 

M= c'w2 - 1r'w22- a2 = 15- O- 18 = -3·< O. 

·-1 
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Como es negativo, A22 es candidato a entrar en la base. Actualizamos su columna: 

s-' ( r ) ~ ( 3 o o 3 -3 -3 o 1 )' 

Pivoteamos: 

tv 

812 

).12 

823 

831 

834 

842 

>.u 
).21 

Iteración 3. 

11'12 

o 
1 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 

ro 
812 

).12 

823 

A22 

834 

842 

>.u 
).21 

11'13 11'23 11'J1 

-4 o o 
1 o o 

1/4 o o 
o 1 o 
o o 1 
o o o 
o o o 

-1/4 o o 
o o o 

11'12 1TU 11'23 

o -4 o 
1 1 o 
o 1/4 o 
o 1 1 
o o o 
o o o 
o o o 
o -1/4 o 
o o o 

1TJ4 11'42 Q¡ ll2 

o o 20 18 
o o -4 o 
o o o o 
o o -4 o 
o o o o 
1 o o o 
o 1 o -3 
o o 1 -3 
o o o 1 

1T.11 11'14 11'42 Q¡ 

-1 o o 20 
-1 o o -4 
o o o o 
o o o -4 

1/3 o o o 
1 1 o o 
1 o 1 o 
o o o 1 

-1/3 o o o 
Como todo 11'ij S O ningún Sij es candidato a entrar en la base. 

Subproblema l. 

O¡ 

5 

d¡ 

El óptimo para este subproblema es 

ÜÍt4 = ( o 4 o o o o ) t 
El valor de M está dado por: 

26 
4 

3/4 
6 
2 
o 
o 

1/4 
1 

ll2 

18 
o 
o 
o 
o 
o 

-3 
-3 

1 

M= c'üí14- 1T
1
ÜÍ14- n 1 . 4 + 16- 20 =O 2: O 

Como es no negativo, no hay candidato del subproblema l. 

3 
3 
o 
o 
3 

-3 
-3 

o 
1 

24 
2 

3/4 
6 

2/3 
2 
2 

1/4 
1/3 

-13 
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Subproblema 2. 

2 

5 

3 

2 

1 

El óptimo para este subpjoblema es 

w23=(300300/ 

Para este caso, M tiene valor de: 

Como es no negativo, no h y candidato del subprobfema 2. 

Como para todo k se tiene que M 2:: O,·se cuenta ya con la solución óptima: 

Wmin = 24 

yl = .>.1} 11 + ).12W12 

= ~ ( o 4 o o ()/+~(o 4 o o o o )t 
= ( 1 3 1 o o o )t 

y2 = + .>.22w22 

= 3 3 )t + ~ ( 3 o o 3 o O/ 
= o 2 1 1 )t 
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3.2 Formulación Arco-Cadena 

Si contamos con la formulación arco-cadena, la técnica de resolución es similar a la descrita ant•'­
riormente, a diferencia de que no es necesario hacer una transformación del problema, pues aquí -'1 
planteamiento resultó tener la misma estructura que la transformación d"l problema en la fornm­
lación nodo-arco 

rnin w = e' A1x 1 +··· +¿ Aqxq 

s.a Alxl +··· +Aqxq +ls =b 
u;x1 = rl 

(3.10) 

u'xq = Tq q 
x"". s k= I,q ~o 

Por lo tanto, procedemos directamente a asociar variables duales, 7r¡, ... , ;rr m para los primeros 
m renglones y o:1, ... , o:q para los últimos q. Supongamos que contamos con una solución básica 
factible para (3.10). El problema dual es el siguiente: 

m q 

maxz = ¿ bi1ri + ¿ TkO:k 

í=l k=l 
m m 

L 7r¡afj + O:k < ¿c,afj (3.11) 
i=l i=l 

11"¡ < o (3.12) 

ir¡, O:k s.r.s. 

Entonces la variable xj puede entrar en la base, si la k,j-ésima restricción de (3.11) no se satisface~, 
es decir, si 

< O:k para alguna k 

m 

=> L(e¡- ;rr¡)at < O:k (3.13) 
i=l 

El lado izquierdo de esta desigualdad representa el valor de una cadena del origen al destino 
para un bien k, tomando (e;- ;rr¡) como la distancia en los arcos, así pues, basta con encontrar una 
cadena, tal que su valor sea menor que O:ki si la cadena más corta satisface (3.13) entonces cualquiera 
lo hará. 

Así pues, esto conduce a la búsqueda de la cadena más corta de los orígenes a los destinos de 
un bien k, si ésta satisface (3.13) entonces la variable xj puede entrar en la base, y si no satisface 
(3.13) entonces consideramos alguna restricción del segundo tipo de restricciones del problema dual, 
es decir, si algún ;rr¡ es positivo entonces la variable de holgura correspondientes¡ entra en la base. 
Si todas las restricciones duales se satisfacen entonces la solución es óptima. 
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Si no contamos con una solu ión básica factible inicial, podemos encontrar una, si ·aplicamos 
al problema la fase I del método simplex, es decir, añadimos variables artificiales w 1, .•. , wq a las 
últimas q restricciones y mininú mos a cero la suma de ellas: 

mincp = W¡ + ... +wq 
Alxl + +Aqxq +ls 
u~x 1 +w¡ 

u.'xq q Wq = rq 
Xk,S,Wk ~Q 

Obsérvese que 

q 
. '\"'"'k 11 lq mm cp = 1 + · · · + Wq = L._; r - u1 x - · · · - uqx 

k=l 

Y aplicamos el mismo criteriianterior para resolver este problema auxiliar, es decir, asociamos 
variables duales a las restriccion 1 a¡ 1 ••• 1 O" m y l'l, ... , l'q· Y el problema dual, cuyas restricciones 
deben satisfacerse, es: 

1 m q 

maxz = L b¡a¡ + L rk"Yk 
i=l k=l 

k 
a¡aii + "Yk < -1 (3.14) 

i=l 

a¡ < o (3.15) 

"Y k $ o (3.16) 

(1¡, "Yk s.r.s. 

La variable xj entra en 1a bas del problema asociado, si la k,j-ésima restricción de (3.14) no se 
satisface, es decir, ~i 

m 

¿e -a,:)afi < 1 + l'k (3.17) 
i=l 

Nuevamente, el lado izquierd representa el valor de una cadena. Así, b~ta con encontrar la 
cadena más corta del origen al estino de un bien k, que satisfaga (3.17). Si por el contrario es 
alguna restricción de (3.15) la qu no se satisface, o sea, que existe un a¡ que es positivo, entonces 
la variable de holgura correspon "ent~ s¡ entra en la base. -o por último, si alguna restricción de 
(3.16) no se satisface, i.e. algún l'k ~ positivo, entonces la variable artificial correspondiente wk 
puede entrar otra vez en la base. Si tqdas las restricciones duales se satisfacen entonces la solución 
es óptima (por el mismo razon ·ento utilizado en la sección anterior), y según s~a ésta, se pasa o 
no, a la fase II del método simpl 

Proponemos un algoritmo an' ogo al de nodo-arco, para resolver el pr'oblema si contamos con la 
formulación arco-cadena. 
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Algoritmo 

(O) Sea rk una solución básica factible inicial del problema (3.10¡. Calcúlese la inversa de la 
matriz básica, los w1.lores e' A k xk para cada k y el vector x 8 = B- 1 b, donde b = ( b rk ) t, 

1 k k q 
así corw) los valores Ctk = e ~kx • S<'a r:v = ¿ dxk. Sea (tr, a) Pi vector de variables duales 

k=l 
correspondientes a la solución básica factible. 

(1) Fórmese el arreglo simplex revisado: 

(a) Si algún rr; > O, entonces la correspondiente s; es un candidato para entrar en la base. Ir 
a (3). 

(b) Si tr; S O Vi = 1, m, considérese el k-ésimo subproblema que consiste en encontrar la 
cadena más corta tomando como distancias los valores (e; - tr;) para cada arco. 

Sea Cj la cadena más corta para el subproblema k. Ir a (2). 

m 

(2) Sea M = ¿ (e; - 7r;)at - Ctk, donde af] son las entradas de la cadena e; en la matriz de 
i=1 

incidenCia arc~cadena. 

(a) Si M <O, entonces .rj es candidato a entrar en la base. Ir a (3). 

(b) Si M ~O V k, ALTO se dispone ya de la solución óptima. 

(3) Identificar la variable candidato, se actualiza su columna de manera adecuada: 

• B-1 ( -;¡ ) si la variable candidato es s., donde v, es un m-vector unitario con un 1 en 

el renglón asociado al arco i. 

• B-1 ( ~~ ) si la variable candidato es xj, donde V k es un q-vector unitario con un 1 en 

el renglón asociado al bien k. 

Se pivotea, tomando -M el coeficiente de costo reducido asociado a xj. Esto actualiza la 
inversa de la base, las variables duales y el lado derecho. Ir a (1). 
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3.2.1 Ejemplo 

Consideremos la red del ejemplo l. Donde el bien 1 tiene un requerimiento de 4 unidades y el bien 
2 de 3 unidades. 

- (b¡,c;) 

Establezcamos la siguiente e umeración de los arcos: 

arco núm~ro 
(1, 2) 1 
(1, 3) 2 
(2, 3) 3 
(3, 1) 4 
(3,4) 5 
(4,2) 6 

Supongamos q~e comenzam con la siguiente solución factible: 

xt = 4, xf = 3 

donde, x} es la cantidad de flujo del bien 1 en la cadena 1 ,la cual está descrita por 

Cf = {1, (1, 2), 2, (2, 3). 3} 

y cuya representación en la: matr z de incidencia es la c9lumna 

1 t 
ai1 = (1,0,1,0,0,0) 

.· 

Análogamente, x~- es la canti ad de flujo del bien 2 en la cadena 1: 

e;= {3,(3,4),4,(4,2),2} 

representada en la matriz de inci encía por la columna 

a~1 = (0,0,0,0, 1, l)t 
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0----·-3 ---~ 4 

La solución de base consiste en las variables de holgura, de x ~ y de x~. La inversa de la matriz 
básica es: 

1 o o o o o -1 o 
o 1 o o o o o o 
o o 1 o o o -1 o 

B-1= o o o 1 o o o o 
o o o o 1 o o -1 
o o o o o 1 o -1 
o o o o o o 1 o 
o o o o o o o 1 

dA 1x 1 =20 
¿ A2x2 = 18 

donde :rk = (:rj) 

XB = B-Jb = (1, 3, 3, 2. 0,0,4, 3)t 

ro= 20 + 18 = 38 

Observe que para esta solución básira factible, tenemos que los valores de la variables duales son: 

::r, =o \;/' 
"' _ e' A 1 x 1 

_ 20 _ 5 
<-<1 - ---,:¡-- - 4 -

"' _ c'A1 x¿ _ 18 _ 6 
<-<2 - ---,:r- - 3 -

Iteración l. 

Formamos el arreglo simplex revisado: 

o o o o o o 5 6 38 
1 o o o o o -1 o 1 
o 1 o o o o o o 3 
o o 1 o o o -1 o 3 
o o o 1 o o o o 2 
o o o o 1 o o -1 o 
o o o o o 1 o -1 o 
o o o o o o 1 o 4 
o o o o o o o 1 3 

·--· 

Como 1Ti ::; O ningún s; es candidato a entrar en la base. 
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Subproblema l. 

El camino más corto de 1 a 3 

El valor de l"f está da do por: 

6 

M =L:c. 
i=l 

Como es negativo, ent onces x~ 

s-1 

Pivoteamos 
7T1 7T2 

o o· 
1 o 
o 1 
o o 
o o 
o o 
o. o 
o o 
o o 

<ZAPITULO :J. UN Mi:rovo DE I!ESOLII<.-1ÓN UA.'iAIX> ~:N & MHIODO DE OANI'ZIG.IVOU'E 

-(e; -11';) 

a}2 = (0, 1, O, O, O, O)t 

6 

~}2- L 7r¡a}2- (l'1 = 1 -O- 5 = -4 <0 
i=1 

-
entra en la base. Actualizamos s u columna: 

a.2 
( 1 ) ,;1 =(-1,1,-1,0,0,0,1,0) 

7T3 1T4 ?rs ?re a¡ a2 
o o o o 5 6 38 
o o o o -1 o 1 
o o o o -Q o 3· 
1 o o o -1 o 3 
o 1 o o o o 2 
o o 1 o O. -1 o 
o o o 1 o -1 o 
o o o. o 1 o 4 
o o o o ol l 3 

1 

4 
-1 

1 +-

-1 
o 
o 
o 
1 
o 
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Iteración 2. 

71"¡ 11"2 11"3 11"4 11"5 11"6 Q¡ 02 

o -4 o o o o 5 6 26 
1 1 o o o o -1 o 4 
o 1 o o o o o o 3 
o 1 1 o o o -1 o 6 
o o o 1 o o o o 2 
o o o o 1 o o -1 o 
o o o o o 1 o -1 o 
o -1 o o o o 1 o 1 
o o o o o o o 1 3 

Corno rr; ~ O V i entonces ningún s; puede entrar en la has". 

Subproblema l. 

O¡ 

1 
2 

5 3 .... (e,- 7r,) 

3 

3 4 
2 

d¡ 

Los caminos más cortos de 1 a 3 son 

0,_ __ 2_ 

5 

a!3 = (0, 1, o, o, o, o)t a}4 = (1,0,1,0,0,0)t 

Ambos caminos tienen una longitud núnima igual a 5, así pues, para ambos se tiene que 

M=5-5=0 

Por lo tanto, no hay candidato del subproblema l. 
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Subproblema 2. 

es: 

5 

El camino más corto de 3 a 2 

Así tenemos que 

-(e;- Ir¡) 

r·-2--·® 
® 

ar2 = (1,0,0,1,0,0)' 

Por lo tanto, x~ es candidato a entrar en la base, pues M es negativo. Su columna actualizada 

B-1 
( ~:) = (1,0,0,1,-1,-1,0,1)t 

Pivoteamos: 
?r¡ 11"...2_ 11"3 11"4 11"5 1T"6 a¡ a2 
o -4 o o o o 5 6 26 1 
1 1 o o o o -1 o 4 1 
o 1 o o o o o o 3 o 
o 1 1 o o .o -1 o 6 o 
o o o 1 o o o o 2 1 -o o o o 1 o o -1 o -1 
o o o ·O o 1 o -1 o -1 
O. -1 o o o o 1 o 1 o 
o o o o o o o 1 3 1 



Iteración 3. 

::;;; 

S¡ 

.z:~ 
SJ 

.r~ 

1 

o 
1 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 

7r2 7r IJ 

-4 o 
1 o 
1 o 
1 1 
o o 
o o 
o o 

-1 o 
o o 

'4 rrs 7r6 

-1 o o 
-1 o o 
o o o 
o o o 
1 o o 
1 1 o 
1 o 1 
o o o 

-1 o o 

rr, ~ O V i, así ningún si es candidato a entrar en la base. 

Subproblema l. 

O¡ 

2 
2 

5 4 

3 

4 
2 

d, 

Los caminos más cortos de 1 a 3 son 

5 

Q¡ (l2 

5 6 24 
-1 o 2 
o o 3 

-1 o 6 
o o 2 
o -1 o 
o -1 o 
1 o 1 
o 1 1 

-(e,- 11";) 

af5 = (0, 1,0,0,0,0)t af6 = (1, O, 1, O, O, O)t 

Ambos tienen una longitud mínima igual a 5, así pues, para ambos tenemos que 

M=5-5=0 

Por lo tanto, no hay candidato del subproblema l. 
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Subproblema 2. 

5 -(e, -7r¡) 

Los caminos más cortos de 3 a 2 son 

\----=2-+-----..j 2 

3~--------------..j 
2 

a~3 = ( , O, O, 1, O, O)t a~4 = (0, O, O, O, 1, 1)t 

Ambos tienen una longitud mí ima igual a 6, así pues, para ambos tenemos que 

M=6-6=0 

Por lo tanto, no h~y candidato del subproblema 2. 
Como M ~ O. para todo k se ti ne que la solución es óptima. 

X~:---- X~: • • • • • • 
x~:~ x~:-----

Wmin = 24 

x1 = (x~, x~) = (1, 3) 
x2 (xi, x~) = (1, 2) 



Capítulo 4 

Planteamiento y Resolución de Dos 
Casos Particulares 

El estudio de casos particulares siempre será importante en cualquier tipo de problemas que se 
presenU'n, pues precisamente por la estructura especial que tengan, puede hacerse un desarrollo 
específico y presentarse resultados para ellos. Es por esto que en este trabajo se presentan dos 
casos particulares del problema de flujo de bienes múltiples a costo mínimo; en ellos se analiza la 
estructura que tienen y al tomar ventaja de ella se demostrará que estos problemas particulares son 
equivalentes a problemas de flujo a costo mínimo de un solo bien. El presente capítulo está basado 
en [3] y en [4]. 

4.1 Problema de 'fransporte de Bienes Múltiples (Propiedad 
Topológica) 

Se remite al lector al apéndice C dow:" se hace un repaso del planteamiento del problema de 
transporte de un solo bien. 

Evans en [3] establece que una condición para que el problema de transporte de bienes múltiples 
pueda ser transformado en un problema de transporte de un solo bien con capacidades en los arcos, 
es que el número de orígenes o destinos no exceda de dos. 

Primero presentamos el planteamiento del problema de transporte de bienes múltiples. 

Supongamos que tenemos una red de transporte (no se consideran vértices intermedios o de 
transbordo) con m orígenes y n destinos en la que fluirán q número de bienes. 

Sea x:i la cantidad de flujo del bien k en el arco (i,j), c:1 el costo por unidad de flujo del bien k 

en el arco ( i, j), a: la disponibilidad del bien k en el origen i, bj la demanda del bien k en el destino 
j, y Uij la capacidad del arco (i,j). 

Denotaremos un problema de transporte de bienes múltiples con m orígenes, n destinos y q bienes 
como PTBM{m, n, q). La formulación matemática es: 
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s.a 

f. n O k k ¿ ¿ c,J.rii 
i lj=lk=l 

n 

¿ xfj = af \;:/ i, k 
1 J=l 

minz = 

rn ¿ k - bk V j, k .r,j - j 
i=l 

q k 
Vi, j ¿ X¡j +sij = lf,J 

k=I 
k 

X¡J, S¡j ~o \;:/ i, j, k 

donde s;¡ son variables de holgura 
El problema de transporte de un solo bien con capacidades en los arcos, con m orígenes y n 

destinos se denotará por PTC( m, ) y su formulación matemática es: 

m n 

min w ~ 2:::: 2:::: hiiYii 
i=l j=l 

n 

s.a 2:::: Yii 
i=I 

711 

I: Yii 
i=l 

Yíi +tij 
Yii. ti¡ 

= Vij 

~o 

\;:/j 

\;:/ i, j 
Vi, j 

donde Yii es la cantidad de flujo n el arco (i,j), h;J es el costo por unidad de flujo en el arco 
(i,j), e¡ es la disponibilidad en el rigen i, d¡ es la demanda en el destino j, Vtj es la capacidad del 
arco (i,j) y t¡¡ son las variables de holgura. 

Por tratarse de problemas de t ansporte, podemos suponer que la suma de las disponibilidades 
es igual a la suma de las demand , es decir, · 

m n 

I>~ = I)j \;:/ k 
i=l j=l 

y 
m n 

Leí =-l:dj 
i=l i=l 

Como ya se mencionó anterior ente,_ la condición para que el PTBM(m, n, q) pueda transfor­
marse en un problema de transpo te de un solo bien es que m ~ 2 o n $ 2. Los dos casos son 
análogos, el resultado en este trab jo está presentado para el caso en que n = 2. 

Teorema l. Todo PTBM(m,2,q} es equivalente al PTC{m,q+ 1}. 

E§ decir, cualquier problema d transporte de bienes múltiples Je m orígenes, 2 destinos y q 
bienes, puede transformarse en un roblema de transporte de un solo ~ien con m orígenes y ( q + 1) 

~~ ' 
Por "equivalente" se entenderá una correspondencia Wlo-a-uno entre los conjunt01? de variables 

{ xt, s¡;} y {Yii, t¡i} de tal manera que las restricciones de un problema puedan obtenerse a partir 
de las restricciones del otro. 

Demostmc1ón: Evans propone una emostración constructiva, es decir, ~e formulará el PTBM(m, 2, q) 
como un PTC(m, q + 1) y se dará na correspondencia uno-a-uno entre las variables. 
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Observemo..<> que cada origen tiene únicamente dos opciones para enviar las disponibilidades de 
los bienes. Así, si se envían p unidades del bien k del origen i al destino 1, es claro que el resto (si lo 
hay) de la disponibilidad (a~- p) se envía al destino 2 y viceversa. Así pues, si satisfacemos primero 
las demandas del destino 2, las del destino 1 quedarán satisfechas de manera inmediata. 

Con esta observación construyamos una red de transporte de la siguiente manera: 

Consideremos los m orígenes de la red original y construyamos q destinos, de cada origen salen 
q arcos con capacidades a~, de tal manera que cada arco con capacidad af está dirigido del origen i 
al destino k, esto podemos ilustrarlo en la figura 1: 

U12 

Figura l. 

Cada origen tendrá una disponibilidad u;2 y cada destino una demanda b~, esto es porque que­
remos satisfacer las demandas del destino 2, así si por el arco (i, k) fluye una cantidad p (p ~ af) 
querrá decir que p unidades de la disponibilidad af van a dar al destino 2 y el resto al destino l. 

Si Yik es la cantidad de flujo en el arco (i, k) y tik la holgura, entonces podemos establecer la 
relación siguiente: 

k 
Yik = X;2-

t;k 
k = X;l 

Ahora, si añadimos un destino más y m arcos de los m orígenes al destino q + 1, este destino 
m q q k 

tendrá una demanda de E Ui2 - E b~ y las capacidades de estos arcos serán u;¡ + u;2 - E a¡ . 
i=l k=l k=l 
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Figura 2. 

Así, si un arco (i, q -r 1) lleva un flujo de p unidades, entonces la holgura en el arco (i, 2) será 
de p unidades y la holgura en el arco (i, q + 1) representa la holgura del arco (í, 1). Por lo tanto, 
podemos establecer la relación: 

Yi,q+l -- s¡2 

ti,i¡+! -- S¡¡ 

Así hemos establecido una cor espondencia uno-a-uno entre los conjuntos de variables. 

Matemáticamente el problem representado en la red de la figura 2 debe cumplir las siguientes 
restricciones: ¡ 

Yik = U¡2 Vi= l,m ( 4.1) 

m 

Yik = E k bk a¡ ·- 1 = b~ 'v'k=l,lj (4.2) 
i=l 
m q 

= Lu12- I::b~ (4.3) 
i=l k=l . 
a~ ti k = 'v' i = l,m, k =l,lj (4.4) • 

2 q 

Yi,q+l + t¡ q+l = I:u··- I::a~ ., . 'v' i = l,m (4.5) 
i=l k=! 

donde las ecuaciones ( 4.1) a (4.5) eterminan las restricciones de un PTC(m, q+1), con las disponibi­
lidades, demandas y capacidades d arcos expresadas en función de los parámetros del PTBM(m, 2, q). 
Es decir, hemos obtenido las re tricciones del PTC(m,q + 1) a partir de las restricciones del 
PTBM(m, 2, q). 
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Ahora, con las correspondencias anteriormente establecidas vamos a obtener de ( 4.1) a ( 4.5) las 
restricciones del PTBM(m, 2,q). Sustituyendo en (4.1): 

Sustituyendo en (4.2): 

Sustituyendo en ( 4.3): 

Sustituyendo en ( 4.4): 

Sustituyendo en (4.5): 

q 

,-, x~2 + 8;2 = u;2 ¿_,¡ 
k=l 

m 

L:x~2 = b~ 
i=l 

Vi= 1,m 

m m q 

Lsi2 = Lui2- Lb~ 
i=l i=l k=l 

2 q 

8¡2 + S;t = L Uij - L af Vi= 1,m 
j=l k=l 

Ahora, sumando (4.9) sobre i y restando (4.7): 

Obtenemos: 

Restando (4.10) de (4.6): 

Obtenemos: 

Sumando sobre k (4.9), se tiene 

Sustituyendo (4.12) en (4.13): 

Ex~2 + Ex~l 
i 
m 

- Ex~2 
i=l 

m 

= -b~ 

L x~1 = L af - b~ = b~ 
i=l 

q ' 
-u'.2 + "' a·.< .. -S¡¡ -S¡2 = -U¡¡ ¿_, 

k=l 

q q 

L:x:2 - s; 1 = -uil + I:af 
k=l k=l 

q q q 

(8;1 - U;¡+ :L:af) + ¿x:1 =¿a: 
k=l k=l k=l 

Obtenemos: 
q 

" k -~X¡¡+ 811 -U¡¡ 

k=l 

(4.6) 

( 4. 7) 

(4.8) 

( 4.10) 

( 4.11) 

( 4.12) 

(4.13 

( 4.14) 
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Si tomamos las ecuaciones (4.r), (4.7), (4.9), (4.11), y (4.1-1), adicionalmente con las restricciones 
de no negatividad, obtenemos el siguiente conjunto de restricciones: 

q k . ---

¡¿ :ri2 +s12 = ui2 V 1 = 1, m 
=1 
m 

L x~ -= b~ V k = l,q 
=1 

+xf2 = a~ V i = r,-rñ, k = r;Q 

+s;¡ =U,¡ 

que son precisamente las restricc ones del PTBM(m, 2, q) obtenidas a partir de las restricciones del 
PTC(m,q + 1). 

es: 
Veamos ahora la relacion entr las funciont>-S objetivo. La función objetivo para el PTC(m, q + 1) 

m q+l 

minw = LLhiiYii 
i=l j=l 

Y tenemos la correspondenci Yii = :t12 (para j = T,q) y Yi,q+l = si2, por lo tanto, la función 
objetivo queda: 

m q 

in w = L L hikx72 + hi,q+!Si2 
i=l k=l 

Pero para xf2 tenemos 8$0Ci os los costos c~2 y para si2 el costo asociado es cero, ·por lo tanto, 
tenemos: 

Por otro lado, la función obje ivo del PTBM(m, 2, q) es 

m2q mq mq 

minz = L I.>~·x7i = LLcf1x71 + I:-2.-::cf2x72 
i=l '=;1 k=l i==l k=l i=l k=l 

Es decir, 

Obsérvese que los valores de f1 están totalmente determinados por los valores de xf2, pues un 
origen i para un bien dado k, tie e disponibilidad af y como solamente tenemos dos destinos, cada 
origen tiene solamente dos opcio es para enviar su disponibilidad, por lo tanto, si se.1decide que 
:rf2 = p unidades, entoñces :rf1 = af - xf2 = af - p, es decir, xf1 queda. totalmente determinado a 
partir del valor de xf2 . Por lo tan o, la función objetivQ del PTBM(m, 2, q) puede ser vista como 

minz = w +cte. 

Esto implica que ambos probl mas, el PTC(m, q+ 1) y el PTBM(m, 2, q), proporcionalf el mismo 
costo de valor mínimo. Por lo ta to, ambos problemas son equivalentes. ¡ • 
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Observación l. El PTC(m, q + 1) satisface que la suma de disponibilidades es igual a la SW11a de 
demandas; si sumamos el lado derecho de ( 4.2) y de ( 4.3} que representan las demandas, tenPmos 
que 

qm q m q qm q2 m 

LLa:- Lb~+ L:uí2- Lb~= LLa:- LLbJ + Luí2 
k=l i=l k=! i=l k=l k=l i=l k=l j=l i=l 

m 2 
Por hipótesis sabemos que ¿a~ = ¿ bj V k, así tenemos que: 

i=l j=l 

k=! i=l k=! í=l 

Es decir, la suma de las disponibilidades (u;2) es igual a la suma de las demandas. 

Observación 2. La transformación del PTBM(m, 2, q) se planteó para satisfacer las demandas del 
destino 2 y por lo tanto, de manera inmediata se satisfacen las demandas del destino 1; de forma 
análoga, podría plantearse el PTC( m, q + 1) en función de satisfacer las demandas del destino 1, es 
decir, hacer la correspondencia: 

Yík = k 
X¡¡ 

ti k = k 
X;2 

Yi,q+l = sil 

ti,q+l = 8¡2 

Observación 3. La condición para que la transformación sea válida es que el número de orígenes 
o de destinos no exceda de 2; por lo tanto, sin pérdida de generalidad, todo PTBM(2, n, q) puede 
transformarse en un PTC(q + 1, n) y la demostración es análoga a la presentada en esta sección. 
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4.1.1 Ejemplo 
1 

Considérese el siguiente PTBM( 1,2,2): 

(ai,a~)- (3,2) 

(4, 1) 

(3.5) 

,_ (v;j, h;;) 
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La solución óptima a este problema está dada por: 

1 

Wmin = 29 

(para la resolución se utilizó el algoritmo de B:·-;acker y Gowen, aiiadiendo un origen y un de:-· in o 
ficticios. Véase el capítulo I sección I.2) 

Y u =0 - t•l tu =3 =X~¡ -- .•. 12 

Y12 =1 = xi2 tl2 :::: 1 - x2 - 11 

Y1J =0 = 8¡2 t¡J =0 =su 

Y21 =3 =xh t21 =2 =X~¡ 
Y22 =2 = x~2 t22 =0 - x2 - 21 

Y23 =1 = 822 t23 =0 = 821 

YJt =1 = x!2 t31 =2 - xl - 31 

Y32 =3 = x~2 t32 =2 =X~¡ 
Y33 =0 = SJ2 t33 =2 = SJl 

Y41 =1 = x~2 t41 =1 =X~¡ 
Y42 =2 = x~2 t42 =0 =X~¡ 
Y43 =0 = 842 t43 =3 = 841 



64 
1 l "AI'I"Ilif.O < 1'1-~N'n:AMIRNTO }' llf:SOI.U<.:IÓN m; /JOS <!""SOS I'AIITI<>:!..Ait/o:S 

Por lo tanto, la solución ópti¡a para el PTBM(4,2,2l es: 

Zmin =51 

Observación 4. En el ejemplo terior, el costo mínimo del PTC(4,3) fue de 29, y el costo rnfnimo_ 
del PTBM( 4,2,2) fue de 51. La d ferencia se debe al costo asociado al flujo enviado al destino l. 

4.2 Una Propiedad Topológica de la Red 

En [4] Evans establece una trans ormación de un problema de flujo de bie~es múltiples en un pro­
blema de flujo de un solo bien, e este caso la condición que debe satisfacer el problema de.bienes 
múltiples es que su red asociada umpla con una propiedad topológica (especificada en el teorema 
2). Esto lo hace muy'interesante pues la transformación (y la equivalencia de los dos problemas) 
no depende del número de bienes ~i de la dimensión de la red, sino únicamente de su estructura. 

El problema transformado (fl jo de un solo bien) tiene una matriz totalmente unimodular, lo 
que garantiza que existe una solu ión óptima entera si los requerimientos son enteros (la cual podrá. 
encontrarse en un número finito e pasos utilizando alguno de los métodos vistos en el capítulo 1); 
así, el cálculo de las soluciones pu e hacerse utilizando un algoritmo de marcaje. Un algoritmo que 
sirve para resolver el problema es el algoritmo simplex .especializado en redes. Veáse el c~pítulo 1, 
sección 2, subsección 3. 
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~os referiremos a la formulación nodo-arco del problema de flujo de bienes múltiples: 

minw = 

s.a. 

= rf 
(r.j) E A 

i E N, V k 

Yt. s;i 2:0 V (i,j) E A, k= l,(j 

donde s¡i es la variable de holgura asociada a la restricción de capacidad. 
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(1.15) 

Sea io E N. Definimos A(io) como el conjunto { (i, j) E A: i = io o j = io }, así A(io) = A- A(io). 

Definimos un nuevo problema, llamado P(io), como sigue: 

minz = ¿ ¿ k 
CiJYii 

k (i,j)EA 

LYZ,j + Sioi bioj V (io,j) E A(io) ( 4 16) 
k 

- LYjio - Sji0 = -bjio V (J.i0 ) E A(io) ( 4.17) 
k 

LYt- LYji Tk 
t V k. i :j; i 0 , i E N ( 4.18) 

jEN jEN 

LSiJ- Lsii = ¿bij- ¿bji- L:rf i =f. io, i E N ( 4.19) 
jEN jEN jEN jE.V k 

k 
Yij> Sij > o V k= TQ, (i,j) E A (4.20) 

Observación 5. A toda matriz cuyas columnas contengan únicamente un 1, un -1 y ceros en sus 
restantes entradas, puede asociársele una gráfica, pues este tipo de matrices definen una matriz de 
incidencia nodo-arco. De esta forma, P(io) representa un problema de flujo de un solo bien, pues 
cada variable aparece en exactamente dos restricciones con signos opuestos, es decir, la matriz del 
problema es una matriz de incidencia nodo-arco y por lo tanto, puede asociársele una red¡ es de un 
solo bien, pues la matriz de restricciones es una matriz de incidencia. 
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Observación 6. P(io) satisface ue la suma de disponibilidades es igual a la suma de demandas. 
Sumando el lado derecho de las r stricciones (4.16) a (4.19): 

Pero io E N 

= L bi0 j-

jEN jE 

j-:fio i-:fio 

= o 

j-:fio i-:fio i-:fio 

Nótese que P(io) es una relaj ción de (4.15) ya que las siguientes restricciones-no pertenecen al 
problema: 

(i,j) E A(io) ( 4.21) 

= ti:' •o V k (4.22) 

Observación 7. Claramente, e alquier solución de P(io) es también una solución de (4.15) si y 
sólo si ( 4. 21) y ( 4.22) se satisface 1. 

Pues si una solución de P(io) s también solución de (4.15) entonces claramente se s·atisfacen las 
restricciones (4.21) y (4.22). Inv rsamente, si (4.21) y (4.22) se satisfacen y se tiene una solución 
de P(io) entonces esta solución s tisface todas las de (4.15), pues las restricciones de (4.15) son las 
restricciones de P(i0 ) además de las restricciones (4.21) y (4.22). 

En el siguiente teorema se es ablece una condición suficiente para que los dos problemas sean 
equivalentes. 

Teorema 2. Una solución ópti a de P(io) lo es también paro (4.15) si existe una permutación de 
arcos en A(io), (i¡,jt), (i2,i2), .. , (in,in) tales que 

(i) (i 1,j1) es incidente a un nod , tal que todos los otros arcos incidentes están solamente en A(i0 ) 

y 

{íí} (ir,ir) es incidente a un no o, tal que todos los otros arcos incidentes están en A(io) U Jr, para 
r = 2,3, ... ,n; donde Jr = {(i8 ,j8 ): s < r}. 

En·este caso P(io) y (4.15) s dicen equivalentes. 
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Ejemplo l. Considérese la red siguiente: 

l-------{e 

io 

El nodo a se escoge como io. Los arcos marcados 11 pertenecen al conjunto A(io). Fijémonos en 
el arco (i¡,j¡), este arco es incidente al nodo b, y este nodo tiene todos sus otros arcos incidentes 
pertenecientes a A(io). Ahora el arco (i2 ,]2) es incidente al nodo d, los otros arcos incidentes 
a este nodo, uno pertenece a A(io) y el otro pertenece a J2 = {(i1,j1)}. Por último, el arco 
(i 3 ,)J) es incidente al nodo d, cuyos arcos incidentes pertenecen, uno a A(i0 ) y los otros dos a 
J3 = {(i¡,j¡), (i2,J2)}. 

Puede concluirse que para esta red, existe un nodo io tal que se satisfacen las condiciones del 
teorema 2, y así, cualquier problema de flujo de bienes múltiples asociado a esta red, será equivalente 
al problema P(io). 

Demostmción del teorema 2: Se demostrará que si las condiciones (i) y (ii) se satisfacen, entonces 
las restricciones ( 4.21) y ( 4.22) también se satisfacen. 

Sumemos la restricción ( 4.18) sobre todo i f= i 0 : 

i;¡éi0 jEN 

Por hipótesis sabemos que 

Es decir, tenemos que: 

Para un bien dado k, tenemos un nodo l con l f= io para el cual consideramos el valor y~ 1 (en 
I: Yt) y cuando nos fijamos en i 1 tenemos el valor -y~, (en ¿ -Yj;) esto implica que para los 

;EN jEN 

arcos donde ninguno de los nodos extremos es i 0 • los flujos en ese arco se cancelan y los únicos que 
se conservan son los que tienen a io como nodó extremo, es decir, se tiene que: 

"' y~. - "' yl< . = -rk L.... J•o L.... •oJ <o 
jEN jEN 

que es precisamente la restricción ( 4.22) multiplicada por -l. 
Por lo tanto, (4.22) se satisface para toda k. 
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Hagamos un parétesis para vlr un ejemplo de lo anterior: 

Ejemplo 2. Considérese la red ~iguiente, y tomemos io = 3 
1 

1 

io 

Para un bien k tenemos: 

• 

Sumando: 

jEN #io 

k 
Yij = L Y~j + L Y~j + L Y:j 

jEN jEN iEN 

= Y~2 + Y~3 +Y~ + Y!2 

= 

k k k k k k k k k 
Yji = Y12 + 1h3 + Y23 + Y42 - Y31 - Y12 - Y42 - Y34 

jEN i io 

= "'k "'k k L.. Yj3 - L.. Y3i = -r3 
jEN jEN 

Regresando a la demostrad n, supongamos que :;e ve~ifica (i). Tenemos dos cásos a considerar: 

(a) Cada arco incidente a i 1 xcepto para (i1,j¡) está en A(io). 

(b) Cada arco incidente a Jt cepto para (i 1,j1) está en A(io). 

Consideremos el caso (a), é te tiene tres subcasos: 
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(a.l) (io, it) E A(ío) 

(a.2) (i 1 , io) E A(io) 

(a.3) (i0 , i¡) y (t¡, io) E A(io) 

~------------~ 

Veamos el subcaso (a.l): 
Aplicamos la restricción (4.16) al arco (io, i¡) E A(io) 

LYti
1 

.;.. Sioi¡ = bioi1 

k 

Aplicamos la restricción (4 18) al nodo i 1 

Aplicamos la restricción (4.19) al nodo i 1 

S¡¡j 1 - 8¡0 ; 1 = b;¡j 1 - bioi 1 - L rt 
k 

Sumamos (4.24) sobre k y sum<t nos (4.25): 

Cancelando ~ rf
1 

y por ( 4.23) nos queda: 

LYftlt + Si¡j¡ = bi¡j¡ 

k 

Que es precisamente la restricción (4.21) aplicada al arco (i¡,j¡) E A(io). 
Los otros dos subcasos son análogos a éste. 
El caso (b) es análogo al caso (a). 
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(4.23) 

(4.24) 

(4.25) 
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Ahora supongamos que la cotdición (ii) se verifica y demostraremos que también la restricción 
(4.21). 

Tenemos dos casos: 1 

(a) Cada arco incidente a Ír, exrepto para (ir,jr), está en A(io)UJr, donde Jr = {(isJ,): S< r}. 

(b) Cada aro> incidente a j., icepto para (ic.jc), está en A(;,) U Jc. 

Veamos el caso (a): 1 

Se tienen dos subcasos: ~ 

(a.l} Cada arco incidente a Ír estl' en A(io), el cual tiene tres posibilidades: 

(a.l.i) 

(a.l.ii) 

(a.l.iii). 

(a.2) Cada arco incidente a ir est en Jr, el cual tiene tres posibilidades: 

1 

(a.2.i) ~-------@( 
1 

(a.2.ii) >f-- i. ic}------+( 

(a.2.iü) }------~z~s1_________ ~ 

Las demostraciones de todos l casos son análogas. 

Demostraremos el caso (a.2.i). 
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Aplicando (4.18) al nodo ir y sumando sobre k: 

Aplicarnos la restricción (4.19) al nodo ir 

Sumarnos estas dos expresiones y nos queda: 

Pero, el arco (i 8 , ir) puede ser visto corno (i 8 • ] 11 ) que pertenece a lr y por hipótesis de inducción 
este arco satisface la restricción (4.21). Por lo tanto, nos queda: 

Que es precisamente la restricción (4.21) aplicada al arco (ir,Jr) E A(io). Así, queda demostrado 
el teorema. • 

Observación 8. El conjunto de condiciones establecidas en el teorema 2 no son necesarias, pues 
como se ve en la demostración, una solución de P(io) puede satisfacer la restricción (4.22) sin que 
(i) y (ii) se verifiquen. 
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1 

Ejemplo 3. Consideremos la ret siguiente para dos bienes: 

1 

' 
1 

Tomemos io ~ 3, entonces el~ro~lema P(3) tiene la 'iguicnte red arociada 

. Yt3 S¡3 

~ 
11 

Las disponibilidades y dem 1 das s~ determinan por el lado derecho de las restriccidnes ( 4.16) a 
(4.19). i 
Observación 9. En el ejemplo nterior P(1). P(2), P(4) no satisfacen las condiciones del teorema 
2. 

Veámoslo para P(2) 
A(2) = {(1,2), (3,2),_{2,4)} 

El arco (3, 4) es incidente al odo 4 que tiene solament~ un arco incidente que pertenece a A(2). 
Por lo tanto, se satisface la con · ción (i) del teorema 2. 

Veamos ahora si se satisface la condición (ii). El ~co (3, 1) es incidente al nodo 3 que no tiene 
todos sus arcos incidentes perte ecientes ni a A(2) ni a J2' = { (3, 4)}; el arco (1, 3}. es incidente al 
nodo 3 que no tiene todos sus reos incidentes pertenecientes ni a A(2) ni a J2 .= { (3, 4) }, por ,lo 
tanto, la condición (ii) no se sat sface. 1 

De manera siro.ilar se obser que P(l) y P( 4) no satisfacen las condiciones del teorema 2. 
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Con esta observación la pregunta inmediata es ¿Cómo encontrar en una red, un nodo io tal que se 
satisfagan las condiciones del teorema 2'?, para resolver este problema, Evans propone un algoritmo 
(de tipo glotón) en el que van considerándose todos los nodos (uno por uno) ha.-;ta encontrar uno que 
satisfaga las condiciones del teorema 2 o que pueda afirmarse que la red en cuestión no las satisface. 

Algoritmo paro encontmr un nodo i 0 que satisfaga las condiciones del teorema 2. 

(O) Todos los nodos y arcos están inicialmente sin etiquetar. Escoger el nodo que tenga más 
número de arcos incidentes (en realidad cualquier nodo puede servir). Sea éste io. 

Etiquetar los arcos incidentes y nodos adyacentes a estos arcos. 

( 1) (Paso iterativo) 

Escoger cualquier nodo etiquetado. Si a lo más un arco incidente está sin etiquetar, etiquetar 
este arco y su otro nodo incidente. Repetir. 

• Si esta condición no se satisface, escoger otro nodo etiquetado y repetir. 

• Si ningún nodo etiquetado satisface esta condición ALTO, las condiciones del teorema 2 
no se satisfacen. 

En este caso borrar io de la lista de los nodos, escoger otro nodo como i 0 , borrar todas 
las etiquetas e ir al paso O. 

Se continúa hasta que se encuentra un nodo que satisfaga las condiciones del teorema 2 o ha.'ita 
que todos los nodos hayan sido considerados. 

Justificacián: En el paso (0), todos los arcos que reciben etiqueta conforman el conjunto A(io). La 
primera aplicación del paso 1 busca que un arco satisfaga la condición (i), es decir, un arco (i1 , j¡) tal 
que todos Jos demás arcos incidentes a i 1 (o ji) pertenecen a A{io). Si no existe tal arco, claramente 
la condicióa (i) no se satisface. La repetición-del paso iterativo busca que los demás arcos satisfagan 
la condición (ii), es decir, arcos (ir,Jr) tales que todos los arcos incidentes a ir (o ]r) pertenecen o 
a A(io) o a lr, donde lr = {(i8 ,j.): s < r} 

La elección de un nodo etiquetado puede hacerse de manera arbitraria, pues en cualquier momento 
un arco es etiquetado, así el número de arcos incidentes a cualquier nodo no etiquetado no puede 
incrementarse, además porque se tiene una red finita. • 
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Observación 10. Si en la red asociada al problema de transporte de bienes múltiples con dos 
orígenes (o dos destinos) tomam como io a un origen (o destino, según sea el caso) entonces la red 
satisface las condiciones del teor ma l. 

Tomemos por ejemplo, io = 1 (el origen 1), entonces aplicando el algoritmo, todos los arcos de la 
forma (1, k) para k= 1, n son et quetados, así corno todos los destinos; tomemos cualquier destino 
k, este tiene solamente dos arca incidentes (1, k) y (2. k), y el·segundo es el único sin etiqueta, 
por lo tanto, puede recibirla. D pués de un número finito de pasos, todos los arcos y nodos están 
etiquetados. De esta forma, la re satisface las condiciones del teorema 2. 

Observación 11. Para la red ociada al problema de ptaneación de.la producción dinámica de 
bienes múltiples de un nivel con periodos1, el vértice O satisface las condiciones del teorema 2. 

Sea io =O, entonces todos lo arcos de la forma (0, k} para k= 1, T son etiquetados, así como 
todos los vértices vecinos a O. 1 vértice 1 tiene solamente dos arcos incidentes, a saber, (0, 1) y 
{1, 2), y éste último es el único in etiqueta, por lo tanto, puede recibirla. De aquí en adelante, 
fijémonos en cualquier vértice eti uetado k para 1 < k < T, éste vértice tiene tres arcos incidentes, 

·(O, k), (k -1, k) y (k, k+ 1) y el !timo arco es el único sin etiqueta, por lo tanto, puede recibirla; al 
final, para el vértice T, éste tiene ya sus dos arcos incidentes etiquetapos. Por lo tanto, se satisfacen 
las condiciones del teorema 2 par este tipo de redes. 

Por lo visto hasta ahora, no t 
que a continuación se presenta 
transformación propuesta por E 

das las redes satisfacen las condiciones del teorema 2, es por esto 
a clasificación de las redes para las cuales es posible aplicar la 

Proposición l. En toda gráfi. q11e constituya una cadena, puede encontrarse un nodo io que 
satisfaga las condiciones del teo ma '2. 

1 Los vértices de O a T representan 1 s periodos de tiempo, un arco de O a k represer¡ta la producción en el periodo 
k, y el arco (k, k+ 1) representa el inv ntario que va acumulándose. Todos los arcos tienen capacidades. 
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Demostmción: Aplicando el algoritmo para encontrar un nodo í 0 , escogemos io como cualquier nodo 
extremo de la cadena. Etiquetamos su arco incidente y el único nodo vecino de i0 , sea éste "i 1", 

por ser una cadena, i 1 tiene dos arcos incidentes y solamente uno que no está etiquetado, por lo 
tanto, puede etiquetan>P este arco y el nodo vecino a i 1, sea éste "i2''. ~uevamente, i2 tiene un solo 
arco sin etiqueta y por o tanto puede recibirla. Continuando de esta forma, el otro nodo extremo 
es etiquetado, pues se trata de una cadena, que además es finita. 

Así, io satisface las condiciones del teorema 2. • 

Proposición 2. En toda gráfica que constituya un ciclo elemental, puede encontrarse un nodo i 0 
que satisfaga las condiciones del teorema 2. 

Demostmción: Aplicando el algoritmo, escogemos i0 como cualquier nodo del ciclo. Como tenemos 
un ciclo elemental, io tiene únicamente dos arcos incidentes; los etiquetamos, así como a sus nodos 
vecinos. Sean éstos i 1 e i 2. Sin pérdida de generalidad, tomemos i 1 , este nodo tiene solamente un arco 
sin etiqueta (pues tenemos un ciclo elemental) por lo tanto, podemos etiquetarlo y también al nodo 
vecino, digamos i3. Nuevamente i 3 satisface las condiciones del algoritmo y podemo>' continuar de 
esta manera hasta etiquetar al nodo i¡ que es vecino del nodo i2, ya que el ciclo es finito y elemental. 
El nodo Í¡ tiene solamente un arco sin etiqueta, por lo tanto, puede recibirla y como el nodo i2 ya 
estaba etiquetado, tenemos todos los nodos y arcos etiquetados. 

Así io satisface las condiciones del teorema 2. • 

Sean, ahora, G 1 = (N¡, A¡) y G2 = (N2, A2) dos gráficas que satisfacen las condiciones del 
teorema 2. 

Sea 

G = G¡ UG2 =(N, A) 

donde N = N¡ u N2 y A .e A¡ U A2 

Sea i E N, el grado del nodo i en la gráfica G puede calcularse por: 

donde 

ga(i) =a;+ b;- e; 

a¡ gG 1 (i) 

b; = 9Gl(i) 

y e; es el número de arcos que pertenecen a A1 n A2 y cuyo vértice extremo es i. 
Se.:\ !J el conjunto cuyos elementos son los vértices i E?l/1 que son candidatos aserio, es decir, 

cada vértice de !J satisface las condiciones del teorema 2 para la gráfica G 1 . De manera análoga se 
define 15. 

Sea 

lo= lJ n lÓ 

Proposición 3. Sea G una gráfica que es unión de dos gráficas G¡ y G2 que satisfacen la.s condi­
ciones del teorema 2. Si 

(i} lo ::1 0 

(ii) V i E N - lo se tiene que a; - c; = O ó b; - e; = O 
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~ bien, existe. a l~ ~ás un f E N - 10 tal ~u e a¡ - ~ = 1 ó b¡ - ~ = 1, pero todos los demás 
J E N- lo, J i= t, t1enen t1fe a1 - Cj =O o b; - ci =O 

1 

(iií) TI i E lo se tiene que a¡ - 9 = O ó b¡ - e¡ = O 

o bien, existe a lo más u~ i E lo tal que a; - q > 1 ó b¡ - q > 1, pero todos los demás 
j E lo, j i= i, tienen que a~ - Cj =O ó b; - Cj =O 

1 

1 

Entonces e:t-iste un vértice i E /ol tal que se satisfacen las condiciones del teorema 2 para la gráfica 

G. 

Demostración: Supongamos cier as las hipótesis. Sea io algún elemento de lo: Si exi&te a lo más un 
i E / 0 tal que ai- ~ ~ 1 ó b,- q ~ 1, entonces sea éste io. Si TI i E /o se tiene que a. - ~ =O ó 
b¡- e¡= O, entonces cualquier el mento de / 0 puede tomarse c9mo io. 

Aplicamos el algoritmo para rificar que se satisfagan las condiciones del teorema 2. Etiqueta­
mos todos los arcos incidentes io, así como sus vértices vecinos. Fijémonos en cualquier vértice 
etiquetado i E N: Si a¡-~ =O esto significa que el grado del vértice i en G es igual al grado del 
vértice i en la gráfica G 1. Por 1 tanto, como para G 1 se satisfacen las condiciones del teorema 2, 
este vértice, en algún paso del goritmo, presentará solamente un arco sin etiqueta, la cual puede 
recibir. De manera análoga, si b¡ ~ =O el grado de i en G es igual al grado de i en G2, nuevamente, 
este vértice tendrá un solo arco in etiqueta, pues G2 satisface las condiciones del teorema 2. 

Si i es tal que a¡-~ = 1, est significa que el grado de i en G es uno más que el grado de i en G 1. 

Por lo tanto, este vértice tiene d arcos sin etiqueta (uno que le corresponde por ser elemento de G1 y 
el arco "de más", digamosle así). Sin embargo, consideremos los vértices vecinos a i correspondientes 
a estos dos arcos, llamémosles j 1 y }2. Para ambos vértices se tiene que a;,. -e;. =O 6 b;,. -e;,. = O, 
para k = 1, 2 (esto es porque í es el único vértice que presenta que a; - q = 1) y por el razonamiento 
anterior, todos los arcos incide es a j 1 y a i2 son etiquetados. Por lo tanto, el vértice i también 
presentará que todos sus vértic incidentes están ya etiquetados. De manera análoga, se demuestra 
que si i es tal que b¡ -- ~ = 1 entonces i tendrá todos sus arcos incidentes etiquetados. En un 
momento dado, todos los vértic y arcos de G están etiquetados, y esto demuestra que la gráfica G 
satisface las condiciones del teo ma 2. • 

Observación 12. Denotemos pbr (No, Ao) la gráfica asociada al problema P(io)- Como las restric­
ciones (4.16) y (4.17) están asoci as a cada arco perteneciente a A(io) se tienen IA(io)l restricciones, 
de la restricción (4.18) hay q(IN -1) ecuaciónes, pues esta restricción se aplica para todos los bienes 
y para todos los nodos excepto ara io, para la restricción (4.19) se tienen IN!- 1 ecuaciones, pues 
esta se aplica a todos los nodos excepto par~ io. Así, se tiene que 

= IA(io)l + q(INI - 1) + INI - 1 

= IA(io)l + (q + 1)(1NI - 1) 

El número de arcos que tendrá la red (No, Ao) está relacionado con todas las variables de (4.15), 

más la holgura, es decir, 

IAol = lAI (q + 1) 
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Observación 13. Dado un nodo de (4.15) diferente de i 0 , por la restricción (4.18) le corresponde 
q nodos y por la restricción (4.19) le corresponde uno más. Cada uno de estos nodos tiene arcos 
incidentes a él según los tenga en la red ( 4.15), por ejemplo, 

S 

Para el vértice io, por las restricciones ( 4.16) y ( 4.17) le corresponde 1 A( io) 1 número de nodos en 
(No, Ao). Cada uno de ellos tendrá q arcos incidentes, que corresponden al flujo de cada uno de los 
bienes, más uno, asociado a la holgura. Por ejemplo, 

S 
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4.2.1 Ejemplo 1 

1 

1 

1 

<ZAPnVLO 4. P't.A.NTP.AAI/ENTO Y RESOLUCIÓN DE DOS <:A.'iOS I'MITICHI.AIIf:S 

Considérese el siguiente problemt de flujo de dos bienes: 

(-5,0) ...... (ri, r;) 
(8,3) 

(5, 1) ..... (b;;,c;;) 

1 

(10, 7) 
(0, -8) 

Como ya se había visto en ell ejemplo 3, tomando io = 3, esta· red satisface las condiciones del 
teorema 2, por lo tanto la red asriada a P(io) para este caso es la siguiente: 

-ri 

- Cij 

1 . 

Aplicamos el algoritmo simpl x especializado en redes, después de 4 iteraciones se encuentra la 
solución óptima: Zmin = 81 x12 = 3, x1,10 = 2, Xs6 = 3, X76 = 5, x1,11 = 5, xs2 = 2, xss = 
3, x9,13 = 13, Xt3,10 = 3, Xt3,12 5, todas las demás iguales a cero. 
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Cada Xij está asociada a un yf1 o a una Sii• a.<;Í, tenemos que: 

X¡2 = 824 = 3 

XJ,JO = Yb = 2 

xs6 2 'J Y24 = • 
X76 = Y~4 = 5 

X7,11 = 834 = 5 

X82 = Y~2 = 2 

xss = 2 '3 Y32 = • 

X9,13 = 83¡ = 13 

XJ3,10 S¡3 = 3 

XJ3,12 = S¡2 = 8 

2,3) 

4.2.2 Un Caso Particular 

Este caso se refiere al hecho de que en una gráfica que satisface las condiciones del teorema 2, la 
gráfica asociada al problema P(io) puede resultar no conexa, sin embargo como se verá más adelante 
esto no causará mayor problema, pues la solución óptima del problema (4.15) será la suma (unión) 
de las soluciones óptimas de cada componente conexa del problema P( io) . 

. Primero se establece la siguiente proposición que indica bajo qué circustancias la gráfica asociada 
al problema P(io) no será conexa. 

Proposición 4. Si el nodo io es un punto de artzculación, en una gráfica que satisface las condiciones 
del teorema 2, entonces la gráfica asociada a P(io) es no conexa. Además, si al eliminar io de la 
gráfica se forman p componentes conexas entonces la gráfica asociada a P( io) tendrá p componentes 
conexas. 
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Demostmción: Consideremos la~ráfica del probletua ( 4.15), supongamos que al eliminar io la gráfica 
se descompone en p component conexas. Podemos expresar los conjuntos N y A de la siguiente 
manera: 

1 N = Nt U N2 U · · · u Np 
1 

N¡ = { i E N : li está en la l-ésima componente conexa} U { io} 
donde 

y 

donde 
A¡ = { (i,j) E A: í, j E N¡} 

Así, se tiene que 

y 
(i, io), (io, i) E .4¡ i E N1 

De esta forma, tenemos que 

A io) = A¡(io) u A2(io) u··· U Ap(io) 

donde 
Az( o)= {(i,io), (io,i) E A(io0: i E N¡} 

El conjunto de restricciones d P(x0 ) podemos separarlo, es decir, podemos escribir: 

LYtj + Sioj = biuj V (io,j) E At(io) 
k 

- L YÍio - S jio 1 = -bjío V (j, io) E At (io) 

I::t- LYÍil = r~ V k, i =/: i0 , i E N1 ' iEN iEN 

I.:s;i-Lsiil = ¿ bij - ~= b1 , - ¿ rf i =/: i 0 , i E N 1 

jEN jEN jEN jEN k 

LYfoi + 8 ioj = bioi V {io, j) E Ap(io) 
k 

- LYÍio - Sjio = -bjio V (j, ío) E'Ap(io) 
k 

LYt- LY1i 
-k - V k, i =/: io, i E Np = r¡ 

jEN jEN 

LSij- LSji = Lbij- ~=bj¡- Lrf i =/: i 0 , i E Np 
jEN jEN jEf'/ jEN k 

Por ser P{io) un problema de flÚjo de un solo bien, cada variable aparece exactamente dos veces 
con signos contrarios, además cad variable aparece las dos veces-en un mismo bloque de restricciones, 
es decir, no puede suceder que u a variable aparezca una vez en el bloque de restricciones asociadas 
a (N8 ,A8 ) y que ella misma con el signo contrario aparezca en el bloque asociado a (Nr,Ar), esto 
es porque Nr n Ns = {io} y Ar(i ) n As(io) = 0 

1 

1 
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Por lo tanto, la matriz de incidencia nodo-arco del problema P(io) está conformada por bloques: 

donde Bi es la matriz de restricciones del bloqw· i. Y se tienen p bloques, pues se tienen p conjunto'! 
de restricciones. Puede concluirse que la gráfica a..,<;Ociada a P(io) tiene p componentl·:> c0nPxas. • 

Observación 14. En cada componente conexa de P(i0 ), la suma de disponibilidades es igual a la 
suma de las demandas. De esta manera puede resolverse cada componente conexa por separado y 

la unión de las soluciones óptimas de cada una de ellas será la solución óptima para ( 4.15). 

Observación 15. Cada componente conexa tiene IAi(io)l + (q + 1)(1Nil- 1) nodos Y lA,: (q + 1) 
arcos. 

Ejemplo 

Considérese la red siguiente para un problema de flujo de dos bienes: 

(-4,-3) (-1,-2) 

1 }-----'-(6:..:., =..!.2) __ --{ 2 

(7 .) (8, 2) 

(O,O) {5,3) - (r;,r~) 
' 3 }--------{ 4 5 
\...::./ (8,1) (13.1) 

(-2,-1) ' ,----,~ 

{5,~~ (3,1) ,_(b,J,c, 1 ) 

(2, 3) 

Tomando io = 4 se verifica que esta red satisface las condiciones del teorema 2; si eliminamos 
el nodo 4 la gráfica se descompone en dos componentes conexas, así P(io) constará de dos gráficas, 
estas son: 

-4 
2 

5 

2 
-3 

6 ,... r, 

o 
1 -6 

4 
o 

7 
o 
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5 

13)+-----~ 

' 3 3 
-13 12 ~~--3 __ ___ 

2 

15 l-o----
0
----1 

o 

- rs 

Resolviendo la primera red co el algoritmo simplex especializado en redes, encontramos, después 
de dos iteraciones, la solución ó tima: Zmin = 31, con Y!2 = 5, y¡2 = 2, y~1 = 4, Yi

1 
= 3, yj3 = 

2, y¡3 = 4 

Ahora, resolvemos la segund red, y encol)tramos en la segunda iteración la solución óptima, 
Zmin = 20, con yg4 = 5.- yg4 = 6, Yl5 = 3, yJ4 = 2 

Por lo tanto, para la red origi al tenemos la siguiente solución óptima: 

(4, O) 

}+--(-2-, 4-) --+---1 4 (5, 6)---® 

~ ·~·-,h.',, -,,:,' ,¡,, , .. ,v,w 

Wmin = 31 + 20 = 51 



Capítulo 5 

Caracterización de una Condición 
Bajo la Cual Existen Soluciones 
Enteras para el Problema en 
General 

Una matriz A se dice totalmente unimodular si cualquier submatriz cuadrada de A tiene determi­
nante igual a O, + 1 ó -l. Por lo tanto, un sistema de ecuaciones Ax = b con A una matriz totalmente 
unirnodular, tendrá soluciones enteras si el vector bes entero, sin embargo, aunque b fuera entero si 
A no es totalmente unimodular no hay ninguna garantía para la enterabilidad de las soluciones del 
sistema de ecuaciones. 

Con respecto al problema de flujo de bienes múltiples a costo mínimo, en el capítulo 3 se expuso 
un método de resolución para el mismo. Sin embargo, si podernos garantizar que las soluciones del 
pr· ·blema <:an a ser siempre enteras, entonces podría plantearse un método de resolución de redes 
qu.! resultaría ser más eficiente que el método propuesto en dicho capítulo. 

En este capítulo se expondrá bajo qué condiciones un problema de flujo de bienes múltiples a 
costo mínimo tiene soluciones e11teras. 

En [7] y [6] se presentan dos diferentes condiciones bajo las cuales el problema de flujo de bienes 
múltiples presenta tal característica. En este capítulo se analiza el resúltado publicado en [6]. 

5.1 Preliminares 

Nuevamente basamos el desarrollo utilizando la formulación nodo-arco del problema de flujo de 
bienes múltiples. 

Sea G = (N, A) la red asociada al problema. Supongamos que INI = n y IAI =m. 

83 
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Como vimos en el capítulo n.¡ el problema es: 

1 

minw = Lc'yk 
k 

LYk < b 
k 

Akyk rk 'V k = r;q 
yk > o 

(5.1) 

(5.2) 

donde l es el m-vector de flujo In los arcos para el bien k, rk el (n- 1)-vector de requerimientos 
enteros del bien k, b el m-vector de capacidades enteras en los arcos y Ak la matriz resultante de 
eliminar un renglón de la matriz ~e incidencia nodo arco, así Ak es de dimensión ( n - 1) x m y de 
rango ( n - 1), y e' es el m-vectorl de costos en los arcos. 

o. bservacióp. l. Cada Ak es tot~ente unimodular, mientras que la matríz del sistema completo 
'1/ (5.1), (5.2) nó ~o es. 

1 

Para cada bien k, existe una matnz básica de la matriz Ak, que corresponde a un árbol de 
expansión de G. Sean estas bases Bk, así (5.2) puooe reescribirse como: 

Si despejamos y~, obtenemos 

donde 

B k R k _ k 
kYB + kYR- r (5.3) 

(5.4) 

Observación 2. Las matrices 81 no son matrices básicas de todo el problema, sino únicamente de 
las matrices Ak, y es por esto qu podemos asegurar que cada Bk está asociada, graficamente, a un 
árbol de expasión. 
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En la restricción (5.1} podemos separar las variables Yk. tal como lo hicimos en (5.3}, es decir, 

( "i.5} 

Sustituyendo Yt en (5.5} 

l)B¡;Irk- Uky~) + LY~ < b 
k k 

¿s¡;trk- ¿uky~ + LY~ < b 
k k k 

- ¿uky~+ LY~ < b- ¿s¡;1rk 
k k k 

L(Y~- Uky~) < b- ¿s¡;1rk 
k k 

L(Ek- Uk)y~ < b- ¿s¡;1rk 
k k 

obtenemos: 

(5.6) 

donde S k = E k-IJk y las columnas de E k son vectores unitarios que corresponden a las componentes 
de y~. 

Observación 3. Las restricciones (5.4} y (5.6) son equivalentes a las restricciones (5.1} y (5.2), 
unicamente hemos separado el conjunto de variables yk en dos conjuntos, a saber, y~ y y~ y las 
restricciónes (5.4} y (5.6} representan cómo deben calcularse las variables. 
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Observación 4. Las columnas J. S, son vector"' que representan ciclos elemental"' en G. 

Ejemplo l. Consideremos la sig~iente red para dos bienes: 

1 

6' 

1 

Para cada bien consideremos Ir siguientes matrices básicas (correspondientes a las matrices Ak) 
que están asociadas a los siguient s árboles de expansión: 

2 

1 
-1 
o 
o 
o 

1 
-1 [ o -1 

BF ~ o 
o 
o 

Para el bien 1, la matriz U1 est 

[ -1 
-1 -1 

U'~B¡'R,~ ~ 
-1 -1 
o -1 
o o 
o o 

~ j -f 1 [ 

o 
-1 

R, ~ ~ 

o o 

JI [ -l 1 o 
11, ~. f o -1 

1 1 
o o 

determinada por: 

-1 
-1 ][ o 

1 o 
-1 -1 -1 o 1 

1 -1 o -1 o 
o -1 o o -1 
1 o o o o 

1 
o 

-1 
o 
o 

1 
o 

-1 
o 
o 

o 
1 
o 

--1 
o 

o 
1 

-1 
o 
o 

JI 

JI 
~ 1 ~ [ ~ 

o 
1 
1 
o 

-1 o o 

o 

n o 
1 
o 

-1 
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Para el bien 2, tenemos 

-1 -1 
o o 
o -1 
o -1 
o o 

-1 
o 

-1 
o 
o 

~! 1 1 ~~ ~! ~I [ 1 = 1 
-1 o o o -1 

1 o o 
-1 1 o 
o 1 1 
o 1 1 
o o o 

o 
o 
o 

-1 
1 
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Como cada renglón esrá asociado a un arco, los renglones de las U k son arcos básicos, así podemos 
insertar los arcos no básicos con vectores renglón cero. Por lo tanto, podemos encontrar la matriz 
S k: 

1 
1 

1 1 
1 

1 
1 

1 

Las entradas restantes son ceros. 
Graficamente, S1 representa los siguientes ciclos: 

" 

1 

s2 = E2- U2 = 

" " 

1 
1 

Los ciclos que s2 representa son: 

1 
-1 1 

1 
1 

1 

1 

1 
-1 1 

1 

1 -1 
1 

-1 
1 

-1 

.-

1 
-1 

1 

= 

-1 
1 

-1 -1 
1 

-1 
1 -1 

1 

6 

-1 
1 

1 
-1 -1 

1 
-1 -1 1 

-1 



88 CM'rfllW.S 

Observación 5. Para que las J iables y~ tomen valores enteros, es necesario que el lado derecho 
de (5.4) sea. entero. Ahora, B¡; 1 r~ toma valores enteros, porque Bk es totalmente unimodular 1 y rk 

es un vector entero; Uky~ es ent ro solamente si y~ es entero, pues la matriz Uk tiene elementos 
enteros, ya que Uk es el producto e multiplicar dos matrices con elementos enteros (Uk = B¡; 1 Rk)· 

Por lo tartto, para que y~ tom valores enteros es necesario que y~ sea entero. Por la restricción 
(5.6) y~ es entero si la matriz S [S1 j .•. ¡Sq] es unimodular {y en particular, que sea totalmente 
unimodular), pues el lado derecho de la desigualdad es entero. 

Todo este razonamiento puede resumirse er la siguiente proposición. 

Proposición l. Si S es totalment unimodular entonces las variables del problema de flujo de bienes 
múltiples a costo mínimo, toman alores enteros. 

Demostración: Sean Bk matrices ásicas de las matrices Ak. Si S es totalmente unimodular, por la 
restricción (5.6), y~ tomará valor s enteros y por la. restricción (5.4) también y~ será entero. Por 
lo tartto, todas las varibles del pro lema de flujo de bienes múltiples a costo mínimo tomart valores 
enteros. • 

La cuestión inmediata es deter inar bajo qué condiciones la matriz S será totalmente unimodu­
lar, para poder tener la garantía de la enterabilidad de las soluciones del problema. Para determinar 
esta caracterización vamos a prese tar algunos conceptos. 

1 

Definamos una matriz H cuyas columnas son las representaciones vectoriales de todos los ciclos 
dirigidos (ciclos elementales con un orientación arbitraria) y uniones de ciclos arco-ajenos (uniones 
de ciclos que no tienen arcos en co ún) de la gráfica G y cuyos renglones son los arcos de C. 

Observación 6: La matriz S es u a submatriz de H. 

Proposición 2. Si H es totalm te unimodular entonces las variables del problema de flujo de 
bienes múltiples a costo mínimo, to an valores entel-os. 

Demostración: Obsérvese primero q e bajo la hipótesis, S es totalmente unimodular, pues cualquier 
submatriz cuadrada A de S lo es t mbién de H y por ser ésta totalmente unimodular, entonces el 
·determinante de A es O, +1 ó -l. 

Entonces por la proposición 1, 1 variables tomarán valores enteros. • -

- Nuestra pregunta anterior sobre 1 condiciones para que S seaJotalmente unimodular se traduce, 
ahora en determinar cuáles son los equerimientos para que la matriz H, de una gráfica dada, sea 
totalmente unimodular; y así tendre os la garantía de que para el problema asociado a esa red, las 
soluciones son enteras. 

Antes de establecer tal caracteri ación vamos primero a presentar un resultado obtenido por 
Commoner, que nos va a servir para la demostración que caracteri~ará a la matriz H. 

1 Para obtener la inversa de una matriz se divide entre el determinante, que en este caso, por ser la matriz totalmente 
unimodular es O, +1 ó -1 y que a su vez p r ser matriz básica el determinante es diferente de O. 
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5.2 Desarrollo de Commoner 

Sea A una matriz cualquiera tal que todas sus entradas son O, -1 y +l. SI' construye una gráfica 
bipartita K(A) asociando un conjunto de vértices a los renglones y el otro conjunto de vértices a las 
columnas; un arco entre un par de vértices existe si la correspondiente entrada es diferente de cero. 
tal arco está dirigido del vértice renglón al vértice columna si la entrada es + 1 y si la entrada es - 1, 
está dirigido del vértice columna al vértice renglón. 

Consideremos de K(A) cualquier ciclo y asignémosle una orientación arbitraria, con respecto a 
esta orientación cada arco del ciclo tendrá un + 1 si es directo y un -1 si es inverso. 

Definición l. El signo de un ciclo es el producto de los números asociados a los arcos del ciclo, 
según la orientación dada. 

Ejemplo 2. Consideremos la siguiente matriz 

A- [ ~ - o 
-1 

Entonces la gráfica K(A) es: 

o 
-1 
o 
o 

-1 o 
o -1 
1 o 
o -1 

j] 

Sea el siguiente ciclo de K(A) con la orientación determinada por las etiquetas en los arcos 

El signo de este ciclo es (+1)4 (-1)2 =+l. 
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1 

Teorema 1 (Commoner). Si Jodo ciclo elemental de K(A) tiene signo +1 entonces A es total-
mente unimodular. 1 

1 

1 

Para el lector interesado, la d~mostración de este teorema se encuentra en [2]. 
1 

1 

5.3 Presentación d~ la Operación Binaria "*" 
Presentaremos algunos conceptos adicionales antes de establecer la caracterización de H. 

Nota. En lo sucesivo hablarem de H como \Jr, conjunto de vectores columna, porque aún cuando 
H fue definida como una matriz, también puede ser vista como un conjunto de vectores columna 
cuyos elementos son todos los ci los elementales y uniones de ciclos arco-ajenos. De esta forma, 
cuando se escriba f E H se enten erá que f es una columna de H o bien un elemento del conjunto 
H. 

1 

Sea 1 un vector que correspote a una columna de H. 

Definición 2. f(ej) es el coefif'ente del arco ei en /, y se 'determina de la siguiente manera, 
asignamos al ciclo f una orienta ión arbitraria, entonces f(ei) = +1 si el arco ei es directo y 
f (e i) = -1 si el arco ei es invers con respecto a la orientación dada. 

Observadón 7. Un dclo 1 pui ser representado, por la expresión 

Definición 3. 

f: Lf(ei)ei 
j 

lf~ denotará el coijunto de arcos que pe~enecen al ciclo en G, es decir, 

1!1 = {ei: /(ej) =/;O} 
1 

1 
Definase ahora, Uil8! operación binaria * entre elementos de H. 

Sean f y g dos vecthres col a de H con una orientación arbitraria dada para cada uno. Sea 
e E 1/1 n lgl 

{ 
!+ 

f•g= !+ 
1 f + ( g) 

1 
donde + es el operador suma ordi 

si 1!1 n lgl = 0 
si /(e)= +1 y g(e) = -1 o viceversa 
si /{e)= g(e) = +1 o.f(e) = g(e) = -1 
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Ejemplo 3. Consideremos la siguiente gráfica: 

Sean 

Como e2 y e7 tienen coeficientes diferentes en ambos ciclos entonces 

f * g: e¡ -e2 +et~ -e7 +eg 
e2 -e3 +e1 -es +ero 

er -e3 +€6 -es +eg +ero 
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H-----+{5}-------.1 

Obsérvese que el resultado de f * g es también un elemento .de H. 

Definición 4. El sistema algebr ico (H, *) se dice que es cerrado, si para cualesquiera /, g E H se 
tiene que existe una orientación ra ambos ciclos, tales que f * g E H. 

Observación 8. Para algunas jráficas esta propiedad de cerradur~ no siempre se satisface, por 
ejemplo, en la gráfica anterior, se~ . 

lf!njgj={e¡, e¡} 
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e¡ tiene coeficientes iguales en ambos ciclos, por lo tanto, 

f *9: e¡ -e2 +e6 -e7 +eg 
-e¡ +e3 -e4 -e7 +es -ew 

-e2 +e3 -e4 +e6 --2e7 +es +eg -ew 

Corno el coeficiente de e7 es 2, se concluye que el resultado es una unión de ciclos que no son 
arccrajenos, y este tipo de ciclos no son elementos de H, así se tiene que f * g fÍ. H. 

Ahora, e7 tiene coeficientes diferentes en f y g, así tenemos que 

f•g: e¡ -e2 +e6 ·-e7 +eg 
e¡ -e3 +e4 +e1 -es +e lO 

= 2e1 -e2 -e3 +e4 +e6 -es +eg +e lO 

Igualmente tenemos coeficiente de valor 2 en el arco e1 • esto significa que el resultado f * g es 
una unión de ciclos que no son arccrajenos, es decir, f * g fÍ. H. 

u 

Obsérvese que no existe una orientación adecuada para ninguno de los ciclos tal que permita 
tener que f * g E H. Por lo tanto, (H, •) no es cerrado para esta gráfica. 

Una forma gráfica-teórica de interpretar el operador *• es asignar la etiqueta ( +) o (-) a los 
arcos e1 en cada ciclo dependiendo si el coeficiente de e1 es + 1 ó -1, respectivamente. 

Proposición 3. Sea E= {e3 : e3 E l/1 n lgl}. Todo elemento de E tiene o etiquetas idénticas, o 
etiquetas diferentes en ambos ciclos, sí y s6lo si f * g E H. 
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1 

Demostración: Necesidad. Si E 1= 0 entonces f • 9 E H pues como no hay arcos en común f • 9 
es unión de ciclos arco-ajenos. ~upongamos E ::j:. 0 y supongamos que todo elemento de E tiene 
etiquetas iguales, entonces f * g ~ f + ( -g) y por lo tanto. todos los arcos que son elementos de E se 
cancelan, así tenemos un ciclo o · ón de ciclos arco-ajenos y por lo tanto f * 9 E H. Análogamente, 
si todo elemento de E tiene etiq etas diferentes entonces f • g == f + g y todos los elementos de E 
se cancelan y el resultado es un e e! o o unión de ciclos arco-ajenos, es decir, f * 9 E H. 

Suficiencia. Supongamos que para cualesquiera f y 9 E H, se tiene que f * 9 E H. La de­
mostración se hará por contradic ión: supongamos que existe un arco e1 E E tal que tiene etiquetas 
iguales en ambos ciclos y q11e exi te otro arco e2 E E tal que tiene etiquetas diferentes en los ciclos. 
Sin pérdida de generalidad. supo gamos que f(e 1 ) == g(e2) = +1 y que j(e2) == +1 y g(e2) = -1. 
El ciclo f puede representarse co o: 

1 

1 f: e¡+ e2 + L f(e)e 
e~I 

1 e;o!e, ,tl!J 

de igual manera el ciclo 9 se repr1senta por: 

9: e¡ - e2 + L 9(e)e 
eEg 

e;o!e1,e, 

Se define la operación * para el a co e1, como éste tiene etiquetas iguales, se tiene que: 

f * 9 f + (-9) 

e1 +e2+ L f(e)e-e¡+e2- L g(e)e 
eEf eEg 

e ;o! e 1 ,e, e;o!e¡ ,el 

= L f(e)e -- L g(e)e 

El coeficiente del arco e2 es 2, es ecir, el-resultado es una unión de ciclos que no son arco-ajenos, 
i.e. f * 9 ~ H. Esto contradice 1 hipótesis. De forma análoga, si se define la operación * para el 
arco e2 se tiene que: 

f*9 = f+g 

= 

Y se observa que el resultado es 
e1 es 2, esto implica que f * g ~ 
de E tienen o etiquetas iguales o 

e +e2+ L f(e)e+e¡-e2+ L g(e) 
eE/ eeo 

e;o!e¡,el e:¡!e¡ ,e2 

L f(e)e + L g(e)e 

a unión de ciclos que no- son arco-ajenos, pues el coeficiente de 
. Contradicción a la hipótesis. Por lo tanto, todos los elementos 
tiquetas diferentes en ambos ciclos. • 

5.4 Caracterización Algebraica 

Ahora sí, ya estamos preparados p ra presentar en qué casos la matriz H es totalmente unimodular, 
y así tener la garantía de la entera ilidad de las soluciones al problema de flujo de bienes múltiples 
a costo mínimo; la caracterización se presenta a continuación desde un punto de vista algebraico. 



Teorema 2. Si el sistema algebraico (H, *) es cerrado entonces (H, *) es un grupo. 

Demostración: Supongamos que (H, *)es cerrado. 

• Asociatividad: 

Sean f. g. hE H, por ser cerrado, f * g =k E H y g * h = l E H 

U*Y)*h = (f±g)*h 

= (f±g)±h 

f ± (g ± h) 

f * (g ± h) 

f * (g * h) 

Pues la operación de adición es asociativa. 
Por lo tanto, * es asociativa. 

• Existencia del idéntico: 

El vector Q EH es el elemento identidad, pues como 1!1 n IQI = 0 se tiene que 

• Existencia del inverso: 

El inverso de fes ¡-t = --fE H. 

f*º = f+Q=f 

º*f = Q+f=f 

Tenemos que 1!1 n 1-/1 = 1!1 y todos los arcos tienen etiquetas diferentes, entonces 

Por lo tanto, (H, *)es grupo. 

f*(-f)=f+(-f)=Q 

(- f) * f = (-!) + f = º 
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• 
Teorema 3. Si el sistema algebraico ( H, *) es grupo. entonces la matriz H es totalmente unimodular. 

Demostración: Supongamos que (H, *) es grupo. La demostración se hará por contradicción: su­
pongamos que H no es totalmente unimodular entonces, por el teorema de Corrunoner (utilizando 
la contrapuesta), existe un ciclo en K(H) con signo -l. Se demostrará que esto implica que H no 
es grupo. 

Construyamos la gráfica bipartita K(H), según el desarrollo de Corrunoner. Un ciclo elemental 
de 2n vértices de K(H) tiene la siguiente representación matricial 

1' 
1 1 
2 

A= 3 

n-1 
n an1 

2' 3' 
a¡z 
a22 a23 

a33 

(n-1)' n' 

an-l,n-1 an-l,n 

ann 

donde aii = ±1, según la correspondiente entrada en H y las entradas restantes son cero. 
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El ciclo representado en la sifiente figura corresponde al ciclo de la matriz A. 

1 

1 

1 

J" "'---------@ 

El arco (1, 1') se toma en direc~ión de 1 a 1', las otras direcciones se determinan por los valores 
de a,r 

Orientemos el ciclo con la direc i6n determinada por el arco (1, 1'), los arcos que pertenecen a la 
diagonal principal tendrán una eti Ut>ta ( +) si su dirección es del vértice renglón al vértice columna, 
es decir, si su entrada aii' = + 1, y tendrán etiqueta (-) si su correspondiente entrada es a;., = -l. 
Los arcos que están fuera de 'la dia onal principal tendrán etiqueta ( +) si están dirigidos del vértice 
columna al vértice renglón, es deci , aii' = -1 y tendrán etiqueta ( -) si aii' =+l. Por lo tanto, el 
signo del ciclo está determinado p r: 

no= ( +1)( -It ....____.._.... 
diagonal 
principal 

,+1)(-1)4 

'-----v---' 
fuera de la 

diagonal ppl. 

Así, el ciclo tendrá signo= -1~ ir es impar y s,par, o bien sir es par y simpar. En la matriz 
A esto se traduce en tener un núm~ro impar de elementos negativos en la diagonal principal y un 
número par de elementos positivos uera de ella, o bien, tener un número par de elementos negativos 
en la diagonal principal y un núme o impar de elementos positivos fuera de ella. 

Multipliquemos las columnas de la matriz A por -1, de tal manera que en cada renglón se tenga 
un.+1 y un -1. 

Obsérvese que el signo del cid no cambia, pues al multiplicar una columna por -1 estamos 
cambiando el signo a dos element s: uno que pertenece a la diagonal principal y otro que está 
fuera de ella, de esta forma si tení: · os; por ejemplo, un número impar de elementos negativos en 
la diagonal principal y un número par de elementos positivos fuer~ entonces al multiplicar una 
columna por -1 tendremos un n' ero par de elementos negativos en la diagonal principal y un 
número impar de elementos positiv s fuera de ella, y el signo del ciclo sigue siendo -l. 

Graficamente, lo que nos queda .es que en los vértices renglón tenemos un arco entrante y un 
arco saliente, lo que, según sea la o ientación del ciclo, significa que ambos arcos tienen etiquetas 
( +) o bien (- ). Como el ciclo es p (se tienen 2n arcos) y el signo del ciclo es -1 debe existir un 
vértice renglón tal que sus dos arco incidentes sean entrantes o salientes, así, en la orientación del 
ciclo tendrán etiquetas diferentes. E la matriz A esto significa que siempre existirá un renglón con 
sus dos entradas diferentes de cero e igual signo. 



Fijémonos en el renglón que tiene sus dos entradas iguales y en sus columnas adyacentes: 

h 
:¡:1 

±1 ±1 
:¡:1 
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Como A es un ciclo de la gráfica K(H), los renglones están asociados a arcos de G y las columnas 
a ciclos de H entoncPs podemos operar los ciclos con * y como ( H, *) es un grupo, la regla de 
asociatividad debe ser válida: 

donde 

operando tenemos, 

Ahora calcularnos 

Pero 

(h * J¡) * h = h * (!¡ * h) 

h•il 

J¡ ±e1 +e 

h :¡:e¡± e2 

h ±e2 :¡: e3 

±e¡ ± e2 ::¡::e¡ +e 

±e2 +e 

(h * f¡) * h ±e2 + e :¡: e2 ± e3 

= ±e3 +e 

h * h : ±e¡ ± e2 ::¡: e:¡ + e 

pues los arcos en común, e1 y e2 , no tienen ambos etiquetas iguales o diferentes. 
Obsérvese que J¡ * h es una unión de ciclos arco-ajenos; buscar una orientación para J¡ * h de 

tal manera que h * (J¡ * !J) E H se traduce en multiplicar una de las dos columnas asociadas a J¡ 
y a h por -1, por ejemplo, 

1 
h 

::¡:1 

±1 

Pero ahora tenemos que el renglón asociado a e3 Lene sus dos entradas iguales y podríamos 
aplicar el razonamiento anterior y llegaríamos otra vez a que la asociatividad no es válida. Por lo 
tanto, (H, •) no es grupo, esto contradice la hipótesis. Po)r lo tanto, Hes totalmente unimodular. • 

Con estos teoremas, para tener la garantía de que una red de bienes múltiples tiene soluciones 
enteras, tenemos que verificar que sistema (H, *) sea cerrado. Sin embargo, esto implica verificar la 
cerradura para todo par de ciclos y esto es un trabajo muy laborioso que llevaría demasiado tiempo. 
Otra opción, es verificar que (H, •) no sea cerrado, es decir, buscar un par de ciclos f y g, tales que 
f * g fj. H, para ello se presenta la siguiente proposición. 
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Proposición 4. Si (H, •) no es¡cerrado entonces debe existir un par de arcos (p, q) y (r, s) tales 
que exista un par de cadenas arco ajenas, una de p a s y otm de q a r, y también un par de cadenas 
arco-ajenas de p a r y de q a s, sin que ninguna de las cuatro cadenas contenga los arcos (p, q) y 
(r, s). 1 

1 

Demostración: Supongamos que ¡eH, •) no es cerrado entonces exiHten dos ciclos f y g tales que 
f * g tt H. Tomemos dos arcos q e estén contenidos en E= { ei : ei E 111 n lgl}, tales que uno de 
ellos tenga etiquetas iguales y el tro tenga Ptiquetas diferentes en ambos ciclos (este tipo de arcos 
existen por la proposición 3} sean éstos (p.t;.· v (r,s), sin pérdida de generalidad, supongamos que 
el arco {p, q) es el que tiene las efquetas iguales en ambos ciclos, digamos ( +) y el arco (r, s) tiene 
etiquetas diferentes, digamos ( +) n f y (-) en g. 

f: 

g: 

Siguiendo la orientación del cid en j, como ambos arcos son directos, entonces hay una cadena 
de p a s y otra de q a r, sin que nguna contenga los arcos {p, q) y ( r, s), además como f es un 
ciclo elemental o unión de ciclos ar ajenos, estas cadenás son arco-ajenas. En el ciclo g, como el 
arco (p, q) es directo y el arco (r, s) inverso, hay dos cadenas una de par y otra de q as, ambas 
cadenas aroo-ajenr y sin contener 1 arcos (p, q) y (r, s). _ • 

A pesar de que la verificación d 'la cerradura o no cerradura de H no es un trabajo sencillo, 
ni siquiera computacionalmente ha landa, pueden existir redes con una estructura especial que 
permiten demostrar que (H, *) es o n cerrado. Para ejemplificar esto, vamos a analizar las siguientes 
redes. 
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Evans establece en [6] que las redes asociadas al problema de transporte PTBM(m, 2. q) (o 
PTBM(2, n, q)) (figura 1} y al problema de planeación de producción dinámica de bienes múltiples 
de un solo nivel cou T periodos (figura 2) satisfacen que para cualesquiera dos ciclos f y g E H se 
verifica fácilmente que f * g E H. 

Figura 1 Figura 2 

Proposición 5. En toda red asociada al PTBM(m,2,q) (o PTBM(2,n,q)) sucede que (H,*) es 
cerrado. 

Demostmción: Primero obsérvese que cualquier ciclo elemental de la gráfica tiene exactamente 
cuatro arcos, pues se necesita uno del origen r al destino 1, un segundo del destino 1 al origen s, un 
tercero del origen s al destino 2 y un cuarto del destino 2 al origen r. 

SPan f y g dos ciclos independientes de PTB::'vf( m, 2, q) entonces 

p= llfin!gll =0,1.2. 

Pues si p = 4 entonces f = g y no serían independientes. Por otro lado, cualquier conjunto de 
tres arcos es un subconjunto de un ciclo de PTB~l(m, 2. q) y forma un árbol sobre el conjunto de 
vértices incidentes de PTBM(m, 2, q). Entonces existe un único arco que completa el ciclo, por lo 
tanto, f = g o uno de los dos no es ciclo, así p =/= 3. 

Si p = O ó 1 entonces claramente f * g E H, de hecho esto es verdad para cualquier gráfica. 
Queda solamente por considerar el caso en que p = 2. Sea f cualquier ciclo elemental de 

PTBM(m, 2, q) 

~-=~~---~ 
2 . 

,, 
,) 

~-4------~ 2 

Sea g un ciclo tal que tenga dos arcos en común con f, éstos pueden ser (1,3) o (2,4) únicamente. 
Para ambos casos, f * g E H, pues podemos asignar la orientación a los ciclos por la dirección 
determinada del arco del primer origen del ciclo hacia el destino l. Entonces, se tendrá que los arcos 
en la intersección tienen etiquetas iguales. 
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1 

Para el caso en que 1 y jo 9 sop uniones de ciclos arco-ajenos podemos considerar para cada ciclo 
de la unión la misma orientación ¡dada anteriormente y se verifi~=& que 1 * 9 E H. • 

Proposición 6. La red asocíaJr al problema ele planeaci6n de producci6n dinámica de bienes 
múltiples de un nivel y T periodof presenta que (H, •) e.<~ cerrado. 

Demostmción: Para cualquier pa de ciclos elementales, la orientación puede ser la determinada por 
la dirección de los arcos de la for a ( i, j) con i < j, es decir, éstos tendrán etiquetas ( +), de esta 
forma puede verificarse que 1 * 9 H. 

Para el caso en que alguno d los dos ciclos es unión de ciclos arco-ajenos, siempre es posible 
encontrar una orientación (la mis a descrita anteriormente para cada uno de los ciclos que componen 
el ciclo) tal que al operarlos con *• el resultado sea tambien un elemento de H. • 

1 

Observación 9. Para la gener~lización del problema anterior a niveles múltiples, ( H, *) es no 
cerrado, como"' verificó en la obrvación 8 referente al ejemplo 3. 

+ 

.. 



Conclusiones 

El propósito de este trabajo fue el estudio y análisis de una generalización del problema de flujo de 
bienes múltiples a costo mínimo. Éste consistió en la presentación (planteamiento) del problema 
y en la exposición de un método de resolución. así como el análisis de dos casos particulares del 
problema; además, de exponer las condiciones bajo las cuales se garantiza la existencia de soluciones 
enteras para el problema, de tal manera que pudiera plantearse algún otro método de resolución (de 
redes) que sea más eficiente que el aquí tratado. 

Para el planteamiento matemático, se presentaron dos tipos de formulaciones: la de nodo-arco 
y la de arco-cadena. Podría decirse que éstas son las únicas formas para plantear el problema; 
sin embargo, dentro de las mismas formulaciones pueden adaptarse cambios o re-planteamientos 
en miras de que el método de resolución sea menos laborioso. Dentro de la bibliografía estudiada 
se encontraron varios métodos y algoritmos de resolución, tanto para el caso de minimizar costos, 
como para el de maximizar la cantidad de flujo. En ambos casos se planteó el problema con la 
formulación nodo-arco o arco-cadena, con o sin modificaciones. En este trabajo se expuso uno de 
estos métodos debido a que el problema presenta la estructura especial requerida para aplicar el 
principio de descomposición de Dantzig-Wolfe, e~ cual proporciona un procedimiento sistemático 
para resolver problemas lineales de gran escala. Además, la resolución de los subproblemas no 
causó mayor dificultad, pues se verificó que éstos fuesen problemas del tipo flujo de un solo bien o 
de encontrar la ruta más corta, para los cuales existen varios métodos de resolución ampliamente 
conocidos. También otro de los métodos de resolución encontrados (el propuesto por [30]), está 
basado en este principio. Éste utiliza la formulación arco-cadena con una modificación que permite 
que el cálculo de la base y del vector de términos independientes sea menos complicado. 

El estudio de problemas particulares es importante, pues precisamente por la característica es­
pecial que presentan, puede replantearse el problema para tener un método de resolución que haga 
que el cálculo de la solución sea más eficiente. En este trabajo, para los dos casos particulares pre­
sentados, se demostró una equivalencia con el problema de flujo de un solo bien, para el cual existen 
varios algoritmos que lo resuelven. 

Este trabajo constituye parte de un proyecto más amplio que comprendería el estudio de los 
métodos de marcaje en redes existentes para el problema, la comparación de los diferentes métodos 
de resolución, la implementación en computadora y la aplicación a un problema concreto. Además, 
podría hacerse un análisis de sensibilidad a la solución óptima, correspondiente al método de reso­
lución empleado. 
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Apéndice A 

Conceptos Básicos 

A continuación se introducen algunos conceptos que se manejan en este trabajo, la sección A.1 fue 
tomada de [10] y las secciones A.2 y A.3 de [18]. 

A.l Grupos 

Definición l. Una operación binaria* en un conjunto, es una regla que asigna a cada par ordenado 
de elementos de un conjunto, algún elemento del conjunto. 

Definición 2. Una operación binaria* en un conjunto S es asociativa si y sólo si 

V a,b,c E S. 

Observación l. Al definir una operación binaria * en un conjunto S debemos estar seguros de que 

i) se asigne exactamente un elemento a ca.da par ordenado posible de elemento de S 

ii) para cada par ordenado de elementos de S, el elementos asignado esté en S. 

Definición 3. Un grupo {G, *)es un conjunto G, junto con una operación binaria* en G, tal que 
se satisfacen los siguientes axiomas: 

- i) La operación binaria * es asociativa. 

ii) Existe un elemento e en G al que 

Este elemento e es un elemento identidad para* en G. 

V X E G. 

iii) Para cada a en G existe un elemento a' en G con la propiedad de que 

a'* a= a* a'= e. 

El elemento a' es un inverso de a respecto a *· 
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1 

A.2 Teoría de Grrutcas 

Definición 4. Una gráfica G = ~N, A) es la pareja constituida por: 

• Un conjunto finito N llamafio conjunto de vértices y 

• un conjunto A e N X N n4nado conjunto de arcos. 

Ejemplo 1. 
G = ( { 1, 2, 3,¡4, 5}, { (1, 2), ( 1, 3), (2, 2) 1 (2, 5), ( 4, 2), ( 4, 5)}). 

Por abuso del lenguaje confjdiremos, en general, una gráfica y su representación gráfica. 
La representación gráfica de 

1 
es : 

1 1 w 
1 

1 ---------~5 

Definición 5. Una gráfica en lal:_ualla dirección de los arcos no está especificada se llamará una 
gráfica no dirigida y se denotará~= (N, U), en este caso, U es el conjunto de aristas. 

Definición 6. Una red es un~ ráfica con "cierta información" en los arcos y se denotará R == 
(N, A, di) donde d¡: A-+ Ro b1¡n d: N-+ R. 

Defini~ión 7. Dado un arco e ¡(x, y), llamaremos a x el vértice inicial y a y el vértice terminal 
del mismo¡ x y y serán los vértic extremos del arco e. 

Definición 8. Un vértice x y un arco e se dicen incidt:ntes si el vértice x es un vértice extremo del 
arco e . 

. Detinici9n 9. Un camino e es a sucesión alternada de vértices y arcos tal que para cada arco e 
en la sucesión, el vértice que lo recede en la sucesión corresponde a su vértice inicial y el vér~rf:e 
que lo sucede en la sucesión corr ponde a su vértice terminal. · 

Definición 10. Una cadena C una sucesión alternada de vértices y arcos tal que los vértices que 
'encuadran a cada arco correspon en a sus vérticés extremos. El vértice x1 se llamará vértice inicial 
de la cadena y el vértice Xn+ 1 se amará vértice terminal de ésta. 

Observación 2. Todo camino una cadena. 



A.1. TEORJA DE GftAri<:AS 

Definición 11. La longitud de una cadena Ces ¿ e(e), donde f(e) es la longitud del arco e. 
"EC 

Ejemplo 2. 

1 5 

·~ G--·--0) 

~ 8 
G: 3 

~ \ 

~ • 5 
7 2 

Un camino de G es 

C¡ = {1, (1, 4), 4, (4, 5), 5, (5, 2), 2, (2, 3), 3, (3, 7), 7} 

t'( e¡) = 2 + 7 + 8 + 5 + 4 = 26 

U na cadena de G es 

c2 = {1,(1,2),2,(5,2),5,(4,5),4} 

t'(C2) 1+8+7=16 

Definición 12. Cadena {Camino) simple es aquella que no pasa dos veces por el mismo arco. 
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Definición 13. Cadena (Camino) elemental es aquella que no pasa dos veces por el mismo vértice. 

Observación 3. Toda cadena elemental es simple. 

Definición 14. Un ciclo es una cadena cuyos vértices inicial y terminal coinciden. 

Definición 15. Un circuito es un camino cuyos vértices inicial y terminal coinciden. 

Observación 4. Todo circuito es un ciclo. 

Ejemplo 3. 
En la gráfica anterior, un ciclo de G es 

{l,(1,4),4,(4,5),5,(5,2),2,(1,2),1}. 

Un circuito de G es 
{2, (2, 3), 3, (3, 5), 5, (5, 2), 2}. 

Definición 16. Una gráfica se dice conexa si existe una cadena que une todo par de vértices 
distintos en la gráfica. 

Ejemplo 4. 
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La gráfica G 1 es conexa: 

/0~ 
CD 1 0 

® 

La gráfica G2 no es conexa, y que nr- existe cadena que una los vértices 2 y 4. 

Una gráfica puede ser vista mo un conjunto de gráficas conexas. Cada una de estas gráficas 
conexas se llama componente con xa de la gráfica original. 

Definición 17. Una subgráfica t G se denotará Gs = (Ns,As), donde 

Ns e N 

y Y x.¿, x; E Ns, (x¡,x;) E A.,. 

j 
1 

Definición 18. Una gráfica pare ·al de G se denotará G p = (N, Ap ), donde Ap e A. 

Ejemplo 5. 
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Una subgráfica de G es: 

Gs: 

Una gráfica parcial de G es 

4 (}) 

Definición 19. Llamaremos conjunto de vértices sucesores de un vértice x al conjunto: 

r+(x) ={y: (x, y) E A} 

y se llamará grado exteriror a la cardinalidad del conjunto de sucesores, i.e. 

Definición 20. Llamaremos conjunto de vértices predecesore8 de un vértice x al conjunto: 

r-(x) = {z: (z,x) E A} 

y se llamará grado interiror a la cardinalidad del conjunto de predecesores, i.e. 

Ejemplo 6. 
En la gráfica G, tenemos que: 

r+(5) {2,6}, 

r-(5) = {3,4}, 

r+(7) = 0, 
r-(1) = 0. 

Definición 21. El grado de un vértice x se denotará gc(x) y se define 
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Un vértice X se rlama pendiente si 9c(x) = l. 

Una gráfica G 1 (N¡, N2, A) es bipartita si 

Definición 22. 

Definición 23. 

N =1 N1UN2, N1nN2 =0 
V (x,y) E 1 A, x E N¡, y E Nz o bien x E Nz, y E Nt. 

1 

Ejemplo 7. L 
La gráfica G1 es bipartita, p~ N1 = {1,4,5} y Nz = {2,3 6} 

2 4 

La gráfica G2 .;. es bipartita,lpues si lo fuera, ponemos el vértice 1 en N1 por tanto los vértices 
2 y 3 deben estar en N2, lo cu implic*~ que los vértices 4 y 5 deben estar en N1 y esto es una 
contradicción, pues si el vértice está en N1 el vértice 5 debe estar en N2 (el vértice 5 no puede 
estar en N1 y en N2). 

1 

Definición 24. Un árbol es unalgráfica conexa y sin ciclo. O bien, sin ciclo y (n- 1) arcos, donde 
n es el número de vértices. O bief, conexa y (n- 1) arcos. 

Definición 25. Un árbol de exp nsión de una gráfica G es un árbol que contiene todos los vértices 
de la gráfica G. 

Claramente, no puede existir n árbol de expansión en una gráfica con más de una componente 
conexa y toda gráfica conexa con iene un árbol de expansión. 

j Definición 26. Un vértice a de una gráfica es una raíz si existe en G un camino que una a a con 
1 x, V X E X. 

Definición 27. Una gráfica G j (X, U) sobren 2:: 2 vértices es una ar·~rescencia de raíz a si 

i) a es Ul1a raíz de G, ! 

, ii) G es un árbol. 
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Observación 5. Una arborescencia es un árbol, pero el recíproco es falso en general. 

Definición 28. La matriz de incidencia de G = (N, A) donde !NI = n y IAI =m es una matriz 
n x m tal que 

Ejemplo 8. 

.~. 
\J' • 

+ 1, si el vértice i es el vértice inicial del arco j, 
-1, si el vértice i es el vértice terminal del arco j, 

O, en otro caso. 

La matriz de incidencia de G es: 

1 -1 o o o o o o 
o 1 1 1 o o o o 

A= -1 o -1 o 1 -1 o o 
o o o -1 ,o 1 1 o 
o o o o -1 o o 1 
o o o o o o -1 -1 

Definición 29. Punto de articulación es un vértice tal que al suprimirlo de la gráfica aumenta el 
número de componentes conexas de la misma. 

A.3 Ruta más Corta 

Definición 30. Un circuito e tal que E d(u) <o se llama circuito absorbente. 
uEC 

Observación 6. Sea e un circuito absorbente de una red R = (N, A, d) supongamos que existe 
un Camino ~ de O a Un vértice X del circuito e, y Un camino e; de Un vértice X del circuito al d. 
Entonces el camino obtenido recorriendo el caminó ~ después el circuito e, k veces y e~ al final, 
es un camino de o a d de longitud negativa tan grande como queramos (tomando k suficientemente 
grande en valor absoluto). El problema de búsqueda de un camino más corto no tiene solución finita 
en este caso. 
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Ejemplo 9. Circuito no absorbepte 

1 

Circuito absorbente 

5 
2 r------·- 3 

d(e) = -2 <O 

Observación 7. Como un ejem lo de valores negativos en una gráfica consideremos lo siguiente: 
al construir una carretera que co ecte lugares por donde pasaba un tren, podemos anotar el tiempo 
que se ahorra al hacer el cambio. 

7h. - !Oh. = -3 se tiene un orro 
7h. -7h. =o 
7h.- 5h. = 2 se tiene un g to 

Teorema l. (Principio de O~imalidad) Sea e Wl camino más corto en la red R = (N, A, d) 
de un vértice o a un vértice d y ea e~ la porción de ese camino situada entre dos vértices x y y. 
Entonces e~ es un camino más rto de x a y. _ 

1 
Demostmeión: Si existiera de x y un camino e más corto que ;~, la unión de e;, e, C: daría un 
camino más corto que e, lo que imposible. • 

Algoritmo General 
La paternidad de este algorit o es delicada para establecer, hay que citar seguramente a Ford, 

Fulkerson y Dantzig, tal vez otro deban citarse. l 
Este algoritmo permite poner en evidencia un circuito absorbent~ si existe, o bien, una arbores­

cencia de caminos más cortos de aíz o. 
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El principio del algoritmo consiste en "mejorar" una arborescencia de raíz o hasta obtener uua 
arborescencia de caminos más cortos. 

Se ha escogido presentar este algoritmo por las razones siguientes: 

• Este algoritmo es simple para presentar y fácil de comprender. 

• En sus principios es muy similar al algoritmo simplex. 

• El procedimiento central de este algoritmo consiste en mejorar una solución realizable inicial. 
Este método es, pues, muy interesante cuando se trata de actualizar una arborescencia de 
caminos más cortos si las longitudes de algunos arcos han sido modificadas. Con este objeto, 
este procedimiento será incorporado a algunos algoritmos de resolución de problemas más 
complejos de optimización en redes (por ejemplo, flujo a costo mínimo). 

Algoritmo. 

(O) Determinar una gráfica parcial de la gráfica original que sea una arborescencia de raíz "o". 

• Si "o" no es raíz de G, terminar. 

• Si "o" es raíz de G, sea X el conjunto de arcos de la arborescencia encontrada. Sea 1r(x) 
la longitud del camino de "o" a x en la arborescencia (N, X). 

(1) Buscar un arco u en A- X tal que 8 = -1r(T(u)) + 1r(l(u)) + d(u) <O 

(a) Si no existe un arco tal, (N, X) es una arborescencia de caminos más cortos de raíz "o". 
Terminar. 

(b) Si (N, X U {u}) contiene un circuito C, este circuito es absorbente. Terminar. 

(e) Si (N, X U {u}) no conti~~ne circuito ir a (2). 

(2) Sea: 

x = T(u} 

ves el arco de (N, X) cuyo extremo terminal es x. 

Poner: 

X=XU{u}-{v} 

N'= {y E N: y= x o bien y es un descendiente de x 1 en (N, X)} 

1r(y) = 1r(y) + 8 V y E N' 

Ir a (1). 

1 Descendiente de x es todo vértice al cual podemos acceder a partir de x. 
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Ejemplo 10. 

Comenzamos considerando la ~borescencia siguiente: 

rr(2 = 3 rr(5) = 5 

rr(4) = 5 

0 
~-------® 

rr(3 = 2 rr{6) = 3 

Sea u= (2,3) 
6 = -2 + 3 + ( -3) = -2.< o 

x = T(u) = 3 
V= (1,3) 
N'={3,6} 
rr(3) = 2 - 2 = O 
rr(6) = 3 - 2 = 1 

rr(1) =O 

Sea u= {6,5) 
6 = -5 + 1 + 3 = -1 <o 

x=5 
V= (2,5) 
N'= {5, 7} 
rr(5) =5+(-1) =4 

rr(2 = 3 rr(5) = 5 

rr(4) = 5 

0 

rr{3 =O 

:¡_.__ ___ ·---® 
rr(6) = 1 1 

~1 

AI'F.NVICB A. CON< "I!:I'TOS liÁSICOS 

rr(7) = 7 

rr(7) = 7 



tr(7) = 7 - 1 = 6 

tr(1) =o 

Sea u= (6,4) 
[J = -5 + 1 + 2 = -2 < o 
x=4 
V= (2,4) 
N'= {4} 
tr(4) ::5-2=3 

tr(2) = 3 tr(5) = 4 

~(4)=5 ~ 
0~--0---cb ~~ 6 

tr(3) =o tr(6) = 1 

tr(2) = 3 tr(5) = 4 

~~~ 0f------·---

tr(4) = 3 

0 
tr(7) = 6 

Sea u= (1, 3) 
6=0-0+2>0 
Sea u= (2, 5) 
[J :e-:: -4 + 3 + 2 > o 
Sea u= (4,5, 
[J = -4 -r 3 + 2 > o 
Sea u= (4,3) 
6=0+3+0>0 
Sea u= (2,4) 
[J = -3 + 3 + 2 > o 
Sea u= (6, 7) 
[J = -6 + 1 + 6 > o 

tr(3) =o tr(6) = 1 
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Como no existe un arco u tal que 6 <O, se tiene que (N, X) es la arborescencia de caminos más 
cortos. 

Justificación: a) A lo largo del desarrollo del proceso, tr(:r) queda igual a la longitud del camino de 
o a x incluido en la arborescencia (N, X). En cada etapa E tr(x) decrece estrictamente, de donde 

xEN 
no podemos encontrar una arborescencia ya encontrada anteriormente. En consecuencia, puesto que 
el número de gráficas parciales de una gráfica dada que son arborescencias, es finito, el algoritmo es 
finito. 
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b) Si terminamos en el paso (j_b) el circuito e está constituido por el arco u y por los arcos que 
pertenecen a la arbor;.scencia, i.ej 

1r(T(uh -1r{I(u)) > d(u) 

1r(T(vh- 1r(I(v)) > d(v) V vE e- {u} 

y por consecuencia O> L: d(v) ~decir, es un circuito absorbente. 
vEC 

e) Si terminamos en el paso (1-a): 
El algoritmo termina con una arborescencia si V u E X 

-1r{T(u)) + 1r(I(u)) + d(u) ~O 

1r(T(u))- 1r(I(u))- d(u)::; O 

1r(I(u)) + d(u) ~ 1r(T(u)) 

Supongamos 1r(x) al final del lgoritmo, no es la longitud de una ruta más corta de o a x. 
Por construcción' 1r(x) es la lo gitud de un camino de o a x. 
Sea P un camino más corto d o a x entonces 

1 d(P) < 1r(x) 

Sea y el predecesor de x en el ~o P, entonces: 

d(P) = 1r(y) + d(y, x) < 1r(x) 

por (A.2) lo cual es una contradic ión a (A.l). 

(A.l) 

(A.2) 

Por lo tanto, 1r(x) e~ la longit d de una ruta más corta de o a x, por lo tanto, la arborescencia 
generada es una arborescencia de utas más cortas de raíz "o". 

Observación 8. No hemos prec sado cómo determinar en este algoritmo si la red (N, X U {u}) 
contiene un circuito. La manera m sencilla de proceder es buscar si Ja extremidad terminal de "u" 
es un predecesor en la arborescen ia (N, X) de la extremidad inicial. Si estamos seguros de que no 
hay citcuito absorbente en la red, orlemos evitarnos esta prueba. 

1 
~' 

1 



Apéndice B 

Principio de Descomposición de 
Dantzig-Wolfe 

El principio de descomposición es un procedimiento sistemático para resolver programas lineales de 
gran escala o programas lineales que contienen restricciones de estructura especial. Las restricciones 
se dividen en dos conjuntos: restricciones generales y restricciones de estructura especial. 

La estrategia del principio de descomposición consiste en operar sobre dos programas lineales 
separados: uno sobre el conjunto de las restricciones generales y otro sobre el conjunto de las restric­
ciones especiales. La información se pasa entre uno y otro de los programas lineales hasta alcanzar 
un punto en el que se tiene la solución óptima del problema original. El programa lineal sobre las 
restricciones generales se llama el programa maestro, y el programa lineal sobre las restricciones 
especiales se llama el subproblema. El programa maestro le pasa un nuevo conjunto de coeficientes 
de costo al subproblema y recibe una nueva columna basada en tales coeficientes. 

Este apéndice e~tá basado en [1]. 

Principio de Descomposición 
FJ·ecuentemente encontrarnos problemas de programación lirwal de grandes dimensiones que pre­

sentan la siguiente estructura: 

minw = C¡X¡ +c2x2 + ... +crxr 
s.a. A¡X¡ +A2x2 + ... +Arxr =b 

B¡X¡ ~ b¡ 
B2X2 ~~ (B.l) 

Brxr ~b-r 
Xi ~o i=IT 

Se mostrará que este tipo de problemas pueden resolverse eficientemente con un -principio de 
desComposición que requiere la solución de una serie de de problemas de prc.gramación lineal cuyas 
dimensiones son más pequeñas que la de (B.l). 

Observación l. Problemas con la estructura anterior surgen con frecuencia en redes de optimización 
con varios bienes y en la asignación de recursos escasos entre actividades que compiten entre sí. 
Problemas con esta estructura pueden resolverse mediante el algoritmo de descomposición. Sin 
embargo, como se verá posteriormente, la estructura diagonal puede aprovecharse aún más. 
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El conjunto de puntos X¡ ~;O que satisfacen B¡x¡ :5 b; forma un conjunto convexo cerrado 
y que contiene solamente un nú ero finito de puntos extremos. Si el conjunto está estrictamente 
acotado se trata, entonces de un oliedro y cualquier punto en el interior del conjunto convexo puede 
representarse por una combinaci n convexa de los puntos extremos. Supondremos que estamos en 
este caso. 

Denotemos por x;; los puntos ftremos del conjunto convexo de soluciones factibles de B¡x¡ :5 b¡. 
Supongamos que tenemos t¡ de e t05 puntos extremos. Entonces cualquier solución factible x¡ ~ O 
de B¡x¡ :5 b¡ puede reescribirse 

1 

l., 

X¡ = LAiJX:; 
i'=l 

t¡ 

LAij = 1 
i=l 

A¡; > o, j = 1, T¡ 

Observación 2. Cualquier X¡ de la forma dada anteriormente es automaticamente una solución 
factible de B;x¡ :5 b¡, pues cualqui r combinación convexa de puntos extremos será un elemento del 
conjunto convexo de soluciones fac ibles. 

Sustituyendo x¡, el problema de optimización {B.1) puede transformarse en el siguiente problema 
de variables ~ii: · 

t, 

minw= L(CtXtj)Atj 1+··· 
i=1 
t, 

tr 

+ L (crJ:ri)Ar¡ 
i=1 
tr 

s.a. L (AtXt;)At; 
i=1 

Puesto que t¡, el número de p 
mente es muy grande, tratar de en 
explícitamente este problema sería 
solución óptima del problema (y, p 
todos los puntos extremos. 

+ L (Arxr;)Ar¡ = b 
i=1 

=1 
(B.2) 

tr 
LAr; 

i=1 
=1 

A¡¡ ~ O i = 1, T, j = 1, t¡ 

tos extremos del conjunto {B¡x¡ :5 b¡, X¡ ~ 0}, general­
erar explícitamente todos los puntos extremos x;;, y resolver 

a tarea muy dificil. En consecuencia, se intentará encontrar una 
lo tanto, del problema original) sin enumerar explícitamente 

Aplicación del Método Simplex rado. 
1 

1 

1 
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Supóngase que se tiene una solución básica factible del sistema anterior con una base B. Obsérvese 
que cada base debe contener al menos una variable >-.;1 de cada bloque i. Aún más supóngase que 

B-
1

, b = B-
1 (~).y ( w a)= (w1 , ... ,wm,a1 , ... ,a·r) = caB- 1 son conocidos, en donde 

e a es el ( osto de las variables básicas ( c;j = c¡x ij para >-.;1 ) y w y a son las variables duales co­
rres pe.¡; lientes a las restriccion"s del problema (B.2). Esto puede resumirse en el arreglo sirnplex 
revisado siguiente: 

El métudo simplex revisado procede concluyendo que la solución presente es óptima, o hien 
1iecidiendo incrementar una variable no básica. 

Esta solución es óptima si z;1 - Cij :S O para cada variable (naturalmente z;j - Cij =O para cada 
variable básica). En particular, en optimalidad deben satisfacerse las siguientes condiciones: 

(8.3) 

El que las condiciones (B.3) se cumplan o no puede verificarse fácilmente resolviendo los siguientes 
subproblemas: 

maxz= (wA¡-e¡)x;+a; 
s.a. B¡x; < b· - t (B.4) 

X¡ ~o 

Sea X;k un punto extremo óptimo. Si el valor objetivo óptimo es tal que 

entonces la condición (B.3) se cumple para el subproblema i. De lo contrario, )..ik puede introducirse 
en la base. Cuando todos los subproblemas tengan z;j - C¡j :::; O, se tendrá entonces la solución 
óptima del problema original. Si las restricciones maestras son del tipo de desigualdad, entonces 
antes de terminar debe verificarse los valores z1 - c1 para las variables de holgura no básicas, es 
decir, para una restricción maestra i del tipo :::;, con variables de holgura asociadas s;, se obtiene: 

(
e; ) z.,, - c8 , = (w. a) O --O = W; 

En resumen, se resuelve cada subproblema i. Si el subproblema i da un punto óptimo tal que 
w A;x;k +a; - e;x;k > O, entonces el punto extremo es un candidato para entrar a la base maestra. 
Si no ocurre ninguna de estas condiciones, entonces en el presente no hay ninguna columna que 
sea candidato para entrar a la base maestra del subproblema i. Si ningún subproblema da un 
candidato para entrar a la base maestra, se tiene entonces la solución óptima. En caso contrario, 
debe seleccionarse uno de los varios candidatos para entrar a la base maestra. Al seleccionar el 
candidato, se actualiza la columna entrante, se pivotea sobre el arreglo maestro, y se repite el 
proceso. 

-
Observación 3. El conjunto de problemas en (B.4) puede presentar alguna estructura especial 
que permita aplicar algún algoritmo ya conocido para su resolución. Por ejemplo, puede tratarse de 
problemas de flujo o de rutas, para los cuales ya se expusieron algunos métodos de resolución. 
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Apéndice C 

El Problen1a de Transporte 

C.l Presentación del Problema 

Uno de los problemas típicos de programación lineal es el llamado problema de tmnsporte; el cual 
consiste en minimizar el costo de transportar un artículo de lugares donde se dispone (orígenes) 
hacia lugarBs donde es demandado (destinos). :-.¡os basamos en [26] para la presentación de este 
apéndice. 

El planteamiento del problema es el siguiente: 

Supóngase que en m lugares de expedición (orígenes) se encuentran á 1, a2, ... , am unidades 
de un artículo que deben ser enviadas a n consumidores (destinos) en cantidades de b1, b2, ... , bn 
unidades. Se dan los costos Cij 2': O de transportar una unidad del artículo del i-ésimo origen al 
j-ésimo destino. Sea Xij 2': O la cantidad de unidades del artículo que se transporta del i-ésimo 
origen al j-ésimo destino. 

Las restricciones del problema son las siguientes 
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1) La cantidad que sale de loslorígenes debe ser la que se dispone: 

n 

L Xi; = a, V i = 1, m 
1 í=l 

2) La cantidad que llega a los ~estinos debe ser la que se demanda: 

1 

1 

m 

LXij = b; 
i=l 

Vj=l,n 

3) Las variables deben ser no ~egativas. 

El objetivo es 

1 

min w = cnxn + C¡2X12 + · · · + CmnXmn 
m n 

1 

= L L CijXij· 

i=l i=l 
1 

Así el planteamiento matemátiro del problema de transporté es 

minw= 

s.a. 

1

m n 

E ¿;: CijXij 
1 i=l i=l 
1 n 
1 E Xij 
' i=l 

m 

Exij 
i=l 

Xij 

=a; Vi= 1,m 

= b1 V j = l,n 

~O 'v'i=l,mj=l,n 

La resolución del problema se 'vide en dos etapas: 1) La determinación de la solución factible 
inicial y 2) La construcción de las teraciones sucesivas, o sea, la aproximación a la solución óptima. 

Supongamos qu~ los valores defas disponibilidades y de las demandas son entero~ no negativos 
y además que la suma de las dispo 'bilidades es igual a la suma de las demandas, es decir que 

m n 

i 

1 

¿lli = í:b; 
i=l j=l 

C.2 Resolución 1 

Describimos ahora, el pri.mer paso 6e la resolución, que consiste en encontrar una primera solución 
factible. 1 

1 
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Supongamos que tenemos los datus iniciales del problema en la tabla siguiente 

a¡ ~ bE- . . . I.:!.L ... ~ 
xu X¡2 X¡j X¡n 

-----f------
I_C22 _ ~ l::.:_ ¡c2 

a2 ... ,_}__ . .. 
X21 X22 X2¿ X2n 

1- --
__:_. _r, ___ 

ai ~ ~ ... 
1 CiJ ····-

1~ 
X¡¡ X;2 :r;¡ -~-

----
~ lcm2 ~mj b a m ,_ ... 

Xml 
" 

Xm2 V mi Xrnn 

~ b¡ ~ ... bj . .. bn . -

Vamos a construir una solución factible inicial por el método llamado esquina noroeste. Llenamos 
la tabla a partir de la esquina superior izquierda, moviéndonos luego por el renglón hacia la derecha, 
o bien por la columna hacia abajo. En la casilla (1, 1), x 11 va ser igual al menor entre los números 
a 1 y b1 , es decir, 

xu = min{ a 1 , b¡} 

• Si a 1 > b1, entonces x11 = b1 y la primera columna está completa, es decir, las necesidades del 
primer destino están satisfechas por completo. El valor b1 se cambia por cero y a¡ por a 1 - b1 , 

y la columna uno la "cancelamos", o sea, ya no la tomamos en cuenta. 

Nos movemos luego por el primer renglón, escribiendo en la ca..silla vecina (1, 2) el menor entre 
los números a 1 - ó1 y ~- o sea, · 

• Si b1 > a 1 , se completa entonces, el primer renglón y por lo tanto lo cancelamos, así x 11 = a 1 , 

el valor a 1 se cambia por cero y b1 por b1 - a 1 . 

Continuamos por la casilla (2, 1) en la cual escribimos 

Continuamos con este proceso hasta que en una etapa dada, quedan satisfechas las demandas bj 
y agotadas las disponibilidades ai. 

Después de construida la solución inicial todas las variables quedan divididas en dos grupos: e kl 

que son las variables básicas y Xrs que son las variables no básicas. 
El método de resolu~ión es un método primal-dual, así una vez que tenemos una solución factible, 

calculamos las variables duales: 
En una tabla de (m+ 1) x (n + 1) calculamos ui las variables duales asociadas a los orígene~ y 

Vj asociadas a los destinos. Fijamos un valor cualquiera para u1 y a partir de éste calculamos todos 
los demás de :al manera que, para las casillas asociadas a las variables básicas, se satisfaga que 

Uk +V¡= Ckl 

Una vez que se tienen los valores para ui y Vj, llenamos la tabla siguiente, llamada de costos 
indirectos 



122 Al:.f':.JVOtC.:E C. l-2 PltOULf:MA DB 7'1tANSP01lTE 

1 

~ V¡ . t'2 ... v,. 

~1 UJ +v1 U¡ + tJ:l ... U¡+ Vn 

~2 u2 +V¡ U2 j- tJ:l ... U2 +vn 

~m Um+V¡ Um + t'2 ... Um+Vn 

Y sea Cii la tabla con los costfs reales del problema y calculamos: 

1 

1 

Observación 1~ Las entradas 
calcular la resta 'para estas casill 

ciadas a las variables básicas tendrán un valor de cero, pues al 
se tiene que 

C~¡ = Ckl - ( Uk -J- V¡) = Ck! - Ck! == 0 

1 

1 

• Si todas las entradas (no bticas) so~ positivas o cero entonces la solución es óptima. 

• Si existe algún valor e,.,- 8 <O entonces escogemos la entrada· que tenga el valor mínimo y 
la variable asociada a éste s candidato a entrar a la base. 

a ble entrante, enviamos 6 unidad es de flujo en esa casilla y para 
bre el ciclo formado en la tabla 

Una vez identificada la vari 
balancear la solución restamos 
donde figura la solución factible 

y sumamos 6 intercaladamente so 
la casilla entrante, por ejemplo: 

lz:kl +6 ... ... XJ.:!- 6 

Xkl- 6 . . . . Xkl f 6 

fz:kl- 6. 6 j 

Observación 2. Si al "caminar 
o renglón existe una o más vari 

' sobre un ciclo restando y suman do 6 unida~es, en una columna 
vértice y otro del ciclo, éstas no a i>les básicas intermedias entre un 

deben ser alteradas. 

Sea Y el conjunto de todas 1 ru variables básicas para las cuales 

16 = Xpq = min{xkz :"xkt E Y} 

Y la variable Xpq sale de la b~e. 
1 

1 

\ 

se les restó 6 unidades, entonces 
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Se renueva la solución factible y se procede nuevamente al cálculo de las variables duales. 3e 
continua el procedimiento hasta llegar a la solución óptima. 

C.3 Ejemplo 

Considéres• la siguiente tabla de transporte donde se tienen dos orígenes, A y B, y tres destinos, 
1, 2 y 3. L• ; valores en la tabla determinan las disponibilidades, demandas y costos de transporte. 
Encontrar ,~¡ plan de distribución de tal manera que el costo sea mínimo. 

A 
B 

150 
90 

.X . 

1 2 3 
6 10 4 
12 2 8 

60 70 no 

Primero encontramos una solución factible por el métc.do de la esquina noroeste. 

Comenzamos llenando la casilla (1, 1) 

x11 = min{ 150, 60} = 60 

La primera columna está completa y por lo tanto, se cancela. 

Pasamos a la casilla (1, 2) 

x12 = min{150- 60, 70} = 70 

La segunda columna está completa y por lo tanto, se cancela. 

Luego, la casilla (1, 3) 

x13 = min{90- 70, llO} = 20 

Como en la tercera columna resulta el resto· igual a 90, pasamos al llenado de la casilla (2, 3) en 
la cual tenemos 

x23 = min{90, 90} = 90 
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1 

Y contamos ya, con la primert solución factible 

con un costo de 

1 

1 

A 
X;~= B 

150 
90 

X . 

1 
60 
o 

60 

2 3 
70 20 
o 90 

70 110 

60(6) + 70(10) + 20(4) + 9Q(8) 

1860 

Calculamos las variables du ale 
' 

'~ Vt = 6 V2 = 10 V3 = 4 u· 
u =0 

u = 12 

Así, calculamos los costos in di ectos: 

~ . Vt = 6 V2 = 10 V3 = 4 
= U¡= Ü 6 10 4 

U2 =4 10 14 8 

Entonces 

Cij- 4~j = mm- ~~..::::....& 
: = I~Jkffi 

Por lo tanto, x22 es candidato • entrar a la base: 

1 roor 70 - ~ 
1 

20 + ~ 1 
1@! ~ .90-~ 

Así, 1 

~=70 

Y la variable x12 sale de la has~. La nueva solución factible es 

Con un costo de 

1 A 
1 2 3 

150 60 o 90 
. X;;l= B 90 o 70 20 

X 60 70 110 . 

w ~ 60(6) + 90( 4) + 70(2) + 20(8) 

t= 1020 

Con esta nueva solución, cal cul mos las variables,duales: 

""-.... I'Z U¡ V¡= 6 V2 = -2 V3 = 4 

u1 =O 
u2 =4 

M'tf<IJICP. C. EL I'ROIJLF..AIA DE TIV.NSPOtrrE 
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Los costos indirectos: 

~ V¡= t¡ v2 = -2 V3 = 4 

U¡= Ü 6 -2 4 
u2 = 4 10 2 8 

Tenemos que 

Como t<)das las entradas c;on no negativas se tiene que la solución es óptima. Es decir, 

Wmin 1020 
X1J 60 

X12 = o 
X¡3 = 90 
X21 o 
X22 70 
X2~ 20 
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