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RESUMEN

Este trabajo presenta tres de los métodos propuestos por Descartes en el apéndice "La
Geometrie" de su libro "El Discurso del Método" publicado en 1637, para resolver de manera
geométrica ecuaciones cuadraticas. Ademas presenta uno de los métodos expuestos por
Omar Jayyam en su libro "Algebra", para resolver ecuaciones de tercer grado. Se han
adaptado estos métodos para realizarlos con ayuda de Cabri Géomeétre Il Plus y
aprovechando el dinamismo de este programa, visualizar ciertas relaciones algebraicas y su

interpretacion geométrica, dando asi un significado diferente a la solucién de una ecuacion.

Lo que se propone es el uso de la Historia de las Mateméaticas como recurso didactico para
eslabonar diversos temas de Algebra y Geometria sobre un problema comdn como lo es
solucion de ecuaciones, buscando promover el estudio del origen de las ideas que
cristalizaron en las definiciones y teoremas actuales que estudiamos en el aula, para llegar a
entender la rigueza conceptual de éstas y no solo repetir los procesos algoritmicos tan

comunes en la ensenanza tradicional.

(Palabras Clave: Geometria, Algebra, Descartes, Jayyam, Parabola)



SUMMARY

This paper presents three methods proposed by Descartes in the appendix "La Geometrie" of
his book "Discourse on Method" published in 1637, to solve quadratic equations
geometrically. It also presents one of the methods exposed by Omar Jayyam in his book
"Algebra" to solve equations of third grade. They have adapted these methods to achieve
them with the help of Cabri Geometry Il Plus and harnessing the dynamism of this program,
view certain algebraic relationships and geometric interpretation, thus giving a different

meaning to the solution of an equation.

What is proposed is the use of the History of Mathematics as a teaching resource to link up
various topics of Algebra and Geometry on a common problem such as solving equations,
promoting the study of the origin of the ideas that crystallized in the definitions and Current
theorems studied in the classroom, coming to understand the conceptual richness of these

and not just repeat the algorithmic process so common in traditional teaching.

(Key words: Geometry, Algebra, Descartes, Jayyam, Parabola)
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INTRODUCCION

Rene Descartes (1596-1650) publica su obra el "Discurso del Método" en 1637, uno de los
apéndices contenidos en esta obra es el titulado "La Géometrie", o bien, “La Geometria”
castellanizado, el cual es considerado como un aporte fundamental en el desarrollo de la

Matematica.

El apéndice "La Geometria" esta compuesto por tres Libros, o bien pueden verse cémo
capitulos. El Libro Primero se titula Problemas que pueden construirse empleando solo
circunferencias y lineas rectas. A continuacion transcribiré el primer parrafo del Libro

Primero, con la finalidad de observar su contenido:

"Cualquier problema en geometria puede reducirse facilmente a términos tales que un
conocimiento de las longitudes de ciertas lineas rectas es suficiente para su construccion.
Como la aritmética consiste en sélo cuatro o cinco operaciones, a saber, suma, resta,
multiplicacion, division y la extraccion de raices, que puede considerarse una especie de
division, de manera que, en la geometria, para encontrar lineas requeridas es meramente
necesario sumar o restar otras rectas; o de otra forma, tomando una linea que llamaré unidad
para relacionarla tanto como se pueda a numeros, y que, puede escogerse arbitrariamente, y
habiendo dado dos lineas mas, encontrar una cuarta a una de las lineas dadas como la otra
es a la unidad (que es lo mismo que la multiplicacién); o bien encontrar una cuarta linea que
sea a una de las lineas como la unidad es a la otra (o que es equivalente a la division); o,
finalmente, encontrar una, dos, o varias medias proporcionales entre la unidad y alguna otra
linea (que es lo mismo que extraer la raiz cuadrada, la raiz cubica, etc., de la linea dada). Y
no he de dudar en introducir estos términos aritméticos en la geometria, en bien de la mayor
claridad. " [1]

En "La Geometria” Descartes da una propuesta para determinar las raices de una

ecuacion cuadratica de las siguientes formascon a>0y b > 0:



P -ar-b*=0
2 +ar-b'=0

-ar+b* =0

Observe que no propone un método para resolver ecuaciones del tipo:z* + axz +b*> =0,
reiterando con a>0 y b>0 dado que este tipo de ecuaciones tienen sus dos raices
negativas. El método que propone Descartes, maneja longitudes de segmentos, en este
sentido creemos que resolver geométricamente una ecuacion, significa encontrar mediante
procesos geomeétricos, un segmento cuya longitud satisfaga la ecuacién propuesta. Se trata
de representar geométricamente un proceso matematico, que permita visualizar la solucion
de una ecuacion en este caso. Proceso que tiene sus origenes legibles en la ciencia y
filosofia griegas. Entonces dado que Descartes no trabaja con soluciones negativas, debe
estudiar por separado distintas clases de ecuaciones que hoy consideramos una sola, la

forma axz® +bx+c =0, paratodoa, b y c.

Por otro lado poco se sabe de Omar Jayyam, el otro personaje del que trataremos en esta
Tesis. Se sabe que nacié a mediados del siglo XI en Nishapur, Corasan, actual Iran y que
ademas de reputado cientifico, fue un gran poeta. La Universidad de Oxford posee la

coleccién poética mas antigua atribuida a Jayyam, una copia de un manuscrito del afio 1461.

En algunos de sus poemas, que muestran el ser mas humano de Jayyam, razona por qué

no cree en un castigo que espere a los que disfrutan de los placeres de la vida:

Que amantes y borrachos iran a los infiernos,
no puede ser verdad, creerlo es imposible
si van a los infiernos amantes y borrachos,

quedara el paraiso desierto y despoblado.

Omar Jayyam escribio su libro "Algebra" alrededor del 1074. El rastro més antiguo de esta
obra es un fragmento resguardado por la Biblioteca Nacional de Paris, de una copia de unos

trece anos posterior a su muerte. Jayyam desaconseja la lectura de su libro a quien no



conozca los "Elementos” y los "Datos" de Euclides, asi como los dos primeros libros de las
"Codnicas" de Apolonio. De las proposiciones de los "Elementos" necesarias para entender el

"Algebra" se encuentran, por mencionar algunas de las relacionadas al tema que trataremos:

Del Libro VI, proposicion 2. Una recta paralela a uno de los lados de un triangulo

determina sobre los otros dos segmentos proporcionales.

Del Libro VI, proposicion 8. La altura al angulo recto de un triangulo rectangulo es media

proporcional entre los segmentos que sobre ella determina.

Las "Conicas" de Apolonio es una obra compuesta por ocho libros, sélo de los primeros
cuatro nos han llegado del original griego, los tres siguientes los conocemos por traducciones
del arabe y del octavo se sabe perdido. Sobre las cénicas escribieron otros matematicos
como Menecmo, Euclides y Arguimedes, pero fue Apolonio quien las describe de un modo
mas sistematico y completo, quien alrededor del siglo Ill a.C. publica su tratado donde recoge

todo lo que se sabia sobre las conicas y da a conocer muchos resultados mas.

En el primer libro de las "Conicas" se habla de lo que sucede cuando cortamos un cono
mediante un plano y da nombre de parabola a la ecuacion y* = az, nombre que a perdurado

hasta hoy, siendo a el lado recto.

Hemos conjugado las ideas de Descartes y Jayyam, dos personajes aparentemente
ajenos en la historia, para presentar una relacion que se establece en la ecuacion de la
Parabola, tratando de aprovechar las propiedades de los métodos para la ensefianza de un
nuevo concepto. Reiterando que en Matematicas nada es asilado, todo guarda una relacion

hasta su misma historia.
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DESCRIPCION DEL CONTENIDO

Como se sabe han surgido diversas y variadas actividades para la ensefanza y el
aprendizaje de las Matematicas, por ser esta una de las materias mas importantes para el
desarrollo mental y social de las estudiantes. Creemos que primeramente para lograr la
enseflanza y el aprendizaje en los estudiantes, los profesores deben estar en continuo

aprendizaje para con ello lograr estrategias que le sean efectivas en su labor.

Este trabajo presenta dos métodos para resolver de manera geométrica ciertas ecuaciones
cuadraticas y un método para resolver cierta ecuacion cubica, ademas relaciona estos dos
meétodos, para con ello construir y fundamentar un concepto importante de la Geometria
Analitica como lo es la parabola. Por ello como se verd los métodos y su respectiva
justificacion matematica emplearan temas de Algebra, Geometria Euclidiana y Geometria
Analitica, haciendo ver que en Matematicas todo esta relacionado y aprovechando los
hechos histéricos mostrar esta relacion al paso del mismo desarrollo de esta importante

ciencia.

A lo largo de los cursos de nivel secundaria y bachillerato, cominmente se ensefia Algebra,
Geometria Euclidiana y Geometria Analitica de manera aislada. Con las actividades aqui
propuestas, que van dirigidas a la formacion de profesores de estos niveles, se pretende
fomentar una reflexiébn sobre el eslabonamiento de estas ramas y de esta manera se
pretende que estas actividades sirvan para ampliar la vision de los profesores al abordar los
temas de Matematicas, pero ademas, y sobre todo, se busca que con su experiencia

docente, se generen algunas ideas que les sirvan para impartir y mejorar sus clases.
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ANTECEDENTES

Una propuesta expuesta en el History and Padagogy of the Mathematics (HPM) 2008,
efectuado en la Ciudad de México en el mes de junio, fue la utilizacion de fuentes histéricas
primarias para introducir un concepto o tema en el aprendizaje de los estudiantes en los

diversos cursos y niveles de educacion.

La propuesta se sienta, basicamente, para que en medida de lo posible se utilicen fuentes
historicas primarias, por ejemplo, los manuscritos o publicaciones originales o facsimilares de
algun autor que haya aportado algin concepto, teorema o definicion importante a las
Matematicas, documentos que serviran para proporcionarle en clase al estudiante vy
conozca el origen Histérico del concepto o tema que vaya a aprender, relacione el desarrollo
de las Matematicas con la historia y evolucion humana, relacione con mayor fuerza la
necesidad del surgimiento y creacion de un nuevo concepto matematico, tome en sus manos
y haga suyos documentos historicos originales que han sido parte fundamental para el
desarrollo de las Matematicas, conozca a los Matematicos, su vida, su obra, sus
aportaciones, las dificultades a las que se enfrentaron y como fueron capaces de salir de
ellas, como hicieron frente a sus problemas personales, muchos de los cuales son un
ejemplo para la juventud, asi como a sus problemas matematicos que los llevaron a inventar
nuevas herramientas para cubrir sus intereses y aportar al mundo conocimiento util,
aplicable a la vida y necesidades reales y a necesidades meramente matematicas, a la

abstraccion, al conocimiento y desarrollo del pensamiento humano.

Para esta Tesis, presentamos “La Géometrie” de Rene Descartes extraida de la edicion
facsimilar del original francés de la obra La Géometrie, Livre Premier de René Descartes,

primera edicion de 1637. Tomada del libro La Geometria. René Descartes. Editorial Limusa.

13



1997. Primera Edicion [1], asi como una traduccion al espafiol tomada del mismo libro, que

nos servira como material para el desarrollo de las actividades.

Esta propuesta, de utilizar fuentes historicas primarias, pudiera verse lejana, dificil y hasta
con la barrera del idioma si se busca en fuentes extranjeras, como es el caso, pero es un reto
y cualquier aportacién sera reconocida por las futuras generaciones, en memoria de nuestros

antepasados, del rescate de sus pensamientos y sus aportaciones.

FUNDAMENTACION TEORICA

Brousseau plantea la Situaciones Didacticas como una forma para “modelar” el proceso de
ensefanza-aprendizaje, de manera tal que este proceso se visualiza como un juego para el
cual el docente y el estudiante han definido o establecido reglas y acciones implicitas, que en
conjunto se denomina Contrato Didactico que en un sentido mas estricto, refiere a la
consigna establecida entre profesor y alumno, de esta forma se comprende el conjunto de
comportamientos que el profesor espera del alumno y el conjunto de comportamientos que el
alumno espera del docente. El docente debe estar atento a que el medio didactico reuna las

condiciones Optimas de modo que el estudiante pueda elaborar su conocimiento.

Al referirnos a las Situaciones Didacticas, en principio debemos distinguir dos enfoques: uno,
tradicional; otro, el enfoque planteado por la teoria de Brousseau. Ambos en relacion a la
ensefianza y aprendizaje de las matematicas. En el primero, tendriamos una relacién

estudiante-profesor, en la cual, el profesor simplemente provee (0 deposita) los contenidos,

14



instruye al estudiante, quien captura dichos conceptos y los reproduce tal cual le han sido

administrados.

Ahora bien, en el enfoque planteado por Brousseau intervienen tres elementos
fundamentales: estudiante, profesor y el medio didactico. En esta terna, el profesor es quien
facilita el medio en el cual el estudiante construye su conocimiento, dicho de otro modo, el
docente proporciona el medio didactico en donde el estudian te construye su

conocimiento Asi, Situacién Didactica se refiere al conjunto de interrelaciones entre tres

sujetos: profesor-estudiante-medio didactico.

En resumen, la interaccion entre los sujetos de la Situacion Didactica acontece en el medio
didactico que el docente elaboré para que se lleve a cabo la construccion del conocimiento y
pueda el estudiante, a su vez, afrontar aquellos problemas inscritos en esta dinamica sin la

participacion del docente.

En este sentido promovemos que, la relacion irremovible que se establece entre el profesor
como provedor de un medio didactico para el estudiante, se realice a través de las fuentes
histéricas primarias, es decir, que el docente utilice como medio didactico la historia de las
Matematicas, para que con su estudio, el estudiante logre eslabonar, relacionar y generar

sus propias conclusiones sobre los procesos matematicos que se le ensefian en el aula.

OBJETIVOS

= Formacioén docente.

15



= Ampliar la vision de los profesores al abordar los temas de Matematicas. En particular
la relacion dada entre Algebra, Geometria Euclidiana y Geometria Analitica que
enriquecerd el conocimiento de los temas de estas ramas.

= Que con la experiencia docente de los profesores se sirvan de algunas ideas que les
pudieran surgir de las actividades aqui propuestas para impartir sus clases.

= Conocer el apéndice La Geometria de Rene Descartes.

METODOLOGIA Y POSIBLES APLICACIONES

El trabajo propone diversas actividades con el uso de Cabri Géométre Il Plus u otro software
de geometria dinamica y aprovechando el dinamismo de estos programas, visualizar ciertas
relaciones algebraicas y su interpretacion geométrica, dando asi un significado diferente a la
solucion de una ecuacion y la construccion del concepto de parabola, haciendo siempre

analisis formal Geométrico y Algebraico.

El contenido esta dirigido principalmente a profesores de educacién secundaria y media
superior con los objetivos anteriormente descritos. Dichas actividades pueden ser impartidas
en diplomados, talleres o cursos de actualizacion y formacion de profesores. En un trabajo
antecedente a este se realizaron actividades para hacer uso de la regla y el compas, y se
llevaron a cabo en tres talleres en dos distintos Congresos, obteniendo resultados y
comentarios favorables de los profesores que asistieron, a quienes estuvieron dirigidas las
actividades que propusimos y que hemos disefiado, creyendo que entre otras cosas y en su
caso, amplien su formacion y dada su experiencia docente generen ideas para impartir o

motivar sus clases, como ya se ha mencionado en la descripcion del trabajo.

16
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Capitulo |l

Descartes y la ecuacion cuadralica
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LA GEOMETRIE DE DESCARTES

El apéndice “La Geometria” de Rene Descartes (1596-1650) contenido en el apéndice de su
obra el “Discurso del Método” publicado en 1637, muestra, como vimos en la introduccion, la
forma de sumar, restar, multiplicar, dividir y extraer raices de manera geométrica con
construcciones mediante el uso de la regla y el compas.
En cuento a la extraccion de raices, especificamente, en el Libro | de “La Geometria”
Descartes da una propuesta para determinar las raices de una ecuacion cuadratica de las
siguientes formas con a>0y b > 0:

' —-a=0

' —ax-b"=0

' +ax—-b>=0

X —ar+b>=0

Observe que no propone un método para resolver ecuaciones del tipo:
' +ar+b° =0

Dado que este tipo de ecuaciones tiene sus dos raices negativas, reiterando para a>0 y
b >0. Los métodos que propone Descartes, manejan longitudes de segmentos, en este
sentido creemos que resolver geométricamente una ecuacion, significara encontrar mediante
procesos geometricos, un segmento cuya longitud satisfaga la ecuacion propuesta. Se trata
de representar geométricamente un proceso matematico, que permita visualizar la solucion
de una ecuacion. Al tratarse de longitudes de segmentos y dada la época en la que
Descartes vive, misma donde el desarrollo de los nimeros negativos aun no era notable,

solamente presentd métodos para ecuaciones que tuvieran sus raices reales y positivas.
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En este Capitulo presentaremos dos de los métodos utilizados por Descartes para resolver
las ecuaciones cuadraticas antes mencionadas. Dado que Descartes no justifica sus
métodos, aqui encontrara su respectiva justificacion, las figuras han sido realizadas con
Cabri Géometre Il Plus y aprovechando el dinamismo de este programa, visualizar ciertas

relaciones algebraicas y su interpretacion geométrica como se vera en las actividades.

Ademas de estudiar los métodos, podremos ir observando la notacién que Descartes utilizo,
observe el apéndice 1 de este trabajo donde encontrara el Libro | de la Géometrie, por
ejemplo, lo que describe para sumar dos segmentos de lineas BD y GH , dice: “a una la

llamo a y alaotra b,y escribo a + b; entonces a - b indicara que b se resta dea; ab que

a es multiplicada por b ; %que a se divide entre b; aa 0 a® que a se multiplica por si

misma; a* que este resultado se multiplica por a, etc.” Que consideramos de importancia
para ir comprendiendo mejor nuestra notacion actual en Matematicas. Ademas al ir
estudiando los métodos en la siguiente seccion de este Capitulo, podemos ir relacionando y

observando lo descrito por Descartes teniendo a la mano el apéndice.

EL METODO DE DESCARTES PARA RESOLVER ECUACIONES DE LA
FORMA z* —a =0 CON a >0.

Para la ecuacion de la forma z* — a = 0, Descartes propone obtener la raiz cuadrada de la

longitud a . Describe su método de la siguiente manera:

S/ se desea la raiz cuadrada de GH, sumo, sobre la misma linea recta, FG igual a la unidad;
entonces, bisecando FH en K describo la circunferencia FIH alrededor de K como centro, y

trazo a partir de G una perpendicular y la extiendo hasta I, y Gl es la raiz requerida.”

Observemos la figura 1 que es la utilizada por Descartes (pagina 298 del apéndice 1).

20



» G K

Figura 1.

A continuacién, presentamos paso por paso el método de Descartes, las figuras han sido

trazadas con Cabri Géometre Il Plus:

» Si se desea la raiz cuadrada de GH
Trazamos el segmento GH (figura 2) que llamaremos a, es decir, GH = a entonces

encontraremos la raiz cuadrada de a .

& a H
Figura 2.
= Sumo, sobre la misma linea recta, FG igual a la uni  dad.
Es decir, de manera continua al segmento GH trazamos el segmento FG, donde FG =1.

Figura 3.

Figura 3.

» Entonces, bisecando FH en K, describo la circunfere  ncia FIH alrededor de K
como centro.
Encontramos el punto medio del segmento FH, al cual llamaremos K, trazamos la
circunferencia con centro en K y que pasa por F y H (Figura 4), ademas pasara por un

punto I que a continuacion sabremos de quien se trata (Figura 5).

21



F\ 1 G Ka ]H
Figura 4.
= Y trazo a partir de G una perpendicular y la extiend 0 hasta I.
El punto I es el punto donde la recta perpendicular que pasa por G corta a la

circunferencia.

F{ 1 B K a }H
Figura 5.
» Y Gl es la raiz requerida.

Es decir, laraiz del segmento GH = a es la longitud del segmento GI = x.

Aunque Descartes no explica la razén de su afirmacion, no es dificil convencerse, con
proporcionalidades, que su afirmacion es cierta. Ademas Descartes dice: ... /a extraccion de
raices, que puede considerarse una especie de division... encontrar una cuarta linea que sea a

una de las lineas como la unidad es a la otra [lo que es equivalente a la division)...

Luego interpretamos que lo que hace Descartes es encontrar una linea que sea proporcional
a las otras en este caso, GH =a Yy FG =1. Observe en la figura 5 la proporcionalidad

siguiente:
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L a

En la siguiente seccion se demostrara (1).

Entonces de (1)
R A PRRTRRR ()
T=2J0 i ()

De aqui que z sea la raiz cuadra de a, tomando nota que para el método de Descartes se

toma en cuenta sélo la raiz positiva, dado que se trata de la longitud de un segmento.

DEMOSTRACION DEL METODO DE DESCARTES PARA RESOLVER
ECUACIONES DE LAFORMA z* —a =0 CON « >0.

De la figura 6 se tienen los triangulos AFGI y AIGH, que son rectangulos dado que
GI es perpendicular a FH, asi se construyd. Dichos triangulos son semejantes, a

continuacion se demuestra esta afirmacion.

El AFIH es triangulo rectangulo ya que su angulo «<FIH es recto porque se tiene su
vértice sobre la circunferencia y comprende un diametro, entonces AFGI = AFIH , ya que
son rectangulos y tienen un lado en comun. Analogamente AIGH = AFIH . Entonces
transitivamente AFGI = AFIH Yy sus lados son proporcionales. Esto es la Proposicion 8

del Libro VI de los “Elementos” de Euclides [7], quien ya lo habia demostrado.

La altura al &ngulo recto de un triangulo rectangulo es media

proporcional entre los segmentos que sobre ella determina.
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K. a

[

Fl A

Figura 6.

Entonces se tienen la siguiente relacion de proporcionalidad.

FG _ GI
GI GH

(GI)! = (FG)(GH) ....ocvovovooeeeoeeeeeeeeee .

Donde tenemosque GH =a; FG =1y GI = x.

Entonces (5) se puede escribir como:

.. (4)

(5)

(6)

. ()
.. (8)

Con esto se ha demostrado que el segmento GI de la figura 6, satisface las ecuaciones del

tipo (8), por lo que si se desea resolver una ecuacion que tenga esta expresion, el método

expuesto puede ayudarnos.

EJEMPLO DEL METODO DE DESCARTES
ECUACIONES DE LAFORMA z* —a =0 CON ¢ >0.

PARA RESOLVER

A continuacion presentamos un ejemplo concreto para resolver las ecuaciones z* —a =0,

equivalentemente podemos pensar en encontrar la raiz cuadrada de un nimero a .
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Raiz cuadrada de 9 mediante el método de Descartes.

Se tiene la siguiente ecuacion z* —9 = 0, se hara con este valor, porque sabemos que

\/_ =3 vy trabajando con este sencillo valor, podremos comprender mejor el método de
Descartes.

Ahora bien, traza un segmento de longitud 9 y extremos G y H (se usaran las mismas

literales que Descartes para designar a los segmentos).

G 9,00 cm H

Figura 7.

En el extremo G, traza prolongadamente un segmento de longitud uno, al extremo trazado

llamale F.

1,00 cm 9,00 cm

Figura 8.

Encuentra el punto medio del segmento FH y llamalo K .

F G K H
1,00 cm 9.00 cm

Figura 9.

Traza una circunferencia con centro en Ky radio FK .

F G K H
1,00 cm 9,00 cm

Figura 10.
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Traza la recta perpendicular a FH que pase por G y prolongue hasta que corte a la
circunferencia en el punto I. Mida la longitud del segmento GI, esa longitud seréa la raiz

cuadrada de 9.

3,00 cm

F & K H
1,00|cm 9,00 cm

Figurall.

Una vez que se ha resuelto esta ecuacion, pueden surgirle algunas preguntas como por

ejemplo:

1. ¢Qué pasa si quiere obtener la raiz cuadrada de un numero que no tiene raiz entera?
2. ¢Qué pasa si quiere obtener la raiz cuadrada de un niamero decimal o racional, sirve o

no el método?

Es conveniente recordar que este método presentado por Descartes, se sabe que fueron los
mesopotamicos los primeros en utilizarlo y que en la Epoca Heroica se presenté y difundio
con mayor auge y fue en esta época donde precisamente se comenzé a tratar de resolver

problemas algebraicos utilizando unicamente regla y compas [2].

Hoy en dia el uso de las tecnologias como herramienta didactica ha tenido una fuerte
difusiéon. En este trabajo proponemos realizar las construcciones con Cabri Geometrie Plus II,
aunque se pude realizar con otro software de geometria dinamica, y de esta manera poder

modificar el segmento GH, obteniendo asi, la raiz cuadrada de un numero deseado, mas
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aun, dado que Cabri dibuja en efecto una circunferencia de FIH alrededor de K como centro,
podemos determinar a G como el origen de un plano y observar los segmentos de que se

forman con la recta Gl y la circunferencia.

EL METODO DE DESCARTES PARA RESOLVER ECUACIONES
DE LAFORMA 2’ -az+b* =0 CON a>0Y b>0.

Descartes aborda el problema de encontrar las raices de una ecuacion cuadratica de la
forma 2’ —ax+b* =0, con a>0 y b>0. Aunque la forma b* del coeficiente
independiente puede parecer extrafio, se explica porque considerar la raiz cuadrada de él, no
representa dificultad alguna, incluso podria ser calculada con lo expuesto en el método

anterior.

Para resolver ecuaciones del tipo 2> —ax + b*> =0, con a >0 y b > 0 Descartes dice:

. . 1 .
.51 tengo z* = az - b®, hago NL igual a P4 LM igual a b, en

|
seguida, en vez de unir los puntos M y N, trazo MQR paralela a \ &

LN, y con N como centro describo una circunferencia a traves de

L cortando M QR en los puntos Q y R, a continuacion, z, la linea
buscada, es MQ o MR, pues en este caso puede expresarse de dos

maneras, a saber:

A,

1
z=—-a+ |—a®-b K
y 2
1 1 Figura 12.
z==-a-,/-a’-b"
2 4

Note que Descartes utiliza la letra z en vez de la = para designar a la variable (apéndice 1,
pag. 301-303). En este trabajo y para mejor familiaridad utilizaremos la x para la variable.
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DEMOSTRACION DEL METODO DE DESCARTES PARA RESOLVER
ECUACIONES DE LAFORMA z* —az +b*=0 CON a>0Y b >0.

Nuevamente Descartes no justifica su método ni las igualdades que obtiene para las

ecuaciones del tipo £ —ax +b*> =0 con a>0 y b > 0, se limita a s6lo describirlo y da
algunas conclusiones que no transcribiré porque pueden ser parte de conjeturas interesantes
para plantear a los alumnos o a usted mismo, sin embargo, no es dificil llegar a las

igualdades.

Para la demostracion observe la figura 13 donde consideremos el punto auxiliar S como

punto medio de la cuerda QR , entonces NS es perpendiculara MR .

Los triangulos ANSR y ANSQ que se forman, son rectangulos

porqgue NS es perpendiculara MR .

Si aplicamos el Teorema de Pitagoras a los triangulos NSR y NSQ .
Del ANSR tenemos, (NS)* +(SR)* =(NR) ..........cooeevennnn,

Del ANSQ tenemos,  (NS) +(SQ) =(NQ) ....cccoovvvvnnn,

Despejando SR en (9) se tiene: SR = \/(NR)’ - (NS)’

Despejando SQ en (10) se tiene: SQ = \(NQ)’ - (NS) ............ (12) Figura 13.

Sabemos que NL = NQ = NR = porque son radios de la circunferencia y

[CHES

NS = LM = b por construccion.

Al sustituir NR = % y NS = b en (11) tenemos:

SR = (%)2 - () = /iaz S B e (13)
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Igualmente sustituyendo NQ = % y NS =b en (12) tenemos:

SQ = K%f—(w2= &a2—w_“m”m“m“m”m_m“m”a@

De la figura 13 tenemos el rectangulo NSML porque se trazo M QR paralela a LN ademas

NS es perpendicular a MR y NS = LM =b, entonces afirmamos que MS = LN =§

porque son lados del rectdngulo NSML .

Finalmente Descartes da longitudes MR y M@ como el valor z que se esta buscando,

pues:
MR = MS + SR woooovoeeeee e, (15)

MQ=MS =85Q .ccccceiiiiiieeiieiiieiiiieiiieiinen(16)

Sustituyendo MS = g y (13) en (15) tenemos:

MR = %a + &(f + b0 i (AD)

Y sustituyendo MS = g y (14) en (16) tenemos:

MQ=1a- if+b%m“mmmm”mmm“mmmam

Donde (17) y (18) son las igualdades del método de Descartes.

EJEMPLO DEL METODO DE DESCARTES PARA RESOLVER
ECUACIONES DE LAFORMA z* —az+b*=0 CONa>0Y b >0.

A continuacion presentamos un ejemplo concreto para la utilizacion del método de

Descartes.
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Obtenga las raices de la siguiente ecuacion  z* — 10z + 16 = 0 mediante el método de

Descartes.

Se sigue que a =10 y b* =16, es decir, b = 4 recordemos que tomamos la raiz positiva
dado que son segmentos de linea.

Trace lo siguiente:

= Un segmento de longitud % y extremos N y L, utilizaremos las mismas literales

gue Descartes para asignar a los segmentos. Dado que a =10 en este caso el
segmento NL sera de longitud 5, observe que puede ser vertical u horizontal,
conforme conozca el método utilice lo que mejor le convenga. Aqui seguiremos las

figuras tal como las us6 Descartes.

N T

5,00 cm

!
Figura 14.
= Con extremo en L trace una perpendicular a NL de longitud b, en este caso 4y al

otro extremo asigne la letra M .

N T

5,00 cm

] 400cm M

Figura 15.
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» Trace una paralela a NL que pase por M de una longitud mayor a NL .

N T

5,00 cm

L 400cm M

Figura 17.
» Trace una circunferencia con centro en N y radio NL . Donde la circunferencia se

intersecte con la recta paralela marque con los puntos Q y R .

L 400cm M

Figura 18.
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* Mida la longitud de los segmentos MR y MQ@, las cuales seran las raices de la

ecuaciéon z* =10z +16 = 0.

De igual manera pueden surgirnos algunas preguntas como por ejemplo:

» ¢ Qué pasa si la circunferencia no toca a la recta paralela, es decir no se encuentran

los puntos Q y R?

» ¢ Qué pasa si la circunferencia solo toca a la recta en un punto?

» ¢ Hay alguna relacion entre la longitud a y la longitud b ?

De igual manera sugerimos realizar las construcciones con Cabri Geometrie Plus II, aunque
se pude realizar con otro software de geometria dinamica, y de esta manera poder modificar
los segmentos ML y NL. Observe que pasa si son iguales, si ML > NL qué puede decir de la

ecuacion, etc.
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Capitulo lli

La parabola y su parabola
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SU PARABOLA

Para el estudio de la parabola vamos a recurrir a las ideas desde los mesopotamicos hasta

Descartes, pasando por Euclides, Apolonio y la Epoca Heroica de las Matematicas.

Recordemos que este método presentado por Descartes (1596-1650) para resolver las

ecuaciones de la forma 2*-a =0 con a >0, se sabe que fueron los mesopotamicos los
primeros en utilizarlo y que en la Epoca Heroica se presentd y difundié con mayor auge y fue
en esta época donde precisamente se comenz0 a tratar de resolver problemas algebraicos
utilizando Unicamente regla y compas. Sin embargo no se conoce alguna demostracion,
hasta Euclides (fl. ca. 300 a.C.) quien en la Proposicién 8 del Libro VI de los “Elementos” [7]

demuestra que:

La altura al &ngulo recto de un triangulo rectangulo es media

proporcional entre los segmentos que sobre ella determina.

Lo que determina la proporcionalidad entre los triangulos que se forman de por ejemplo la

figura 6 del Capitulo anterior.

Por otro lado se sabe que Apolonio (fl.ca. 270 a.C.) en su primer libro de las "Conicas" se
hablé de lo que sucede cuando cortamos un cono mediante un plano de tal manera que el
plano sea paralelo a uno de los lados del cono (observe figura 19). A dicha curva que se
forma le da el nombre de parabola. Pero se sabe que sobre las conicas escribieron otros
matematicos como Menecmo (fl.ca. 340 a.C.), Euclides (fl. ca. 300 a.C.) y Arquimedes (fl.
ca. 287 a.C.), en especial Arquimedes hace un tratado sobre la cuadratura de la parabola, lo
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gue nos dice gque ya se sabia sobre esta curva, misma que utiliza Jayyam (mediados del

siglo XI) [4] para resolver una ecuacion algebraica de tercer grado manera geomeétrica.

Figura 19.

Ahora nosotros conjuntamos y observamos que la construccion para resolver la ecuaciéon

algebraica z* -—a =0 con « >0 de manera geométrica, lleva a la construccion de la
pardbola, que hoy estudiamos en la rama de la Geometria Analitica y que al estudiarla de
este modo, se pueden ver las propiedades y la naturaleza de esta curva, mostrando con ello
la maravillosa conjuncion de tres ramas de las Matematicas, Algebra, Geometria Euclidiana y
Geometria Analitica. Por ello no es casualidad que toda esta bola de nieve culmine
bautizando a Rene Descartes como el padre de la Geometria Analitica, rama que nace de la

relacion entre Algebra y la Geometria Euclidiana.

CONSTRUCCION DE LA PARABOLA

Supongamos que queremos trazar una parabola de lado recto b>0. Sin pérdida de

generalidad podemos trazar la parabola con eje focal el eje X, entonces se tendra la
ecuaciony’® = bz, misma que podemos ver como una ecuacion de la forma z* -a =0, que
ya hemos resuelto con Descartes, de manera que tenemos la ecuacién cuadratica

y'-bx=0.
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Para este caso tracemos un segmento de longitud b y extremos A V . Ahora colinealmente
. . b
en vez de trazar un segmento de longitud 1 trazamos un segmento de longitud x = 1 con

extremos V y F. Determinamos el punto medio del segmento AF, llamémosle M y con
M como centro trazamos la circunferencia de radio AM , por ultimo trazamos por V un

recta perpendicular a AF que corte a la circunferencia en los puntos P y @ (figura 20).

b
Q
Figura 20.

. AV _VP

Observe que se cumple la relacion — = —

VP VF
De esta relacion se tiene que

(VP) = (AV)(VF) oo (19)

Ademas también se cumple que

(VQ) =(AV)(VF) oo (20)
Donde en (19) y (20) sabemosque AV =b, VF =zy VP =VQ =y.
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Ahora, si trazamos la recta perpendicular a A F que pase por F y la intersecamos con las

rectas que pasan por P y @ perpendiculares a PQ, encontramos los puntos P' y Q'

respectivamente (observa la figura 21).

Figura 21.

Se sigue cumpliendo (19) y (20) para los segmentos FP'=FQ', dado que
VP =VQ@ =FP'=FQ'=y (Figura 21).

Entonces los segmentos FP'y FQ' son segmentos que satisfacen la ecuacion de la

pardbola y* = bz, o bien, los puntos P'y Q' satisfacen la ecuacion.

Dado que consideramos la ecuacién y* = bz, se tiene que la variable independiente es =z,

luego para ese valor de x = VF que seleccionamos encontramos P'y Q"'.
Ahora si consideramos otro valor de x, permaneciendo fijjo el segmento AV =b, y

procedemos de manera analoga a lo anterior podemos encontrar otros puntos P'"'y Q'' que

pertenezcan a la ecuacion (figura 22).
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Figura 22.

De esta manera encontramos por lo menos cinco puntos que satisfagan la ecuaciéon para que

con Cabri encontremos una conica que pase por los puntos P's y Q's y por el punto V

(Figura 23).

Figura 23.
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JUSTIFICACION DE SU LADO RECTO
Lo que queda es demostrar que esta parabola tiene lado recto b .

Se sabe que la longitud del lado recto de una parabola es ‘41)‘ y si tiene vértice en el origen y

eje focal el eje X, con p > 0las coordenadas del foco son (p,O), considerando esto, no fue

. . . b
casualidad que tomaramos el primer x con valor de 1 pues ‘4p‘ =4p con p>0, luego

b .
4p=>b, entonces p=—=z, por lo que las coordenadas del foco son (Z’Oj’ Si

consideramos a V como origen de un plano cartesiano.

— -

Q Q

Figura 24.

Entonces la recta P'Q' perpendicular a VF (figura 24) que pasa por F', es la longitud del

lado recto, esto es, P'Q' =b, ya que se tiene

AV _FP' AV _FQ'

FP' VF yFQ' VF

entonces,
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(FP') =(AV)(VF) y (FQ') =(AV)(VF) oo 22)

Pero AV =by VF:x:%

Luego (22) se escribe como

(rPY) :b&j y (FQ') =b£%](23)

Por lo que de (23) despejando FP' y FQ' y sumando miembro a miembro tenemos que

P'Q'=b.

Que era lo que buscabamos justificar.
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Capitulo VI

Omar Jayyam y la ecuacion cubica
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ALGEBRA DE OMAR JAYYAM

Se sabe que a mediados del siglo XI en Nishapur, Corasan, actual Iran naci6 Omar Jayyam
el otro personaje del que trataremos en esta Tesis y que ademas de matematico, fue un gran

poeta.

Omar Jayyam escribié su libro "Algebra" alrededor del 1074. El rastro mas antiguo de esta
obra es un fragmento resguardado por la Biblioteca Nacional de Paris, de una copia de unos
trece afios posterior a su muerte. Recordando un poco la introduccion de esta Tesis,
deciamos que Jayyam desaconseja la lectura de su libro a quien no conociera los
"Elementos” y los "Datos" de Euclides, asi como los dos primeros libros de las "Conicas" de

Apolonio.

Proposiciones importantes de los "Elementos" para entender el "Algebra" son:

Del Libro VI, proposicion 2. Una recta paralela a uno de los lados de un triangulo

determina sobre los otros dos segmentos proporcionales [7].

Del Libro VI, proposicion 8. La altura al angulo recto de un triangulo rectangulo es media

proporcional entre los segmentos que sobre ella determina [7].

Dichas proposiciones le fueron muy atiles a Jayyam, pues en ellas se basa, como se vera
para realizar sus trabajos. Otro libro que recomienda como conocimiento previo, que es de

fundamental importancia para entender sus ideas es las "Conicas" de Apolunio, obra
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compuesta por ocho libros, s6lo de los primeros cuatro nos han llegado del original griego,

los tres siguientes los conocemos por traducciones del arabe y del octavo se sabe perdido

[4]

Sobre las conicas escribieron otros mateméaticos como Menecmo, Euclides y Arquimedes, no
s6lo Apolunio, pero se sabe que fue Apolonio quien las describe de un modo mas sistematico
y completo, quien alrededor del siglo Il a.C. publica su tratado donde recoge todo lo que se

sabia sobre las conicas y da a conocer muchos resultados mas [4].

En el primer libro de las "Conicas" se habla de lo que sucede cuando cortamos un cono
mediante un plano de distintas maneras, una de ellas, es si cortamos un cono mediante un
plano de tal manera que el plano sea paralelo a uno de los lados del cono (observe figura
25). A dicha curva ge se forma le da el nombre de pardbola, nombre que a perdurado hasta

hoy.

Figura 25.

Ahora con las ideas de Euclides y Apolunio, vamos a estudiar un poco del Algebra de

Jayyam, en especial la forma en que resuelve la ecuacion de tercer grado de la forma

Y +by=c,conb>0yc>0.
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De las ecuaciones algebraicas de grado menor o igual que tres, Jayyam reconoce veinticinco
formas distintas. Seis de las cuales ya se habian estudiado por algebristas anteriores. Otras
cinco son reducibles a éstas y las restantes catorce no pueden ser resueltas con regla y

compas.

METODO DE JAYYAM PARA RESOLVER ECUACIONES DE LA FOR MA
y* +by=c, CONb>0Y ¢>0.

Para la construccion de su solucion Jayyam basicamente propone trazar una parabola de

lado recto \f = AV, es decir, que tenga ecuacién y* = \/gx luego trazar un segmento
% =V (C sobre la recta perpendicular a AV que pasa por V y tracemos una circunferencia de
didametro VC, de igual manera se propone trazar estos segmentos con ayuda de Cabri
Géometre Il Plus. Sea R el punto de interseccion de la circunferencia con la parabolay S el
pie de la perpendicular al diametro desde R. Luego la longitud del segmento VS, resuelve la

ecuacion (figura 20), es decir,

VS =y PaAra 4’ + by = Cvveeriiriiriiiiei e (24)

C

Figura 26.
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Para este punto sera facil trazar la parabola en Cabri si seguimos los pasos y el

razonamiento del Capitulo IlI.

DEMOSTRACION DEL METODO DE JAYYAM PARA RESOLVER
ECUACIONES DE LA FORMA ¢* +by=c¢,CONb>0 Y ¢>0.

Jayyam, tampoco dio una demostracion a su método, que de igual manera no es dificil

justificar. Para comprobar que VS =y para ¢’ +by =c.

Considere la relacién geométrica () que se obtiene de la semejanza de los triangulos AVSR

y ARSC, que dicho sea de paso es la Proposicion 8 del Libro VI de los “Elementos”.

La altura al &ngulo recto de un triangulo rectangulo es media

proporcional entre los segmentos que sobre ella determina.

Ve _ SR e (24)

SR g0

Por ser R punto de la parabola, se tiene que el segmento SR cumple que y° = \/Zx donde
VS=y, Vb=AV Yy SR=z
. . . 2
Entonces sustituimos en (24) y se tiene (VS) = (A V)(SR)

Luego tenemos que
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Si elevamos al cuadrado (25) tenemos

Sustituyendo (24) en (26) tenemos

Luego

C

b Y

Pero SC =VC -VS ycomo V(C =§ y VS =y, entonces SC =

De modo que (28) queda como

Quees ¢y’ +by =c.

Lo cual demuestra que VS =y para 3’ +by =c.

Observamos que en Matematicas una cosa lleva a otra, Euclides a Apolunio y a muchos
otros mas y posteriormente a Jayyam y Descartes, y hoy hasta nosotros, que con esto

demostramos, que en Matematicas nada es asilado, todo es un todo.
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Capitulo V

Actividades propuestas
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INTRODUCCION

En este apéndice se presentan cuatro actividades que ya han sido utilizadas con estudiantes
y maestros de nivel medio superior y superior en el Primer Congreso Internacional Sobre la
Ensefianza de las Matematicas en la UNAM, Cuahutittan en mayo de 2009 y en
obteniéndose resultados satisfactorios. Las actividades en estos talleres fueron propuestas
para realizarse con regla y compas, sin embargo, hoy en dia el uso de las tecnologias como
herramienta didactica ha tenido una fuerte difusion, por lo que proponemos realizar las
construcciones con Cabri Geometrie Plus Il, aunque se pude realizar con otro software de
geometria dinamica, y de esta manera poder modificar el segmentos y que el profesor
conjeturen propiedades aunadas a las interpretaciones geométricas que se puedan observar,

como se vera en cada una de las actividades.

Reiteramos que estas actividades van dirigidas a la formacion de profesores de nivel
secundaria y nivel medio superior con el fin de proporcionar un marco mas amplio para
abordar los temas tradicionales de Matematicas, pero ademas se busca que con Su
experiencia docente, observe que tiene al alcance la generacion de ideas que les sirvan
para impartir y mejorar sus clases, toda vez que se acerquen a la Historia de esta area del

conocimiento.

Dada la naturaleza del método de Descartes y Jayyam para resolver ecuaciones es posible
trabajar en temas de Algebra, Geometria Analitica 0 Geometria Euclidiana o de una manera
unificada en estas ramas de las Matematicas.

Para la resolucion de ecuaciones cuadraticas en especifico, se conocen diversos métodos
como factorizacion, completando cuadrados, graficando la parabola o el principal de ellos con
la formula general. EI método propuesto por Descartes utiliza basicamente circunferencias y
lineas rectas, sin embargo, es un meétodo que sorprende por su creatividad, agudeza y
simpleza. Este trabajo contiene el método para resolver ecuaciones cuadraticas del tipo

' —-a=0cona>0y ' —ax+b>=0cona>0yb>0.
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ACTIVIDADES PROPUESTAS

Es importante que se observe que dado la naturaleza del método al usar trazos con regla y
compas es muy factible cometer errores y la medida de las longitudes de los segmentos no
sea tan precisa como lo es con los métodos analiticos algebraicos, sin embargo, con el uso
de software puede evitarse esta discrepancia y recalcar que la importancia de estos métodos
no radica en encontrar las raices de una ecuacion, sino mas bien estudiar desde otra
perspectiva las Matematicas y buscar una unificacion de sus ramas, ademas de observar y
relacionar propiedades que nos permitan una mejor comprension de los conceptos

matematicos y la naturaleza de los mismos, relacionando con su desarrollo histérico.

NOTA: Se recomienda al profesor que antes de llevar acabo las actividades vea las notas

correspondientes a la actividad.
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ACTIVIDAD 1. Conozcamos a René Descartes y su Géome trie

MATERIAL:

» Copias de la Geometria de Descartes (facsimile, apéndice 1).
ACTIVIDADES:

1. ¢Quién fue Descartes?

El Siglo de las Luces (XVII) donde los pensadores coinciden en

la valoracién de la inteligencia humana como instrumento para
revelar los secretos de la naturaleza y proporcionar técnicas

que mejoren las condiciones materiales y la ética de los

humanos, comprende a uno de los hombres mas prodigios en

la historia de la humanidad, René Descartes quien a la edad

René Descartes
(1596-1650) 41 afos public6 su maxima obra “Discours de la Méthode,

1637”, libro que contiene su maxima creacion matematica “La Geometrie”.

EI LIBRO | de “La Geometrie” se titula Problemas que pueden construirse empleando solo
circunferencias y lineas rectas. Descartes en el Libro | propone estudiar de manera

geométrica la suma, resta, multiplicacion, division y la extraccion de raices.

A continuacion presentamos la portada del Discurso del Método y la portada de la “La

Géometrie”.
’ DISCOURS
DE LA METHODE !
Pour bien conduire (a raifon, 8 cherchet
Ia vzrin: dansles Giences. G E 0 M E T R IE .
e 1 DE
LA DIOPTRIQVE.
TR RENE DESCARTES
LA GE;:AETRIE.
Qui font des effuis de cete METHODE.
A PARIS:
Gy Cuasin '.'..:,'..','.-,-',.} rut ient locgus
A Levyos ; --__.
i T e PRI
Auec Prinilege,
Portada del Discurso del Método Portada de La Geometrie
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2. De las copias de la Geometria, observa la notacion usada por Descartes, menciona

una que te sea familiar y una desconocida.

3. ¢Qué mas observas en esas hojas?

NOTAS A LA ACTIVIDAD 1.

= Se pretende observar la notacion usada por Descartes, porque es una de sus
aportaciones mas importantes a las Matematicas, también se pretende que observe las
figuras geométricas, el idioma, si encuentra alguna ecuacion o formula que le sea
familiar. Por ejemplo; Descartes tenia una forma muy peculiar de escribir el simbolo de
igualdad lo hacia de la siguiente manera «, algo asi como el simbolo de infinito,
ademas utiliza con mayor frecuencia la z para denotar a las incégnitas

» Es posible hacer muchas mas comparaciones usando el apéndice 2 de este trabajo, es
una traduccion al espafol y a la notacion matematica actual de la Geometria de

Descartes.
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ACTIVIDAD 2. Para la ensefianza de la ecuacion cuadratica de la forma

2=-a=0 CON a>0

MATERIAL:

= Cabri Geometrie Plus Il u otro software de geometria dinamica.

ACTIVIDADES:

Supdn que tienes la siguiente ecuacion > —9 = 0

Toma la variable a igual al valor de la variable independiente, es decir para este caso a = 9,
observa que el signo menos de la variable independiente es de la forma que tiene la

ecuacion. Traza lo siguiente:

1. Un segmento horizontal de longitud a , en este caso a =9 y llama a los extremos de
este segmento G y H .

2. En el extremo G, traza prolongadamente un segmento de longitud uno y al nuevo
extremo llamale F.
Encuentra el punto medio del segmento FH y llamalo K .

4. Traza una circunferencia con centro en Ky radio FK .

5. Traza la recta perpendicular a FH que pase por G y proléngala hasta que corte a la
circunferencia, al punto de corte llamale I .

6. Mide la longitud del segmento GI .

7. Sustituye la longitud GI en la ecuacion que tenias al principio, es decir =* =9 y
realiza las operaciones ¢ Qué observas?

8. ¢Qué puedes concluir o decir del método?

9. ¢Qué pasa si quiero obtener la raiz cuadrada de un nUmero que no tiene raiz exacta,

sirve el método de Descartes?
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10.¢Qué pasa si quiero obtener la raiz cuadrada de un numero decimal, sirve o no el

método?

11.:Qué observas si modificas el segmento GI ?

12.Dado que Cabri dibuja en efecto una circunferencia de FIH alrededor de K como
centro, podemos determinar a G como el origen de un plano y observar los segmentos
de que se forman con la recta Gl y la circunferencia. ¢ Qué relacion encuentras con el

Plana Cartesiano?

13.Siguiendo los pasos anteriores resuelve las siguientes ecuaciones.

1. 22 -4=0
2. ©-6.25=0
:132—E=0
9
4. o =
5.2 =17

14.0bserva las copias del Facsimile de Descartes y encuentra la figura que haz realizado

en este método. Comenta con tus comparieros.
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NOTAS A LA ACTIVIDAD 2

= Observe gue el método sirve para obtener la raiz cuadrada de un nimero de manera
geométrica, de esta manera esta actividad puede ser utilizada como una actividad
auxiliar para la ensefianza de raices cuadradas.

» Dado que Descartes no justifica su método, sino que se limita a sélo describirlo, puede

encontrar en el Capitulo Il de este trabajo la justificacién y demostracion matematica

, ., . . 2 —_
del método de Descartes para la resolucién de las ecuaciones del tipo z° —a =0,
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ACTIVIDAD 3. Para la ensefianza de la ecuacion cuadr atica de la forma

' —ax+b =0 con a>0 Y b>0

MATERIAL:

» Cabri Geometrie Plus Il u otro software de geometria dinamica.
ACTIVIDADES:
Supdén que tienes la siguiente ecuacion x® — 10z + 16

Toma a como el valor del coeficiente de la variable lineal, es decir, a = 10 observa el signo
de la forma que tiene la ecuacion y toma b como la raiz cuadrada del valor del término

independiente, es decir, b = 4 para este caso.

Traza lo siguiente:

1. Un segmento vertical de longitud % , al extremo superior llamele N vy al inferior L .

2. Con extremo en L traza una perpendicular a NL de longitud b, y al extremo de dicha
perpendicular asignale la letra M .

3. Traza una paralela a NL que pase por M de una longitud mayor que NL .

4. Traza una circunferencia con centroen N yradio NL.

5. Observa que la circunferencia corta a la recta trazada en la instruccién 3 en dos puntos.

Al mas cercano a M llamale @ y al mas lejano a M , es decir, el que esta mas arriba,

llamale R .
6. Mide la longitud de los segmentos MR y MQ . Anétalos en la siguiente tabla:

MR =
MQ =

8. Sustituye una de las longitudes en la expresion que tenias al principio > — 10z + 16 y

realiza las operaciones ¢ Qué observas?
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9. Sustituye la otra longitud en z* — 10z + 16 y realiza las operaciones ¢ Qué observas?

10. ¢ Qué puedes concluir o decir del método?

11..Qué pasaria si la circunferencia sélo toca a la recta paralela de la instruccion 3 en un

sé6lo punto?

12.¢:Qué pasa si la circunferencia no tocara a la recta paralela de la instruccion 3, es

decir, no se encuentran los puntos Q YR ?

13. Verifica tus respuestas realizando los siguientes ejercicios, sigue las instrucciones 1 a
la 9.

1. 22 -8 +9=0
2. ¥ =-Tx+16 =0
3. 22" -8z +18=0
4. ' -8 +6.25=0
5.2 -4c+16=0
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ACTIVIDAD 4. Demostracion de Descartes por Descarte  s.

A continuacion  se transcribe la traduccion del método de Descartes para resolver

ecuaciones del tipo 2> —ax +b* =0 cona >0 y b > 0.

. . 1 .
...si tengo 2’ = az - b*, hago NLigual a 7Y LM igual a b; en

seguida, en vez de unir los puntos My N, trazo MQR paralela a

LN,y con N como centro describo una circunferencia a través de

L cortando MQRen los puntos Qy R ; a continuacion, z, la linea
buscada, es MQo MR, pues en este caso puede expresarse de

dos maneras, a saber:

z==-a+ [~ad* -]
y 2
1 1
z=—-a- [~a’-b
2 4

1. ¢Qué relacidén encuentras de estas ecuaciones y la Férmula General para ecuaciones

de segundo grado?
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2. La ecuacion que Descartes resuelve en su método es de la forma z° —ax +b* =0
cona>0 yb>0

-b £ VJb* - dac

2a

La Férmula General para ecuaciones cuadraticas es ¢ =

En la siguiente tabla observa el valor de las variables de la Formula General (azules)

igualado a las variables de la ecuacion de Descartes (rojas):

F. Gral. Descartes
(azules) (rojas)
Coeficiente Cuadrético a = 1
Coeficiente lineal b = -a
Término Independiente c = b?

Sustituye los coeficientes literales de la ecuacion de Descartes en la Férmula General

para ecuaciones cuadraticas y trata de llegar a

z=la+‘fla2—b2 yz=la— laz—bz.
2 4 2 4

NOTAS A LA ACTIVIDAD 4

» Esta actividad servira para que el estudiante relacione el método de Descartes con la
Formula General para resolver ecuaciones de segundo grado. Esta actividad se
recomienda para estudiantes de nivel Bachillerato dado el nivel de algebra que hay que
tener para realizar algunas manipulaciones.

® De igual manera Descartes no justifica su método, sino que se limita a sélo describirlo,
puede encontrar en el Capitulo Il de este trabajo la justificacion y demostracion
matematica del método de Descartes para la resolucion de las ecuaciones del tipo

' —ax+b>=0cona>0 yb>0.
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ACTIVIDAD 5. Trazando una parabola.

MATERIAL:

Cabri Geometrie Plus Il u otro software de geometria dinamica.

ACTIVIDADES:

Sup6n que tienes la siguiente parabola y* =12z . Observa que se trata de una parabola con

eje focal el eje X.

Traza lo siguiente:

N o=

Traza un segmento de longitud b=8 y extremos AV.

Ahora colinealmente traza un segmento de longitud x=2 con extremos Vy F.
Determinamos el punto medio del segmento AF, llamémosle M y con M como centro
trazamos la circunferencia de radio AM.

Traza por V un recta perpendicular a AF que corte a la circunferencia en los puntos P y
Q.

Ahora, si trazamos la recta perpendicular a AF que pase por F y la intersecamos con
las rectas que pasan por P y Q perpendiculares a PQ, encontramos los puntos P’y Q'
respectivamente. Estos seran dos puntos de la parabola.

NOTA: Para ese valor de =z = VF que seleccionamos encontramos P'y Q'.

. Ahora si consideramos otro valor de x =3, permaneciendo fijo el segmento AV, y

procedemos repitiendo los pasos 2 al 5 de manera analoga podemos encontrar otros
puntos P"y Q" que pertenezcan a la parabola.

De esta manera encontramos por lo menos cinco puntos de la pardbola, que son: V, P’,
P”, Q' y Q"”, y que necesitamos para que con Cabri encontremos una coénica.

¢,Qué conica se forma?
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10. ¢ Qué pasa si modificamos el segmento AV?

11.¢Quién es el segmento AV?

Figura obtenida de la actividad 5.
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ACTIVIDAD 6. Jayyam y la ecuacion cubica.

MATERIAL:

o Cabri Geometrie Plus Il u otro software de geometria dindmica.

ACTIVIDAD:
Supongamos que tenemos la siguiente ecuacion y’+4y =2donde b=4 y c¢=2, y

gueremos resolverla. Trazar lo siguiente:

1. Trazar una pardbola de lado recto \/_ZAV, es decir, AV =2. (Ver actividad

anterior).
2. Trazar un segmento % =VC,esdecir, VC = % perpendicular a AV que pase por V.

3. Tracemos una circunferencia de diametro VC, tangente a AV.
4. Sea R el punto de interseccion de la circunferencia con la parabola y S el pie de la
perpendicular al didmetro de la circunferencia del punto 3 desde R.

5. Mide la longitud del segmento V'S .
6. Sustituye el valor de la longitud en la expresiéon que tenias al principio y* +4y =2 vy

realiza las operaciones ¢ Qué observas?

7. ¢Qué puedes concluir o decir del método?

8. ¢La circunferencia siempre va atocar a la parabola? Justifica tu respuesta.
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CONCLUSIONES

Se ha dado la representacion geométrica de la solucion de una ecuacién de segundo
grado y una de tercer grado, se han querido conjugar Yy relacionar las dos demostraciones.

El orden en que se presentd, logicamente no fue asi, pues como sabemos Descartes es
cronol6gicamente posterior a Jayyam, pero la relacién entre resolver la cuadratica =* —a =0
y la clbica y*+bz=c, con a>0, b>0 y c>0 estd estrechamente relacionada con la

proposicién 8 del Libro VI de los Elementos de Euclides.

A lo largo de la Historia de la Matematicas y basicamente a partir de la Epoca Heroica, los
matematicos trataron de resolver problemas con regla y compas, esta condicion se fue
heredando a través del tiempo y matematicos posteriores consideraban resolver problemas
algebraicos con representaciones geomeétricas. Lograron resolver ecuaciones cuadraticas,
cubicas y de cuarto grado algunas reduciéndolas a ecuaciones cuadraticas, estas soluciones
se fueron dando por casos, es decir, no dieron una construccién geométrica para resolver la
ecuacion de forma general, dado que sélo consideraban los casos donde las raices fueran
numeros positivos dada la naturaleza de trabajar con segmentos, que consideraban como
positivos. En cuanto a las ecuaciones de quinto grado, que son las que naturalmente
seguirian por resolver, se encontraron con la dificultad de no poder encontrar su
representacion geométrica. Pero no quisieron detenerse y al paso del tiempo tuvieron que
dejar de pensar en solo regla y compas y descubrir nuevas Matematicas para encontrar que

era imposible resolver ecuaciones de quinto grado con una construccion a regla y compas.

Como se menciond anteriormente, a la luz de las experiencias adquiridas en el empleo de
estas ideas, llevadas como talleres para la formacion de profesores. Consider6é que, dados
los resultados y comentarios favorables de los profesores que asistieron, podemos
implementar estas ideas para que los profesores profundicen en un concepto matematico,
ademas que creo enriquecera su conocimiento y ampliara su vision eslabonando diversos

temas de distintas areas de las Matematicas.

Asi los profesores adquiriendo mas formacion, puedan plantear a sus estudiantes nuevas

actividades, como trazar las figuras o promuevan reflexiones sobre los procesos historico-
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matematicos de las definiciones, conceptos, férmulas y técnicas que ensefilamos en las

aulas.

Concretamente, se pueden diseflar secuencias didacticas en las que los alumnos
construyan, paso a paso Yy utilizando algin paquete de geometria dinamica (como Cabri
Geometré plus Il) los algoritmos geométricos aqui presentados para, desde calcular la raiz
cuadrada de un numero positivo, hasta resolver ecuaciones de grado tres, estimulando de
este modo la exploracion e investigacion por ellos mismos de ciertos aspectos del

pensamiento y quehacer matematico.

En este caso se ha dado una interpretacion geométrica a una ecuacion algebraica, siendo
gue historicamente asi se comenzaron a trabajar las ecuaciones. De esto modo, se ha
guerido dar pie a generar nuevas inquietudes por descubrir mas Matematicas a traves de su
Historia, promoviendo el estudio del origen de las ideas, conceptos y definiciones que hoy en

dia usamos.
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APENDICE 1

La Géometrie

de René Descartes

Edicion facsimilar del original francés de la obra La Géometrie de René Descartes, primera
edicion de 1637. Tomada del libro La Geometria. René Descartes. Editorial Limusa. 1997.

Primera Edicion.

Los numeros de pégina corresponden a las paginas donde aparecen notas marginales en el original
francés de la edicion de 1637, donde La Geometria se public6 como apéndice de El Discurso del

Método; es por esto que comienza en la pagina 297.
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P S R T

287

L A

GEOMETRIE.
LIVRE PREMIER.

Des probiefmes qion peut conftruire [ans
_y employer gue des cercles ¢ des
lignes drostes

e
i;"%": ':,~
Q{T é‘ B ftre lalongeur de quelques lignesdroites,
RS9 & P pour les conftruire.
Et comme toute ' Anithmetique n'eft compofée, que comme:

: ) _ o im
de quatre ou cinq operations, qui font I'Addition, lal¢ gl

Onselbeondirn la Mnleinlicatinn  la TNiniltAn Qe VT Dwerra. v .
DUUILL AW, AWV, 16 ATAUWIMIPUILALIVU § & LJIULINIVLL S L | ALia™ Thmetls

&ion des racines, qu’on peut prendre pour vae efpece 1-:):? 'I:‘cm
de Diuifion : Ainfi n"aton autre chofe a faire en Geo- auxope-
metrie touchant les lignes qu'on cherche, pour les pre- 22‘::;“
parer a eftre connués, que leur en adioufter d’autres , ou e
enofter, Oubien en ayant vne, que 1e ntommeray I'vouté.

pour larapporter d’astant mieux aux nombres , & qui
peutordinairement eftre prife a difcretion, puis en ayant

encore denx autres, en trouuer voe quatriefme, qui foit

al'vne de ces deux,comme Pautre eft al'vnité, ce quieft

le mefme que laMultiplication ; onbien en trouuer vne
quatriefme, qui{oital'vne de cesdeuz, comme I'vnite

Pp el
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2908 La GEOMETRIE,
eft al'autre, ce qui eft le mefme que la Divifion; ou enfin
trouuer vne,on deux ,ou plufieurs moyennes proportion-
nelles entre I'voité, & quelque autre ligne; ce quieftle
me{me que tirer la racine quarrée, on cubique,&c. Et ie
ne craindray pas diintroduire ces termes d'Arithmeti-
que en la Geometrie , affin de me rendre plus intel-
ligibile,
LaMulsi- Soit par exemple
plication. - A Bl'vnité, & qu'il fail-
le multiplier BD par
C B C, ien"ay quiaioindre
les poins A & C, puisti-
rer DE paralleleaCA,
& BEeft le produitde
cete Multiplication.
Ls Divi- Onbiensil faut divifer BE par BD, ayant ioint les
e poins E& D, ie tire A C parallele a DE,&BCeftle
¢ Exeea. Produit de cete divifion.

&iondela Ou s'il faut tirer la racine
racine ¢

i quarrée de GH ie luy ad-
ioufte en ligne droite F G,
qui eft 'vnite, & divifant F H
ooE TR H en deux parties efgales au
point K, du centre K ie tire
le cercle F1H, puiseflenant du point G vne ligne droite
jufques 2 1,2 angles droits fur FH, c’eft GI laracine
cherchée. Ienedisrienicyde laracine cubique, nydes
autres, 2 canfe que i'en parleray plus commodement cy

_ aprés,
S:_';:‘uf Mais fouuent onn’a pas befoin de tracer ainfi ces li-
gue

D A
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LivRe PREMIER. 299

gnes fur le papier, &ilfuffift de lesdefigner par quelques .., 4,
lettres, chaftune par voe feule. Comme pour adioufter i
laligneB DaGH, ie nomme I'vne s & l'autre §,8 efcris e

a-+ b; Et a-- b,pour fouftraire 6 d’ a; Et 4 5, pouries mul-
tiplier'vne par l'autre; Et 3, pour diviferaparé ; Et aa,

ou 4, pour multipliers par foy mefme; Et ai_, pour e
maltiplier encore vne fois par 2, &ainfi a l'infini ; Et

e
- 1

z 2
V s+ b, pour tirer la racine quarrce d' & -~ & ; Et

' C.a-- b’——f—aﬁ b, pourtirerla racine cubique d’a 1-6!
~+abb, & ainfidesautres.

2

Oiilefta remarquer que par 2 ou & ou femblables,
ie ne congoy ordinairement que des lignes toutes fim-
ples, encore que pour meferuir des noms vfités enl'Al-
gebre, ie les nomme des quarrds ou des cubes, &c.

Ileft aufly a remarquer que toutes les partiesd’vne
me{me ligne,fe doiuent ordinairement exprimer par aue
tant de dimenfions I'vne que l'autre, lorfque 'vaiten’eft

. . 3
point déterminee enla queftion, comme icy a en con-

tientautantqu’ s 44 ou b;dont fe compofe la ligne que

i'ay nommée V'C. a-- b + abb: mais yue ce n'eft
pas de mefme lorfque I'vnité et deéterminée, a caufe
qu'elle peut eftre foufentendue par toutouilya trop ou
trop peude dimenfions : comme s'il faut tirer la racine
cubique de zabb--4, il faut penfer que la quantité
aa b b eft dinifée vne fois par I'vnite, & que l'autre quan-

tité b eft multiplide deux fois par la mefme.
Ppa Au
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3a0 La GEOMETRIE.

Au refte affin de ne pas manquer a fe foutenir des
nomsde ceslignes, il en faut toufiours faire vn regiftre
fepar¢ , 2 mefure quon les pofe ouquion les change,
efcrivant parexemple.

AB 01, ceftadire,ABefgalar.

GH >«

BD 5, ‘zc.

cemmé: Ainfi voulant refoudre quelque problefme, on doit d’a-
ilfaue ve- hord le confiderer comme defia fait, & donner des noms
Equatis a tontes les lignes, quifemblent neceflaires pour le con-
qu & g oire, aufly bien acelles qui font inconnués , qu'aux

uent arg-
foudre les ageres. Puis fans confiderer aucune difference entre ces

POl Jignes connués, & inconnués, ondoit parcounrla diffi-
culté, felon 'ordre qui monftre le plus naturellement
de tous en qu'elle forte elles dependent mutuellement.
les vnes des aatres, infques a ce qu’on ait trouuc moyen
‘d’exprimer vne mefme quantit¢'en denx fagons: ce qui
fe nomme vae Equation; carles termes de I'voe de ces
deux fagons font efgaux aceux de l'autre. Et on doit
tronuer autant de telles Equations,qu’on2 (uppofle de li-
gncs, qui eftoientinconnueés. Qubiens’ilnes’en tronue
pas tant, & que nonobftant on nometteriende ce qui eft
defiréen la queftion,celatefmoigne quelle n'eft pasen-
tierement determinde. Et lors on peut prendre a difcre-
tion des lignes connués, pour toutes lesinconnués auf-
qu'elles ne correfpond 2ucune Equation. Aprés celas’il
enrefte encore plufieurs , il fe faut feruir parordrede
chafcune des Equations qui reftent aufly , foit en la con-
fiderant toure fenle,foit enla comparant auec lesautres,
pour cxpliquer chafcune de ceslignesinconnués; & faire

ainfi
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LivrRe PREMIER, 301
ainfi enlesdemeflant , qu'il n'en demeure qu'vne feule,
efgalea quelque autre, qui foit connué , oubien dont le
quarré, oule cube, onle quarréde quarré, oule furfoli-
de, oule quarrdde cube, &c. {oitefgal a ce, qui fe pro-
duift parl'addition, ou fouftraction de deux ou plufieurs
autres quantites , dont I'vne foit connué , & les autres
foient compofées de quelques moyennes proportions
nellesentrel'vaité, & ce quarré, ou cube , ou quarrd de
quarré, &c. multiplices par d’autres connués. Ce que i'e-
fcris en cete forte.

2 2 b. ou

3®--a 3 +bb.on

{3:10 +a 3 +bbz-- ¢, ou

5{4::) a qj - c,{—i- d.‘ &c.

C'eftadire, g, que ieprens pour {a quantit inconnué,
cft efgaléab, oule quarré de z eft efgal au quarré de &
moins s multiplid par z. ou le cube de z eft efgali o
multipli¢’par le quarrede z plus le quarre de & multiplid
par zmoinslecube de ¢, & ainfi desaurres.

Et on peut toufiours reduire ainfi toutes les quantités
inconnues 2 vne feule, lorfque le Problefme fe peut con-
ftruire par des cercles & deslignesdroites, ou aufly par
desfections coniques,ou mefme par quelque autreligne
qui gte foit que d'vn ou deux degrés plus compofée. Mais
ie ne m'arefte point a expliquer cecy plus en detail, a
caufe que ie vous ofterois le plaifir de 'apprendre de
vous mefme, & !'vtilité de cultiner voftre efprit en vous
y exerceant, qui eft a mon auis la principale,qu’on puifle

Pp 3 tiret
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urer de cete fcience. Anfly queienyremarqueriende
fi difficile, que ceux quiferont vo peuverfés en la Geo-
metrie commune, & enl'Algebre, & qui prendront gar-
de atout ce quieft ence traitd, ne paiffent trouver.
C’eft pourquoy ie me contenteray icy de vous auer-
tir, que pourvii qu'en demeflant ces Equations on ne
manque point a fe feruir de toutesles diuifions, qui fe-
ront poflibles, on aura infalliblement les plus fimples
termes,aufquels l2 queftion puiffe eftre reduite,
Quels Et que fi elle peut eftre refolue par la Geometrie ordi-

foncles ;

proble- naire, c’eft a dire,enne fe feruant que de ligoes droites

mesplans o i culairestracées furvaefoperficie plate, lorfque la
derniere Equationaura efté entierement dé meflée,iln’y
reftera tout anplus qu'vn quarréinconnu, efgal a ce qui
fe produift de I'’Addition, ou {fouftraction de faracine
multiplice par quelque quantitéconnue , & de quelque
autre quantiteanfly connue

Com-  Etlors cereracine, ou ligne inconnue {e trouue ayfe-
ment ils

& efol. ment. Carfifayparexemple

o . x0az+bb
o.-"',. \ iefais le triangle reGtan-
e 3 gle N L M, dont le co-
i fteL Meft efgal 2 bra-
,_ cine quarrée de Ja quan-

tité connue b4, & lau-
w treLNeft § s, lamoi-
ti¢ de l'autre quantite
connue, qui eftoit multiplice par g que ie fuppofeeftrela
ligne inconnue. puis prolongeant M N labaze de ce tri-
angle,
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angle, iufquesa O, en forte qu'N O foitefgalea NL,
latoute OM eft £ laligne cherchée. Et elle s’exprime
en cete forte

RVza- V' iaa—+ bb.

Quefiiayyy 20 -- ay -4 &b, & qu'y foit la quantité
qu'il fauc trouuer , ie fais le mefine triangle re&tangle
NL M, &defabaze MNi'ofte NPefgalea NL, &!le
refte P M eft y la racine cherchéde. De fagon que iay
y 0 - 38 -+ v .;.m Ettout de mefme fi.i'a-

4 1 i H
Uols ¥ 0 -- ax =+ b. P M {eroit ». & iaurois

x0 V -za=+1V saa+ bb: & ainfi des autres.
Enfin fii'ay

Nr 20 43 --bb:
ie fais NLefgale2 $ 2, &L M
efgale 3 b come deuir, puis,au lien,
N deioindreles poins M N , ie tire
M QR paralleleal N. & ducen-
tre N par L ayant defcrit vn cer-
Q . f

:’ cle qui la couppe aux poins Q &
, x R, laligne cherchée z et M Q2

oubié M R, carencecaselle s'ex-

prime en deux fagons,afgauociry o s a=+ 7" faa--44,

& oja--7 jaa--bb

Etfile cercle, quiayant fon centre au point N, paffe
par Ie point L, ne couppe ny ne touche la lignedroite
MQR, iln'yaaucune racine enl'Equation, de fagon
qu’on peut affurer que la conftru@ion du problefms

f€efti fiible.
propofé eft impo s
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Au refte ces mefmes racines fe peuuent trouuer par
vie infinitd d’autres moyens , & i'ay feulement veula
mettre ceux cy, comme fort fimples, affin de faire voir
qu’on peut conftruire tousles Problefmes de Ia Geome-
trie ordinaite, fans faire autre chofe que le peu qui eft
comprisdans les quatre figures quei'ay expliquées.  Ce
queie necroy pas que lesanciens ayent remarqué. car
autrementilsn’euflent pas prisla peine d’en efcrire tant
degrosliures, oule feul ordre de leurs propofitions nous
fait connoiftre qu’ils n’ont point cu lavraye methode
pourles trouuer toutes,mais qu'ils ont feulement ramaf-
f¢celles qu'ilsont renconerees.

g:;ﬂéile Et on le peut voir aufly fort clairement de ce que Pap-
Pappus. PUS 2Mis aucommencement de fon {eptiefme liure, ou
apres s'eftre areft¢ quelque tems a denombrer tout ce
quiauoit efte efcriten Geometrie par ceux qui l'auoient
precede, il parle enfind voe queftion , quil dit que ny
Euclide, ny Apollonius, ny aucun autre n'auoient fcen
entierement refoudre. & voycy fes mots.
Te cite Ruem sutem dicit (Apollonius) in tertio libro locum ad
P s e, & quatuor lineas ab Euclide perfettum non effe , neque

ver[ien la-
“"’{5"“ le ipfe perficere poterat ,neque aliquis alius+: fed meque pau-
:;; ﬁ:t lulum quid addereiss, que Euclides feripfit,per ea tantum
;’Z:fi’:;g conica , queufque ad Euclids tempora premonftrate
plus zjf-fmit, .
et Lt vn peu aprds il explique ainfi quelle eft cete que-
ftion.
At locus adtres, & quatuor lineas , in quo ( Apollonius)
magnifice [eiattat, & oftentat,nulla habita gratiz et , qui
prius feripferar , eft hujufmods.  §ipofitione datrs tribus

reftis
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[8]

Tabla de las Materias
de la Geometria

Libro Primero

PREFACIO

PROBLEMAS QUE PUEDEN CONSTRUIRSE EMPLEANDO
SOLO CIRCUNFERENCIAS Y LINEAS RECTAS

Apostillas*

Cémo se relaciona el cileulo aritmético con las operaciones
de Geometria

Como se efectian geométricamente la multiplicacion, division y
raiz cuadrada

Coémo pueden usarse nimeros en Geometria

Cdémo establecer ecuaciones que sirven para resolver los problemas
Cuiles son los problemas planos y ¢6mo se resuelven

Ejemplo tomado de Pappus

Respuesta al problema de Pappus

Cémo deben escribirse los términos para establecer la ecuacion
en este ejemplo

Pdgina

13

13

13
13
14
15
17

18

19

* Aqui las apostillas desempefian el papel de pardgrafos, que se sefialan seriadamente con un nimero ardbigo en

paréntesis rectangular, en los margenes de las paginas correspondientes.
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LiBro PrRiMERO

La Geometria de René Descartes
LIBRO1

PROBLEMAS QUE PUEDEN CONSTRUIRSE EMPLEANDO
SOLO CIRCUNFERENCIAS Y LINEAS RECTAS

CUALQUIER problema en geometrfa puede reducirse ficilmente a términos tales
que un conocimiento de las longitudes de ciertas lineas rectas es suficiente para su
construccién. Como la aritmética consiste en s6lo cuatro o cinco operaciones, a [1]
saber, suma, resta, multiplicacién, divisién, y la extraccion de raices, que puede
considerarse una especie de divisién, de manera que, en la geometria, para encon-
trar lineas requeridas es meramente necesario sumar o restar otras lineas; o de otra
forma, tomando una linea que llamaré unidad para relacionarla tanto como se
pueda a nimeros, y que, en general, puede escogerse arbitrariamente, y habiendo
dado dos lineas mds, encontrar una cuarta que serd a una de las lfneas dadas como
la otra es a la unidad (que es lo mismo que la multiplicacién); o bien, encontrar una
cuarta linea que sea a una de las lineas dadas como la unidad es a la otra (lo que es
equivalente a la divisién); o, finalmente, encontrar una, dos, o varias medias pro-
porcionales entre 1a unidad y alguna otra linea (que es lo mismo que extraer 1a raiz
cuadrada, la raiz cibica, etc., de la Iinea dada). Y no he de dudar en introducir estos
términos aritméticos en la geometria, en bien de la mayor claridad.
Por ejemplo, tomese AB como unidad, y sea requerida para multiplicar BD por [2]
BC. S6lo tengo que unir los puntos A y C, y trazar DE paralela a
CA; entonces BE es el producto de BD y BC.
Si es necesario dividir BE entre BD, uno E y D, y trazo
AC paralela a DE; entonces BC es el cociente de esta divisi6n.
Si se desea la raiz cuadrada de GH, sumo, sobre la misma c
linea recta, FG igual a la unidad; entonces, bisectando FH en
K, describo 1a circunferencia FIH alrededor de K como centro,
y trazo a partir de G una perpendicular y la extiendo hasta I, y
GI es la rafz requerida. No hablo aqui de la rafz cubica, pues D A B
hablaré més tarde de ellas, de una forma md4s conveniente. Figura 1
A menudo es innecesario, pues, trazar las 1fneas sobre papel, sino que es sufi- [3]
ciente designar a cada una mediante una sola letra. Asi, para sumar las lineas BD y
GH, llamo a una a y a la otra b, y escribo a + b. Entonces a — b indicard que b se
resta de a; ab que a es multiplicada por b; % que a se divide entre b; aa 0 a2 que a

E

s¢ multiplica por si misma; a3 que este resultado se multiplica por a, etc., 13
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indefinidamente. Si quiero extraer la raiz cuadrada de a* + b2,
escribo Va2 + b2, Si se desea extraer la raiz cdbica de @3 — b +
al2, escribo Va? — b3 + ab?, y de forma similar para las demds
raices. Aqui debe observarse que por @2 b3,y expresiones simi-
H lares. ordinariamente me refiero sélo a lincas simples, que, sin

I
P G K
Figura 2

14

(4]

embargo, llamo cuadradas, cabicas, ctc., de manera que hago uso
de los términos empleados en dlgebra,

Debe notarse también que todas las partes de una sola linea deben siempre
expresarse mediante ¢l mismo nimero de dimensiones siempre que la unidad
provista no s¢ determine por las condiciones del problema. Asi, 3 contiene tantas
dimensiones como ah? o b3, siendo éstas las partes componentes de la linea a la
que he llamado a2 — b’ + ab?. No es, sin embargo. 1o mismo cuando la unidad
se determina, pues la unidad puede siempre entenderse, aun cuando haya dema-
siadas o demasiado pocas dimensiones: asi, si fuesc necesario extraer la raiz
ctibica de a2b? — b, debemos considerar que la cantidad a*b? se divide una vez
entre la unidad, y que la cantidad b multiplicada dos veces por la unidad.

Finalmente, para que podamos esira seguros de recordar los nombres de esias
lincas, siempre se debe hacer una lista separada, tan a menudo como se designen ¢
cambien nombres. Por ejemplo, podemos escribir, AB = 1, esto es, AB es igual a 1;
GH=a, BD = b, clc.

Si, entonces. queremos resolver un problema cualquiera, suponemaos
primero que la solucion se ha efectuado ya, y damos nombres a todas las lineas
(ue¢ parczcan necesarias para su construccion, —tanto a las conocidas como a las
desconocidas. A continuacion, sin distinguir entre lineas conocidas y desconoci-
das. debemos desembrollar la dificultad de cualquicr manera que muestre, de
forma mds natural, las relaciones entre estas lineas, hasta que encontremos posi-
ble expresar una sola cantidad de dos formas. Esto constituird una ecuacion,
puesto que los términos de una de estas dos expresiones son juntos iguales a los
términos de la otra.

Debemos encontrar tantas ecuaciones como se supone que hay lineas des-
conocidas, pero, si después de considerar todo lo involucrado, no pueden encon-
trarse muchas, es evidente que la cuestion no estd enteramente determinada. En tal
caso, podemos escoger arbitrariamente lineas de longitud conocida para cada linea
desconocida a la que no corresponda ninguna ecuacion.

Si hay varias ecuaciones, debemos usar cada una en orden, ya sea consi-
derdndola sola o compardndola con otras, para obtener un valor para cada una de
las lincas desconocidas; y, por ello, debemos combinarlas hasta que quede una
sola linea desconocida que sea igual a alguna linea conocida, o cuyo cuadrado,
cubo, cuarta potencia, quinta, sexta, cic., sea igual a la suma o diferencia de dos
o més cantidades, una de las cuales sea conocida. mientras las otras consisten en
medias proporcionales entre la unidad y este cuadrado, o cubo, O cuarta poten-
cia, etc.. multiplicadas por otras lineas conocidas. Puedo expresar ¢sto como
sigue:
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z =P,

@2 =—az+ b,

2= a2 + h2z— (8,

z¥ = g8 — 3z + o4, etc,

Esto es, z, que tomo por cantidad desconocida, ¢s igual a b; o, el cuadrado de = es
igual al cuadrado de b disminuido en multiplicada por z; 0, el cubo de z es igual a
@ multiplicada por el cuadrado de z, mds el cuadrado de b multiplicada por z, dis-
minuida en el cubo de ¢; y similarmente para las demds.

Asl, todas las cantidades desconocidas pueden expresarse cn términos de una
sola cantidad, siempre que el problema pueda construirse por medio de circunfe-
rencias y lineas rectas, o mediante secciones cénicas, o incluso mediante alguna
otra curva de grado no mayor al tercero o cuarto.

Pero no he de detenerme a explicar esto en mds detalle, pues le privarfa del
placer de investigarlo por sf mismo, asf como de la ventaja de entrenar su mente
trabajando en ello, que en mi opinién es ¢ mayor beneficio que de esta ciencia
debe obtenerse. Puesto que no encuentro aquf algo tan dificil que no pueda solu-
cionar cualquiera que conozca algo de la geometria ordinaria y del dlgebra,
quien considerard cuidadosamente todo lo que en este tratado se expone.

Debo, por lo tanto, contentarme con la declaracion de que si el estudiante, al
resolver estas ecuaciones, no deja de hacer uso de la divisién dondequiera que sea
posible, seguramente alcanzard los términos mds simples a los que el problema
puede reducirse,

Y si puede resolverse mediante la geometrfa ordinaria, es decir, a través del  [5]
uso de lineas y circunferencias trazadas sobre una superficie plana, cuando la Glti-
na ecuacion haya sido totalmente resuelta, quedard a 1o mucho s6lo el cuadrado de
una cantidad incégnita, igual al producto de su raiz por alguna cantidad conocida,
aumentada o disminuida por alguna otra cantidad también conocida. Enseguida,
esta raiz o linea desconocida puede encontrarse f4cilmente. Por ejemplo, si
tengo > = gz + b2, construyo un tridngulo recto NLM con un lado LM, igual a
b, la rafz cuadrada de la cantidad conocida 42, y el otro lado, LN, igual a i a,
esto es, a la mitad de la otra conocida que fue multiplicada i
por z, que supuse ser Ja linea desconocida. Entonces, pro-
longando MN, Ia hipotenusa de este tridngulo, hasta O, de
manera que NO sea igual a NL, la linea entera OM es la
linea requerida z. Esto se expresa de la manera siguiente:

1 I .
= —as [—pr+ bh? L M
2" "4 ' k
Figura 3
Pero si tengo y2 = — ay + b2, donde y es la cantidad cuyo valor se desea,
construyo el mismo tridgngulo rectdngulo NLM, y sobre 1a hipotenusa MN trazo 15
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L

Figura 4

16

&

NP igual a NL, y la restante PM es y, la raiz deseada. Asi, tengo
R | i = mm
= - — — 2 2
y 5 a+ | 4 ar + b2,
De la misma forma, si tuviera

= —ax? + b2

PM seria A? y deberia tener

y de forma similar para otros casos. ;
Finalmente, si tengo z2 = az — b2, hago NL igual a 5 a'y LM igual a b como

antes; enseguida, en vez de unir los puntos M y N, trazo MQR paralela a LN, y con
N como centro describo una circunferencia a través de L cortando MQR en los
puntos Q y R: a continuacion, z, la linea buscada, es MQ o MR, pues en este £aso
puede expresarse de dos maneras, a saber:

i 1
p= =g+ — 2—h?

2

[

b — i
V4

I

t\)|-—-

ta

az—h2

¥ si la circunferencia descrita alrededor de N y que pasa a través de L ni corta
ni toca a la linea MQR, la ecuacion no tiene raiz, de manera que podemos decir que
1a construccion del problema es imposible.

Pueden encontrarse estas mismas raices a través de muchos otros métodos; he
dado estos muy simples para mostrar que es posible construir todos los problemas
de la geometria ordinaria haciendo sélo la pequefia cobertura en las cuatro figuras
que he explicado. Esto es algo que creo que los matemdticos antiguos no obser-
varon, pues de otra forma no habrian puesto tanta labor en escribir tantos libros en
los que la secuencia misma de las proposiciones muestra que no tenfian un método
seguro de encontrar todo, sino que mas bien reunfan todas las proposiciones a las
que habifan llegado por accidente.
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Esto es también evidente de 1o que Pappus ha hecho en el principio de su sép-
timo libro, donde, después de dedicar espacio considerable a una enumeracién de
los libros sobre geometria escritos por sus predecesores, se refiere finalmente a una
Cuestion que dice que ni Euclides ni Apolonio ni nadie més ha podido resolver
completamente; y estas son sus palabras:

“Quem autem dicit (Apollonius) in tertio libro locum ad tres, & quatuor lin-,
eas ab Euclide perfectum non esse, neque ipse perficere poterat, neqe aliquis
alius; sed neque paululum quid addere iis, quod Euclides SCFIpsil, per era tantum
conica, quousque ad Euclidis tempora pramonstrata sunt, &c.” (N

Un poco miés adelante, plantea la cuestién como sigue:

“At locus ad tres, & quator lineas, in quo (Apollonius) magnifice se jactat,
& ostentat, nulla habita gratia ei, qui prius scripserat, est hujusmodi. Si posi-
tione datis tribus rectis lineis ab uno & eodem puncto, ad tres lineas in datis
angulis recie linee ducantur, & data sit proportio rectanguli contenti duabus
ductis ad quadratum reliquoe: punctum contingit positione datum solidum
locum, hoc est unam ex tribus conicis sectionibus. Et si ad quatour rectas lineas
positione datas in datis angulis linew ducantur; & rectanguli duabus ductis con-
tenti ad contentum duabus reliquis proportio data sit; similiter punctum datum
coni sectionem positione continget. Si quidem igitur ad duas tantum locus
planus ostensus est. Quod si ad plures quam quator, punctum continget locos
non adhuc cognitos, sed lineas tantum dictas; quales autem sint, vel quam
habeant proprietatem, non constat: earum unam, neque primam, & qua mani-
festissima videtur, composuerunt ostendentes utilem esse. Propositiones autem
isparum de sunt.

“Si ab aliguo puncto ad positione datas rectas lineas quinque ducantur
recta linea in datis angulis, & data sit proportio solidi parallelepipedi rectan-
guli, quod tribus ductis lineis continetur ad solidum parallelepipedum rectangu-
lum, quod continetur rekliquis duabus, & data quapiam lineq, punctum posi-
tione datam lineam continget. Si autem ad sex, & data sit proportio solidi tribus
lineis contenti ad solidum, quod tribus religuis continetur; rursus punctum con-
tingent positione datam lineam. Quod si ad plures guam sex, non adhuc habent
dicere, an data sit proportio cujuspiam contenti quator lineis ad id quod reliquis
continetur, quoniam non est aliquid contentum pluribus quam tribus dimension-
ibus.” (2)

Aqui le ruego que observe de pasada que las consideraciones que forzaron a
los antiguos escritores a usar términos aritméticos en geometria, haciéndoles asi
imposible proceder allende un punto donde pudieran ver claramente 1a relacién
entre los dos sujetos, causé mucha obscuridad y bochorno, en sus intentos por
explicar,

84

LiBRO PRIMERO

(6]

17



	PORTADA
	HOJA DE FIRMAS
	ÍNDICE
	INTRODUCCIÓN
	1. PROPUESTA DIDÁCTICA
	2. DESCARTES Y LA ECUACIÓN CUADRÁTICA
	3. LA PARÁBOLA Y SU PARÁBOLA
	4. OMAR JAYYAM Y LA ECUACIÓN CÚBICA
	5. ACTIVIDADES PROPESTAS
	BIBLIOGRAFÍA
	APÉNDICES

