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RESUMEN

En el presente escrito, el lector podr4 encontrar una presentacion sencilla y
precisa de los fundamentos de la teoria de juegos. El trabajo se llevo a cabo a
partir de dos vertientes del conocimiento, un enfoque filoséfico y una perspectiva
matematica; la convergencia surge con el fin de explicar con formalidad, al tiempo
que se exponen los problemas que la teoria encuentra en sus formulaciones vy
aplicaciones.

En el transcurso del texto se pueden distinguir, a grosso modo, tres partes: la
primera a modo de bagaje expositivo sobre los temas suficientes para proceder a
la segunda parte, que contiene la constitucion de la teoria de juegos per se, con
sus conceptos, clasificaciones y axiomas; para concluir en una ultima parte, en
donde se exponen algunos de los resultados de la teoria de juegos y se propone
un modelo de consideracion del riesgo, e igualmente se discuten los problemas
practicos y teoricos de la teoria de juegos a partir del andlisis axiomatico.

La primera parte servird de contexto previo al lector, la explicacion de las
matematicas necesarias para entender las formulaciones mas complejas de la
teoria de juegos, y las teorias anteriores de las que se vale para establecer sus
propios axiomas y presupuestos. También se encontrard un capitulo en el que se
estudiara qué son los axiomas, como se relacionan con las teorias y qué son las
teorias en general y como estas difieren con respecto a las teorias axiomatizadas.

Dentro de la segunda parte se hallara la definicion de los conceptos
fundamentales de la teoria de juegos, para con ello hacer una precisa distincién
entre todos los componentes de un juego. Ademas, una vez claros los elementos
de los juegos, se explican las diferentes clasificaciones de los mismos y la
importancia de su distincion. Por altimo, una formulacion axiomatizada de la teoria
de los juegos y algunas formas de representacidén de los mismos se exponen.

Para concluir, en la tercera parte se exponen los primeros resultados que surgen
de la teoria, lo que incluye una breve y superficial explicacion de las estrategias
mixtas y el teorema del equilibrio generalizado de Nash; asi como una discusion
de la teoria de juegos en su papel de teoria axiomatica y la exposicion de un
modelo sencillo para la consideracién del riesgo en la toma de decisiones.

El trabajo finaliza con la presentacion de las conclusiones que se obtuvieron al
realizar esta investigacion, que exhibe una teoria tan compleja y aplicable como lo
es la teoria de juegos.



ABSTRACT

In the present paper the reader will find a simple and precise presentation of the
foundations of game theory. The work takes place under two different aspects of
knowledge, a philosophical approach and a mathematical perspective; the
confluence comes with the purpose of explaining in a formal manner, and yet
exposing the problems that the theory meets in its formulations and applications.

Throughout the writing it is discernible, roughly, three different parts: the first one
as the background knowledge about the sufficient themes to proceed to the second
part, which contains the constitution of game theory per se, with its concepts,
classifications and axioms; all to conclude with the third part, in where the results of
game theory are presented and a risk consideration model is proposed; moreover,
the theoretical and practical problems in game theory are discussed from the
axiomatic analysis.

The first part will function as context to the reader, the explanation of the
mathematics that are needed in order to understand the further complicated
formulas of game theory, and the previous theories that are employed to establish
its own axioms and assumptions. In addition, a chapter is included in where the
axioms are studied, the way they relate with the theories, what the theories are in
general, and how this lasts differ from the axiomatic theories.

In the second part the definition of fundamental concepts of game theory takes
place to make a precise distinction between all the elements of a game. Also, once
the elements of games are clear, the various classifications of this are made, like
the importance of these distinctions. Finally, an axiomatic formulation of game
theory and some forms or representations of games are described.

To terminate, in the third part the results of the theory are shown, which includes a
brief and superficial explanation of mixed strategies and the strong Nash
equilibrium; whereas a discussion about game theory in its characterization as a
axiomatic theory is made, and a model of risk consideration at a decision point is
displayed.

The essay ends with the presentation of the conclusions obtained during the
development of the investigation, in which is exhibited a complex, and yet
applicable theory as game theory is.
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I. INTRODUCCION

Deben notar que, en algun sentido, toda la ciencia, todo el pensamiento
humano es una forma de juego. El pensamiento abstracto es la neotenia del
intelecto, mediante la cual el hombre es capaz de llevar a cabo actividades
gue no tienen una finalidad inmediata (otros animales solo juegan mientras
son jovenes) para prepararse para estrategias y planes a largo plazo.
[Bronowski, 1973: 432]

Los estudios que sustentan a la teoria de juegos existen a partir de la
teoria ideada por John von Neumman alrededor de 1928 [Luce, D. y Raiffa, H.,
1985: 2], y quizd anteriormente expresado tdcitamente por Borel en 1921
[Myerson, R., 1991: 1] y por Zermelo en 1913 [Schwalbe, U. y Walker, P. (1997)].
El estudio formalizado de los juegos no se constituyé como una teoria matematica

separada de la probabilidad sino hasta el siglo pasado.

Evidentemente, se trata de una teoria matematica muy reciente y que por
ello las referencias y estudios sistematicos aun no se han agotado. Por lo que el
eje rector del escrito; primariamente, serd el de un acotamiento y caracterizacion
acerca de la teoria de juegos. De ahi que en el titulo se hace manifiesto el caracter
que conformara al trabajo: se trata de un acercamiento “exterior’, donde se
permita ver los limites de la estructura que conforma a la teoria de juegos, y a su
vez abordar sus axiomas y requerimientos metodolégicos internos que la

configuran matematicamente.

A lo largo del presente trabajo se encontraran nociones basicas, formulas
matematicas que exigirdn una fundamentacién solida, cuestiones filoséficas
acerca de estos fundamentos, y problemas que surgen a partir de una teoria
aplicable a diversas disciplinas y ramas del conocimiento. Asi mismo, la
compaginacion de la teoria tendra su muy particular punto de vista, confluyendo

términos e ideas de ambas que le haran notar nuevos problemas y soluciones a
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las varias cuestiones que se le puedan presentar a la teoria de juegos dado el

contexto filos6fico-matematico.

La exigencia de una metodologia tal que ambas disciplinas encuentren
puntos de interseccion y que, de igual forma tengan la capacidad de abordar sus
inherentes problematicas y “resultados”, sera la primera tarea. De tal suerte que
de inicio se presentara la forma de trabajar, el abordaje de la teoria y lo que se

espera obtener de la investigacion.

Asi mismo, dada la naturaleza de la tesis a presentar, la principal cuestion
sera la presentacion de la teoria de juegos de manera axiomatizada; por lo que la
explicacion de lo que constituye la axiomatizacion de una teoria, lo qué es
propiamente una teoria y aquello que la hace diferente de una teoria axiomatizada
dard inicio a lo que propiamente sera el cuerpo del escrito. La presentacion de
aquellos conceptos basicos, para la comprension de los axiomas de la teoria de
juegos constituira un punto referencial, sin ser propiamente el objetivo, sino un
requisito indispensable para adentrarse a las definiciones relativas a la teoria de

juegos.

La presentacién axiomatizada de la teoria de juegos vendra a cuento
después de que se haya presentado un bosquejo de la misma, algunos conceptos
fundamentales de la teoria propiamente, asi como las clasificaciones que le daran

real dimensién y mostraran algunas complejidades de la teoria.

Los juegos pueden clasificarse de muchas formas, basandose en distintas
caracteristicas de los mismos, las cuales se convierten en supuestos para el
analisis de ese particular tipo de juego; dichas caracteristicas son muy importantes
en el desarrollo de métodos de solucion del juego y en la formulacion de

estrategias.

La axiomatizacion de la teoria de juegos si bien no supondra la parte mas
extensa del trabajo, si la mas substancial y compleja. La presentacién clara y
concisa de aquellos axiomas de los cuales parte una teoria formal es una tarea

que requiere, como se vera en IV. TEORIAS AXIOMATIZADAS, la implementacion

12



de un lenguaje formal, ademas de varias definiciones que distingan conceptos

aparentemente iguales, entre otras cosas.

Esta presentacion de la teoria de juegos desde sus axiomas permitira la
demostracion de algunos de los teoremas, decidir si algunos de estos axiomas son
deducibles unos de otros, en cuyo caso no seran considerados axiomas, 0 Si
algunos de sus conocidos corolarios son deducibles o no. Por lo que también se
buscara dar una introduccién a las “técnicas de solucién” mas comunes en la
teoria de juegos, tal como la “induccion hacia atras”; y se hara mencion de la
definicion del equilibrio de Nash como resultados importantes de la teoria de

juegos.

El planteamiento desde la filosofia permitira a la investigacion sobre la
teoria de juegos no limitarse a la formalizacion de la misma, abordando también la
revisién de su relevancia como teoria que pretende, en cierta medida, ser aplicada
a situaciones concretas, ademas de discutir algunos problemas que vienen con la
formalizacibn de una teoria, o con la aplicacion de ésta a algunos campos
practicos, etc. Confrontando aquellos axiomas con las situaciones que lo

demandaron, con contrasentidos o situaciones contrafacticas?.

El enfoque que se le dara a este trabajo, sera radicalmente nuevo, en
tanto que se trata de una colaboracion de dos disciplinas para intentar explicar,
cada una dentro de sus propias metodologias y perspectivas, los conflictos de
interés entre individuos con ciertas caracteristicas. Para ello se recurrira a
ejemplos en contextos ya sean dados por la economia, por la ética o alguna otra
rama en la que el conflicto de intereses tenga cabida.

Asi, la pretension del trabajo sera dar un enfoque tanto matematico como
filosofico ya que la teoria de juegos lo permite, dando los parametros propios de

cada disciplina. Los conocimientos matematicos requeridos previamente seran

! Sobre esta nocion se abundara en el apartado X.1 Andlisis de la Teoria como Sistema

Axiomatico, ahora baste mencionar que el concepto de “contrafactico” aqui utilizado hace
referencia a una situacion en la que la teoria hace ciertas suposiciones que llegan a ser una
idealizacion, y que por lo mismo, no responden al fenémeno a explicar o en el que esta se basa.

13



expresados considerando lo anterior, asi mismo el analisis filosofico aportara una
revisién sdlida, esquemaética y sencilla de los problemas sobre los presupuestos

epistemoldgicos de la teoria de juegos.

Se analizard el trabajo descriptivo previo de la teoria de juegos, revisando
estos presupuestos que pretenden hacer posible la teoria de juegos, y los axiomas
bajo los cuales se rige el modelo tedrico. Haciendo la reflexion del por qué de
estos supuestos y en qué circunstancias estos permiten —o no— la aplicacion de

la teoria.

La intencion es que, ademas de hacer la descripcion de la teoria de
juegos, estos presupuestos (que podrian resultar un tanto confusos, triviales e
inclusive problematicos para el desarrollo de la teoria) se justifiguen a través de

una inquisicion minuciosa desde la filosofia de la ciencia.

En torno al titulo de la tesis, la forma en que usualmente se aproximan
valores en las matematicas es acotando el entorno de valores que puede tomar la
variable; eso es lo que se procurard en este trabajo, empezando por delimitar lo
que debe y lo que no debe ser considerado teoria de juegos, siguiendo por
determinar el conjunto de los juegos de los que se esta tratando mediante

definiciones y clasificaciones.

I.1 ¢,Qué no es la Teoria de Juegos?

El sugerente titulo de “teoria de juegos” a veces subestima la enorme
variedad o aplicabilidad de la que esta teoria matematica goza. Cuando
nombramos la palabra “juego” automaticamente se piensa en juegos de mesa lo

cual no es del todo errado.

En efecto, la teoria de juegos si habla acerca de los “juegos de nifios”, de

los juegos de mesa que juegan los adultos y otras actividades que pueden ser
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definidas como un juego, como lo hace la teoria de juegos, pero no solo sobre
ellos pues se trata de una abstraccion acerca de lo que todos los juegos
comparten: el conflicto de intereses entre seres racionales que buscan prevalecer

de alguna manera, tal como sefiala Roger Myerson.

La teoria de juegos puede ser definida como el estudio de los modelos
matematicos de los conflictos y la cooperacion entre agentes racionales e
inteligentes que toman decisiones. La teoria de juegos provee de técnicas
matematicas generales para analizar situaciones en la que dos individuos
toman decisiones que influirdn en el bienestar del otro. [1991: 1]

Evidentemente, los juegos de mesa entran en esta improvisada y
resumida definicién, pero la teoria de juegos engloba mas que esto. Dentro de
esta tesis —la que sostiene la teoria de juegos— se pueden encontrar conflictos
armados, tacticas econdmicas, problemas éticos, hasta estrategias para ganar

partidas de poker.

La teoria de juegos ha sido ampliamente utilizada en economia, pero esto
no quiere decir que se reduzca a ella y aunque su estudio se ha visto forzado a
permanecer dentro de esta perspectiva, debe entenderse que antes que formar
parte de una rama del estudio econdémico, forma parte de una teoria que se

sustenta por si misma en la matematica.

Asi mismo es necesario aclarar que, al “usar” parte de la teoria de la
decision, no se trata de una psicologia de ninguna clase, y a pesar de que quiza a
veces la psicologia puede ser usada de alguna manera para obtener una ventaja
en algun juego esto no implica que se trate de una teoria psicolégica. La teoria de
juegos y la teoria de la decisibn comparten este rasgo de decision racional, pero
en la teoria de juegos esto representa una mindscula parte, como se vera a

continuacion.
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.2 ¢ Qué hace esta teoria?

Supdngase el siguiente ejemplo hipotético; el cual es una presentacion

simplificada y, por ende, sencilla de un problema de interés practico.

Existen dos productores de maiz en la region, y que los compradores son
cien individuos divididos entre ambos repartidos igualmente: 50 y 50. Ambos
productores venden a $15 cada mazorca teniendo cada uno una ganancia de
$750. Si uno decidiera bajar el precio a $10, su nimero de clientes incrementaria?
—hipotéticamente— de un 50 al 80% del total de ellos, dejando a la competencia
con un 20% y al primero con una ganancia de $800; aplicando igualmente si fuera
la competencia la que decidiera bajar el precio. Si ambos decidieran bajar el precio
a $10 ambos regresarian a la condicion inicial en donde se reparten 50 y 50 los
compradores, aunque la ganancia seria de $500 y no de $750. ¢ Qué estrategia se

deberia seguir para obtener mayor beneficio?

El ejemplo anterior remite al paradigmatico y fundamental problema de la

teoria de juegos llamado el dilema del prisionero y reza de la siguiente manera:

Existen dos individuos en iguales condiciones que han sido arrestados por
Su presunta participacion en algun crimen, del cual no se tienen pruebas
suficientes para inculpar a ninguno de los dos. Ambos son separados e
interrogados por la policia para extraerles una confesion que los condene, de
modo que se les dan las siguientes opciones a los dos: Si el primero inculpa a su
compariero y él se mantiene callado, entonces el primero sale libre y el segundo
purgara una condena por 9 afios. Si ambos se delatan, ambos son condenados y
servirAn una condena por 6 afios cada uno; pero si ninguno delata al otro,

entonces solo permanecen 3 afios en prision.

% Por la ley de oferta y demanda, los compradores preferirian el producto a menor precio.
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De tal suerte que la teoria de juegos, considerada junto con la teoria de la
decision, no carece de posibles aplicaciones, pues en la vida diaria nos
enfrentamos a problemas que exigen de nosotros una decision, en donde
generalmente tenemos que considerar nuestras posibilidades y expectativas, y de
entre ellas elegir la que maximice racionalmente nuestra utilidad o beneficio. El
conflicto entre las preferencias de los diversos agentes siempre esta presente, por
lo que no es raro que la teoria de juegos pueda ser aplicada desde términos

econdmicos, hasta la sociologfa o la politica e inclusive la biologia®.

A simple vista el anterior ejemplo podria suponerse como eso, un ejemplo
un tanto confeccionado para ilustrar algo que usualmente no sucede — ¢ pues qué
buen policia le diria a estos presuntos culpables la tercera opcion en donde nadie
se delata? — 0 que sucede con poca frecuencia; sin embargo, un factor de
cooperacion —como un abogado en comun— o la informacion disponible para
ellos —los antecedentes de ambos— cambia las consideraciones y lo hace mas
cercano a la realidad. No por nada se ha remitido a él desde el surgimiento de la
teoria de juegos. En él vislumbramos lo que teoria de juegos trata: la forma de

elegir y realizar una serie de jugadas que nos lleven a ganar.

Pero siguiendo con el problema fundamental de la teoria de juegos sobre
el problema de la toma de decisiones, dado a través del dilema del prisionero,
subyace un punto importante de lo que es la teoria de juegos propiamente; a
saber, el considerar al oponente en nuestro intento por formular una estrategia —

una sucesion de elecciones previamente analizadas— ganadora.

En teoria de juegos se entra a esta estructura de la decision racional que
maximice la ganancia o utilidad o que, en su defecto, minimice la perdida. De ahi
gue la teoria de juegos utilice en parte la teoria de la decision, pues se considera
gue el sujeto puede tomar decisiones racionales dentro de sus posibilidades. Una

teoria de la decision quiza prescriptiva y no descriptiva, en tanto que sefala el

* Para mayores referencias acerca de la influencia de la teoria de juegos en biologia se
recomienda al lector que vea las estrategias evolutivamente estables en J. Maynard Smith y G. R.
Price. (1973) The Logic of Animal Conflict. Nature no.246, pp.15 - 18
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como se debe de comportar el sujeto en determinadas condiciones. Condiciones
tales como la informacion que esta disponible o la probabilidad de que algunos

casos sucedan.

La teoria de juegos y la teoria de la decisibn comparten, en cierto sentido,
el concepto de la racionalidad puesto que ambas evaluan “la racionalidad de las
decisiones en funcidén de las preferencias sobre los resultados y las creencias
acerca de la probabilidad de que estos resultados aparezcan.”[Grine-Yanoff, T.]
Aunque la diferencia entre estas dos radica en que la teoria de juegos, a
diferencia de la teoria de la decision, considera las estrategias de los oponentes,

asi como la probabilidad para lograr el resultado.

Dentro de la ecuacion de la decisién en la teoria de juegos también se
encuentra el intento del jugador por descifrar la estrategia de sus oponentes y no
sélo considera las reglas dadas por defecto. La teoria de juegos presupone esta
interaccion e intervencion de cada uno de los jugadores en el posible resultado;
los resultados se escriben a través de estas interacciones y no son producto de lo
dado, sino de la intervencion de los agentes y la formulacion de estrategias a partir

del conflicto por ganarle al contrario. [Cfr. Loc. Cit.]

El dilema del prisionero esclarece este punto en tanto que cada uno de
los prisioneros debe considerar al otro para asi poder generar una buena

estrategia, si no considera a su compariero el resultado sera una doble condena.

La teoria de juegos se basa en lineamientos que le dan su caracter
normativo; es decir, los supuestos de la teoria de juegos no tratan de cémo se
comportan los sujetos en un juego, sino del como deberian de comportarse dadas

ciertas circunstancias.

Por lo que propiamente hablando la teoria de juegos no es una rama de la
teoria de la decision, y aunque ésta Ultima sea considerada en un momento dentro
de la teoria de juegos, no constituye mas que una etapa primaria. La teoria de
juegos estd mas orientada a las aplicaciones sin estar en un nivel experimental, en

el sentido de que se preocupa por lo que pasa una vez que se asumen el orden de
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las preferencias y la estructura del juego, y no tanto en este periodo en el que se

deben de tomar decisiones.

Una vez que las preferencias han sido ordenadas y ya con las reglas
internas del juego dadas, es cuando se puede decir que la teoria de juegos
adquiere su real importancia, pues se trata de que, a partir de lo anterior y con la
plena conciencia de la existencia del oponente, se pueda “predecir’ y/o maximizar

los resultados por medio de la creacion de una estrategia.

Siendo la formulacién de una (buena) estrategia el punto que caracteriza
la teoria, aunque dentro de la teoria de juegos convergen algunas partes de otras
teorias, ya sea la teoria de las decisiones, el uso de la funcion de utilidad, o la
probabilidad o la estadistica, sin que por ello la teoria de juegos pueda definirse

como parte de ninguna de estas.

[.3 El Conflicto de Intereses

Un individuo estd en una situacion de la cual dard lugar uno de varios
resultados posibles y respecto a los cuales tiene ciertas preferencias
personales. Sin embargo, a pesar de que puede tener un cierto control
sobre las variables que determinan el resultado, no tiene el control total. A
veces esto se encuentra en manos de varios individuos que, como él, tienen
preferencias entre los posibles resultados, pero que en general no coinciden
en sus preferencias. [Luce, D. y Raiffa, H.,1985: 1]

Resumiendo, nos encontramos ante un conflicto de intereses cuando
sabemos que solo uno de los varios posibles escenarios sucedera y que, aunque
se tenga una preferencia definida acerca del resultado, el control sobre él es
limitado. Inclusive sobre este resultado también influyen otros individuos, con
preferencias que, en general, son contrarias. Si los jugadores tienen el mismo

patrén de preferencia sobre el resultado, entonces el conflicto no existe; resulta
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trivial puesto que los jugadores prefieren el mismo posible resultado por encima de

los demas.

Siendo de esta manera que la teoria de juegos es una forma modelada de
los conflictos, de estas interacciones entre los agentes que luchan por obtener el
resultado que los beneficie; ya sean en juegos literalmente hablando, como el
ajedrez o el go, o escenarios de la vida cotidiana como la economia o la

elaboracion de estrategias militares, entre muchas otras cosas.

Como en toda teoria las presuposiciones y condiciones a las que se esta
sujeto estdn siempre ahi, y la teoria de juegos no es la excepcion. Las
presuposiciones son tan controversiales como importantes, de ahi que nos
detendremos en estas consideraciones posteriormente, cuando las condiciones
bajo las cuales la teoria de juegos se rige sean adecuadamente aclaradas en un

nivel interno y conceptual.

La confrontacién de la teoria de juegos con algunos ejemplos presentara
en buena medida la participacion de ambas ramas en una especie de “aplicacién
de conceptos”, i.e., el manejo de los fundamentos mateméaticos en un ejemplo
“cotidiano”, que se enfrenta a una situacion real, y que por lo mismo demanda ser
considerada en un contexto, en una circunstancia sin agentes ni condiciones

idealizados.
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II. METODOLOGIA

Se llevara a cabo una investigacion exploratoria con un enfoque
descriptivo y explicativo, con intenciones de divulgacion mediante un
planteamiento formal auto-contenido que aclare y facilite el estudio de la teoria de
juegos. Siendo el Unico requisito para su estudio, el entendimiento del lenguaje

utilizado, formal e informal.

Evidentemente, realizar un trabajo de esta naturaleza requiere una
revision de antecedentes tedricos mayor, pues se trata de un trabajo
interdisciplinario que considera loable un didlogo entre ambas ramas; esto supone
una brecha de conocimiento que debera ser subsanada en ambas direcciones.
Debido a ello, se tiene el objetivo de hacer un trabajo auto contenido; no dando

por hecho conocimientos especificos de alguna area.

Encontrar un punto en comun de donde partir es el primer problema que
sera abordado mediante las substanciales introducciones y explicaciones, que
podran parecer omisibles en una disciplina, pero no en la otra, para la

construccion y desarrollo formal de la teoria de juegos.

Se tiene la intencion de que sea un texto accesible para todo aquel que
esté interesado en la teoria de juegos y, aun sin conocimiento previo de la misma,

pueda adquirir algun entendimiento de las ideas aqui presentadas.

El principal problema al que se enfrenta cuando se habla acerca de la
teoria de juegos es el de la perspectiva. Es decir, mucho se ha dicho acerca de
esta rama desde varios enfoques practicos, que le confieren a esta teoria

matematica, un estudio orientado en su aplicacion especifica.

Evidentemente estos matices practicos no son la teoria de juegos

propiamente; por lo cual, inicialmente el desarrollo del trabajo sera una suerte de
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examen descriptivo. Es decir, se considerara a la teoria en su totalidad, abrevando
en los diversos contenidos internos de la teoria y sus definiciones basicas, para
dar una perspectiva mas amplia acerca de qué versa propiamente la teoria de
juegos, sus inherentes temas y clasificaciones. Todo esto como conocimientos
basicos del tema que resulten en una referencia simple de la descripcion de la

teoria de juegos.

II.1 Disefio de Investigacion

Basicamente, se abordara la teoria de juegos desde dos perspectivas, la
parte formativa matemética y la parte argumentativa filosoéfica. Es decir, que
mientras que la matematica aportard los axiomas que permiten construir la teoria
de juegos, la filosofia escudrifiard los problemas acerca de los inherentes
presupuestos que configuran la teoria, a fin de dictaminar si es posible sortear las

problematicas del nexo tedrico-practico que envuelve a las teorias cientificas.

La revision de la literatura primaria sera el bagaje matemético, que es
evidentemente necesario para comprender la teoria de juegos, mientras que el
andlisis filoséfico, y con ello la literatura requerida, se iran aportando conforme

vaya siendo necesario en la investigacion.

Con esto no se quiere insinuar que el examen filosofico de los
presupuestos tedricos matematicos no sea importante, pero su revision y
exposicién serdn mas Uutiles si son explicados al momento de ser analizados, ya
que el lector que ya ha sido debidamente enterado de la teoria de juegos
encontrara los cuestionamientos filosoficos pertinentes y, de alguna manera,

necesarios.

Por lo mismo, se hard uso de conceptos de ambas areas en el desarrollo
de las definiciones, conclusiones y explicaciones. Valga la pena esclarecer que no

se buscard hacer una diferenciacion entre las areas, pues ambas disciplinas
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complementan los temas y ofrecen al lector una perspectiva mas amplia y

acabada de la misma.

Se realizara la presentacion formalizada de la idea de juego y las partes
que lo componen, las caracteristicas que permiten clasificarlos y propiedades
especiales. Asi como, la descripcion y ejemplificacion de las clasificaciones de los
juegos: por informacion, jugadores, cooperativos, secuenciales o simultaneos, y la

influencia del azar.

[1.2 Técnicas de Analisis de Informacion

El primer capitulo se dedicara a mencionar y explicar temas matematicos,
con apoyo en bibliografia clasica; se explicara en términos coloquiales lo que las
definiciones formales representan, con la intencion de que esto facilite el
entendimiento del trabajo. Y con ello dejar en manifiesto las teorias fundamentales
de las que se vale la teoria de juegos, para llegar a la abstraccion de lo que es un
juego y los elementos que lo constituyen; asi como las caracteristicas mas
importantes de los mismos. Determinar y distinguir los axiomas necesarios y los

supuestos convenientes es un problema tedrico importante.

El trabajo incluye una introduccion a temas fundamentales de la
matematica, con la intenciébn de prevenir el uso de conceptos no explicados o
referenciados en el trabajo. Dichos temas incluyen, pero no se limitan a: Teoria de
Conjuntos, Relaciones, Funciones, Probabilidad y Estadistica. Las cuales serviran
como antecedente tedrico para la Teoria de Juegos.

Las cuestiones filoséficas del trabajo seran abordadas y explicadas
conforme se vayan construyendo algunas nociones de la teoria de juegos, pues
presentarlas de forma aislada no facilitaria la apreciacion de su relevancia en la
teoria misma; es decir, la filosofia de la ciencia confrontar4 aquellos conceptos

tomados como necesarios para la construccion de teorias, y en particular la teoria
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de juegos; con los problemas que le son relevantes a la filosofia, tales como el
presupuesto de la racionalidad, los problemas de las perspectivas sobre el azar y

sus diferentes niveles, la correspondencia entre la teoria y la realidad, entre otros.

Los presupuestos bajo los cuales se sustenta la teoria de juegos seran
uno de los objetos de estudio y escrutinio filosofico en tanto que son las

condiciones dadas, pero que no pueden ser analizados desde la teoria misma.

Se presentara una referencia introductoria a la teoria de juegos, sin
limitarse a una mera exposicion, pues consideraremos los lineamientos que la
estructuran en un sistema axioméatico para, a partir de ellos, manejar y cuestionar

la validez e implicaciones de los mismos.
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lll. MARCO TEORICO

Los temas que se explicaran pueden no ser parte de la formacién en
diversas areas, pero si son elementales para lograr explicar la teoria de juegos,
por lo que sera indispensable tener una idea clara de los siguientes temas que

serviran de fundamentos en la teoria de juegos.

Advirtiendo que las explicaciones aqui dadas no seran completas, pues
cada uno de estos temas es por si sola una rama con sus propios problemas y sus
inherentes reglas. El alcance y la amplitud de las mismas no es nuestro objeto, de

ahi que la profundidad solo sea en tanto le es util a la teoria de juegos.

[1l.1 Légicay Conjuntos

La I6gica y la teoria de conjuntos tienen una relacion muy estrecha y es
posible que sean inseparables; la construccion de una requiere de la construccion
de la otra y viceversa. Es decir que, para que la légica exista se necesita de la
teorfa de conjuntos y, a su vez, la teoria de conjuntos* necesita de la légica. Este
vinculo podra aclararse o difuminarse al empezar a conocer en qué constan la
l6gica y la teoria de conjuntos, sin embargo explicar primeramente la l6gica resulta

mas familiar e intuitiva por lo que iniciaremos con esta.

Al hablar de la logica nos referiremos a las l6gicas formales de menor
orden, en especial de la l6gica proposicional y la I6gica de primer orden, dejando

de lado su desarrollo histérico.

* La Teoria de Conjuntos se construye usualmente mediante los axiomas de Zermelo-Fraenkel
comunmente abreviados ZF. Unidos al axioma de eleccién constituyen los axiomas mas utilizados
en la fundamentacion de dicha teoria.
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La logica proposicional, como su nombre lo indica, trata con
proposiciones. Una proposicion se definira como un objeto que cuenta con la
caracteristica de poder ser Verdadero o Falso. A esta caracteristica le llamaremos
valor de verdad.

Cuando se trata de una proposicién atémica®, su valor de verdad no
depende (en principio) del valor de verdad de ninguna otra proposicion. Mientras
que si se trata de una proposicién molecular® se le asigna un valor de verdad
dependiendo tanto del valor de verdad de los componentes atdbmicos como de los
conectivos involucrados. Los conectivos binarios enlazan dos proposiciones y

toman un valor de verdad dependiendo de los valores de éstas.

Entonces, la l6gica proposicional trabajara con objetos que pueden tener
valor de verdad y con conectivos que permitiran la combinacion de dichos objetos
en féormulas, que al estar bien formadas tendran valor de verdad que a su vez

dependera de los valores de verdad de las proposiciones que las componen.

Las férmulas son cadenas de los simbolos que pertenecen al lenguaje. Es
una formula bien formada si se respeta la sintaxis y gramatica del lenguaje (buen
uso de conectivos y paréntesis). Se supondra entonces que las férmulas que

consideraremos estan bien formadas.

Aunque la légica proposicional se puede construir a partir de solo un
conectivo que nos permitiria definir cualquier otro conectivo’, lo mas comun es
construir la I6gica proposicional definiendo los 5 conectivos principales que son: la
negacion (), la disyuncion (v), la conjuncién (&), la implicacién (—) y la doble
implicacion («»). Los cuatro ultimos conectivos enlazan dos proposiciones, ya sean

atomicas o moleculares, mientras la negacion solo afecta a una proposicion.

®Las proposiciones atdmicas no tienen conectivos. Son letras del alfabeto del lenguaje formal.
® Las proposiciones moleculares son las conformadas con algin(os) conectivo(s) ldgico(s) y
g)roposiciones atémicas.

Por ejemplo el NAND (negacion de la conjuncion) o el NOR (negacién de la disyuncion).
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La negacién invierte el valor. La disyuncion corresponde al uso de la “0”,
siendo verdadera si al menos alguno de los términos es verdadero. La conjuncién
corresponde al uso de la “y” en el lenguaje cotidiano, siendo verdadera solo si
ambos términos son verdaderos. La implicacion es verdadera a menos que el
antecedente se cumpla y el consecuente no. La doble implicacion es verdadera si
ambos términos tienen el mismo valor de verdad lo que guarda cierta similitud con

la nocidn de “igual” o mas propiamente “equivalente”.

La estructura de la logica proposicional permite la “demostracion”
mediante el argumento, en el cual a partir de un conjunto de férmulas que se
suponen, llamadas premisas —hipotesis en otros contextos—; y mediante
equivalencias y reglas de inferencia, derivadas de las definiciones de los
conectivos anteriores, se deduce una proposicion —conclusion— que debera ser
verdadera siempre que las premisas sean verdaderas. Esto demuestra cierta

dependencia, en términos de valor de verdad, entre las premisas y la conclusion.

Una regla de inferencia es un criterio que dictamina una conclusién valida
dada cierta estructura en las premisas, éstas aseguran que la conclusion sea
verdadera siempre que las premisas lo sean. Las reglas de identidad entre
férmulas permiten un remplazo bidireccional de dichas expresiones, aun cuando
se encuentran contenidas en una formula. Las siguientes 19 reglas son basicas en
la I6gica proposicional, se pueden verificar mediante tablas de verdad. El simbolo

. se lee como “por lo tanto” e indica la conclusion.

En términos llanos, la validez se trata del nexo o vinculo que existe entre
las premisas y la conclusion de un argumento. Cuando las premisas son
suficientes para llevarnos a la conclusion entonces diremos que el argumento es
valido. Por lo que, en cierto sentido, se examina la propiedad de las premisas de

implicar la conclusion.

® Existen dos diferentes formas de ver la disyuncion: inclusiva y exclusiva; La primera permite que
la disyuncion sea verdadera cuando al menos uno de los dos disyuntos es verdadero, la segunda
solo es verdadera cuando solo uno de los dos disyuntos es verdadero. En la légica se utiliza v para
la inclusiva y v para la exclusiva.
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Las tablas de verdad, sobre las cuales ya se ha hablado con anterioridad,
constituyen una de de las pruebas formales de validez mas importantes. La forma

de usarlas con dicho fin se explica a continuacion.

Los conectivos légicos, con sus respectivas propiedades o “reglas”, al
conformar una formula bien formada; esto es, respondiendo a la sintaxis y a la
semantica propias del lenguaje l6gico, son susceptibles de ser examinados para
ver si, dentro de un argumento, lo vuelven valido, i. e. que la conclusion se sigue

l6gicamente de las premisas.

La validez es una propiedad que puede mostrarse en una implicacién que
deriva una conclusién de una serie de premisas; asi que una tabla de verdad que
demuestre la validez de un argumento debera tener como conectivo principal un
condicional. Las premisas que se supone deben “soportar” o justificar la
conclusién, se conjuntan para conformar el antecedente; mientras que la
conclusién constituye el consecuente, por ser la consecuencia de las premisas, ya
sea una, todas o algunas de ellas. Esta formula representara al argumento; si su
tabla de verdad resulta ser verdadera en cada uno de los casos posibles, entonces
diremos que se trata de una argumento I6gicamente valido. Si se encuentra un
renglon en el cual esta implicacion resulte falsa, entonces nos encontramos ante

un argumento invalido.

Cabe sefalar que este conjunto de premisas y la conclusion —que de
ellas se desprende—, puede ser visto en su totalidad como una formula; y asi, al
examinar dicha férmula a través de una tabla de verdad es posible establecer si tal
argumento es valido o invélido, haciendo la respectiva esquematizacion y
procedimiento de revisar aquellos conectivos que intervienen en cada una de las
premisas, para obtener asi el valor de verdad de la férmula en general. Siendo
explicitos, si la formula (en este caso, representa a el argumento) posee una tabla
de verdad que es verdadera en todos sus casos diremos que se trata de un
argumento valido. Si es posible darle una asignacién de valores de verdad

verdadera al conjunto de las formulas que constituyen el antecedente (las
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premisas) y, al mismo tiempo tener un consecuente (conclusion) falso, es un

argumento invalido.

Ahora bien, visto de un modo mas formal la validez de un argumento

puede ser examinada en tanto una implicacion, en donde:
(P1&pP2&p3& ... & pn) —c.

La tabla de verdad de la anterior férmula permite la revisiébn de cada una
de las posibilidades para las premisas y de lo que éstas implican, lo que determina
si tal argumento es valido o no. Notando que el conectivo principal es una
implicacién, retomamos la nocion que define a este conectivo l6gico: siempre sera
verdadero excepto en el caso tal que el antecedente sea verdadero y el
consecuente falso. De modo que, si todas las premisas fueran verdaderas,
entonces necesariamente la conclusién tendra que ser verdadera, ya que de otro

modo el argumento seria invalido.

Si, por el contrario, todas, algunas o una sola premisa resultara ser falsa,
la implicacion seria verdadera y por ende, el argumento seria valido. En la l6gica
formal estrictamente hablando no se descarta este caso, puesto que le es de
cierta manera indiferente si las proposiciones son verdaderas en tanto reales. La
l6gica no repara en la veracidad de las premisas de las que se parte, sino que mas
bien toma estos dos valores que puede adquirir la proposicion —verdadero o falso—
para dilucidar la validez o invalidez del argumento en cuestion. Sin embargo,
usualmente al trabajar en un plano que rebase los conocimientos que le
conciernen a la logica, pero que se valga de ella, se partira de premisas que se

suponen como verdaderas, para derivar de ellas sélo conclusiones verdaderas.

La prueba de validez a través de las tablas de verdad constituye un

meétodo si bien evidente y claro, impractico ante féormulas con mas de cuatro
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variables®. Evidentemente constituye una prueba solida e irrefutable, pero su uso

como prueba de validez se dificulta cuando el argumento es muy complejo.

De aqui que se recurra a un método de demostracion por deduccién a
partir de las premisas y el uso correcto de las reglas de inferencia. La aplicacion
de las llamadas “reglas de inferencia” a las premisas, derivan nuevas
proposiciones —conclusiones— que a su vez pueden ser usadas para derivar con

ellas nuevas proposiciones.

Esta prueba de validez viene también con una objecién; no es como tal
una prueba de “invalidez”. Antes de entrar en controversia sefialemos que una
prueba tiene la connotacion de aportar evidencia que sustente; y que, si bien se
pueden aplicar las reglas de inferencia de manera correcta para intentar llegar a
una determinada conclusion a partir de un conjunto de premisas, puede que no
logre derivar esa conclusion en particular. Esto no quiere decir que la conclusion
es falsa, pero tampoco quiere decir que dicha conclusion sea posible deducirla de
las premisas. La incapacidad de ofrecer una demostraciéon tal que una
determinada conclusion pueda ser inferida de las premisas no prueba la “falsedad”

ni la “veracidad” de esa conclusion, ni de la existencia de tal demostracion.

El conjunto de reglas de inferencia condicionan el modo en que se
pueden usar las premisas que se presentan de antemano, y a partir de ello ir
llegando a diversas nuevas proposiciones. Pero si se requiere la realizacion de la
demostraciéon de una conclusién a partir de este conjunto de premisas, la
aproximacion al problema es radicalmente diferente. A lo que se insta en este
altimo caso es el camino que se debe tomar para llegar a determinado fin;
mientras que en el primero, las proposiciones derivadas son producto “inmediato”

de la conjugacion de las reglas y de las premisas.

Siguiendo con lo que a la légica formal se refiere, supongase que dentro

de este conjunto inicial de proposiciones existe una contradiccién, esto es, una

° Resulta impractico, lo que no quiere decir en modo alguno que no sea posible realizarlo. Inclusive
es posible la creacion de un programa tal que pueda hacer una tabla de verdad de 20 letras 0 mas,
pero esto resultaria en la generacion de mas de un millon de casos a evaluar.
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férmula que bajo cualquier interpretacion es falsa, como lo es ( A & -A ). Cualquier
conclusion que de ello se forme resultara indefectiblemente en un argumento
vélido, puesto que el antecedente de la implicacion es siempre falso. Asi mismo no
existe un renglén en la tabla de verdad tal que todas las formulas de este conjunto
sean verdaderas simultaneamente. Cuando se da el anterior caso se dice que se
trata de un conjunto de férmulas inconsistente. Por ejemplo, tdmese el siguiente

argumento:

{[(-p&p)&(pv-p)]&[-(p&-p)Vv-(pV-p)]}—aq.

En donde resulta una contradiccion del antecedente de la implicacion, que
se traduce en una tabla de verdad en donde cada uno de sus modelos es falso,
haciendo del conjunto de férmulas que conforman las premisas un conjunto
inconsistente. Sin embargo, precisamente por ser el antecedente un conjunto
inconsistente, la implicacion es verdadera ya que, recordando, si el antecedente
de una implicacién es falso (en este caso contradictorio) lo que sea que éste

implique seré necesariamente verdadero. Lo que resulta en un argumento valido.

Para que un conjunto de proposiciones sea consistente debe de existir un
modelo —un renglon en la tabla de verdad—, en el que todas las proposiciones
sean verdaderas. Cuando un conjunto de premisas es inconsistente se puede

deducir I6gicamente una contradiccion de dicho conjunto.

Si de un sistema es posible deducir A y la negacion de A, entonces tal

sistema es inconsistente. B - (A & -A).

Supongase un sistema con un conjunto de premisas iniciales @, en el que
existe al menos una férmula que no se puede demostrar; se puede decir que @ es
consistente ya que de ser inconsistente cualquier proposicion podria deducirse de
ella; debido al hecho de que de un conjunto inconsistente de premisas se sigue

—validamente— cualquier proposicion.
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Si se supone que el sistema puede demostrar algo (pues cada premisa se
puede demostrar con ella misma), automaticamente tiene la limitacion de, o bien

no demostrar la negacién de la premisa, o bien ser un sistema inconsistente.

Y aunque la consistencia es una propiedad de conjuntos de
proposiciones, los argumentos no son susceptibles de ser consistentes o
inconsistentes; sin embargo las premisas del mismo pueden tener dicha

propiedad.
(P1&pP2&Pp3&... & pn) — C.

Si las premisas no pueden ser todas verdaderas al mismo tiempo,
entonces se estard ante un argumento con premisas inconsistentes. Y si las
premisas no pueden ser todas verdaderas, el antecedente del argumento siempre
sera falso, haciendo valido el argumento. De tal suerte que un argumento es valido
cuando sus premisas son inconsistentes y solo puede ser invalido cuando las
premisas son consistentes; es decir pueden ser todas verdaderas, pero la

conclusion no se deriva necesariamente del conjunto de premisas.

Las premisas son inconsistentes si existe una contradiccion o si se puede
llegar a partir de éstas a la negacién de una de ellas, e. g., considérese el

siguiente conjunto 3 de premisas:

1. p—q

2. gq—r

3. °(SATr)

4. =(-pVv-s)

5. por Silogismo hipotético (1,2)
6. °SV-r Teorema de DeMorgan (3)
7. s— - Implicacion material (6)

8. pAs Teorema de DeMorgan (4)
9. p Simplificacion (8)

10.r Modus Ponens (9, 5)

11.s Simplificacion (8)

12.-r Modus Ponens (11, 7)
13.r A-r Conjuncién (10, 12)
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De lo anteriormente dicho se puede generar una prueba indirecta de la
consistencia de las premisas dado que, si las premisas no pueden ser todas
verdaderas al mismo tiempo, entonces se trata de un conjunto de proposiciones
inconsistentes, por lo que se podria implicar cualquier proposicion de este
conjunto, inclusive contradicciones, y ser un argumento valido, tal como se

demostrd en el conjunto 3 de premisas, en donde B+ (r A-r).

En el siguiente apartado no se abordara a la teoria de conjuntos desde los
axiomas de Zermelo-Fraenkel (ZF), pues pueden resultar dificiles de entender y no
dar luz de lo que es un conjunto. Se dejardn de lado cuestiones que son
demasiado especificas para tratarlas aqui. Supondremos la existencia de un
conjunto universal, que sea un conjunto segun ZF. Pedir que el universo sea un
conjunto segun ZF evita que se contenga a si mismo u otras caracteristicas que

resultan en paradojas.

El conjunto universal o universo debera tener todos los elementos que
puedan pertenecer a cualquiera de los conjuntos de los que se hable. Este
conjunto universal deberd ser deducible del contexto o mencionado

explicitamente.

En un primer momento, se puede decir que un conjunto es una coleccion
de objetos determinados, estos objetos se conocen como los elementos del
conjunto y lo determinan completamente, es decir, que un conjunto es igual a otro
si y solo si ambos tienen exactamente los mismos elementos. De esto también se
entiende que el orden es irrelevante al enlistar los elementos de un conjunto, pues

sin importar el orden, seran los mismos elementos.

Un elemento pertenece a un conjunto cuando es uno de los objetos de su
coleccion, los elementos pueden ser “casi” cualquier cosa, incluso un conjunto. El
simbolo € expresa pertenencia y “a € B” se lee como “a pertenece a B”. Para
facilitar el entendimiento se suele llamar familia o coleccion a un conjunto cuyos

elementos son conjuntos.
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Existen dos formas de definir un conjunto, por descripcion y por
enumeracion. Por descripcion, como el nombre lo sugiere, es dando una
descripcion de los elementos que pertenecen al conjunto, como una condicion o
una caracteristica. Por enumeracion es simplemente enlistar los elementos que
pertenecen a dicho conjunto. Generalmente los elementos se representan con
letras mindsculas y los conjuntos con letras mayusculas. Se usa := para indicar

una igualdad por definicion. A continuacion algunos ejemplos.
Por descripcion: A={x€eZ | x=2k, keZ}".

En donde A es el conjunto de todos los enteros que son la multiplicacion

de un entero por 2 (los nimeros enteros pares).
Por enumeracion: A={a, b, 1,234}

Aqui A es el conjunto que tiene como elementos la letra a, la letra b y los

numeros naturales del 1 al 4.

Cuando es lo suficientemente claro, se puede usar enumeracion para
conjuntos infinitos usando “...” para marcar una infinidad numerable de elementos,
por ejemplo, A:={ 1, 2, 3, 4, 5, ... } significaria que A es el conjunto de todos los

nameros enteros positivos.

Existen dos conjuntos muy especiales, uno con la descripcién de que
ningun objeto pertenece a él; i.e. no existe ningun elemento que pertenezca a este
conjunto, al cual se le conoce como el conjunto vacio y se le denota con el
simbolo @. El otro es el conjunto universal o universo que, como se menciona al
inicio de este apartado, todos los elementos pertenecen a él y generalmente se le

denota con la letra U.

Por otra parte se dice que un conjunto esta contenido en otro cuando
todos los elementos que le pertenecen, pertenecen también al otro. El simbolo c

se usa para la contencion y “A c B” se lee “A esta contenido en B”. Un ejemplo

9 LaZseusa para referirse al conjunto de los nimeros enteros. El simbolo | se lee “tal que”.
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comun de contencion es el hecho de que el conjunto de los niumeros naturales

esta contenido en el conjunto de los niumeros reales.

Ademas, el conjunto vacio estéa contenido en cualquier conjunto, mientras
que el conjunto universo contiene a cualquier conjunto. Aqui vale la pena
mencionar que hay una gran diferencia entre pertenecer a un conjunto y estar
contenido en un conjunto, ambos son conceptos muy importantes y se debe tener
cuidado para no confundirlos, en especial cuando hablamos de conjuntos que

tienen como elementos otros conjuntos.

Existen varios operadores definidos entre conjuntos, los mas importantes
y usados comunmente son: el complemento, la unién, la interseccion y la resta; la
definicion de estos conectivos se hace mediante I6gica de primer orden, por lo que

ahora se pasara a explicar esta teoria.

Primero se debe mencionar la sutil distincion que existe entre un elemento
de un conjunto y una variable que toma valores en el mismo. Los elementos
usualmente se denotan como a, b, c, etc., en tanto que las variables suelen
indicarse con X, Yy, z, etc. La diferencia entre ellas radica en que, mientras que los
elementos pertenecen al conjunto, las variables no. Las variables funcionan como
sefaladores o referencias a algun elemento (fijo o indeterminado) del conjunto, por
lo que en ocasiones se usan de forma similar, pero no se debe olvidar que las

variables no son elementos del conjunto.

La l6gica de primer orden trata con predicados, los cuales son
proposiciones que dependeran de objetos llamados argumentos. Los argumentos
seran, o bien elementos de un cierto conjunto al que se conoce como dominio de
discurso o, en su defecto, variables que toman valor en el dominio de discurso. El

nimero de argumentos que requiere un predicado es arbitrario, pero fijo.**

1 Algunos autores consideran que el nimero de argumentos puede variar, otros consideran que
debe ser fijo. En este trabajo consideramos que es fijo. No hay diferencia en alcance.
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El dominio de discurso puede ser dado explicitamente, implicitamente o
dando parametros para su construccion; incluso, en muchos casos, es posible

desarrollar argumentos sin conocer —en su totalidad— el dominio de discurso.

La l6gica de primer orden puede verse como una extension de la logica
proposicional, en tanto que las proposiciones pueden ser vistas como predicados

que no requieren argumentos.

Por lo que la fuerza de esta nueva logica (la de primer orden) esta en la
interdependencia que se puede crear con los predicados cuando tienen
argumentos en comun, y en la posibilidad de usar variables para dichos

argumentos.

Tiene la capacidad para realizar argumentos que sirvan como
demostraciones, e incorpora sus propias pruebas de validez y consistencia. Afiade
la posibilidad de hablar sobre las caracteristicas de diversos objetos y las

relaciones que pueden tener entre ellos.

Los predicados que requieren soOlo un argumento se comportan como
propiedades o caracteristicas que los objetos en el dominio de discurso pueden o
no cumplir. Mientras que los predicados con dos o mas argumentos pueden ser
vistos como formas de relacionar los objetos que los satisfacen o no.
Particularmente los predicados que requieren dos argumentos son llamados
relaciones binarias como se vera mas detalladamente en el apartado

[11.2 Relaciones Binarias y sus Propiedades Especiales.

La légica de primer orden es un nuevo lenguaje que incorpora la idea de
los cuantificadores, los cuales indican, a grandes rasgos, a “cuantos” de los
elementos se hace referencia al usar una letra variable. Los cuantificadores
usuales que se definen son: el cuantificador existencial, para el cual se usa el
simbolo 3 y se lee como “existe”; el cuantificador universal, que se representa con
el simbolo V y suele leerse como “para todo”. Cuando una variable no tiene

asignado un cuantificador se dice que es una variable libre.

36



Con los cuantificadores se puede hablar de predicados que algun
elemento cumple, sin saber necesariamente de qué elemento(s) se trata; asi como
también de predicados que todos los elementos del dominio de discurso cumplen,

sin tener que tratarlos a todos por separado.

Cuando todos los argumentos de un predicado son elementos (y no
variables) queda determinado un valor de verdad propio del predicado, por lo que
es una proposicion —atémica, por no incluir conectivos—. En donde se dird que
los elementos dados cumplen el predicado si lo hacen verdadero; nétese que el
orden de los elementos es importante, ya que un mismo grupo de argumentos

puede cumplir el predicado en un orden especifico y no cumplirlo en otro.

Por otra parte, cuando al menos uno de los argumentos de un predicado
es una variable libre se le considera una sentencia abierta [Cfr. Aranda, J. et al.
(2006) p. 74]; estas sentencias no tienen valor de verdad y por lo tanto no son
proposiciones. Asi, desde el punto de vista de argumentos, validez, consistencia y
sistemas axiomaticos, las sentencias abiertas no seran relevantes por carecer de

valor de verdad.

Cuando se asigna un cuantificador a cada variable (sin dejar variables
libres) se le considera una sentencia cerrada [Ibidem, p. 74]; de esta forma, la
sentencia adquiere un valor de verdad que depende tanto de cada argumento

como de los cuantificadores asignados a las variables.*?

Y por ultimo se agregan los functores, que son similares a los predicados
en el sentido de que toman argumentos, aunque se diferencian de los predicados
en tanto que los functores no evaltan valor de verdad. Los functores toman como
valor un elemento del dominio de discurso por lo que a su vez, pueden usarse

como argumentos de otros functores y de predicados.

Una proposicion de la l6gica de primer orden sera una sentencia cerrada

gue a su vez sea una formula bien formada; lo que en esta ldgica significa hacer

12 Algunos autores consideran que las variables libres tienen asignado implicitamente el

cuantificador universal, con esta consideracién las sentencias abiertas también tienen valor de
verdad.
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buen uso de los paréntesis, los conectivos, los functores, los argumentos y los

cuantificadores.

Se dejara de lado el estudio de cédmo expresar una férmula en lenguaje
usual o traducir un enunciado a una férmula bien formada; esto suele ser una de
las labores méas complicadas de la l6gica.™® A continuacién se abordaran algunos
ejemplos de la l6égica de primer orden con la intencion de aclarar como se realizan

las simbolizaciones.

La oracion “El padre de Juan es feliz” podria simbolizarse usando E como
el predicado definido Ex : x es Feliz; f como el functor definido como f(x) : el padre
de x; y por ultimo j como el elemento del dominio de discurso “Juan”; la
simbolizacion quedaria simplemente como: Eg;. NOtese que esta es una
simbolizacién sin variables como argumentos y aungque no tiene cuantificador es

una sentencia cerrada.
Ahora se presentara el siguiente argumento escrito en lenguaje cotidiano:

“Todos los politicos son deshonestos”.
“Alejandro es politico”.

Por lo tanto: “Alejandro es deshonesto”.

Es claro que la conclusion es véalida dadas las premisas; sin embargo, en
el lenguaje de la ldgica proposicional, las posibles simbolizaciones de las
oraciones anteriores no pueden capturar la estructura “todos” pues aun no fue

considerada; lo que quiere decir que pierden parte de su significado.

Las herramientas proporcionadas por la Iégica proposicional no admiten la
posibilidad de atribuirle el mismo predicado a algunos o todos los que conforman
el dominio del discurso. Mientras que la légica de predicados tiene el alcance
suficiente para mostrar la relacion que tienen las oraciones en la simbolizacion,

permitiendo ver que éste es un argumento valido.

¥ Sj se considera necesario a lo largo de este trabajo se explicaran las férmulas después de
enunciarlas
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Haciendo uso de los predicados P y D definidos como: Px: x es politico,
Dx: x es deshonesto; y el elemento del dominio de discurso “a” definido como:

a: Alejandro. Es posible simbolizar el argumento anterior de la siguiente manera:

vx (Px—Dx)
Pa
~Da

Con esta simbolizacién se puede elaborar una demostracion formal de la
conclusion a partir de las premisas con el uso de las reglas de la l6égica de primer

orden, como se muestra a continuacion:

1. vx(Px—Dx)

2. Pa

3. Pa—Da Instanciacion Universal de 1, x por a
4. Da Modus Ponens 2y 3

Ahora, se pueden establecer formalmente relaciones entre los elementos
de conjuntos, por lo que se usara la légica de primer orden para definir otra parte

fundamental de la teoria de conjuntos: el algebra de conjuntos.

Como ultima parte de esta seccion de Légica y Conjuntos se definiran los
operadores usuales de la teoria de conjuntos que serviran de muestra del uso y
alcance de la logica de primer orden. Al uso de los conjuntos junto con los
operadores bésicos se le suele llamar “algebra de conjuntos”. Para definir los

operadores se supondra que Ay B son dos conjuntos cualesquiera.

El complemento de A en relacion al universo, se representa con A°y es el
conjunto que tiene todos los elementos del universo que no estan en A (y no tiene

ningun elemento que tenga A).
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La union de A y B, se representa con AUB y la idea natural es unir los
conjuntos como el nombre lo sugiere, por lo que tiene todos los elementos, tanto

pertenecientes a A como a B.

La interseccion de A y B, se representa como ANB y la idea es tomar los

elementos que ambos conjuntos tienen en comun.

Por altimo, la resta en conjuntos se representa por A-B y la idea es quitar

al conjunto A los elementos que tenga de B.

La definicibn formal de estos operadores como nuevos conjuntos por

descripcion es:

Complemento A:={x | xg A}

Unién AUB:={x | xeA v xeB}"
Interseccion ANB:={x | xXeA & xXxeB}
Resta A-B:={x | xeA & x¢B}

Existen dos operadores mas en los conjuntos que resultan Gtiles en el
desarrollo y fundamentacién de teorias posteriores que requieren una mayor
explicacion; a saber, el primero es el conjunto potencia denotado por P(A) que es
el conjunto que tiene todos los subconjuntos de A. Esto puede ser confuso, pues
los elementos de A no pertenecen a P(A) pero cualquier sub-coleccion de A si
pertenece a P(A) y ademas, cualquier subconjunto de A no es subconjunto de
P(A), pero si pertenece a P(A).*

El segundo operador es el producto cartesiano que se denota como AxB y

es el conjunto cuyos elementos son parejas ordenadas’’ y que su primer elemento

1 El simbolo ¢ denota no pertenencia por lo que “x ¢ A” es equivalente a “(x € A)”.

' para poder usar los conectivos légicos entre ellos, las descripciones de los conjuntos estan
escritos en logica de primer orden, pues la caracteristica de pertenecer a un conjunto se puede ver
como una relacién binaria que toma valor verdadero si pertenece al conjunto y falso cuando no.

' Como ejemplo de un conjunto potencia témese que si A := { 1, 2, 3 } entonces su respectivo
conjunto potencia es P(A) :={ @, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2, 3} }.

' Se consideran parejas ordenadas ya que la pareja (a, b) es diferente de la pareja (b, a).
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pertenece a A y su segundo elemento pertenece a B. Este Ultimo se puede
generalizar al producto cartesiano de mas de dos conjuntos. Sus respectivas

definiciones formales son:
Conjunto potencia P(A) ={x | xc A}
Producto cartesiano AxB:={(x,y) | XeEA & yeB}

Aqui termina la breve pero substancial presentacion de las bases de la
|6gica proposicional, de predicados y la teoria de conjuntos; que se requerira mas

adelante.

I1l.2 Relaciones Binarias y sus Propiedades Especiales

Este es un apartado que depende en gran medida del anterior, pero dada
su relevancia y utilidad, especialmente para los propésitos de este trabajo, se

decidio separarlo y darle su propia seccion.

Las posibles relaciones entre dos objetos o relaciones binarias,*® son
subconjuntos del producto cartesiano de los conjuntos a los que pertenecen
dichos objetos. Por simplicidad, se asumira que ambos objetos pertenecen a un

mismo conjunto D.*

De esta forma, las relaciones son equivalentes a predicados de aridad 2
con un dominio de discurso D, donde se dice que satisface el predicado si y solo si

la pareja ordenada estd en el subconjunto correspondiente. Abusando de la

® En este trabajo solo consideraremos las relaciones como binarias a no ser que se indique
explicitamente lo contrario.

'® Trabajando con la unién de dichos conjuntos como el dominio de discurso D, se puede definir la
relacion en el producto cartesiano DxD y de esta forma el alcance de las relaciones bajo este
supuesto es el mismo, aunque en algunos casos esto lleve a fuertes complicaciones en la
descripcion del equivalente a una féormula universal del sistema original. Pero éste es un problema
practico ya que en teoria no hay pérdida de generalidad y puede ser mas facil de entender en
ciertos contextos.
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notacion, se puede tratar a una relacion como conjunto (subconjunto del producto

cartesiano) o como predicado de aridad 2.

Entonces, si R es una relacion, se dira que a esta relacionado con b por R
cuando se tiene que aRb® es verdadera (tratando a R como predicado) o que
(a, b) € R (tratando a R como conjunto); ambas condiciones son equivalentes por

definicion.

Por ejemplo, una relacion R con dominio de discurso D :={ 1, 2, 3,4}, se
puede definir como conjunto: R :={(1,2), (1,3), (1,4), (2,3), (2,4), (3,4) } 0 lo que es

lo mismo como predicado con la siguiente tabla de verdad:

AWM~
m{m|m|mi-

mmm<|N

<< |w
T<|I<I<|»

Esta relacion es igual a la relacion binaria de “menor que” reducida a los

enteros 1, 2, 3y 4.

Las siguientes caracteristicas sirven para construir estructuras usadas
definiciones fundamentales, las relaciones con diversas combinaciones de las
siguientes propiedades forman categorias que han poder usarse en diversos
ambitos matematicos, definiendo varias entidades importantes como son las
funciones y las clases de equivalencia e incluso las relaciones de orden.
Empezaremos por definir algunas de las propiedades deseables en las relaciones
binarias, para luego hablar de las categorias de las mismas; las siguientes

propiedades pueden pertenecer a una R relacion binaria (de aridad 2).

20 xRy es una notacién para un predicado equivalente a Rxy. Se usa por similitud al uso de
relaciones como la igualdad o la contencion y otras relaciones de orden que se verdn mas
adelante.
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Reflexividad e Irreflexividad: Estas dos propiedades tienen que ver con la
relacion que poseen los elementos con ellos mismos. Como en general algunos
elementos pueden estar relacionados con ellos mismos y otros elementos no, se
le considera propiedad especial cuando todos se relacionan consigo mismos o

ninguno lo hace.
La relacion R es reflexiva si: VX ( XRx).
En donde, cualquier elemento, éste esta relacionado consigo mismo.
La relacion R es irreflexiva si: VX =( XRX).
Dado cualquier elemento, éste no se relaciona consigo mismo.

Simetria, Asimetria y Antisimetria: Estas propiedades tienen que ver con
la capacidad de que la relacién de sus argumentos sea bilateral; es decir, ¢si un
elemento se relaciona con un segundo, éste segundo esta relacionado con el
primero? Cuando se tiene alguna de estas propiedades se tienen restricciones

para esa interrogante.
La relacion R es simétrica si: va Vb (aRb — bRa).

Cualesquiera dos elementos, si el primero estd relacionado con el
segundo, entonces debe ser el caso que el segundo se relacione con el primero.
Esto crea reciprocidad entre los elementos forzando a corresponder la relaciéon

que tienen con ellos en ambos sentidos.
La relacion R es asimétrica si: va Vb (aRb — —bRa).

Cualesquiera dos elementos, si el primero estad relacionado con el
segundo, entonces debe ser el caso que el segundo no se relacione con el
primero. Esto es unilateral entre los elementos ya que no corresponden la relacion

que tienen con ellos.

Noétese que la asimetria implica irreflexividad pues, por asimetria, si se

relaciona en un sentido, no puede relacionarse en el otro; lo cual sucederia si un
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elemento se relacionara consigo mismo, ya que una relacion consigo mismo es en
ambos sentidos. Y como ningln elemento puede relacionarse consigo mismo

cuando hay asimetria, se tiene la irreflexividad.
La relacion R es antisimétrica si: vavb[ (aRb & bRa) — (a=b) ]

Cualesquiera dos elementos, si ambos estan relacionadas el uno con el
otro, entonces el primero es igual al segundo. Esto nos dice que la relacion de un
elemento so6lo puede ser bilateral consigo mismo. Donde cabe sefialar que si

existe la irreflexividad y la antisimetria, se obliga la asimetria.

Transitividad: Esta propiedad, aunque si bien su nocién inicial suele ser
muy natural, su construccién formal puede aparecer un tanto artificial, pero
pensemos en la relacion binaria: “es mas grande que”. Es natural pensar que si A
es mas grande que By B es mas grande que C, necesariamente A es mas grande
gue C. Pero esto no se cumple en todas las relaciones y por ello resulta un caso

muy relevante cuando asi sucede.
La relacion R es transitiva si: va Vb vc [ (aRb & bRc) — (aRc) .

Cualesquiera tres elementos, si el primero estd relacionado con el
segundo y el segundo esta relacionado con el tercero, entonces el primero debe
estar relacionado con el tercero. Quiza no es tan evidente, pero si se unen la
transitividad y la irreflexividad se obliga a tener asimetria, como se menciona
anteriormente, pues si hubiera una relacion bilateral entre dos elementos por
transitividad cada uno tendria una relacién bilateral con el mismo, lo que

contradeciria la irreflexividad.

Totalidad: En ocasiones, una relaciébn con esta propiedad también es
llamada relacion completa. El ser una relacion completa implica que existe una

relacion entre cualesquiera dos elementos en al menos una direccion.

La relacion R es completa si: va Vb (aRb v bRa).
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Cualesquiera dos elementos, el primero esta relacionado con el segundo
o el segundo esté relacionado con el primero. Resaltando que la totalidad implica

la reflexividad.

Hasta aqui, se ha logrado ver que hay una gran variedad de propiedades

que las relaciones pueden cumplir y, aunque son distintas, interactian entre ellas.
Para resumir:
Asimetria — Irreflexividad.
(Irreflexividad + Antisimetria) — Asimetria.
(Transitividad + Irreflexividad) — Asimetria.
Totalidad — Reflexividad.

Ademas, existen algunas combinaciones de las propiedades anteriores
que por su utilidad y relevancia, a las relaciones que poseen alguna de dichas
combinaciones se les integra a categorias que poseen nombres especificos y se

les estudia de forma particular.

I11.3 Clases de Equivalencia

Suponiendo que se desean clasificar los elementos de un conjunto, se
deben elegir caracteristicas que los distingan entre ellos y, mediante estas,
separar los elementos en grupos o clases; este tipo de “clasificacion” es el fin de

las clases de equivalencia.

Las clases de equivalencia son mas comunes de lo que parecen; por
ejemplo, al hacer la distincion entre nimeros pares e impares se tiene una relacion

de equivalencia, cuando se clasifican las figuras en triangulos, cuadrilateros,
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pentagonos, hexagonos, etc., también son clases de equivalencia. En general, se

obtienen clases de equivalencia al distinguir claramente grupos de elementos.

Un ejemplo concreto, sea X un conjunto de canicas con 3 azules, 4
blancas y 3 rojas; X tiene 10 elementos, pero si se presta atencion en las clases,
se tienen 3 clases: azules, blancas y rojas. Entonces se puede decir que el
conjunto de las clases de equivalencia tiene 3 elementos; o bien, que una canica
se relaciona con otra si tienen el mismo color. Esta Gltima sera la que se definira

como la relacion de equivalencia de dichas clases.

Las clases de equivalencia pueden ser vistas como una particion del
conjunto; una particion es una coleccion de subconjuntos disjuntos (a pares) cuya
unién es el conjunto original. Asi que si £ es una particion de un conjunto X, se

cumple que:

1)  Y4=x,

AeX
2) VAVB{(Ac L&BecL&A+B)->ANB=02)

Es decir que, la unién de todos los conjuntos de la particion da el conjunto
total y que la interseccién de cualesquiera dos de estos conjuntos (distintos) es el
vacio. Esta es una forma de decir que todos los elementos pertenecen a alguna
clasificacion y no a mas de una. Aunque esta es una forma natural de ver las
clases de equivalencia, existe una construccion fundamental equivalente mediante

relaciones.

Asi, la primera estructura que se explicara (derivada de las relaciones)
seran las clases de equivalencia; estas se definen mediante una relacion de
equivalencia, la cual es una relacién binaria que tiene tres propiedades: es

reflexiva, transitiva y simétrica. Intuitivamente:

1) Todo objeto esta en la misma clase que él mismo; esta afirmacion es
representada por la reflexividad. 2) Si un objeto esta en la misma clase que un

segundo, el segundo debe estar en la misma clase que el primero; esta afirmacion
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es representada por la simetria. 3) Si un objeto esta en la misma clase que un
segundo y el segundo en la misma clase que un tercero, el primero debe estar en

la misma clase que el tercero; esta afirmacion es representada por la transitividad.

Cuando se hace una clasificacion de objetos las tres afirmaciones
anteriores son evidentes; el pedir que la relacion de equivalencia tenga esas tres
propiedades (reflexividad, simetria y transitividad), es para lograr que se cumplan

dichas afirmaciones.

Como se mencion0 anteriormente, ambas son construcciones
fundamentales equivalentes; una particibn define una Unica relacion de
equivalencia y una relacion de equivalencia induce una Unica particion; es decir,
qgue la definicion de las clases de equivalencia es la misma empezando de la
particion o de la relacion de equivalencia. A continuacibn se citan las

demostraciones.

TEOREMA Sea£ una particion del conjunto X. Definase xRy si x y y
pertenecen a S para algin conjunto S € £. Entonces R es reflexiva,
simétrica y transitiva.

Demostracion. Sea x € X. Como X = UL, x € S para algin S € L.
Entonces xRx y R es reflexiva.

Supdéngase que xRy. Entonces x y y pertenecen a un conjunto S€ £. Como
y y X pertenecen a S, yRx y R es simétrica.

Finalmente, supongase que xRy y yRz. Entonces x y y pertenecen a un
conjunto S € £; asimismo, y y z pertenecen a un conjunto T €£. SiS # T,
se tiene que y pertenece a Sy a T; pero como £ es una familia disjunta por
pares, esto es imposible. Entonces S = T y tanto X como z pertenecen a S.
Por lo tanto, xRz y R es transitiva. m [Johnsonbaugh, Richard (1988) p 58.]

TEOREMA Sea R una relacion de equivalencia sobre un conjunto X. Para
cadaa € X, sea[a] ={x € X | xRa }. Entonces £ ={[a]|a € X }es una
particion de X.

Demostracion. Hay dos hechos que deben verificarse con el fin de
probar que £ es una particion de X:
1. X=UXL.

2. £ es una familia disjunta por pares.

Sea a € X. Puesto que aRa, a € [a]. En consecuencia X = UZL, lo que
verifica 1. Falta verificar 2. En primer lugar se demostrara que si aRb,
entonces [a] = [b]. Supbéngase que aRb. Sea x € [a], entonces xRa. Como
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aRb y R es transitiva, xRb. Por lo tanto, x € [b] y [a] € [b]. Cambiando a por
b y utilizando un razonamiento similar al anterior, se prueba que [b] € [a].
Por ello, [a] = [b].

Debe demostrarse que £ es una familia disjunta por pares. Sup6ngase que
[a], [b] € £ con [a] # [b]. Se probara que [a] N [b] = @. Supdngase, por
reduccion al absurdo, que para algun x se tiene x € [a] N [b]. Entonces xRa
y XRb. El resultado anterior demuestra que [x] = [a] v [x] = [b].
Consecuentemente, [a] = [b], lo cual es una contradiccion. Por lo tanto,
[a] N[b] = @y £ es una familia disjunta por pares. m [ibidem p. 60]*

Entonces, como se puede ver, las tres propiedades de una relacion de
equivalencia bastan para generar una particion. Y a su vez, dada cualquier
particion se puede representar e inducir con una relacion de equivalencia. Al
conjunto [a] = { x € X | XRa } se le denomina la clase de equivalencia de a. Las
clases de equivalencia se determinan con cualquiera de estas dos, una relacion de

eguivalencia o una particion, segin convenga.

La principal aplicacion que se le dara a las clases de equivalencia en este
trabajo se vera en las relaciones de orden; la particion del conjunto servira como
un espacio alternativo en el que se pueda asegurar que el orden —*heredado” del
conjunto original— cumpla con caracteristicas que no cumplia el orden del

conjunto original.

[11.4 Funciones

“El concepto mas importante de todas las matematicas es, sin dudarlo, el de
funcidn: en casi todas las ramas de la matematica moderna, la investigacion
se centra en el estudio de funciones. No ha de sorprender, por lo tanto, que
el concepto de funcion sea de una gran generalidad.” [Spivak, M., 1996: 49]

Como Spivak resalta en su libro Calculo Infinitesimal (1996), el concepto

de funcidn tiene una participacion relevante y directa en casi todas las ramas de la

! En ambos teoremas se ha omitido la numeracién de los teoremas empleadas por el autor.
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matematica; dicho concepto ha sido acuiiado a lo largo de la historia, precisando

lo que ahora entendemos como funcion.

El autor da una definicion provisional para acercarse a la nocion intuitiva
de lo que es una funcién; dice que: “Una funcién es una regla que asigna a cada
uno de ciertos nimeros reales un namero real.” [[dem: 49] Para después llegar a

una definicibn matematica moderna de funcion.

La nocién intuitiva de una funcion es “convertir’, “asignar” o “elegir’; algo
especifico para cada “entrada” que se esté considerando. El valor de entrada es el
pardmetro o argumento de la funcién —el cual también puede considerarse como
las condiciones iniciales en las que se aplica la funcibn— mientras que el resultado

de la funcion es el valor de salida o las condiciones finales.

Desde cualquier perspectiva es claro que el resultado de la funcion
dependera de los valores de entrada que se le den, sean nimeros 0 no, y sera
anico. Los valores de entrada de una funcién pueden ser cualesquiera elementos
de un conjunto, y los resultados siempre podran considerarse como elementos de
un conjunto (no necesariamente el mismo). Una funcion f definida de un conjunto

A a un conjunto B se le suele denotar por f : A— B.

Al conjunto de valores a los cuales la funcion si les asigna un valor se le
llama dominio de la funcién. Por simplicidad se suele igualar el conjunto de partida
A con el dominio. El conjunto de resultados, que si puede tomar la funcién se le

llama imagen, &mbito, codominio o contradominio de la funcién.

Entonces, la funcion deberéa definirse como la regla que permite saber qué
se debe asignar a cada elemento del dominio; es decir, su correspondiente
resultado. Esto se puede ver como una relacién binaria entre entradas y
resultados con la importante restriccion de que cada entrada puede asociarse solo
con un resultado. Como se vio anteriormente, esta relacion se puede ver como un
subconjunto del producto cartesiano entre A y B. Lo que nos lleva a la siguiente
definicion: Una funcion es una coleccién de pares de nameros con la siguiente

propiedad: “Si (a, b) y (a, c) pertenecen ambos a la coleccion, entonces b=c; en
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otras palabras, la coleccion no debe contener dos pares distintos con el mismo

primer elemento.” [idem: 60]

El interés que tiene lo anterior esta orientado a funciones en conjuntos de
nameros, pero el concepto se puede generalizar a funciones entre cualesquiera
dos conjuntos arbitrarios. De tal suerte que podemos definir una funcién f como

una relacion®, entre los elementos de A y los elementos de B, que cumple:
vVvavbvc{laeA&beB&ceB&(ab)ef&(a,c)ef]—b=c}

Esta férmula, es una manera de decir que cada a en el dominio se
relaciona (segun f) sélo con un elemento en el codominio, al que se le llama la

imagen de ay se le denota por f(a).

Aunque formalmente la definicion de funcion no es un concepto
primigenio, ya que se define como un tipo particular de relacion, es poco comun
tratar una funcién como un subconjunto del producto cartesiano, ya que resulta
mas natural verla como regla de asignacion y practicamente nunca se usa la
notacion de relacion binaria para una funcién. En su lugar, como el resultado es

Gnico para cada elemento de entrada de la funcién, se obvia y se maneja como

f(a).

La inversa de una funcién f : A — B esta definida como la relacién f ™
entre los conjuntos B y A, tal que (a, b) € f si y sélo si (b, a) € f . Esta relacién no
tiene porque ser una funcion, mas adelante se hablard del caso especial en que

resulta serlo.

Una vez construido el concepto de funcion, se puede tratar con casos
muy especiales de funciones; aun limitados a funciones con entradas y salidas de
nameros reales, el concepto sigue siendo demasiado amplio. Pero, como se hizo
con las relaciones, se pueden mencionar caracteristicas que pueden tener las

funciones que seran relevantes posteriormente.

?2 \Vista como un subconjunto del producto cartesiano.
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Para empezar, existen dos propiedades basicas para las funciones, la

inyectiva y la sobreyectiva.
Una funcion f : A— B es inyectiva si cumple que:
vavbvc{faeA&beB&ceA&(a,b)ef&(c,b)ef]—-a=c}

Esto es lo mismo que decir, que para cada elemento b en el conjunto de
llegada B, existe a lo mas un elemento a en el dominio tal que f(a) = b. Esta es
una caracteristica similar a la que se pide para ser funcién, pero va en sentido

contrario.
Una funcion f : A — B es sobreyectiva si cumple que:
vb{beB —~3JalaeA&(a b)efl]}

Esto es lo mismo que decir, que para cada elemento b en el conjunto de
llegada B, existe al menos un elemento a en el dominio tal que f(a) = b. Lo que
significa que la funcion puede tomar cualquiera de los valores del conjunto de
llegada, igualando el conjunto de llegada con el codominio.

Si una funciéon es inyectiva y sobreyectiva, se dice que es una funcién
biyectiva; este es un tipo muy especial de funciones con la caracteristica de que a
cada elemento del dominio le corresponde uno y sélo uno de los elementos en el
codominio y, a su vez, cada elemento en el codominio debe ser la imagen de uno

y s6lo uno de los elementos en el dominio.

Entonces, en el caso de conjuntos finitos, sélo puede existir una funcién
biyectiva si los dos conjuntos tienen la misma cardinalidad (nUmero de elementos),
esto se debe a que a cada elemento del dominio le toca uno diferente en el

codominio y ningun elemento en el codominio puede quedarse sin asignar.

Esto motiva a definir la igualdad de cardinalidad en conjuntos mediante la
existencia de una funcion biyectiva entre ambos conjuntos, esta nocién permanece
para conjuntos infinitos (transfinitos). En general, dos conjuntos tienen la misma

cardinalidad si y sélo si existe una funcion biyectiva entre ellos.
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Ademas, si una funcidon es biyectiva, entonces su relacion inversa es
también una funcién, ya que identificara a cada elemento en el codominio con uno
y s6lo uno de los elementos del dominio, por lo que cumplird con ser una funcién

si se invierten las direcciones.

Si una funcién tiene como inversa otra funcion, significa que a cada
elemento del codominio le correspondia un sélo elemento como imagen inversa y
que, a la vez, todos los elementos del codominio eran imagen de algun elemento;
lo que quiere decir que la funcion original era biyectiva. Asi se demuestra que una

funcién es biyectiva si y solo si tiene una funcién inversa.

Si se tiene una funcién f : B — C y una funcion g : A — B, se puede
determinar, para cualquier valor a € A, el Unico valor b € B tal que g(a) = b, y de la
misma forma, encontrar el Unico valor ¢ € C tal que f(b) = c. Por eso sabemos que

hay un Unico valor ¢ € C tal que f(g(a)) = c, esto para cada a en el dominio A.

Esto significa que el aplicar una funcién después de otra, cuando el
codominio de la primera coincide con el dominio de la segunda, seguird siendo
una funcién. Lo que motiva la definicibn de una operacion de funciones llamada
composicién; si se compone g : A— B con f: B— C, como en el parrafo anterior,

se obtiene la funcién composiciéon fo g : A— C.

Existe una familia de funciones (una por cada dominio posible) que
cumplen en papel de neutro en la composicién®, se le conoce genéricamente
como la funcién identidad I, y es una funcion tal que su dominio y codominio son el
mismo conjunto y le asigna a cada elemento x en el dominio, el elemento x. por lo

que se puede definir mediante la formula: vx I(x)=x.

Un aspecto interesante de las funciones inversas es que la composicion
de una funcion con su inversa resulta ser la funcion identidad definida en el
dominio de la funcién; mientras que la composicién de la inversa con la funcién

resulta ser la identidad definida en el codominio de la funcién. Esto tiene sentido

% Es decir que cualquier funcion compuesta con la identidad queda sin modificacion, y la identidad
compuesta con cualquier funcion resulta dicha funcion.
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ya que, mientras una funcién manda al codominio, la inversa “regresa” a cada

elemento al del cual provino.

Una funcion constante es la que manda a todos los elementos del dominio
a un mismo elemento del codominio, este es un claro ejemplo de funciéon que no
es ni inyectiva ni sobreyectiva, y por lo tanto no es invertible ya que no se puede

“recordar” de donde vino cada valor.

Si definimos una funcién con dominio A = {1, 2} y codominio B = {a, b, c};
no sera posible que sea una funcion biyectiva pues deberiamos poder asignar a

los tres elementos de B a algun elemento en A que solo tiene dos elementos.

Existe exactamente una funcion constante por cada elemento en el
codominio. Y como para cada elemento del dominio se puede elegir cualquier
elemento del codominio, por el principio de casillas (del que se hablara en
probabilidad), el niumero total de funciones diferentes es la cardinalidad del
codominio elevado a la cardinalidad del dominio. En el caso del parrafo anterior
serian 3% = 9 funciones diferentes que se pueden enlistar para verificar la

afirmacion.

Las 9 funciones que se pueden definir con el dominio y codominio
mencionados son: f1= {(1,a), (2,a) }, f2={ (1, a), (2, b) }, f3={ (1, a), (2, ¢) },
fa={(@1,0), 2 a3} fs={(1b), (2 b} f={(1Db), (20} f7={(1c) (2 a)}
fs={(1,c¢), (2,b)}yfa={(1, c), (2, c) }. Es facil ver que son todas las funciones
posibles, ninguna es biyectiva y tres de ellas son funciones constantes.

Por otro lado, una funcion que asigna a cada elemento de un dominio
cualquiera, un namero natural en orden y sin repetir ni omitir nimeros; se le llama
una funcién de enumeracién. Si se restringe el codominio a solo los nameros
necesarios, esta es una funcion biyectiva, lo que nos permite identificar cada
elemento con un Unico numero y saber, mediante ese numero, a qué elemento le
corresponde. Aqui se observa que una funcion biyectiva se convierte en una cierta

equivalencia en cuanto a etiquetas se refiere.
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Haciendo uso del contenido del tema anterior, existe siempre una funcion
natural entre el conjunto X y la particion £; esta funcion f se define para cualquier
x € X de forma que: f(x) = [x]. Dicha funcion asigna a cada elemento su clase de
equivalencia. Esta funcion esta bien definida, pues cada elemento pertenece solo
a una clase de equivalencia. Ademas, es una funcién sobreyectiva pues todas las
clases tienen al menos un elemento y por lo tanto son imagen de ese elemento de
X. La funcién sélo resulta ser biyectiva cuando la particion es trivial;, es decir,
cuando cada elemento es su propia clase de equivalencia viéndolo como

subconjunto de X.

Como nota importante cabe sefialar que en célculo, cuando la funcion
existe entre dos conjuntos ordenados, existen los conceptos de funcidn
mondétonamente creciente 'y funcibn mondétonamente decreciente. Estas
especificaciones son referentes a los cambios. Se dice que es monétonamente
creciente si mantiene el orden dado: “a mayor, mayor y a menor, menor”; y que es
monoétonamente decreciente si invierte el orden dado: “a mayor, menor y a menor,

mayor”.

[11.5 Relaciones de Orden

Ahora se explicaran las relaciones de orden, el orden es relevante en
muchos ambitos, quiza la idea intuitiva de orden sea un acomodo de las cosas
(elementos) y alguien podria preguntar ¢coémo podrian no estar acomodados de
alguna forma? Podria parecer que como quiera que se represente un conjunto sus

elementos tendran orden, pero no es asi.

Ciertamente es imposible determinar un conjunto por enumeracion sin
enlistar los elementos en un cierto “orden”, pero los conjuntos que se determinan
por descripcion en general no tienen un “orden” implicito, pensemos en el conjunto

de todos los arboles de mi colonia, en principio este no es un conjunto ordenado y
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sin embargo podemos ordenarlo. El problema de dar orden se vuelve interesante

cuando el conjunto que se quiere ordenar es infinito, mas adn, no numerable.?*

Para hacer una abstraccion de la idea de orden se generaliza una nocion
anterior a la de acomodar los elementos en una lista, esta es la nocion de
comparacion de dos elementos, el poder decir si un elemento esta antes o
después que otro es claramente necesario para que exista un orden en el
conjunto. Afortunadamente, esto puede verse como una relacion binaria y asi es
como se parte de las relaciones pidiéndoles propiedades especificas para que se

adapten y cumplan las caracteristicas intuitivas de un orden.

Hay que mencionar que existen muchos tipos de érdenes y en sus
definiciones dependiendo del caso diferentes exigencias pueden ser aplicables. Se
empieza por definir lo que requiere menos propiedades ya que es mas facil que se
cumplan. En todos los casos el orden de un conjunto se entiende por la relacion

gue existe entre los elementos.

Un preorden es una relacién binaria reflexiva y transitiva, la propiedad
mas importante para cualquier orden es la transitividad pues si A es mas grande
gue B y B es mas grande que C es “légico” pensar que A sea mas grande que C.
La reflexividad resulta ser una de las opciones respecto a la relacién de los

elementos con ellos mismos, que como se vera, debe ser la misma para todos.

Para que una relacion binaria sea una relacién de orden debe tener las
propiedades de transitividad, antisimetria y dependiendo del caso una de dos

reflexividad o irreflexividad.

Cuando es un orden derivado de una relacion que cumple con la
propiedad reflexiva se le conoce como un orden no estricto; en cambio, si cumple

con la propiedad irreflexiva se afirma que es un orden estricto.

Cuando es un orden derivado de una relacion que es completa, se le

denomina orden total, y si no es asi pero cumple con ser un orden, se le conoce

* Un conjunto no numerable es el que no puede ponerse en correspondencia (mediante una
funcién) biyectiva con un subconjunto de los nimeros naturales.

55



como orden parcial. Esto quiere decir que todo orden total es orden parcial pero no
a la inversa. De tal manera que la ventaja de ser un orden total es que

cualesquiera dos elementos se pueden “comparar” con esta relacion.

Entonces si R es una relacién de orden permite comparar dos elementos,
dependiendo del contexto se dice que si se cumple xRy entonces x va antes,
después, es mayor que, 0 es menor que, 0 cualquier otro comparativo de orden

cony.

I11.6 Probabilidad y Estadistica

Antes de hacer el estudio propio de cada uno de estos dos temas, se
hablara de las diferencias y similitudes de entre las dos. Johnson [1990: 25]
menciona que, aunque ambas son ramas de la matematica, se suele considerar
que “la probabilidad es el vehiculo de la estadistica”; en el sentido de que no

podria haber herramientas estadisticas sin las leyes de la probabilidad.

Explicaremos la diferencia parafraseando el ejemplo dado por el autor
para explicar la distincion entre la probabilidad y la estadistica; imaginando que se
tienen dos cajas, una de la probabilidad y una de la estadistica; dentro de la caja
de la probabilidad tenemos una cantidad conocida de fichas de diferentes colores
(también conocidos), entonces desde la probabilidad se pueden plantear
preguntas tales como: ¢ Cudl es la probabilidad de que al sacar una ficha ésta sea
de un determinado color? Esta representa la caja de la probabilidad. Por otra
parte, la caja de la estadistica tiene un contenido desconocido, de modo que, al ir
sacando “muestras” de la caja, empezamos a hacer conjeturas y suposiciones de

su contenido.

Se puede decir que las ramas son complementarias de alguna forma,
mientras que la probabilidad trata con como pueden resultar las cosas dadas las

condiciones; la estadistica se pregunta sobre cuales debieron o pudieron ser las
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condiciones dados los resultados conocidos u “observados”. En concreto, la
probabilidad estudia las propiedades de la frecuencia relativa de los eventos y la
estadistica constituye una herramienta para la obtencién o estimacién de dichas

frecuencias.

Para poder formular la definicién de lo que es un espacio de probabilidad,
necesitaremos definir o-algebra, que es una estructura de conjuntos importante, y
definir medida, que es un tipo especial de funcion; en las siguientes definiciones
se hace un uso de los conceptos de apartados anteriores.

DEFINICION. Una familia F de subconjuntos de un conjunto Q es una o-
algebra (o o-campo) en caso de que:

() 9, Q pertenecen a F.

(il) Si E pertenece a F, el complemento de E también pertenece a F.

(iii) Si (En) es una sucesién de conjuntos en F entonces la unién Y1 E,
pertenece a F.

Al par ordenado (Q, F) que consiste de un conjunto Q y una o-algebra F se
le llama espacio medible. A cualquier conjunto de Q se le llama conjunto
F-medible, pero cuando la o-élgebra es fija (como es el caso normalmente),
usualmente se le dice medible. # [Bartle R., 1966 6]

DEFINICION. Una medida es una funcién P que adquiere valores en los
reales extendidos definida en una o-algebra F de subconjuntos de Q tal que
(i) P(@) =0, (i) P(E) 2 0 para todo E € F, y (iii) P es aditiva contable en el
sentido de que si (E,) es cualquier sucesion de conjuntos disjuntos en F,
entonces

#) Py En) = 2 P(En)
n=1
Aungue permitimos que P tome +co, hacemos la observacion de
gue la aparicion del valor +oo en el lado derecho de la ecuacién (=) significa
gue o bien P(E,) = +o para algun n o bien que la serie de términos no
negativos del lado derecho de (%) es divergente. Si una medida no toma el
valor +oo, decimos que es finita.?® 2 2 [idem: 19]

?® En la traduccién se cambiaron las letras A, X y X por E, Q y F respectivamente, ademas se
omitid la numeracion para evitar confusion y adaptarse al resto del presente trabajo.
% En la traducciéon se cambiaron las letras p, X y X por P, Q y F respectivamente, ademas se
omitid la numeracion para evitar confusion y adaptarse al resto del presente trabajo.
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Notese que en la definicidbn de la cita inmediata anterior, sustituyendo
cada E, por @ en el requerimiento (iii), dado que la union arbitraria de vacios es
vacio, implica que:

P(@)=P(U,., D)= ip(@) = ip(@) -0

n=1 n=2

Y por el requerimiento (ii) P siempre toma valores no negativos, asi que la
Unica forma de que esa serie converja es que P(@) = 0. Por esto, (ii) y (iii) implican

() y esto hace al requerimiento (i) omisible.

Haciendo uso de las anteriores dos definiciones fundamentales, sera
posible dar una definicibn formal del espacio de probabilidad que sera
indispensable para hablar con precisién de la probabilidad y a partir de ésta, de la

estadistica.

La teoria de la probabilidad es la parte de las matematicas que se encarga
del estudio de los fenbmenos o experimentos aleatorios. (...) EI modelo
matematico creado durante el primer tercio del siglo XX para estudiar los
experimentos aleatorios es el asi llamado espacio de probabilidad. Este
modelo consiste de una terna ordenada, denotada usualmente por (Q, F, P)
en donde Q es un conjunto arbitrario, F es una o-algebra de subconjuntos
de Q, y P es una medida de probabilidad definida sobre F. [ Rincén, L.,
2007: 1]

De esta forma la funcién P asignara una medida a todos los elementos de
la o-algebra. Tanto en probabilidad como en estadistica, cualquiera de los

elementos de la o-algebra (esta sea 0 no conocida) es considerado un evento.

Para que P sea una medida de probabilidad debe —ademas de ser una

medida— cumplir que P(Q) = 1. De este ultimo requerimiento se puede deducir

?" Los reales extendidos se definen como los reales unién con el conjunto {-c0,+o}, con su
respectiva algebra, en la cual, -0 es menor que cualquier otro elemento de los reales extendidos y
+00 s mayor que cualquier otro elemento de los reales extendidos.

?® Una sucesién la entenderemos como una coleccién cuyos elementos estan enumerados con los
naturales. En esta definicién (E,) es una coleccién de subconjuntos de Q o, lo que es lo mismo,
(En) es un subconjunto numerable de F.
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que P siempre asignara valores del intervalo cerrado [0, 1]; esto se demuestra
como sigue. Sea E cualquier elemento de la o-algebra, dadas las propiedades
anteriores, E° también pertenece a la o-algebra y entonces se puede calcular:
P(Q) = P(E U E®) = P(E) + P(E®) = 1, y como ambos valores son no negativos
(propiedad de la medida P), la medida de probabilidad de E debe ser menor o

igual a 1. De esto también se concluye que P(E) = 1- P(E®).

Entre mayor sea la (medida de) probabilidad de un evento se dice que es
mas probable; siendo 0 la probabilidad de un evento imposible y 1 la probabilidad

de un evento “seguro”.

Cada elemento de la o-algebra es un evento, por definicion los eventos
son combinaciones de los elementos de Q; es decir que los eventos son
subconjuntos de Q. Ademds, se hace una distincién en dos tipos de eventos,
cuando un evento (conjunto que pertenece a la o-algebra) posee solo un elemento
de Q es un evento simple; cuando un evento posee mas de un elemento de Q es

un evento compuesto.

Se debe entender que la probabilidad de un evento compuesto es la
probabilidad total de que suceda cualquiera de los eventos simples que contiene.
Por lo que la unién de eventos, que también es un evento, es la probabilidad total
de que suceda cualquiera de los eventos simples que contiene cualquiera de ellos.
Mientras que la interseccion de eventos, que también es un evento, es la
probabilidad total de que suceda cualquiera de los eventos simples que contienen

ambos.

Existen diversas formas de interpretar la necesidad de los requerimientos
de la definicion, una forma de justificar que P(Q) = 1 es que, dentro del universo de
posibilidades, algo debe necesariamente de suceder, aunque no se sepa qué. Por
otra parte P(@d) = 0, es justificable en tanto que el vacio en el espacio de
posibilidades no equivale a que no suceda algo; en vez de eso, el vacio

representa, en la o-algebra la imposibilidad de que algo suceda. Aclarando que el
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resultado de “no haber cambios” puede ser considerado una posibilidad y es

diferente a la ausencia de resultado.

Cabe mencionar que, —dado que todos los eventos tienen probabilidad
finita— si un evento E tiene probabilidad 0, cualquier evento A € E también tendra
probabilidad O, esto se puede demostrar observando que P(A) + P(E-A) =P(E) =0
y como las probabilidades son no negativas, para que la suma sea cero ambas

deben ser cero, lo que implica que P(A) = 0.

Se define la probabilidad condicional de un evento A dado el evento B
como el cociente de la probabilidad de la interseccibn de A y B entre la
probabilidad del evento B y se denota por: P(A|B) = P(A N B) / P(B). La motivacion
de esta definiciobn es obtener una probabilidad de A si se considerara que B
actuase como el espacio de probabilidad completo. Por ello se puede observar
que: P(B|B)=P(BN B)/P(B) =P(B) / P(B) = 1.

Mas en particular, cuando se trata con espacios de probabilidad finitos, es
comun suponer que los eventos simples son equiprobables, es decir que todos los
eventos simples tienen la misma probabilidad. Bajo este supuesto, la probabilidad
de un evento simple se define como el cociente de 1 entre el nUmero total de

eventos simples.

De esta forma la probabilidad de un evento compuesto se puede calcular
como el numero de eventos simples favorables (que pertenecen a él) y el total de
eventos simples en la o-algebra. La combinatoria es la rama de la matemética que
estudia la manera de contar casos con ciertas caracteristicas, por ello su uso es
indispensable en el célculo de probabilidades, en especial cuando el espacio de

probabilidad es finito.

Para el caso continuo es mas complejo, aqui no se puede considerar
cada evento simple como equiprobable, pues por la infinidad de eventos simples,
es imposible asignar una probabilidad positiva a cada punto de la recta de forma
gue la recta completa tuviese la probabilidad 1; provocando que —siempre que se

le asigne “peso” a todos los elementos de la recta— la probabilidad de cada uno
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de los eventos simples sea 0, lo cual no contradice formalmente que la recta tenga
probabilidad 1. Resulta muy importante la o-algebra, usualmente se trabaja con la
o-algebra de Borel que es generada por los intervalos abiertos, cerrados, semi-
abiertos y semi-cerrados. De forma que se asignan probabilidades a los intervalos,
usando como base la integral (que es la base de la medida usual de los

subconjuntos la recta). Se tratara con esto mas adelante.

Hasta aqui se ha presentado una fundamentacion axiomatica (con el uso
de la l6gica y la teoria de conjuntos) de la teoria de probabilidad, por lo que se
obtiene una teoria axiomatizada util al vincular estos axiomas —y sus
consecuencias— con las ideas naturales de la probabilidad. A continuacion se
abordara la probabilidad a partir de conceptos intuitivos y se evidenciara su
manifestacion en la teoria axiomatizada que se estd presentado; para ello
comenzamos por tomar la siguiente explicacién de lo que es la probabilidad de un
evento. “Probabilidad de que ocurra un evento: frecuencia relativa con que ocurre
ese evento, o frecuencia relativa con la cual puede esperarse que ese evento
ocurra.” [Johnson, R., 1990: 117]

A partir de la “definicion” anterior, es mas simple la interpretacion de la
medida de probabilidad de un evento, como una posibilidad de ocurrencia
respecto a los otros eventos. También se puede relacionar la idea de evento,
como algo que ocurre, como uno de los elementos de la o-algebra, de forma que

cada elemento de la o-algebra se interpreta como uno de los posibles sucesos.

La probabilidad también utiliza el principio aditivo y el multiplicativo, los
cuales se explicaran a continuacién; ademéas se demostraran®® bajo la teoria

axiomatizada de probabilidad.

El principio aditivo de la probabilidad nos dice que la probabilidad de que
suceda alguno de dos eventos es la suma de probabilidad de los eventos menos
la probabilidad de la interseccion. Esto es: P (A U B) = P(A) + P(B) - P(A N B).

* Que un principio pueda ser demostrado es algo curioso que puede ocurrir cuando se axiomatiza
una teoria. Normalmente un principio es tomado cierto para cumplir un cierto propdsito, en
ocasiones son tomados como axiomas.
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Esta igualdad es trivial por la propiedad aditiva contable de P cuando A y B son
conjuntos ajenos. Si la interseccion es no vacia, se deben utilizar las siguientes
tres identidades de conjuntos:

*»»AuB=(A-B)uU (B-A) U (AN B),

(**)A=(A-B)u (AN B),

(***) B = (B-A) U (A N B).

En donde el lado derecho de las tres es la union de conjuntos disjuntos
por lo que aplicando la medida de probabilidad y su propiedad aditiva contable, al
despejar se obtienen las siguientes igualdades:

(*) P(A U B) = P(A-B) + P(B-A) + P(A N B),
(**) P(A-B) = P(A) - P(A N B),
(***) P(B-A) = P(B) - P(A N B).
Sustituyendo en la primera de ellas se obtiene lo que se buscaba:
P(AuB)=PA)-P(ANB)+P(B)-PANB)+PANB),
P(A u B) = P(A) + P(B) - P(A N B).

El principio multiplicativo de la probabilidad afirma que dados dos eventos
la probabilidad de la interseccién de ellos se puede calcular como el producto de la
probabilidad de uno, por la probabilidad condicional del otro dado el primero, esto
es: P(A N B) = P(A) P(BJA). Este principio es una consecuencia directa de la
definicién de probabilidad condicional, siempre que el evento al que se restrinja la

probabilidad condicional tenga medida de probabilidad distinta de cero.

Ademas, del principio multiplicativo de la probabilidad se deriva el
importante concepto de eventos independientes, el cual tiene una amplia variedad
de aplicaciones en la investigacion cientifica. Quiza la iniciativa para decir que dos
eventos sean independientes es que cualquiera de ellos tenga la misma

probabilidad de ocurrir, suceda o no el otro.

Esta iniciativa se puede formalizar y transformar en una definicion
mediante las probabilidades condicionales; de forma que, para que dos eventos A

y B fuesen eventos independientes se busca que se cumplan tanto P(A) = P(A|B)
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como P(B) = P(B|A). Se puede observar que las igualdades equivalen a una sola

igualdad, lo que lleva o justifica la siguiente definicion.

En probabilidad, dos eventos A y B son eventos independientes si se
cumple que la probabilidad de su interseccion es igual al producto de las
probabilidades de ambos eventos. Es decir: P(A N B) = P(A) P(B).

Es facil ver que, por la definicibn de probabilidad condicional, si dos
eventos son independientes se tendra que:
P(AIB) =P(ANB)/P(B) =P(A)P(B)/ P(B) = P(A).
Por lo cual se tiene que P(A) = P(A|B) y analogamente P(B) = P(B|A);
estas son las dos caracteristicas que se buscaba que cumplieran los eventos de

forma intuitiva.

Ahora se trataran otros conceptos mas profundos de la probabilidad, se
busca mostrar como todo es construido a partir de las definiciones y axiomas
anteriormente expuestos, aunque no se explicara todo formalmente; varios de los

conceptos siguientes son muy importantes para la estadistica.

“Definicion. (Variable aleatoria). Una variable aleatoria real es una funcion
X: Q — R tal que para cualquier conjunto Boreliano B, se cumple que el
conjunto X }(B) es un elemento de F.” [Rincén, op. cit.: 58]

La definicion anterior exige que la imagen inversa de cualquier conjunto
de la o-algebra de Borel de los reales — B(R) — sea un elemento de la o-algebra
de Q, esto es para que a cualquier elemento de B(R) se le pueda asignar una
medida de probabilidad en términos de la medida de probabilidad ya definida de

su imagen inversa.

El uso de variables aleatorias permitird, a partir del espacio de
probabilidad que se tenga, definir un nuevo espacio de probabilidad (R, B(R),P) en
el cual se pueda trabajar mas comodamente, pues se trabaja con numeros reales
y una o-algebra usual. Ademas, la funcion P pasa a estar definida de los reales a

los reales, lo cual facilita el uso de herramientas matematicas. La importancia
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tedrica de dicha definicion y la justificacion de los hechos mencionados en este

parrafo van mas alla de los fines de este trabajo.

Con el uso de variables aleatorias podemos desentendernos de los
conjuntos en general y dedicar el estudio a los numeros reales; en el caso finito
esto se puede lograr, por ejemplo, enumerando los eventos simples con los
naturales. Asignando como medida de probabilidad a cada nimero®® —utilizado en
la enumeracion— la medida de su correspondiente evento, obtenemos un espacio
de probabilidad equivalente al original y mas facil de trabajar. En el caso continuo,
es comun que el espacio de probabilidad original sea considerando los numeros
reales pues no resulta facil de imaginar un conjunto no conformado por niameros

gue tenga la misma cardinalidad.

De tal suerte que, uno se puede enfocar en espacios de probabilidad de la
forma (R, B(R),P) sin atenerse a una significativa pérdida de generalidad®. Para
casos de estudio méas elaborados, donde se quiera estudiar mas de un valor a
medir, se puede hacer uso de estadistica multivariante que pasaria a estar
definida en (Rn, B(R"),P)*. La justificacién de los hechos mencionados en este
parrafo va mas alla de los fines de este trabajo. Puesto que este trabajo solo
estudiara resultados que se describen por un soélo valor para cada jugador, de aqui

en adelante, se tratara con el espacio de probabilidad (R, B(R),P).

Como ya se menciond, para distribuir la probabilidad 1 en una infinidad de
puntos, cada punto debe tener asignada la probabilidad 0, curiosamente esto no
es contradictorio®®; si se piensa en la medida usual para conjuntos de los niimeros
reales, cada punto tiene medida O pero los intervalos tienen medida de acuerdo a

su longitud, aun cuando los intervalos se conforman de puntos. Este hecho

% Recordando gue cada nimero es un punto de la recta real, ademas cada punto (como conjunto)
E)lertenece a B(R) por lo que debe tener una medida de probabilidad.

Estrictamente si hay pérdida de generalidad, pues originalmente Q podria ser de una
cardinalidad mayor a los reales, pero esos casos no son estudiados por la simple razén de ser
espacios muy complicados y sin aplicacion.

%2 R" es el producto cruz de n conjuntos de niimeros reales, B(R") es la o-algebra de Borel que se
define en R"

% Seria contradictorio, por la propiedad aditiva contable, si la cantidad de puntos fuese numerable
pero, ya que los reales son no numerables no tienen tal restriccion. Esto también significa que
cualquier conjunto numerable de puntos tendra probabilidad 0, por ejemplo los racionales.
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propicia a pensar que existan —y de hecho existen— medidas de probabilidad que
distribuyan probabilidad en todos los reales, de forma que la probabilidad de la
recta completa sea 1, aun cuando cada punto deba tener probabilidad O.

Por estas complejas caracteristicas de la medida de probabilidad, se
suele definir una funcibn complementaria que ayude a entender su
comportamiento y facilite su estudio. En concreto, la funcién de probabilidad
acumulada permite vincular funciones reales especiales con las posibles variables

aleatorias.

Definicién. (Funcion de probabilidad acumulada). La funcién de probabilidad
acumulada de una variable aleatoria X es la  funcién
F(x) : R — [0, 1], definida como sigue F(x) = P(X £ x). [Rincon, loc. cit.]

A la funcion de probabilidad acumulada también se le conoce como
funcién de distribucion de probabilidad y esta definida en intervalos que quedan
determinados por un solo numero real, por lo que es una funcion de una sola
variable real. Y aunque la funcion F esta definida a partir de P, es posible
demostrar que todas las funciones F definibles de esa forma cumplen con las
siguientes cuatro propiedades:

imy e F(x) = 1.
2 iy e Fx) = 0.
3) Sl x; = xz, entonces Flx) £ Flx:).

4) Fi(x) es continua por la derecha, es decir, F(x +) = Fix).

También se puede demostrar que para toda funcion que cumpla las
cuatro propiedades anteriores existe un espacio de probabilidad y una variable
aleatoria tal que dicha funcidon es su correspondiente funcién de distribucion
acumulada. [Rincon, L., 2007]. De tal suerte que, el estudio de los espacios de
probabilidad es equivalente —dentro de nuestras restricciones— al estudio de las

funciones reales que cumplen con las cuatro propiedades anteriores.
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Para no entrar en detalles innecesarios®, las propiedades se pueden
interpretar como: 1) La funcion es méas cercana a 1 cuando la variable crece
indefinidamente. 2) La funcion es mas cercana a 0 cuando la variable decrece
indefinidamente. 3) La funcibn es mondtona no decreciente. 4) Si se toma
cualquier valor, se puede encontrar una secuencia de valores mayores a éste
cuyas imagenes en la funcién de distribucién se acerquen tanto como se quiera a
la imagen del valor inicial, es decir, el limite derecho de la funcién en todo punto es

igual a la funcién evaluada en dicho punto.

A continuacién se presentan un par de ejemplos gréaficos de funciones de
distribucion acumulada, tomados del autor [Rincon, L., 2007]. El primero
corresponde a un ejemplo para un numero finito de eventos simples, en el cual la
funcidbn da “saltos” en los puntos que tienen asignada cierta medida de
probabilidad; mientras que el segundo es un ejemplo para una distribucion
continua en la que aunque todos los puntos tienen medida cero, la funcién tiende a

1 de manera monotona y continua. También pueden existir funciones mixtas.

De aqui en adelante se considera F(a—) como el limite izquierdo de la

funcién cuando la variable tiende al valor a; esto es intuitivamente que: en el caso

* El concepto de limite esta definido en general para espacios topologicos, hay una amplia
cantidad de definiciones y estructuras necesarias para construir la definicion formal. Sin embargo,
se logra a partir de la teoria de conjuntos. Definir un espacio topoldgico, mas aln, un espacio
métrico esta fuera de los intereses del trabajo por lo que se limitard a una explicacion intuitiva.
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que haya un “escaldn” en el valor a, tomar el valor inmediato anterior al escaldn, si
no hay escalon (la funcion es continua en a) se cumple que F(a) = F(a-). Algunas
de las igualdades, para cualquiera a y b reales, que son utiles para trabajar con la

funcién de distribucion acumulada son las siguientes:

.P(X<a)=F(a-).
.P(X=a)=F(a) - F(a-).
.P(a<X<b)=F(b)-F(a).
.P(a<X<b)=F(b)-F(a-).
.P(a < X<b)=F(b-)-F(@).
.P(@a<X<b)=F(b-)-F(a-).

oo O B~ W N =

Se presta particular atencion al caso en el que F es una funcién continua,
pues la mayoria de las distribuciones de probabilidad, importantes y utilizadas, son

continuas. Si F es una funcién continua, todo eso se puede resumir en:

1. P(X < a) = P(X < a) = F(a).
2.P(X=a)=0.
3.P(a<Xsb)=P@asXsb)=Pa<X<b)=P(asX<b)=F(b) - F(a).

Ya que la funcién de distribucion acumulada esta pensada en describir el
incremento de probabilidad que hay al aumentar el nimero, resulta mas o menos
natural pensar que su derivada describa el “peso” de los puntos, cuando F es una
funcién continua. Se define la funcién de densidad de probabilidad como la

derivada de la funcién de probabilidad acumulada f(x) = F"(x).

La ventaja de la funcibn de densidad es que permite apreciar
graficamente los puntos con mayor “peso”, y por lo tanto, da una idea de los
intervalos con mayor probabilidad. Debe quedar claro que la funcion de densidad
de probabilidad estrictamente no es una medida de probabilidad, es sélo una
funcién auxiliar con fines de apoyo interpretativo. La funcién de densidad solo

coincide con la medida de probabilidad en el caso finito.

Ahora que ha quedado claro lo que son las distribuciones de probabilidad,

cabe mencionar que existen numerosas familias de distribuciones; una familia de
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distribuciones es un conjunto de distribuciones que comparten una misma formula
y que se distinguen entre ellas por uno o varios parametros que determinan por
completo a la distribucion. Existen tanto familias de distribucion discretas como la
Binomial, la Poisson, la Bernoulli, entre otras; asi como familias de distribucion
continuas como la exponencial, la gamma, entre otras y quiza la mas conocida de

todas las familias de distribucion, la distribuciéon normal.

El nimero de pardmetros que requiere una distribucion varia con la
familia de distribuciones; sin embargo, histéricamente se ha buscado que los
pardmetros coincidan con valores relevantes que dan informacion sobre el

comportamiento especifico de la distribucion.

Buscamos algunos nimeros que tienen interpretaciones significativas y que
se pueden usar para describir la distribucién de frecuencia de cualquier
conjunto de mediciones. Centraremos nuestra atencion en dos tipos de
nameros descriptivos: medidas de tendencia central y medidas de
dispersion o variacion. [Wackerly, D., Mendenhall, W. y Scheaffer R., 2010:
9]

Por lo que en la mayoria de los casos la distribucion toma como
pardmetros numeros relacionados estrechamente con la esperanza y la varianza
de la distribucién, que son los representantes mas conocidos e importantes de las
medidas de tendencia central y de dispersion como se podra ver en las siguientes

definiciones:

La esperanza de una variable aleatoria X se define como la media
aritmética ponderada de sus resultados con sus probabilidades, es decir que la

esperanza se define como:

Para el caso discreto, enumerando los eventos simples como x;:

= Ex] =Y xi f ().

.’C;‘Eﬂ

Para el caso continuo:
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i = Elx] =j x f(x)dx.

Por otra parte, la varianza de una variable aleatoria X se define como la
esperanza del cuadrado de la diferencia de la variable aleatoria menos la media

de la distribucién. Con esta definicion se tiene la formula:

0% = Vx] = E[(x - p)*] = E[(x - E[x])*.

O lo que es lo mismo por la definicion de esperanza. Para el caso

discreto, enumerando los eventos simples como X;:

02 = VIx] =2 [ () — ),

.’C;‘EQ

Para el caso continuo:

62 = Vlx] =[ £ (x)x — p)ax.

Tener el entendimiento total de los tépicos anteriores, asegurard no
encontrarse con conceptos extrafios sin explicacion a lo largo de este trabajo, por
lo que se recomienda que el lector los tome muy en cuenta para la lectura de este
texto ya que en general son importantes para el estudio formal de la teoria de
juegos. Pero no se debe subestimar los temas anteriores puesto que normalmente
se deben tomar varios cursos para formarse en la materia y por ello la informacion

incluida aqui es soélo introductoria.
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IV. TEORIAS AXIOMATIZADAS

Se le suele llamar “teoria” a aquella conjetura que se hace sobre alguna
materia, normalmente a modo de explicacion. También parece remitir a una clase
de pensamiento de indole especulativo o a un estado contemplativo. E igualmente,

se le llama “teoria” a aquel cuerpo estructurado que da lugar a una ciencia.

Al menos tres diferentes acepciones llega a tener la palabra cuando se
inquiere sobre su significado. Y si bien es cierto que no son completamente
ajenas, las diferencias entre una y otra se vuelven insondables una vez que surge

la pregunta de si algo en particular es una teoria o0 no.

Hacer un uso adecuado de la palabra, de sus diversificaciones y
caracteristicas propias de cada uno de los varios matices que puede adquirir, sera
relevante para presentar a la teoria de juegos, dado que la aproximacion a ella
sera bajo la luz de sus axiomas. Ver el caracter de dicha teoria matematica en
tanto teoria resultara no s6lo en una exposicidén esclarecedora de la teoria misma,
sino en un planteamiento de sus presupuestos y nociones que le dan forma y

estructura, es decir, un analisis meta-tedrico de la teoria de juegos.

Asi que este apartado tendra el propdsito de hacer una distincion sobre
las diferencias que existen cuando se habla de una teoria, de un sistema, o de una
teoria axiomatizada. Lo cual posibilitar4 un andlisis en el que sera preciso saber a
qué de las partes que constituye una teoria se esta haciendo referencia. Las
problematicas que lleguen a resultar de la teoria de juegos podran tener “niveles”

diferentes, y por lo mismo, tratamientos diferentes.

Histéricamente “teoria” deviene del griego antiguo, y tenia que ver con el
teatro. Sin embargo, hoy en dia tal palabra suele ir acompafiada de algin otro

concepto que la matiza, tal como lo es teoria axiomatizada o teoria cientifica.
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Pero, ¢qué es propiamente una teoria? y ¢ qué la distingue de entre, por ejemplo,

una teoria axiomatizada?.

Antes de tratar de dar una respuesta, vale la pena aclarar que también
existe una distincion entre una teoria matematica y, por ejemplo, una teoria fisica.
Cuando se habla de teoria en matematicas, se trata mas bien de un sistema l6gico

formal®®

, mientras que cuando se habla de una teoria fisica se remite a hechos o
fendmenos fisicos “observables” y objetivos. Diferentes clases de teorias

responden a diferentes usos y caracterizaciones.

Un comudn denominador en estas tres acepciones es un caracter
especulativo o de conjetura. Dejando de lado por un momento la connotacién
peyorativa que estos conceptos traen consigo, una teoria sin mas parece insinuar
una clase de nocidon que esta en el punto intermedio entre conjetura y
demostracion. Haciendo un simil con la inferencia, la teoria se asemeja en tanto
que no posee aun justificacion, pero que puede llegar a tenerla. La teoria de
juegos, en tanto perteneciente a las matematicas, trata de adecuarse a un sistema

l6gico formal y por ello, las teorias de otra clase no seran tratadas aqui.

Las teorias, como las conjeturas, surgen para elucidar alguan tema sin
ofrecer aun pruebas a su favor (ni en su contra), lo que quiere decir que las teorias
carecen de justificacion demostrativa. Y es a partir de éstas de donde surgen los

intentos de demostracion.

Las teorias son un conjunto de proposiciones que describen algun saber
en especial, pero que todavia no cuentan con una sistematizacion que exhiba las
relaciones que existen entre estas proposiciones, asi que no cuentan con
demostraciones del estilo l6gico formal. Aunque las proposiciones de una teoria

tengan un significado en especial, esta semantica aun no ha sido definida y por

% Habra de decirse que esta connotacion de “teoria matematica” en el sentido de sistema l6gico
formal es reciente, pues aunque intentos se hicieron anteriormente (como con la geometria
euclidiana), no fue sino hasta el siglo XIX en el que se introdujeron los lenguajes formales en lo
gue se circunscriben tales teorias.
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ello permanece tacitamente. Basicamente, no poseen una sintaxis para juzgar las

relaciones entre las diversas nociones que se dan, ni un lenguaje propio definido.

Sin ahondar demasiado en una psicologia de la investigacion, al iniciar la
bldsqueda sobre algun tema, usualmente se conocen las consecuencias, pero no
la causa que lo explica. Se busca el antecedente que hace necesaria tal
consecuencia, a manera de un “por qué”. ldeas suscitadas sin mayor formalidad
tratan de dar razon en forma de una implicacion, esto es, una condicion. Se sabe
que el consecuente es verdadero, asi que se busca un antecedente verdadero®
gue dé lugar a tal consecuencia. Asi, surge una conjetura (0 sea, una proposicion
sin prueba, pero intuitivamente evidente) para explicar un fenbmeno, se crea una
hipotesis a partir de la idea provisional, a la que se le sabe como tal y que por lo
mismo se le debe de investigar; y por ultimo, una teoria es una serie de
proposiciones que surgieron para explicar el fendbmeno que dio lugar a la
conjetura. Las teorias son una coleccion de proposiciones a modo de explicacion,
pero que carecen de una conexion definida, de las que no se sabe su veracidad ni

su falsedad, pero que se presumen en cierto sentido como verdaderas.

El lector podra estar en principio en desacuerdo con esta laxa “definicion”
de teoria debido a los varios usos que llega a darsele, pero las teorias constituyen
en el saber el inicio de la busqueda de la formalidad, sin que ello quiera decir de
modo alguno que las teorias no puedan llegar a tenerla; sin embargo, esto ya
constituird una forma diferente de caracterizacion y no serd simplemente una

teoria, sino una teoria con algun otro matiz.

La formalizacion constituye en no dejar sobreentendido ni los términos, ni
las demostraciones. Las relaciones deben de ser expresadas explicitamente para

gue se logren hacer las demostraciones formales en un sistema légico.

Evidentemente, y como sucede en la légica clasica, existen proposiciones
de naturalezas diferentes en las teorias formales. En una demostracion légica se

parte de una serie de proposiciones (también llamadas “premisas”), sobre las

% Sobre la veracidad de las proposiciones iniciales se hablara mas adelante.
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cuales se pueden deducir validamente otras proposiciones. Las premisas y la
conclusion pueden mostrar tanto propiedades del conjunto de premisas, como de
la relacion misma entre el conjunto inicial y lo que de las premisas se puede inferir.
También pueden mostrar relaciones entre ellas, como cuando una implica a la otra
y no era “necesaria” esa premisa, o cuando ninguna de ellas ni sus combinaciones
pueden deducir l6gicamente a ninguna otra proposicion inicial, en donde se
designa a esto como que las premisas del conjunto son independientes en

términos deductivos.

Hacer demostraciones de la independencia de los axiomas no es
necesario, como ya se dijo, aunque por elegancia y economia hacer esta

demostracion puede ser conveniente en algunos casos.

Para demostrar que algun axioma en particular es independiente de los
demas, es suficiente encontrar una interpretacion que haga falso al axioma
en cuestidon y verdaderos los restantes. Una demostracion tal demostrara
gue el axioma en cuestion no es deducible, como teorema, de los restantes,
porque si lo fuera seria verdadero en cualquier asignacion de significados
gue hiciera verdaderos a los demas. Si para cada axioma es posible
encontrar una interpretacion tal, esto demostrara que el conjunto de
axiomas es independiente. [Copi, I. M., 1954: 195]

Asi, una serie de proposiciones pueden verse desde una perspectiva
meta-tedrica. Cuando se habla de una “meta-teoria” lo que se esta caracterizando
no es propiamente a la teoria en cuestion, por ejemplo, no se estara refiriendo a
un problema en particular que se resuelve utilizando la teoria euclidiana de
geometria, sino a aquello que la teoria de Euclides utiliza para explicar de manera

general esta geometria.

El estudio desde una perspectiva meta-tedrica requiere, a su vez, de un
lenguaje mediante el cual se inscriban las caracteristicas que lo delimitan, por lo
que debe decirse que el lenguaje con el que se realizara el examen sera, ademas
del espariol, el de la logica clasica. Esto quiere decir que algunas otras formas de
aproximarse al problema de lo que una teoria —y una teoria axiomatizada—
constituye no seran abordadas, Unicamente se recurrira a herramientas dadas por

la l6gica clasica para dilucidar y tratar de definir lo que una teoria es.
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Con este respecto se hard uso de la logica para describir algunos
aspectos de las teorias y de la axiomatizacidén de las mismas, por lo que la légica
constituird nuestro metalenguaje. Mientras que el objeto de estudio, i.e., las
teorias, serén el lenguaje objeto, pues sobre él versa la discusién, pero no con

éste se dan las respuestas.

Dado lo anterior, considérense aquellas nociones revisadas en la seccion
[11.1, donde se ha dicho que un argumento se conforma por unas premisas —las
que se consideran verdaderas—; y de una conclusién que se sigue l6gicamente
de las premisas. A su vez, las premisas y la conclusion misma son proposiciones

gue han sido dispuestas en forma de una implicacién, en donde:
(P1&p2&p3&... &pn) —C.

Esta por demas decir que la légica no hace reparos en la verdad de las

premisas, sino que pondera las condiciones bajo las cuales estas “verdades”
pueden derivar nuevas proposiciones que hereden esta propiedad inicial de
verdad, por lo que partir de proposiciones falsas, aunque como ejercicio puede

resultar util, es una empresa futil si se quiere hacer un sistema de una teoria.

Asi que, la validez del argumento que parte de proposiciones verdaderas
dependera directamente solo de las reglas que conforman la légica. Esta conexion
es de la que se tratard, y de lo que en general se ocupa cualquier intento por

formalizar el conocimiento.

Las reglas que establecen si una conclusion es valida es lo que se conoce
como sistema, el cual da los parametros para que una cadena (o0 concatenacion)
de simbolos sea una férmula bien formada, pues se trata de reglas sintacticas
cuyo contenido puede tener sentido dadas las condiciones previas establecidas
por él. Asi, por ejemplo en logica se sabe que una formula bien formada debe de
cumplir caracteristicas como la agrupacion de términos mediante el uso de
paréntesis para establecer una jerarquia, o el uso correcto de la negacion antes de

una proposicion atémica; o en espafiol, que la ordenacion de los simbolos (letras)
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puede dar significado y ser una palabra u oracion. La sintaxis o reglas de

ordenacion de simbolos posibilitan la semantica o el significado.

El sistema, en parte es la sintaxis, o el correcto ordenamiento de los
caracteres, pero también establece los simbolos “permitidos” dentro de él. Esto
quiere decir que el lenguaje bajo el cual se puede desarrollar una teoria lo
establece el sistema. Mientras la teoria puede considerarse como la semantica o
la interpretacion particular; el sistema es el alfabeto admitido y su uso correcto
para generar con éste un lenguaje formal, i.e., el conjunto de todas las férmulas

bien formadas dadas las condiciones establecidas.

La axiomatizacion es el proceso mediante el cual se define la teoria, o sea
las conclusiones y las conjeturas, y el sistema que estructura y genera las reglas
gue den la imagen. La separacion de aquello que constituye la teoria y las reglas
mediante las cuales se derivan las conclusiones deseadas permite que dentro de
la investigacion sea posible establecer los alcances de la teoria y si es posible su

validez y consistencia.

Las teorias poseen las conclusiones y las conjeturas, pero para
establecer si esas conjeturas conllevan sb6lo a esas determinadas conclusiones
deseadas el sistema debe denotarlo. Las conjeturas que tratan de explicar las
consecuencias bien podrian no solo implicar aquello que se desea, sino otras
proposiciones que pueden resultar en contradicciones. De ahi la importancia de la

axiomatizacion.

Para separar aguello que constituye la teoria de lo que es la estructura o
sistema, la axiomatizaciéon primeramente hace una distincion entre aquellos
términos de los cuales se sirve la teoria, y de las otras teorias cientificas en las
que se apoya. Los términos usados en las teorias evidentemente aln no estan
definidos, y parte importante de la axiomatizacion de una teoria es hacer explicitos
los términos utilizados definiéndolos. Pero definir absolutamente todos los

términos es una tarea imposible; justo como sucede con los lenguajes naturales
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en donde suele recurrirse al uso de “sinébnimos”, cayendo en una circularidad

(pues un término te remite al otro y viceversa).

Por ello necesariamente se hace uso de términos que no poseen
definicion, no al menos dentro de la teoria. A estos términos se les suele llamar
“términos primitivos”, y es a partir de estos sobre los que se va construyendo la

teoria y se genera el sistema.

El ideal de la ciencia, entonces, no puede ser un sistema en el que cada
proposicion se demuestre y cada término se defina sino que es una en que
un numero minimo de proposiciones bastan para la deduccién del resto de
ellas y un minimo de términos son suficientes para definir todos los demas.
Este ideal del conocimiento se describe como un sistema deductivo. [Copi,
op. cit.: 187]

Igualmente, toda argumentacion tiene un origen, las demostraciones no
pueden ser sucesiones infinitas, por lo que no todo puede demostrarse. “Todo
sistema deductivo, bajo la pena de caer en un circulo o regresién viciosa, debe
contener algunos axiomas (0 postulados) que se suponen, pero no se demuestran
en el sistema.” [idem: 187] La mayoria de las ciencias parten de nociones
“‘prestadas” de otras teorias, soliendo usarse algunas partes de la matematica, de
la teoria de conjuntos y la logica [Cfr. Suppes, P., 1957: 246-259]. La ldogica y la
teoria de conjuntos, por ejemplo, frecuentemente son la estructura fundamental de
las teorias cientificas, pues se busca que las teorias posean validez, y que el

conjunto de las proposiciones iniciales sea consistente.

De algunas proposiciones se debe partir para, con estas y con el sistema
deductivo, derivar otras proposiciones. La verdad sobre estas proposiciones no
puede establecerse mediante el sistema, pues como se dijo anteriormente esto

llevaria a demostraciones circulares.

Todo argumento con el que se intente establecer la verdad de los axiomas
estd, definitivamente, fuera del sistema, es decir, que es extrasistematico.
[...] Toda proposicion de un sistema deductivo que se suponga, sin
demostracion en el sistema, es un axioma de ese sistema.

El término sistema deductivo formal es simplemente un sistema deductivo,
gue consiste en axiomas y teoremas, algunos de cuyos términos indefinidos
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0 primitivos son simbolos arbitrarios cuya interpretacion es completamente
extrasistematica. [Copi, op. cit.: 193-194]

Una interpretacion de aquellos simbolos primitivos, asi como su verdad
constituyen algo que se encuentra fuera del sistema deductivo. Las proposiciones
deben ser remplazadas por formulas si se quiere ser riguroso, dado que las
proposiciones tienen una interpretacion particular. Las formulas, por el contrario
carecen de una interpretacion y en realidad son simplemente cadenas de simbolos
aun sin sentido, inclusive para el sistema. Para que una férmula sea una formula
bien formada, debe de ser descrita una sintaxis para establecer las reglas que se
deben seguir. Dadas las condiciones de lo que constituye una férmula bien
formada, y con ello el lenguaje formal, se pueden usar éstas en vez de

proposiciones con una interpretacion.

El sistema, a su vez no soélo debe de especificar un lenguaje, sino que ese
lenguaje que sustituya a los términos y proposiciones de la teoria debe de poder
expresar todas las proposiciones de la teoria. Es decir, aunque se establezca un
sistema con una sintaxis bien definida y con ello crear el lenguaje formal, el
sistema debe de poder expresar todas y cada una de las proposiciones de la
teoria. De nada servira tener el conjunto de las férmulas bien formadas, si éstas

no son capaces de expresar todo aquello que se dice en la teoria.

La existencia de términos que no pueden ser definidos genera una nueva
condicién para la axiomatizacion: todos estos términos deben de ser sefialados
como tales, confiriéndoseles un estatus diferente. Igualmente, aquellas férmulas
sobre las que no se puede ofrecer una definicién, son una clase diferente de

formula.

Las nociones primitivas se deben de tomar como premisas o axiomas, es
decir como punto de inicio para la investigacion, los cuales deben de tener “un
significado que apele fuertemente a la intuicion”[Suppes, P., loc. cit.] “Las unicas
nociones referidas en los axiomas deben ser las nociones primitivas, las nociones

definidas en términos de las nociones primitivas, y las nociones pertenecientes a
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las teorias asumidas a priori” [Suppes, loc. cit.]. Suponer mas alla de lo expresado

en los axiomas constituiria inevitablemente el fracaso de la axiomatizacion.

Los axiomas deben de presentar todo aquello que se ha supuesto para
poder derivar con este minimo de proposiciones el cuerpo de la teoria. Los
axiomas suponen el punto de partida, con los que el sistema®’ podra ser capaz de

deducir otras proposiciones llamados teoremas.

Los teoremas son el resultado directo de la interaccién de los axiomas y el
sistema deductivo, esto es, mediante las premisas o axiomas, el sistema que se
ha supuesto podré derivar proposiciones diferentes de las originales pero que se

siguen —l6gicamente— de éstas.*®

A estos axiomas se les ve desde el sistema de la l6gica deductiva como
premisas, de las cuales se pueden deducir validamente otras férmulas —

teoremas—.

Claramente puede suceder que las premisas que se estan usando no
sean todas indispensables, es decir, que una o la combinaciéon de algunas
deduzcan a una tercera, en cuyo caso esta tercera seria prescindible, como

sucede en el siguiente caso:

[-(=pva)]&[-(qv-q)vp].

La segunda parte de la conjuncion implica l6gicamente a la segunda,
dadas las reglas de inferencia; asi que esta segunda parte de la conjuncién no es

necesaria.

" Cabe reiterar que el sistema se trata de la estructura o “esqueleto” que permite hacer las
conexiones entre las proposiciones y las conclusiones; y que normalmente se sobreentiende a la
l6gica y a la teoria elemental de conjuntos como este sistema. La ldgica y la teoria de conjuntos a
su vez se valen de términos propios, que no se definen como tal. No es posible no partir de
supuestos, y la légica no esta exenta.

* No se olvide aqui que el sistema asumido en cuestion es la l6gica, por lo que podemos aseverar
cosas como “demostracion” o “deduccién”, aunque no se haya dado una definicién de ninguna de
estas nociones.
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Establecer un minimo de premisas no sélo ofrece una demostracion mas
“‘limpia”, sino que facilita el trabajo del investigador al ofrecer argumentos mas

claros y asequibles en tales demostraciones.

Se mencionaba con anterioridad que la axiomatizacibn de una teoria
también permite al investigador aducir si el sistema es valido y consistente.
Habiendo hecho para el momento la correspondiente conexion entre la l6gica y los
sistemas, es posible ahora ver méas formalmente como se puede establecer si una

teoria es consistente y vélida.

Considérese una serie de axiomas o premisas de las cuales se sigue la

negacion explicita de una de éstas, 0 que se siguen tanto t como -t.
(p1&p2& . &pn)—>(t&_'t),
(p1&p2&...&pn)—pa.

Si del sistema se puede deducir una férmula y su negacién como
teoremas, entonces el sistema es inconsistente. El que un sistema sea
inconsistente implica que todas las proposiciones pueden deducirse de este
conjunto inicial de proposiciones, teoremas y sus negaciones explicitas, lo que
hace inutil el sistema. Una vez que estas férmulas son reemplazadas por una
interpretacion en particular (una teoria), constituiran proposiciones que se

contradicen, y por ello, sin valor.

Si los teoremas que se derivan de nuestro conjunto de axiomas conducen
a contradicciones (como es el caso), entonces el argumento sera valido. La razén
es que el conjunto de férmulas iniciales son contradictorias, y de un conjunto de
premisas contradictorias se sabe que el valor de verdad de dicha implicacién sera
en cada modelo verdadero, o0 sea, tautoldgico. Si se pueden deducir
contradicciones como teoremas, nuestro conjunto de axiomas es inconsistente,

pero el argumento sera necesariamente verdadero.
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Para que un sistema se diga consistente debe de darse el caso en el que
existan férmulas que no se puedan demostrar, tal como se sefiald en el

subapartado de Ill.1 Légica y Conjuntos.

Estas son algunas de las condiciones que debe de satisfacer el sistema
para que se cumpla que sea consistente en tanto su conjunto de proposiciones

iniciales; y valido en tanto el argumento mismo.
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V. CONCEPTOS FUNDAMENTALES DE LA TEORIA DE JUEGOS

V.1 El Juego, los Jugadores y los Resultados.

Antes de comenzar a hacer las consideraciones intrinsecas acerca de la
teoria de juegos vale la pena decir plenamente a qué se referira con cada uno de
los términos sobre los cuales se apoyara lo subsecuente. Acotando y delimitando
su uso Yy diferencias entre uno y otro para esclarecer términos que quiza podran
parecer confusos 0 ambiguos en tanto que su empleo cotidiano podria simular ser

un sinénimo de algun otro término, o no estar definido adecuadamente.

Cuando piensa en un juego se habla de una situacién en donde dos
partes (al menos) se encuentran en una posicion antagonica, es decir, en un
conflicto de intereses; o que la preferencia que persiguen son diferentes, y a veces
opuesta. Y que, como se menciono, si las preferencias entre los individuos son
exactamente las mismas, entonces el conflicto de intereses no existe. Pero un
juego necesariamente debe contar con una serie de reglas o instrucciones

inquebrantables que deben de estar adecuadamente definidas desde el inicio.

El desarrollo de un juego sucede de la siguiente manera: dentro de un
juego se supone deben de existir una serie de reglas que especifican y definen los
movimientos, esto es, un movimiento es el punto en donde el jugador se encuentra
con varias alternativas posibles dadas por las inherentes reglas internas del juego,
pero cuando un jugador ha escogido una alternativa particular en el momento de
tomar de decisiones se dice que ha hecho una eleccion o una jugada, para

ponerlo en términos mas comunes. A su vez, cuando se han llevado a cabo una
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secuencia de elecciones realizadas una tras otra (hechas por un jugador o por

varios) hasta que el juego termine sera jugar el juego.

En simples términos, los movimientos son los momentos en los que se
encuentran varias posibilidades y cuando se resuelve por una de éstas ya se esta
hablando de una eleccién o jugada. Al conjunto sucesivo de jugadas o elecciones
realizadas por un jugador hasta la conclusién del juego se les considera una
manera de jugarlo. “De tal manera que los movimientos estan relacionados con las
elecciones en la misma forma en que lo esta el juego con el jugarlo. El juego
consiste en una secuencia de movimientos, y el jugarlo se trata de una secuencia

de elecciones.” [Von Neumann, J. y Morgenstern, O.,1955: 49]

Como se puede ver, la explicacion clara de las diversas distinciones y
precisiones entre conceptos que provienen de esta teoria parecen todo un
trabalenguas en espafiol por lo mismo de que se trata de una misma raiz en casi
todos los aspectos anteriormente descritos. La palabra “jugar” tiene muchas
acepciones y derivaciones gue resultan en sutilezas al querer acotar sus propias
morfologias linglisticas a un acoplamiento con los conceptos de la teoria de
juegos. De ahi que se ha recurrido hacer una correlacién un tanto mas natural e
intuitiva entre algunos términos; y en otros, se han necesitado utilizar palabras que

podran parecer un tanto forzadas.

De tal suerte que, como menciona Huang [2010: 2], normalmente un
juego G se determina por tres componentes: el primero, un conjunto de jugadores
que se denotara con |, se supondra que el nimero de jugadores es finito y por lo

tanto se representara como | = {1, j2, j3, .-+ » n}-

El segundo componente es, que para cada jugador se tendra un conjunto
de movimientos posibles, el conjunto de movimientos posibles para el jugador j; se
denota por Sj; los elementos de cada S; pueden ser una lista ordenada de
elecciones dependiendo de las jugadas que correspondan al jugador j; a lo largo

del juego.
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Al conjunto A = S; X S; X S3 X...x S se le denomina como el espacio de
todos los perfiles de accion; cada elemento de A es una lista ordenada con las
decisiones de todos y cada uno de los jugadores, por lo que es una forma en que
el juego puede ser jugado y cualquier configuracion de elecciones es representado

por un elemento de A.

Si se le considera al azar como uno mas de los jugadores —aunque éste
no cumple los supuestos de racionalidad— se logra que todas las formas en que
se pueda jugar el juego estén consideradas en el espacio A, haciendo falta so6lo
las distribuciones de probabilidad en cada jugada del azar para determinar por

completo las condiciones tedricas del juego.

El tercer y ultimo componente, desde la perspectiva en que se esta
abordando la teoria se dividirA en dos partes: un conjunto R en el que se
consideren todos los posibles resultados del juego,* y una funcién ¢: A—R. Dicha
funcion sera necesaria para decidir el resultado correspondiente y, naturalmente

dependera de la forma en que el juego es jugado.

V.2 Las Preferencias y la Utilidad

Una de las partes constitutivas de la teoria de juegos es el concepto de
“preferencias”. Como ya se habia sefialado, las preferencias de los jugadores son
parte inherente a los juegos, pues en su consideracion radica la idea de la
estrategia; y es en las preferencias que varios de los axiomas de la teoria se ven

reflejados, como el axioma de racionalidad en los jugadores.

Considerando el conjunto de jugadores |, a cada jugador se le asignara
una preferencia sobre los posibles resultados. De aqui que cada jugador posee
una relacién de preferencia que, a su vez, tiene caracteristicas particulares que

dependen de ese jugador. Cuando sea necesario, se hard una clara distinciéon

¥ Por lo gue puede ser un conjunto finito, numerable o no numerable.
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sobre a cual de los jugadores pertenece la preferencia, pero cuando este no sea el
caso se asumira que la preferencia de la que se estd hablando corresponde al

jugador en cuestion —usualmente el jugador 1—.

La primera consideracion sera sobre como es posible formalizar la idea de
preferencia en un lenguaje matematico; para eso se debe identificar el concepto
de preferir como una comparacion, usualmente se deben comparar las opciones
para discernir cual es “preferible”. Por ello es que las preferencias de los jugadores
son representadas mediante una relacion binaria, con los posibles resultados
como dominio de discurso. Esta relacién binaria permitira comparar dos resultados

para determinar el preferible para el jugador.

Las limitaciones impuestas a las preferencias a manera de presupuestos,
funcionan desde distintas perspectivas; facilitando asi el trabajo, y al mismo
tiempo eliminando algunos casos irrelevantes, como en el que todos los resultados
sean a la vez “mejores y peores” que cualquier otro (cada uno se relaciona con
todos) o donde ninguno es comparable (no existen dos que se relacionen). Ambos

casos como ejemplos de juegos triviales para el jugador en cuestion.

Inicialmente se tendra el importante supuesto de que el jugador, al
presentarsele dos resultados, siempre puede decidirse entre las siguientes
opciones excluyentes: o prefiere alguno de los dos o le parecen iguales; cuando
dos resultados le parecen igual a un jugador se dice que le son resultados
indiferentes. Esto se traducird en un supuesto de “ser completa” para la relacién

que representara a las preferencias.

Este supuesto puede tener conflictos en la practica, ya que muchas veces
al presentarse dos escenarios posibles los individuos no pueden determinar cual
de los escenarios les parece mejor, pero tampoco aceptar que los escenarios sean
iguales para ellos, considerandolos incomparables. Sin embargo, esta suposicién

es razonable en tanto que el jugador sea consciente de lo que pretende.

También se tendra el supuesto de la transitividad; es decir que, si una

persona prefiere a A sobre B y B por encima de C, entonces preferira a A sobre C.

84



Aunque puede darse el caso de que este supuesto no se dé en la practica, pues

en general las preferencias personales pueden no ser transitivas.

Pero si la transitividad no se cumpliera, el jugador quedaria expuesto a
ser manipulado. Imaginemos que el jugador 1 prefiere A sobre B, B sobre C pero
sus preferencias no son transitivas ya que no prefiere A sobre C; por el supuesto
de ser completa, se puede concluir que prefiere C sobre A. Dado lo anterior el
jugador 2, al notar la carencia de transitividad del jugador 1, le pida una
recompensa a éste para cambiar el resultado C por el resultado B (ya que es
preferible para el jugador 1), pero después podria pedirle una recompensa por
cambiar el resultado B por el resultado A (por la misma razon), y una vez mas
pedir una recompensa para cambiar el resultado A por el C (volviendo a las
condiciones iniciales). De esta manera el jugador 2 sacaria ventaja del jugador 1
gue no tiene preferencias transitivas. Por ello se concluye que la transitividad es

un supuesto razonable para las preferencias.

Por altimo, tiene sentido que la relacion sea reflexiva pues un resultado
debe ser indiferente de si mismo. Asi la relacién posee estas tres propiedades: es
reflexiva, transitiva y completa; lo que significa que es un preorden total, pero aln
no satisface todas las propiedades deseadas. Por ahora podemos definir esta
relacion como la preferencia débil de un jugador.

La relacién que representa la preferencia débil del jugador se simboliza
mediante “x”, de forma que AxZB se debe entender como que “A es al menos tan
preferible como B”. Se dice que esta es una preferencia débil pues A y B pueden

ser resultados indiferentes.

V.2.1 Relacién de Orden de las Preferencias

Ya hemos logrado definir una preferencia débil, pero es deseable definir

un orden total para cada jugador; para lograr esto, como se menciono
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anteriormente, sera necesario recurrir a una estructura que se generara en los

resultados mediante clases de equivalencia.

La relacion de orden de los resultados, que también se puede nombrar
como la preferencia que posee cada uno de los jugadores, se requiere como un
orden ya que debe permitir al jugador comparar los resultados de un juego y

decidir cual es “mejor o peor” para él.

Las propiedades necesarias para que una relacion binaria sea una
relacion de orden quedaron explicadas anteriormente en este trabajo; y con el fin
de que efectivamente, sea una relacion de orden se tienen los supuestos sobre las

preferencias de los jugadores “racionales”.

Otras de las caracteristicas que suelen suponerse para la relacién de
preferencias son, dependiendo de la situacion que suceda: la reflexividad o
irreflexividad, aunque cualquiera de esas dos propiedades puede elegirse, debe
tener alguna de las dos para poder considerarla una relacién de orden sin poder,
evidentemente poseer ambas propiedades.

De la misma forma que los oOrdenes, cuando las preferencias se
representan con una relacion de orden que cumple con la propiedad reflexiva se
les conoce como preferencia no estricta; en cambio, si cumple con la propiedad

irreflexiva se afirma que es una preferencia estricta.

Otra propiedad relevante para esta relacion, que se da en muchos
contextos es el de ser una relacibn completa, aunque esta propiedad no es
indispensable para ser una relacién de orden, facilita el trabajo y evita que existan

resultados incomparables para el jugador.

También cuando es una preferencia representada con una relacion de
orden que es completa, se le denomina preferencia total, y si la relacion de orden
no es completa, se le conoce como preferencia parcial. Claramente es una ventaja
trabajar con preferencias totales ya que las preferencias parciales pueden tener

resultados incomparables para el jugador.
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V.2.2 Ordenamiento de Resultados por Preferencias

Un caso importante es cuando la relacion de utilidad es un orden
completo no estricto, esto quiere decir que cumple con la reflexividad, transitividad,
la antisimetria y que todos los elementos son comparables. Esto basta para poder
definir sin problemas, en juegos con un numero limitado de resultados posibles,
una funcién que va del conjunto de resultados R a un subconjunto de los nimeros

naturales, tal que cumpla con ser una funcién biyectiva.

Demostrar que esta funcion biyectiva existe, es solo demostrar de manera
formal que los resultados del juego se pueden enumerar respecto a esa relacion
de orden (por ejemplo “mayor que”), sin repetir el mismo numero para dos
resultados y estando seguros de que para cualesquiera dos, es preferible el
resultado asignado al nimero mayor (o menor, dependiendo de la enumeracion).
De esta forma, la enumeracion nos permitird determinar exactamente cual es el
‘mejor” y el “peor” resultado del juego y todos los intermedios, segun las

preferencias del jugador.

Esta funcion sera equivalente al proceso de permutar los resultados
posibles haciendo que cumplan con estar ordenados segun la preferencia del
jugador. Aunque esto no siempre es posible ya que se puede dar el caso de que
existan dos resultados que no puedan ser comparados entre ellos o que sean

iguales en términos de preferencia.

El poder reconocer exactamente cuél es el mejor resultado del juego para
cada individuo (y sus preferencias) puede ayudar a la toma de decisiones del
mismo y también a intentar predecir las decisiones de los otros jugadores para

tomarse en cuenta en la estrategia.
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V.2.3 La Funcion de Utilidad

La representacion mas comunmente utilizada para expresar las
preferencias de un jugador es mediante una funcion de utilidad. Esta funcion se
puede construir mediante las preferencias cuando éstas cumplen con ser una

relacion de orden.

Si las preferencias de un individuo son consistentes de tal manera que
resulten  prescriptivas, entonces sus preferencias pueden ser
numeéricamente representadas mediante lo que se conoce como una
funcion de utilidad. Esta funcion de utilidad posee la importante propiedad
de que, una persona prefiere una loteria por encima de otra si y solo si la
utilidad esperada de la primera es mayor que la utilidad esperada de la
segunda. Por consiguiente, el supuesto deseo individual de resultados
preferentes se convierte, en la teoria de juegos, en el problema de
maximizar la utilidad esperada. [Luce, D. y Raiffa, H.,1985: 4]*

Usualmente se puede decir que las preferencias son una funcion de
utilidad, lo que facilita su interpretacion y la busqueda de maximizar los beneficios.
La funcion de enumeracion mencionada anteriormente es un caso especial de
funcién de utilidad, pero la funcion de utilidad tiene la ventaja de poder asignar el

mismo nUmero a varios resultados.

La funcién de utilidad se conjuga de manera importante en la teoria de
juegos, convirtiéndose en el punto critico a considerar en la toma de decisiones ya
que representa aquello que se quiere conseguir. El estudiar las funciones de
utiidad permite la aplicacibn de una gran parte de las matematicas que

comprenden diversos tipos de funciones.

Hasta el momento, las preferencias se definieron como una relacion de

orden binaria entre los resultados del juego. Una forma diferente de entender las

40 Aungue a este punto no se han definido las loterias, entiéndase temporalmente sélo como un
tipo especial de juego. Estos juegos cuentan con caracteristicas que permiten a los autores hacer
requerimientos —en forma de supuestos— sobre los juegos, los cuales se abordaran en el
apartado VII.1 Caracterizacion de la Teoria de Juegos.

88



preferencias es mediante el uso de una funcion de utilidad, aunque esta instancia
solo se puede utilizar eligiendo adecuadamente el conjunto de imagen de la
funcion; o sea, a qué conjunto queremos que la funcidbn nos envie para que se
utilice y aproveche el orden usual de dicho espacio, buscando que en la imagen
de la funcién se mantengan las relaciones entre resultados, es decir, se dé sin

perder informacion.

En general, se supondrd que la imagen de la funcion (y en su caso el
rango de la funcion) esta contenida en los numeros reales, para lo cual se
requerira que las preferencias sean totales, ya que los nimeros reales son un
conjunto con un orden usual total estricto (menor que) y un orden usual total no

estricto (menor o igual que).

La ventaja principal de la consideracion de una funcion de utilidad es
facilitar el trabajo de la teoria, aprovechando las relaciones de orden usuales con
las que podriamos estar mas familiarizados. Normalmente se utilizara la relacién
“<” (menor o igual que) o la relacién “<” (menor que), que se pueden reconocer
como las relaciones de orden no estricto y estricto respectivamente, definidas en

los numeros (naturales, enteros, racionales o reales dependiendo del caso).

La idea de la funcion de utilidad es asignar a cada posible resultado un
namero (en general lo consideraremos numero real), tal que ese numero lo
represente adecuadamente con la relacién de orden de los niumeros respecto a los
asignados a los otros posibles resultados; es decir, a estrategias preferibles
generalmente le asignamos numeros mayores (aunque podria ser que a

estrategias preferibles se le asignen nimeros menores).

La funcion de utilidad es, en cierta forma, similar a la funcion de
enumeracion mencionada anteriormente, puesto que asigna numeros a cada uno
de los resultados; aunque difieren en que la funcion de utilidad goza de mayor
generalidad (toda funcion de enumeracion se puede ver como funcion de utilidad
pero no a la inversa) y puesto que no es necesariamente biyectiva, también puede

asignar el mismo numero a mas de un resultado. Asi mismo, la funcion de utilidad
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permite trabajar con una infinita (e incluso en algunos casos, no numerable)

cantidad de resultados del juego, lo que le da mayor fuerza.

Y no conforme con esto, es posible definir esta funcion de utilidad ain en
algunas de las preferencias parciales. Por ello mismo, la funcion de utilidad no se
puede ver como una permuta de los resultados, mientras que permite que dos de

ellos sean considerados igual de preferibles.

Claro esta que la desventaja de esto es que se pierde la biyectividad, y
con esto podemos encontrarnos en la situacion en que no seamos capaces de
saber a qué resultado corresponde el valor de la funcién que preferimos sobre
todos los demas, y por ello también se deja de hablar de maximos y minimos para

hablar de maximales y minimales*.

Unas preferencias bien definidas implican la capacidad de los jugadores
conscientes de ellas, a poder deducir lo que el otro preferird (dado que pueda o
no, tener la misma informacion), pudiendo hacer asi un patron consistente de
decisiones que tomen en cuenta todas las preferencias, no sélo del jugador que

toma la decision. Lo que llevara a la formulacion de posibles estrategias.

V.3 El principio de racionalidad

La nocion de “racionalidad” se puede analizar bajo diversas perspectivas
y ser definida en diferentes formas dependiendo del &mbito, contexto y el objetivo
en el que se inscribe. En la teoria de juegos el principio de racionalidad se
determina por los siguientes aspectos principales, los cuales se ven reflejados en

la forma en la que los jugadores actuan en un juego.

* ' Un méaximo es el que toma un valor mayor que cualquier otro y el punto que lo toma es Gnico;
mientras que un maximal toma un valor mayor o igual a cualquiera de los otros, por lo que puede
no ser unico. Analogamente, el minimo es Unico pero pueden existir varios minimales.
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El primero es en tanto las preferencias de cada jugador, las cuales se
presuponen como un ordenamiento de los resultados; lo que incluye la
transitividad y otras caracteristicas de una relacion de orden explicadas con
anterioridad. Esto permite que se tenga en claro cual resultado es mejor —o0 en su

defecto cuales, siendo indiferentes— para cada jugador individualmente.

El segundo es respecto a maximizar su resultado, pues se asume que
cada uno de los jugadores busca obtener el resultado que mas prefiere de entre
todos los resultados posibles. La capacidad del jugador para lograrlo dependera
del analisis del juego mismo, de la informacion disponible y de los posibles
resultados del juego, asi como de las preferencias de los otros, ya que
determinaran sus decisiones. El principio de racionalidad en ocasiones no es
tomado en cuenta desde esta perspectiva, por ejemplo, al considerar el azar como

un jugador, dado que el azar no se considera un jugador “razonable”.

Aqui cabe indicar que, aunque los jugadores toman en cuenta la accion
y/o la inaccién de los otros jugadores, esto no quiere decir que busquen
perjudicarlos; sino mas bien se reconoce que las acciones de los demas afectan
nuestras decisiones, dado que influyen en el conjunto de posibles movidas que
nos estén disponibles, ademas afectan directamente los resultados del juego. En
principio, ningun jugador tiene preferencia respecto “ayudar” o “perjudicar” el
resultado de los jugadores, sélo buscan lograr su interés personal. Claro que es
posible afadir caracteristicas de colaboracion o competencia a un juego en
particular, lo cual modifica las preferencias de los jugadores, como sucede en los

juegos cooperativos.

Asi que, en cierta forma, los jugadores son “indiferentes” sobre las
preferencias de los otros jugadores, en el sentido que, aunque se consideran las
preferencias de los otros en las estrategias es indiferente el resultado que los otros

obtengan y sus preferencias en ellos.

Por ultimo, el principio de racionalidad se relaciona con los recursos

disponibles para los jugadores. En teoria de juegos se sobreentiende que todos
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los jugadores no solo son racionales, sino que pueden ejercer esta capacidad
haciendo uso de todos los recursos necesarios para ello. Es decir que, el jugador
tiene a su disposicidbn recursos suficientes para poder formar estrategias
razonables, como lo es el tiempo y espacio para analizar toda la informacion que
tenga disponible. Sin esta consideracion, aunque un jugador tenga la capacidad

de actuar razonablemente, estaria imposibilitado para ello.

V.4 Las Estrategias

Se puede pensar que la estrategia adquirida por un jugador, es como su
manera de jugar —o plan de juego— durante toda la partida. Se le denomina
estrategia a todas las decisiones que toma un jugador durante el juego o bien, en
Su caso, a los criterios que utiliza para la toma de éstas. Esto quiere decir, que
cualquier eleccion que tome un jugador, esté justificada o no, es parte de su

estrategia.

Generalmente una buena estrategia considera todos aquellos aspectos
que pueden suceder dentro del juego mismo cambiando sus resultados, asi como

la nueva informacién que se vuelva disponible al jugador.

Por lo que en la eleccibn de una estrategia razonable estdn también
involucradas las preferencias racionales vistas (en la mayoria de los casos) como
una funcion de utilidad. De forma que los resultados del juego se pueden
comparar para determinar un resultado preferente; y en algunos casos, muestren
al jugador una estrategia plausible que le conduzca a la obtencion de dicho

resultado.

Se puede pensar en la estrategia de un jugador como un conjunto de
instrucciones para jugar un juego dado de principio a fin. Inversamente,
cada diferente forma en que un jugador puede jugar un juego es una
estrategia de ese jugador. Si enumeramos todas las diferentes formas que
un jugador puede jugar el juego, obtenemos todas las estrategias de dicho
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jugador. Por supuesto, algunas de esas estrategias pueden ser obviamente
mediocres, pero son incluidas en la enumeracion inicial.

Cada par de estrategias, que consista de una estrategia de cada jugador,
determina una forma de jugar el juego, que a su vez determina el pago a
cada jugador. Asi podemos considerar que un jugar de un juego consiste en
la decision de cada jugador, a saber, la seleccibn de una estrategia.
[Drescher, M., 1961: 2-3]

Las estrategias las entenderemos de dos formas —abusando del lenguaje
sin mucho peligro de ambigiiedad—. La primera interpretacion trata sobre las
decisiones que toma un individuo; es decir, la opcién que el jugador elige usar. La
segunda es referente a los criterios de los que se vale para tomar sus decisiones.
Estas posturas son distintas ya que bajo la primera interpretacion, las decisiones
tomadas forman un criterio; mientras que en la segunda interpretacion, el criterio
determina las decisiones. Cabe sefalar que el criterio no tiene que estar justificado

en principio.

Aun asi, ambas posturas estan estrechamente relacionadas de forma
similar a como se relaciona un sistema axiomatico con una teoria. A partir de los
criterios (axiomas y reglas) se pueden construir las decisiones (teoremas). Y
conociendo las decisiones se puede construir un criterio que te haga tomar tales

decisiones.

Las estrategias logran, en algun sentido, descartar las decisiones que no
resultan convenientes para el jugador que elige; por ello, formalmente las
estrategias son un subconjunto del espacio de todos los perfiles de accién A, en el
cual estan consideradas todas las formas de jugar el juego. Recordando que esta
definido como A = S; X S, X S3 X...x S, donde cada S; representa conjunto de
movimientos del jugador j; (posibilidades en cada eleccion del jugador i). Para que
la definicion formal corresponda a la idea establecida de lo que es una estrategia,

se deben cumplir las condiciones mencionadas a continuacion.

Un subconjunto T;, contenido en A, es una estrategia del jugador i si y

sé6lo si se cumple que:
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dla;x € 5, | (al,k1:a2,k23"'3af,k3"'3akjn) e TI;

Donde las a son vectores de decision y a;, representa que el jugador m
decidi6é jugar la eleccion kq, por lo que k funge como funcion de decision que
depende de los jugadores. La férmula indica que, para cualquier configuracion de
decisiones de todos los jugadores —excepto el que forma la estrategia—, existe
una Unica opcion «a;,, entre las posibilidades de eleccion del jugador i, que
pertenece a la estrategia; por lo cual k resulta ser una decision constante para el

jugador i, fijadas las decisiones de todos los otros jugadores.

En otras palabras esto significa que, dadas las decisiones de los otros
jugadores existe s6lo una forma de reaccionar para el jugador i. Esta reaccion esta
determinada por su estrategia. Esto coincide con la postura tanto de reglas de

decision como con la postura de opcion elegida.

Es importante mencionar que dicha definicion de estrategias responde a
la formulacion de estrategias puras, mas adelante se tratara con el concepto de
estrategias mixtas. La diferencia radica en que las estrategias puras se establecen
en juegos que se jugaran en una uUnica ocasion, mientras que las estrategias

mixtas estan pensadas para juegos repetitivos y tienen caracter probabilistico.

Ciertamente existen estrategias que pueden ser “malas”, ya que se puede
elegir cualquier opcion, incluso sin un “buen” criterio o razén. Sin embargo, se
tratara de explicar algunas caracteristicas que deberia de poseer una “buena”
estrategia, justificando cada una de ellas con base en los principios que se han
decidido seguir. A esto se le puede considerar parte del principio de racionalidad,

sobre el cual abundaremos més adelante.

Recordemos que uno de los componentes fundamentales de los juegos
es la “funcion de utilidad”, o las preferencias de los jugadores respecto a los

posibles resultados que se puedan obtener del juego. Esta funcion es, en
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resumen, nuestra Unica referencia de qué es lo mejor para cada individuo en el
juego y, por lo tanto, sera relevante a la hora de la toma de decisiones. Pero no
debemos olvidar que la funcién de utilidad esta definida sobre los resultados y no
sobre las alternativas de los jugadores, lo que quiere decir que aunque se sepa lo
gue se quiere lograr, puede no ser claro como lograrlo o incluso puede no ser
posible.

Entonces existen varios factores en contra, uno de los mas graves es el
problema de la informacién, que se puede dar en muchos niveles. No obstante, en
general se supondra que cada uno de los jugadores tiene conocimiento completo
del juego y de todos los posibles resultados del mismo, dejando sélo el posible
desconocimiento de las estrategias que seguirdn los demas jugadores y, segun el

caso, las preferencias que tienen cada uno de ellos.

El estratega —o el jugador que toma las decisiones— solo tiene a su
disposicion absoluta, en principio, el conocimiento de sus preferencias sobre todos
los posibles resultados en el juego y la conformacion del juego mismo —las reglas
propias del juego— y por ello debera considerar fuertemente su preferencia y el
tipo de juego; ya sea de certeza, riesgo o incertidumbre; para trazar una
estrategia.

Idealmente, la mejor estrategia es tomar como reaccion la eleccion que
maximiza la utilidad del jugador dada la decision de los otros. Es decir que se

buscara que el conjunto T; cumpla con que*?:

SI (al,klj"')af,kj"'Jan,kn) = Tf
Entonces Va;;, € S;
(al,kls"':af,kg:"':a?‘!,kn) n_<..a (al,kp“':af,k:"':a?‘!,kn)
En tanto Hi(al,kls“'3af,ki—3'“3a?‘i,kn) S y‘f(al,kls'“3ai,k3“':a?i,kn.

2 En la férmula, u;es la funcion de utilidad del jugador i y esta depende de las decisiones tomadas
y 3 es larelacion de preferencias del jugador i y compara la preferencia de vectores de decision.
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Lo cual aseguraria que la decisién que el jugador i estd tomando es mejor
o al menos indiferente con cualquier otra de las opciones que tenia disponibles.
Resultaria ideal para un jugador siempre poder elegir las opciones adecuadas

para obtener el maximo resultado disponible.

Las imposibilidades para la aplicacion de la estrategia perfecta resultan de
la falta de informacion, la influencia del azar e incluso por la secuencia de jugadas
anteriores y posteriores al momento que el jugador i toma su decisién. La
informacion no disponible, asi como la variabilidad de los resultados no permiten

tener en claro cudl es la mejor de las opciones en cada caso.

Sin embargo, existen varios métodos para intentar mejorar la forma en
gue se toma la decision. La mayoria de los mismos se apoyan del principio de
racionalidad y al mismo tiempo reducen el espectro de los juegos en los que se
puede aplicar el método. De esa forma se consiguen criterios para la formulacion

de estrategias.

V.4.1 Estrategias Dominadas y Dominantes

Aqui es suficiente con la definicion de la relacion binaria de orden que
determinara nuestras preferencias y lo que es una estrategia, para poder introducir
este concepto. Diremos que una estrategia A domina a una estrategia B cuando
para cualesquiera decisiones ajenas al estratega el resultado de A siempre es

preferible o indiferente sobre el resultado de B.

Bajo esta definicion, podra parecer razonable considerar solo estrategias
dominantes para la toma de decisiones, puesto que cualquier decision que
tuviesen los otros jugadores siempre sera preferible el resultado de la estrategia
dominante. En muchos casos resultara en una buena forma de eleccion de
estrategia asi que se considerara un primer criterio, aunque mas adelante se

discutiran algunas de las fortalezas y debilidades del mismo.

96



Mas adelante, en el apartado de soluciones de los juegos se podra ver
como la consideracion de estrategias dominantes y la eliminacién de estrategias
dominadas tiene grandes ventajas en términos de simplificacion del problema e
incluso, en algunos casos, considerando que todos los jugadores siguen este
criterio se puede “resolver el juego”, de forma en que se logre determinar qué

estrategia seguira cada jugador.

Para esclarecer un poco mas este apartado, permitasenos remitirnos
nuevamente al dilema del prisionero. Como ya se ha sefialado, se trata de dos
individuos que buscan cada uno de ellos su propio beneficio. La toma de
decisiones por estrategias dominantes tiene justificacion individualista, lo que
puede llevar a resultados que no son 6ptimos para el conjunto de los jugadores vy,
por lo tanto, pueden no ser resultados 6ptimos para el estratega.

Quizd es sblo una posibilidad entre muchas pero ésta basta para
demostrar que el criterio de estrategias dominantes no resuelve el juego en todos
los casos. Este método soélo servird para encontrar un equilibrio de Nash, por lo

gue es importante tomarse algo de tiempo en estudiar todo su alcance.

V.4.2 Equilibrio de Nash

El concepto béasico del equilibrio en un juego estd directamente
relacionado con la estabilidad de las decisiones. Aunque no se tiene forma de
conocer a priori las elecciones de los jugadores y por lo tanto es imposible

predecir el resultado, aun es posible analizar algunos casos especiales.

Después de un analisis detallado de los resultados, es posible identificar
gue algunos de ellos resultan inviables; por ejemplo, se puede considerar que un
resultado obtenido mediante estrategias dominadas es inviable puesto que los

jugadores no tomarian tales opciones.
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El analisis no sélo aplica para descartar resultados inviables, también
podemos encontrar la manera de resaltar resultados més factibles que otros; por
ejemplo, los resultados obtenidos con estrategias dominantes aparentan ser

mucho mas factibles.

La definicion de equilibro de Nash para estrategias puras se inspira en
esto para definir un tipo de resultado que resulta ser mucho mas factible que el
resto. Valga la pena mencionar que el equilibrio aplica para los juegos simultdneos

sin influencia del azar.

Un resultado es un equilibrio de Nash si ninguno de los jugadores
preferiria cambiar su decision dadas las decisiones de los otros jugadores fijas.
Formalmente, si el resultado r se determina por las decisiones de todos los

jugadores,

;‘H — (al:jlj*"jafbffj"‘jan;f}?)'

Se cumplird que r es un equilibrio de Nash si:

_IEIEEIk‘ r i (alﬂfl;---paf:k:‘“'?aﬁ:jn)'

Debe marcarse que la relacion binaria de preferencia depende del jugador
en cuestion, por lo que los resultados preferentes dependen del jugador que se

cuestione su cambio de decision.

Esta es una forma de restringir que todos los jugadores estén “conformes”
con su decision, pues dadas las decisiones de los otros, no quisieran cambiar la
propia. Recordando, a manera de ejemplo el dilema del prisionero. El Unico
equilibro de Nash por estrategias puras en el dilema del prisionero resulta ser
cuando ambos jugadores delatan, pues esta es la soluciébn por estrategias

dominadas.

Un problema con la definicion de equilibrio de Nash para estrategias

puras es que, tanto existen juegos sin equilibrios como juegos con mas de un
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equilibrio. De hecho, es facil construir juegos para evidenciarlo, para lo cual

considérense los siguientes ejemplos™®:

A B
(1,-1) |(-1,1)
B |(-1,1) |(1,-1)

Este es un ejemplo de juego en que no hay equilibrios de Nash, la razén
es que, sin importar el resultado obtenido uno de los jugadores querr4 cambiar su

decision para poder maximizar su resultado.

A B
(2,1) |(0,0)
B [(0,00 [(1,2)

Este es un ejemplo de juego donde hay mas de un equilibrio de Nash
para estrategias puras, a saber, tanto (A,A) como (B,B) dejan conformes y sin
deseo de cambio de decision a ambos jugadores. Esto ultimo bajo el entendido de
que, si alguno de los dos jugadores desea cambiar de estrategia, es porque existia
otra jugada que le daria un mejor resultado que la que eligié en principio; mientras
gue el mantener la misma eleccion significard que ninguna otra estrategia posible
es mejor que la que se eligié originalmente, dadas las estrategias de los otros

jugadores.

Como se ve, no es posible asegurar la existencia de un equilibrio de Nash
por estrategias puras y tampoco, que en caso de existir, sea Unico. Los juegos que
tienen un Unico equilibrio de Nash se les llama juegos de valor simple. El valor del

juego se define como el resultado que es el unico equilibrio.

3 Mas adelante se hablara de las representaciones de los juegos, por lo pronto entiéndase que las
opciones son A y B para cada jugador, y que las parejas ordenadas son el resultado en nimero
para cada jugador.
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Ademas, cuando existe un unico equilibrio de Nash es posible encontrarlo
mediante el método de eliminacién de estrategias dominadas. Cuando un juego
tiene un anico equilibrio de Nash en estrategias puras, tal equilibrio es la Unica

solucion tedrica del juego.

Cuando existe mas de un equilibrio de Nash, aun es posible encontrar
una solucion por estrategias puras, estableciendo condiciones como las que se
veran en el capitulo de soluciones por induccién hacia atras y por estrategias

dominadas y dominantes.

Pero en ocasiones ninguno de estos métodos permite encontrar una
solucion, para lograr encontrar solucién en esos casos se hace consideracion de
estrategias mixtas. El teorema mas general de Nash, establece que todos los
juegos simultaneos de informacién completa tienen al menos una solucidon por
estrategias mixtas, definiendo el equilibrio generalizado de Nash que se tratara

mas adelante.
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VI. CLASIFICACIONES Y TIPOS DE JUEGOS

A partir de la introduccién hecha anteriormente a la teoria de juegos, su
conexién con la funcién de utilidad, el lector podra aducir que hace falta algo. Para
poder realizar una estrategia plausible, no sélo basta el considerar las preferencias
bien definidas, ni solo propias ni las de los otros jugadores, sino que se requiere
ademas de la consideracion de que esto suceda, dadas las circunstancias del
entorno (el juego y los otros jugadores). Es decir, un jugador no puede, o no debe,
crear su estrategia SOLO a partir de preferencias preestablecidas que quiza no

sucedan.

Las siguientes clasificaciones estan relacionadas con las caracteristicas
mas importantes de un juego, por lo tanto pueden ayudar a describir mejor un
juego, asi como facilitar el estudio de los distintos tipos de juego de acuerdo a sus
particularidades relacionadas con los jugadores, la informaciéon disponible y la

estructura misma del juego.

VI.1 Por Informacidén

Uno de los aspectos mas importantes, en la toma de decisiones y la
prediccién de resultados en un juego, es la informacion que tiene disponible el
jugador. Esta informacion puede ser tan escasa que no permita distinguir cual es
la mejor opcién sin embargo es lo Unico en lo que el jugador puede basar

racionalmente su estrategia.

Aunque se suelen clasificar los juegos por informacion, lo cierto es que
son clasificaciones heredadas de la forma en que se clasifica el tipo de

informacion, dependiendo de la informacion que tienen sus jugadores.
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La informacién que puede tener un jugador es: sobre el juego mismo y
sus reglas, los jugadores y las formas en que participan, los resultados y las
preferencias de los jugadores en los mismos, la influencia del azar y el

conocimiento de la informacion que tienen los otros jugadores.

Existen tres tipos importantes de informacion que se pueden tener:
informacion cierta, informacion completa e informacion perfecta. Estos tipos de

informacion se pueden combinar.

VI.1.1 Informacién Cierta o Incierta

Este tipo de informacion es particularmente importante para este trabajo
ya gue involucra el conocimiento sobre la influencia del azar en el juego (0
subjuego), se dice que la informacién es cierta si no existe un movimiento que no
sea decidido por los jugadores, en otras palabras que no se tenga una variacién

debida al azar.

Este tipo de informacion tiene la posibilidad de tratarse de forma
determinista, sin el uso de la probabilidad, puesto que todos los movimientos
seran determinados por los jugadores y por lo tanto seran decisiones racionales
gue bajo muchas condiciones son predecibles.

Cuando existe la influencia del azar, sea conocida o no, la probabilidad de
los movimientos, es informacién incierta, ésta solo se puede tratar con el uso de
probabilidad en caso de conocer las probabilidades o estadistica para estimarlas
en aplicaciones reales, mediante el célculo de esperanzas, varianzas o algun otro

indicador que ayude a “medir” lo buena que seria cada eleccién del jugador.
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VI.1.2 Informacion Completa o Incompleta

Los juegos de informacién completa son un tipo especial de juegos en los
cuales los jugadores tienen toda la informacion sobre la estructura del juego asi
como los resultados y las posibles estrategias de todos los jugadores y sus
preferencias. Cuando se ignora alguna de estas caracteristicas se tiene

informacion incompleta.

Los “juegos en los cuales la funcion de pagos de los jugadores es del
conocimiento comun” [Gibbons, R., 1992: 55] constituyen basicamente lo que es
un juego con informacion completa, dado que cada uno de los jugadores tiene
pleno conocimiento sobre el nimero de jugadores, sus jugadas y posibles

estrategias y el resultado de sus decisiones.

Un ejemplo de informacion incompleta es cuando se aprende un nuevo
juego, al no estar familiarizado o consciente de todas las reglas, se puede no tener
conciencia de los resultados que tendran nuestras decisiones o incluso no saber

cuales son todas las opciones de juego.

VI.1.3 Informacién Perfecta o Imperfecta

Lo que determina que un juego sea de informacion perfecta o imperfecta
es el historial del propio juego. Si el jugador que esta a punto de realizar una
jugada conoce cada una de las jugadas realizadas por él y por los otros jugadores
desde el inicio hasta ese momento del juego, entonces diremos que se trata de un
juego de informacién perfecta. Si, por el contrario, el jugador desconoce alguna de
las jugadas previas, ya sea suya o de algun otro jugador, se dira que se trata de

un juego con informacion imperfecta.
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En un juego de informacion perfecta todos los agentes conocen el historial
del juego hasta el momento en que les toque realizar una jugada. Es del
conocimiento del jugador las jugadas que le antecedieron al punto de decisién en
el que se encuentre. Y por ello puede determinar con exactitud el punto del juego

en el que se encuentra.

Esta clasificacion serd mas util y relevante al momento de ver el diagrama
de un juego en la representacion grafica de un juego mediante arboles —su forma
extensiva—. En donde cabe sefialar que esta clasificacion solo es relevante
cuando se trata de juegos dinamicos** —también llamado secuenciales—, en
tanto que la caracterizacion de informacion de un lanzamiento de moneda Unico
no tendria mucho sentido. De igual forma, los juegos simultdneos son un claro
ejemplo de juegos de informacion imperfecta, debido a que, las jugadas realizadas
por los otros jugadores no son conocidas. Solo los juegos secuenciales cuentan

con la posibilidad de tener informacion perfecta o imperfecta.

En los juegos dinAmicos de dos —0 mas—jugadores se puede apreciar
las varias jugadas y movimientos posibles que tiene cada jugador en un punto de

decision, y con ello generar la representacion que muestre el historial del juego.

Asi mismo, la informacién perfecta no debe confundirse con la
informacion completa. ElI conocimiento de un jugador sobre las elecciones
realizadas por los demas jugadores hasta un determinado punto de eleccién de
ese jugador no necesariamente implica que ese jugador conoce el resultado de
esas elecciones, ni las siguientes jugadas elegidas. Mientras que el conocer las
opciones y los pagos de esas opciones no quiere decir que se conoce la jugada

gue de hecho eligié el jugador.

La utilizacion de los términos de informacion completa o incompleta,
perfecta o imperfecta normalmente vienen acompafados uno de otro, y por la

clase de juego del que se trata, ya sea dinamico o simultaneo.

* Esta clasificacion se trabajara mas adelante en este mismo capitulo, dentro del apartado V1.6
Simultaneos o Secuenciales.
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Por ejemplo, para que se hable de un juego dinamico con informacion
perfecta y completa se debe de cumplir con que las decisiones tomadas por los
jugadores sean secuenciales, las posibles movidas son todas conocidas antes de
que se elija la siguiente jugada, y los posibles pagos de cada combinacion factible

de movidas sean del conocimiento general.

Asi que juegos como el ajedrez caen dentro de esta clasificacion dado
que los jugadores pueden conocer cada una de las posibles movidas que tiene un
jugador en un dado punto de eleccion. Asi mismo, los jugadores pueden conocer

los pagos de cada una de las posibles decisiones a tomar.

VI.2 Por Probabilidad

La teoria de juegos también se vale de la teoria de la probabilidad, para
poder hablar de una estrategia factible que nos lleve a lo que nuestras

preferencias nos dictan.

Ciertamente no se tratara de un examen riguroso de la teoria de la
probabilidad, sino mas bien una suerte de repaso en tanto que sea necesario y

adecuado para lo que en general se trata de observar en la teoria de juegos.

Aungue un tanto simplificada resulta ilustrativa; para lo que nos compete
en esta seccién de teoria de juegos, la consideracién de que existen dos niveles
diferentes de tratamiento probabilistico que se deben de realizar, a nuestro juicio
sobre un juego: la probabilidad aplicada a la toma de decisiones y la probabilidad
en tanto el resultado de las decisiones ya hechas. Como ya habiamos sefialado,
es de suma importancia tener en cuenta el conjunto de posibles decisiones a la
hora de tomar una, asi como de que la decision ya tomada nos lleve a un

resultado determinado o con cierta probabilidad.
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De esta ultima distincion, a su vez se desprende un nuevo pero relevante
conjunto de categorias que hacen referencia a la informacion de la que el jugador
dispone al momento de realizar una decisidn; a saber, la diferencia entre una

decision hecha en una situacion de certeza, bajo riesgo o en la incertidumbre.

VI1.2.1 Con Certeza, Riesgo o Incertidumbre

Supongamos que estamos en una situacion en la cual tenemos un
conjunto de posibilidades de entre las cuales podemos escoger, 0 sea, tomar una
decision. Pero evidentemente el tomar una decision puede variar si sabemos a
qué resultado nos llevard cada una de las diversas posibles alternativas;
considerada ésta una decisiébn tomada bajo condiciones de certeza; o si nuestra
decision nos lleva a una serie de varios posibles resultados con probabilidades
establecidas —y sabemos su funcion de distribucion—, lo que se le conoce como
una toma de decision riesgosa; o en el peor de los casos, en donde no conocemos
las probabilidades de los posibles resultados, siendo esta Ultima una decision

incierta.

En donde quiz& ya nos parezca un tanto trivial el tomar una decision bajo
certeza, pues si conocemos sin posibilidad de error que si cada uno de los
posibles actos conlleva una reaccion especifica, bien determinada y conocida, la
decision recae en nuestras preferencias de utilidades, aquel resultado que
preferimos por encima de los otros. Aunque no es trivial en tanto que, no todas las

decisiones son tomadas por el mismo jugador.

Pero la toma de decision bajo riesgo (0 la toma de decision bajo
incertidumbre) quiza nos ofrezca no solo mayores problemas, sino también mayor
cercania con la realidad y por lo mismo, una mayor amplitud y aplicabilidad. Asi
mismo, es en donde mas precisamente podemos notar como confluyen la teoria

de la utilidad y la probabilidad, pues es en este punto en donde ambas toman
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parte del juego; la teoria de la utilidad como agente rector y la probabilidad como
el agente “determinante”. Puesto que este ultimo, si es considerado, terminara por

ser decisivo a la hora del resultado obtenido.

Si un jugador toma en cuenta las diversas probabilidades que toman los
posibles resultados de cada una de sus decisiones disponibles podra realizar una

estrategia que le acerque a su preferencia.

Siguiendo un poco nuevamente con la toma de decision bajo certeza,
aunque de apariencia forzada, basicamente todos los juegos de mesa y muchos,
si no es que todos, los juegos de cartas caen dentro de esta clase. Esto de primer
momento podra parecer extrafio, pero para ilustrarlo valgase de un ejemplo un
tanto abstracto y simple de un juego x, en el que participan dos jugadores y que a

Su vez, poseen cada uno un dado de 6 lados iguales.

DECISIONES

{1,2,3,....6) —
1

JUEGO
(reglas) — » RESULTADO

3
123..6) —

Las reglas son sencillas y completas —es decir, determinadas—: Cada
jugador tiene un dado normal, el cual solo pueden lanzar una sola vez cada uno,
quien saque el numero menor del 1 al 6 serd quien gane, a menos de que ambos

jugadores obtengan el mismo nimero en cuyo caso resultara un empate.

Quiza se podra objetar que a la hora del lanzamiento del dado no se
decide, que depende del azar y no del jugador el niumero resultante, pero el factor

del azar no afecta el resultado, es decir, en este particular juego cada accion tiene
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su invariable implicacion, las reglas son claras y al final de él sera igualmente claro
quién es el ganador, no hay probabilidad en tanto que las reglas no cambian, no
hay mas que una consecuencia de la “decision”. De ahi que sea importante
distinguir en qué nivel se estd hablando de la probabilidad —o en su defecto,
incertidumbre—, si en el nivel de las decisiones iniciales, o si en las reglas que

rigen al juego. [Véase el esquema anterior]

Asi mismo, el tradicional “piedra, papel o tijeras” es un juego de este
mismo orden; pues si bien es cierto que al inicio podemos escoger “al azar” alguno
de los tres, el modo de juego sigue siendo el mismo, la piedra le gana siempre a
las tijeras, las tijeras invariablemente le ganan al papel y el papel ganara a la
piedra, no hay duda de quién ganard una vez tomada alguna de las tres opciones
posibles por cada jugador.

Basicamente en este contexto de certeza, la probabilidad no es en cierto
sentido relevante para nuestro propdsito en teoria de juegos; aungque siempre se
puede utilizar, como por ejemplo usando la probabilidad inversa —estadistica— que
demuestra que los agentes suelen escoger piedra con mayor frecuencia, asi que
si, como oponentes elegimos papel podria darnos alguna ventaja*’; pero eso ya
esta fuera de lo que consideramos en teoria de juegos y recae quizd mas en la

rama de la estadistica o en psicologia.

De aqui que los juegos con certeza no sean desestimados por la teoria de
juegos, pues no carecen de aplicaciones. Aunque de apariencia los juegos de
certeza podrian simular estar desestimando la realidad, se ha sefialado cémo es
que esto no sucede en tanto que gran parte de los juegos que nos entretienen
caen dentro de la categoria de certeza. Tomemos como uno de los mejores
ejemplos el ajedrez; que esta completamente determinado en tanto que, tomadas
todas las decisiones de movimientos se puede saber con toda seguridad quién es

el ganador, aunque esto no quiere decir que se pueda realizar un analisis

5 Zhijian Wang y Bin Xu, Hai-Jun Zhou. (Jul 25, 2014). Social cycling and conditional responses in
the Rock-Paper-Scissors game. (p. 2). Nature Publishing Group DOI: 10.1038/srep 5830.
Disponible en la Web en: http://www.nature.com/srep/2014/140725/srep05830/pdf/srep05830.pdf
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completo del juego. Incluso la identificacion de todas las estrategias posibles es
una tarea virtualmente imposible de realizar dada la complejidad y el gran numero
de partidas posibles, en donde hay aproximadamente 160,000 formas diferentes
de jugar sélo los primeros 2 turnos*. Se puede ver lo rapido que crece el nimero
de partidas posibles y, considerando que son partidas largas y de varios turnos,
resulta practicamente imposible considerar todas las estrategias de este juego de

certeza.

Continuando con los casos ya mencionados, en donde se toma la
decision bajo riesgo, es importante destacar nuevamente que al hablar de una
decision riesgosa estamos diciendo que las probabilidades de que ganemos no
estan definidas una vez tomada la decision, es decir, no es claro todavia cuando
se ha decidido ya por alguna de nuestras opciones cuél sera el resultado. TOmese

un ejemplo de un juego de esta clase como lo resultan ser las loterias o “rifas”.

Se esta ante una clase de juego que depende de las probabilidades, en
tanto que, a diferencia de los juegos con certeza que al momento de que todos los
jugadores toman su decision podemos estar ciertos, sin temor a equivocarnos de
cual sera el resultado. Sin embargo, cuando nosotros escogemos un numero
determinado en alguna loteria aun no podemos saber cudl sera el resultado del

juego; sino hasta después del mismo.

Considerando una loteria sin trampa, se puede saber cudl sera la
probabilidad de ganar el premio al saber el niumero de participantes. Si en la

loteria participan n personas se sabe que la probabilidad de ganar sera de 1/n.

“° Esta estimacion se puede realizar considerando que para el primer movimiento se tienen 20
posibilidades, 8 opciones de avanzar 1 cuadro un peén, 8 de avanzar 2 cuadros a un peén vy 2
opciones de movimiento por cada caballo. Como no hay limitaciones en el primer tiro para las
negras tienen igualmente 20 posibilidades, lo que resulta en exactamente 400 posibles formas de
jugar el primer turno. Para el segundo turno aumentan algunas posibilidades, pero también se
eliminan algunas otras, una estimacion de 400 formas para el segundo turno proporciona la
aproximacioén mencionada. Nétese que algunas de las posiciones alcanzables son indistinguibles,
pero la forma de llegar a ellas las hace formas diferentes de jugar (por ejemplo: 1e4, e5; 2Kf3, Kc6
contra 1Kf3, Kc6; 2e4, e5). Para hacer un conteo exacto de las partidas se debera considerar a
fondo las reglas del juego y calcular de forma exhaustiva el arbol del juego.
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Aunque aqui vale la pena introducir un problema que se le podria objetar
al ejemplo dado; el del conocimiento de las probabilidades y si, aunque no sean de
nuestro conocimiento tales distribuciones probabilisticas, esto no quiere decir
automaticamente que no las tengan. Sin introducirnos mas en este problema, pues
no es de nuestro interés, merece la mencién en tanto que consideraremos en este
apartado la probabilidad y la estadistica como las categorias a tratar, y que por lo
mismo algunos de sus inherentes problemas relucen cuando las aplicamos a esta
rama. Supongamos, para ejemplificar el problema anterior, un juego de cartas
como el 21. Las probabilidades de ganar para cada mano son conocidas ya que
se pueden calcular el numero total de juegos posibles y, haciendo uso de la
combinatoria se pueden calcular el nUmero de juegos favorables; asi que sacando
el cociente entre el nimero de casos favorables y el numero total de casos se
obtiene la probabilidad de ganar con esa mano. En donde las probabilidades

podria decirse como definidas.

Asi que el siguiente apartado no carece ni de aplicaciones ni de conflictos
internos. Las decisiones tomadas bajo la incertidumbre, como ya adujimos se
trata, como las de riesgo, de una particion entre las posibles implicaciones de una
accion, pero la diferencia reside en que nuestra decision sera hecha a partir de un
desconocimiento de las probabilidades. Las probabilidades nos son desconocidas,
asi que nuestra decision no solo no tiene una sola consecuencia, sino que ademas

no conocemos la probabilidad de cada una de estas posibles consecuencias.

Un ejemplo conocido de una decision bajo incertidumbre es la bolsa de
valores y en casi todos los ambitos de la economia ya que en general se
desconoce alguno de los agentes que influyen en el juego o alguno de los posibles
resultados. El trabajo de la ciencia es ampliar el conocimiento de los fendmenos y
trabajarlos dentro de la teoria de juegos como si estuviesen totalmente

determinados.
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VI.3 Por NUmero de Jugadores

Como se ha mencionado anteriormente, uno de los aspectos mas
importantes de un juego son los jugadores, por obviedad el nUmero de jugadores
siempre es un entero no negativo y se considerara fijo a lo largo de todo el juego.
Este nUmero puede incluso ser cero, lo que indicaria un juego totalmente resuelto

(determinado en todos sus pasos) 0 un juego que solo depende del azar.

Cuando el numero de jugadores es 1, es un caso muy especial donde el
anico jugador no entra en conflicto con las decisiones de otros y solo debe tomar
en cuenta al azar en sus decisiones; por ello mismo es un caso no muy estudiado

desde la teorfa de juegos pero de igual manera tiene numerosas aplicaciones.*’

El més estudiado y (quiza actualmente) con mayor aplicacion en el mundo
real es cuando el numero de jugadores es 2, este es el minimo necesario para
encontrar el conflicto de intereses entre jugadores racionales con preferencias

determinadas. Aclarando que puede o no participar el azar en el juego.

En muchos casos cuando se trata de mas de dos jugadores, en un juego
no cooperativo se puede manejar el juego como si se tratase de solo dos
jugadores, el jugador de interés y otro que engloba a todos los otros.

Al realizar esta “simplificacion” se corre el riesgo de que agrupar las varias
preferencias de los varios jugadores, pueda ser una tarea mayor que termine por
hacer mas dificil el trabajo. Ademas, este proceso no puede invertirse, es decir, no

se pueden recuperar las preferencias originales.

Un método similar de englobar los jugadores funciona para transformar
algunos juegos cooperativos en no cooperativos, la reduccion de jugadores seria

como elegir un representante de cada uno de los equipos. Funciona cuando las

* Una aplicacion para esta clase de juegos seria la eleccion de carrera o la planificaciéon de un
horario donde se podria considerar un solo jugador.
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preferencias de todos los integrantes de un equipo pueden resumirse en una sola

preferencia.

Aunque no se pueden reducir todos los posibles juegos en la teoria a sélo
los juegos de 2 jugadores; se les presta especial atencidon por ser el caso mas
simple donde se da la interaccion y el conflicto de interés de los jugadores. En
ocasiones se presentan juegos de 3 jugadores para presentar ejemplos mas

complejos y es raro encontrar ejemplos con mas jugadores.*®

VI.3.1 El Azar como Jugador

En muchas formas es conveniente tratar el azar como un jugador mas,
independiente del resto de los jugadores y que ademas no tiene asignado
preferencias en los resultados en el juego, por lo que no se considera racional. Se
le puede ver como un jugador imparcial que toma decisiones sin criterio alguno

(injustificadas).

Esta es una forma de capturar la influencia del azar en los juegos. Asi que
cuando existe una consecuencia indeterminada, pero que se conocen todas las
posibilidades y la probabilidad de cada una (mediante la funcién de distribucion de
probabilidad), se puede considerar como una jugada del azar. Aunque la
desventaja es que al no ser racional no se le puede predecir bajo ninguna

circunstancia, a diferencia de los otros jugadores.

48 Algo similar sucede en el estudio de la geometria, generalmente se estudia la geometria del
plano (dos dimensiones) y en ocasiones la del espacio (tres dimensiones), pero pese a su
complejidad éstas no capturan todas las particularidades de la geometria de mayores dimensiones.
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VI.4 Cooperativos y no Cooperativos

Los juegos pueden también clasificarse en relacién a la “cooperacion” de
los jugadores durante el mismo. Se entiende como cooperacion a la capacidad de
los jugadores de tomar en consideracion en sus preferencias los objetivos de los

otros jugadores al momento de tomar decisiones.

Cuando en un juego cada jugador es indiferente a las preferencias o
utilidad de los otros se dice que es un juego no cooperativo, lo que significa que
cada uno buscara su propio beneficio sin preocuparse por beneficiar o afectar a

los otros.

Para explicar un poco mejor la clasificacion es importante mencionar de
nueva cuenta lo que caracteriza a esta teoria en su forma basica: el conflicto de
intereses. EIl conflicto de intereses siendo aquella nocién sobre la divergencia
entre las preferencias de los resultados de los diversos agentes que intervienen.
Esto es, que si dos jugadores en algun juego tienen una preferencia diferente

sobre los resultados, entonces estan en una situacion de conflicto.

Pero sin lugar a dudas el conflicto entre los intereses puede tener
diversos matices y particularidades que lo diversifican. Tal como cuando dos
jugadores se alian contra un tercero, esto puede observarse, como estrategia

militar entre paises o como un acuerdo entre empresas.

La cooperacion, cabe sefialar, no debe de ir en contra de las reglas del
juego, pues desde un inicio se ha dicho que siempre se tratara de juegos justos®,

a menos de que se indique lo contrario. De otro modo se estaria haciendo trampa.

Entonces, si consideramos la teoria de juegos como el conflicto de
intereses, qué sucede con aquellos casos en donde los jugadores se alian. Las

alianzas o coaliciones deben de suscitarse dentro del marco de las reglas del

49 “Juego justo” significara que las reglas estaran bien determinadas desde el inicio del juego, y que

los jugadores no podran incurrir en ninguna clase de trampa, es decir, ir en contra con las reglas
especificas del juego.
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juego, por lo que es sobremanera importante que las reglas del juego sean claras
y precisas al respecto; asi mismo, los convenios entre jugadores deben
considerarse a la luz de su utilidad, es decir, de las preferencias de las partes que

convengan.

Formar una alianza de la que los jugadores no saquen provecho resultara
en una mala eleccién. De ahi que deba de tener sentido la cooperacién entre las
partes. Sin lugar a dudas, esto también puede verse como una coincidencia en las
preferencias, i. e., si dos jugadores tienen relaciones de preferencias compatibles,

la colusién tendra sentido.

Si dos jugadores tienen exactamente la misma relacion de preferencia en
los resultados (lo cual ocurre muy dificilmente), una colusion estaria por demas
justificada; aun cuando no pueda ser pactada explicitamente los jugadores
actuaran de forma cooperativa en busca de sus propios intereses, sin conflicto

entre ellos; esto no hace de dicho juego un juego cooperativo.

La optimizacion de la utilidad es la que rige si es conveniente o no la
conformacién de una sociedad. Los juegos en los que cada uno de los agentes ve
por su propio interés la reduccion de sus costos o la mejora de su utilidad, se les
considera juegos no cooperativos; pues se toman decisiones sin considerar el

interés de los otros agentes.

La teoria no cooperativa: En la cual los jugadores, si pueden

comunicarse, no pueden formar acuerdos vinculantes

La teoria cooperativa: En la que los jugadores tienen permitido formar
acuerdos vinculantes, y por ello hay un fuerte incentivo para trabajar juntos
para recibir el pago total mas alta. El problema entonces es el como dividir
el pago total en o entre los jugadores. Esta teoria también se divide en dos
partes. Si la medida de utilidad del pago de los jugadores es en las mismas
unidades y hay un significado de intercambios de utilidad como pagos
indirectos, decimos que el juego tiene utilidad transferible, de otro modo

tiene utilidad no transferible.
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VI.5 Suma Cero

El concepto de suma cero sdlo es aplicable a los juegos en los que todos
los jugadores tienen asignada una funcién de utilidad que defina un pago para

cada uno de ellos en cada posible resultado.

Un juego de suma cero puede ser de cualquier cantidad de jugadores
(aunque con un solo jugador carece de sentido); también puede ser de cualquier
tipo de informacion y con o sin probabilidad, pues no existen especificaciones al
respecto del al azar ni la informacién. Para el caso de los juegos cooperativos de
dos jugadores no tiene sentido pensar en que el juego sea de suma cero ya que
ninguna estrategia seria diferente si se trata de una total cooperacion, en los
juegos cooperativos en general, la posible consideracion de un juego de suma

cero depende de la forma de cooperar de los jugadores.

En términos intuitivos, un juego de suma cero es aquel en que el
resultado mantiene las cantidades iniciales, el conjunto total de jugadores no gana
ni pierde unidad alguna a causa del juego. Siendo precisos, un juego es de suma
cero si todo jugador toma como utilidad el inverso aditivo de la suma de las
utilidades del resto de los jugadores; esto asegura que en el juego, cualquiera de

los resultados, sélo provoque una redistribucién de las utilidades existentes.

Para formular la definicion formal, considérese G un juego de n jugadores
con funcion de utilidad para cada jugador (U; para el jugador i) y el conjunto de

resultados posibles R; entonces G es un juego de suma cero si se cumple que:

VieR D ui(r)=0.
i=1
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Esto significa que, para cualquier resultado, la suma de las utilidades de
todos los jugadores es cero; de ahi que el nombre de este tipo de juegos sea de

suma cero.

Aunque a primera vista parece un requisito forzado, en la realidad existen
juegos que cumplen con ello, incluso quiza la mayoria de ellos lo son. Aunque se
puede dar el caso cuando las transformaciones afiaden un valor que no puede ser
medido o comparado; por ejemplo, la creatividad en una invencion o la necesidad

de un bien pueden aumentar o disminuir el valor de algo.

Por otra parte, la entidad que pierde puede no estar considerado como un
jugador en el juego y por lo tanto, en teoria, generar ganancias de la nada dentro
del juego; de forma similar, cuando algin jugador —siguiendo las reglas del
juego— pagase un valor a un ente no considerado como jugador, dicho valor

desapareceria del juego.

Considérese el siguiente escenario, supongase que existen un par de
carpinteros que viven cerca de un bosque al que pueden ir a conseguir madera
para sus trabajos. Los dos carpinteros pueden optar cada dia entre ir por madera
al bosque o quedarse en su taller a trabajar; en un dia trabajan la madera que
pueden recoger en un dia, pero no pueden trabajar en su taller sin haber ido por
madera primero. En este caso el juego puede ser visto como un juego de dos
jugadores en el que los carpinteros pueden cooperar o competir haciendo
estrategias, como ir al bosque un dia y trabajar el siguiente, o ir inicialmente los

dos al bosque y luego alternar sus labores cooperativamente.

Considerando solo la parte del juego que consiste en la obtencién de
madera, y ya que los dos pueden obtener la madera del bosque, se puede pensar
gue no es un juego de suma cero; sin embargo, si se tomase al bosque como un
tercer jugador, éste estaria perdiendo la madera que ambos carpinteros toman y

las jugadas posibles del bosque serian quedarse sin madera o seguir teniendo
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madera.”® Bajo este punto de vista serfa un juego de suma cero, la madera que

pueden obtener los carpinteros seria la misma que el bosque perderia.

De manera similar se puede argumentar que el bosque genera mas
madera, por lo que no es suma cero, pero generar la madera requiere de los
nutrientes de la naturaleza y si se le considera un jugador mas (y que sus
nutrientes valen lo mismo que la madera) el juego volveria a ser de suma cero. Sin
embargo, el método de afiadir jugadores para tratar al juego como de suma cero

conlleva a considerar como jugadores entes irrelevantes a los fines del estudio.

Por otro lado, quedando en el ejemplo de tres jugadores —los carpinteros
y el bosque— que es de suma cero en la obtencién de madera, suponiendo que el
bosque no genera mas madera. La suma cero también puede perderse si se
considera el valor que se le agrega a la madera por el trabajo de los carpinteros, el

cual aumenta el valor de la madera sin quitarle madera a otros jugadores.

En concreto, si los carpinteros tienen como opcién ir por una tabla de
madera o fabricar una silla con una tabla, se espera que la silla valga al menos
dos tablas pues el carpintero emplea una tabla en hacerla y renuncia a conseguir
otra el dia que la fabrica, si la silla valiese menos de dos tablas no seria una
buena estrategia fabricarla y si valiese mas de dos seria una buena estrategia.
Pero si una silla valiese lo mismo que una tabla el juego seguiria siendo de suma
cero pues no se estaria generando valor dentro del juego, solo intercambiandolo

entre los jugadores.

Otra posibilidad es que el valor de la silla no pudiese ser comparado con
el valor de la tabla, pero esto sélo podria suceder si el juego no tuviese definidas
funciones de utilidad para los jugadores, ya que una funcion de utilidad mide todos
los factores involucrados en un resultado en una Unica cantidad comparable con

cualquier otra cantidad.

%0 Aunque el bosque no sea un individuo que toma decisiones, se puede considerar en cierto grado
de abstraccion que el seguir teniendo madera o dejar de tenerla depende del bosque mismo.
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La intencion es mostrar que, de ser deseable, se puede encontrar una
manera de ver muchos de los juegos como si se tratase con juegos de suma cero.
Ejemplos clésicos de juegos de suma cero son muchos de los que involucran
apuestas, como el péquer, pues el ganador se lleva la parte del (de los) perdedor
(perdedores); o también cualquier juego de dos jugadores como el ajedrez

considerando +1 punto por victoria, O por empate y -1 por derrota.

VI.6 Simultaneos o Secuenciales

Al hablar de juegos simultaneos se puede hacer referencia a dos tipos de
juegos simultaneos, aquellos que son simultdneos en la “realidad” y aquellos que
son circunstancialmente simultaneos. Sin embargo, en cuestion tedrica ambos

tienen las mismas caracteristicas.

Los juegos que son simultdneos en la realidad son aquellos en los que las
decisiones de todos los jugadores son tomadas al mismo tiempo, por lo que no
pueden considerar dentro de su plan de juego las decisiones de los otros. Por otra
parte, los juegos que son simultaneos por las circunstancias, cuando los jugadores
desconocen las decisiones de los otros jugadores es en teoria como si tomasen la
decision al mismo tiempo. En general, un juego simultdneo es aquel en el que
cada uno de los jugadores debe tomar su decision sin poder considerar ninguna

de las decisiones de los otros jugadores.

En este trabajo se considerara esta distincion en los juegos mas que las
otras debido a que la forma de tomar decisiones varia radicalmente cuando se
afiade el factor secuencial. Considérese, por ejemplo que al jugar “piedra, papel o
tijeras” alguno de los jugadores tuviese que revelar su eleccidén primero; ese juego
careceria de sentido pues el segundo jugador siempre ganaria. La estructura
simultanea juega un papel similar al que jugaria la carencia de la informacion

respecto al juego.
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Se vera que la representacion mas conveniente para un juego dependera
en gran medida de esta clasificacion. Para los juegos simultaneos resulta mas
conveniente la representacién normal, mientras que la representacién extensiva
resulta mas ilustrativa para los juegos secuenciales ya que indica el orden de las

decisiones.

Ademas, como se plantearda mas adelante, los dos métodos para
encontrar la solucién de un juego se distinguen en que funcionan para diferentes
tipos de juegos. Mientras que la induccion hacia atrds debe ser usada para
resolver juegos secuenciales, pues considera cierto orden en la toma de las
decisiones; la eliminacion de estrategias dominadas y dominantes aplica para
juegos simultdneos, pues considera que las decisiones se toman en las mismas

circunstancias.

También, la generalizacion del concepto de equilibrio de Nash que se
hace con estrategias mixtas, aplica (segun lo expuesto en este trabajo) sélo para

los juegos simultaneos de suma cero con dos jugadores.
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VII. LA TEORIA DE JUEGOS

VII.1 Caracterizacion de la Teoria de Juegos

Un tipo especial de juego son las loterias. A lo largo de este trabajo se ha
tratado con juegos simples donde existen los jugadores, el juego y los resultados;
pero no se ha mencionado que todas las partes tengan relevancia para que sea un
juego. En las loterias se descarta la toma de decisiones de los jugadores, estos
s6lo pueden decidir si participar o no en la loteria. En una loteria se asignha una
cierta probabilidad de ocurrencia a cada uno de los resultados posibles, que

resulta en los pagos correspondientes a cada jugador.

Luego bien podriamos considerar una “composicion” de juegos en donde
consideremos cada loteria como un listado de resultados (pagos) con una cierta
probabilidad de obtenerlos. Se pueden hacer loterias compuestas donde se
obtengan diferentes probabilidades para los pagos cuando se “‘combinan” las
loterias. En estas combinaciones son las loterias compuestas que tienen su propia

forma de ser calculadas y vistas como loterias simples.

La gran ventaja de ver los juegos de esta forma es su directa aplicacion a
la bolsa de valores y la teoria de carteras donde se decide si invertir o no en cierto
activo pero no hay decisiones mas all4 de eso; por diversos métodos se intenta
predecir las probabilidades de las posibles ganancias o pérdidas para los activos;
y una de las estrategias de inversibn mas populares es la diversificacién o
combinacion de distintos puntos de inversion que es precisamente lo que se ve en

loterias compuestas.

Por lo que ahora tratamos con valores esperados para las loterias, y
nuestro trabajo se reduce solo a encontrar la combinacion con mejor valor

esperado y menor varianza, asi que daremos una caracterizacion mas especifica
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acerca de la funcién de utilidad para las loterias compuestas, en donde nos

regiremos bajo los postulados-axiomas dados por Luce y Raiffa (1985) .

Suposicién 1 (la ordenacion de alternativas) La ordenacion de “preferencia
o indiferencia”, £ se escribe entre cualesquiera dos premios, y es transitiva.
Formalmente, para cualquier Ajy Aj ya sea que Ai < Aj0 Aj T A, ysi Al £ A
y A £ Ay, entonces A; £ Ax.

El postulado anterior refiere a las preferencias y la necesidad de que

estas cumplan con la propiedad transitiva y sean una relacion completa.

Pongamos un ejemplo sencillo en el que se cumple la anterior suposicion;
en cuanto a preferir dinero seguramente se cumplird que 1000 = 100 =10y 1000 =
10. En donde “2” refiere a una relacion definida en preferencias y no a la relacién
de orden usual de los numeros. En el anterior ejemplo esté clara la preferencia y
seguramente no habria problema, pero la transitividad como conjetura puede
presentar problemas en tanto que generalmente los estilos y gustos estéticos
suelen ser controversiales y a veces es “imposible” la transitividad. Por lo que el
anterior postulado es muy fuerte, restringe las aplicaciones dado que en la practica

a veces no se cumple.

La transitividad de preferencias nos da en la teoria de juegos la
posibilidad de asignarle un numero a las preferencias, digamos 1 a la mas
preferida y 10 a la menor preferida. Todo con el fin de definirlas y simplificarlas

para la eleccion de estrategias en aras de poder llegar a la primera.

Suposicién 2 (reducciébn de loterias compuestas). Cualquier loteria
compuesta es indiferente a una loteria simple con A; Az - -, Ar como
premios, sus probabilidades siendo calculadas de acuerdo con el calculo
usual de la probabilidad. En particular, si

|_(i) — (pl(i) Aq, pz(i) A, Pr(i)Ar), parai=1,2,---, .,
entonces

(@LY, oL@, -+, gsl®) ~ (p1AL, 2Rz, - PAY),
en donde

pi=cp® + a2 p®@ + - +gsp.

* Los seis postulados que sefialamos a continuacion son todas citas textuales del libro de Luce,
Duncan; Raiffa, Howard. (1985) Games and decisions: Introduction and critical survey. New York,
Dover publications, pp. 23-31.
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Loteria compuesta: en lugar de probabilidad por premio es una
probabilidad por loteria (a tener la posibilidad de jugar una loteria, mas no se
refiere a ganar el premio de esa loteria). Todo se puede poner en términos de los
premios de las loterias, porque todas las loterias tienen exactamente los mismos

premios pero diferentes probabilidades de obtenerlos.

Lo que se supone es que se puede “descomponer” esta loteria compuesta
y convertirla en una loteria simple (en teoria) que ya no depende de otras loterias
y solo esta en términos de los premios, en donde la probabilidad de conseguirlos

se obtiene mediante la formula siguiente:

Probabilidad de ganar el premio A; (i es un numero entre 1 y r) es igual a
la suma del producto de la probabilidad de jugar cada loteria por la probabilidad de
ganar ese premio en esa loteria (aunque siempre existe la posibilidad de adaptar

las loterias para que “tengan” los mismos premios —dandoles probabilidad cero-).

Si entendemos una loteria como un juego en donde tenemos premios,
que a su vez se tienen sus respectivas probabilidades de obtenerlos, esta
suposicion solo arguye que a partir de cualquier niumero de loterias con
exactamente los mismos premios pero con distintas probabilidades para
obtenerlos, podemos crear una loteria compuesta; y ésta serd equivalente a una
loteria simple, tomando probabilidades de una manera adecuada mediante una
combinacion lineal de los coeficientes elegidos con los coeficientes de las loterias

originales.

Con las posibles finalidades de combinar loterias sin agregar mayor

complejidad, si y solo si estas loterias poseen exactamente los mismos premios.

Suposicién 3 (continuidad). Cada premio A; es indiferente para algunos
boletos de loteria involucrando Unicamente a A; y a A,. Esto es, existe un
namero u; tal que A; es indiferente a [uiA1, 0Az, - - -, OAr1, (1 - w)A]. Por
conveniencia escribimos A; ~ [u;i A1, (1 - u) A] = A;, pero se debe notar que
Ay A son dos entidades diferentes.
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Para cualquier premio existe una loteria que es indiferente a él y dicha
loteria solo tiene probabilidades positivas para dos premios. Cuando la
probabilidad de conseguirlo es cero, se dice que la loteria es indiferente al premio.
Es decir, que para cualquier premio existe una loteria en la cual no se pueda

ganar ese premio.

Juntando el anterior postulado y ésta se puede construir la continuidad del
espacio de loterias mediante combinaciones lineales tomando como base las

loterias del postulado 3.

Suposicidn 4 (sustituibilidad). Para cualquier loteria L, A; es sustituible por
Ai7 eStO es! ] (plAl; Ty, pIAI; e apfAr) -~ (plAl; Ty, pl Ah Ty, prAr)-

Para cualquier premio A en cualquier loteria L existe un premio A que

puede ser sustituido por él, obteniendo asi una loteria semejante.

Suposicion 5 (transitividad). La preferencia y la indiferencia entre los
boletos de loteria son relaciones transitivas.

Se puede preferir una loteria a otra, y esa relaciéon también es transitiva.
No se pide que cualesquiera dos loterias se puedan comparar, solo que sea

transitivo, o sea, que posea un orden parcial.

Suposicion 6 (monotonia). Una loteria [pA1, (1 - p)A] es preferida o
indiferente a [p’A1, (1 — p’))A/] si y solo si pz p’.

Si se tiene una loteria que solo considera dos premios, una sélo podra ser
preferida sobre la otra 0 semejante a aquella loteria con los mismos premios, si la
probabilidad del mejor premio es mayor o igual que en la primera, considerando
gue ambas tienen exactamente los mismos premios, pero con la posibilidad de
que las probabilidades de conseguirlos sean diferentes. En donde la probabilidad

del mejor premio determina la preferencia.

123



VII.2 Formas de Representar un Juego

Ahora que se ha definido propiamente lo que es un juego dentro de la
teoria de juegos, se debe notar la diferencia entre la definicién del juego y el
tratamiento y representacion que se utiliza para el mismo; existen diversas formas
de representar un juego para trabajarlo, la que se utiliza depende de los tipos de
juegos que se estudian; es deseable una representacion que facilite el manejo e
interpretacion del juego, dejando de lado caracteristicas irrelevantes y resaltando

lo importante para el caso que se trate.

Existen diferentes formas de representar diferentes tipos de juegos, las
representaciones buscan enseflar de una forma resumida y clara el juego,
facilitando el andlisis del mismo. Cada representacion tiene una ventaja sobre la

otra, o en su caso, funciona mejor en la representacion de cierto tipo de juegos.

Las dos formas mas comunes de representacion de un juego son: la
forma normal y la forma extensiva; mientras la forma normal es usada para la
representacion de juegos simultaneos, la forma extensiva es mejor para los juegos

secuenciales. Dichas representaciones se explicaran a continuacion.

VIl.2.1 Forma Normal

La forma normal de representar un juego, estd pensada para juegos
simultaneos vy finitos en los que el resultado queda determinado por una eleccion

de cada jugador, esto quiere decir que también son juegos sin azar.

Para representar un juego en forma normal, se deben identificar todas las
estrategias posibles para los jugadores; suponiendo dos jugadores (j; Y j») donde j;
tiene 2 opciones y j, tiene 3 opciones, se debe realizar una tabla de 2 x 3y en ella
identificar cada fila con una estrategia de j; y cada columna con una estrategia de
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jo. Por ejemplo, si las estrategias fuesen arriba o abajo para j; y derecha, izquierda

y centro para j, la tabla quedaria como se muestra:

Jugador |,
lzquierda Derecha Centro

Jugador j; Arriba
Abajo

Cada celda en la tabla corresponde con una posible combinacion de
estrategias de los jugadores y, por lo tanto, el contenido de la celda debe ser el
resultado del juego. Lo mas comun es tratar con resultados numéricos, aunque no
se limita a ello, por lo que el resultado se denota como una pareja ordenada en la
que el primer niumero representa la ganancia para j; y el segundo nimero la

ganancia de j,. Por ejemplo:

Jugador j,
Izquierda Derecha Centro
Jugador j; Arriba | (1,4) (5,-7) (4,8)
Abajo | (-1,0) (9,5) (-4,-3)

En la representacion anterior se indica que, si j; opta por su estrategia
arriba y j, decide tomar la derecha, el resultado sera que el jugador j; obtenga una
ganancia de 5y el jugador j, obtenga una ganancia de -7 (o una pérdida de 7, que
es lo mismo). De igual forma, se puede ver el resultado para cualesquiera sean las

decisiones de ambos jugadores.
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Un ejemplo importante, que ya ha sido mencionado, es el dilema del
prisionero; para recordar, si alguno delata a su compafiero que se mantiene
callado, el delator sale libre y el callado recibe una condena por 9 afios. Si ambos
se delatan, ambos reciben una condena por 6 afios cada uno; pero si ninguno
delata al otro, solo pagaran 3 afios en prision cada uno. Considerando que pagar
una condena es algo negativo y las opciones para ambos son delatar o callar, el
juego se podria representar de la siguiente forma.

Prisionero j,
Delatar Callar
Prisionero j; Delatar | (-6,-6) | (0,-9)
Callar | (-9,0) | (-3,-3)

Una de las ventajas de la representacion normal es que permite ver con
cierta facilidad si el juego es simétrico para ambos jugadores; es decir, cuando
ambos jugadores tienen las mismas opciones y éstas les llevan a los mismos

resultados, como en el ejemplo anterior.

La representacion de forma normal como tabla se puede generalizar para
cualquier niumero de estrategias, basta realizarla del tamafio necesario. Si el
jugador 1 tiene p estrategias y el jugador 2 tiene q estrategias posibles, sera

necesaria una tabla de p x q para representar el juego.

Esta representacibn toma en cuenta todas las combinaciones de
estrategias de los dos jugadores, por lo que se puede decir que cada celda de la
tabla representa un elemento del espacio de todos los perfiles de accion del juego
y dentro de ella se anota el resultado que le corresponde (como un vector de

pagos en este caso).

La representacion se puede generalizar aiun mas (al menos en teoria) de

forma que considere una mayor cantidad de jugadores, en la practica esto tiene
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problemas en términos visuales, pues para tres jugadores los resultados deberian
exponerse en una matriz tridimensional en vez de una bidimensional —como es el
caso de las tablas anteriores—; por ello, para méas de tres jugadores se tendria
gue establecer un estandar diferente para la presentacion del juego, una opcién

podria ser colocar tablas parciales anidadas.

Formalmente, la representacion de un juego en forma normal es una
matriz multidimensional, cuya dimension es el numero de jugadores y el tamafio
en cada dimensién corresponde al nimero de estrategias posibles para el jugador

gue corresponda a tal dimension; en otras palabras:

“Definicion. La forma-normal de representacion de un juego de
n-jugadores especifica los espacios de estrategias de los jugadores
Si1, ..., Sp Yy sus funciones de pago ug, ... , Up. Nosotros denotamos este
juego como G = {Sy, ..., Sp; Uy, ... , Un}.">?

Aunque la definicion de la forma normal es suficiente para representar
cualquier juego, se pierde la posibilidad visual de considerar las jugadas con cierto
orden, y con ello las consideraciones de las jugadas anteriores; por ello se utiliza
para juegos simultdneos y usualmente solo se utiliza para juegos simultaneos de

dos jugadores.

La representacion normal de un juego de suma cero de dos jugadores
suele tener una representacion especial, debido a la caracteristica de suma cero,
basta conocer la ganancia de uno de los jugadores para poder conocer la
ganancia del otro jugador, por lo que el resultado se representa Unicamente por la
ganancia del jugador j; (por convencion). Por ejemplo si se considera un

encuentro de piedra papel o tijera, el juego se puede representar como:

> Gibbons, Robert. (1992) Game Theory for Applied Economists. Princeton University Press. p. 4.

“Definition The normal-form representation of an n-player game specifies the players' strategy spaces
S1, ..., Sn and their payoff functions ul, ..., un. We denote this game by G ={S1, ..., Sn; ul, ..., un}.”
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Jugador |,

Piedra Papel Tijera

Piedra 0 -1 1
Jugador j; Papel 1 0 -1
Tijera -1 1 0

Por otra parte, la principal ventaja de representar un juego en su forma
normal es la facilidad para identificar estrategias dominadas y dominantes,
mediante la comparacion entre filas o columnas; retomando el ejemplo del dilema

del prisionero.

Prisionero j,
Delatar Callar
Prisionero j; Delatar | (-6,-6) | (0,-9)
Callar | (-9,0) | (-3,-3)

Sin importar a cual de los dos prisioneros se considere si el otro delata, lo
mejor es delatar pues -6 es mejor que -9; por otra parte si el otro calla, lo mejor es
delatar pues 0 es mejor que -3. Asi, sea cual sea la decisidén del otro lo mejor es
delatar, esto nos puede llevar a la conclusion de que delatar es la Unica decision
racional para ambos jugadores. Recordando que esto es haciendo solo

consideraciones individuales de los resultados y sin informacién adicional.

En ocasiones, por medio de descartar las estrategias dominadas vy fijarse
en las estrategias dominantes, es posible determinar una solucion para un juego;
este método de obtencién de soluciones sera abordado mas adelante en el

apartado VII.4 Solucién de un Juego.
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VIl.2.2 Forma Extensiva

Cuando se habla del transcurso del juego se pueden trazar los diversos
caminos y veredas que toma un juego. Extrayendo los movimientos y las jugadas
podemos delinear la forma que puede adquirir un juego al ser jugado.

Con ello podemos representar el juego en su totalidad, siempre que sea
factible. Muchos juegos se limitan a unas pocas jugadas como el lanzar una
moneda, mientras que otros son tan complejos y poseen tantas jugadas que
realizar su representacion paso a paso no ayuda ni es viable, como lo es el

ajedrez, o algunos juegos con demasiados jugadores.

Sin embargo, muchas veces algunos juegos relativamente simples
ofrecen la posibilidad de ser representados graficamente para poder visualizar
nuestra estrategia, ver las estrategias de los oponentes y quizd prever posibles

resultados del juego.

Ahora bien, imaginando un juego de gato normal, en donde el juego se
desarrolla en un tablero de 3x3 entre dos jugadores que a su vez eligen entre “O”
y la “X”. El jugador que logre —primero— formar una linea completa; ya sea de

forma vertical, horizontal o en diagonal, gana la partida.

Al inicio del juego el primero en elegir tiene nueve

posibles tiros, pero que en esencia se pueden resumir, por

simetria, en tres: las cuatro esquinas (marcadas en rojo), las

casillas medias-externas (en azul) y el centro (en verde). De aqui

gue podamos resumir el inicio del juego en estas tres clases de
casillas; el juego se resume en la siguiente representacién, haciendo

consideraciones de simetria similares.
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0. Inicio del juego

Jl
X
X X
J2 J2 J2
ox o |X X X X o _lo] o
% ol X X X o [ Jelx

J1

La anterior representacion son sélo las primeras jugadas en el juego de
gato para cada jugador. Aqui se representan todas las posibles movidas que tiene

a su disposicion el jugador 1 y posteriormente el jugador 2.

Dejando de lado por un momento las figuras de gato podemos dibujar la

estructura en general de nuestro juego de la siguiente manera:
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Los nodos representan un punto de eleccién, o movida; mientras que los
nameros que se expresan al lado de los nodos se refieren al jugador que esta a
punto de realizar una jugada. La anterior estructura es una figura simple que no

denota aun las jugadas del jugador, simplemente sus posibles movidas.

Una representacion grafica puede ser tan explicita como el juego lo
requiera —se puede tratar de un juego sencillo con caracteristicas simples, o bien
puede tratarse de un juego no sélo con muchas ramificaciones, sino también con
una serie de rasgos mas complejos y particulares que requieran de una notacion
mucho mas precisa— siempre y cuando se tome en cuenta que las movidas (y

jugadas) no se pueden aislar una de otra.

Para realizar una representacion grafica adecuada de un juego se deben
de poder trazar las jugadas realizadas por el jugador, a sabiendas de que a esa
eleccion le preceden otras y que a esta eleccion le seguirdn otras. Cada movida
depende a su vez de otras, y este es uno de los objetivos de realizar los llamados
“arboles”: para poder hacer un mapeo completo del juego que nos ofrezca mayor

claridad sobre el mismo.

Siguiendo con la idea anterior podemos trazar el siguiente juego de gato:
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Como se muestra en la figura, al punto inicial le corresponde al jugador O
—que se refiere a un movimiento del azar— y que tiene una Unica posibilidad (con
probabilidad de 1). A éste le sigue el nodo que representa el momento de eleccion
del jugador 1, quien tiene a, b y ¢ como posibles movidas; siendo la opcion c la

jugada realizada.

Los numeros asociados a cada punto de eleccidon denotan el jugador a
quien le corresponde éste dominio de posibles jugadas; por lo que estos nimeros
van desde el 1 hasta n cuando existe n jugadores, dejando al 0 como una “jugada
de azar”, que bien puede ser visto como otro jugador. Cabe sefalar que en este
particular juego —cuando el jugador participa desde el comienzo— no existen
puntos o nodos en donde el jugador no sabe en cual se encuentra; es decir,
ambos jugadores en el juego de gato tienen completo conocimiento de las jugadas

realizadas, las jugadas posibles y el punto de eleccién en el que se encuentran.

En caso contrario, es decir, si el jugador desconociera en qué punto del
juego se encuentra, el juego serd un juego de informacién imperfecta. Una
representacion de un juego con informacion imperfecta podria verse de la

siguiente manera:
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En este arbol el Jugador 2 no sabe en

qué nodo se encuentra. Bien podria estar en a 'y

tener como posibles jugadas a c y b, o
encontrarse en b y tener como movidas ac' y d’.
Cuando un jugador se enfrenta a un juego de

esta naturaleza la representacion se hace

(12) mediante una linea que “encierra” a aquellos
nodos de los cuales no se puede hacer una

distincién, lo que denota un conjunto de

(2,1)

informacion.

El lector, para este punto, habrd notado algunos rasgos necesarios para
poder realizar un arbol de juego: primeramente se debe de dejar en claro, cosa
gue aun no se ha dicho explicitamente, que se trata de un juego finito. Es decir,
existe un numero finito N, fijo para el juego, tal que el juego termine en no mas de
N jugadas; y que, para poder trazar el juego, es necesario saber la informacion
que les estd disponible a los jugadores. Esto es, para poder realizar la
representacion del juego de manera fidedigna es necesario determinar de
antemano cuales son las condiciones a las que los jugadores estan sujetos a jugar
el juego. Las reglas del juego dictaminan la informacion que cada jugador podra

tener, considerando que el juego se llevara a cabo justamente®”.

En el juego de gato el problema de la informacion no existe como tal, ya
que las jugadas hechas por cada jugador y las posibles movidas estan a la vista
de ambos. A esta clase de juegos se le conoce con el nombre de informacién

perfecta, tema que ya fue expuesto con anterioridad.

Asi mismo, no existe incertidumbre en tanto que las movidas estan todas
determinadas por las decisiones de cada jugador y no dependen de ninguna
probabilidad como lo es el lanzamiento de un dado; ni de una tirada del azar como

*3 Se debe entender, en este parrafo, que el sentido de la palabra “justamente” hace referencia a
no incumplir las reglas del juego; es decir, no hacer trampa.
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sucede en los juegos de cartas. De tal suerte que la informacidén en este caso en

particular es cierta.

Pocos son los juegos que poseen esta caracteristica de informacion
perfecta, en general los juegos de cartas ofrecen a los jugadores una cantidad de
informacion limitada, y los jugadores tienen que realizar sus jugadas en un estado
de ignorancia en dos sentidos: el desconocimiento de las posibles movidas una
vez que el jugador ha tomado una decisién (el nivel de desconocimiento de un
juego justo tendra que aplicarse para todos los jugadores; i. e. que si el jugador 1
tomo la decisién a pero no sabe cuales eran las opciones que precedian a la toma
de su decision, los otros jugadores también tendran en la misma proporcién esa
incertidumbre en algun nodo); y el desconocimiento que puede existir si las
posibles opciones que le sigan a su decisién seran en condiciones de certeza,

riesgo o incertidumbre.®

La representacion extensiva de un juego debe de especificar el jugador
gue esta en un punto de eleccion, las posibles elecciones (y, de ser un juego en
donde la informacion es imperfecta aquellas jugadas que le son posibles pero de
las cuales desconoce sus posibilidades) que devienen de un particular punto y en
general de cada uno de los puntos de eleccion en el juego. Por lo que los posibles
resultados de un juego deben de quedar completamente caracterizados, las
jugadas que le precedieron y asi sucesivamente, hasta el punto de partida del

juego.

De aqui podemos deducir que la representacion de un juego siempre
debera de poseer intrinsecamente las siguientes caracteristicas, que a su vez son

de alguna manera las reglas que constituyen a los juegos.

> El lector recordara que estas tres condiciones ya han sido explicadas en la seccién de

“Clasificaciéon por probabilidad” en donde se hizo, a su vez, esta distinciéon sobre la probabilidad y
las dos perspectivas que puede tomar. Debera de quedar claro para este momento que estas dos
formas de probabilidad son diferentes una de otra y que la una constituye un enfoque dado de la
probabilidad matematica en la teoria de juegos; y €él otro uno un tanto psicoldgico o estadistico a lo
mas.
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La representacion de un juego finito deberd de poseer un punto de
partida, o un nodo inicial.

El arbol debera de acotar la relacion de cada uno de los movimientos y
jugadas derivadas de ellos, desde el nodo inicial hasta cada uno de los
posibles resultados del juego y las jugadas que le dieron lugar.

En el arbol se incluiran nodos diferentes, que distinguen a los diferentes
jugadores que en él participan, incluyendo el “0” o movimiento del azar;
asi como aquellas jugadas que le son propias a cada uno de estos
jugadores.

Cuando existan movimientos de azar, debera indicarse la distribucion
de la probabilidad en las aristas de esa jugada.

Por L]Slgimo un resultado en cada uno de los puntos terminales del
arbol.

Algunas consideraciones deben hacerse con respecto a los juegos con
informacion imperfecta para poder realizar su representacion extensiva, y para que

de cierta manera sean considerados como tales, esto es, juegos en los que en

algun punto de él alguno de los jugadores

desconoce su posicion.

Examinese por ejemplo esta
representacion de un juego. Es facil notar
que, aunque se supone que J2 no sabe en
cudl de los dos nodos del juego se
encuentra, en realidad puede deducirlo. Si
J2 tiene dos posibles jugadas, entonces
puede inferir que se encuentra en el nodo
a, mientras que si tiene tres movidas,

entonces se encuentra en el nodo b.

°° El enlistado hace referencia a lo descrito en Luce, Duncan & Raiffa, Howard. (1985) Games and
decisions: Introduction and critical survey. New York: Dover publications, pp. 44, pero que no
responde a él estrictamente.
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Para que se diga que un jugador se encuentra en un conjunto de
informacion, debe de darse el caso en el que ese jugador tenga un conjunto de
nodos (posibles jugadas) de entre los cuales él no pueda distinguir uno de otro.
Asi que por ello el arbol anterior o bien no esta bien realizado, o en realidad no se

trata de un juego de informacion imperfecta.

Ahora consideremos el siguiente juego, en el que los pagos son
diferentes. Si J2 tuviera el conjunto de pagos (1,2) y (2,1) sabria que se encuentra
en el nodo a, mientras que si el conjunto de pagos fuese (1,2) y (0,2) sabria que

J1 escogid b.

(1,2) De estos dos ejemplos se puede
agregar que para que un jugador esté en un
(2.1) juego de informacion imperfecta el arbol que
lo represente debera de ser “simétrico”, en el
sentido de que las opciones de entre las que
no puede distinguir posean el mismo namero
(1.2) de posibles jugadas, y pagas idénticas. De
otro modo el jugador puede saber en qué

nodo se encuentra y no seria como tal un

(©0.2) juego de informacion imperfecta.

Hasta aqui las consideraciones relativas a las reglas del juego que deben

de estar acotadas en la representacion extensiva del mismo.

VII.3 Solucién de un Juego

Ahora que se ha determinado claramente lo que forma la estructura de un
juego, que se han caracterizado los agentes que intervienen en ellos, y que se han
explicado las diversas clasificaciones; es natural preguntarse qué “solucion” se le

puede dar a algun juego y con ello intentar dar una respuesta con caracteristicas
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generales que pueda ser aplicada no s6lo ese juego en particular. Para ello,

primero deberé determinarse lo que sera la solucién de un juego:

No se da una motivacion detallada para los postulados por el momento,
pero se formularan con la esperanza de que el lector los encuentre
plausibles de alguna forma. (...) Los postulados son: Un conjunto S de
elementos (decisiones) es el conjunto solucién si posee las siguientes dos
propiedades:

(@) Ningun y en S es dominado por algun x en S.

(b) Todos los y que no estdn en S son dominados por algin x en S.

(a) y (b) pueden enunciarse como la simple afirmacién:

(c) Los elementos de S son precisamente los que no son dominados por
elementos de S. [Von Neumann, J. y Morgenstern, O., 1955: 39]

Dada la anterior definicion, se trata de un conjunto de soluciones, no de
una unica solucion; lo que significa que los juegos con una Unica solucién seran un
caso especial. Las decisiones pueden ser vistas como las estrategias, pero
tomando en cuenta la de cada uno de los jugadores; por ello al decir que sean

dominadas se hace referencia a estrategias dominantes.

Entonces se puede decir que, una solucién sera un resultado que se
obtiene mediante estrategias tales que cumplen con no ser dominadas, para el

jugador que la aplica.

Esto asegura en cierta forma que, si las decisiones ya han sido tomadas
ninguno de los jugadores preferiria cambiar su decisién (manteniendo el resto de

las decisiones como estéan).

VII.3.1 Por eliminacion de estrategias dominadas

Si se busca una estrategia dominada o dominante para el jugador j; se
deben comparar las filas entre si, si se busca para el jugador j, se deben comparar

las columnas.
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Cuando se identifica una estrategia dominante universal se sabe, bajo el
principio de racionalidad de los jugadores, que dicha estrategia sera elegida por
sobre las otras; por lo que en teoria esta es la Unica estrategia relevante ya que
ninguna otra sera elegida racionalmente. Mientras que, cuando se identifica una
estrategia dominada, se sabe por el mismo principio, que esa estrategia no sera

elegida y por lo tanto puede omitirse en el juego.

Estas consideraciones para omitir estrategias en los juegos, permiten
reducir el tamafio de la representacion, de forma que solo se contemplen las
estrategias que pueden resultar mejores que otras en alguna circunstancia. A

continuacion un ejemplo de ello.

Jugador |,
S21 S22 S23 S24 Sos
S11|(1,4) [ (6,-7) | (3.8) | (3.8) | (-2.1)
S12 | (1,0) |(9,5) |(4,-3)|(7.8) | (6,5)
Jugadorj; Si3|(0,8) |(1,4) |(2,0) |(52)|(-1,0)
S14|(24) | (50) | (44) [(93)](9.2)
S15|(-1,2) | (0,1) | (-1,4)|(0.2) | (-2,3)

Si se analizan los resultados para el jugador j;, se puede observar que la
estrategia S; s es dominada por todas las otras opciones de j;, pues cualquiera
que fuese la estrategia elegida por j,, la estrategia S; s le daria un resultado igual o
peor que cualquier otra estrategia. Asi la opcién S;s puede ser considerada

irracional y por lo tanto omitirla en el juego, lo que dejaria el juego como sigue:
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Jugador j,
S21 S22 S23  Sa24 S2s
S11|(1,4) | (6,-7) | (3,8) | (3.8) | (-2.1)
Jugadorji Sip | (1,0) | (9,5) |(4,-3) | (7,8) | (6,5)
S13((0,8) | (1,4) | (2,0) | (5.2) | (-1,0)
S14((2,4) | (50) | (44) | (93)|(9.2)

De forma similar se concluye que Si 1 es dominada por S; », ademas S; 3
es dominada por S; 4; por lo tanto las estrategias S; 1 y Si3 resultan ser inferiores,
cada una a otra estrategia, por lo que pueden ser consideradas irracionales y
omitirse del juego; quedando para el jugador j; solo las estrategias viables S;, y

S1.4. Esto nos deja la representacion del juego:

Jugador |,
S21 S22 S23  Saa Szs
Jugadorj; Si2|(1,0)|(9,5 | (4,-3) | (7,8) | (6,5)
S14((24)|(5,0) | (44) |(93)](9.2)

Hasta ahora se logré reducir un juego en una tabla de 5x5 a una tabla
representativa de 2x5. Aplicando los criterios al jugador j, es posible reducir ain
mas el juego; pues se tiene que S, 3 es dominada por S,;, ademas S, 4 domina
tanto a S, como a S5, por lo que las Unicas estrategias racionales son S, 1y Sz 4.

Dejando el juego representado en una tabla de 2x2:

Jugador j,

S21 So4

Jugador j: Si12|(1,0) | (7,8)
S14|(2,4) | (9.3)
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Llegado este punto se ha de mencionar dos aspectos importantes, el
primero de ellos es que, al aplicar los criterios de eliminacién es importante qué
jugador se considera primero; en el ejemplo anterior, inicialmente no existian
estrategias dominadas ni dominantes para el jugador j, por lo que era mejor

comenzar por considerar al jugador j;.

El otro aspecto es que el aplicar los criterios de eliminacion una vez a
cada jugador puede no ser suficiente para reducir un juego a su minima
representacion. Se pueden aplicar reiteradamente los criterios, pues al eliminar
estrategias de un jugador, algunas de las estrategias del otro jugador pueden
convertirse en estrategias dominadas o dominantes lo que permitiria continuar con
las eliminaciones. EI método de eliminacién se trunca cuando no es posible

eliminar alguna estrategia para ninguno de los jugadores.

Continuando el ejemplo anterior, y ya que bajo nuestras nuevas
consideraciones S;4 domina a Si,, lo cual no ocurria inicialmente, la

representacion del juego se puede reducir a:

Jugador j,
S21 So4
Jugador ji Si4|(2,4) ] (9,3)

Y por dltimo, S,; domina a S,4, o que deja el juego con una forma
minima de 1x1, por lo que tomando decisiones racionales, las Unicas estrategias

viables serian S; 4 para el jugador j; y S, ; para el jugador j,.
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Jugador |,
S21
Jugadorj; Si4|(2,4)

Cuando la minima representacion normal de un juego es de 1x1, significa
que las decisiones racionales son Unicas para ambos jugadores y esas estrategias

son la solucion del juego y el resultado al que se llega es el valor del juego.

Se puede demostrar que cualquiera que sea el orden de aplicacion de los
criterios, el resultado final serd el mismo (salvo estrategias indiferentes). Aun en
un diferente orden debe cumplirse que una estrategia dominada no deja de ser
dominada si se eliminan estrategias del otro jugador, por lo que todas las
estrategias dominadas terminarian por ser eliminadas; ademas, cualquier
estrategia S, que se pudiera eliminar durante el método o era dominada o se
hace dominada al eliminar otras que se encontraban en la misma disyuntiva, por
recursividad finita podemos asegurar que S,, sera eliminada cuando sean

eliminadas las estrategias que la hacen una estrategia dominada.

De forma que las estrategias que no se eliminan son las mismas sin
importar el orden en que se inicie y aplique el método. Aun si, por ejemplo, se

intercalase la eliminacién de una estrategia de cada jugador a la vez.

Lamentablemente, no siempre es posible llegar a una solucién por este
método, ya que no siempre la representacion normal minima de un juego resulta

ser de 1x1. Consideremos por ejemplo el juego de piedra papel o tijera.

Jugador j,
Piedra Papel Tijera
Piedra 0 -1 1
Jugador j; Papel 1 0 -1
Tijera -1 1 0
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Este juego no se puede reducir mas con el uso de estrategias
dominantes, de hecho este es un buen ejemplo de juego en el que ninguna
estrategia es razonablemente mejor o peor que cualquiera de las otras, dando

como resultado que las tres estrategias sean igual de “razonables”.

La cantidad de variaciones que puede existir en los juegos va mucho mas
alla de los alcances de este trabajo pero aun limitandonos a juegos de suma cero,
se puede asegurar que existe un juego irreducible para cualquier tamafio que se

quiera, aqui algunos ejemplos®;

Jugador |,
S21 Sap2
Si11)1 2

Jugadorj; S;2|2 1

Jugador |,
S21 S22 S23 Sas
ST [2 |3 |4
Si,]2 |0 |0 |3
Jugadorj; S;3|3 0 0 2
Si14|4 3 2 1
Jugador j,
S21 S22 S23 Sa4 S2s
Si1|1 2 3 4 5
Si,/2 |0 |0 |0 |4
Jugadorj; S;3|3 0 0 0 3
S|4 |0 |0 |0 |2
Sis|5 |4 |3 |2 |1

*® Estos ejemplos son juegos de suma cero, en los cuales solo se representa el pago al jugador J;.
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La idea es clara, para encontrar resultados que hagan un juego de n x n
irreducible, una opcién es que: a la primera estrategia del jugador j; se le asigne
un resultado creciente conforme las opciones de j,, a la Ultima estrategia de j;
resultado decreciente —comenzando con el numero de estrategias disponibles—,
y de forma contraria para la primera y Ultima estrategia de j, con los niameros

adecuados (recordando que siendo de suma cero j, pierde lo que j; gana).

Jugador j,
So1 Sop Son1 San
Sipl1 2 [...[n1 [|n
Si,l2 o |..]o n-1
Jugador j; . L |
Sina|n1]0 [..]0 2
Sinln [n1]..[2 1

De forma que este juego es irreducible para cualquiera que sea la n. Por
ello, el método de eliminacién de estrategias dominadas para encontrar la solucion
de un juego, es muy limitado pues solo funciona con algunos juegos. Los juegos
cuyo valor se puede calcular con dicho método se le conocen como juegos de

valor simple.

Sin embargo, existen métodos para la obtenciéon de una solucién por
medio de estrategias mixtas, ese método esta desarrollado pensando Unicamente
en juegos simultaneos de suma cero de dos jugadores, la solucion por estrategias
mixtas permite (en teoria) calcular el valor de cualquier juego que cumpla con las
caracteristicas mencionadas. EI método es complejo y se explicara

superficialmente méas adelante.
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VI1.3.2 Induccién hacia atras

Cuando se abordo lo que es una representacion de un juego de la forma
normal y extensiva en el apartado VI1.3.2 la formulacién de los pagos resultaba
clara, pero la solucion no del todo. La manera en la que el juego se resolveria,
considerando que nuestros agentes actuaran de manera racional tratando de
buscar aquel resultado que les sea mas beneficioso o menos perjudicial, puede no

ser tan claro como se vio anteriormente en eliminacion de estrategias dominadas.

El uso de las formas de representacion de un juego sera significativo para
poder dar una explicacion adecuada de lo que consiste la resolucién de un juego
por induccién hacia atras, por lo que se empezara haciendo el analisis de un juego

con su representacion extensiva.

La formulacion de un arbol permite expresar varias cosas en un juego, y a
su vez, muestra caminos que el jugador puede tomar. Algunos juegos pueden
trazarse y generar un arbol que lo exprese en su totalidad, y sefiala las varias

estrategias de juego que los jugadores pueden adoptar.

Ahora bien, sabemos que para realizar un arbol varias cosas deben de
estar establecidas por el juego. Las condiciones a priori que se usaran para la
exposicion constaran de tres propiedades, en adicion de que el juego sea un juego
finito y de dos jugadores®’: se requerirda de un juego dindmico, esto es con una
secuencia de jugadas; los jugadores conoceran en todo momento las jugadas que
se han realizado a lo largo del juego y las que se podrian dar en lo sucesivo antes
de realizar la jugada, o sea un juego con informacion perfecta; y los pagos para
cualquier posible desenlace del juego son conocidas por los jugadores, lo que es

un juego de informacion completa. Estas cualidades permitiran crear un arbol

*" Estas consideraciones responden a la aplicabilidad, mas no son necesarias para establecer el
equilibrio de Nash, pues éste puede darse bajo otras condiciones.

144



»58

“sencillo™” que muestre con mayor facilidad las regresiones que se pueden ir

haciendo y los subjuegos que se pueden generar, pues la induccion hacia atras

intuitivamente es esto, una regresion del final del juego al inicio.

Tomese entonces como ejemplo el siguiente arbol de juego:

Hablando de un juego estrictamente competitivo, sabemos que si el
jugador 1 escoge m, entonces el jugador 2 tendria como posibles jugadas i y e,
pues sabemos que cada jugador busca aquella estrategia que le resulte mas
beneficiosa. A veces sera necesario sefialar algunas reglas del juego, pues bien
podria darse el caso de que lo que se busque no sea el mayor beneficio, sino la
menor pérdida. Aunque normalmente se supondra que se busca obtener la mayor
ganancia, si no se ha especificado lo contrario.

%% Esto depende de la complejidad del juego, pues cuando se trate de un juego finito de dos
jugadores que cumpla dichas caracteristicas, bien las combinaciones y el nimero de jugadas
posibles pueden hacer que el juego sea mas “complejo”, tal como sucede con el ajedrez.
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Aqui cada una de las jugadas estan plenamente diferenciadas una de
otra, ya que cuando a un jugador le corresponde realizar una jugada, esto es, que
se encuentra en un punto de decision, dicho jugador sabe con exactitud qué
jugada le precedié. También conoce sus posibilidades y los pagos de cada una de

estas posibles elecciones.

Tal juego constituye un juego finito de informacién perfecta como lo

describimos anteriormente.

Dado lo anterior podemos generar una matriz que muestra la relacion
entre los pagos y las posibilidades de ambos jugadores. En donde S; es el
conjunto de las posibles jugadas del jugador 1, y S, es el conjunto de las movidas

disponibles al jugador 2.

Aqui se muestran los pagos de ambos jugadores, dependiendo de las
jugadas que realicen, y el conjunto de todos los posibles resultados del juego.
Encontrar una solucién dadas las condiciones del juego resulta mas sencillo en
esta clase de juegos. Los pagos no dependen de ninguna distribucién
probabilistica, y los jugadores conocen las posibles consecuencias de las

elecciones que tomen.
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Examinemos entonces las posibilidades del juego. Para ello se partira de
los subjuegos que se encuentran mas proximos a los nodos finales del &rbol, pues
la induccion hacia atras trata de “una secuencia de problemas de optimizacion
anidados, resueltos del futuro al presente” [Vega-Redondo, Fernando, 2003: 111].
Encontrar la mejor estrategia de cada jugador y con ello el pago en la induccién

hacia atras se hace mediante la evaluacion de los subjuegos.

Considérese entonces el primer subjuego del juego original de manera
descendiente.

&8 hjuego

Si el jugador 2 se encontrase en la opcion a, entonces elegiria e, dado
gue su ganancia o pago seria 4. Si J2 estuviera en la opcion m, entonces i seria
su eleccion, obteniendo como pago 4. Y por ultimo, si J2 se encontrase en la

opcion b, entonces su jugada seria i, resultando su ganancia 2.
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Hasta aqui tenemos todas las posibles acciones que el jugador 2 elegiria
ante todas las posibles jugadas del jugador 1. No hay ningun caso en donde el
plan de accion del jugador 1 no haya sido considerado por el jugador 2.

Habiendo realizado la comparacion entre las movidas que le
corresponden al jugador 2, corresponde el andlisis del siguiente subjuego, el que
sucede ser el inicio del juego. En él, el Jugador 1 tiene como posibles pagos 0, 0,
1; correspondientes a a1.4(0,4), a1,m(0,4) y a15(1,2); siendo a1,y a1,m indiferentes.
Estos dos ultimos le ofrecen al jugador 1 un pago de 0, mientras que a; le dara

una ganancia de 1.

o———e subjuego

El problema al que se tiene que enfrentar el jugador 2 —quien tiene la
decision mas cerca al nodo final del juego— es la de maximizar su utilidad, por lo
gue se descartan las opciones que le ofrecen una menor ganancia en cada uno de

los subjuegos, dejando al jugador 1 tres posibles resultados.
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La mejor respuesta del jugador 1 dado el plan del jugador 2, seria aipDe
tal modo que el jugador 1 elegiria la opcion a1y el juego resultaria de la siguiente

manera: J1 obtendria 1, mientras que el jugador 2 tendria una ganancia de 2.

(0,0}

El jugador 2, quien es el Ultimo a quien le corresponde realizar una accién
debe escoger dentro de su conjunto factible de acciones aquella que le resulte en

una paga mayor, o sea, la que maximice su utilidad, dada la accion del jugador 1.

max u,(a1:,02;).

{I'EJ'ESE

E igualmente para el jugador 1 se busca aquella jugada dentro del
conjunto S; de acciones que le proporcione la mejor ganancia posible, siempre

considerando la accion del jugador 2 que traera consigo su jugada.
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max (0 ,02;).
0151 '

Como se trata de un juego de informacion perfecta y completa, el jugador
1 sabe qué hara el jugador 2 para cualquier accién que él haga, por lo que
podemos reemplazar en la anterior formula a a, por la respuesta de J2
correspondiente a la jugada de J1, denotandolo como cy(ai) [cfr. Gibbons. R.,
1992: 58].>°

max u;(ay,c2(a1;)).
a1 ;851

En los juegos simultdneos se hablé de soluciones por métodos de
descarte por estrategias dominadas, y de equilibrios de Nash simples, pero
cuando se trata de juegos secuenciales, como es el caso del anterior ejemplo, las
decisiones son tomadas en varios niveles, las cuales dependen de las decisiones
hechas por el jugador anterior, y las consecuencias que tienen las decisiones del
propio jugador. Recordando que aquello que distingue a los juegos dinamicos de

los secuenciales no es como tal el tiempo, sino mas bien de la informacion.

Aqui valga la pena hacer mencion del teorema de Zermelo el cual afirma

que:

Para cada juego finito con informacion perfecta I¢tiene una estrategia pura
de equilibrio de Nash que puede ser encontrado mediante la induccion
hacia atrds. Mas aun, si ningun jugador tiene los mismos pagos en ningun
nodo terminal, entonces hay un unico equilibrio de Nash que puede ser
encontrado con este meéetodo. [Mas-Colell, A.; Whinston, M. y Green, J.
1995: 272]

> Aqui seguimos algunas de las especificaciones que hace Gibbons, aunque ateniéndonos a
nuestra nomenclatura por uniformidad y claridad.
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Para ello veamos un juego un poco mas complejo, en donde su
continuidad depende de las decisiones de los jugadores, y en donde resulta mas
evidente que se trata de un juego secuencial. Supdéngase el siguiente juego:

2

Por el método de induccion hacia atrds sabemos que en el ultimo

subjuego j2 tendria que decidir entre az 4~ (5,-4) y a2 (-4,5). Siendo ay la opcion
mAas conveniente para j2. En el subjuego que le precede j1 estaria entre terminar
el juego con una ganancia de 2 o continuar con €l y terminar con un resultado de -
4 por la eleccién de j2, por lo que lo mas provechoso para j1 seria a . Ahora bien,
en el anterior subjuego, j2 tiene la disyuntiva de obtener una ganancia de 2, o
continuar con el juego y obtener 1, dado que en el siguiente nodo j1 elegiria a4,
asi que j2 obtendria una mejor ganancia si terminase el juego eligiendo a, . Para
el nodo final, o sea el primero, j1 debera de escoger entre una ganancia de 0, u
obtener 1 si continua con él. Si ambos agentes actuan racionalmente el término

del juego sucederia en r’, resultado en una ganancia de 1 para j1, y de 2 para j2.
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Continuar con el juego esperando que alguno de los dos haga algo diferente seria

no jugar con una estrategia racional.

La induccién hacia atras permite a los jugadores prever los resultados de
sus jugadas, asi como las de sus oponentes. Obviarlas o pretender que actuaran
de manera diferente constituye amenazas no creibles. Aunque en los juegos que
le siguen al nodo ay, podrian ofrecer a ambos jugadores un mayor beneficio,
esperar que alguno de ellos actie de manera diferente, significaria que acttan de
manera diferente a la racional, y por lo mismo, hacer amenazas de realizar

jugadas diferentes a las racionales son descartadas.®°

% Sobre el tema de la racionalidad se discutira en el apartado 1X.1 Analisis de la Teoria como
Sistema Axiomético.
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VIIl. PRIMEROS RESULTADOS

Ahora que se han presentado las bases que fundamentan la teoria de
juegos, es momento de preguntarse por los aportes que puede lograr dicha teoria.
Los resultados inmediatos de la teoria de juegos, si bien son interesantes, pueden
no sorprender o mas incluso no son aplicables en la mayoria de las circunstancias

concretas, debido a la rigidez de los supuestos de la teoria.

Sin embargo, la formulacion formal de la teoria ha dado lugar a resultados
gque cambiaron el entendimiento de los juegos, en tanto que, bajo ciertas
circunstancias todo “juego” tiene al menos una solucién. Este hecho es tan
importante como complejo y dificil de expresar formalmente, y mas aun
demostrarlo. La intencién de este capitulo sera el explicar algunas de las ideas

que le valieron un premio Nobel a John F. Nash Jr. en 1994.%

Ya se ha explicado la definicién de equilibrio de Nash y como es posible
encontrarlo para dar solucién al juego, mediante estrategias dominantes o
induccion hacia atras. Pero también se evidenciaron juegos que no eran posibles
de resolver por estos métodos, esto puede suceder por varias razones, una de las
cuales es la existencia de dos equilibrios en el juego como sucede en el siguiente

ejemplo.

A B
(1,1) ] (0,0)
B |(0,0) |(11)

®% "john F. Nash Jr. - Facts". Nobelprize.org. Nobel Media AB 2014. Web. 18 Aug 2014.
<http://www.nobelprize.org/nobel_prizes/economic-sciences/laureates/1994/nash-facts.htmi>
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En el cual tanto {A, A} como {B, B} cumplen la definicion del equilibrio de
Nash®, en este ejemplo en particular no existe un conflicto de interés por lo que es
un juego de coordinacion y se puede convertir en un juego cooperativo. Una forma
de evitar que estos casos ocurran es enfocandose a los juegos de suma cero, con
ello se asegura la no cooperatividad. Lo cual es necesario para la generalizacion

del equilibrio de Nash en juegos no cooperativos y su demostracion de existencia.

Hasta el momento no se ha cuestionado la existencia de estos equilibrios,

por lo que se podria intentar encontrar algo que no existe.

De forma que, para las préximas explicaciones y ejemplos de este
apartado se trabajard con juegos simultdneos, no cooperativos y de informacion
perfecta; por simplicidad, nos enfocaremos a juegos de suma cero de dos
jugadores. Aunque probablemente los resultados se puedan generalizar para mas
tipos de juegos. Al tratarse de un juego de dos jugadores y de suma cero, el
namero considerado resultado corresponde a la ganancia del jugador 1, mientras

gue la ganancia del jugador 2 esta implicita como el inverso aditivo.

VIII.1 Soluciones por Estrategias Mixtas

Empezaremos por distinguir un nuevo tipo de estrategias. Como se ha
mencionado anteriormente, la estrategia se puede entender o bien como los

criterios o bien como las jugadas mismas que elige el jugador correspondiente.

En capitulos anteriores se ha tratado con estrategias que toman en
consideracion las opciones del juego y su probabilidad. Basados Unicamente en
esto es que se intenta predecir las decisiones del resto de los jugadores. Sin
embargo, existen casos en que esos criterios no bastan para tomar una decision

racional o al menos no es una decisién Unica.

®2 Recuérdese la definicion de equilibrio de Nash, que se encuentra en el apartado V.3.2 Equilibrio
de Nash.
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Para ejemplificar dicha cuestidon considérese el siguiente juego de suma

cero.

A B
1 -1
B -1 1

Bajo el razonable supuesto de soélo poder tomar una de las opciones
durante un juego, no es posible determinar que una de las opciones sea mejor que
la otra. En un sentido estricto ambas opciones constituyen una estrategia igual de

razonable.

Las estrategias mixtas buscan superar la limitacion teérica reformulando
el supuesto de una Unica decisidon, La revolucionaria perspectiva contempla que
un juego tendera a ser jugado mas de una vez. Para lo cual se busca establecer
probabilidades en la eleccién de cada posible estrategia y calculando con ello la
posible esperanza del juego, se sabe cudl es la ganancia a la que tenderia el

juego al repetirlo indefinidamente.

En el ejemplo anterior, si se eligen las opciones de forma aleatoria con
probabilidades iguales, la esperanza del juego sera ganar y perder la misma
cantidad por lo que el juego se equilibra en el resultado cero. Esto es razonable ya

que es un juego de suma cero y el planteamiento es simétrico.

El teorema del equilibrio generalizado de Nash establece que todo juego
de suma cero de dos jugadores y de informacion completa tiene un equilibrio, es
decir que existe una combinacion de probabilidades para las opciones que

maximice la utilidad para el jugador en cuestion.
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IX. RESULTADOS Y DISCUSION

IX.1 Andlisis de la Teoria como Sistema Axiomatico

Como se tratd en el capitulo IV. Teoria Axiomatizada, existen términos
primigenios que no pueden ser definidos y proposiciones indemostrables dentro de
cualquier teoria axiomatizada. Aunque sea posible ofrecer demostraciones y
definir conceptos, dentro de una teoria existen cuestiones que carecen de
explicacion simplemente porque de algun supuesto se debe de partir. El hacer
explicito esos supuestos es una de las diferencias entre una mera teoria y una

teoria axiomatizada.

Para suponer conceptos y proposiciones sin demostracion se apela a
consideraciones tales como la intuicidn o lo que es “evidente”, ya que ofrecer
explicaciones de ellos saldria del dominio de la teoria y seria, mas bien, parte de
otra teoria, una meta-teoria de ésta primera. Evidencias externas son extra-

sistematicas y el problema de la teoria misma permanece.

Suponer ciertas partes de otras teorias es algo comdn que termina por
obviarse, pero en el momento en que se busca la formalizacion en una teoria,
debe de quedar claro aquello que se considera como el punto de partida. Si no se
hace uso de teorias ajenas, entonces debera de construirse un lenguaje en el cual

se pueda inscribir la teoria.

Cuando se desean derivar proposiciones (suponiendo la logica) de estas
nociones primigenias o “axiomas” se realizan hipdtesis en adicion a las premisas
—O0 axiomas—, para que con éstas se logre un nexo “causal’ entre estas
premisas, la hipotesis y las conclusiones que de lo anterior se deriven. Tomese

como ejemplo el siguiente argumento:
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p — q premisa
g — r premisa
p hipotesis
q modus Ponendo Ponens 1, 3
r modus Ponendo Ponens 2, 4
p — r Teorema de la deduccion.

ok wnNE

Este método de suponer funciona para demostrar implicaciones entre lo
gue se supone y lo que sea a que se puede concluir con esas hipotesis; es decir,
lo que se supone y lo que de ello se deriva establece una conexion entre uno y

otro, l6gicamente hablando.

Establecer una relacién de consecuencia l6égica permite hablar de validez
de una estructura tedrica, o sea un argumento; en donde los axiomas, fungen
como premisas de las cuales se pueden derivar nuevas proposiciones; y la légica

como el sistema mediante el cual se deducen proposiciones, o teoremas.

Axiomas consistentes

.. Teoremas consistentes

Hacer presupuestos forma parte de las teorias axiomatizadas, pues ellas
mismas surgen de supuestos que se ponen a prueba por diversos métodos. Los
métodos mediante los cuales se determina la verdad de una proposicion se hace,
de cierta manera, dentro del sistema mismo. Esto es, en parte porque el propio
sistema ofrece los parametros que dictan qué formulas tienen sentido, de los que
no lo tienen. Las proposiciones llegan a tener significado porque el sistema les da
significado. Esto quiere decir que el sistema, dentro de la axiomatizacion, hace el

lenguaje en el cual se debe de escribir la teoria.

Por su parte, un conjunto de proposiciones puede ser consistente, lo que
quiere decir que las proposiciones contenidas en él no se contradicen. Si un
conjunto de axiomas es consistente se garantiza que existen proposiciones que no
se siguen de este conjunto. Cuando un conjunto de premisas 0 axiomas es

inconsistente, cualquier proposicion puede ser deducida de él, dejandolo sin valor

157



al momento que las proposiciones adquieren un significado “real” dotado por la
teoria a la que se haga referencia. De aqui que, si del conjunto de axiomas se
deducen teoremas mediante argumentos validos y el conjunto de premisas son
consistentes, entonces lo que de ellos se logre concluir sera verdadero bajo al

menos una interpretacién o modelo.®®

Las proposiciones que se derivan de nuestras nociones primigenias
deben de mantenerse, pues cuando se acepta el conjunto de premisas (o0 sea, el
conjunto de proposiciones sobre las que se comienza a hacer la teoria), también
se acepta su valor de verdad como verdadero. En adicién a esto, pruebas de
consistencia tienen que realizarse a este conjunto inicial, lo que asegura que no se

siguen contradicciones.

El uso correcto de las reglas de inferencia que se establecen, asegura la
validez de los teoremas deducidos de los axiomas. En donde los teoremas no son
mas que conclusiones que se implican de un conjunto de axiomas. Estos axiomas
no son demostrados y se tratan de las proposiciones iniciales que tratan de ser la
explicacion —o explanans— de un fendmeno, mientras que los teoremas surgen

de los axiomas, por lo que se pueden demostrar l6gicamente.

La axiomatizacién de una teoria normalmente parte de un conjunto de
aserciones (la teoria per se) que buscan explicar una cantidad de proposiciones.
Aungue no de manera explicita, la teoria busca dar cuenta de un namero limitado
de proposiciones, esto es, no cualquier cosa puede ser explicada (o justificada)
mediante aquello que se afirma dentro de la teoria. Si esto Ultimo fuera posible
significaria que la teoria implica no solo a A, sino también a -A.

Asi que buena parte del trabajo de la axiomatizacién es acotar la imagen
de aquello que implican los axiomas. Si el conjunto inicial de axiomas implicase no
s6lo a lo que se quiere explicar, sino también a su negacion explicita significaria

qgue el conjunto de premisas es inconsistente. Y si la teoria implica una

® Todo lo anterior ha sido descrito con mayor detalle en apartado Ill.1 Logica y Conjuntos, aqui
solo se hace mencién de algunos términos ya descritos para hacer una correlacion entre las
teorias axiomatizadas y la teoria de juegos y los presupuestos que existen en ella.
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contradiccion, perderia este poder explicativo, ya que al ser inconsistente el
conjunto de axiomas, y aquello que de éste se deduzca no tendra valor, una vez

que se le dote de significado a las formulas con la teoria.

Establecer criterios para que de los axiomas se deduzcan teoremas
suficientes para el explanandum —aquello que se desea explicar—y que no se
sigan contradicciones forma parte del trabajo de axiomatizacion de una teoria. Se
enmarcan las teorias en tanto términos indefinidos que suelen ser la base de la

teoria y que se suponen para empezar a construirla.

Ahora bien, generalmente es necesario imponer ciertas condiciones para
que la teoria “funcione”. Una teoria (recuérdese que las teorias llanamente
hablando, son el conjunto de aserciones verdaderas) trae consigo la connotacién
de explicacion, despoja al fenobmeno de ciertas caracteristicas “no esenciales”
para la formulacion de explicaciones que concuerden con aquello que se busca
demostrar, como condiciones iniciales que posibilitan el estudio del fenédmeno, o

como requerimientos que se le exigen a la teoria.

Aunque aqui la cuestion de la racionalidad ha quedado de alguna manera
de lado, sigue existiendo dentro de la teoria de juegos este supuesto en tanto

condicion “idealizante” como lo describe Nowak y Nowakowa:

Condiciones idealizantes son presupuestos [...] que se suponen para asi
simplificar el objeto empirico. Introduciéndolas, la idea pura de un tipo de
fendmeno dado se forma. Se priva de algunas de las caracteristicas
empiricas, aquellas que se consideran como secundarias. Lo que queda en
la idea aun contiene someramente las principales propiedades del original
empirico. [1992: 10]

Por ejemplo, la exigencia de la transitividad de las preferencias, como
parte de la racionalidad, se trata de una nocidén necesaria para poder hablar de la
teoria de juegos, sin la cual no es posible comenzar con el andlisis de un juego en
particular. Asi mismo, la transitividad como nocion prestada de la l6gica no

requiere de mayor examen, pues queda ya explicada por esa disciplina. En este
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altimo caso se tratan de requisitos, o de nociones necesarias que prescriben la

forma en que se debe de llevar a cabo la teoria.

Asi que, acotar este problema de la racionalidad sera el objetivo
propuesto, dado que es el que constituye una de las principales condiciones

idealizantes en el sistema, al menos aparentemente.

Hacer una distincion entre las proposiciones iniciales sobre las cuales se
construye la teoria, y las condiciones a priori que se le piden a la teoria, se
encuentra en niveles diferentes de jerarquia en cuanto a la sistematizacién de la
teoria se refiere. Mientras que en el primer caso se trata de axiomas, esto es,
proposiciones que contienen nociones primitivas y que se admiten sin
demostraciones. Los segundos actian a modo de prescripciones o “clausulas’
necesarias que se hacen en tanto que se puedan sostener algunas de las

formulaciones realizadas por los axiomas y de lo que ellos se va deduciendo.

Esta sutil distincibn entre axiomas y prescripciones que se acaba de
delinear, sugiere una serie de diferentes matices que deben de ser debidamente
considerados a la hora de determinar si los presupuestos de la teoria de juegos se
tratan de uno o de otro tipo ya que, si bien es cierto que ambos se tratan de
presupuestos, representan niveles diferentes. Mientras tanto, baste decir que
estos dos conceptos difieren en tanto que una es una condicion sine qua non y la

otra es una premisa, a partir de la cual se derivan otras proposiciones.

Pero estas salvedades que se requieren en teoria de juegos pueden
terminar por ser contra-facticas y presentar una imagen distorsionada de lo que
pretende ser una rama muy util de la matematica, tal como lo concibié su principal
promotor Von Neumann al reunirse con el economista Morgenstern para crear su

paradigmatico libro de Theory of Games and Economic Behavior [1955, 3° ed.: 3].

Adentrarse en el problema de si las entidades mateméaticas responden a

una realidad depende muchas veces de la perspectiva de la teoria misma.
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Evidentemente la teoria de juegos responde a una realidad concreta, por
lo que es necesario hacerse la pregunta sobre la adecuacion entre estas
entidades matematicas y la situacidn “real” de la que tratan de dar cuenta, dadas

las condiciones previas que se exigen.

Retomando esta idea de modelos matematicos, consideraremos las
explicaciones cientificas como modelos en los que los axiomas de la teoria
determinan la naturaleza del conjunto. Queriendo decir por esto que nuestros
axiomas o nuestras definiciones elementales delimitardn aquellos elementos que

formaran parte del conjunto a estudiar.

Las explicaciones, vistas desde la perspectiva conjuntista, exponen a la
teoria en tanto su caracter normativo que separa aquello que puede ser de su
objeto de lo que no; o en términos mas simples, la estructura de la teoria muestra
las condiciones que deben de ser satisfechas por medio de sus axiomas para ser
interpretada como parte de ella. Por ejemplo, en teoria de juegos no consideramos
aguellas situaciones en las cuales existe un acuerdo entre todos los jugadores, o
sea, cuando el conflicto de intereses no existe (no en principio, a menos de que la
colusién suceda bajo ciertas condiciones, pero esto ya corresponde a una clase de

“resolucion” del juego).

Esta perspectiva de las teorias desde los conjuntos presenta una serie de
dificultades como las que ya se han planteado tacitamente: como es que se
conectan estos modelos y los axiomas a los que estan subordinados los modelos,

con los fenébmenos a los que los primeros se refieren.

Para formular este problema permitasenos recurrir a la interpretacion

realizada por Nowak, especificamente el paradigma neo-Milliano:

Ninguna estructura matematica encaja con absoluta precisibn en alguna
parte de la realidad, siempre existen discrepancias entre el formalismo
matematico y la realidad que trata de describirse con la teoria. La
idealizacion es un intento por llenar el vacio, i. e. crear una construccion
gue encaje exactamente dentro del formalismo matematico, sirviendo asi
como modelo para el mundo impreciso en el que vivimos. [Nowak.
L.,1992:10]
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Pero esto también sugiere dos cosas cuando se habla sobre la existencia
de una estructura matematica que sea capaz de explicar un fenébmeno de la
realidad en su totalidad. Esto puede ser interpretado de al menos, dos maneras: o
bien, no es posible que una teoria matematica logre capturar alguna parte de la
realidad en su totalidad, o que no lo ha logrado hacer aun. Y mas aun, ¢cémo

saber si ya lo hace?.

En el apartado VIl se presentaron los seis axiomas principales de la teoria
de juegos, sobre los cuales se van deduciendo nuevos teoremas, pero ya en
algunas partes dentro de la exposicion se menciono algunos problemas sobre los
supuestos necesarios, y como éstos pueden representar una objecion. Los
supuestos no eran los axiomas, sino mas bien “notas al pie” que indicaban bajo
qué condiciones se cumplian los axiomas. Asi, por ejemplo, la suposicion del
orden de las preferencias puede verse como una clausula que especifica el
dominio de la teoria, pues dadas unas determinadas caracteristicas se puede, o

no, hacer el andlisis de un juego mediante la teoria de juegos.

Para esclarecer esto, valga la pena hacer una analogia con la logica.
Cuando se empieza a trabajar dentro de la l6gica clasica se requiere de una
importante condicion, pues para ir de un lenguaje natural a la estructura légica, los
enunciados que son susceptibles a ser analizados légicamente deben ser
enunciados que afirmen algo. Esta condicion funge como limitador, pues define el
conjunto de enunciados con los que se puede trabajar, mas no se trata de un
presupuesto que haga aplicables a las demas proposiciones del conjunto de

axiomas.

Siguiendo con el problema de la racionalidad, recuérdese el método de
induccidn hacia atras y en particular el juego que se describe en la pagina 147. En
general, la teoria de juegos parte de agentes racionales, no sdélo en tanto el patron

de preferencias, sino en cuanto al perfil de acciones y las jugadas.

Cuando se resolvieron juegos modelo con la induccion hacia atras, se

“obviaron” algunas de las posibilidades que tenian los jugadores dado que
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constituian lo que se conoce como “amenazas no creibles”. Aunque en el ultimo
subjuego el jugador 1 tiene la ganancia mas alta que en cualquier otro resultado,
J1 no elegiria tal jugada, dado que sabe cémo actuara el jugador 2 y que éste,
dentro de su conjunto de movidas escogera aquella que maximice su ganancia, 0
en su caso, que minimice su pérdida. Continuar con el juego en el penultimo nodo

seria una jugada no racional, pues el jugador 2 elegiria az 5.

En él los agentes suponian en todo momento que el otro jugador era
racional, en el sentido de que buscaria maximizar su ganancia. Actuar de otro
modo seria una jugada que iria en contra de este principio, que es el que subyace

al de la transitividad.

En términos generales, el problema de la racionalidad esta estrechamente
relacionado con la formulacién del criterio maximin®, que busca maximizar la
utilidad minima que puede recibir del jugador, lo que se traduce en patrones de
preferencias transitivos (entre otros requerimientos), o sea estrategias o planes de

juegos orientados a este fin.

Aungue en juegos tales como el péquer parece que no se cumple con
este precepto, ya que parte importante de €l es el bluff o faroleo, y como bien
sabemos, el bluff es un intento del jugador de engafiar a su adversario y hacerlo
creer que, por ejemplo, posee una buena mano cuando no es asi. Inclusive,
cualquiera podria decir que en este juego jugar de acuerdo con estimaciones
probabilisticas y establecer planes de accion en torno a ellas no resultara en una
estrategia buena. El adversario, después de algun numero de jugadas sera capaz
de notar que jugamos de acuerdo a un patron que se basa en apostar solo cuando
el primer jugador tiene una buena mano, a lo que él no apostara, y desistira de ello

cuando tenga una mala partida.

Sin profundizar demasiado en el pdéquer, la cuestion en esta aparente

contradiccion es el problema de la simplificacién. Al hacer mencion del problema

% “Maxmin” significa que el jugador analiza el minimo posible a ganar en cada una de sus

estrategias y elige el maximo entre esos minimos, asegurando que la utilidad sea en el peor de los
casos el maximo de los minimos obtenibles.
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del poquer se pasoé por alto la repeticion del juego. Es decir, en el poquer parte
importante es la repeticion. Los jugadores que son adversarios en una partida de
péquer suponen la repeticion del juego y con ello lograr inferir si su adversario esta
faroleando o no. “4Todas las buenas estrategias permanecen como 6ptimas? E
inclusive: ;existe alguna estrategia optima permanente?” [von Neumann vy

Morgenstern, :164].

Hacer una exacta modelacién de un conflicto de intereses como vimos
puede resultar inextricable en tanto que puede poseer magnitudes que llegan a
hacer impracticable un analisis completo. Por lo que algunos factores secundarios
terminan por ser omitidos, y es precisamente esto lo que se queria denotar con el
ejemplo anterior. Es necesario volver a aplicarle a las teorias aquellas
caracteristicas secundarias que fueron obviadas si se quiere que en la practica la
teoria formalizada funcione. Ajustes a las férmulas y nociones se le deben de

hacer para lograrlo tal como muestra el bluff.

Para ello retomemos la nocion, estrictamente dentro de su significado en
la teoria de juegos. Como se menciond, la racionalidad tiene que ver con la
transitividad en tanto que hace que los agentes prefieran obtener el mayor
beneficio o el menor perjuicio, si asi fuese el caso; y que se mantenga un orden
total de tal manera que si se prefiere una cosa por encima de una segunda, y ésta
segunda es preferida por encima de una tercera, entonces la primera es preferida
por encima de la tercera. En donde se supone que los agentes actuaran conforme
a lo que prefieren por encima de lo demas, en tanto sea posible.

La teoria de juegos no es descriptiva, sino mas bien (condicionalmente)
normativa. No dice como actdan las personas, ni tampoco como deberian
de actuar en un sentido absoluto, sino como deberian actuar si desean
alcanzar ciertos fines. Describe, para dados supuestos cursos de accion
para lograr la obtenciébn de resultados teniendo ciertas propiedades
“‘optimas”. Estas propiedades pueden o no considerarse pertinentes para
cualquier conflicto de intereses en el mundo real. Si lo son, la teoria
prescribe las elecciones que deben hacerse para obtener ese éptimo.
[Luce, D. y Raiffa, H., 1985: 63]
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Las propiedades Optimas, como se caracteriz6 son una serie de
especificidades que se van haciendo conforme el juego. Esto es, aquellas
consideraciones y distinciones que se hicieron dadas las caracteristicas del juego
hacen posible el juzgar la mejor estrategia. En el ejemplo del bluff se puede hacer
la distincion pertinente entre una estrategia pura y una estrategia mixta, entre un
juego con informacion perfecta o imperfecta, etc. Lo importante aqui es establecer
correctamente estas condiciones iniciales para que el escrutinio de un
determinado juego mediante la teoria de juegos sea viable. Una vez establecidas
las condiciones, los agentes tienen un plan de juego o estrategia que seguir si es

que desean obtener la mejor ganancia.

La racionalidad en tanto la transitividad no es propiamente una condicion
idealizante que distorsiona la realidad, sino un supuesto normativo condicional que
establece el como actuar bajo ciertas circunstancias, de tal manera que se logre

un fin determinado por el agente.

IX.2 Un modelo matematico de consideracion de riesgo

El riesgo se puede considerar desde diferentes perspectivas psicoldgicas,
econdmicas o estadisticas. Para los fines de este trabajo no existira preocupacion
por lo que es propiamente el riesgo, sélo se tomaran en cuenta algunas de las
consecuencias del mismo; para ello analizaremos las manifestaciones del riesgo
en cuanto a la susceptibilidad de los agentes a cambiar sus decisiones a causa de
una variabilidad en los resultados, o a causa de una incertidumbre. Se vera al
riesgo como un componente de los juegos que altera la forma de tomar decisiones

de los individuos.

Para la teoria de juegos, el riesgo sera una caracteristica implicita en la
toma de decisiones bajo incertidumbre. Dicha incertidumbre en los juegos puede

provenir de diferentes fuentes; puede tratarse de falta de informacion sobre las
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reglas del juego, de jugadas de azar, o de la misma incertidumbre que provoca el

desconocimiento previo de las jugadas de los otros jugadores.

La incertidumbre es la mayor limitante en la formulacion de estrategias y
en los intentos de encontrar solucién a un juego. Por lo tanto, el riesgo implicado
por tal incertidumbre, afecta —o al menos deberia afectar— directamente en la

toma de decisiones.

Se considerara que la incertidumbre y el riesgo estan directamente
relacionados, es decir, a mayor incertidumbre mayor riesgo y a menor
incertidumbre menor riesgo. Esta perspectiva claramente conlleva el problema de
medir la incertidumbre para aspirar a medir el riesgo; si se pudiese medir la
incertidumbre el problema se convertiria en encontrar la funcion monotona

creciente® que haga corresponder la incertidumbre con su respectivo riesgo.

Pero medir la incertidumbre resulta una tarea complicada ya que implica,
en cierta forma, medir lo que no se conoce. Cuando no se conoce en absoluto lo
gue controla o dictamina la incertidumbre es razonable pensar en la imposibilidad
de medirlo. Sin embargo, como suele ocurrir en muchas ocasiones, un
conocimiento parcial puede traducirse en probabilidades; por lo que a partir de
ahora, el texto se limitard a considerar los casos en que la incertidumbre se

presenta en forma de distribuciones de probabilidad.

En el libro Teoria de Juegos escrito por Joaquin Pérez, José Luis Jimeno
y Emilio Cerda [2004]; se presenta la definicion de aversion al riesgo y prima de
riesgo, sin declarar formalmente lo que el riesgo significa; estos dos conceptos son
una forma de clasificar a los jugadores en términos de su reaccién al riesgo y lo

que esta dispuesto a “pagar” un jugador para librarse del riesgo respectivamente.

Ellos definen los dos conceptos anteriores para loterias, donde se supone
gue se tiene funcién de utilidad esperada de Von Neumann-Morgenstern (i.e. una

funcién de utilidad lineal que no altera el orden); y que el conjunto de resultados es

® Deberfa ser una funcién monétona creciente para que cumpla con que a mayor mayor y a menor
menor.
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el conjunto de los numeros reales, en donde los autores le dan una interpretacion

de utilidad monetaria a la funcién de utilidad. Las definiciones son las siguientes:

Sea R=R. Decimos que un agente es adverso al riesgo en el intervalo [a, b]
si el valor esperado de cualquier loteria en [a, b] es al menos tan preferido
como dicha loteria. Si la loteria es al menos tan preferible como su valor
esperado, decimos que es propenso al riesgo o amante del riesgo. Y si es
indiferente entre ambas opciones decimos que es neutral al riesgo. [Pérez,
J., Jimeno, J. y Cerd4, E., 2004: 20].

Dado un agente con funcion de utilidad del dinero u(x), y dada una loteria L
sobre un conjunto de resultados {x1,Xz, ..., Xn} € R, con valor esperado Xo,

a) Llamamos equivalente cierto de L a la cantidad de dinero z, tal que
u(zo) = U(L).

b) Llamamos prima de riesgo de L a la cantidad p = Xo — z (valor esperado
menos equivalente cierto) [[dem: 22].

La intencion de este apartado sera explicar una propuesta de un modelo
de consideracion de riesgo en los juegos. Se presentara con generalidad haciendo
uso de familias de pardmetros y de coeficientes; por lo cual, sera necesario elegir
los parametros y los coeficientes respectivos para determinar un modelo

especifico.

En muchas ocasiones, se identifican como los aspectos mas importantes
para la toma de decision en un juego determinado, la ganancia esperada y el
riesgo. De aqui surge la cuestién de qué debe de considerarse en el modelo;
aunque muchas son las variables que se pueden tomar en cuenta, un buen
modelo debera identificar solo las indispensables para encontrar un equilibrio entre

simplicidad y alcance especifico.

Ademas, en teoria es facil encontrar una funcion que ‘resuma” varios
parametros en uno; por ejemplo, las proyecciones en los ejes de la geometria
euclidiana. Por lo que se requerira que el indicador generado por el modelo tenga

mas propiedades que solo el resumir los parametros en uno solo.

Como se mencion6 anteriormente en el apartado de probabilidad y

estadistica, existen medidas de tendencia central y medidas de dispersion, estos
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dos tipos de indicadores seran parte de las consideraciones iniciales para la
formulacion del modelo. También se supondré que existe la funcion de utilidad —al
menos para el jugador estudiado— para asi poder ver los resultados como una

utilidad en términos numéricos.

Una medida de tendencia central puede usarse para ubicar la posicion
general de los resultados en un juego, por lo que sirve como un buen indicador de
“alrededor de” cuanto es la utilidad del juego para el jugador estudiado. Mientras
que una medida de dispersién indicard qué tan alejadas se encuentran las
posibles utilidades obtenibles, en términos de su probabilidad; por lo que se puede

considerar que éste es un indicador del riesgo que se tiene en dicho juego.

Recordando que la medida de tendencia central mas importante, o al
menos mas utilizada es la media; mientras que la medida de dispersion puede ser,
o0 bien la varianza o bien la desviacion estdndar; en este caso se le dara
preferencia a la desviacion estandar debido a que, mientras la varianza se mide en
unidades cuadradas, la desviacién estandar se mide en las mismas unidades que
la variable aleatoria, al igual que la media, lo que propicia realizar operaciones

aditivas.

Por lo tanto, si se busca un modelo matematico que resuma la
informacion de un juego, considerando una medida de tendencia central y una
medida de dispersion en un solo indice, lo mas simple es calcular ese indice
mediante una ecuacion lineal, donde el problema serd encontrar los coeficientes
adecuados para que el indice represente lo que buscamos. La ecuacion lineal

seria entonces:
indice comparativo = a (tendencia central) + b (dispersion).

Donde a y b son nimeros reales. Por lo que a es el coeficiente encargado
de darle “peso” a la tendencia central, es decir que representa qué tan importante
es la informacién respecto a qué valor se distribuye la utilidad. Sin pérdida de
generalidad podemos considerar este indice igual a 1, dado que se podran ajustar

los otros coeficientes. El coeficiente b es el encargado de dar importancia a la
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informacion respecto a la medida de dispersion, esto significa que debe
representar qué tan preferible es una baja dispersion comparada con una alta
dispersion. Asi, podemos reescribir el modelo como:

V=C+rD.

Con V como el indice comparativo, C la medida de tendencia central, r
coeficiente de riesgo y D la medida de dispersion. Tanto C como D dependeran
del juego en cuestion y podran ser calculados una vez que se determine la
distribucion de probabilidad para los resultados del mismo. Se considera como una

adicion, pero recordemos que el coeficiente r puede ser considerado negativo.

Un modelo méas general se podria obtener mediante una combinacién
lineal de los momentos de la distribucién con coeficientes determinables. Otra
opcion similar para generalizar el modelo seria definir el indice en términos de la
funcién generadora de momentos de la distribucion del juego, para tomar en
cuenta todos los niveles de informacion que puede dar una distribucién de

probabilidad.

Por otra parte, r no sera dependiente del juego, pues no es parte de las
reglas el considerar “bueno” o “malo” al riesgo. El problema respecto al coeficiente
del riesgo encierra el problema de consideraciones personales de cada jugador,
pues mientras algunos pueden evadir el riesgo extremadamente, otros pueden
tener indiferencia al mismo o incluso tendencia a buscarlo. Por lo cual, resulta
razonable que el coeficiente de consideracion de riesgo r sea determinado por las

tendencias del jugador en cuestion.

En este punto conviene mencionar que, se busca “calificar’ al juego
mediante el indice V, por lo cual se busca que entre “mejor’ sea el juego se
obtenga un indice mayor. Ademas se debe recordar que mientras la medida de
tendencia central que se usara —la media— puede ser cualquier nimero real, la

medida de dispersion —desviacion estandar— solo puede tomar valores positivos.
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Aunque en principio no existan limitantes para el coeficiente r, es posible
tomar ciertas convenciones de apariencia razonable respecto al mismo. La
primera de ellas sera que r > 0, pues un coeficiente negativo significaria un gusto

por aumentar el riesgo.
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IX. CONCLUSIONES

El discernimiento de aquello que puede ser inquirido mediante la teoria de
juegos fue aqui debidamente acotado y definido, asi como las diversificaciones
gue puede tomar un conflicto de intereses entre agentes. Definir el dominio de la
teoria de juegos en tanto al conflicto de intereses entre jugadores demandaba, a
su vez definir los principios que contextualizaban un juego. Los principios dados
por defecto en el contexto de un juego sirvieron para realizar clasificaciones que

distinguen claramente los tipos de juego.

Estas categorias permitian la aplicacion de la teoria a situaciones
cotidianas que, en principio eran un conflicto de intereses entre jugadores. Se
examinaron situaciones en las cuales el conflicto de intereses mismo no es
estricto, como cuando los patrones de preferencia de dos jugadores coincidian
parcialmente, o cuando las preferencias concedian totalmente y se daba lugar a

una colusion.

Con las definiciones proporcionadas fue posible hacer las construcciones
tedricas suficientes para proponer y resolver algunas preguntas en relacion a los
posibles comportamientos de los jugadores, basados en que conocen cOmo

afectaban al resultado del juego.

Una vez que se realizaron las caracterizaciones de las diversas clases de
juegos, resulté claro cémo algunos factores fueron necesarios para realizar el
analisis de un juego en particular. Por ejemplo, la informacion muchas veces fue
determinante ya que no sélo hace posible describir el juego, sino que también
muestra que aunque las jugadas en un determinado juego se realicen de manera

secuencial, el juego en cuestion bien puede ser, tedricamente, simultaneo.

La clasificacion de un juego como dinamico o simultaneo no se encuentra

en términos de una estricta temporalidad, sino mas bien, de la informacion que le
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esta disponible al jugador a la hora de realizar una jugada. La informacion que
esta a la disposicion de los jugadores determina si el juego es dinamico o
simultaneo, lo que ayuda a decidir si es posible expresarlo mediante la forma
extensiva o la normal y con ello, si se soluciona por eliminacion de estrategias

dominantes o por la induccion hacia atras.

El dilema del prisionero ofrece otro de los puntos mas relevantes a
destacar después del analisis ya descrito: el equilibrio del juego parece ir “en
contra” de lo que en apariencia es lo mas “razonable”, pues sabemos que aunque
en un primer momento parece mejor que ninguno de los dos hable, resulta que el
equilibrio al que se llega es el escenario en donde ambos delatan. Afirmar que el
equilibrio del juego es que ambos delaten no resulta claro, sino hasta que se
ofrecen demostraciones mediante eliminacibn de estrategias, encontrando el

equilibrio de Nash.

Esto se relaciona directamente con los supuestos basicos de la teoria en
tanto que cada jugador busca maximizar su beneficio personal, asi que no hay
consideraciones respecto a un “bien comun”; cada jugador considera Unicamente
su propio pago, ademas de que supone que los otros jugadores actuaran de esta

misma manera.

De tal suerte que aquellas soluciones ‘“intuitivas” de un juego no
resultaban en la mejor estrategia a seguir por los jugadores, dada la definicion del
equilibrio de Nash que significa que ninguno de los jugadores cambiaria de
estrategia durante el juego, pues el plan de juego que se consideraba como el
mejor se mantenia a lo largo del curso del juego. Y por lo tanto, si una estrategia
elegida como la mejor inicialmente es un equilibrio de Nash, sera la mejor para
cualesquiera decisiones que se tomen en el juego, suponiendo que pueden

tomarse cualesquiera.

Muchas consideraciones deben hacerse a la hora de hacer la
formalizacion de un juego para poder ofrecer un analisis que sea util, ya que

obviar algunas de las peculiaridades del juego resultaria en la elaboracion de una
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mala estrategia de juego. De aqui que muchas de las clasificaciones y categorias
trataban de cubrir la mayor cantidad de situaciones en las que se podian encontrar
los jugadores en un determinado juego; tal como se mostré cuando se hablo
acerca del poquer, en el que buena parte de una buena estrategia consistia en ver
la repeticion del juego como una caracteristica significativa. Jugar de manera
“estrictamente racional” considerando al péquer como un juego aislado llevaria al
jugador a perder. La formulacién de una buena estrategia en este juego debia

necesariamente de tomar en cuenta la repeticion del juego.

De aqui, evidentemente, el tema de la racionalidad se desprendio.
Suponer que los jugadores actuarian de una manera predeterminada podia
parecer un presupuesto muy fuerte, pero como se mostrd, es un mero
requerimiento Si es que se quiere conseguir una estrategia que garantice al

jugador obtener el mejor de los resultados para él.

Examinar el principio de racionalidad llevo a tres cuestiones primordiales
en las cuales la teoria de juegos usaba este principio, que son de manera
resumida: en tanto las preferencias del jugador, la busqueda del mayor beneficio o

maximizar la utilidad, y la disposicion de recursos suficientes.

El suponer que los jugadores actuaran de cierta manera es en tanto que
desean obtener el mayor beneficio o el menor perjuicio posible, asi que la teoria
de juegos prescribe la forma en la que los jugadores pueden obtener tal resultado.
Es normativa pues les da a los agentes la mejor estrategia si es que éstos quieren
alcanzar el mejor resultado posible, pensando que todos los otros agentes

involucrados buscan maximizar su propio resultado.

Por otra parte la teoria de juegos procura extenderse a diferentes
consideraciones de informacion con las estrategias mixtas, las cuales presuponen
gue el juego se lleva a cabo repetidamente, con lo que se podra tomar en cuenta
la forma de actuar de los otros jugadores y tomarlo en cuenta. Aunque esto amplia

el alcance de la teoria también la complica significativamente.
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Los presupuestos, a su vez tuvieron que ser definidos y separados para
poder hacer un examen de las partes que conforman a las teorias y en particular a
la teoria de juegos. Para ello se recurri6 a hacer una exposicion de lo que
constituye la axiomatizacion de las teorias, diferenciando aquellas proposiciones
sobre las cuales se partia, de aquellas que se desprendian de las primeras.
También aquellas teorias y principios que eran definidos en otras ramas, o sea, las
teorias que se suponian en la teoria de juegos, como la logica, la teoria de
conjuntos y otras partes de la matematica como parte del propio sistema que se

supuso para llevar a cabo el examen.

Asi mismo, el expresar en términos (férmulas) matematicas hace
accesible el desarrollo abstracto de la teoria, lo cual permite no solo el desarrollo
descontextualizado dentro de la matemética, sino el obtener resultados precisos y
especificos que se cumpliran siempre que los supuestos de —los que parte— la

teoria original correspondan con la realidad a la que busca describir.

Aqui es importante sefalar la distincion entre los niveles en los que las
férmulas matematicas se hacen en la teoria de juegos. Una vez que los axiomas
se han definido y que con éstas ya se han hecho las consideraciones pertinentes
de la realidad que trata de explicar, las férmulas matematicas que se enuncian ya
estan de acuerdo con aquellas nociones que se acotaron a modo de explicaciones

fundamentales.

Esto recuerda lo importante de los axiomas de la teoria, pues su verdad
es lo Unico que asegura la verdad de las conclusiones de la teoria, como se
sefiald en numerosas ocasiones. Las discusiones presentadas acerca de las
entidades matematicas reflejan aqui la importancia de los axiomas; una vez
realizados los axiomas las formulas mateméaticas sustituyen los términos y
nociones supuestos por la teoria de tal suerte que sea no s6lo mas preciso y
riguroso, sino que ofrezcan demostraciones independientes de las proposiciones a

las que estan “sujetas”.
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Asi que, cuando argliimos que la teoria de juegos es una teoria aplicable,
es en tanto que se ha ponderado si los axiomas de la teoria se cumplen en el
contexto en el que se quiere aplicar, en cuyo caso la teoria sera aplicable y se
podra confiar en sus teoremas-conclusiones, suponiendo que la teoria fue

debidamente trabajada.

Del presente trabajo, podemos concluir que lo mas importante en esta y
cualquier otra teoria axiomatizada es precisamente el conjunto de axiomas de la
misma. Parece ser que el desarrollo de los teoremas y resultados se puede lograr

mediante procesos sintacticos una vez que se tienen formulados los axiomas.

La formulacion de los axiomas nos permitié aducir sus consecuencias,
identificar algunos de los problemas que se le podrian plantear a la teoria de
juegos, objeciones a los supuestos que evidencian los impedimentos de la misma
y plantear situaciones en las cuales se mostraba como un mal planteamiento de

un juego resultaba en un mal plan de accion.

En el trabajo de axiomatizacion de teorias, las sutiles distinciones que se
tienen que realizar para evitar dar por hecho terminologias que pertenecen a la
teoria en diferentes niveles, llevd a hacer una minuciosa separacién con la que
pudimos mostrar lo que caracteriza y distingue a un problema de los presupuestos
de un problema de aplicacion debido a la falta de un andlisis del particular juego a

tratar.

Por lo cual, para nosotros, el punto clave en la implementacién de la
teoria de juegos es encontrar situaciones en los que sean aceptables los axiomas,
es decir que tengan cierta concordancia en tal contexto. Esto asegurara que los

teoremas de la teoria sean automaticamente aceptables y por lo tanto aplicables.

Por otra parte, creemos que la cuestion preponderante para el desarrollo
de nuevas teorias, o el refinamiento de una misma, es identificar las circunstancias
gue comparten los casos de interés que serviran para crear o modificar la teoria.
Para una nueva teoria estos factores en comun se pueden tomar como supuestos;

para una modificacion de la teoria se pueden contrastar los factores en comun con
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los axiomas, identificando lo que va en contra de la teoria para reformular tales

axiomas; o bien, para afiadir los axiomas que resulte pertinente.

De tal suerte la filosofia posibilité el escrutinio de las diversas posturas y
niveles de analisis de los supuestos necesarios; las diversificaciones entre
conceptos que se suelen tomar por sindbnimos dentro de las teorias, y el término
mismo de “teoria”; los asideros epistemolégicos de los que se sirve la teoria de
juegos para justificar y validar su aplicacion y con ello poder atender al problema
de las entidades mateméticas que describen los axiomas y que a su vez, tratan

sobre una realidad muy concreta.
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