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Resumen

En este trabajo se aborda el problema de regulación para robots manipula-

dores en su espacio articular, mediante el diseño de reguladores con ganancias

variables y la demostración de estabilidad asintótica. Se hace uso de la meto-

dologı́a de moldeo de energı́a modificada para el desarrollo del algoritmo. La

velocidad convencional y el error de posición y de dichos reguladores, son argu-

mentos de funciones acotadas para un funcionamiento de los servomotores con

un torque limitado; es decir, no se llega a sus valores máximos. Las ganancias

variables están formadas por funciones continuas ası́ como también diferenciales

dependientes del error de posición y velocidad de movimiento. Para demostrar la

estabilidad asintótica del punto de equilibrio, se plantea una función estricta de

Lyapunov. También, se propone una regla de sintonı́a para las ganancias va-

riables. Por último se presentan resultados experimentales en un robot con 3

grados de libertad (gdl) en aras de determinar el desempeño de los reguladores

propuestos.

Palabras Clave: Algoritmo, Robot manipulador, Control de posición, Fun-

ción de Lyapunov.



Abstract

In this work, the regulation problem for manipulator robots in their joint space is

addressed, by the design of regulators with variable gains and the demonstra-

tion of asymptotic stability. The modified energy shaping methodology is used for

the development of the algorithm. The conventional speed and the position error

of the regulators are arguments of bounded functions for a servomotor opera-

tion with a limited torque; that is, its maximum values are not reached. Variable

gains are made up of continuous functions as well as differentials dependent on

position error and motion speed. To demonstrate the asymptotic stability of the

equilibrium point, a strict Lyapunov function is proposed. Also, a tuning rule for

variable gains is proposed. Finally, experimental results are presented in a robot

with 3 degrees of freedom (DOF) in order to determine the performance of the

proposed regulators.

Keywords: Algorithm, Robot manipulator, Position control, Lypaunov Fun-

ction.
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4.15.Gráfica de los pares aplicados con perturbación a las articulacio-

nes del robot. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78
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CAPÍTULO 1

INTRODUCCIÓN

La robótica es una rama de investigación que permanece en constante

estudio. Actualmente en México, los robots manipuladores son parte importante

para el desarrollo del paı́s. Por ejemplo, algunos quirófanos ya cuentan con robots

para realizar operaciones en distintas áreas de la salud, la industria automotriz

se encuentra robotizada y con ello automatizada; si bien no en su totalidad, los

robots manipuladores aligeran la carga manual de muchos trabajos pesados para

los operadores, aunado a que, a diferencia de un humano, un robot no presenta

cansancio fı́sico aumentando el ritmo de trabajo de manera más eficiente. En

(1), se menciona que los robots manipuladores figuran como nuevas maneras de

crear desarrollo y generar bienestar de la sociedad. Se dice que, son elementos

claves de la modernización tecnológica y representan un impacto notorio dentro

de la economı́a global. En este sentido, no es de sorprenderse que la industria

automotriz, quien fue una de las pioneras en el uso de robots manipuladores

(2), siga trabajando con ellos, a tal punto de que en el año 2018 fue el sector

industrial que más instalaciones de manipuladores tuvo (3).

Los robots manipuladores ahorran enormes cantidades de tiempo y redu-

cen el costo de producción (4). Por su naturaleza no lineal, estos generan un

tema de investigación muy basto, para ser más exacto, no existirı́an los benefi-

cios antes mencionados de no ser por los algoritmos de control. La no linealidad
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en un sistema puede desencadenar comportamientos complejos, los cuales re-

sultarı́an difı́ciles de modelar. A su vez, se entrarı́an en temas de dinámica no

modelada que impedirı́an un control adecuado del robot. Si bien es cierto que

existen maneras de linealizar una parte de la función, no es necesario encontrar

una solución de la ecuación diferencial del sistema gracias a la teorı́a de Lya-

punov. Lo que determina que un robot manipulador se desempeñe de manera

adecuada en su tarea encomendada, es el algoritmo de control de alto rendi-

miento que éste contiene (5). Desarrollar nuevos algoritmos de control con al-

to desempeño, permite que las aplicaciones de los manipuladores (operaciones

complicadas, maquinado, etc.) puedan ser más exigentes.

Dado que un robot manipulador puede tener n grados de libertad, algunas

movilidades de las articulaciones pueden ser lineales, rotatorias o la combinación

de ellas. Para estos fines, es necesario contar con actuadores que generen estos

movimientos. Las condiciones para la elección del servomotor, dependerán tanto

del propósito del manipulador como las condiciones fı́sicas del sistema. Indepen-

dientemente de la configuración del robot, se busca la mejor respuesta según los

requerimientos del usuario. Por ejemplo, a veces es necesario precisión para

llegar al punto deseado en vez de priorizar la velocidad de convergencia. Para

otras tareas encomendadas se busca una llegada rápida de las articulaciones

del robot al punto deseado, sin embargo, para ambas respuestas es necesario

controlar al sistema mediante técnicas o análisis. (6).

Una de las técnicas más usadas por diversos investigadores para el diseño

de reguladores de robots manipuladores, es el moldeo de energı́a propuesta por

Takegaki y Arimoto en 1981 (7). A partir de esta técnica, numerosas familias de

esquemas de control han sido desarrolladas a través de los años, expandiendo el

campo de la robótica controlando a los manipuladores. Dicha técnica funge como
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herramienta si se desea obtener un algoritmo de control por medio del gradiente

de la energı́a potencial artificial del robot. Cabe resaltar que el moldeo artificial no

es único e impulsa al manipulador hacia la posición deseada. Dentro del esque-

ma se añade un término derivativo, este toma el rol de freno mecánico al aplicar

un torque disipativo. Con esto, se va atenuando el sobretiro y picos máximos que

se pueden llegar a tener en el estado transitorio. Estas caracterı́sticas son claves

para el diseño de un regulador adecuado para cualquier robot manipulador. Por

ejemplo, al utilizar la técnica de moldeo de energı́a se puede mejorar la robustez

del control (8), (9).

Para llevar a cabo un análisis fiable de la estabilidad del punto de equili-

brio, existe una relación directa entre el moldeo de energı́a y el método directo

de Lyapunov. Dicha teorı́a se analizará mas a detalle adelante. En los esquemas

de control las ganancias juegan un papel muy importante en el rendimiento de

un algoritmo. Una desventaja de ellos es el uso de ganancias constantes, puesto

que, al ser un ajuste manual se consume tiempo importante (10). Debido a es-

te motivo surge la necesidad de utilizar otro tipo de ganancias, como lo son las

variables. Se ha logrado demostrar que, el uso de ganancias variables supera

en desempeño a su contra parte constante. No obstante la sintonı́a para las ga-

nancias sigue siendo arbitraria en muchos aspectos, por esta razón es necesario

proponer una regla.

Las ganancias variables han sido muy utilizadas desde su introducción en

1953, básicamente la ganancia varı́a pero mantiene un nivel de salida constan-

te, (11). Uno de los primeros trabajos en torno a ganancias variables fue en un

proceso para sintonizarlas obteniendo estabilidad asintótica global (12). Las va-

riables de estado; error y posición, están ligadas fuertemente a este concepto

de ganancias. Uno de los problemas que se evita al tener funciones acotadas en

3



torno a la adaptabilidad de la ganancia es el fenómeno de saturación.

El fenómeno de saturación sucede cuando se trabaja fuera de la región

lineal del servomotor. Por este motivo, se debe acotar la zona de trabajo al de-

sarrollar algoritmos. Por ejemplo, en (13) no muestra si los actuadores fueron

acotados. Puede suceder que en caso de colocar una ganancia errónea el ro-

bot manipulador pierda el control provocando accidentes o en el mejor de los

casos no llegar a la posición deseada. Es importante respetar las limitaciones

fı́sicas de los sistemas en aras de obtener una buena respuesta. A continuación

abordaremos algunos trabajos relacionados en el tema.

1.1. Antecedentes

En el estado del arte podemos encontrar diversos trabajos para abordar

el problema de regulación; algunos autores hacen uso de ganancias constantes

y las técnicas para el diseño suelen ser diversas. Unos de los primeros contro-

ladores funcionales para robots manipuladores en la literatura y que ya es bien

conocido es el clásico PD (14). A pesar de su simplicidad y fácil implementa-

ción cuenta con muchos problemas; por ejemplo las trayectorias deseadas que

cambian rápidamente suelen ser difı́ciles de seguir y pueden dar lugar a grandes

errores de seguimiento (15). Otro problema es que, al no estar acotada por una

función estricta puede saturar al servomotor si se coloca una ganancia que haga

trabajar al par fuera de la zona lineal. Por esta razón varios investigadores del

área de robótica han intentado mejorar al PD.

En (16) un esquema de control, cuya base cae en la metodologı́a de mol-

deo de energı́a, es propuesto. Dicho regulador da pauta al desarrollo de varias
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familias de controladores adaptativos acotados definidos mediante funciones de

saturación. Sin embargo, a pesar de todo el aporte fuerte que otorga este artı́cu-

lo, resalta la sintonización de las ganancias. Para definir Kp y Kd fue necesario

numerosos intentos de prueba y error en aras de obtener un rendimiento adecua-

do en lazo cerrado. Esto último también ocurre en (13) donde, a pesar de tener

diferentes plataformas de trabajo es a expertiz del usuario la sintonización. En

(17) también se pueden ver las ganancias constantes para el controlador, a dife-

rencia del trabajo previo este propone funciones Lipschitz que hacen mas suave

la respuesta de la planta. Un trabajo mas con ganancias constantes lo vemos

en (18), donde a pesar de proponer una nueva metodologı́a se puede interpretar

que la sintonización de las ganancias es mediante la habilidad del diseñador.

Al utilizar funciones estrictas se puede demostrar estabilidad asintótica,

con lo cual podemos asegurar que el punto de equilibrio de la ecuación en lazo

cerrado es estable y a su vez el sistema lo será (19). En base a esto podemos

proponer numerosas funciones para lograr el fin de llegar a la posición deseada.

En el presente trabajo se ha propuesto un algoritmo de control en ba-

se a una modificación en la técnica de moldeo de energı́a; esto es, inyectar una

energı́a potencial al robot. Para lograr esto, primero se utilizaron ganancias cons-

tantes para posteriormente pasar a ganancias variables. Es necesario demostrar

matemáticamente la estructura del algoritmo. Por esta razón se definen las ecua-

ciones pertinentes de cada estructura.
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1.2. Justificación

Para comenzar, tenemos que los robots manipuladores siguen siendo usa-

dos en la actualidad. Si bien es cierto que, a causa de la pandemia muchos

sectores disminuyeron su producción, los manipuladores fueron una pieza clave

para afrontar el problema global causado por la enfermedad (20) (21). Por ende,

como ya se ha mencionado con anterioridad, los reguladores son necesarios pa-

ra poder controlar al manipulador. Esto conlleva a que, el análisis y desarrollo de

nuevos algoritmos de control sea una buena área de investigación.

Los algoritmos más comunes en el sector industrial; como lo son el PD y

el PID, no cuentan con acciones de control acotadas. Por esta razón es más facti-

ble que ocurran factores de saturación e incluso problemas mecánicos o térmicos

que afectan directamente a la planta. Peor aún, se añadirı́a mecánica no mode-

lada la cual serı́a imposible de controlar por su comportamiento incierto. Por este

motivo, a diferencia de los trabajos mencionados con anterioridad, se realiza la

propuesta de una función acotada para evitar la saturación de los servomotores.

La justificación de este trabajo también yace en que existen pocos traba-

jos con ganancias variables explicitas en los algoritmos de control. Esto significa,

proponer una función suave y continua (Lipchtiz) en las ganancias para ver una

respuesta adecuada del algoritmo. Para llevar a cabo esto, es indispensable de-

mostrar estabilidad en el sistema. Esto es; asegurar que existe un punto de equi-

librio único y un atractor, por lo que el manipulador no se saldrá del balance en el

cual se encuentra. Además, la mayorı́a de los autores anteriormente citados de-

muestran estabilidad por medio del teorema de invarianza de LaSalle. En el área

de control automático, usar estos postulados no reflejan un análisis riguroso de

la estabilidad del punto de equilibrio. En este sentido, proponemos una función
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estricta de Lyapunov, la cual es una función definida positiva y su derivada con

respecto al tiempo es definida negativa; desde el contexto del método directo

de Lyapunov, nos permite concluir que el punto de equilibrio del sistema en lazo

cerrado es asintóticamente estable y global. Además, al demostrar dicha estabili-

dad, nos permite extrapolar a los reguladores hacia otras aplicaciones de control,

como son: control cartesiano, control punto a punto, control de movimiento, etc.

Para el problema de sintonı́a de las ganancias, los trabajos existentes pre-

sentan diversos enfoques como son: sintonı́a fuzzy (22), algoritmo PSO (23),

empı́rico como ya lo vimos en trabajos anteriores y algunas reglas de sintonı́a

(24). A pesar de que dichos artı́culos son un gran aporte a la ciencia no son

de fácil entendimiento para una diseñador inexperto. Por lo cual dichos algorit-

mos pueden ser complicados de implementar por cualquier usuario nuevo en

robótica y control automático. Debido a esto, surge la motivación de proponer

una regla matemática explı́cita simple para ganancias variables en términos del

par máximo proveniente del i-ésimo servomotor del robot, siendo una alternativa

más sintetizada y flexible para cualquier usuario, con respecto a los algoritmos

de sintonı́a antes mencionados.

A diferencia de los trabajos previamente reportados en la literatura, nues-

tra propuesta incremental es utilizar ganancias variables dependientes del error

de posición y la velocidad articular para abordar el problema de regulación. Se

estima mejorar el desempeño del PD al menos en un 30 %. Este desempeño

medido en torno al tiempo del experimento y es subjetivo a las aplicaciones de

los robots manipuladores.
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1.3. Hipótesis

La propuesta de un control hı́brido con ganancias variables explicitas, uti-

lizando una modificación de la técnica de control de moldeo de energı́a, permite

a un robot de 3 gdl llegar a la posición deseada con un ı́ndice de desempeño

L2 del 30% superior al mostrado por el control PD sin importar las condiciones

iniciales con un mı́nimo de vibraciones y de sobre impulso.

1.4. Objetivos

En esta sección, presentamos los objetivos de este trabajo:

1.4.1. Objetivo principal

Abordar el problema de control de posición de robots manipuladores a

través de la propuesta de una nueva estructura de control con ganancias varia-

bles explicitas proporcional y derivativa.

1.4.2. Objetivos secundarios

Diseñar un esquema de control de posición con ganancias constantes.

Diseñar una nueva estructura de control con ganancias variables.

Validar experimentalmente la funcionalidad y desempeño del algoritmo de

control en robot manipulador de 3 gdl.

Documentar los resultados.
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CAPÍTULO 2

Robots manipuladores

En la literatura, podemos encontrar muchas definiciones del robot mani-

pulador. En este trabajo, adoptamos la siguiente definición para el robot mani-

pulador: un robot manipulador es una cadena cinemática abierta de un núme-

ro variable de grados de libertad (25). Además, tiene diferentes configuraciones

según sean las necesidades y exigencias de su uso. En la Figura 2.1, se aprecia

un diseño de un robot manipulador cartesiano de 3gdl. Este robot aparece en la

industria y algunos usos que tiene este robot son el movimiento de objetos (26),

ensamblaje de piezas pequeñas hasta la robótica de servicio, la colaboración

entre humanos y robots (27).

Figura 2.1: Robot cartesiano de 3 gdl.

Otra configuración modelada, puede ser apreciada en la Figura 2.4. Es-
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ta representación semeja a un manipulador de tipo cilı́ndrico que de igual ma-

nera esta presente en la industria. Se utiliza principalmente en operaciones de

montaje, mantenimiento de máquinas, manipulación de materiales y paletización

(levantamiento de pallets) (28).

Figura 2.2: Robot cilı́ndrico de 3 gdl.

Derivado de las diferentes configuraciones y usos de los manipuladores,

se han construido vastas cantidades comerciales. Podemos mencionar algunos

robots como ejemplo para este ámbito, como lo son los fabricados por ABB,

Fanuc y Kuka los cuales se pueden ver en las figura 2.3a,2.3b,2.3c respectiva-

mente. Dichos robots pueden ser vistos en naves industriales para el desarrollo

de productos, ensamblajes, sector automotriz, soldadura, etc. Este tipo de ro-

bots cuentan con el manual para poder utilizarlos ası́ como también las distintas

aplicaciones especificas para los cuales fueron construidos:
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(a) Robot ABB. (b) Robot Fanuc. (c) Robot Kuka.

Figura 2.3: Robots comerciales.

A pesar de que el alcance de los manipuladores comerciales es muy ex-

tenso, los robots cuentan con una arquitectura cerrada; esto es, los esquemas de

control con los que cuentan son proporcionados por el productor y el usuario no

tiene acceso a ellos. La mayorı́a de estos algoritmos son el PD y el PID. Aquı́ se

origina un problema de bajo desempeño, limitando al robot a tener aplicaciones

más exigentes y abriendo la posibilidad de desarrollar algoritmos que superan en

desempeño a dichos esquemas predeterminados.

Dada esta oportunidad, ha surgido una nueva tecnologı́a de robots que

cuentan con transmisión directa. Esta tecnologı́a es de arquitectura abierta, per-

mitiendo diseñar y evaluar nuevos algoritmos de control que superan a las versio-

nes clásicas. Con ello, las limitaciones de los robots de arquitectura cerrada se

evaden, dando lugar a estos nuevos sistemas mecatrónicos que pueden realizar

aplicaciones más complicadas.
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2.1. Robots de transmisión directa

Hablando de la estructura mecánica de un robot manipulador, podemos

encontrar un gran número de configuraciones. Antes era muy común ver a ro-

bots con eslabones rı́gidos, utilizaban un sistema de engranajes y reductores, a

esta estructura dada de manipuladores se les nombra como robots tradicionales.

Si bien es cierto que un robot se construye en torno al uso especifico que se

requiere, el manejo de mecanismos con engranajes tiene diferentes desventajas,

como las que se describen a continuación. Debido al fenómeno de fricción y el

deterioro de los engranes se obtienen desgastes mecánicos del robot, ası́ como

mayor error de presunción al medir su posición actual. Surgen entonces, como

solución a esos inconvenientes, los robots de transmisión directa. Dichos robots

con ese tipo de tecnologı́a han desplazado y dejado en la obsolescencia a los

robots manipuladores tradicionales de engranajes (29).

La principal ventaja con la que cuenta esta tecnologı́a, es la evasión de las

pérdidas de energı́a. Esto es posible, gracias a sus actuadores de transmisión di-

recta, la cual funciona como una fuente ideal de torque. Otra amenidad, es evadir

la reducción de velocidad. Como se mencionó con anterioridad los engranes eran

necesarios para la amplificación de poder de los motores, por el contrario, en es-

te tipo de robots no es necesario colocar engranes. Además, se puede resaltar

la reducción significativa del fenómeno de fricción. Por último, estos robots son

de arquitectura abierta, con lo cual se consigue una brecha para la evaluación

experimental de algoritmos de control.
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2.1.1. Servomotores

La principal caracterı́stica de los robots de transmisión directa se basa en

que sus articulaciones son servomotores de transmisión directa. Sabiendo que

un servomotor es un dispositivo imprescindible para la fabricación de un robot es

necesario ver su configuración. Dicho sistema electromecánico cumple la función

de ser un fuente de par ideal; es decir, el par que se pasa directamente a la salida

se conserva sin cambios y el torque se transmite directamente a la carga (30).

Un servomotor cuenta con los siguientes elementos dentro de su configuración:

Motor de transmisión directa: Se constituye de un rotor y un estator, resalta

el hecho de la ausencia de engranajes para el movimiento.

Figura 2.4: Motor de transmisión directa.

Encoder relativo: También llamado como encoder incremental, es un sensor

digital de posición basado en optoelectrónica para generar una salida cuyos

pulsos son equivalentes a un ángulo de rotación. En la parte frontal, se

encuentra un arreglo de diodos emisores de luz (LED). La luz de ellos viaja

por los huecos del disco giratorio y los elementos fotosensibles detectan
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los rayos que resultantes. El encoder relativo debe su nombre debido a

que la posición obtenida es relativa a la posición final o previa. Este tipo

de sensores cuentan con dos canales; A y B, para poder determinar la

dirección de giro.

Disco

Led

Foto 
detectores

Figura 2.5: Encoder.

Amplificador electrónico: Este elemento también se le conoce como ampli-

ficador de potencia o servo amplificador contiene un grupo de microproce-

sadores y electrónica de potencia. Su función consta en distribuir de mane-

ra eficiente la energı́a para el control del servomotor, la parte de potencia

se encarga de acondicionar y acoplar la señal de voltaje de baja potencia

proveniente de un sistema digital (31). Para un mejor rendimiento del ampli-

ficador es deseable una combinación de las etapas analógicas, de potencia

y digitales, siendo esta última la encargada de enviar la señal de control.
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Figura 2.6: Ejemplo de un amplificador.

Para poder evaluar de manera práctica los esquemas de control, es indis-

pensable utilizar la configuración del servomotor en el modo de torque. Los otros

dos modos de los servomotores; posición y velocidad, no cuentan con la capaci-

dad de ejercer un toque que ayude a implementar reguladores puesto que, este

tipo de configuraciones son de arquitectura cerrada.

El servomotor balancea las impedancias entre el torque virtual del algorit-

mo (el computado en la computadora) y el aplicado por los servomotores, a través

del servo amplificador. Por lo tanto, existe una relación entre el torque aplicado al

servomotor y el campo magnético. A este enlace se le llama: la ley fundamental

de los servomotores. Dicha ley se establece como una ecuación que engloba las

variables de voltaje v (el cual es el algoritmo de control aplicado al manipulador)

y la ganancia k del servo amplificador. La ecuación tiene la siguiente forma (1):

τ = kv (2.1)

Los servo motores elegidos para el uso de robots manipuladores deben
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cumplir con la ecuación (2.1). En caso contrario no deben formar parte de la

estructura de un robot. Es importante considerar las limitaciones fı́sicas de los

servo motores, para evitar el fenómeno de saturación.

Sabemos que el torque proporcionado por el servomotor es finito, por lo

tanto se puede concluir que, existe una cota dada por los propios limites fı́si-

cos del servomotor. Debido a esto, los servomotores deben trabajar dentro de la

región lineal o de lo contrario caerı́amos en la zona de saturación. Al entrar en di-

cha área se obtienen múltiples problemas cuyas consecuencias son; dinámica no

modelada (valores que no podemos estipular dentro del lazo cerrado de control)

dentro del sistema, juegos mecánicos, vibraciones, daños irreversibles a la plan-

ta, etc. Finalmente el torque aplicado por el algoritmo de control será totalmente

diferente al demandado debido a todas estas problemáticas descritas.

En la Figura 2.7 se puede apreciar como responde el servomotor de par

mediante el torque aplicado en función del torque solicitado. Como se puede

observar, la respuesta esta ubicada tanto en el primer cuadrante como en el

tercero. Hablando del primer cuadrante, la zona lineal se da cuando el torque

demandado es menor al torque máximo, por ende el torque solicitado es igual al

aplicado. La zona de saturación nos indica el lı́mite máximo de torque que puede

proporcionar nuestro servomotor, esta se da cuando el torque máximo es menor

al torque pedido. Por esta razón al diseñar algoritmos de control es necesario

trabajar dentro de la zona lineal. Para lograr esto, las acciones de control deben

estar acotadas en base a las limitaciones fı́sicas del sistema. Análogamente se

emplea el mismo principio para el tercer cuadrante considerando para el par

aplicado y el solicitado el signo negativo.
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Figura 2.7: Región de trabajo del servomotor.

Una vez que conocemos los elementos de un robot manipulador, se des-

cribe la dinámica que los modela. Con el objetivo de estudiar y controlar dicha

planta para implementar nuestros algoritmos de control diseñados.

2.2. Cinemática del robot manipulador

Los sistemas mecánicos, cuentan con el respectivo análisis cinemático

que es de relevancia. Para llevar a cabo este análisis es loable estudiar de forma

analı́tica la geometrı́a del movimiento del robot manipulador. Esto puede lograrse

Ubicando las partes inmersas al análisis dentro del espacio cartesiano omitiendo

momentos o fuerzas. Existen dos categorı́as de cinemática; la directa y la inver-

sa. La segunda busca recabar una descripción de manera analı́tica sobre la con-

ducta de las variables articulares en base a las coordenadas finales del eslabón

del manipulador (32). Mientras que la cinemática directa analiza los fenómenos
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descritos con anterioridad.

Las articulaciones de un robot pueden realizar un movimiento lineal de

traslación o rotacional. A las primeras se les denomina articulaciones prismáti-

cas mientras que a las segundas rotacionales. Otra definición importante para

la cinemática son los eslabones, que consisten en acoplamientos mecánicos al

rotor y al estator de la próxima articulación. Finalmente el espacio de trabajo del

robot reside en el lugar donde puede llevar a cabo los movimientos que quiera

dependientes de su configuración.

2.2.1. Cinemática directa

Para poder instruirnos en la dinámica de un robot manipulador es indis-

pensable averiguar la cinemática diferencial de primera fuente. Esta, se refiere

al estudio analı́tico del movimiento del robot con respecto a un sistema carte-

siano fijo
∑

(x, y, z), que relaciona los parámetros geométricos, las coordenadas

cartesianas [x, y, z]T ∈ R3, de orientación [θ, φ, ψ]T ∈ R3 y principalmente las

coordenadas articulares q ∈ Rn. De manera matemática el vector se representa

de la siguiente forma (1):



x

y

z

θ

φ

ψ


= fR(q) (2.2)

Donde fR(q) es una función continua en el vector de desplazamientos
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articular o posiciones q ∈ Rn, n es el número de grados de libertad y la dimen-

sión del vector de posiciones o desplazamiento articular, x, y, z representan las

coordenadas asociadas al extremo final del robot mientras que por otro lado los

ángulos de Euler están dados por θ, φ, ψ.

2.2.2. Cinemática inversa

La cinemática inversa es un problema no lineal y literalmente es la inversa

de la ecuación (2.2). De manera matemática se expresa como:

q = f−1R (x, y, z, θ, φ, ψ) (2.3)

En resumen, la cinemática inversa define la configuración ası́ como tam-

bién las cifras de las variables articulares, que debe tener el manipulador para la

posición y orientación de un punto elegido (33).

2.2.3. Jacobiano

Por último pero no menos importante tenemos al Jacobiano. Dicha herra-

mienta nos ayuda a encontrar las singularidades de nuestro robot manipulador

y relaciona las velocidades articulares, lineales y angulares (34),(35), asi como

también describir los nexos entre los torques resultantes del extremo final y la

fuerza aplicada. Se dice que es la derivada con respecto al tiempo de la cinemáti-
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ca directa (2.2):

d

dt

[
x y z θ φ ψ

]T
=

 v

w

 =
d

dt
fR(q)

=
∂fR(q)

∂q
q̇ = J(q)q̇

(2.4)

Por ende:

J(q) =

 Jv(q)

Jw(q)

 (2.5)

Donde el primer término relaciona la velocidad articular y la segunda la velocidad

angular. Si se quieren diseñar algoritmos para el problema de control cartesiano,

el Jacobiano es imprescindible en el diseño.

2.3. Dinámica del robot manipulador

El modelado de un robot manipulador es un tema de vital importancia pa-

ra comenzar a diseñar estrategias control y lograr que se ejecute el movimiento

deseado por el usuario, en resumen se puede decir que, el modelo dinámico de

un robot, tiene como principal razón conocer la relación entre el movimiento del

manipulador y las fuerzas que se le aplican (36) (37). Si se quieren explicar de

manera contundente los fenómenos fı́sicos que yacen en la estructura mecánica

de un manipulador como lo son; fricción, fuerzas de Coriolis y centrı́petas, pa-

res gravitacionales y efectos inerciales el modelo dinámico permite describirlos

mediante el uso de ecuaciones diferenciales no lineales.

Es posible obtener el modelo dinámico de un robot manipulador de n gra-

dos de libertad empleando las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange
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(38), (39). Un valor importante para obtener dicho esquema es el Lagrangiano.

Después de analizarlo pasaremos a repasar la metodologı́a de Euler-Lagrange

en aras de obtener el modelo de cualquier robot manipulador sin importar el tipo

de movimiento con el que cuente.

2.3.1. Lagrangiano

El Lagrangiano L(q, q̇) de un manipulador de n grados de libertad es de-

finido como la resta de energı́as cinética K(q, q̇) y la energı́a potencial U(q),

entonces se tiene que:

L(q, q̇) = K(q, q̇)− U(q) (2.6)

donde: q, q̇ ∈ Rn representan a los vectores de posición y velocidad articular.

Se tiene que la energı́a cinética K(q, q̇) tiene relación dependiente de la posición

y velocidad articular, ası́ mismo, la energı́a potencial (Uq) únicamente depende

del vector de posición.

Recordemos que la energı́a cinética tiene la siguiente estructura:

K(q, q̇) = 1

2
q̇TM(q)q̇ (2.7)

Donde la matriz de inercia del manipulador M(q) es simétrica y la energı́a po-

tencial. En resumen, al considerar a un robot de cadena cinemática abierta con

n grados de libertad, su respectiva energı́a total E se calcula sumando ambas

energı́as; la energı́a cinética K y la energı́a potencial U (40). El Lagrangiano L

representa esta diferencia entre la energı́a cinética y energı́a potencial. Es in-

dispensable si se quiere calcular las tan famosas ecuaciones de movimiento de
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Euler-Lagrange para τi.

2.3.2. Ecuaciones de movimiento de Euler Lagrange

El modelo dinámico de un manipulador puede ser obtenido de diversas for-

mas, sin embargo al utilizar las leyes de Newton-Euler y la mecánica Lagrangiana

(Euler-Lagrange) podemos obtener una mejor representación (41). La principal

ventaja de esta metodologı́a es: a partir de la geometrı́a y un método bien defi-

nido, podemos obtener la dinámica de cualquier robot en cadena abierta, donde

sus ecuaciones se deducen de manera natural, en comparación con la segunda

ley de Newton, etc. Para lograr obtener el modelo dinámico, primero se deben

emplear los 4 pasos de la metodologı́a de Euler-Lagrange:

Paso 1: Se debe extraer la cinemática directa del centro de masa para ca-

da uno de las articulaciones que contenga el robot manipulador. Tomando

como referencia la ecuación (2.2), para el i-ésimo eslabón,la longitud li−1 y

los ángulos qi yqi−1 
xi

yi

zi

 = fR(li, li−1, lci, qi, qi−1) (2.8)

Paso 2: Calcular la cinemática diferencial del i-ésimo eslabón y deducir la

rapidez lineal (vTv = x2i + y2i + z2i ).

vi =
d

dt


xi

yi

zi

 (2.9)
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Paso 3: Obtener el Lagrangiano (2.6), cuyo valor lo abordamos previamente

ası́ como el proceso de su obtención.

Paso 4: Aplicar las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange e introdu-

cir a la ecuación el modelo de fricción.

d

dt

[
∂L(q, q̇)

∂q̇

]
+
∂L(q, q̇)

∂q̇
= τ − ff(q̇, fe) (2.10)

donde:

• q = [q1, q2..., qn]
T ∈ Rn y representa el vector de posiciones articulares.

• q̇ = [q1, q2..., qn]
T ∈ Rn y es el vector de velocidades articulares.

• τ = [τ1, τ2..., τn] ∈ Rn que es el vector de pares aplicados donde el

i-ésimo par τi se encuentra asociado con la i-ésima coordenada ge-

neralizada qi.

• ff(q̇, fe) ∈ Rn es el vector de fuerzas o pares de fricción que de-

pende de la velocidad articular q̇, la fricción estática fe y la fricción de

Coulomb.

• t ∈ R+ es el tiempo

• n ∈ N son los grados de libertad

Finalmente la ecuación que describe el modelo no lineal de un robot ma-

nipulador de n grados de libertad es la siguiente:

τ =M(q)q̈ + Ṁ(q)q̇ − ∂

∂q

[
1

2
q̇TM(q)q̇

]
+
U(q)
∂q

+ ff(q̇, fe) (2.11)
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2.3.3. Modelo dinámico

Simplificando la ecuación (2.11) se obtiene la ecuación que es muy común

de ver en artı́culos indexados:

τ =M(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ + g(q) + ff(q̇, fe) (2.12)

Donde:

q ∈ Rn es el vector de posiciones articulares.

q̇ ∈ Rn es el vector de velocidades articulares.

q̈ ∈ Rn es el vector de aceleraciones articulares.

M(q) ∈ Rn×n es la matriz de inercia, definida positiva y simétrica.

C(q, q̇)q̇ ∈ Rn×n es la matriz de fuerzas centrı́petas y coriolis.

g(q) es el vector de las fuerzas de gravedad.

ff(q̇, fe) ∈ Rn es el vector del fenómeno de fricción.

τ ∈ Rn es el vector de pares o torque.

2.3.4. Fenómenos fı́sicos del modelo dinámico

Los modelos fı́sicos del modelo dinámico pueden o no estar presentes,

sin embargo es importante conocer sus propiedades y las formas de represen-

tarlos. En el caso de los robots tenemos los fenómenos de inercia, coriolis, par

gravitacional y fricción (viscosa, Coulomb y estática).
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Efecto inercial

El efecto de inercia o efecto inercial se da con el cambio de movimiento

del robot manipulador, principalmente dado por el giro de los motores (42). La

forma habitual de tener en cuenta las inercias del rotor es agregar una matriz

diagonal a la matriz de inercia del modelo dinámico de un manipulador de robot

rı́gido mediante el empleo de la estructura de Lagrange (43). La matriz de inercia

cumple con las siguientes propiedades (1):

Es una matriz definida positiva M(q) > 0

Es una matriz simétrica M(q) =M(q)T

Existe la matriz inversa M(q)−1 ∈ Rn×n

La matriz inversa es definida positiva M(q)−1 > 0

La matriz inversa es simétrica M(q)−1 =M(q)−T

El fenómeno inercial de un robot manipulador cubre lo siguiente ||M(q)q̈|| ≤

λmaxM(q)||q̈||∀q ∈ Rn; donde λmaxM(q) representa el valor propio máximo de la

matriz de inercia.

Para los robots que cuentan únicamente con articulaciones rotacionales

existe una constante β > 0 tal que:

λmaxM(q) ≤ β∀q ∈ Rn

Fuerzas centrı́petas y de Coriolis

Este tipo de fenómeno esta presente en los robots manipuladores con ro-

tación y se representa como una desviación de traslación a la par del movimiento
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rotatorio. Se han buscado nuevas formulaciones de la matriz de Coriolis (44), pe-

ro sigue cumpliendo algunas propiedades (45):

La matriz C(q, q̇)q̇ no es única.

La matriz C(q, q̇)q̇ y la derivada de la matriz de inercia satisfacen:

1

2
q̇T
[
Ṁ(q)− 2C(q, q̇)q̇

]
≡ 0

Por ende la matriz resultante es antisimétrica.

La derivada temporal de la matriz de inercia y fuerzas centrı́petas satisface:

Ṁ(q) = C(q, q̇) + C(q, q̇)T

Par gravitacional

El par gravitacional funge como la compensación de gravedad y cumple

con las siguientes propiedades (46):

Existe una una constante kg > 0 tal que:

kg ≥
∣∣∣∣∣∣∣∣∂g(q)∂q

∣∣∣∣∣∣∣∣ ∀q ∈ R,

||g(x)− g(y)|| ≤ ||x− y||∀x,y ∈ Rn

Fenómeno de fricción

Los efectos de fricción son particularmente indeseables para los robots

industriales, ya que pueden inducir grandes errores de posicionamiento. Se ha
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observado que la fricción puede causar un error del 50 % en algunos manipu-

ladores industriales (47). El principal comportamiento del fenómeno de fricción

es oponerse al movimiento del robot manipulador y la caracterı́stica disipativa

de la fricción convierte la energı́a mecánica en térmica. Esto último satisface

q̇ff(q̇) > 0. De manera matemática se representa como (48):

ff(q̇, fe) = Bq̇ + Fcsigno(q̇)

Donde B,Fc ∈ Rn×n son matrices diagonales de coeficientes de fricción

viscosa y de Coulomb respectivamente. fe simboliza la fricción estática y está

representada por el vector que contiene los coeficientes de fricción de cada uno

de los servomotores del manipulador fe = [fe1, fe2, ..., fen]
T .

2.4. Descripción del problema

El problema a solucionar es el control de posición para un robot manipu-

lador de 3 gdl. Se eligió esta planta debido a que se cuenta con ella de manera

fı́sica dentro del laboratorio de la Benemérita Universidad Autónoma de Puebla.

A continuación se describe en que consiste el problema y la metodologı́a para

resolverlo.

2.4.1. Control de posición

El problema de control de posición o problema de regulación ha sido un

problema persistente en el campo de la robótica (49). Este consiste en diseñar

un regulador τ tal que el error de posición q̃(t) y la velocidad de movimiento
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q̇(t) convergen asintóticamente al punto de equilibrio ∀ t ≥ 0 sin importar las

condiciones iniciales q̃(0) y q̇(0); es decir:

limt→∞

q̃(t)
q̇(t)

→
0
0

 ∈ R2n ∀ t ≥ 0 (2.13)

Donde:

q̃(t) es el error de posición.

q̇(t) es la velocidad del eslabón.

En la figura 2.8 se muestra el esquema de lazo cerrado de control de

posición para el espacio articular del robot manipulador. El controlador impulsa al

robot manipulador hasta alcanzar la posición deseada qd. Observando la imagen

podemos deducir que el error de posición q̃ es la resta de la posición actual del

robot q y la posición solicitada. qd.

𝝉𝝉𝒄𝒄

𝒒̇𝒒

𝒒𝒒
Controlador�𝒒𝒒

𝒒𝒒

𝒒𝒒 𝒅𝒅 �
+

−

𝒒̇𝒒
Servoamplificador

𝑠𝑠

Figura 2.8: Diagrama esquemático de control de posición de robots manipulado-
res.

Para lograr diseñar el algoritmo de control se necesita una metodologı́a

que permita tener un desempeño alto. El regulador genera el atractor para llevar
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a la articulación del robot al punto de equilibrio y no a vecindades locales. Co-

mo siguiente tema se describe una forma de diseñar algoritmos de control para

reguladores llamada moldeo de energı́a.

2.5. Moldeo de energı́a

Para dar solución al problema de regulación mostrado en la ecuación

(2.13), muchos investigadores han adoptado la técnica de moldeo de energı́a,

donde demostraron que la ecuación en lazo cerrado del modelo dinámico del ro-

bot manipulador y el control proporcional derivativo tiene un punto de equilibrio

global y asintóticamente estable (7). A partir de un moldeo artificial del gradiente

de la energı́a potencial del robot ∇U(Kp, q̃) se propone un función de Lyapunov

que sea definida positiva; es decir: V (q̃, q̇) > 0. Esto con el fin de que su de-

rivada sea semidefinida negativa V̇ (q̃, q̇) ≤ 0, para poder demostrar estabilidad

asintótica posteriormente. El esquema del moldeo de energı́a se puede ver en la

Figura 2.9:
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Figura 2.9: Técnica del moldeo de energı́a.

La siguiente ecuación describe el moldeo de energı́a:

τ = 5Ua(Kp, q̃)− f v(Kv, q̇) + g(q) (2.14)

Donde:

5Ua(Kp, q̃) > 0 es la energı́a potencial artificial.

Kp ∈ Rn×nes la ganancia proporcional, matriz diagonal definida positiva.

Kv ∈ Rn×n es la ganancia derivativa, matriz definida positiva.

f v(Kv, q̇) es una función disipativa: q̇Tf v(Kv, q̇) > 0.

Regla de diseño:

V (q̃, q̇) =
1

2
q̇TM(q)q̇ + Ua(Kp, q̃) =⇒ V̇ (q̃, q̇) < 0
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Cabe resaltar que las ganancias son constantes.

2.6. Teorı́a de estabilidad de Lyapunov

Debido a que hay muchos sistemas que tienen dinámicas no lineales, es

esencial analizar rigurosamente dichos sistemas y abordar cuestiones tales co-

mo la existencia de equilibrio, su estabilidad y la dinámica cualitativa (50). La

teorı́a de estabilidad de Lyapunov nos ayuda bastante a lograr este objetivo. Sin

importar el orden que tenga el sistema es posible conseguir la información nece-

saria acerca de la estabilidad del punto de equilibrio del sistema sin importar la

respuesta de la ecuación diferencial. Con esto, la teorı́a asegura que la derivada

temporal debe ser definida negativa hasta alcanzar el punto de equilibrio.

El método directo nos dice que al construir una función de energı́a con-

tinua que se pueda diferenciar y sea definida positiva, la variación temporal del

punto de equilibrio es mayormente negativa o cero. Esto quiere decir que para

toda condición inicial dentro del atractor el punto de equilibrio es estable de ma-

nera global. Por el contrario si la función resulta ser definida negativa, el punto

de equilibrio es asintóticamente estable de manera global (51),(1).

El teorema se enfoca en estudiar los sistemas dinámicos que se definen

como la siguiente ecuación (52):

ẋ = f(t,x) (2.15)

Donde x inRn y t ≥ 0. El sistema definido en (2.6) se dice que es un sistema

invariante en el tiempo. Para todo estado inaugural que se encuentre adentro del

atractor, la energı́a presente del sistema en el área de atracción decae al pasar
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el tiempo, hasta alcanzar un valor mı́nimo en su punto de equilibrio siempre y

cuando el sistema tenga estado de equilibrio asintóticamente estable. No se debe

confundir la estabilidad del sistema con la estabilidad del punto de equilibrio.

Entonces una función candidata de Lyapunov V (t,x) para la ecuación

(2.6) es una función de Lyapunov si la derivada de esta a lo largo de las tra-

yectorias cumple con:

V̇ (t,x) ≤ ∀ t ≥ 0 (2.16)

2.6.1. Método directo de Lyapunov

Se supone que el estado final deseado es el origen del espacio de es-

tados. Esto sigue siendo válido si se desea un punto de equilibrio no trivial, ya

que el origen se puede colocar allı́ mediante una transformación de coordena-

das adecuadas (53). Por lo tanto los teoremas fundamentales de la teorı́a de

estabilidad de Lyapunov son los siguientes (32),(1):

Estabilidad

El origen x = 0 ∈ Rn es un estado de equilibrio estable de la ecuación

(2.6), si existe una función candidata de Lyapunov V (t,x) tal que su derivada

temporal satisfaga (2.6).

Este teorema da sustento suficiente para estabilidad del equilibrio en el

sentido de Lyapunov. La conclusión del teorema se mantiene si V (t,x) para todo

t ≥ 0 y para todo x ∈ Rn, o si la función candidata de Lyapunov V (t,x) es una

función definida positiva globalmente en lugar de ser definida positiva localmente.
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Estabilidad asintótica global

El origen x = 0 ∈ Rn es un estado de equilibrio asintóticamente estable

en forma global de (2.6), si existe una función candidata de Lyapunov V (t,x)

definida positiva tal que su derivada satisfaga:

V̇ (t,0) ∀ t ≥ 0.

V̇ (t,x) ∀ t ≥ 0, ∀ x 6= 0 ∈ Rn. Lo que significa que la variable de estado

x(t) cumple con:

limt→∞x(t) −→ 0 (2.17)

2.7. Plataformas de trabajo

En esta sección, presentamos las herramientas de trabajo utilizadas para

llevar a cabo la investigación.

2.7.1. Plataforma de simulación Matlab

Matlab es un entorno computacional para álgebra lineal, gráficas matemáti-

cas, ecuaciones, simulaciones dinámicas,etc. El software puede ser obtenido

mediante las instituciones educativas y su simplicidad de instalación en las compu-

tadoras lo hace de gran alcance para el desarrollo de temas.

Debido a la facilidad de programación aunado a la fácil aplicación de la

teorı́a de robótica diversos códigos pueden ser implementados para el aprendi-

zaje. Existe literatura para recrear experimentos diseñados en Matlab como por

ejemplo en (54). A pesar de esto, la mayor parte de los escritos acerca de robóti-
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ca presentan ejemplos con robots simples de dos enlaces o hasta tres para los

cuales el análisis es manejable. Para un robot realista de seis ejes, los cálculos

cinemáticos y dinámicos son complejos y puede ser difı́cil obtener información

sobre un problema (55).

Por estas razones se escogió la interfaz de Matlab en aras de implementar

las propuestas de algoritmos de control. Se desea ver las respuestas que tienen

los diseños ası́ como también los gráficos respectivos para poder interpretarlos

de manera adecuada. Las respuestas obtenidas son muy parecidas debido a que

la plataforma experimental que se tiene funciona con la tecnologı́a de transmisión

directa.

2.7.2. Plataforma experimental para robot manipuladores

Para poder llevar a cabo los experimentos es necesario un robot manipu-

lador. La plataforma experimental llamada rotradi, ha sido diseñada y construida

en la Facultad de Ciencias de la Electrónica (FCE) de la Benemérita Universi-

dad Autónoma de Puebla (BUAP), México. Consiste en un robot de transmisión

directa de 3gdl cuyo espacio de trabajo es tridimensional, cuenta con tarjetas

electrónicas y programas para realizar las aplicaciones de automatización. Para

fines del trabajo de tesis, cabe resaltar que la caracterı́stica principal del rotradi

es su arquitectura abierta; por lo cual, cualquier estrategia de control se puede

validar experimentalmente incluyendo la propuesta hecha de los algoritmos de

control. En la figura 2.10 se muestra el robot mencionado.
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Figura 2.10: Robot experimental de transmisión directa de 3gdl.

Los tres eslabones rı́gidos del rotradi fueron maquinados en CNC y su ma-

terial es aluminio 6061, para unirlos se hizo uso de servomotores de transmisión

directa. Los motores encargados de formar las articulaciones del codo, hombro y

base son los modelos DM1015-B,DM1200-A y DM1050-A respectivamente. Sus

especificaciones las podemos observar en la siguiente tabla:

Articulación Modelo Encoder Torque máximo
Codo DM1015-B 2612440 p

rev
15 Nm

Hombro DM1200-A 1015808 p
rev

150 Nm
Brazo DM1050-A 1638400 p

rev
50Nm

Tabla 2.1: Especificaciones de los servomotores

La electrónica consta de una arquitectura de FPGA’s, cuay función es leer

los pulsos de los encoders incrementales. Tiene 3 convertidores digital-analógi-

co de 12 bits, puertos I/O y 3 timers para programar el tiempo de muestreo de
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2.5ms. Para la programación se tiene un lenguaje conocido, de mayor potencial,

confiable y versátil, el lenguaje C. Despliega la información de posiciones y ve-

locidades articulares en el momento lo cual es de gran ayuda para conocer el

comportamiento del algoritmo de control en tiempo real. Todas las ventajas des-

critas previamente no serı́an posible de implementar en un robot industrial co-

mercial. Entonces, lo que obtendremos será una representación mas fehaciente

del control.
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CAPÍTULO 3

Diseño de algoritmos de control

En el presente capitulo se muestra la metodologı́a que se empleó para

diseñar desde cero nuestros reguladores y solucionar el problema de control

de posición presentado. Primeramente se diseño un algoritmo con ganancias

constantes y posteriormente se formuló el concepto para ganancias variables.

Se analiza el sistema de control en lazo cerrado y se realiza la demostración

matemática de estabilidad asintótica del punto de equilibrio, ası́ como la robustez

paramétrica de los algoritmos. En la figura 3.1 se observa la secuencia de trabajo

para llegar a los resultados.

Metodología

1R.E.G.F UAQ

Esquema 
de control

Demostración 
de estabilidad 
asintótica del 

punto de 
equilibrio del 

sistema de 
control en lazo 

cerrado

Validación 
experimental 
y análisis de 
desempeño

Documentación 
de resultados y 

conclusiones

1 2 3 4

Figura 3.1: Secuencia del trabajo.
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3.1. Ganancias constantes

Las ganancias constantes, como su nombre lo indica, son constantes y

no dependen de ninguna variable como tal. Como sabemos, el algoritmo más

conocido en la literatura es el PD (proporciona-derivativo). Este algoritmo ori-

ginalmente emplea ganancias constantes para el sistema en lazo cerrado. La

estructura que lo define más una compensación de gravedad esta dada de la

siguiente manera (7):

τ = Kpq̃ +Kvq̇ + g(q) (3.1)

Donde:

q̃ ∈ Rn es el vector de error de posicionamiento.

q̇ es el vector de la velocidad.

Kp ∈ Rn×n es la matriz de la ganancia proporcional definida positiva.

Kv ∈ Rn×n es la matriz de la ganancia proporcional definida positiva.

La ecuación en lazo cerrado de (3.1) tiene la siguiente forma:

d

dt

q̃
q̇

 =

 −q̇

M(q)−1 [Kpq̃ −Kvq̇ − C(q, q̇)q̇ −Bq̇]

 (3.2)

Debido a que las ganancias proporcional y derivativa son matrices defini-

das positivas por diseño, colocamos un ejemplo de unas propuestas de ganan-

cias constantes para las ganancias proporcional y derivativa respectivamente de
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un robot de 3gdl:

Kp =


10 0 0

0 10 0

0 0 10

 Nm

grado
; Kv =


2 0 0

0 2 0

0 0 2

 Nm grado

segundo
(3.3)

La desventaja de utilizar ganancias constantes son:

Las ganancias constantes no alcanzan a tener un alto desempeño.

Existe una pérdida de tiempo en la sintonización manual de dichas ganan-

cias.

3.2. Ganancias variables

A diferencia de su contraparte constante, las ganancias variables depen-

den de las variables de estados del error de posición y la velocidad. Para expli-

carlo de mejor manera tomaremos la ecuación (3.1) y la modificaremos:

τ = Kp(q̃)q̃ +Kv(q̃, q̇)q̇ + g(q) (3.4)

Como se puede observar en la ecuación (3.4) tenemos lo siguiente:

q̃ ∈ Rn es el vector de error de posicionamiento.

q̇ es el vector de la velocidad.

Kp ∈ Rn×n es la matriz de la ganancia proporcional definida positiva depen-

diente del error de posición.
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Kv ∈ Rn×n es la matriz de la ganancia proporcional definida positiva, de-

pendiente del error de posición y la velocidad.

De igual manera el lazo cerrado de control cambia:

d

dt

q̃
q̇

 =

 −q̇

M(q)−1 [Kp (q̃) q̃ −Kv (q̃, q̇) q̇ − C(q, q̇)q̇ −Bq̇]

 (3.5)

Por lo tanto las matrices quedan definidas en torno a esas variables, por

ejemplo en un robot de 3 gdl tendrı́amos:

Kp =


kp1(q̃1) 0 0

0 kp2(q̃2) 0

0 0 kp3(q̃3)

 Nm

grado
; Kv =


kv1(q̇1) 0 0

0 kv2(q̇1) 0

0 0 kv3(q̇1)

 Nm grado

s

(3.6)

De las cuales por diseño kpi y kvi son mayores a 0; es decir kpi > 0 y kvi > 0.

La ventaja de las ganancias variables es que al ser dependientes del error

de posición y la velocidad podemos tener un margen considerable de mejora en

torno al error del algoritmo. Sin embargo, para sintonizar a la ganancia variable

se debe de proponer una regla de sintonı́a o proponer un modo auto ajustable

dependiendo mayormente del torque máximo del servomotor.
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3.3. Familia de reguladores

Como vimos anteriormente un algoritmo de control puede ser propuesto

ya sea con ganancias constantes o variables según sea la decisión del usuario.

Por otra parte, la metodologı́a de moldeo de energı́a nos permite proponer fami-

lias de funciones dependientes del error y la posición mediante el gradiente de

la energı́a potencial artificial del robot (7). La función debe ser acotada y sua-

ve de tal manera que se asemeje a la figura 2.7 puesto que ası́ se obtiene una

sencilla programación, mejoramos el desempeño, se asegura un correcto funcio-

namiento de los servomotores sin saturarlos y necesitamos conocer solamente

los parámetros del vector de compensación de gravedad. Además, para demos-

trar la estabilidad, la función propuesta otorga una ventaja matemática. Al añadir

la función acotada a la ecuación del regulador con ganancias constantes (3.1) se

obtiene:

τ = Kpf(q̃)−Kvf(q̇) + g(q) (3.7)

Donde:

f(q̃) ∈ Rn es la función acotada del término proporcional.

f(q̇) ∈ Rn es la función acotada del término derivativo.

3.3.1. Propuesta del diseño de algoritmos de control

De acuerdo a lo presentado previamente (24),(56),(7) las estructuras de

control con ganancias variables tienen una ecuación matemática definida. Sin
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embargo, en la ecuación (3.8) se presenta una alternativa diferente a lo mostrado

en la literatura hoy en dı́a:

τ = Kp(q̃)f(q̃) +Kv(q̃, q̇)f(q̇) + g(q) (3.8)

Los elementos de dicha ecuación pueden ser propuestos en base a la

metodologı́a explicada previamente. En este caso, tenemos:

f(q̃) es la función propuesta dependiente del error de posición, se sugiere

que el comportamiento de dicha función sea acotada y suave.

Kp(q̃) = kpcosh(fp(q̃)) es la ganancia variable proporcional y fp(q̃) es la

propuesta de una función Lipchitz suave.

f(q̇) es la función propuesta dependiente la velocidad.

Kv(q̃, q̇) = kvcosh(f(q̃, q̇)) es la ganancia variable derivativa mientras que

f(q̃, q̇)) es la función propuesta dependiente del error de posición y la velo-

cidad.

Ahora que hemos obtenido una nueva estructura de control procedemos

a desarrollar dichos algoritmos con las funciones pensadas en aras de obtener

respuestas favorables.

3.4. Algoritmo con ganancias constantes

Se propone un algoritmo de control de ganancias constantes que depen-

den de una función Lipchitz; suave y continua para entender como se diseña un
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regulador de este estilo. Por lo tanto observamos la propuesta del regulador que

incluye la respectiva función acotada y suave:

τ = Kp

(
senh(q̃)

1 + cosh(q̃)

)
−Kv

(
senh(q̇)

1 + cosh(q̇)

)
+ g(q) (3.9)

Para que la propuesta funcione de mejor manera buscamos que la función

que depende de las variables de velocidad y error de posición este acotada. Se

escogió a f(q̃) = senh(q̃)
1+cosh(q̃)

y a f(q̇) = senh(q̇)
1+cosh(q̇)

debido a que su comportamiento

es el siguiente:
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Figura 3.2: Perfil de la función acotada.

Al ser un robot de 3gdl de libertad el algoritmo de control se ve de la
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siguiente manera:

τ1 = kp1
senh(q̃1)

1 + cosh(q̃1)
− kv

senh(q̇1)

1 + cosh(q̇1)
+ g(q)

τ2 = kp2
senh(q̃2)

1 + cosh(q̃2)
− kv

senh(q̇2)

1 + cosh(q̇2)
+ g(q)

τ3 = kp3
senh(q̃3)

1 + cosh(q̃3)
− kv

senh(q̇3)

1 + cosh(q̇3)
+ g(q)

(3.10)

Donde: kp1 = 2.5, kp2 = 1; kp3 = 0.3 son los respectivos valores basados a

prueba y error para la parte proporcional mientras que kv1 = 0.1; kv2 = 0.2; kv3 =

0.01 es para la parte derivativa.

3.5. Algoritmos con ganancias variables

En base a (56) se proponen funciones Lipchitz para la propuesta del algo-

ritmo de control. Se usa la definición de ganancias formadas dicha función; por lo

cual se propone diversas versiones hı́bridas de control con ganancias variables.

Estas están mostradas a continuación en su respectivo espacio para visualizar

su estructura.

3.5.1. Algoritmo 1

Para el primer algoritmo proponemos lo siguiente:

τ = kpcosh

(
1

cosh(q̃)

)(
senh(q̃)

1 + cosh(q̃)

)
−kvcosh

(
1

cosh(q̃) + cosh(q̇)

)(
senh(q̇)

1 + cosh(q̇)

)
+g(q)

(3.11)

Donde:
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f(q̃) = senh(q̃)
1+cosh(q̃)

es la función propuesta dependiente del error de posición.

Kp(q̃) = kpcosh
(

1
cosh(q̃)

)
es la ganancia variable proporcional.

f(q̇) = senh(q̇)
1+cosh(q̇)

es la función propuesta dependiente de la velocidad

Kv(q̃, q̇) = kvcosh
(

1
cosh(q̃)+cosh(q̇)

)
es la ganancia variable derivativa.

El perfil de la función acotada es el mismo que el visto en la figura 3.2, sin

embargo los perfiles de la ganancia variable son diferentes. En la figura 3.3a se

observa el comportamiento de la ganancia variable proporcional mientras que en

la figura 3.3b se ve como es la forma de la ganancia derivativa:
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(a) Ganancia variable proporcional.

(b) Ganancia variable derivativa.

Gráficamente sabemos que las funciones y las propuestas de ganancias

variables están acotadas, de manera matemática se puede demostrar:

kp(q̃) ≤ α

kv(q̃, q̇) ≤ αv

fp(q̃) ≤ {kp|q̃|

(3.12)
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Considerando que fp(q̃) = 1
cosh(q̃)

se deduce:

cosh(q̃) ≥ 1 (3.13)

Entonces:

0 ≤ 1

cosh(q̃)
≤ 1 (3.14)

Para conocer el comportamiento de la ganancia variable kp(q̃)=kpcosh
(

1
cosh(q̃)

)
tomamos ambos lı́mites para evaluar kp; usando el lı́mite inferior tenemos:

kp(q̃) = kpcosh (0) = kp(1) (3.15)

Utilizando el lı́mite superior:

kp(q̃) = kpcosh (1) ≈ kp(1.54) (3.16)

Con esto se puede establecer:

1 ≤ kp(q̃) ≤ β (3.17)

Siendo β < 3
2

y β > 0, con fv(q̃, q̇) = 1
cosh(q̃)+cosh(q̇)

se usa una analogı́a similar:

cosh(q̇) ≥ 1 (3.18)

Entonces:

cosh(q̃) + cosh(q̇) > 2 (3.19)

Se puede concluir que:

0 ≤ 1

cosh(q̃) + cosh(q̇)
≤ 1

2
(3.20)

47



Para conocer el comportamiento de la ganancia variable kv(q̃, q̇) tomaremos pri-

mero el lı́mite inferior:

kv(q̃, q̇) = kvcosh (0) = kv(1) (3.21)

Utilizando el lı́mite superior:

kv(q̃, q̇) = kvcosh

(
1

2

)
≈ kv(1.12) (3.22)

Los limites de la ganancia quedan como:

1 ≤ kv(q̃, q̇) ≤ γ (3.23)

Siendo γ < 28
25

y γ > 0. El lazo cerrado de la etapa de control, lo podemos

mirar en la imagen subsecuente:

𝒈𝒈 𝒒𝒒

𝝉𝝉
𝒒̇𝒒

𝒒𝒒

𝐾𝐾𝑝𝑝(�𝒒𝒒)
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �𝒒𝒒

1 + cosh �𝒒𝒒

�𝒒𝒒

𝒒𝒒

𝒒𝒒 𝒅𝒅
� �

+ +

− −

𝐾𝐾𝑣𝑣(�𝒒𝒒, 𝒒̇𝒒)
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝒒̇𝒒

1 + cosh 𝒒̇𝒒

+

Figura 3.4: Lazo cerrado del sistema.

A partir del modelo dinámico del robot manipulador y la propuesta de ga-
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nancias variables se construye la siguiente ecuación no lineal:

d

dt

q̃
q̇

 =

 −q̇

M(q)−1
[
Kp (q̃)

(
sinh(q̃)

1+cosh(q̃)

)
−Kv (q̃, q̇)

(
sinh(q̇)

1+cosh(q̇)

)
− C(q, q̇)q̇ −Bq̇

]


(3.24)

Siendo (3.24) la ecuación en lazo cerrado, por lo cual es importante demostrar la

unicidad y la existencia del punto de equilibrio . Para llevar a cabo dicha demos-

tración realizamos lo siguiente:

En el primer elemento de la ecuación en lazo cerrado (3.24) notamos: −q̇ =

−1q̇ ↔ q̇ = 0

M(q) es una matriz definida positiva por lo tanto la inversa de la matriz de

inercia M(q)−1 existe, ası́ como también es definida positiva

C(q, 0) = 0↔ q̇ = 0

Bq̇ ↔ q̇ = 0

Las matrices de las ganancias proporcional Kp (q̃) y derivativa Kv (q̃, q̇) son

definidas positivas por definición.

Por último, la propuesta de funciones dependientes del error de posición

y la velocidad solo se hacen cero si dichas variables valen 0; es decir:
sinh(q̃)

1+cosh(q̃)
= 0↔ q̃ = 0 y sinh(q̇)

1+cosh(q̇)
= 0↔ q̇ = 0

En conclusión el punto de equilibrio [q̃, q̇]T = 0 ∈ R2n existe y es único.
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3.5.2. Algoritmo 2

La estructura de este algoritmo propuesto se ve de la siguiente manera:

τ = kpcosh

(
1

cosh(q̃)

)
arctan(q̃)√

1.5 + (tanh(q̃)2)
−kvcosh

(
1

cosh(q̃) + cosh(q̇)

)
arctan(q̇)√

1.5 + (tanh(q̇)2)
(3.25)

Donde los valores representan:

f(q̃) = arctan(q̃)√
1.5+(tanh(q̃)2)

es la función propuesta dependiente del error de po-

sición.

Kp(q̃) = kpcosh
(

1
cosh(q̃)

)
es la ganancia variable proporcional.

f(q̇) = arctan(q̇)√
1.5+(tanh(q̇)2)

es la función propuesta dependiente de la velocidad

Kv(q̃, q̇) = kvcosh
(

1
cosh(q̃)+cosh(q̇)

)
es la ganancia variable derivativa hı́brida.

Los perfiles de las ganancias variables se ven en las figuras 3.3a y 3.3b

respectivamente, mientras que el perfil de la función propuesta es similar al de la

figura 3.2. Utilizando los mismos pasos que en el algoritmo 1 es posible construir

la siguiente ecuación no lineal que incluye las ganancias variables propias:

d

dt

q̃
q̇

 =

 −q̇

M(q)−1
[
Kp (q̃)

(
arctan(q̃)√

1.5+(tanh(q̃)2)

)
−Kv (q̃, q̇)

(
arctan(q̇)√

1.5+(tanh(q̇)2)

)
− C(q, q̇)q̇ −Bq̇

]


(3.26)

Siendo (3.26) la ecuación en lazo cerrado, por lo cual es importante demostrar la

unicidad y la existencia del punto de equilibrio . Para llevar a cabo dicha demos-

tración realizamos lo siguiente:
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En el primer elemento de la ecuación en lazo cerrado (3.26) notamos: −q̇ =

−1q̇ ↔ q̇ = 0

M(q) es una matriz definida positiva por lo tanto la inversa de la matriz de

inercia M(q)−1 existe, ası́ como también es definida positiva

C(q, 0) = 0↔ q̇ = 0

Bq̇ ↔ q̇ = 0

Las matrices de las ganancias proporcional Kp (q̃) y derivativa Kv (q̃, q̇) son

definidas positivas por definición.

Por último, la propuesta de funciones dependientes del error de posición

y la velocidad solo se hacen cero si dichas variables valen 0; es decir:(
arctan(q̃)√

1.5+(tanh(q̃)2)

)
= 0↔ q̃ = 0 y

(
arctan(q̇)√

1.5+(tanh(q̇)2)

)
= 0↔ q̇ = 0

En conclusión el punto de equilibrio [q̃, q̇]T = 0 ∈ R2n existe y es único.

3.5.3. Algoritmo 3

Este algoritmo de control tiene su forma como sigue:

τ = kpcosh

(
1

cosh(q̃)

)
asinh(q̃)√

3 + (atan(q̃)2)

− kvcosh
(

1

cosh(q̃) + cosh(q̇)

)
asinh(q̇)√

3 + (atan(q̇)2)

(3.27)

Cuyas variables significan:

f(q̃) = asinh(q̃)√
3+(atan(q̃)2)

es la función propuesta dependiente del error de posi-

ción.
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Kp(q̃) = kpcosh
(

1
cosh(q̃)

)
es la ganancia variable proporcional.

f(q̇) = asinh(q̇)√
3+(atan(q̇)2)

es la función propuesta dependiente de la velocidad

Kv(q̃, q̇) = kvcosh
(

1
cosh(q̃)+cosh(q̇)

)
es la ganancia variable derivativa hı́brida.

Los perfiles de las ganancias variables se ven en las figuras 3.3a y 3.3b

respectivamente, mientras que el perfil de la función propuesta es similar al de

la figura 3.2. De igual forma que en el algoritmo 1 y 2, expresamos de manera

matemática la ecuación que describe a nuestro algoritmo:

d

dt

q̃
q̇

 =

 −q̇

M(q)−1
[
Kp (q̃)

(
asinh(q̃)√
3+(atan(q̃)2)

)
−Kv (q̃, q̇)

(
asinh(q̇)√
3+(atan(q̇)2)

)
− C(q, q̇)q̇ −Bq̇

]


(3.28)

Siendo (3.28) la ecuación en lazo cerrado, por lo cual es importante demostrar la

unicidad y la existencia del punto de equilibrio . Para llevar a cabo dicha demos-

tración realizamos lo siguiente:

En el primer elemento de la ecuación en lazo cerrado (3.26) notamos: −q̇ =

−1q̇ ↔ q̇ = 0

M(q) es una matriz definida positiva por lo tanto la inversa de la matriz de

inercia M(q)−1 existe, ası́ como también es definida positiva

C(q, 0) = 0↔ q̇ = 0

Bq̇ ↔ q̇ = 0

Las matrices de las ganancias proporcional Kp (q̃) y derivativa Kv (q̃, q̇) son

definidas positivas por definición.
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Por último, la propuesta de funciones dependientes del error de posición

y la velocidad solo se hacen cero si dichas variables valen 0; es decir:(
asinh(q̃)√
3+(atan(q̃)2)

)
= 0↔ q̃ = 0 y

(
asinh(q̇)√
3+(atan(q̇)2)

)
= 0↔ q̇ = 0

En conclusión el punto de equilibrio [q̃, q̇]T = 0 ∈ R2n existe y es único.

3.6. Estabilidad asintótica de Lyapunov

Cuando se expresa coloquialmente de que un sistema es estable, se hace

referencia al comportamiento adecuado que pueda llegar a tener. Sin embargo,

existe una gran diferencia de teorı́a al hablar del punto de equilibrio de un siste-

ma. Sabemos que existen modelos dinámicos no lineales y su contraparte lineal,

el punto de equilibrio es aquel vector xe ∈ Rn de dicha ecuación donde las fuer-

zas del sistema encuentran un equilibrio; es decir la función es igual a cero.

Por lo tanto para demostrar estabilidad asintótica global del punto de equi-

librio de la ecuación (3.8) basta con demostrar la existencia de ε en un rango

dado, por ende proponemos una función candidata de Lyapunov mediante la si-

guiente ecuación:

V (q̃, q̇) =
1

2
q̇TM(q)q̇

∫ q̃

0

[f(σ)]TKp(σ)dσ −
ε0

1 + ||q̃||
q̃TM(q)q̇ (3.29)

Donde f(σ) engloba a las propuestas de funciones descritas en los algoritmos de

control diseñados con ganancias variables. No obstante, también es importante

conocer las cotas para dichas funciones, por lo tanto:

√
nµa,

√
nµa||x|| ≤ [||f(x)||] ≤

√
nγa
√
nγa||x||; ∀ x ∈ Rn (3.30)
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Siendo γa y µa las cotas superior e inferior respectivamente. Para los térmi-

nos proporcional y derivativo se renombran como γpa,µpa y γva,µva. Para continuar

con la demostración, utilizamos una propiedad mostrada en (19); Si existen cons-

tantes positivas α y β tales que, representan los lı́mites superior e inferior de

ciertas funciones continuamente integrables que satisfagan:

α ≥ kpi (q̃i, q̇i) ≥ β; ∀ q̃i, q̇i ∈ R

Entonces:
1

2
β||q̃||2 ≤

∫ q̃

0

f(σ)Kp(σ)dσ ≤
1

2
α||q̃|| (3.31)

Con lo cual podemos decir que ε0 es una constante que satisface (3.32);

entonces, la función candidata de Lyapunov (3.29) es definida positiva:

√
βµaλminM(q)

λmaxM(q)

[1 + ||q̃||] > ε0 > 0 (3.32)

Nótese que lo siguiente se satisface:

1

2
q̇TM(q)q̇ =

∣∣∣∣12 q̇TM(q)q̇

∣∣∣∣
≥ 1

2
λminM(q)||q̇||||q̇||

(3.33)

Utilizando la propiedad (3.31) y la expresión (3.30), conseguimos:

∫ q̃

0

f(σ)Kp(σ)dσ ≥
1

2
β||[f(q̃)]||||q̃|| ≥ 1

2
β
√
nµpa||q̃||2 (3.34)

Además:

− ε0
1 + ||q̃||

q̃TM(q)q̇ ≥ ε0
1 + ||q̃||

λmaxM(q)||q̃||||q̇|| (3.35)
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En base a lo anterior, la función de Lyapunov está acotada inferiormente como:

V (q̃, q̇) ≥ 1

2
β
√
nµpa||q̃||2 +

1

2
λminM(q)||q̇|| −

ε0
1 + ||q̃||

λmaxM(q)||q̃||||q̇|| (3.36)

Reescribiendo la ecuación (3.36) en forma cuadrática:

V (q̃, q̇) ≥ 1

2

||q̃||
||q̇||


T  β

√
nµpa

ε0
1+||q̃||λ

max
M(q)

ε0
1+||q̃||λ

max
M(q) λminM(q)


||q̃||
||q̇||

 > 0 (3.37)

Para que la ecuación (3.37) sea definida positiva ε0 debe existir en el si-

guiente intervalo:

√
β
√
nµpaλminM(q)

λmaxM(q)

[1 + ||q̃||] > ε0 > 0 (3.38)

Para obtener la derivada de la función candidata de Lyapunov (3.29) sus-

tituimos q̈ y cancelamos términos obteniendo lo siguiente:

V̇ (q̃, q̇) = q̇TM(q)q̈ +
1

2
q̇TṀ(q)q̇ + ˙̃qKp(q̃)



f(q̃1)

f(q̃2)

...

f(q̃n)


− ε0

1 + ||q̃||
q̃TM(q)q̈

− ε0
1 + ||q̃||

q̃TṀ(q)q̇ − ε0
1 + ||q̃||

q̃TM(q)q̇ − ε0q̃
T q̇

||q̃||[1 + ||q̃||]2
q̃TM(q)q̇

(3.39)
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V̇ (q̃, q̇) = −q̇TBq̇ − q̇TKv(q̃, q̇)



f(q̇1)

f(q̇2)

...

f(q̇n)


− ε0

1 + ||q̃||
q̃TM(q)q̈ − ε0

1 + ||q̃||
q̃T [C(q, q̇)

+ C(q, q̇)T ]q̇ +
ε0

1 + ||q̃||
q̇TM(q)q̇ − ε0q̃

T q̇

||q̃||[1 + ||q̃||]2
q̃TM(q)q̇

(3.40)

V̇ (q̃, q̇) = −q̇TBq̇ − q̇TKv(q̃, q̇)



f(q̇1)

f(q̇2)

...

f(q̇n)


+

ε0
1 + ||q̃||

q̃TBq̇ +
ε0

1 + ||q̃||
q̃TKv(q̃, q̇)



f(q̇1)

f(q̇2)

...

f(q̇n)



− ε0
1 + ||q̃||

q̃TBq̇ +
ε0

1 + ||q̃||
q̃TKp(q̃)



f(q̃1)

f(q̃2)

...

f(q̃n)


− ε0

1 + ||q̃||
q̃T [C(q, q̇)T ]q̇

+
ε0

1 + ||q̃||
q̇TM(q)q̇ − ε0q̃

T q̇

||q̃||[1 + ||q̃||]2
q̃TM(q)q̇

(3.41)

Por propiedad (1) sabemos que; existe una constante kc tal que satisface

lo siguiente para todo q, q̇ ∈ Rn:

||C(q, q̇)q̇|| ≤ kc||q̇||2 (3.42)
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Por lo tanto empleando la propiedad (3.42), la ecuación (3.41) queda aco-

tada superiormente de la siguiente manera:

V̇ (q̃, q̇) ≤ −λminB ||q̇||2 − λminKv(q̃,q̇)

√
nγva||q̇||2 +

ε0
1 + ||q̃||

λmaxB ||q̃||||q̇||

+
ε0

1 + ||q̃||
λmaxKv(q̃,q̇)

√
nγva||q̃||||q̇|| −

ε0
1 + ||q̃||

λminKp(q̃)

√
nγpa||q̇||2 − ε0kc||q̇||2

+
ε0

1 + ||q̃||
λmaxM(q)||q̇||2 −

ε0
1 + ||q̃||

λminM(q)||q̃||||q̇||

(3.43)

Entonces:

V̇ (q̃, q̇) ≤ −

||q̃||
||q̇||


T

[A]

||q̃||
||q̇||

 < 0 (3.44)

Donde:

A11 =
ε0

1+||q̃||λ
min
Kp(q̃)

√
nγpa

A12 =
1
2

ε0
1+||q̃||

[
λminM(q) − λmaxKv(q̃,q̇)

√
nγva − λmaxB

]
A21 =

1
2

ε0
1+||q̃||

[
λminM(q) − λmaxKv(q̃,q̇)

√
nγva − λmaxB

]
A22 = λminB + λminKv(q̃,q̇)

√
nγva +

ε0
1+||q̃||λ

min
Kp(q̃)

√
nγpa + ε0kc||q̇||2 − ε0

1+||q̃||λ
max
M(q)

Para que la ecuación (3.44) sea una función definida positiva el determi-

nante de la matriz A debe ser positivo, dicha condición se satisface para cualquier
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ε0 existente en el siguiente intervalo:

λminKp(q̃)

√
nγpa[

ε0
1+||q̃||λ

min
Kp(q̃)

√
nγpa]

λminKp(q̃)

√
nγpa[λminKp(q̃)

√
nγpa − λmaxM(q)] +

1
4
[λminM(q)λ

max
Kv(q̃,q̇)

√
nγva − λmaxB ]2

[1+||q̃||] > ε0 > 0

(3.45)

En base a lo anterior V̇ (q̃, q̇) es una función definida negativa y la pro-

puesta candidata de Lyapunov V (q̃, q̇) es definida positiva si ε0 satisface (3.45)

y (3.38). Más aún el valor especifico de ε0 no es necesario conocerlo, basta con

probar su existencia y el rango donde yace para fines de estabilidad. Por lo tan-

to, según el método directo de Lyapunov, el origen de la ecuación del sistema

de lazo cerrado [(q̃, q̇)]T = 0 ∈ R2n es asintóticamente estable de manera glo-

bal.Esto quiere decir que, ambas variables de estado q̃(t) y q̇(t) convergen a cero

asintóticamente cuando el tiempo va en aumento.

3.7. Robustez paramétrica los algoritmos de con-

trol

La robustez de los reguladores diseñados con ganancias variables, permi-

ten hacerle frente a valores que afectan el control (coeficientes de fricción, cen-

tros de masas, inercias de los robots,etc.). Para poder asegurar que la propuesta

del algoritmo de control es robusto se debe demostrar que el error esta acotado y

no tiene relación con el modelo dinámico del robot analizado. Comenzamos con
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lo siguiente:

1

2
kc||q̃||2 ≤

∫ q̃

0

Kp(σ)dσ ≤
1

2
kci||q̃||2 (3.46)

Como ya lo demostramos, la función propuesta de Lyapunov es mayor a 0

V (q̃, q̇) > 0 y su derivada es menor igual a 0 V̇ (q̃, q̇) ≤ 0. Por tanto la función es

decreciente; es decir:

V (q̃(t), q̇(t)) ≥ V (q̃(0), q̇(0)) > 0; t ≥ 0 (3.47)

Entonces la ecuación esta acotada superior de la siguiente forma:

V (q̃(0), q̇(0)) ≤ 1

2
λmaxM(q)(0)||q̇(0)||2 +

1

2
kci||q̃(0)||2 − ελmaxM(q)(0)q̇(0)||2 (3.48)

Utilizando (3.47)

V (q̃(t), q̇(t)) ≥ 1

2
λminM(q)(t)||q̇(t)||2 +

1

2
kc||q̃||2−

ε

1 + ||q̃||
λmaxM(q)(t)||q̃(t)||||q̇(t)|| (3.49)

Realizando álgebra y reduciendo términos podemos describir a la norma

euclidiana del error de posición como sigue a continuación:

||q̃(t)|| ≤
√
kci
kc
||q̃(0)|| (3.50)

Con esto se llega al resultado esperado para verificar que el error

esta acotado. Aseguramos que los reguladores diseñados serán robustos
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frente a los parámetros numéricos desconocidos de cualquier robot mani-

pulador.

3.8. Regla de sintonı́a

La regla de sintonı́a es una ecuación matemática que se dicta en torno al

torque máximo que puede ser otorgado por el servomotor del robot utilizado (56).

La mayorı́a de autores sugieren utilizar entre el 80% y 90% del torque máximo

para evadir la saturación de los servomotores. La propuesta que se da en este

trabajo reside en la siguientes ecuación:

kp = τmax[tanh(σ)− 0.01]

kv =
1

2
(τmax[tanh(σ)− 0.01])

(3.51)

Se propuso la ecuación (3.51) debido a que la función tanh(x) esta acota-

da; por lo cual, si el usuario escoge por error una ganancia muy grande la misma

regla impedirá una saturación. A su vez, si se selecciona un valor muy pequeño

el torque no se aplicará haciendo que el usuario se fije en su implementación

sin dañar al robot. Es válido sugerir un rango de valores para una respuesta de-

seada, en este caso se sugiere cualquier valor por encima de 1, es decir σ > 1.

Para el correcto funcionamiento de la regla de sintonı́a, el algoritmo debe estar

acotado de 1 a −1. De no ser el caso, basta con proponer una nueva regla en

torno a las necesidades de dicha función escogida.
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CAPÍTULO 4

RESULTADOS

En este capitulo se muestran los resultados obtenidos por medio de simu-

laciones y una implementación real del algoritmo de control en el robot manipula-

dor. Las gráficas se discuten ası́ como también se presenta una explicación para

un mejor entendimiento.

4.1. Resultados de simulación

Con el fin de mostrar la funcionalidad de los reguladores propuestos con

ganancias variables, implementamos el control en un robot de 3gdl. La finalidad

del experimento es llevar a las articulaciones a las posiciones pedidas [45, 45, 90]T

grados, partiendo de la posición de casa [0, 0, 0]T grados. En la tabla 2.1 se obser-

van los torques máximos que se le pueden aplicar al robot manipulador. Gracias

que el robot es un manipulador de transmisión directa podemos recrear un en-

torno parecido en la simulación, no obstante fue necesario obtener los paráme-

tros numéricos del robot mediante identificación paramétrica como se indica en

(1).
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4.1.1. Algoritmo ganancias constantes

Primeramente analizaremos el resultado del algoritmo con ganancias cons-

tantes. Al implementar el diseño en Matlab se obtienen dos imágenes. En la figu-

ra 4.1 están los torques aplicados a las articulaciones del manipulador, mientras

que en la figura 4.2 el error de posición:
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Figura 4.1: Torques aplicados.
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Figura 4.2: Error de posición de las articulaciones.

De primera instancia, en la figura 4.1 observamos y analizamos que no

existe el fenómeno de saturación, el cual pudiera causar problemas en el control.

Esto quiere decir que se inyecta el torque necesario para poder alcanzar el esta-

do estable estacionario en cada eslabón del manipulador. Además la sintonı́a de

las ganancias es adecuada para fines de no rebasar los limites fı́sicos de dichos

servomotores. En la figura 4.2 notamos una respuesta sub-amortiguada en la ex-

tremidad del hombro. Las respuestas del brazo y el codo son sobreamortiguadas

ya que convergen al error de manera suave y constante. El tiempo en llegar al

error en estado estable es de 1 segundo.

4.1.2. Algoritmo con ganancias variables 1

Para el primer algoritmo con ganancias variables graficamos en la figura

4.3 el torque que se le aplica a cada articulación. Por otra parte, mostramos el

comportamiento del error conforme el tiempo va en aumento en la figura 4.4.
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Obtenemos la siguiente respuesta implementada en el robot de 3gdl:
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Figura 4.3: Torques aplicados.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

-10

0

10

20

30

40

50

60

70

80

90

Figura 4.4: Error de posición de las articulaciones.

De la figura 4.3 se pueden analizar muchas cosas. En primer lugar el al-

goritmo de control permite inyectar la energı́a potencial artificial necesaria para
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colocar a cada eslabón del manipulador en la posición deseada. En segundo lu-

gar la saturación de los servomotores se evita, por lo cual el algoritmo de control

con ganancias variables trabaja en la zona lineal. La figura 4.4 muestra una res-

puesta sub-amortiguada en la articulación del hombro, mientras que en el codo

y el brazo es sobreamortiguada. El tiempo de respuesta del regulador es rápido

ya que converge asintóticamente al punto de equilibrio en menos de 1 segundo.

Sobre todo, lo más importante es que las tres articulaciones llegan al punto soli-

citado, lo cual quiere decir que para cualquier condición inicial se va a llegar a la

posición requerida.

4.1.3. Algoritmo con ganancias variables 2

El siguiente algoritmo implementado es el visto en la ecuación 3.25. Di-

cho algoritmo mantiene la ganancia variable al igual que la primera propuesta

mientras que la función dependiente del error de posición y la velocidad articular

difiere. A continuación graficamos los torques que se aplican a cada uno de las

articulaciones mientras se desarrolla el experimento. También se añade la gráfica

del error de posición:
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Figura 4.5: Torques aplicados.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

-10

0

10

20

30

40

50

60

70

80

90

Figura 4.6: Error de posición de las articulaciones.

De la figura 4.5 podemos confirmar que la energı́a potencial artificial in-

yectada a los servomotores es la adecuada para evitar saturación y mantener

una posición deseada. Dicha gráfica es de gran relevancia debido a que, ayu-

da a visualizar si no hemos sintonizado de manera adecuada las ganancias del
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controlador o bien si el algoritmo de control no resuelve el problema de control

de posición. En la segunda imagen 4.6 se presenta el error de posición de cada

articulación, a diferencia de la gráfica 4.4 en la imagen se presenta una respues-

ta un poco mas tardı́a en la articulación del brazo. No obstante la respuesta es

rápida y concisa puesto que se llega al punto solicitado en menos de 1 segundo.

Con estos resultados llegamos a la certeza de que el regulador propuesto fun-

ciona y lo más importante es que resuelve el problema que estamos abordando

en el trabajo de tesis.

4.1.4. Algoritmo con ganancias variables 3

El algoritmo final diseñado cambia en su estructura al tener una función

dependiente de los valores de la variable de velocidad y error de posición. Al

igual que las secciones predecesoras procedemos a graficar los torques que son

suministrados a los eslabones del manipulador y posteriormente a mostrar los

resultados de los errores de posición:
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Figura 4.7: Gráfica de los torques suministrados a las articulaciones del robot.
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Figura 4.8: Error de posición de las articulaciones.

Al mirar la imagen 4.7 comprendemos que todas las articulaciones se

mantienen en la zona de trabajo evitando problemas de saturación. La respuesta

del brazo es positiva y luego deja de inyectar energı́a, sin embargo sabemos que

las extremidades del manipulador se mantienen en su lugar. Esto se confirma

visualizando la figura siguiente 4.8. Es muy gratificante ver que la respuesta de

esta propuesta de control resulta ser más rápida que las propuestas anteriores

ası́ como también contra la de ganancias constantes. Más aun la respuesta del

hombro es sub-amortiguada mientras que las del codo y el brazo son sobre amor-

tiguadas sin dejar de converger al punto de equilibrio en menos de 1 segundo.

Podemos aseverar que el regulador resuelve el control de posición de manera

adecuada.
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4.2. Robustez frente a perturbaciones

La perturbación externa es una señal que trata de sacar del punto de

equilibrio a las articulaciones del robot manipulador. Cuando hablamos de que

un algoritmo es robusto quiere decir que por mas incertidumbre paramétrica o

ruido proveniente de otro lado el robot no se saldrá de la posición a la que ha

llegado. La perturbación σ(t) ∈ Le2(0, T ) la vamos a diseñar como sigue:

Le2 =
∫ T

0

||σ(t)||2dt <∞ (4.1)

Por lo tanto, en el modelo dinámico del robot manipulador agregamos la

perturbación σ(t) como se muestra a continuación:

M(q̇)q̈ + C(q, q̇)q̇ + g(q) +Bq̇ = τ + σ(t) (4.2)

El vector de la perturbación ha sido escogido a priori con funciones armóni-

cas para observar el comportamiento del controlador:

σ =


1
2
sinh(πt)

1
2
sinh(πt)

1
5
sinh(πt)

 (4.3)

Finalmente realizamos el experimento con valor en el tiempo de T = 10s pa-

ra analizar las respuestas de cada propuesta de regulador redactada en este

trabajo.
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4.2.1. Algoritmo con ganancias variables 1

Cuando simulamos la respuesta de un algoritmo de control podemos pre-

decir su comportamiento en la planta real. En este caso, sabemos que la res-

puesta será muy parecida debido al tipo de manipulador con el que se cuenta.

Sin embargo, es necesario observar, analizar y documentar las posibles vertien-

tes que nos arroja la praxis. Al colocar la perturbación para interferir en el com-

portamiento del regulador resulta en esto:
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Figura 4.9: Gráfica de los torques suministrados aplicados con perturbación a los
eslabones del robot.
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Figura 4.10: Error de posición de las articulaciones con una perturbación.

Del primer resultado visto en la figura 4.9 se confirma que a pesar de la

perturbación los torque suministrados son suficientes y además no se trabaja

fuera de la zona lineal. Como observamos, los rangos de la tabla 2.1 no son su-

perados por lo que el algoritmo de control trabaja de manera correcta y responde

bien ante las incertidumbres que pueda llegar a haber. En la imagen 4.10 ob-

servamos que la articulación del hombro cae a una posición negativa en grados

para después regresar a un error constante. El sobre impulso con el que se apre-

cia, desaparece en menos de 1 segundo y de igual manera en un lapso corto se

mantiene cerca de la vecindad del punto de equilibrio. Al verificar que la respues-

ta de este regulador es buena, podemos asegurar que el algoritmo de control es

robusto frente a cualquier incertidumbre paramétrica y a señales externas que

quieran afectar su desempeño.
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4.2.2. Algoritmo con ganancias variables 2

Como se dijo en el inicio de esta sección, se espera que los valores del

torque suministrado ası́ como también el de la posición deseada no cambien

cuando entra una perturbación al lazo de control. En caso de no suceder ası́, se

verı́a graficado en la figura que arroja Matlab. En este caso, con esta segunda

propuesta de regulador obtenemos lo siguiente:
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Figura 4.11: Gráfica de los pares aplicados con perturbación a las articulaciones
del robot.
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Figura 4.12: Error de posición de las articulaciones con una perturbación.

En la figura 4.11 visualizamos en la articulación del hombro a la lı́nea roja

con lo que pareciera ser ruido. Esto quiere decir que, la perturbación esta pre-

sente y trata de saturar al servomotor. Sin embargo, debido a que el regulador

fue diseñado de tal manera que fuese robusto ante cualquier incertidumbre pa-

ramétrica, lo es para cualquier tipo de señales externas. Esto conlleva a que el

torque suministrado se mantenga en la zona lineal de trabajo evitando algún in-

conveniente en nuestra plataforma experimental. En la imagen de los errores de

posición 4.12 sucede algo muy interesante. Las lı́neas azul y negra que repre-

sentan a el codo y el brazo respectivamente, no salen de su posición a pesar

de que existe una fuerza que quiere sacar a ambas articulaciones del punto de

equilibrio. Cuando analizamos la extremidad del hombro vemos que existe un

error de posición, puesto que se manda al efector final a la posición de −10, no

obstante se corrige a los 6 s dejando por completo estático al hombro. El regreso

al 0 tiene un sobre impulso demasiado corto ya que, desde donde empieza hasta

donde termina es menos de 1 segundo.
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4.2.3. Algoritmo con ganancias variables 3

De este algoritmo en particular se espera una respuesta muy buena frente

a la perturbación por la forma de su comportamiento previo. Colocando la señal

(4.2) y manteniendo las mismas ganancias que los reguladores estudiados con

anterioridad para una futura comparación, sacamos los siguientes gráficos:
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Figura 4.13: Gráfica de los torques suministrados con perturbación a las articu-
laciones del robot.
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Figura 4.14: Error de posición de las articulaciones con una perturbación.

Es sorprendente que, en contraste con las figuras 4.11 y 4.9 no se note

la señal de excitación persistente en los pares aplicados de la imagen 4.14. Esto

nos indica que el control es muy robusto y además confiable debido a la seguri-

dad de que el efector no se saldrá del punto de equilibrio por más que el tiempo

transcurra. En la figura 4.14 notamos que las oscilaciones no tienen tanta altura;

es decir su desviación del error es muy baja. La parte proporcional sigue man-

teniendo el impulso inyectado mientras que la parte derivativa consigue frenar la

respuesta manteniendo el punto de equilibrio en estado oscilatorio estable.

4.3. Implementación real de un algoritmo de con-

trol

En aras de que el experimento no quede en simulación se implemento el

algoritmo de ganancias constantes en el manipulador de 3gdl descrito en la res-
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pectiva sección previa. Se llevaron a cabo tres implementaciones, cada una con

una posición deseada diferente mientras que la matriz de ganancias se mantie-

ne igual para todos los experimentos. El valor de cada ganancia se muestra a

continuación:

Kp1 =


12 0 0

0 12 0

0 0 12

 Nm

grado
; Kp2 =


45 0 0

0 45 0

0 0 45

 Nm

grado
; Kp3 =


3 0 0

0 3 0

0 0 3

 Nm

grado

(4.4)

Kv1 =


12 0 0

0 12 0

0 0 12

 Nm grado

segundo
;Kv2 =


27 0 0

0 27 0

0 0 27

 Nm grado

segundo
; (4.5)

Kv3 =


1.8 0 0

0 18
10

0

0 0 18
10

 Nm grado

segundo

Una vez que conocemos el valor de las matrices de ganancias proporcio-

nal y derivativa respectivamente procedemos a reportar lo obtenido en los expe-

rimentos realizados. Cada uno ayuda a expandir los conocimientos acerca del

problema de regulación y la respuesta real de un manipulador. Los datos arroja-

dos por el robot son obtenidos mediante un archivo .dat, constan de 10 columnas

con 4001 renglones donde cada valor representa un dato del experimento imple-

mento real. El ejemplo podemos verlo en la siguiente tabla:
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Variable Valor inicial Valor final
Tiempo real 0s 10s
q̃1 0° -0.00125°
q̃2 0° 0.00002°
q̃3 0° -0.00421°
q̇1 0grados

s
-0.00057grados

s

q̇2 0grados
s

0.00002grados
s

q̇3 0grados
s

-0.00427grados
s

τ 1 0Nm -0.00007Nm
τ 2 0Nm 16.55767Nm
τ 3 0Nm 0.06702Nm

Tabla 4.1: Valores recibidos del manipulador

La tabla 4.1 corresponde a los datos del experimento 1. Con ellos grafica-

mos en Matlab los resultados y les podemos dar una interpretación adecuada.

4.3.1. Experimento 1

Para este primer experimento se desea colocar a las articulaciones del

robot manipulador en los siguientes lugares: [45°,45°,90°]T , partiendo de la posi-

ción de casa [0°,0°,0°]T . Colocando en código los valores obtenidos del archivo

.dat y parte de la tabla 4.1 obtenemos la gráfica de los pares aplicados 4.15, la

velocidad en las articulaciones 4.16 y por último pero no menos importante el

error de posición 4.17:
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Figura 4.15: Gráfica de los pares aplicados con perturbación a las articulaciones
del robot.
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Figura 4.16: Gráfica de las velocidades en las articulaciones.
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Figura 4.17: Gráfica de los errores de posición en las articulaciones.

De las tres representaciones visuales presentadas anteriormente, pode-

mos obtener buenas aseveraciones. En primer lugar, analizando el aspecto visto

en 4.15 los torques aplicados a las articulaciones del robot manipulador son su-

ficientes para darle el impulso necesario en aras de llegar al punto pedido. Es

muy importante resaltar que ninguna extremidad supera al torque máximo fı́si-

co de nuestro elementos dado por la tabla 2.1. Se observa que se establece el

valor de torque constante a los 3 segundos de inicializado el experimento. Por

otro lado, la gráfica 4.16 muestra que la velocidad converge a 0 en un lapso de

5 segundos. Esto significa que el robot va reduciendo su velocidad conforme el

tiempo aumenta para llegar al punto de equilibrio y mantenerse en ese valor. En

la figura 4.17 se observa como se llega a la posición deseada en un lapso de

5 segundos. La respuesta del algoritmo de control es suave, sin embargo es un

poco lenta en comparación con su contraparte de ganancias variables, véase

la figura 4.10. En base a los resultados obtenidos enfatizamos que el regulador

diseñado resuelve el problema abordado.
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4.3.2. Experimento 2

Primeramente debemos colocar nuestras posiciones deseadas las cuales

son; [45°,90°,0°]T , partiendo de la posición de casa [0°,0°,0°]T . De igual mane-

ra que en el experimento previo, tenemos que colocar los valores recibidos del

robot real y codificarlos en Matlab. A continuación se muestra la tabla donde se

muestra el valor inicial y final de las variables correspondientes:

Variable Valor inicial Valor final
Tiempo real 0s 10s
q̃1 0° -0.00171°
q̃2 0° 0.00001°
q̃3 0° -0.00062 °
q̇1 0grados

s
-0.00084grados

s

q̇2 0grados
s

0.00001 grados
s

q̇3 0grados
s

-0.00065grados
s

τ 1 0Nm -0.00009Nm
τ 2 0Nm 17.58461Nm
τ 3 0Nm 1.09400 Nm

Tabla 4.2: Valores recibidos del manipulador

Ahora, graficando dichos valores de la tabla 4.2 y los archivos .dat conse-

guimos lo que se muestra a continuación:
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Figura 4.18: Gráfica de los pares aplicados con perturbación a las articulaciones
del robot.
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Figura 4.19: Gráfica de las velocidades en las articulaciones.
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Figura 4.20: Gráfica de los errores de posición en las articulaciones.

Como se puede apreciar en 4.18 existe hay una diferencia entre los pares

aplicados con el experimento anterior. Esto se debe principalmente a las posicio-

nes finales deseadas. En la articulación del brazo podemos visualizar un torque

negativo, sin embargo recordemos que en base a la zona de trabajo de los ser-

vomotores 2.7 puede existir dicho par negativo siempre cuando este en la zona

lineal de trabajo. De la segunda imagen podemos concluir que, al igual que la

praxis previa, las articulaciones dejan de tener velocidad articular e un lapso de

4 segundos. El error de posición visto en la última figura 4.20 Observamos que la

respuesta es suave. La respuesta del brazo y el codo son ligeramente parecidas,

convergen al punto de equilibrio mas tarde que el hombro. Este último, tiene una

respuesta sobre amortiguada debido a que su transición al estado estacionario

es lenta pero concisa.
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4.3.3. Experimento 3

La presente y última prueba se realiza con las siguientes posiciones de-

seadas [45°,45°,-90°]T , partiendo de la posición de casa [0°,0°,0°]T . Se desea

ver la respuesta del control al pedirle una posición negativa. En teorı́a, debe fun-

cionar para cualquier posición por lo cual procedemos a tabular y colocar en el

software los siguientes datos del .dat obtenidos presencialmente:

Variable Valor inicial Valor final
Tiempo real 0s 10s
q̃1 0° -0.00069°
q̃2 0° -0.00014°
q̃3 0° 0.00329°
q̇1 0grados

s
-0.00014grados

s

q̇2 0grados
s

-0.00016 grados
s

q̇3 0grados
s

0.00334grados
s

τ 1 0Nm -0.00006Nm
τ 2 0Nm 12.53006Nm
τ 3 0Nm 0.72630Nm

Tabla 4.3: Valores recibidos del manipulador

Ya que conocemos dichos valores, es imprescindible mostrarlos gráfica-

mente para validar nuestra hipótesis y debatir los fenómenos fı́sicos encontrados.

A continuación mostramos los torques 4.21, la velocidad en las articulaciones

4.22 y finalmente los errores de posición 4.23:
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Figura 4.21: Gráfica de los pares aplicados con perturbación a las articulaciones
del robot.
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Figura 4.22: Gráfica de las velocidades en las articulaciones.
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Figura 4.23: Gráfica de los errores de posición en las articulaciones.

Considerando todos los productos extraı́dos, se esperaba una reacción

similar en cuanto este último experimento. De la gráfica de los pares aplicados

4.21 sabemos que no hay ningún inconveniente en cuanto a caer en la zona de

saturación. Por consiguiente la energı́a aplicada es suficiente para llegar a la po-

sición deseada, como se puede confirmar en 4.23. En esta mención previa, cabe

resaltar las respuestas sobre amortiguadas de todas las articulaciones. Las tres

se tardan un poco más en llegar al error en estado estable, para ser más exactos

6 segundos. Cambiando el orden un poco, finalmente analizamos la figura 4.22.

En este esquema se observa como todas las articulaciones convergen al punto

de equilibrio. A pesar de esto, no todas llegan a valer lo mismo en el instante

de tiempo paralelo. Por lo tanto confirmamos que no importa la posición final el

regulador funciona y resuelve el problema de regulación.
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4.4. Norma L2

La norma L2 es un ı́ndice que ha sido utilizado ampliamente en el área de

robótica para poder medir el desempeño de los algoritmos de control (19),(1). El

algoritmo de control cuyo valor sea el mas chico tiene un mejor desempeño que

los demás. Usualmente se maneja en porcentajes para enfocarnos mas en que

tanto se mejora la respuesta de uno u otro regulador. Por ende, haremos uso de

la norma tanto para validar o refutar la hipótesis como también para comparar

entre los reguladores su respuesta. La matemática que nos ayuda a obtener el

valor de la norma se rige por:

L2 =

√
1

T

∫ T

0

1

T
||q̃(σ)||dσ (4.6)

Donde T representa el tiempo del experimento y σ la variable muda que podemos

sustituir a conveniencia de ser necesario. Aplicando esta norma a todos los al-

goritmos de control obtenemos la siguiente respuestas en gráfica de barras para

una mejor comprensión:
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Figura 4.24: Análisis de desempeño empleando la norma L2

De la imagen 4.24 sacamos dos conclusiones esenciales de nuestro tra-

bajo. La primera es que la hipótesis se cumple ya que si se supera en un 30 % el

desempeño del clásico PD. En segundo lugar las ganancias variables si pueden

llegar a tener una mejor respuesta que su contraparte constante. Ejemplo claro

de esto es el algoritmo 3 en contraste con las ganancias constantes. El regula-

dor cuyo desempeño es mejor por mucho, es el tercero con su 50 % de mejora.

Obviamente, el algoritmo clásico del PD cuenta con el peor número de la norma

ya que es el más alto. Esto no quiere decir que las demás propuestas no funcio-

nen, ya que tienen un buen desempeño y además son robustos. Por lo cual, si

es viable implementarlos en cualquier manipulador real.
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CAPÍTULO 5

CONCLUSIONES

Como primera conclusión aseguramos que, la propuesta desarrollada de

control hı́brido con ganancias variables explicitas si permite llegar a la posición

deseada y tiene un ı́ndice de desempeño L2 superior del 30 % en comparación

con su contraparte del control PD. Esto lo podemos comprobar con la gráfica

4.24 donde se asientan los resultados. Además, no importaron las condiciones

iniciales ası́ como tampoco las perturbaciones externas que pudieron colocar a

los reguladores como robustos. De manera contundente probamos que los algo-

ritmos de control resuelven el problema de regulación para los robots manipula-

dores. Más aún, se llegó a demostrar la estabilidad asintótica de manera global

del punto de equilibrio mediante la teorı́a de Lyapunov y una función estricta

propuesta.

Los objetivos fueron cumplidos en su totalidad, por lo cual, los resultados

expuestos en esta investigación tienen relevancia. Esto debido a que, son una

propuesta única cuyos resultados experimentales cuentan con una teorı́a base

fuerte y es posible desarrollar nuevos algoritmos de control para cualquier intere-

sado en el área. A raı́z de los experimentos realizados en el manipulador real

de transmisión directa tenemos más certeza de como es el comportamiento de

los reguladores. Con su respuesta consideramos a los reguladores como altos

en desempeño en comparación con el PD, usado en la industria y vigente en
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nuestros dı́as.

La propuesta de las ganancias variables proporcional y derivativa son una

nueva perspectiva para la regulación de robots, con respecto a los algoritmos

clásicos, donde se inyecta amortiguamiento a través del error y la velocidad.

Es posible implementar reguladores diseñados, bajo el esquema propuesto en

esta tesis, desconociendo cualquier parámetro numérico del robot. Es decir, no

necesitamos realizar ninguna identificación paramétrica para obtener fricciones,

longitudes de eslabones, etc. Además al realizar una modificación y aporte a la

técnica de moldeo de energı́a es posible generar bastos esquemas de control.

Se han demostrados las ventajas desarrolladas a través de esta propuesta.

Respecto a la sintonización de las ganancias, se ha colocado una regla de

sintonı́a, fácil de implementar a simple vista pero difı́cil de diseñar, para personas

que apenas van conociendo el mundo de control de robots manipuladores. Esto

repercute en que los usuarios generen confianza para colocar sus propuestas de

algoritmos sin el temor de saturar los servomotores o colocar una ganancia equi-

vocada que pueda dañar al sistema. La regla matemática explicita también aporta

interés en los programadores para generar sus propias reglas de diseño en base

a la naturaleza del control. Añadiendo que, experimentando con los valores se

pueden obtener diferentes respuestas deseadas sin saturar a los servomotores

de nuestra plataforma experimental.

Una aportación muy importante es que garantizamos que las variables de

estado convergen asontóticamente al punto de equilibrio sin esquemas externos.

Con esto, nos referimos a que no es necesario colocar esquemas de control co-

mo; redes neuronales, lógica difusa, etc. que no yacen en la ecuación en lazo

cerrado. Se desea como trabajo futuro, implementar los reguladores de ganan-

cias variables en un manipulador real en aras de obtener más evaluaciones ex-
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perimentales. Todo esto para compartir el conocimiento adquirido, expandiendo

el área de instrumentación y control.

90



Referencias
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En el presente trabajo se aborda el problema de regulación de robots manipuladores mediante la propuesta de un nuevo regulador hiperbólico
diseñado con ganancias variables. Una de las ventajas del algoritmo propuesto es su implementación en diversos manipuladores evitando la
saturación de sus actuadores. La estabilidad asintótica global del punto de equilibrio está garantizada desde el contexto del método directo de
Lyapunov y el principio de invarianza de LaSalle. En aras de mostrar la funcionalidad y desempeño del algoritmo, se muestran resultados

El problema de regulación en los robots manipuladores es una constante en el área de robótica en nuestros días. La regulación o también denominada control de posición estriba en diseñar un
algoritmo de control que permita al robot manipulador llegar a la posición deseada. Al converger asintóticamente a la referencia ordenada no se toman en cuenta las condiciones iniciales, aunque
fluya el tiempo. En términos generales no importa el punto inicial del robot manipulador, éste debe llegar al destino que se la ha indicado. No obstante, es necesario cuantificar el rendimiento del
regulador diseñado debido a que los robots deben tener un buen desempeño por la variedad de tareas que realizan [1].
Otro de los problemas a abordar es la saturación de los servomotores en el robot manipulador. Cuando se tiene una planta se debe conocer las limitaciones físicas de ella y los servomotores de
un robot manipulador no son la excepción. Una de las no linealidades más comunes dentro del área de los robots manipuladores es precisamente la saturación, la cual deteriora el desempeño
del sistema de control aunado a que conduce a fallas mecánicas [2]. Más aún puede producir problemas en el control de trayectoria [4]. Es por este motivo que dentro del diseño del algoritmo se
contempla el rango a trabajar del manipulador para evitar encontrar limitaciones en el actuador y provocar errores [3]. En los esquemas de control las ganancias juegan un rol importante para el
rendimiento de un algoritmo. Muchos autores hacen uso de ganancias constantes para diversas técnicas, sin embargo, al ser un ajuste manual de ganancias se consume tiempo importante [5].
En base a toda la literatura revisada nace el interés de proponer un regulador cuyas ganancias sean variables para abordar el problema de regulación. Nuestras aportaciones se mencionan a
continuación: Se utiliza un regulador hiperbólico con ganancias variables que cuenta con una versión híbrida donde el eje derivativo depende tanto de la velocidad como del error de posición.
Como segundo punto se considera una dependencia del error de posición en la ganancia proporcional. Esto permite que, por medio de una regla de sintonía de las ganancias, la acotación del
torque aplicado por el servomotor está garantizada. Debido a esto el péndulo-robot funcionará dentro de los límites prescritos por consiguiente la saturación se evita a toda costa.
En aras de validar el desempeño y funcionalidad del regulador, los resultados de una simulación son presentados. Gracias a que se toma en consideración un péndulo-robot de transmisión
directa cuyo motor es de tipo brushless en conjunto con un encoder superior a 1 millón de pasos por revolución, los resultados de la simulación obtenidos son muy similares a los que se pueden
obtener por medio de la praxis.
Además, se ha considerado un nuevo modelo de fricción reportado en [16], el cual emula los fenómenos disipativos a través de funciones Lipchitz, que al mismo tiempo pertenecen a la ecuación
en lazo cerrado, a diferencia del modelo clásico de LuGre. Esto nos permite realizar un análisis de estabilidad asintótica del punto de equilibrio contemplando dichos fenómenos y resultados de
simulación más precisos.

Figura 1. Péndulo-Robot.

Referencias

simulados en un péndulo-robot. El índice de desempeño de la propuesta se muestra para poder realizar una comparación con otros algoritmos conocidos en la literatura. Desarrollar algoritmos
de control permite aportar nuevas familias de funciones para un robot manipulador, así como también la posibilidad de obtener un desempeño alto. Esto último resulta de interés en el área de
robótica ya que un regulador con alto desempeño genera un gran aporte para implementar estrategias de control.

𝜏𝜏 = 𝑘𝑘𝑝𝑝 �𝑞𝑞 − 𝑘𝑘𝑣𝑣𝑞̇𝑞 + 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑙𝑙𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑞𝑞 (11)

𝜏𝜏 = 𝑘𝑘𝑝𝑝𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡( �𝑞𝑞) − 𝑘𝑘𝑣𝑣𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡(𝑞̇𝑞) + 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑙𝑙𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑞𝑞 (12)

𝜏𝜏 = 𝑘𝑘𝑝𝑝
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠( �𝑞𝑞)𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐( �𝑞𝑞)
1+𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2( �𝑞𝑞)

− 𝑘𝑘𝑣𝑣
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑞̇𝑞)𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑞̇𝑞)
1+𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2(𝑞̇𝑞)

+ 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑙𝑙𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑞𝑞 (13)

Un péndulo robot es un tipo de
manipulador que cuenta con un
servomotor y una barra. El
manipulador en cuestión está
representado de manera gráfica en la
Fig. 1 mediante un diseño para
visualizar la plataforma de trabajo.

Considere el modelo dinámico de un
péndulo-robot en Eq.1:

𝜏𝜏 = 𝐼𝐼𝑝𝑝𝑞̈𝑞 + 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑙𝑙𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑞𝑞 + 𝑏𝑏𝑞̇𝑞 +
𝑓𝑓𝑐𝑐

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑠𝑠−1 𝜉𝜉𝑞̇𝑞 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜉𝜉𝑞̇𝑞
1+𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑠𝑠−1 𝜉𝜉𝑞̇𝑞

(1)

Donde: 𝑞𝑞 ∈ ℝ es la posición articular,
𝑞̇𝑞 ∈ ℝ, es la velocidad articular, 𝑞̈𝑞 ∈ ℝ
es la aceleración articular, 𝐼𝐼𝑝𝑝 es el
momento de inercia del péndulo, 𝑚𝑚 es

la masa del péndulo, 𝑔𝑔 es la constante de aceleración
gravitacional, 𝑙𝑙𝑐𝑐 representa el centro de masa del péndulo, 𝑏𝑏
es el coeficiente de fricción viscosa, 𝑓𝑓𝑐𝑐 es el coeficiente de
fricción de Coulomb, 𝜉𝜉 es el coeficiente de disipatividad y 𝑠𝑠 es
el coeficiente de efecto Stribeck.
Como se puede apreciar, la ecuación (1) incluye un nuevo
modelo de fricción reportado en [6].

:

𝜏𝜏 = 𝑘𝑘𝑝𝑝 �𝑞𝑞 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠ℎ �𝑞𝑞
1+𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐ℎ �𝑞𝑞

− 𝑘𝑘𝑣𝑣 �𝑞𝑞, 𝑞̇𝑞 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠ℎ 𝑞̇𝑞
1+𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐ℎ 𝑞̇𝑞

(3)

+ 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑙𝑙𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑞𝑞
Siendo 𝑘𝑘𝑝𝑝 �𝑞𝑞 > 0 la ganancia proporcional variable y 𝑘𝑘𝑣𝑣 �𝑞𝑞, 𝑞̇𝑞 >
0 la ganancia derivativa variable respectivamente.
Las ganancias variables que fueron diseñadas a partir de la
definición presentada en [8], como se muestra a continuación
en las Eq. 4 y 5:

𝑘𝑘𝑝𝑝 �𝑞𝑞 = 𝑘𝑘𝑝𝑝𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐
1

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐ℎ �𝑞𝑞
(4)

𝑘𝑘𝑣𝑣 �𝑞𝑞, 𝑞̇𝑞 = 𝑘𝑘𝑣𝑣𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐
1

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐ℎ �𝑞𝑞 +𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐ℎ 𝑞̇𝑞
(5)

Mostramos a continuación el comportamiento de las ganancias
variables diseñadas por medio de las Fig. 2 y 3:

Metodología
El problema por solucionar es el control de posición. Este
consiste en, diseñar un regulador 𝜏𝜏 ∈ ℝ de tal manera que el
error de posición �𝑞𝑞 = 𝑞𝑞 − 𝑞𝑞𝑞𝑞 siendo 𝑞𝑞𝑞𝑞 la posición deseada y la
velocidad de movimiento del robot 𝑞̇𝑞, convergen asintóticamente
a cero cuando el tiempo tiende a infinito sin importar las
condiciones iniciales [ �𝑞𝑞 (0) 𝑞̇𝑞(0)]𝑇𝑇 ∈ ℝ𝟐𝟐, es decir la Eq. 2:

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑡𝑡→∞
�𝑞𝑞(𝑡𝑡)
𝑞̇𝑞(𝑡𝑡) → 0

0 ∈ ℝ𝟐𝟐 ;∀ 𝑡𝑡 ≥ 0 (2)

Para dar solución al problema de control de posición descrito en
(2), se ha diseñado un regulador hiperbólico con ganancias
variables basándonos en la familia de funciones aportadas en
[7], más una compensación de par gravitacional, como sigue

Figura 2. Comportamiento de la 
propuesta de ganancia variable 

proporcional. 

Figura 3. Comportamiento de la 
propuesta de ganancia variable 

derivativa.

Resultados
Para validar los resultados teóricos que se desarrollaron con
anterioridad, Se implementa el algoritmo de control con
ganancias variables diseñado en (3) mediante el software
Matlab® para verificar su funcionalidad. El experimento
consiste en llevar al péndulo hacia la posición 𝑞𝑞𝑑𝑑 = 𝜋𝜋

2
𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 con

las condiciones iniciales [0 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟, 0 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟
𝑠𝑠

]𝑇𝑇, sin superar el torque
máximo aplicado al servomotor; es decir −15𝑁𝑁𝑁𝑁 ≤ 𝜏𝜏𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 ≤
15𝑁𝑁𝑁𝑁.
En torno a evaluar el desempeño, se implementan a nivel
simulación en Matlab® los siguientes algoritmos conocidos en
la literatura: PD clásico Eq. 11, el tangente hiperbólico Eq. 12

presentado en [9] y un esquema hiperbólico Eq. 13 reportado en
[10]. Estos algoritmos tienes sus ganancias constantes, las
cuales fueron sintonizadas de manera manual:

Al pedirle al péndulo-robot la posición deseada este llega a su
destino sin ningún problema. Obtenemos una respuesta
subamortiguada en régimen transitorio y con un pico máximo
atenuado, gracias a la acción de control derivativa a través del
error de posición y la velocidad.
Más aún, mediremos su desempeño por medio de la normas
ℒ2 e IAE. Aplicando estas dos normas a los algoritmos previos
podemos compararlos mediante las siguientes gráficas vistas
en las Fig. 4 y 5.

En base a lo visto en las Fig. 4 y 5 se llega a la conclusión de 
que el algoritmo propuesto tiene un mejor desempeño en 
contra de los algoritmos (11), (12) y (13). 

Figura 4. Gráfica de desempeño de 
la norma IAE. 

Figura 5. Gráfica de desempeño 
de la norma ℒ2.

Conclusiones
El regulador propuesto es robusto frente a los parámetros
numéricos del péndulo, así como también el algoritmo genera
un atractor que permite al robot converger hacia la posición
deseada. La respuesta del péndulo-robot nos indica que,
utilizando esta propuesta de regulador, el tiempo en llegar al
lugar colocado es más bajo. La propuesta de la ganancia
derivativa variable es una nueva perspectiva para la regulación
de robots, con respecto a los algoritmos clásicos, donde se
inyecta amortiguamiento a través del error y la velocidad.
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