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RESUMEN

Se adapta el método de series de potencias del pardmetro espectral (SPPS) para en-
contrar la ecuacién de dispersion en forma explicita asociada al operador de Sturm-Liouville
Hu(z) = (P(x)u'(z))" + Q(x)u(z) = AR(z)u(x) en todo el eje real. La ecuacién de dis-
persion resulta ser de la forma ®(\) = 0, donde @ es una funcion analitica dada por su serie
de Taylor cuyos coeficientes no dependen del pardmetro espectral. Esto permite aproximar
los eigenvalores del problema mediante el calculo de los ceros de un polinomio obtenido al
truncar la serie involucrada en la ecuacién de dispersion. Una de las ventajas de la técnica
es que es aplicable a problemas que admitan eigenvalores complejos a diferencia de métodos
disponibles como el de disparo. Una de las aplicaciones de la técnica propuesta se encuentra
en el célculo de los eigenvalores de la ecuacién de Schrodinger con masa dependiente de
la posicién (PDM), la cual se utiliza para modelar el comportamiento de particulas dentro
de nanoestructuras presentes en diversos dispositivos electronicos, tales como diodos léser,
transistores y celdas solares. Para probar la eficiencia de la técnica se construyen ejemplos
exactamente solubles de la ecuacidén de Schrodinger con PDM mediante la transformacion
canodnica puntual (PCT), los cuales son isospectrales a modelos cldsicos con masa constante.
También se considera un ejemplo de la ecuacion de Schrodinger exactamente soluble cuyo
potencial es del tipo Poschl-Teller y cuyos eigenvalores son complejos. Se implementa un al-
goritmo en Matlab que permite calcular los eigenvalores de los ejemplos de prueba mediante
la ecuacion de dispersion obtenida y los compara con los resultados exactos a través del error
absoluto. Los resultados obtenidos son muy precisos y muestran que la técnica propuesta es
altamente competitiva y de gran alcance.

Palabras clave: Sturm-Liouville, método SPPS, ecuacion de dispersion, ecuacion
de Schrodinger con PDM.



SUMMARY

The spectral parameter power series method (SPPS) is adapted in order to find the
dispersion equation in explicit form associated with the Sturm-Liouville operator Hu(z) =
(P(z)v/(x)) + Q(z)u(xr) = AR(z)u(x) on the real line. The dispersion equation is of the
form ®(\) = 0, where ® is an analytic function given by its Taylor series whose coefficients
do not depend on the spectral parameter. This allows us to approximate the eigenvalues of
the problem by means of computing the zeros of a polynomial obtained by cutting the se-
ries involved in the dispersion equation. One of the advantages of this technique is that it
can be applied to problems that admit complex eigenvalues unlike other methods available as
the shooting method. One of the applications of the proposed technique can be found in the
calculation of the eigenvalues of the position dependent mass Schrodinger equation (PDM)
which is used to model the behavior of particles inside nanostructures contained in several
electronic devices such as laser diodes, transistors and solar cells. To test the efficiency of this
technique some exactly solvable examples of the PDM Schrodinger equation are constructed
by the point canonical transformation (PCT), these examples are isospectral to the classical
models with constant mass. In addition an example with the exactly solvable Péschl-Teller
potential whose eigenvalues are complex is considered. An algorithm in Matlab is implemen-
ted that allows us to compute the eigenvalues of the test examples by the dispersion equation
obtained and are compared with the exact values through the absolute error. The results ob-
tained are very accurate and show that the proposed technique is highly competitive and of a
great scope.

Key words: Sturm-Liouville, SPPS method, dispersion equation, PDM Schrédinger
equation.
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I. INTRODUCCION

Se considera el problema de eigenvalores del operador de Sturm-Liouville

Hu(z) = (P(z)u'(x)) + Q(z)u(z) = AR(z)u(z), reR (1.1)
donde
D1 x < —h Q1 xr < —h
P(x)=< plx) —h<z<h, Qz) =12 q(x) —h<z<h, (1.2)
P2 x>h Qg x>h
1 r<—h
R(z)=1< r(x) —h<zxz<h
79 x>h

y p, q,r son funciones continuas en (—h, h), y aq, ag, p1, P2, 71, T2 constantes. Se buscan los

valores del pardmetro espectral A € C para los cuales
u € Lo(—00,00). (1.3)

Es importante seiialar que en general el problema (I.1)),(I.3) no es exactamente soluble, pero
cuenta con diversas aplicaciones ya que tiene como caso particular a la ecuacion de Schro-
dinger unidimensional independiente del tiempo con masa dependiente de la posiciéon (PDM,
por sus siglas en inglés). Esta ecuacion aparece en diversas aplicaciones en las cuales se uti-
liza para modelar el comportamiento de particulas dentro de nanoestructuras fabricadas con
semiconductores.

A continuacién se citan algunos trabajos en los que se ha utilizado la ecuacién de Schrodin-
ger en distintos contextos.

Por ejemplo, la inversiéon de la molécula de amonidco /N H3 ha sido un problema de gran
interés en mecdnica cudntica. En esta molécula el 4tomo de nitrégeno estd sometido a un
potencial con forma de pozo cudntico doble y existe la posibilidad de que éste penetre alguna

de las barreras, de manera que es importante calcular los niveles de energia (eigenvalores) y



funciones de onda (eigenfunciones) del 4&tomo de nitrégeno para conocer su comportamiento
dentro de la molécula. En (Aquino et al.,|1998) se propone una técnica en la que deducen una
expresion, que depende de la coordenada de inversion, para la masa reducida de la molécu-
la. Utilizan esta masa en una ecuacién de Schrédinger unidimensional con un polinomio de
grado par como potencial para calcular los niveles de energia y las funciones de onda corres-
pondientes al &tomo de nitrégeno asociado al problema de la inversién de N Hs.

Por otro lado, un ldser de cascada cudntica es un tipo de ldser semiconductor que en gene-
ral emite luz infrarroja de rango medio. En estas estructuras las transiciones de particulas
ocurren entre las bandas del mismo tipo (de conduccion o de valencia). Al aplicarles cierto
campo eléctrico, los electrones confinados en los pozos cambian de nivel de energia y ge-
neran fotones, a su vez mediante el efecto tinel pasan a un nuevo pozo con la posibilidad
de generar mas fotones. Una de las aplicaciones mds importantes de estas nanoestructuras es
en la deteccion de contaminantes del aire y en algunos diagnésticos médicos. En esta drea
Page et al.|(2001) proponen un ldser de cascada cudntica que se puede operar a temperatura
ambiente basado en el semiconductor GaAs. Para lograrlo utilizan una heteroestructura com-
puesta por GaAs/Aly.45Gag 55As ya que permite mejor confinamiento de electrones que otros
materiales. Para estudiar el comportamiento de los electrones en estas estructuras al variar la
temperatura, mediante una ecuacidon de Schrodinger unidimensional calculan las funciones
de onda y el espectro bajo la influencia de un campo eléctrico, permitiendo determinar la
dependencia térmica del laser.

Un nanotubo de carbono es una estructura tubular con didmetro del orden del nanémetro.
Estas nanoestructuras se pueden imaginar como laminas de grafito enrolladas. Entre sus apli-
caciones mds importantes destacan en la fabricacién de supercondensadores, transistores,
celdas solares y memorias RAM. En este campo |Biswas et al. (2005) estudian el movimiento
de electrones dentro de estructuras formadas por la unién de dos nanotubos de carbono. Para
ello muestran que el comportamiento de los electrones en estas estructuras puede ser mode-
lado por una ecuacién unidimensional de Schrodinger con un potencial que representa a un
pozo cuantico finito intercalado entre dos barreras que permiten el efecto tinel. Calculan los
primeros niveles de energia, coeficientes de transmision, asi como aproximaciones de la masa
efectiva para los electrones en cada nanotubo.

Desde el descubrimiento de los pozos cudnticos, éstos se han utilizando en diversos dispo-
sitivos debido a las propiedades y ventajas que proporcionan. Una de estas aplicaciones es
en celdas solares, en donde el espectro de energia de estas estructuras es de crucial interés
asi como la absorcion foténica dentro de la banda de conduccién. Al respecto Luque et al.
(2013)) presentan la aplicacion del potencial conocido como KPEH para describir y obtener

una mejor comprension de las funciones de onda asociadas a las bandas de pozos cudnticos



y del proceso de absorcion fotdnica dentro de estas estructuras. En parte de su estudio utili-
zan una ecuacion de Schrodinger unidimensional para representar el comportamiento de los
electrones en cada uno de los pozos. Las funciones de onda y los niveles de energia de dicha
ecuacion les permiten obtener resultados sobre el mecanismo de absorcion fotdnica bajo ilu-
minacion vertical y compararlos con los obtenidos de manera experimental con un prototipo
de celda solar basado en pozos cudnticos. Muestran que la absorcion en celdas solares basa-
das en pozos cudnticos es mayor que con otras estructuras.

Otra de las aplicaciones de la ecuacién de Schrodinger con PDM incluyen al problema de los
muchos cuerpos (Ring and Schuck, 1980), en el estudio de propiedades de estructuras tales
como cristales graduados (Geller and Kohn, [1993)), clusters de metales (Puente et al., |[1994),

liquidos cudnticos (Arias de Saavedra et al., [1994) y clusters de helio (Barranco et al., [1997).

Por lo anterior surge la necesidad de desarrollar técnicas para calcular la solucién a
la ecuacion de Schrédinger con PDM asi como los eigenvalores asociados a ésta. Diversos
métodos se han propuesto para resolverla de manera exacta, ya sea por medio de la transfor-
macion candnica puntual (PCT, por sus siglas en inglés) (De et al., 1992} |Gang, 2005} [Tezcan
and Sever, 2007; Aktas and Sever, 2008)), técnicas de dlgebra de Lie (Roy, 2005} |Kerimov,
2009; Yahiaoui and Bentaibal, [2009), supersimetria (GOniil et al., 2002; Koc¢ and Tiitiinctiler,
2003} \Ganguly and Nieto, 2007)), o algunas otras técnicas (Bagchi et al., 2004). Sin embar-
go en la mayoria de estos métodos la ecuacion de Schrodinger con PDM es transformada
a una ecuacion de Schrodinger con masa constante generando isospectralidad entre ambos
problemas. También existen trabajos en los cuales se resuelve de forma exacta el problema
con PDM para potenciales especificos sin transformar la ecuacién con PDM a una con masa
constante, p.ej., (Ganguly et al., 2006). No obstante, las anteriores técnicas presentan limita-
ciones importantes de manera que muchos problemas de aplicacién con PDM no se pueden
resolver con alguna de estas técnicas exactas, por tanto se resuelven utilizando algin método
numérico (Kog¢ and Sayin, 2010), uno de los mas comunes es el método de disparo (Harrison,
2006; Killingbeck, 2011), cuyas limitaciones son bien conocidas. Por ejemplo, el método no

es aplicable en los problemas que admiten eigenvalores complejos.

Por esta razon en la presente tesis, en analogia con el articulo (Castillo-Perez et al.,
2011) donde se considera P(x) constante y R(xz) = 1, se extiende el método de series de
potencias del parametro espectral (SPPS, por sus siglas en inglés), introducido en (Kravchen-
kol 2008}, [2009), para obtener la ecuacion de dispersion (caracteristica) en forma explicita
asociada al problema (L.I)),(I.3) en todo el eje real. Para probar la eficiencia de la técnica

propuesta se utiliza la ecuacion de dispersion para calcular numéricamente los eigenvalores



de algunos ejemplos de prueba exactamente solubles y comparar los resultados con los valo-
res exactos. Una de las ventajas que ofrece esta técnica es la aplicabilidad a problemas que
admitan eigenvalores complejos.

Para obtener la ecuacion de dispersion primero se estudia el método SPPS, el cudl es una téc-
nica que permite obtener la soluciéon de manera analitica de la ecuacion de Sturm-Liouville en
forma de series de potencias del pardmetro espectral. Debido a la naturaleza del método, éste
se ha utilizado para resolver numéricamente diversos problemas de valor inicial, de frontera
y espectrales (Kravchenko and Porter, 2010). También se ha generalizado para la solucién
de problemas de Sturm-Liouville de cuarto orden (Khmelnytskaya et al., 2012) y para una
amplia clase de problemas singulares.

Después se adapta el método SPPS al problema (I.T]),(I.3)). Para ello se divide el eje real en
tres subintervalos, (—oo, —h|, [—h, h] y [h, 00), en el primero y el dltimo los coeficientes de
la ecuacion son constantes de manera que se obtiene su solucién en forma cerrada conside-
rando las condiciones de frontera (I.3). En el intervalo restante se construye con el método

SPPS una solucidn particular v, de la ecuacién

(p(x)ug(x)) + q(x)uo(x) = 0,

y ésta se utiliza para calcular la solucién de la ecuacion no homogénea en términos de series
de potencias del pardmetro espectral y junto con las soluciones en los otros intervalos se apli-
can las condiciones de suavidad correspondientes en los puntos —h y h. De aqui se obtiene
la ecuacion de dispersion requerida, la cual es de la forma ®(\) = 0, donde ¢ es una funcion
analitica dada por su serie de Taylor cuyos coeficientes no dependen del pardmetro espectral
A. Esto permite calcular numéricamente los eigenvalores del problema (I.1)), (I.3). A saber,
se trunca la serie y se calculan los ceros del polinomio resultante siendo estos tltimos apro-
ximaciones de los eigenvalores del problema de Sturm-Liouville en todo el eje.

Existe una amplia cantidad de problemas de Schrodinger unidimensionales con PDM que se
pueden adaptar (truncar sus coeficientes) para obtener un problema del tipo Sturm-Liouville
(L.1), cuyas eigenfunciones y eigenvalores son aproximaciones del problema con PDM.
Estos problemas aparecen en diversas aplicaciones donde se consideran nanoestructuras fa-
bricadas con semiconductores tales como pozos, puntos e hilos cudnticos. Para comparar
los resultados numéricos obtenidos con la ecuacion de dispersién primero se construyen
ejemplos de prueba exactamente solubles. Para esto se utiliza una técnica conocida como
transformacion canénica puntual (PCT, por sus siglas en inglés) (Aktas and Sever, 2008), la
cual permite construir una ecuacién de Schrodinger con PDM a partir de una ecuacién de

Schrodinger con masa constante y con la ventaja de que ambas ecuaciones tienen los mismos



eigenvalores. De esta manera se consideran ecuaciones de Schrodinger con masa constante y
potenciales bien conocidos por ser exactamente solubles, como el Poschl-Teller y el Scarf 11
hiperbdlico, y mediante la transformacién PCT se construyen las correspondientes ecuacio-
nes de Schrodinger con PDM exactamente solubles.

En cuanto a la experimentacion numérica, para cada ejemplo de prueba se calculan los eigen-
valores correspondientes mediante la ecuacion de dispersion. Para ello se utiliza el software
Matlab. Primero es esencial escoger el valor de N que es el nimero de términos a considerar
en la serie de la ecuacion de dispersion. En seguida se calculan las potencias formales presen-
tes en la construccion de la solucidn particular g, las cuales, dado que son integrales iteradas
se calculan con algiin método de integracion (aqui se considerd el método de Newton-Cotes
de 6 puntos y en algunos casos la rutina de integracion fnint de Matlab). Después se calcu-
lan las potencias formales X ™) (z), X™(z) presentes en los coeficientes de la ecuacién de
dispersion mediante alguno de los métodos de integraciéon mencionados. Lo anterior permite
calcular los coeficientes del polinomio y a continuacién con la rutina roots (o fnzeros para el
caso real) se calculan las raices del polinomio. Se escogen aquellas que realmente son apro-
ximaciones de los eigenvalores del problema. Finalmente se comparan los valores obtenidos
con los valores exactos mediante el error absoluto, en algunos casos también se presentan los
resultados obtenidos por otros autores.

En resumen, siguiendo la metodologia descrita anteriormente, en esta tesis a partir del mé-
todo SPPS se obtuvo la ecuacion de dispersion asociada al problema de Sturm-Liouville en
forma analitica en términos de series de potencias del pardmetro espectral. La naturaleza de
esta ecuacion resultd ser adecuada en el cdlculo numérico de eigenvalores del operador de
Sturm-Liouville. Esta metodologia representa una nueva técnica en la aproximacién de ei-
genvalores para el operador de Sturm-Liouville en todo el eje. Para probar su eficiencia se
aplicé a diversos modelos clasicos de Schrodinger exactamente solubles con masa variable,
los cuales se utilizan en diversas aplicaciones de la teoria de semiconductores. Los resultados
obtenidos fueron muy precisos e incluso mejores que los de otros autores. El alcance de la
técnica es amplio, ya que es totalmente aplicable a problemas en los que los eigenvalores son
complejos. Por esta razon se aplico la técnica a un problema de Schrodinger con potencial
complejo y se hizo un andlisis sobre la aproximacion de los eigenvalores obtenidos y la rela-
cion con la longitud del intervalo de truncamiento.

El presente trabajo estd organizado de la siguiente manera. En el capitulo [2 se da una in-
troduccion a la teoria de semiconductores y el papel de la ecuacién de Schrodinger en la
modelacién del comportamiento de una particula dentro de estructuras tales como pozos, hi-
los y puntos cudnticos. También en este capitulo se describen de manera breve las técnicas

exactas y numéricas disponibles para la solucién de la ecuacion de Schrodinger con PDM.



En el capitulo [3] se presenta el método SPPS asi como el algoritmo utilizado para la obten-
cién de la ecuacion de dispersion. En seguida, se describe detalladamente la adaptacion del
método SPPS para problemas de Schrodinger con PDM. Finalmente se explica y se deduce
la transformacién PCT.

En el capitulo [4] se aplica el algoritmo de la seccién [3.2] para obtener la ecuacién de disper-
sién. En se deriva la ecuacion de dispersion para un problema de Sturm-Liouville con
coeficientes constantes. En [4.2.2] y .2.3] se aplica la transformacién PCT para obtener dos
ecuaciones de Schrodinger con PDM exactamente solubles a partir de los modelos clésicos
Poschl-Teller y Scarf II hiperbdlico con masa constante. Finalmente en la seccion 4.3| se pre-
sentan los resultados obtenidos con los programas en Matlab para el cédlculo de eigenvalores
mediante la ecuacién de dispersion derivada en la seccién [4.1] para los diversos ejemplos de
prueba. En el capitulo[5]se presentan las conclusiones y las posibles prospectivas. En el apén-
dice[A]se muestra el codigo fuente para los diferentes ejemplos considerados en la tesis.

Los resultados obtenidos en esta tesis fueron publicados en los siguientes articulos: en (Kh-
melnytskaya et al.,[2013)) se present6 la ecuacion de dispersion y se calcularon los eigenvalo-
res de algunos potenciales reales con masa variable, en (Ortiz-Caballero and Khmelnytskaya,
2013)) se considerd la ecuacion de Hill y se presentaron algunas de sus aplicaciones en la in-
genieria y otros campos de la ciencia, finalmente en (Ortiz-Caballero, 2014) se presentd una
breve descripcion sobre el comportamiento de electrones dentro de nanoestructuras formadas
por semiconductores y su relacion con la ecuacién de Schrodinger unidimensional con masa

variable.



Il. ESTADO DEL ARTE

Il.1. La ecuacidén de Schrodinger unidimensional en algunos modelos
cuanticos

La mecénica cuéntica es una rama de la fisica que se encarga de estudiar el compor-
tamiento de la materia y la radiacidn a escalas atdmica y subatomica. Por lo tanto le interesa
describir y explicar las propiedades de las moléculas, 4&tomos y sus componentes (electrones,
protones y neutrones), asi como las interacciones entre estos y los campos electromagnéti-
COs.

Los inicios de la mecdnica cudntica comenzaron como una consecuencia de algunas difi-
cultades que present6 la fisica clasica al intentar explicar las propiedades del dtomo, de sus
componentes y las interacciones de estas particulas con la materia. El primer modelo cudntico
se debe a Max Planck, ya que en 1900 present una férmula para calcular el espectro discreto
de la radiacion térmica emitida por la superficie de un objeto al incrementar su temperatura.
Mas tarde en 1905 Albert Einstein extendio la idea de Planck sobre la cuantizacion de energia
al postular que la luz estd compuesta por particulas discretas (fotones) en lugar de ondas con-
tinuas lo cual fue la base que lo ayudé a explicar el efecto fotoeléctrico. Posteriormente en
1913 Niels Bohr propuso un nuevo modelo del atomo en el cudl cuantizaba las orbitas en las
que giran los electrones alrededor del nicleo, por lo que cuando un dtomo emite energia, los
electrones no se mueven de manera continua si no que saltan de una érbita a otra emitiendo
luz en forma de un fotén. Sin embargo este nuevo modelo dejé muchas preguntas sin respon-
der, tales como el por qué las orbitas se debian de cuantizar de esa manera o como calcular
de manera precisa los niveles de energia de los electrones. En 1924 el fisico francés Louis de
Broglie generaliz6 la idea de Einstein sobre la dualidad luz-fotén, proponiendo que cualquier
particula tiene asociada una onda, de manera que la materia puede ser vista como particulas
o bien como ondas. Mas tarde se realizaron experimentos que probaron cierta la hipétesis de
De Broglie. Basandose en esta hipoétesis, el fisico austriaco Erwin Schrodinger en 1926 logré
describir el comportamiento de una onda utilizando la ecuacion que lleva su nombre, la cual
es la base de la mecénica cudntica. Esta ecuacion describe como un sistema fisico cambia a
través del tiempo. Con esta ecuacion Schrodinger calcul6 los niveles de energia de manera

exacta para el 4&tomo de hidrégeno.



Desde entonces la mecdnica cudntica ha sido una valiosa disciplina que ha probado ser de
gran utilidad incluso en otras dreas como la ingenieria, la quimica, la fisica molecular, la fi-
sica de materia condensada y la fisica del estado s6lido, entre otras. Algunas aplicaciones de
la mecénica cudntica estdn presentes en el laser, los transistores, el microscopio electrénico,

semiconductores, celdas solares, etc. (Feynman et al., 2011).

I1.1.1 Modelo atémico de Bohr

El modelo atémico de Bohr consiste primero en suponer que las leyes electrodi-
namicas de Maxwell no funcionan a niveles subatomicos (Pilar, [2013)). Ademas también se
considera que en un dtomo los electrones se mueven alrededor de su nucleo en 6rbitas (como
los planetas alrededor del sol) sin perder energia debido a la radiacién. Ahora considérese un
atomo simple, como el del hidrégeno (o cualquier ion con un solo electrén), de manera que
solo se estudia el movimiento de un solo protén y de un solo electrén. El &tomo de hidrégeno
estd formado por un protdn localizado en el nicleo y un solo electron que gira alrededor de
éste ligado por la atraccién mutua de las cargas opuestas entre esta dos particulas. La energia
total del 4tomo de hidrégeno es

E=T+YV, (2.1)

donde E es la energia total, 7" la energia cinética y V' la energia potencial. Por un lado la

energia cinética rotacional es
2
v
T = =
donde p es la masa reducida del sistema, i.e. © = —"<—, siendo m,. la masa del electrén y
Me+Mnp

m,, la masa del nucleo y v la velocidad orbital del electron. Por otro lado la energia potencial

en este sistema se puede calcular con la ley de Coulomb, entonces

B 72K

Y

v
r

donde Z es el nimero atomico (Z = 1, en este caso), e es la carga del electrdn, r la distancia
entre el electrén y el protén y K = 1/(4meg), donde & es la permitividad del vacio. Ahora
se aplican dos postulados. El postulado cldsico propone que la fuerza electrostatica entre el
nucleo y el electron genera una aceleracion centripeta lo que implica que el electrén se mueva
en una trayectoria circular. Ademas la fuerza centripeta satisface la relacién

v? B Ze*K

r 72

(2.2)



El postulado cudntico establece que el momento angular del sistema se puede cuantizar, es
decir,
por =nh, n=1,2 ... (2.3)

donde 7 es la constante reducida de Planck. Resolviendo para v y r a partir de las ecuaciones
(2.2), (2.3) y sustituyendo finalmente en (2.1) se tiene que la energia total del sistema es

Z%e’K
= , 24
2n2ay 24)
donde ay = MSTQK, es llamado el primer radio de Bohr. El subindice de ' se debe a que

cada valor de n implica un valor diferente de la energia, de manera que la energia del 4tomo
de hidrégeno se puede cuantizar. Se ha probado experimentalmente que el modelo de Bohr
funciona muy bien para sistemas con un electrén. Sin embargo este modelo es incapaz de
proveer informacién acerca del espectro de sistemas con mds de un electrén. Por esta razén
la ecuacién de Schrodinger resulté ser de gran utilidad al proporcionar dicha informacién

para una gran diversidad de sistemas fisicos.

I1.1.2 Particula libre en el vacio

Supdngase ahora se tiene un electrén de momento p y masa m, entonces la relacion
de De Broglie establece que esta particula tiene asociada una onda cuya longitud de onda A

cumple (Harrison, 2006)

A=, (2.5)
p

donde h es la constante de Planck. Si ademas el electron se mueve libremente en el vacio
sin la influencia de cualquier campo electromagnético entonces la funcidon que describe su

movimiento en el tiempo estd dada por
b = eilkr=et) (2.6)

donde r es la posicion, ¢ es el tiempo, w es la frecuencia angular y k es el vector de onda cuyo
mdédulo es [k| = (27) /) . A esta funcidn se le conoce como funcion de onda.

En mecanica clésica, la energia cinética del electron en el vacio es



para el caso cudntico es andlogo, sélo que se considera al momento (p = —thV) y a la energia

cinética como operadores actuando sobre la funcién de onda, es decir

ﬁ2

2m

V3 =Ty,

ﬁ2‘k|2
2m -

sustituyendo la funcién de onda 1} en la ecuacion anterior se obtiene que 7' =

Dado que se esté considerando al electrén sin influencias de un potencial (V' = 0), la energia

2 2
total £/ de esta particula es igual a la energia cinética, £ = % Por tanto la ecuacion
anterior se escribe como -
— —V* = Ey, (2.7)
2m

la cuél es conocida como la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo y describe la

energia total de un electrén en el vacio sin la influencia de campos electromagnéticos.

I1.1.3 Particula en nanoestructuras

Ahora considérese un electrén que se mueve a lo largo de una capa de un semicon-
ductor. Un semiconductor es un material que puede conducir electricidad segtn los factores
a los que se encuentre sometido tales como temperatura, campos electromagnéticos, presion,
etc. Su conductividad eléctrica se considera entre la de un conductor y la de un aislante.
Los semiconductores tienen propiedades importantes entre las que destacan: aumentan su
conductividad al incrementar su temperatura, conducen corriente eléctrica mejor en algunas
direcciones que en otras, sensibilidad a la luz o al calor. Una principal caracteristica de los
semiconductores que los hace tan ttiles es la posibilidad de modificar sus propiedades para
alterar su conductividad eléctrica.

Los semiconductores tienen una estructura cristalina (estructura periddica), sus atomos estan
distribuidos de tal manera que generan una celda unitaria (patrén) que se repite a lo largo de
todo el material formando una red. La mayoria de los semiconductores que se utilizan en la
préctica poseen una red formada por cubos con catorce dtomos (ver fig. [2.1](a)), uno en cada
vértice y uno en cada cara, conocida como red de Bravais. A este cubo se le agregan dtomos
(base) en ciertas posiciones y de esta manera se obtiene la celda unitaria que serd el patréon
que formaré a toda la red del material. Por ejemplo los semiconductores mads utilizados, que
son el silicio (Si) y el germanio (Ge), tienen una celda unitaria equivalente a la del diamante
(ver fig. [2.1] (b)). Las uniones entre los dtomos indican la existencia de enlaces covalentes
entre ellos. Los enlaces covalentes son creados por los electrones de valencia (electrones

pertenecientes al dltimo nivel de energia) de los 4&tomos participantes.

Debido a la gran cantidad de 4tomos y a sus respectivos niveles de energia que for-

man la red de un semiconductor se genera un potencial bastante complejo, en el sentido en
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Figura 2.1: (a) Red de Bravais cubica, (b) Celda unitaria para el silicio y
el germanio.

Figura 2.2: Esquema de los potenciales del cristal.

que si se considera un electrén que se desplaza a través del material entonces éste estard
sometido a un campo de fuerzas muy variable respecto de la posicién en que se encuentre
(fig. 2.2). Por esta razén para describir la energia de un electrén se considera el potencial
como constante a lo largo de todo el semiconductor. De esta manera la ecuacion que describe
los estados del electrén en todo el semiconductor viene dada por la ecuacién de Schrodin-
ger independiente del tiempo (2.7). Sin embargo, recuérdese que dicha ecuacién describe al
electrén en el vacio, pero en este caso la particula se mueve dentro de un semiconductor,
por tanto se introduce un factor corrector para remediar esta diferencia, este pardmetro se le
llama masa efectiva y se denota como m*. Asi la ecuacion que describe los estados y niveles

de energia de la particula en una nanoestructura es

2

V2 = Fp. (2.8)

2m*

11



A este proceso se le denomina aproximacion de la masa efectiva. El valor de esta masa ha
sido calculado experimentalmente (Landolt-Bornstein, |1987) para distintos tipos de semicon-
ductores. Las unidades en las que se suele expresar es en términos de la masa de un electrén
en reposo mg. Por ejemplo, el silicio tiene una masa efectiva de 1.08 m, el germanio de
0.56 my y el arseniuro de Galio (GaAs) de 0.067 my.

Para entender la dindmica de un electrén dentro de un semiconductor hace falta conside-
rar el esquema de bandas que este tipo de materiales presenta. La estructura de bandas de
un semiconductor estd compuesta por tres bandas: la de valencia, la banda prohibida y la de
conduccion. La banda de valencia estd formada por todos los electrones de valencia que man-
tienen los enlaces covalentes entre los atomos que constituyen la red. También contiene unas
particulas conocidas como huecos de electrén, que representan la ausencia de electrones. La
banda prohibida es un rango de energias (energias prohibidas) que los electrones de un semi-
conductor no pueden adquirir. Por dltimo la banda de conduccién contiene a los electrones
que provienen de la banda de valencia y que han saltado la banda prohibida ya que que han
sido liberados de los enlaces covalentes al someterlos a un cierto campo de energia, dejando
a su paso respectivos huecos de electrén en los dtomos a los que pertenecian (fig [2.3). Estos

electrones son los que contribuyen al flujo eléctrico.

Banda de
conduccion

&
<

Banda de
valencia

Z“\L

Figura 2.3: Diagrama de bandas para un semiconductor

En un aislante la banda prohibida es de gran tamafo por lo que el flujo eléctrico
es nulo, mientras que en un conductor esta banda no existe provocando que las otras dos se
traslapen y exista una porcién de electrones de valencia libres en el material.

La manipulacién del tamafio de la banda prohibida en un semiconductor es de gran interés en

las aplicaciones, ya que ésta le brinda la posibilidad de funcionar como un conductor o bien

12



como un aislante.

Una de las ventajas que proporcionan estos materiales es la posibilidad de fabricar estructuras
formadas por distintos semiconductores llamadas heteroestructuras, donde la unién de un
semiconductor con otro se le conoce como heterounion. De esta manera un electron (o hueco
de electron) dentro de una heteroestructura estard sujeto a distintas energias dependiendo de
la capa del material en que se encuentre. Este tipo de variacion segtin la posicion se representa
por medio de un potencial constante para cada capa de la heteroestructura. Por ejemplo en la
figura (2.4) se presenta una heteroestructura muy utilizada (con dos heterouniones) formada
por dos capas de semiconductores, el arseniuro de galio (GaAs) y el arseniuro de alumnio
(AlAs). La figura (2.3)) presenta los potenciales respectivos a la heteroestructura de la figura
(2.4), la parte superior representa el potencial en la banda de conduccién, mientras que la
inferior es el potencial en la banda de valencia, siendo la diferencia en cada material la banda
prohibida. Para este tipo de estructuras la aproximacién de la masa efectiva es vélida en cada
porcién de distinto material. Por lo tanto, considerando la misma masa efectiva para cada

material (aunque ésta puede depender de la posicion de la particula), la ecuacion

n* o2

 2m* 022

U(2) +V(2)¥(z) = EY(2) (2.9)

describe el movimiento de un electrén (si el potencial corresponde al de la banda de con-
duccidn), o de un hueco de electrén (si el potencial corresponde al de la banda de valencia)

dentro de una heteroestructura.

Figura 2.4: Dos capas de semiconductores distintos (AlAs y GaAs) inter-
caladas formando una heteroestructura.

Un pozo cudntico es una nanoestructura formada al intercalar una capa de un semi-

conductor (en la fig (2.4) la capa formada por GaAs) suficientemente delgada (del orden de
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Figura 2.5: Potenciales unidimensionales para la banda de conduccién y
de valencia para una pozo cudntico simple.

la longitud de onda de la funcién de onda de la particula) entre dos barreras de otro semi-
conductor (en la figura (2.4) la capa formada por AlAs). En un pozo cudntico se producen
ciertos fendmenos cuanticos, uno de ellos es el confinamiento cuantico, el cual consiste en el
aislamiento de una particula (electrén o hueco de electrén segtn la banda que se considere)
en la cavidad formada en el pozo cudntico, donde dicha particula trata de disminuir su energia
permaneciendo con el nivel de energia menor posible en el fondo del pozo.

Existen diversas formas en las que se pueden formar heteroestructuras, algunas con pozos
cudnticos multiples, otras donde se introduce una tercera capa de semiconductor dentro del
pozo, o aquellas en donde las bandas prohibidas de los distintos materiales quedan desalinea-

das, etc.

II.1.4 Confinamiento cuantico de una particula en una dimensién

Supodngase se tiene una estructura tridimensional formada al alternar dos diferentes
semiconductores de tal forma que las capas exteriores estan constituidas por el mismo ma-
terial (por ej. Ga;_,Al,As) mientras que la capa interior es muy delgada y la forma el otro
semiconductor (por ej. GaAs), ver fig (2.6). Ademds considérese una particula confinada en
la capa interior de dicha estructura (pozo cudntico). Debido a que la capa de esa seccion es
muy delgada el movimiento de la particula en la direccién z es nulo mientras que ésta es
libre de moverse en el plano xy. En consecuencia la particula esta influenciada por un poten-
cial solamente en la direcciéon z de manera que ninguna fuerza influye en la particula en las

direcciones z, y.

Por lo tanto la ecuacién de Schrodinger que describe los posibles estados de la par-
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Figura 2.6: Particula confinada en un potencial unidimensional con movi-
miento en el plano zy.

ticula en esta estructura es

e oor 92 o7
“om (@ @‘i‘—)?ﬂ‘i‘v( W = Ey,

suponiendo que la solucién se pueda separar como funciones de una sola variable ¥ (x, y, z) =

Vo ()y (y)1.(2), la ecuacion se reescribe

0*1.

¢z 022 ¢x¢y> + V( )¢x¢y¢z szﬂv/}ywz’

ﬁ,2 62¢x awa
e ( 83’52 wy@bz @Dx

o bien dividiendo por ¢, 9,1,

ﬁ2 1 0%\ B (1 0%, n 1 0%, _
(%&ﬁ) (%8y)+(ﬁaﬁaﬁ+v@)_a

dado que E es una constante, de la ecuacion anterior se sigue que cada una de las funciones

entre paréntesis también son constantes, por lo tanto se obtienen las siguientes tres ecuaciones

de Schrodinger unidimensionales

12 0%,
~5 a;é = By, (2.10)
12 0%,

g 5t = By 2.11)
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2m 022

+ V(2)¢. = E.1, (2.12)

donde E,, F,, I/, son constantes tales que &/ = E, + E, + F.. El principal objetivo en este
problema es encontrar las soluciones y los valores correspondientes de £ para cada una de
las ecuaciones anteriores, sin embargo, en general no es posible obtener la solucién de ([2.12))
de manera analitica, aunque existen muy pocos casos en los que debido a la simplicidad del
potencial V' (z) es posible encontrar su solucion y los valores de E, en forma cerrada.

Respecto a las ecuaciones y cabe sefialar que en ambas direcciones z,y la
particula es libre, es decir en este caso la solucion representa una particula en movimiento,
por tanto la solucién se considera como una onda viajera. Entonces ¢, = expik,zy ¢, =
exp tkyy, donde k,, k, son las componentes respectivas del vector de onda de la solucién en

el plano xy. Sustituyendo estas soluciones en (2.10), (2.11) se tiene

h2k?
L exp (ik,z) = E, exp (ik,x)
m
h2k? . _
Q_my exp (ikyy) = E, exp (ik,y)
de donde se deduce que F, = h;lfc y by = h;ﬁ. Asi el movimiento y los niveles de energia
de una particula confinada en un potencial unidimensional pero libre en el plano xy son
respectivamente
I 72 k|
Ypy(z,y) = - €XP i(kyx + kyy), E., = %

donde k, , = (k,, k,) y 1/A es la amplitud de la onda. Es importante sefialar que con base
en este andlisis se concluye que el espectro de energias permitidas es discreto en la direccién
z, mientras que en el plano xy es continuo. A estos conjuntos de energias asociadas a niveles

confinados se les conoce como subbandas, ver fig (2.7).

El efecto de confinar la particula en la direccién z resulta en la supresion de un
grado de libertad, es decir restringe el movimiento de la particula de tres a dos dimensiones.
En resumen, la energia total de una particula (electrén o hueco de electrén) con masa m*

dentro de un pozo cudntico formado por diferentes semiconductores es

2
+ ﬁz |k$7y|

E=F,
2m*

donde k, , es el momento de la particula en el plano zy.

Note que si a la particula confinada en el pozo cudntico anterior se le agregara un campo
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[Koy|* = k2 + K2

12Ky |
E=bnt—

Figura 2.7: Subbandas de energia para una particula confinada a un poten-
cial unidimensional y con movimiento libre en el plano xy.

eléctrico de la forma —eF'(z) a lo largo del eje z, donde —e es la carga del electrén y F'(z)
es la fuerza del campo, entonces el andlisis anterior seria vélido con la excepcién de que la
ecuacion ([2.12)) tendria la forma

_ I 9%Y(2)

2m* 022

+[V(2) = eF(2)]4(2) = E(2),

la cuél es incluso mas dificil de resolver por la adicion de una nueva funcién de la variable z.
Otro caso importante es cuando se aplica externamente un campo magnético a lo largo del eje
z a una heteroestructura no magnética (como la de la figura[2.6). En este caso la separacién de
variables no funciona, de forma que la ecuacién de Schrodinger con masa efectiva constante

que describe la particula confinada en la estructura sometida a un campo magnético es

(P+ cAY F 36" (2B + V(2) | (.9, ) = B(r,9,2)

2m*

donde A es el potencial vectorial del campo magnético, g* es una funcién que depende del
material (conocida como factor de Landau), up es el magnetén de Bohr y B es la magnitud
de la densidad de flujo magnético. Aun cuando el potencial es unidimensional, las funciones

de onda no necesariamente son unidimensionales debido a la forma del potencial vectorial.

[1.1.5 Confinamiento de una particula en dos dimensiones

Considere la estructura de la seccién anterior una vez que se le ha aplicado una ro-
tacion de 90 grados hacia la derecha (ver fig. [2.8)), como antes una particula es confinada en

la direccién z dentro del pozo cudntico formado. Existen varias maneras de fabricar un hilo
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cudntico, aqui se considera solo una. Suponga que una porcién muy delgada de la estruc-
tura en la figura (2.8 a) es cortada verticalmente en la direccién paralela al eje x, entonces
se obtiene un hilo (tira) de material del pozo cudntico donde la particula estd confinada en

dos direcciones y, z y puede moverse libremente en direccion del eje x. Por tanto existe un

Gaj_xAl4As

GaAs

GaAs

X ©

Figura 2.8: Fabricacién de un hilo cudantico (b) y el esquema del confina-
miento de una particula en dos dimensiones permitiéndola moverse en una
sola direccion (c).

potencial que actia sobre la particula en las direcciones y, z mientras que en la direccion
restante no existe potencial que afecte a la particula. De esta manera, bajo la aproximacion de
la masa efectiva la ecuacién de Schrodinger que describe a los estados de la particula dentro

de un hilo cudantico se escribe como

2

VR, )+ V(520 2) = By, 2). 213

Suponiendo que la funcién de onda se pueda escribir como ¥(x,y,2) = V. (z)Y(y,2) y

sustituyendo en ([2.13)) se tiene

2m*

dividiendo por v, (z)¥(y, z) y reacomodando

n’ 1 0%, (x) 1 0*Y(y,2) 1 9*Y(y,2)
"o (wxm 07 U2 O b(ge) 022
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debido a que E es una constante y las funciones dentro del paréntesis dependen de s6lo una
(z) o dos variables (y, z) se sigue que la unica forma en que la ecuacion anterior se cumpla

es que las siguientes ecuaciones de Schrodinger se satisfagan

h? 0%, () B
n o (0*Y(y, 2) | 0%y, 2)
2me ( y? T ) +V(y, )Yy, 2) = Ey(y, 2) (2.15)

donde F, y F, . son constantes tales que & = F,+ L, .. La ecuacion es la ecuacion de
Schrodinger que caracteriza a la particula confinada en el plano yz mientras que la ecuacién
describe el movimiento de la particula a lo largo del eje x. Como se vi6 en la seccion
anterior la ecuacién (2.14)) es exactamente soluble pero la ecuacién (2.15)) en general no lo
es.

Ahora considérese un hilo cudntico rectangular finito cuya seccidn transversal se presenta en
la figura a), es decir la seccion de confinamiento c) estd rodeada por barreras de
longitud finita. Para desacoplar el potencial en las barreras, éste se puede aproximar como se
muestra en la figura (2.9]b), donde V' (y, 2) es igual a la suma de los potenciales V (y), V(=)
correspondientes a dos pozos finitos independientes. La aproximacion ocurre en las esquinas
donde la suma del potencial es 2V, de forma que en estas dreas se espera que la solucién no

satisfaga completamente a la ecuacion original.

Viy,z) =V 2V 14 2V
V(y,z) =0 VIivyz=0|V
2V 1%4 2V

(a) (b)
Figura 2.9: Seccién transversal de un hilo cuéntico rectangular con barre-
ras finitas (a) y aproximacion del potencial (b).

Considerando que la solucién sea separable 1(y, z) = ¥ (y)¥(z), el potencial como
V(y,z) = V(y) + V(z) y sustituyendo en la ecuacién ([2.15))

h? Y (y)
2m* (1/1(2) 0y?

PP (2)
072

) ) L V() + V) 9@)() = Eyab(y)d(2),

19



dividiendo por ¢(y)1(z) y reacomodando

R 9*(y) Rl 0%)(z) B
(_Qm*@/}(y) dy? +V(y)>+(_2mw(z) 927 +V(2))—E@fﬂz’

tomando en cuenta que F, . es constante y las funciones entre paréntesis dependen de una
sola variable entonces la tnica forma en la que se puede cumplir la ecuacién anterior es

cuando se satisfacen las siguientes ecuaciones

n* o?

o T Viut) = Bt) 2.16)
H2 0%

TV V) = B @.17)

donde E,, E, son constantes tales que E, , = E, + E, y las ecuaciones (2.16), (2.17)) son
del tipo Schrodinger unidimensional. Note que si la masa se hubiese tomado dependiente de
una de las variables y o z la derivacion de las ecuaciones ([2.16)), (2.17)) habria sido la misma.

[1.1.6 Confinamiento de una particula en tres dimensiones

Un punto cuéntico es una nanoestructura formada por materiales semiconductores la
cual confina el movimiento de particulas tales como electrones o huecos de electrén en todas
las direcciones espaciales. Existen diversas técnicas utilizadas para la fabricacién de puntos
cudnticos. Un ejemplo de un punto cudntico, como se muestra en la figura (2.10), se obtiene al
cortar verticalmente de la estructura en la figura (2.8]a) una columna suficientemente pequeiia
de tal forma que una particula esté confinada en la capa intermedia y no pueda moverse en
ninguna direccién. En este caso se dice que la particula estd atrapada en una caja.

Ahora considere un punto cudntico en el cual la particula en lugar de que esté confinada en

una caja, estd confinada en una esfera de radio finito 7. A este punto cudntico se le conoce
como punto cudntico esférico, ver figura (2.11)). Entonces el potencial tiene forma esférica
y por tanto se espera que la funcién de ondas también la tenga. Por tanto la ecuacién de
Schrédinger con masa constante para un punto cudntico esférico se puede escribir como

ﬁ2 82 82 82
_ (8:62 + Iy + @> W(r) + V(r)p(r) = Ev(r), (2.18)

2m*

note que debido a la simetria esférica del sistema la funcién de ondas no depende de los
angulos 6, ¢ del sistema coordenado esférico. Andlogamente £ depende sélo de r ya que el

confinamiento se considera a lo largo del radio. Para convertir la ecuacién ([2.18)) a coordena-
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Ga;_xAl As
GaAs

Q____

X

Figura 2.10: Punto cudntico (izquierda) y particula confinada en una caja
donde todos los grados de libertad son removidos (derecha).

X

Figura 2.11: Esquema de un punto cudntico esférico

das esféricas se puede mostrar que para x

0? 10 20 2 9?
S(r) =~ tb(r) = () + o th(r),
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y similarmente para y, y z. Por lo tanto simplificando se obtiene

U(r) = —o-(r) + 5 59(r).

0? 0? 0? 20 0?
ror or?

Sustituyendo lo anterior en ([2.18]) se tiene que

Comr ;E ﬁ

2 (2 o o ) B) 4 V) = B, (2.19)

la cual es una ecuacién que se puede transformar en una ecuacién de Schrodinger unidimen-

sional. A saber, considerando el cambio de variable u(r) = r¢(r) y a partir del hecho de

20 02 : 192 : : 4
que el operador =5~ + - se puede factorizar como | 557, se sigue que la ecuacion 1} se

puede transformar en
h? 0*u(r)
2m*  Or?

obteniéndose una ecuacion de Schrodinger unidimensional independiente del tiempo.

+ V(r)u(r) = Eu(r),

Como se pudo apreciar, en cado uno de los modelos de confinamiento cudntico presentados
aparece una ecuacion de Schrodinger unidimensional con PDM. Es necesario conocer los
eigenvalores de esta ecuacion para poder describir a la particula dentro de la respectiva na-
noestructura. Una vez mds queda justificado el desarrollo de nuevas técnicas que permitan

calcular los eigenvalores de este tipo de ecuaciones con gran precision.

Il.2. Métodos disponibles para la solucion de la ecuacién de Schré-
dinger con PDM

En esta seccidn se presenta una breve descripcién de los métodos disponibles para

el calculo exacto y numérico de los eigenvalores del problema de Schrodinger con PDM.
[1.2.1 Técnicas exactas

Yahiaoui and Bentaiba|(2009) desarrollan una nueva técnica que utiliza mapeos con-
formes para generar potenciales hipergeométricos de Natanzon con PDM bajo el dlgebra
SU(1,1). Utilizan esta dlgebra para obtener potenciales tales como los de la clase de Ginoc-
chio asi como una expresion en forma cerrada de sus eigenvalores correspondientes.

Tezcan et al.| (2008) adaptan el método de Nikiforov-Uvarov para aplicarlo a la ecuacion de
Schrodinger unidimensional independiente del tiempo con masa efectiva para cierta clase de
potenciales y obtienen expresiones exactas para los eigenvalores y las eigenfunciones de di-
cha ecuacion. Aplican su técnica para el potencial de Morse con masa efectiva.

Ganguly et al.| (2006) presentan una técnica para calcular los eigenvalores de la ecuacion de

Schrodinger con potencial cuadrado y masa efectiva. Consideran dos casos, uno donde el
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pozo es simétrico y el otro asimétrico. Al aplicar su método obtienen una ecuacidn trascen-
dental(de dispersidn) que permite calcular numéricamente los eigenvalores de la ecuacion
considerada.

Jirauschek! (2009) analiza la eficiencia y precision de diferentes técnicas basadas en el método
de matriz de transferencia en el calculo de los eigenvalores de la ecuacion de Schrodinger con
masa constante y con PDM. Propone combinar la precision obtenida con las aproximaciones
lineales del potencial y la ventaja computacional de las matrices exponenciales simétricas, ya
que con este enfoque logra obtener una precision comparable con la de las funciones de Airy
pero sin los inconvenientes que suelen presentarse.

Lévai and Ozer| (2010) consideran una clase de la ecuacién de Schrédinger unidimensional
en la que el potencial permite obtener soluciones en términos de los polinomios de Laguerre
generalizados y la masa es una funcidn finita y positiva dentro del dominio de definicion del
problema. Mediante una transformacion obtienen expresiones exactas para las eigenvalores y

eigenfunciones asociados al problema.

I1.2.2 Técnicas numéricas

Ou et al.| (2004) aplican el método analitico de la matriz de transferencia para encon-
trar una expresion analitica de la ecuacion de dispersion asociada a la ecuacién de Schrodin-
ger con PDM para un potencial arbitrario, sin necesidad de disponer de algtin potencial para
el cual la solucién de la ecuacion sea conocida. La ecuacion de dispersion permite calcular
numéricamente los eigenvalores del problema. La utilizan para obtener algunos eigenvalores
para el oscilador arménico tanto con masa constante como con masa variable.

Huang et al. (2008) extienden el método WKB mediante el método de la matriz de trans-
ferencia para aplicarlo a la ecuacién de Schrédinger con masa efectiva y dependiente de la
posiciéon (PDEM). Derivan un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden y al des-
acoplarlo obtienen una aproximacion de la funcién de ondas. También calculan estimaciones
para los eigenvalores del problema. Como experimento numérico consideran un pozo cuan-
tico infinito con masa efectiva.

Koc and Sayin/(2010) proponen una técnica basada en la aplicacién del método asintético de
expansion en series de Taylor para resolver la ecuacion de Schrodinger con PDM sin relacio-
nar el potencial con la masa o vicerversa. Deducen una expresion analitica para aproximar las
eigenfunciones y eigenvalores de la ecuacion. [lustran la aplicacion de la técnica con un ejem-
plo en el que consideran el oscilador arménico con la funcién de masa m(z) = mg(1 + vya?).
Killingbeck (201 1) modifica el método de disparo de segundo orden de Hartree para aplicarlo
a la ecuacion de Schrodinger con PDM. Considera los cuatro Hamiltonianos més estudiados

que involucran PDM clasificados por Von Roos. Obtiene dos pares de relaciones de recurren-

23



cia y las utiliza para calcular numéricamente los eigenvalores del oscilador arménico para
cada uno de los Hamiltonianos.

Forster et al.| (2012) presentan un algoritmo matricial para el cdlculo de eigenvalores de la
ecuacion de Schrodinger con PDM, siendo aplicable para Hamiltonianos no hermitianos in-
cluyendo los complejos. Comprueban la eficacia del método mediante ciertos experimentos
que incluyen la obtencion de los eigenvalores para la molécula de amoniaco, el potencial de

Morse y el oscilador arménico con PDM.

En las dltimas décadas se han desarrollado ciertos métodos y se han utilizado para
resolver la ecuacién de Schrédinger con PDM, éstos son los llamados métodos espectrales.
Estos métodos consisten en que la solucion de la ecuacidn se aproxima como una suma parcial
de funciones suaves (en general polinomios ortogonales como los de Jacobi, Chebyshev o los
de Legendre). Al derivar dicha solucién es posible hacerlo de manera exacta. La ecuacion de
Schrodinger se convierte en un sistema de ecuaciones algebraicas y el problema original se

convierte en uno de eigenvalores de una matriz.
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IIl. METODOLOGIA

l1.1. Método SPPS

A continuacién se presenta el método de series de potencias del pardmetro espectral
(SPPS) introducido en (Kravchenko, 2009; Kravchenko and Porter, [2010)).

Teorema 3.1 Supdngase que en un intervalo |a, b|, la ecuacion
(pug)' + quo =0 3.1)

posee una solucion particular ug tal que las funciones uZr y 1/(u2p) son continuas en [a, b).

Entonces la solucion general de la ecuacion
(pu") + qu = Aru (3.2)

en (a,b) es de la forma

U = ClU1 + CoUs (33)

donde cy y co son constantes complejas arbitrarias y
U = U Z NX @Ry gy = g Z PLD ¢ San (3.4)
k=0 k=0

con X" y X" definidas como sigue

X'=1, X'=1 (3.5)

/

X"(x) =

f)znl(s)ug(s)r(s), n impar
(3.6)

f X" ) oy npar

\ o
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fX”l(s)m, n impar

X" (x) = (3.7)

To
fX”fl(s)ug(s)r(s), n par
\ o

donde x es un punto arbitrario en [a,b] tal que p es continua en xy y p(x¢) # 0. Ademds

ambas series convergen uniformemente en |a, b).

l1l.2. Algoritmo para la obtencion de la ecuacion de dispersidon

Uno de los objetivos de esta tesis es el de obtener una expresion analitica de la
ecuacion de dispersion asociada al problema (1.1)),(I.3)). Para esto se divide el eje real en tres
intervalos y se calculan las soluciones correspondientes a cada intervalo considerando las

condiciones de frontera (I.3). A continuacién se presenta cada etapa.

1. Se calcula la solucién u; de la ecuacion (1.1)) en el intervalo (—oo, —h] y se aplica la
condicién de regularidad uy € Lo(—00, —h), es decir que lim,_, o, u;(z) = 0. Nétese
que debido a que en este intervalo los coeficientes son constantes, la solucién u; se

obtiene en forma analitica.

2. Enelintervalo [—h, h| la ecuacién (1.1)) se convierte en una ecuacién de Sturm-Liouville
con coeficientes variables, de manera que mediante el método SPPS, se obtiene la so-

lucién analitica us, la cual es regular.

3. Se calcula la solucion ug en el intervalo [k, 0o) considerando la condicion de frontera
lim, . ug(z) = 0. Los coeficientes constantes en este intervalo permiten obtener una

solucién analitica.

Una vez obtenidas las tres soluciones se procede a construir a partir de éstas una solucién
u(x) para el problema (1.1),(1.3) en todo el eje real. Por lo tanto dicha solucién debe cumplir
que tanto u(x) como P(x)u'(x) sean continuas. Entonces las soluciones u,us y uz deben

cumplir en los puntos —h 'y h

Ul(—h) = UQ(—]Z), Ug(h) = U3(h>,
pruy(=h) = p(=h)us(=h),  p(h)uy(h) = paus(h).

Al aplicar las igualdades anteriores se obtiene una ecuacion de la forma



que es la ecuacion de dispersion buscada.

[11.3. Adaptacién del método SPPS para la solucién de la ecuacion de
Schrédinger

Como ya se ha mencionado, una de las aplicaciones mds importantes de esta tesis es
en el cdlculo de los eigenvalores del problema de Schrédinger unidimensional con PDM, es

decir la ecuacion

i G ) + Vet = Bute) 33)
sujeta a
Y(x) € Ly(—00,00). (3.9)

Para poder aplicar la técnica propuesta en esta tesis, interesan las ecuaciones de Schrodinger

cuyos coeficientes tengan los siguientes comportamientos asintéticos

i (o) =y, Yy (e =
lim V(z) =y, lim V(z) = as.
T—r—00 T—00

donde k1, ko, a1 y a2 son constantes reales.

Por lo tanto los coeficientes de este tipo de ecuaciones se pueden aproximar por unos que
sean continuos por partes. Mds explicitamente, se divide el eje real en tres subintervalos
(=00, —h), [=h,h]y (h,o0) y se definen los coeficientes P(z), Q(x) (correspondientes a la
masa y al potencial respectivamente) de tal forma que en el intervalo [—h, h] estén defini-
dos como los coeficientes originales y en el resto de los intervalos se definen de acuerdo al

comportamiento asintético de la masa y el potencial, respectivamente. Especificamente

(B2

— r < —h
2h Qaq r < —h
Plx)={ -zt —h<z<h, Q) ={ V() -h<z<h,
o Qo x>h
\_2LTQ h<zx

De esta manera, el problema (3.8)),(3.9) (con el comportamiento asintético mencionado) se

puede aproximar por la ecuacién

d di(z)
dx (P(x) dx

)+mww@—Ewm (3.10)
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sujeta a
Y(x) € La(—00,00). (3.11)

El valor de h se escoge de tal forma que las diferencias

ﬁ2
| ]P<h>+2—k2, QR ], QM) — ol

ﬁ2
P(—h —_—
Pl-n)+ g

sean suficientemente pequefias. Es importante sefialar que el problema (3.10),(3.11)) es del ti-

po (1.1),(1.3), con R(z) = 1, por lo tanto los eigenvalores de (3.10),(3.11) se pueden calcular

al resolver la ecuacién de dispersion asociada, obteniendo aproximaciones a los eigenvalores
del problema original (3.8)),(3.9).

lll.4. Técnica para la construccién de ejemplos exactamente solubles

La transformacion candnica puntual (PCT, point canonical transformation) es una
técnica que consiste en transformar una ecuacion de Schrodinger exactamente soluble con
masa constante en una ecuacién con masa variable que es también exactamente soluble (Ak-
tas and Sever, 2008)). Una de las ventajas de esta transformacién es que ambas ecuaciones
tienen los mismos eigenvalores (o bien hasta una constante mutiplicativa), es decir son 1S0s-
pectrales. Otra caracteristica es que el potencial de la ecuacion resultante depende de la masa
variable y sus eigenfunciones se definen en términos de las de la ecuacién con masa constan-
te. A continuacion se presenta esta transformacion.

Considérese la ecuacion de Schrodinger unidimensional independiente del tiempo con masa

variable m(x)

_%2 {mzx)u'(x)} L V(@)u(e) = Bu(x)

reescribiendo la ecuacion anterior se tiene
" m'\ , 2m
u'(z) — | — | u(x) + — [E — V(x)]u(z) = 0. (3.12)

Por otro lado considérese la ecuacion de Schrodinger exactamente soluble con masa constante
M 2M
(y) + 2z e~ Viy)2y) =0. (3.13)

Se propone la transformacién y = f(z). Sea

d(y) = g(x)u() (3.14)
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entonces aplicando la regla de la cadena y la derivada de la inversa de una funcién

= B0 + 90 P = @) o) + g0 (0

£3_ 1 (9) )4 L8O (W) )

dy> dy \ J' frody f dy f'
} f_<f_>gi“< " }qfuj(f) gf/du @(f:) o, 7
;,f;ff—*u<x>+gu"<w>(;,; 0 e

-l - o]

Sustituyendo (3.14) y (3.13)) en (3.13) se tiene

<f1')2 Kg_gf‘_) ulo) + (29 ‘9]}) w/ (@) + gu' (@ )}‘FQﬁ—Aj[&—V(f(x))] gu(z) =0

Multiplicando por ) a la ecuacidn anterior se obtiene

@) +2 (L - 55w+ (- 50 20 e - v ue =

g 9 9
(3.16)
Igualando (3.12) y (3.16) se tienen las siguientes dos ecuaciones
m/ g/ f//
Mo (9L_ 1 3.17
m (g 2f G147
2m g" [\ | 2M e
Mg Y A i - 3.18
vl (L- DO v e-vee) e
Resolviendo (3.17)
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en consecuencia

g= (L) (3.19)

m
Para que (3.18) se cumpla y ademds los eigenvalores de ambas ecuaciones satisfagan £ =

Me, se debe cumplir que

()" =m, (3.20)
M(f/)Q ﬁQ g// f// g/
vV — V - | = - == 3.21
(@)= = Ve - 5o (2 - 52 ) (3.21)
sustituyendo (3.20) en (3.19)
1
9=, (3.22)
m4
de donde
, m’ v 4m5/4m// _ m/<5m1/4m/> B m’ 5(m/>2
I 4m5/4 y - 16m5/2 T 4mp/A T 16mY/s
g/ m'ml/4 m’
9 4AmPA T T dm
q" B m/ml/4 5(m/)2m1/4 m 5 /m! 2
g AmdA 16m9/4 “4m 16 \m
/
o 1/2 y M
f =m ’ f 2m1/2
f// B m/
' 2m
f//g/ m' m’ B 1 /m/ 2
flg 2m 4m) 8 \m
Entonces
L N N 0 N WA S N A
g flg dm 16 \'m 8 \m dm 16 \'m
1m” 7 /(m'\°
= |= __ (= 3.23
4 [m 4 (m> (3:23)




De las ecuaciones (3.14)), (3.18), (3.21)) y (3.23)) se concluye que

En = Mén,

2

V(z) =MV (f(z)) + 3m %ﬁ - Z (%) ] ; (3.24)

un() = (m(x))""* Bu(f()).

De esta manera, se tiene que la ecuacién de Schrodinger con PDM (3.12) es exactamente

soluble.
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IV. RESULTADOS

IV.1. Obtencién de la ecuacién de Dispersion

Se requiere encontrar los valores del pardmetro espectral A € C para los cuales la

ecuacion de Sturm-Liouville
(P(x)u') + Q(x)u = AR(z)u (4.1)

tenga una solucién regular
u € Ly(—00,00), (4.2)

donde los coeficientes P(z), Q(z) y R(z) estdn definidos en (1.2)

IV.1.1 Solucién en (—oo, —h|

En el primer subintervalo z < —h la ecuacién (4.1) toma la forma

u’ — <—)\7’1 _ al) u=0.
y4!

u(z) = ;@ 4 gy rEHh)

Su solucion general es

con [t := 4/ % y ¢1, co constantes complejas. Para satisfacer lb la solucién debe cum-
plir lim,_, ., u(x) = 0, por lo que se obtiene Re(y) > 0y co = 0. Entonces para z < —h la
solucién requerida es u;(z) = e*+") a partir de la cual se calculan los valores en el punto

—h que debe cumplir la solucién del siguiente subintervalo
w(=h)=1 'y  puj(=h) =pp. (4.3)

IV.1.2 Solucién en [—h, h]

En el segundo subintervalo los coeficientes de la ecuacién (4.1) son funciones arbi-
trarias que satisfacen las condiciones de suavidad requeridas. El método SPPS (Kravchenko

and Porter, 2010) nos permite obtener su solucidn general en forma de series de potencias del
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parametro espectral. La ecuacion (4.1)) en el subintervalo considerado es
(pu) + q(z)u = Aru. 4.4)

Sea ug € C*(—h,h) N C'[—h, k] una solucién sin ceros (en general complejo valuada) en

[—h, h] de 1a ecuacién
(pug) + q(z)ug = 0, —h <z <h. (4.5)
Entonces la solucion general de (#.4) es de la forma
u(z) = vy + covg (4.6)

donde ¢ y ¢ son constantes complejas arbitrarias y

V1 = Ug Z A" X (2n) y Vg = Ug Z AP X @t 4.7)

Las funciones X (™ y X estdn definidas como

X0 =1 X0 =1
X0a) = [X000) (@3(6) T o) 06) T s @)
—h
XOa@) = [XO00) (a3(6) T o) T 06) s @)
—h

donde ambas series convergen uniformemente en [—h, h]. En el caso regular la solucién wug
se puede obtener mediante el mismo método SPPS. De acuerdo al teorema de separacién de
Sturm (Al-Gwaiz, [2008)), dadas dos soluciones linealmente independientes v, y y» de (.5),

los ceros de estas funciones se alternan. Asi, tomando
Ug = Y1 + 1Yo, (4.10)

up no se desvanece en [—h, h]. La construccién de tales soluciones y; y > se puede realizar

con el mismo método SPPS como sigue, ver (Kravchenko, 2009) o (Kravchenko and Porter,
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2010):

_ Z yen. Yo = Z y (2n+1) 4.11)

n=0 n=0

donde
YO =1 YO =1 (4.12)
1 1yn—1 —nH"
/ VO (s)(g(s)) = (=pls)) T ds (4.13)
Y () = / YO (s)(g(s)) T (=p(s) " 2 ds (4.14)
—h

y las series en y; y yo convergen uniformemente en [—h, h] y
/ / 1
n(=h) =1 we(=h) =0,y 4i(=h) =0.pa(=h) = ~—. (4.15)

Note que la construcciéon de la solucién particular antes mencionada sélo es para los casos
en los que el pardmetro espectral toma valores reales. Para el caso complejo la eleccion de
la solucién particular depende del ejemplo en particular que se considere. De esta manera,
la construccién de la solucién general en [—h, h|, para el caso real, consiste de dos etapas,
en la primera se obtiene la solucion u, de (4.5) a partir de (4.10) donde y; y y- se calculan
con las féormulas (4.11)-(@.14). En la segunda etapa, se obtienen las soluciones linealmente

independientes de (4.4) a partir de (4.7))-(4.9).

En general suponga que la solucién particular u satisface las condiciones

donde a, b € C. Por tanto

vi(—h) = ug(—h) = a, vi(—h)=uy(—h)=">, (4.16)
ve(—h) =0, vh(—h) = =

Para determinar las constantes ¢; y co en (4.6) y obtener una solucién uy que satisfaga las
condiciones requeridas (4.3)) se debe cumplir

clvl(—h) + CQUQ(—h) = 1,
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p(=h)(c1v(=h) + covp(=h)) = p1p.

Utilizando las relaciones (4.16) se tiene que ¢; = 1/a 'y ¢o = apipu — bp(—h), de donde la
solucién del problema (4.4) que satisface las condiciones (4.3)) es

1
us(z) = avl(x) + [ap1p — bp(—h)] va(x), —h <z <h. 4.17)

IV.1.3 Solucién en [k, c0)

Para x > h la solucién general de la ecuacion (4.1)) es de la forma

v(z—h)

u(x) = cre” + cpe? @) (4.18)

donde v := , /%, para que u € Ly(—00,00) se considera Re(v) > 0y ¢y = 0.

Entonces la solucién de la ecuacién (4.1) en el subintervalo [k, 00) es uz(x) = ce V(@M
donde c¢ es una constante arbitraria, y por tanto us(h) = ¢, u4(h) = —vc. Por lo anterior y

para obtener una solucién regular de la ecuacién (.I]) en todo el eje real, las soluciones uy y

ug deben cumplir
uz(h) = us(h),  p(h)uy(h) = paus(h),

es decir

us(h) =c
A p—

de donde se sigue que

wh(h) + 2 vus(h) = 0, (4.19)

p(h)

por lo tanto los eigenvalores del problema son los valores de A tales que la solucién (4.17)
satisface la condicion (.19).

Noétese que las derivadas de las soluciones v y v5 son

U, A > n < (2n U, 1 G n n
0/1:—001-}——2)\ X @D Ué:u_gwﬂ’apz)\ X )7 (4.20)
n=0 n=0

de modo que la derivada de us se puede escribir como

() = 204 ) + fapup — bp(—h)] ()
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Uo Uopp

A 1
:@l@—i‘ [ Z)\nJrlX (2n+1) [ap1/L—bp Z)\nX 2n]

Al sustituir u)(z) y uz(h) por sus expresiones en términos del parametro espectral en (4.19),

se obtiene la ecuacion de dispersion en forma explicita

() [3 SN R + fapyge = bp(—1)] S A"X<2”+l><h>]

1 15N n+1 3 (2n+1 e om
+W[ nz%)\+X )(h)‘F[CLpUL—bp(—h)]nz%)\ x( )(h)]

Las raices de la ecuacion de dispersién coinciden con los eigenvalores del problema. Por

simplicidad consideremos el problema donde a; = s, pues éste siempre se puede reducir

. [ Ar p”uQ” [ Ar /pr
al caso a; = as = 0. Entonces se tiene pu = pll N ="y = p; }ﬁ.

Escribiendo la ecuacién de dispersion en términos de x

p1ﬂ 2n - prp X (@nt1)
X — h
Z Ty ) Z Ty ( )
n=0 n=0
—h) Z p1M (h) + 1 p"HMQ(nH)X(an)(h)
uo( p(h) aug(h)p(h) = ri™
n,,2n+1 o0 n, 2n+1
p lu 2n+1) h api pllu X(Qn) h
+ apluo Z ( )+ Uo(h)p(h) nz_o T’? ( )

2(n+1) 2n+1
apipauo(h)  [pire PY M x (2n+1) pQUO [P1T2 plﬂ v
+ h) + h
P( pﬂ”lz () P2T12 ()
. prUO(h)P [P172 Z Y4 /lzn+ 2n+1)(h) —0
p(h> P2

reescribiendo y haciendo algunos cambios de indices

h) = P = am = n
2 S X - ) 3" P e )
n=0

n=0 1
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bp(—h) ~—= P o prp?
— X@)(p) 4+ X(2n D(n
wo () 2=y X auo<h> Z 7 (7
apariug(h)  [pira ~= PRU" p /f” 1
+ p(h> Z 1 . X(Zn 1) + apluo Z I Y 2n+1)<h)
0 n, 2n+1 n 2n+1
ap jZyY n p2Uo (h) [pire P1 u >
+ 1(h)z - xe )(h)+ ) 1/ mz ") (h)

uo(h)p e |
_ bpaug(R)p(=h) [pir2 i p?/ianX(an)(h) —0
p(h) Vopori &= 1
agrupando las potencias pares e impares de p
) (5 = - x0m) -
a uo(h)p(h)
0 2n /
L ug(h) v (2n) / (2n+1) bp(—h) (2n)
+ —— | —= XY (h) — bp(—=h)ug(h) X h) — ————=X“"(h
> P R0 — X 1) — R
1 > (2n— aparito(h)  [pir2 o (201
X @D (p) 4 X@n=D(p
awmpm T m Vpnt ?

pauo(h) P17”2)}(2n) h) — bpauo(h)p(—h) pler@”“)(h)} 0.
ap(h) '\ pari p(h) Dpar1

> appt =0 4.21)

donde

1 > (2n— apariuo(h)  [PiT2 o 2n-1
X (p) X@=Dpy| |
aug(h)p(h) (h) p(h) D271 (h)
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p2uo(h) PiT2
ap(h) '\ par

Aopi1 = % apyuh(h) X @D (h) + LX(Q”)(h) + XM (h)
1

uo(h)p(h)

_bpyue(h)p(=h)  [P172 | on 1)
p(h) P27‘1X ' (h)]

De manera que el problema de encontrar los eigenvalores del problema (@.1)),[.2) se con-
vierte en encontrar los ceros de una funcion analitica dada por sus serie de Taylor cuyos
coeficientes estan dados por las expresiones anteriores.

Es importante sefialar que los valores  que satisfacen la ecuacién (4.21) no son los eigen-

valores del problema, sin embargo recordando que p = 4/ ’;” una vez calculados dichos

valores de j es posible obtener mediante la relacion A = % los eigenvalores del problema
considerado.

IV.2. Derivacion de ejemplos exactamente solubles

En esta seccion se construyen tres ejemplos exactamente solubles. Se obtiene la
ecuacion de dispersion asociada al primer ejemplo que corresponde a una ecuacién de Sturm-
Liouville con coeficientes constantes. Se utiliza la transformaciéon PCT para construir dos
ejemplos de la ecuacion de Schrodinger con PDM a partir de dos ecuaciones con masa cons-
tante cuyos potenciales son conocidos como Poschl-Teller y Scarf II hiperbdlico respectiva-

mente.
IV.2.1 Ecuacion de Sturm-Liouville con coeficientes constantes

Considérese la ecuacion de Sturm-Liouville

P(x)u"(z) + Q(x)u(x) = AR(x)u(x), (4.22)

con los coeficientes P, () y R definidos como

D1 T < —h 0 r < —h
P(r) = p —h<z<h, Qx)=< q —h<xz<h,
D2 x>h 0 x>h

71 T < —h
Rz)=< r —h<az<h,
T9 z>h

donde p, p1, p2, q, T, T1 Y T2 son constantes, sujeta a la condicién
u(z) € Lo(—00,00). (4.23)
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Se requiere encontrar la ecuacién de dispersién asociada al problema (4.22),[.23)). Para ello,
se procede con el algoritmo descrito en la seccion 3.1 con la diferencia que en el segundo
paso no se utiliza el método SPPS. Debido a que los coeficientes de la ecuacion anterior son

constantes, en cada subintervalo posee solucidn analitica. Las soluciones en cada subintervalo

son
uy () = e @) 4 gpemH@th) x < —h
ug () = k1e”® + koe ™%, —h<z<h
ug(zr) = $168@7h) 4 g @R h<ux

donde p1 = /2%, v = A e — % y ¢1, Co, k1, ko, S1, So son constantes complejas.

1’ P
Para que las condiciones de frontera

lim wuy(x) =0 y lim wuz(x) =0
T——00 T—+00

se satisfagan, se debe cumplir que Re(i) > 0, c; = 0y Re(§) > 0, s; = 0. Por simplicidad

se toma c¢; = 1. Por lo tanto las soluciones se pueden reescribir como

uy(z) = et x < —h
us(x) = k1€ + koe "7, —h<z<h
ug(z) = s9e @R h<ux

Para satisfacer la continuidad de la solucién en todo el eje real y de su derivada se debe

cumplir

ur(=h) = uzx(=h),  pruy(—h) = puy(—h) (4.24)
us(h) = us(h),  puy(h) = paus(h). (4.25)

Aplicando las condiciones ({.24) se tiene

kle_”h + k‘ge”h = 1,

v

pkive™"" — phove’™ = pipu,
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resolviendo por Cramer

1 e’
by — pip —pre’ _ (p1p + pv)e’”
o-vh ovh 2pv ’
pue*”h —pye”h
evh 1
. pre™" piu _ (o — pv)e V"
e—z/h euh 2pV
pye_”h —pye”h

Por lo tanto la solucién us se puede reescribir como

vh - —vh
ug(z) = (p1yt —21—p1/)e et — (P 2py>€ e ", —h <z <h.
DU DU

Aplicando las condiciones ({.25) se tiene

Ug(h) = So,
pulz(h) = —pa&sa,

de donde se obtiene la ecuacién de dispersion
puy(h) + pa€us(h) = 0,
mads explicitamente

prpuptpy) o | PV = PY) oo | PP PY) oy P2E(PLL = DY) oun

0
2pv 2pv 2pv 2pv

simplificando

(pv + pa) (P + pr)e®™ + (pv — pof) (prpe — pr)e " = 0. (4.26)

De esta manera los valores del pardmetro \ tales que satisfacen la ecuacién (#.26) son los

eigenvalores del problema (#.22)), (4.23).
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IV.2.2 Potencial Péschl-Teller modificado con PDM

La ecuacion de Schrodinger con masa constante M cuyo potencial es el llamado
Poschl-Teller modificado (Fliiggel, |1999), V (y) = —ﬁ es
R d*p(y)
2M  dy?

+Vy)v(y) = Ev(y)

2.2 .. .2 P
donde U, = ﬁ2 +7B(B — 1), con «, 3 constantes positivas. La solucién analitica para esta

ecuacion es conocida. Los eigenvalores estdn dados por

e ﬁ2a2(5 1-n)?, 0<n<f-1 4.27)
n=— — — N s ~ n ~ — 1. .
2M
2
Se considera la distribucién de masa m(z) = <x21+ ria az) , donde ¢ es un real positivo.

Se aplica la transformacion PCT para obtener una ecuaciéon con PDM. Sustituyendo la masa

considerada en la formula (3.20) se tiene

flx) = /m(w)mdar = o’z + %,

por lo tanto

—4U,

V(f(z)) = [exp (a% R M) + exp (—a3x _ M)]Q

Va Va

« arctan <i>

= —Uysech? | o’z + L (4.28)
“ Va
Calculando el segundo sumando de (3.24)
m"(z)  —4a?(x* + q) (=32 + q) + 202° — 4q
m(z) (a2 + ¢)* + 2% + q)?
T (@) 2 B 287*
d\m@)) (0@ +q)+2”+q)
1 m"(x) 7 (m(z) 2 (a4 q)(32® — q) —22° — ¢ 4.29)
8m(x) | m(x) 4 \ m(x) B 2(a2(x2 +q)+ 1)* ' '
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sustituyendo (4.28) y (.29) en (3.24) se obtiene el potencial correspondiente a la ecuacién

de Schrodinger con PDM. Esta ecuacion se escribe como

2 d 1 du(x) o
 2dx (m(x) dx ) +Vrute) = Bulo 0
donde
1 2\
m(zr) = (x2 s +a ) : (4.31)
o arctan <i> 2(..2 2 N 9.2
o o s Ja 20?2 +q)(32% — q) —22° — ¢

V() = ~MUpsech” | o' + — T @ g 1y

(4.32)
2 2

E:_ﬁ; (B-1-n)? 0<n<f-1. 4.33)

IV.2.3 Potencial Scarf Il hiperbdlico

La ecuacion de Schrodinger unidimensional con masa constante M

GREO)
2M  dy?

+V(y)v(y) = ev(y)

donde

Viy) = A% + (B2 — A% — Aah ) sech®(ay) + B (QA + a_ﬁ) sech(ay) tanh(ay),

V2M V2M

es el potencial conocido como Scarf II hiperbdlico (Levai, [1989; De et al.,|1992), tiene solu-

cion analitica. Sus eigenvalores estan dados por

h’ V2MA
5n:A2—(A— na ), 0<n< , néeN.
V2M ah
Considérese la distribucién de masa m(x) = (tanh®z + a?)?, donde o > 0, para cons-

truir una ecuacion de Schrodinger con PDM exactamente soluble. Con el fin de aplicar la

transformacion PCT, se requiere calcular

flx) = /m(m)l/de = (a* + 1)z + tanhz,
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de donde

Aah
V(f(z)) = A* + <32 — A% — sech” [a(a”® + 1)z + a tanh z]
V2M
+B <2A + \/O;—iM) sech [a(a® + 1)z + atanhz| tanh [a(e® + 1)z + e tanhz]

y ademas

m"(z)  —20sech®z + 4(3a® + 7)sech® z — 8(a? + 1) sech® x

m(x) (tanh®x + a2)2 ’

T <m’(x))2 _ 28sech’ztanh’®x
. -

m(z) (tanh?® z + a2)2 ’

)

sm(z) | m(z) 4 2(tanh? z 4 a2)*

1 m"(x) 7 (m'(x)\?|  2sech®z + 3a?sechx — 2(a® + 1)sech® x
m(z) ) |

sustituyendo lo anterior en (3.24) se obtiene el potencial asociado a una ecuacion de Schro-

dinger unidimensional con PDM exactamente soluble que tiene la forma

h d 1 du(x) B
C 2dx (m(x) dx > + V(z)u(z) = Eu(z) (4.34)
donde
m(z) = (tanh2 T+ a2)2 , (4.35)

Aah
VoM

h
+ MB (QA + a_) sech [a(a” + 1)z + atanhz] tanh [a(e® + 1)z + o tanh 2]

V(z) = MA?> + M (32 — A% — > sech? [oz(ozz + 1)z + atanh x}

V2M
N ﬁ22 sech® z + 3a?sech® 2 — 2(a? + 1) sech® z 4.36)
2(tanh® z 4 a2)* T
h V2MA
E_A2_(A—\7§W), 0<n< == neN. 4.37)
&Y

IV.3. Calculo de eigenvalores para la ecuacion de Schrddinger con
masa dependiente de la posicidon

En este apartado se consideran algunos ejemplos exactamente solubles de la ecua-

cién de Schrodinger con masa variable y se calculan los eigenvalores de estos problemas
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numéricamente, mediante la ecuacién de dispersién (#.21)), con el fin de compararlos con
los valores exactos correspondientes. En la primera seccion se describe el algoritmo que se
utilizé para calcular numéricamente los eigenvalores de los distintos ejemplos presentados.

Posteriormente se muestran los ejemplos y los resultados obtenidos.
IV.3.1 Implementacion numeérica

El software utilizado en esta tesis fue Matlab. A continuacién se presentan los pasos

que se siguieron para calcular los eigenvalores de cada uno de los ejemplos considerados.

» De acuerdo al comportamiento asintético de la masa m(x) y el potencial V(z), se
construyen los coeficientes P(z), Q(x) y R(x) de la forma (1.2).

= Se elige el valor de N que representa el nimero de términos de la serie en la ecuacion
de dispersién (#.21)) y determinara el grado del polinomio cuyas raices nos interesan.
También se elige el nimero de puntos NoPts que formardn una particion uniforme para
la integracion utilizada al calcular las funciones X"(z), X"(z), Y"(z) y Y"(z) en el

intervalo [—h, h].

= Para el caso real, se construyen las potencias formales ?"(m), Y"(x) que forman las
soluciones y1, y» en (@.11)) y con éstas la solucién particular ug en (#.10). Asi mismo se
construye la derivada de la solucién particular a partir de las mismas potencias formales
lN/"(x) Y™ (x). La solucién particular y su derivada se evaldan en el punto h. Para el
caso complejo la construccién de la solucién particular varia dependiendo del ejemplo

que se considere.
= Se calculan las potencias X" (z) y X"(z) y se evaluan en el punto h.
» Se calculan los coeficientes del polinomio de grado N definidos en (4.21)).

= Se calculan las raices del polinomio cuyos coeficientes se obtuvieron en el paso an-
terior. Para el caso real, las raices se pueden calcular de dos maneras. La primera es
utilizando la rutina de Matlab roots. La segunda consiste en representar al polinomio
en un intervalo mediante un spline (con la rutina spline) y calcular sus raices con la

rutina fnzeros. Para el caso complejo la primera de las anteriores se utiliza.

= De las raices del polinomio obtenidas se eligen aquellas que son aproximaciones a los
eigenvalores del problema considerado. Para el caso real esto se puede realizar de dos

maneras.

1. La primera es cuando las raices se han calculado con roots y se eligen las raices

cuya parte imaginaria es cercana a cero.
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2. La segunda es cuando se calculan las raices con fnzeros y consiste en considerar
el intervalo definido por [O, min g(x)ry/ p1> , que nos asegura que en este in-
tervalo las raices del polinomio son precisamente los eigenvalores del problema
y por tanto al calcular las raices en ese intervalo se obtendrdn los eigenvalores

requeridos.

Para el caso complejo, se aplica el teorema de Rouché para seleccionar de las raices

del polinomio aquellas que en realidad son aproximaciones de los eigenvalores del
problema, ver ejemplo

La integracion utilizada para calcular las integrales involucradas en las potencias formales
fue con la férmula del método Newton-Cotes de 6 puntos. En algunos ejemplos también se
utilizé la rutina fnint de Matlab con propésitos de comparacion con el método anterior.

En cada ejemplo de experimentacion numérica considerado en esta tesis se presentan los
eigenvalores obtenidos con la técnica propuesta (bajo la leyenda "SPPS"), los valores exactos
y en algunos casos los obtenidos por otros autores. También se muestran los valores absolutos
entre los valores exactos y los de cada autor, para una mejor interpretacion de los resultados.
Se consideran tres parametros: Cputime que es el tiempo que tomo el programa en Matlab en
calcular los eigenvalores para el problema en cuestion, N el nimero de términos en la serie
de la ecuacion de dispersion (.21)) y NoPts que es la cantidad de puntos considerados para

la integracion numérica de las potencias formales.
IV.3.2 Pozo cuantico rectangular

Considere el problema de Sturm-Liouville (4.22)),(4.23). En fisica cuantica la ecua-
cién (4.22) es una ecuacién de Schrodinger que describe el movimiento de una particula en
dos posibles estructuras: un pozo cudntico rectangular o una barrera. El primer caso ya se ha
descrito anteriormente. Con respecto al segundo, la ecuacién describe a una particula que se
mueve hacia la derecha y que choca en la barrera (representada por el potencial), existen dos
posibilidades, que la particula siga su trayectoria a través de la barrera o que sea reflejada
por ésta misma. De cualquier forma la probabilidad de que sucedan ambas opciones se puede
calcular mediante la ecuacidon de Schrodinger. Sin embargo para ello primero es necesario
conocer los valores del pardmetro \.

La ecuacién de dispersion (representacion analitica) de este problema es:

(b + ) (v +)e*™ — (u—¥) (v — e > =0, (4.38)

donde ) = 2550, = v = /32

En este ejemplo se considera un pozo cudntico para el cudl existe s6lo un eigenvalor. Los
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valores de los pardmetros respectivos que se tomaron fueron h = 1,p; = —6,p; = 9,p =
—11,¢q=—-13,r; =5, =—-1/2,r=1/2.La tablamuestra el eigenvalor calculado con
la ecuacién (#.38)) y con la ecuacion (@.21)), como se puede observar se obtuvo un resultado

bastante preciso. Se consideraron /N = 80 términos en la serie de la ecuacion de dispersion

A (Ec.|4.38 A (SPPS) Error Absoluto
—7.511647826709273 | —7.511647826706495 | 2.7773e-012

Tabla 4.1: Eigenvalor para un pozo rectangular.
(4.21) y una particion uniforme de 8000 puntos. La ecuacién ({.38) se resolvio utilizando la
funcién fsolve de Matlab.
IV.3.3 Potencial Péschl-Teller modificado con masa constante
Considere la ecuacion de Schrodinger unidimensional con masa constante M
— —u"(z) + V(2)u(x) = Eu(z) (4.39)

donde V() es el llamado potencial Pdschl-Teller modificado

. h? azﬁ(ﬁ B 1)
2M  cosh?az’

V(x) =

conz € (—00,00), y «, 3 parametros que representan la amplitud y la profundidad del pozo

cudntico, respectivamente. Este es un ejemplo importante ya que tiene la ventaja de tener

solucién analitica. Los eigenvalores de (4.39) estdn dados por la férmula (Harrison, 2006)
ha?

_ R 2 _
E, = 2M(ﬁ 1 —n), n<p-—1. (4.40)

Observe que aunque el potencial se extiende sobre todo el eje real, el valor absoluto de éste
tiende hacia 0 cuando x — +o00, de manera que se puede aplicar la aproximacion descrita
en la seccion [3.3]y por tanto utilizar la ecuacion de dispersiéon (#.21)) para aproximar los
eigenvalores del problema original. La figura 4.1 muestra este comportamiento, sin embargo
es importante sefalar que el potencial no tiende tan rdpido hacia cero conforme x se hace
grande. Por esta razdn para aplicar dicha aproximacion el intervalo de truncamiento que se
toma no es pequeiio, por ejemplo el valor de V(4+200) = —1.0548¢-04 para § = 10y
V(£200) = —2.3441e-06 para 5 = 2.
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Figura 4.1: Gréficas del potencial Poschl-Teller modificado con masa constante para los valores
del parametro 5 = 2, 5, 10.

Aplicando dicha adaptacién, se obtiene una ecuacién del tipo (I.1) sujeta a la con-

dicion (1.3)) cuyos coeficientes estan definidos por

de manera que E,, ~ \,. Las tablas[4.2}{4.5| presentan los eigenvalores E,, obtenidos de forma

(

ﬁ2
oM

< —h

R(x) =

1
1
1

Tz < —h

—h<zx<h,

Tz >h

(4.41)

analitica (utilizando {.40) y los calculados con la ecuacién de dispersion (4.21) para diferen-

tes valores de 3. Se consideraron los valores de los pardmetros o« = 0.05, 5 = 1.5,2,5, 10,

fi = 87.292744948 A/mo meV y M = 0.067my.
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B=15

n| A (exacta) An (Harrison, 2006) A, (SPPS)
Error Error
(meV) (meV) (meV)
Absoluto Absoluto
0]—35.541153547372119 | —35.442724 | 9.8430e-2 | —35.541153547357645 | 1.447376e-11

Tabla 4.2: Eigenvalores para el potencial Poschl-Teller modificado con
masa constante. Cputime= 72.95s, N = 150, NoPts = 40000, h = 200.

p=2
n A, (exacta) An, (Harrison,72006) A (SPPS)
Error Error
(meV) (meV) (meV)
Absoluto Absoluto
0]—142.164614189488470 | —142.178093 | 1.3479e-2 | —142.164614189511670|2.319211e-11
Tabla 4.3: Eigenvalores para el potencial Poschl-Teller modificado con
masa constante. Cputime=72.75s, N = 150, NoPts = 40000, h = 200.
B=5
n FE,, (exacta) FE,,(Harrison, 2006) E,, (SPPS)
Error Error
(meV) (meV) (meV)
Absoluto Absoluto
0]—2274.633827031815600 | —2274.633858 | 3.0968e-5 | —2274.633827030275400 | 1.540229e-09
1|—1279.481527705396300 | —1279.481631 | 1.0329¢e-4 | —1279.481527700092800 | 5.303491e-09
2| —568.658456757953900 - - —568.658456756403440 | 1.550461e-09
3| —142.164614189488470 - - —142.164614198935480 |9.447007e-09

Tabla 4.4: Eigenvalores para el potencial Poschl-Teller modificado con
masa constante. Cputime=79.85s, N = 170, NoPts = 40000, h = 220.
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B=10

n FE,, (exacta) FE,, (Harrison, 2006) E,, (SPPS)
(meV) (meV) Error (meV) Error
Absoluto Absoluto
0]—11515.333749348562338 | —11517.014128 | 1.6804 |—11515.33636483042|2.6155¢e-3
11—-9098.5353081272591316 | —9105.712331 | 7.1770 | —9098.53532305413 | 1.4927e-5
2| —6966.066095284932772 - - —6966.0660960899 | 8.0497e-7
3| —5117.926110821583261 - - —5117.92611650225 | 5.6807e-6
41 —3554.115354737210598 - - —3554.11536436294 | 9.6257e-6
5| —2274.633827031814782 - - —2274.63383017386 | 3.1420e-6
6| —1279.481527705395815 - - —1279.48153290138 | 5.1960e-6
7| —568.658456757953695 - - —568.65845565096 | 1.1070e-6
8| —142.164614189488423 - - —142.16425060699 | 3.6358e-4

Tabla 4.5: Eigenvalores para el potencial Poschl-Teller modificado con
masa constante. Cputime=478.82s, N = 200, NoPts = 100000, h = 250.

Como se puede observar en las tablas los resultados obtenidos con la técnica propuesta
en general son muy precisos. Conforme el valor de [, es decir la profundidad del pozo,
aumenta la cantidad de niveles de energia posibles para la particula también incrementa,

perdiéndose un poco de precision al calcular estos valores.
IV.3.4 Masa efectiva variable

Considere una particula (electron o hueco de electron) dentro de un pozo cuantico
rectangular de amplitud /,, (fig. con la caracteristica de que en cada capa de distinto
material la masa de la particula es diferente, en las barreras tiene masa m,; mientras que en
el pozo m,,. De acuerdo a la aproximacion de la masa efectiva, los estados de la particula se
pueden describir con la ecuacion de Schrodinger en cada region respectiva, donde el potencial
V() representa las discontinuidades provocadas por la diferencia entre las bandas prohibidas

de cada material

2 l
o u"(x) + V(z)u(r) = Eu(z), r < _Ew
L u"(z) = Eu(x) b <z< by (4.42)
2m, B ’ 2 -7 7 2 '
2 l
o u"(x) + V(x)u(x) = Eu(z), Ew <



sujetas a las condiciones

1 du(x)
m*(z) dx

,u(z) € C(—o0,00) y /00 lu(z)|*dz < oo,

[e.e]

donde m*(z) = mj,(z) paraz € [ 2]y m*(z) = mj(z) en otro caso. Los eigenvalores

asociados a este problema vienen dados por las soluciones de las ecuaciones (Harrison, |[2006):

k kly,
tan (—) A 0, para n par (4.43)
my, 2 my
k kL, .
cot, (—) + N 0, para n impar (4.44)
m 2 my

donde
. V2mi E,, \/QmZ(V—En)'

) K= B

Para aplicar la ecuacién de dispersién (@.21)) hay que reescribir adecuadamente las ecua-

V()

>
_lw 0 l_w X
2 2

Figura 4.2: Potencial asociado a un pozo cudntico rectangular

ciones de Schrodinger (#.42). Debido a que al calcular la ecuacién de dipersién se hizo la

suposicién de que a; = a2 = 0 en (I.2)), entonces es necesario reescribir las ecuaciones

(4.42)) como

h2 " B lw
@ = [E- VO, r<-
—Qz;zu”(x) —V(2)u(z) = [E — V(x)]u(z), _%U STs %w’
) = [B = V()] ). v
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de esta manera las ecuaciones resultantes satisfacen la suposiciéon mencionada y es posible
.
2m}°

utilizar la ecuacion de dispersion (4.21). En (1.2) se toman los coeficientes p(x) =

p1=p2 = —%, q(z) = =V(x),n = ag = 0y r(z) = r; = ry = 1. Los eigenvalores
b

obtenidos con corresponderdn a A = E — V/(z), por tanto los eigenvalores de interés
se obtienen con la relacion £ = X + V(x).

Las tablas[.6|a[d.13|presentan las soluciones obtenidas al resolver las ecuaciones (.43)),(4.44)
con la funcion fsolve y las obtenidas utilizando la ecuacién de dispersién (4.21)) al considerar
un pozo cudntico (formado por GaAs) rodeado por las barreras de Gay gAlg 2As. En este caso
el potencial en las barreras es constante V' = 167.098 meV, y los valores de los pardmetros
involucrados son i = 87.292744948 A\/momeV, m,, = 0.067 mg, m, = 0.0836 my. Se to-

man diversos valores de la amplitud del pozo [,,, esto es h = %”

l, = 20(A)
n E,, (exacta) E,, (SPPS)
(meV) (meV) Error
Absoluto
1 | 126.22762005773041476 | 126.2276200577274 | 3.0127¢-12

Tabla 4.6: Eigenvalores para pozo cudntico rectangular de amplitud 20 A.
CPUtime = 12.02s, N = 120, NoPts = 20000, h = 10.

l, = 40(A)
n FE,, (exacta) E,, (SPPS)
Error
(meV) (meV)
Absoluto
1| 80.111241939480241257 | 80.111241939554262 | 7.4024e-11

Tabla 4.7: Eigenvalores para pozo cudntico rectangular de amplitud 40 A.
CPUtime = 11.92s, N = 120, NoPts = 20000, h = 20.

)

l, = 60(A)
n A, (exacta) An (SPPS)

Error
(meV) (meV) Absoluto

53.276362542984325739 | 53.2763625429674 | 1.6925e-11
2 | 166.52155641760602249 | 166.5215564176072 | 1.1652¢-12

Tabla 4.8: Eigenvalores para pozo cudntico rectangular de amplitud 60 A.
CPUtime = 11.85s, N = 120, NoPts = 20000, h = 30.
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n A, (exacta) A, (SPPS)
Error
(meV) (meV) Absoluto
37.619785300312372375 | 37.6197853002580 | 1.2559e-10
2 1 137.33008771793937657 | 137.3300877179391 | 2.5579e-13

Tabla 4.9: Eigenvalores para pozo cudntico rectangular de amplitud 80 A.
CPUtime = 495.99s, N = 120, NoPts = 20000, h = 40.

o

lw, = 100(A)
n A, (exacta) A, (SPPS)
Error
(meV) (meV) Absoluto
27.884788613103472517 | 27.8847886130916 | 1.1873e-11
2 1 106.55777103089106761 | 106.5577710308724 | 1.8658e-11

Tabla 4.10: Eigenvalores para pozo cudntico rectangular de amplitud
100 A. CPUtime = 11.84s, N = 120, NoPts = 20000, h = 50.

)

Ly, = 120(A)
n A, (exacta) A (SPPS)
(meV) (meV) Absohuto
1 | 21.463955511816535478 | 21.4639555121317 | 3.1516e-10
83.606705829717346341 | 83.6067058300290 | 3.1165e-10
165.29389827860004751 | 165.2938982786010 | 9.6633¢-13

Tabla 4.11: Eigenvalores para pozo cudntico rectangular de amplitud
120 A. CPUtime = 23.85s, N = 140, NoPts = 30000, h = 60.

)

Lo = 160(A)

n A, (exacta)

An (SPPS)

(meV)

(meV)

Error
Absoluto

13.820465125431847813

13.8204651245037

9.2814e-10

54.647097556553531779

54.6470975540213

2.5322e-09

118.97147809599959075

118.9714780931141

2.8854e-09

Tabla 4.12: Eigenvalores para pozo cudntico rectangular de amplitud
160 A. CPUtime = 38.09s, N = 150, NoPts = 40000, h = 80.

53




)

L, = 200(A)
n A, (exacta) An (SPPS)

Error

(meV) (meV) Absoluto

1 19.6293890573455545871 | 9.6293890534170 | 3.9285e-09
2 | 38.282361745585340701 | 38.2823617410092 | 4.5761e-09
3 | 84.893622349596418329 | 84.8936223498354 | 2.3898e-10
4 | 144.96039583021339785 | 144.9603958280937 | 2.1196e-09

Tabla 4.13: Eigenvalores para pozo cudntico rectangular de amplitud
200 A. CPUtime = 38.08s, N = 150, NoPts = 40000, h = 100.

Como se puede observar en las tablas§.6]a[4.13]al incrementar la amplitud del pozo cudntico
se va perdiendo precision en los eigenvalores. Sin embargo incluso para un pozo de amplitud
200 A las aproximaciones obtenidas en un solo célculo fueron muy buenas y sobre todo en
poco tiempo. El tipo de integracién utilizado fue la férmula de Newton-Cotes de 6 puntos.

El programa mediante el cudl se obtuvieron todos los resultados anteriores se presenta en el

apéndice (A.T).

Ahora se considera un pozo cudntico cuyas barreras estdn formadas por el compues-
to Gag o5 Alg75As y el pozo por GaAs. Se sigue el mismo procedimiento que en el ejem-
plo anterior s6lo que los valores de los coeficientes de las ecuaciones (4.42)) son diferentes.
Las tablas [4.14]a[4.2T] muestran los eigenvalores obtenidos al resolver las ecuaciones {.43)),
(4.44) con la rutina fsolve, los calculados con la ecuacion de dispersion (4.21)) y los obtenidos
en (Harrison, |2006). Se presentan los errores absolutos entre los valores aproximados y los
exactos. El potencial considerado en las barreras fue V' = 626.6175 meV y los valores de los
pardmetros fueron /i = 87.292744948 A/momeV, m,, = 0.067 mo, mp = 0.12925 m.

L, = 20(A)
n A (exacta) An (Harrison,72006) A, (SPPS)
Error Error
(meV) (meV) Absoluto (meV) Absoluto
11270.764969120675124 [270.762139 | 2.8301e-3 [ 270.7649690923558 | 2.8319¢-8

Tabla 4.14: Eigenvalores para un pozo cudntico rectangular de amplitud 20 A.
CPUtime = 15.47s, N = 150, NoPts = 20000, h = 10.
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l, = 40(A)
An(exacta) A (Harrisonl2006) A, (SPPS)
Error Error
(meV) (meV) Absoluto (meV) Absoluto
11129.4506714007394121129.247261 | 2.0341e-1 | 129.4506714002840 |4.5542¢e-10
512.393112742520306512.047324 | 3.4579¢-1 [512.3931127426460|1.2573e-10

Tabla 4.15: Eigenvalores para un pozo cudntico rectangular de amplitud
40 A. CPUtime = 16.78s, N = 150, NoPts = 20000, h = 20.

o

L, = 60(A)
An(exacta) A (Harrisonl2006) A, (SPPS)
(meV) meY) |\ ohuto (meV) Absoluto
75.774671913609358 | 75.669905 |1.0477e-1| 75.7746719199033 |6.2939¢-09
21307.023048741088826|306.736857 | 2.8619¢-1 | 307.0230487480563 | 6.9674e-09
31626.551039573782654 - - 626.5510395737990|1.6370e-11

Tabla 4.16: Eigenvalores para un pozo cudntico rectangular de amplitud
60 A. CPUtime = 21.55s, N = 150, NoPts = 20000, h = 30.

A, (exacta)

(meV)

(meV)

ly = 89(/1)
An (Harrisonl2006)

o

An (SPPS)

Error
Absoluto

(meV)

Error
Absoluto

1149.774623537869715714

49.715086

5.9538e-2

49.7746235438623

5.9926e-09

21201.17684262232593993

200.986873

1.8997e-1

201.1768426254812

3.1553e-09

31451.29731467884571182

451.2973146837592

4.9135e-9

Tabla 4.17: Eigenvalores para un pozo cudntico rectangular de amplitud 80 A
CPUtime = 19.45s, N = 150, NoPts = 20000, h = 40.

55




)

L, = 100(A)

n Ay, (exacta) An (Harrison, [2006) A, (SPPS)
Error Error
(meV) (meV) Absoluto (meV) Absoluto
1135.204788280066753481 | 35.168092 | 3.6696e-2 | 35.2047882833708 |3.3041e-9
2(141.85128839399221975|141.724429 | 1.2686e-1 | 141.8512883822391 | 1.1753e-8
31320.64546530093256937 - - 320.6454653031178 | 2.1852¢-9
41559.06164033905925716 - - 559.0616403326302 | 6.4291e-9
Tabla 4.18: Eigenvalores para un pozo cudntico rectangular de amplitud
100 A. CPUtime = 20.65s, N = 150, NoPts = 20000, h = 50.
l, = 120(A)
n A, (exacta) A (Harrisonl2006) A, (SPPS)
Error Error
(meV) (meV) Absoluto (meV) Absoluto
1126.217761120146589218 | 26.193670 | 2.4091e-2 | 26.2177602431234 | 8.7702e-7
21105.41130613842327427|105.323933 | 8.7373e-2 | 105.4113039242876 | 2.2141e-6
31238.37887942407942044 - - 238.3788769950708 | 2.4290e-6
41423.11008503703880253 - - 423.1100838523584 | 1.1847e-6
51626.38139165921026712 - - 626.3813916592576 |4.7294e-11
Tabla 4.19: Eigenvalores para un pozo cudntico rectangular de amplitud
120 A. CPUtime = 27.42s, N = 150, NoPts = 20000, h = 60.
l, = 160(A)
n A, (exacta) A, Harrison (2006) An (SPPS)
Error Error
(meV) (meV) Absoluto (meV) Absoluto
1116.158834931386001924 | 16.146909 | 1.1926e-2 | 16.1588335597974 | 1.3716e-6
2164.812071375490374469 | 64.766509 | 4.5562e-2 | 64.8120702411479 | 1.1343e-6
31146.33898455551311671 - - 146.3389843920223 | 1.6349¢-7
41260.85954315338342181 - - 260.8595414184626 | 1.7349¢-6
51407.16935465366179877 - - 407.1693543572649 | 2.9640e-7
6577.39086985174281432 - - 577.3908692247814 | 6.2696e-7

Tabla 4.20: Eigenvalores para un pozo cuantico rectangular de amplitud
160 A. CPUtime = 37.98s, N = 150, NoPts = 40000, h = 80.
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L, = 200(A)
n An An (Harrison, [2006) A, (SPPS)

(meV) V) | ypeoo | ™Y | absoluto
1110.949827093171095838 | 10.943102 | 6.7251e-3 | 10.9498276477422 | 5.5457¢-7
2| 43.86923332595333178 [43.842871|2.6362e-2 | 43.8692352157203 | 1.8898e-6
3198.928711303572961037 - - 08.9287153485284 | 4.0450e-6
41176.28423437150609078 - - 176.2842410114716 | 6.6400e-6
51275.87101698888409817 - - 275.8710262954573 | 9.3066e-6
6[396.95855948919252722 - - 396.9585711704029 | 1.1681e-5
71536.36941504011152374 - - 536.3694283508925 | 1.3311e-5

la técnica propuesta es superior a la de (Harrison, 2006). Ademds se presenta la ventaja de
que todos los eigenvalores se obtienen en un sélo cdlculo y no se calculan uno por uno a
diferencia de (Harrison, 2006) en donde utilizan el método de disparo. El cddigo utilizado
para calcular todos los eigenvalores de las tablas a[4.21]se muestra en el apéndice (A.2).

Tabla 4.21: Eigenvalores para un pozo cudntico rectangular de amplitud 200 A.
CPUtime = 42.72s, N = 200, NoPts = 40000, h = 100.

Como se puede observar en los dos ejemplos anteriores la precisiéon obtenida con

Se consider6 la integracién basada en la férmula de Newton-Cotes de 6 puntos.

En la tabla 4.22] se comparan los eigenvalores obtenidos con las ecuaciones (4.43), (4.44),
con la ecuacion de dispersion (4.21)) y los obtenidos por los autores (Nakamura et al., |1989)

y (Jonsson and Eng, [1990), para un pozo cudntico rectangular de altura V' = 225meV y

amplitud [,, = 200 A, formado por GaAs cuyas barreras son de Al 3Gag 7As.

Tabla 4.22: Eigenvalores para un pozo cudntico rectangular de altura 225meV y amplitud 200 A.
Cputime = 267.177492, N = 120, Npts = 120000, h = 100.

n A\n(exacta) An? P \.(SPPS)

(meV) (meV) | (meV) (meV) AE;E)?lEtO
1 | 9.9656824070385609005 | 9.997 | 9.996 | 9.9656824948422 | 8.7803¢-08
2 | 39.765875503174519559 | 39.77 | 39.77 | 39.7658757358468 | 2.3267¢-07
3 | 88.920439205390700799 | 88.93 | 88.92 | 88.9204394679732 | 2.6258¢-07
4 | 155.5860945054416616 | 155.61 | 155.59 | 155.5860946350282 | 1.2958e-07
5 | 224.98560882618537793 | - - [ 224.9856088258230 | 3.6237¢-10

4(Nakamura et al., [1989)
b(Jonsson and Eng 1990)

57




Los valores de los pardmetros utilizados fueron i = 87.292744948 A\/momeV,
my, = 0.067 mg, m, = 0.0919 my. De la tablad.22]se puede ver que los resultados obtenidos
con la técnica propuesta son bastante mejores que los de los otros autores. Una vez mas se
comprueba que la ecuacién de dispersion derivada permite calcular muy buenas aproxima-
ciones a los eigenvalores de la ecuacion de Schrodinger con masa variable. El cédigo fuente

utilizado para obtener los anteriores valores se presenta en el apéndice (A.3))
IV.3.5 Potencial Péschl-Teller modificado

Considere la ecuacion (4.30) con la masa (4.31]), el potencial y la condicion
(1.3), construida en la seccion {.2.2), cuyos eigenvalores estin dados por (#.33). Observe
que
lim V(z)=20 y lim m(x) = a*,

r—+o0 xr—+00

de manera que es posible utilizar el procedimiento de la seccion (3.3).

Utilizando la idea de la seccion (3.3)) se puede adaptar el problema (4.30), (4.31)), (4.32)),(1.3)
y aproximar sus eigenvalores mediante la ecuacién de dispersién (4.21)) asociada al problema

(L.1),(1.3) con coeficientes (I.2)) dados por

( h2
—T./l T < —h
h? 0 < —h
— —h<zx<
Pla) = 2( : +a2>2 et Q@) =4 V(z) —h<z<h,
v 0 z>h
ﬁ2
L _ﬁ T >h
(4.45)
1 r < —h
R(:E): 1 -h<z<h
1 x> h

donde el valor de / se toma lo mds grande posible.
Para el cdlculo numérico se consideran los valores de los pardmetros o = 1, § = 5, h = 1,
M =1, g = 1 en los respectivos coeficientes (4.31)), (4.32) y en (4.33).
Las siguientes figuras muestran diferentes elecciones de h y los respectivos graficos de los
coeficientes P(z), Q(x) en (obtenidos al truncar las funciones originales) comparan-
dolos con las funciones del problema original —%, V' (z), respectivamente.

Como se puede apreciar en la figura (4.3]) al considerar el valor de h = 3 la aproxi-

macién del coeficiente P(z) al exacto no es tan buena, por tanto es necesario considerar en
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Figura 4.3: Comparacién del coeficiente P(x) y el exacto —% para
diversos valores de h

los célculos un valor mayor de / para obtener una mejor aproximacion. En la figura (4.4) se
puede notar que a simple vista las aproximaciones Q)(z) no difieren drasticamente de V' (z)
para los distintos valores de h considerados, sin embargo al acercarse mas en los puntos de

truncamiento la figura (4.5) nos muestra la diferencia entre la aproximacion y el coeficiente
exacto para h = 3.
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Figura 4.4: Comparacion del coeficiente Q(x) y el exacto V(x) para di-
versos valores de h
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Figura 4.5: Comparacién del coeficiente Q)(z) y el exacto V' (z) para los
valoresde h =9y h =3

La siguiente tabla contiene los eigenvalores obtenidos con (4.33) y con la ecuacién

de dispersion (.21)) asociada al problema @.30)),(4.31),(.32)),(I.3) tomando los valores ya
mencionados de los pardmetros. En este cdlculo se consider6 h = 5.

n | A\, (exacta) A, (SPPS)
(meV) (meV) Error

Absoluto

0 -8 -8.000000067347806 | 6.7348e-8

1 -4.5 -4.499999999777412 | 2.2259¢-10

2 2 -1.999999999972320 | 2.7680e-11

3 -0.5 -0.499998185007073 | 1.8150e-6

4 0 -0.000020016515173 | 2.0017e-5

Tabla 4.23: Eigenvalores para el potencial Poschl-Teller mo-
dificado con masa variable utilizando la rutina fnint para la
integracion de las potencias formales.

Se truncd la serie (4.21) en N = 100 y se utiliz6 una particién uniforme de NoPts =
40000 puntos. El tiempo que tardo el programa para calcular los eigenvalores fue de 2131 .4s.
La integracion de las funciones X" (z) y X"(z) presentes en los coeficientes de la serie de la
ecuacion de dispersion se realiz6 con la rutina de Matlab fnint. De los resultados de la tabla

4.23|se observa que las aproximaciones de los eigenvalores obtenidas con la técnica propuesta
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en esta tesis son muy satisfactorios. El cddigo fuente para este ejemplo se encuentra en el
apéndice (A.4). La siguiente tabla muestra los resultados para el mismo problema sélo que

esta vez se utilizé el método de integracion Newton-Cotes de 6 puntos y el valor de h = 7.

n | A\, (exacta) A, (SPPS)
Error
(mev) (meV) Absoluto

0 -8 -8.000000000680899 | 6.8089e-10
1 -4.5 -4.499999999265324 | 7.3467e-10
2 -2 -1.999999995519846 | 4.4801e-09
3 -0.5 -0.499999977319230 | 2.2680e-08
4 0 -0.000003366362162 | 3.3663e-06

Tabla 4.24: Eigenvalores para el potencial Poschl-Teller mo-
dificado con masa variable utilizando el método de integra-
cién Newton-Cotes de 6 puntos.

En el experimento anterior se utilizaron /N = 130 términos de la serie en la ecuacion
de dispersion y una particién uniforme de NoPts = 180,000 puntos. El tiempo que
tardé el programa para calcular los eigenvalores de la tabla anterior fueron 591.86s. El c6digo
fuente se presenta en el apéndice [A.5] Comparando los resultados obtenidos con los dos
métodos de integracion se puede ver que en el ultimo caso el error de aproximacion fue
menor para la mayoria de eigenvalores, es decir, se obtuvo mejores resultados y en mucho

menor tiempo.

IV.3.6 Potencial scarf Il tipo Hiperbdlico

Considere la ecuacion de Schrodinger (#.34) sujeta a la condicién (I.3)), en la cual
la masa se define como (4.35) y el potencial es de la forma (#.36). De la seccion (4.2.3)) se

tiene que es exactamente soluble y sus eigenvalores estdn dados por (#.37)). De nuevo, como

lim V(z) = M A? lim m(x) = (14 a?)?,

r—Fo0o r—+o00

es posible aplicar la adaptacion de la seccién (3.3). A saber, truncando las funciones V' (x)
y m(z) en cierto valor h, los eigenvalores del problema (1.1),(1.3)) con coeficientes (1.2)
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definidos por

( h2 L
T2(1+a?) T
ﬁ2
_ —h<zx<
P(x) = 2 (tanh2 T + a2)2 hEosh, Q(z)
ﬁ2
\ _—2(1+a2)2 x>h
1 T < —h
R(x)=¢ 1 —-h<a<h
1 x> h

A2 x < —h
Vi) =h<z<h,
A? Tz >h
(4.46)

son aproximaciones a los eigenvalores del problema (#.34)),[.35)),(4.36),(L.3). Para el experi-

mento numérico se consideraron los valores de los parametros A =3, B=1,a =1, A =1,

M =1 en los coeficientes V' (z), m(x). La figura (4.6) presenta la gréfica del potencial V' (x)

mostrando el comportamiento asintético requerido.

Potencial V(x)

. R

67 —
47 —
z
>
27 _
o u -
_27 —
_ | | | | | | |
%0 -15 -10 -5 0 5 10 15 20

Figura 4.6: Potencial Scarf II tipo hiperbélico

La figura ll muestra la grafica del coeficiente — 3

miento de la masa dependiente de la posicion.
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Es importante sefialar que en la derivacion de la ecuacién de dispersion (4.21) se hizo

el supuesto de que en el coeficiente Q)(z) los valores «; = ay = 0, por tanto es necesario

reescribir el problema. La adaptacién al problema original en cada subintervalo se puede

reescribir como

P(x)u"(x) = Au(z) r < —h
(P(x)u/(x)) + (V(z) — ADu(z) = du(z) —h<az<h
P(x)u"(x) = Au(z) x> h

donde A = E — A?, de manera que ahora si es posible utilizar la ecuacién (4.21) para apro-
ximar los eigenvalores del problema original. Los valores obtenidos corresponderdn a A sin
embargo solamente hay que calcular la relacién £ = \ + A? para encontrar los eigenvalores
requeridos.
La tabla [4.25| presenta los eigenvalores obtenidos con la férmula (4.37) y los valores calcu-
lados numéricamente con la ecuacién de dispersién (4.21)) truncando la respectiva serie en
N = 80, con los valores de los pardmetros ya mencionados y i = 5. Se utiliz6 la rutina de
Matlab fnint para calcular las integrales en las respectivas potencias formales.

Por otro lado la tabla [4.26] contiene los eigenvalores para el mismo problema con

la diferencia que se utilizé el método de integracion de Newton-Cotes de 6 puntos para el
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n An(exacta) A, (SPPS)
(meV) (meV) Error

Absoluto

0 0 -0.000000000455312 | 4.5531e-10

1 | 3.742640687119285 | 3.742640687106012 | 1.3273e-11

2 | 6.485281374238570 | 6.485281374103526 | 1.3504e-10

3 | 8.227922061357855 | 8.227922061434173 | 7.6318e-11

4 | 8.970562748477141 | 8.970605725410321 | 4.2977¢-5

Tabla 4.25: Eigenvalores para el potencial Scarf II hiperbdlico con
masa variable utilizando la rutina fnint para la integracién. Cputi-
me=2145.36s

calculo de las potencias formales.

n A, (exacta) A (SPPS)
Error
(meV) (meV) Absoluto

0 0 0.000000007502493 | 7.5024e-09
1 | 3.742640687119285 | 3.742640685646010 | 1.4732e-09
2 | 6.485281374238570 | 6.485281392860134 | 1.8621e-08
3 | 8.227922061357855 | 8.227922134163796 | 7.2805e-08
4 | 8.970562748477141 | 8.970562991590704 | 2.4311e-07

Tabla 4.26: Eigenvalores para el potencial Scarf II hiperbdlico con ma-
sa variable mediante la férmula de integracién de Newton-Cotes de 6
puntos

En este caso se utilizaron N = 200 términos de la serie en (4.21) y el programa

tardo 768.59s en calcular los eigenvalores presentados.

Comparando las dos tablas presentadas se ve que con el primer método de integra-
cion los primeros cuatro eigenvalores se calculan con mejor precision, no obstante el tiempo
que tarda el primer programa es bastante mayor comparado con el segundo. Ambos resul-
tados muestran que la técnica propuesta permite calcular muy buenas aproximaciones a los
eigenvalores de la ecuacién de Schrédinger con masa variable. El cédigo fuente para calcu-

lar los eigenvalores de las tablas (4.25)), (4.26) se encuentran en el apéndice (A.6) y (A.7),
respectivamente.
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IV.3.7 Potencial complejo

Debido a que la técnica propuesta en esta tesis es aplicable a problemas que admiten
eigenvalores complejos, para testar su eficiencia se considera un ejemplo de prueba cuyo
potencial y eigenvalores correspondientes son complejos.

La ecuacién de Schrodinger unidimensional con masa constante M

R )
2M  dzx?

+ V(z)u(z) = EBu(z) (4.47)
donde el potencial es del tipo Scarf
V(x) = —Vysech®(z) — iVy sech(x) tanh (z), (4.48)

con V, V5 pardmetros tales que Vi > 0y |Vo| > V] + i, tiene como eigenvalores (Jia et al.,

2002))
2
1 1 1 . 1
n+§—§(\/V1+V2+Ziz Vz—Vl—Z>] ; (4.49)
dondeO§n<%1/V1+V2+%—%.

El comportamiento asintético del potencial V'(x), es decir lim, 1, V(z) = 0, permite la
aplicaci6n de la adaptacién de la seccién [3.3]a la ecuacion (@.47). Ver figura (#.8).

E,=—

Parte real del potencial del tipo Scarf complejo

0 Vi

Re(V(x))
I
7
|

|
e
[4)]
T
|

25
-50 -40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40 50
X

Figura 4.8: Comportamiento asintético de Re(V (x)) (4.48).
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Por consiguiente, los eigenvalores )\, asociados al problema (1.1)),(1.3) con los coe-

ficientes definidos como

( h?
2 0 r < —h
0 z>h
ﬁQ
\ —m .T>h
1 r < —h
Rz)=< 1 —h<ax<h
1 x>h

son aproximaciones a los eigenvalores (#.49)) de la ecuacién de Schrodinger (.47).
En los coeficientes note la presencia de h, el pardmetro que indica donde se trunca el
potencial V' (z) para definir el coeficiente ()(x). De cierta manera el valor de este pardmetro
influye en la precision de los resultados numéricos obtenidos. Esto se debe a que si se con-
sidera un valor de & tal que el potencial V' (h) no esté suficientemente cerca de 0 entonces
el problema (I.1)),(1.3) con no serd una buena aproximacién al problema original de

Schrédinger donde los coeficientes son continuos en todo el eje real. A continuacién se pre-
senta un andlisis en el cual se consideran diversos valores de h y se calculan los eigenvalores
por medio de la ecuacién de dispersion (4.21]).

En las tablas se presentan los errores absolutos entre los eigenvalores exactos (calcu-
lados con (#.49)) y los aproximados (obtenidos con (4.21))) para diversos valores de h. Los
valores de los parametros que se consideraron son A =1, M =1, V} =24y V, = 25.

De las tablas se puede apreciar que conforme el pardimetro h crece, la precision obte-
nida al calcular el dltimo eigenvalor mejora. Por ejemplo para el valor de & = 5 no se alcanza
a obtener el cuarto eigenvalor, sin embargo si se considera h = 19, si se obtiene el cuarto
eigenvalor y ademds con una precision de 7 digitos.

La razén por la cudl se pierde precision en intervalos pequenos (valores de h pequefios) es

la siguiente. Primero note que para eigenvalores grandes (cuyo moddulo sea grande) la di-
ferencia Q(z) — A no se ve tan afectada por el truncamiento, ya que el valor del potencial
es pequefio para valores |x| > h, y por tanto no se pierde tanta precisién en los célculos
numéricos. No obstante para eigenvalores pequefios el truncamiento afecta considerable-
mente a la diferencia Q)(z) — A debido a que el valor del potencial y el de A son compa-

rables y al considerar Q)(x) = 0 para |z| > h provoca que la ecuacién resultante se vea
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Tabla 4.27: Eigenvalores para el potencial complejo Poschl-Teller con masa constante para
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diversos valores de h, utilizando el método de integracién Newton-Cotes de 6 puntos.

afectada en gran medida. Es por esto que en los resultados presentados el cuarto eigenva-
lor (0.0089172119045497 — 0.4330127018922193:) se calcula con bastante menor precision
que el primero (3.0089172119045497 + 0.43301270189221937) cuyo mddulo es considera-

blemente mayor.

La cantidad de términos en la serie de la ecuacién de dispersion fue N = 200 y el tiempo de

calculo en promedio fue de 800s. El codigo fuente para este experimento se proporciona en

el apéndice (A.g).
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V. CONCLUSIONES

En esta tesis se presenta una nueva técnica para el calculo numérico de eigenvalores
del operador de Sturm-Liouville en todo el eje real. Esta técnica consiste en extender el méto-
do SPPS a todo el eje real para obtener en forma explicita la ecuacion de dispersion asociada
al operador. Dicha ecuacion es de la forma () = 0, donde ® es una funcién analitica dada
por su serie de Taylor y A el pardmetro espectral. Los ceros de la funcién & son precisamente
los eigenvalores del operador. La naturaleza de la ecuacion de dispersion y del método SPPS
permiten desarrollar un algoritmo sencillo de implementarse en programas de computo nu-
mérico como Matlab. A saber, se trunca la serie involucrada en la ecuacién de dispersion y se
calculan los ceros del polinomio resultante, a partir de los cuales con ayuda de criterios como
el teorema de Rouché, se filtran aquellos que representan aproximaciones a los eigenvalores
del problema. Una de las aplicaciones de esta tesis radica en el calculo de eigenvalores para la
ecuacion de Schrodinger con PDM. Este tipo de modelos aparecen en diversas aplicaciones
en las cuales es indispensable calcular los niveles de energia (eigenvalores) de una particula
atrapada en nanoestructuras tales como pozos, hilos y puntos cudnticos utilizados en la fa-
bricacion de diodos laser, celdas solares, transistores, entre otros. La aplicacion de la técnica
propuesta a modelos clasicos como son los potenciales Poschl-Teller y Scarf II hiperbdlico
con masa variable permitié testar la eficiencia del método obteniendo aproximaciones muy
precisas, incluso para casos en los que el operador admite eigenvalores complejos, lo cual
representa una ventaja respecto de los métodos disponibles como lo es del de disparo. Otra
ventaja que presenta la técnica es que todos los eigenvalores de un problema se obtienen en
un solo calculo a diferencia de otros métodos en los que cada eigenvalor se calcula por sepa-
rado.

Una de las posibles mejoras a esta técnica es la aplicacion del desplazamiento espectral con-
siderada en (Castillo-Pérez et al., 2013)), ya que permite calcular los eigenvalores lejanos al
cero con mayor precision. Esta técnica consiste en construir la representacion en series del
método SPPS de la solucién en el intervalo [—h, h| a partir de una solucién particular para
algin A = ) arbitrario en lugar de A = 0, tal como se considerd en el presente trabajo.
Otra mejora se basa en utilizar el reciente método SPPS modificado (Kravchenko and Torba,

2014]) para la construccion de la ecuacién de dispersion, el cual tiene mucho mayor alcance
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y permite calcular los eigenvalores con mayor precision, ademds tiene la ventaja de poder
utilizar una solucidn particular con ceros a diferencia del método anterior.

Dentro de los trabajos prospectivos destaca la aplicacion del método SPPS en la construccién
de la ecuacién de dispersion de ecuaciones de Schrodinger con potenciales singulares y masa

variable.
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E13)

I. CODIGO FUENTE

Programa A.1: Pozo cuantico rectangular de la seccién correspondiente a las tablas -

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

tic
clear all;

clc

format long

SplineOrder = 4;

al0=-1; a=1; $Intervalo [-h,h]
Pts=10000; WoPts = 2%Pts

Pointsl=linspace (a0, 0,Pts);

Points2=linspace(0,a,Pts);

usedPoints=[Pointsl Points2 (2:Pts)]; $Particidédn del intervalo
N=120; %Términos de la serie en ec. de dispersidn
1w=20; FPmplitud del pozo

ChangeVar=1w/2;

e Potencial rectangular-——————"-""""""""--—————
h=87.292744948; % Constante de Planck

V=167.098; ¥Altura del pozo

g = -V*ones (1, length (usedPoints));

S Valores de p(Xx)-———————————————————

mw = 0.067; fmasa en el pozo

mb = 0.0836; %masa en las barreras

p=—((h"2)/ (2+mw) ) xones (1, length (usedPoints) ) *x (1/ChangeVar”"2) ;
pl=—((h"2)/(2*mb)) * (1/ChangeVar"2) ;
p2=-((h"2)/(2*mb)) * (1/ChangeVar”2) ;

pAtmH=p (1) ;
PAtH=p (length (usedPoints)) ;

- Valores de r(x)———————————"—-————
r=(1)*ones (1, length (usedPoints));

rl=1;

r2=1;

%—-—-—-Intervalo en ddénde calcular los ceros del polinomio—————————-

lambdamin=0;
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34

35

36

37

38

39

40

41

42

43

44

45

46

47

48

49

50

51

52

53

54

55

56

57

58

59

60

61

62

63

64

65

66

67

68

69

70

71

72

73

74

75

76

77

lambdamax=sqgrt (min (q) *r1/pl)-0.01;

[

[Y,Ytil]=PowersX(l,p,—-g,N+1,usedPoints,a-al);
for count = 1:N+1

————= Construccidén de UO, sol de ec (pUO') '+gUO=

o- -

YatH (count) = Y (count, length (usedPoints));

YAtusedPoints (count, :) = Y (count, :);

YtilAtusedPoints (count, :) = Ytil (count, :);

YtilAtH (count) = Ytil (count, length (usedPoints));
end

zl=ones (1, length (usedPoints)); z2=zeros(l,length (usedPoints));

Z1Der = zeros(l,length(usedPoints));
Z2Der = ones(l,length(usedPoints));
for j=1:N
if rem(j,2)==0
ztil = Ytil (3, :);
z1l = z1 + Ztil;
else
Z =Y(3,:);
z2 = z2 + Z;

U0Sol = z1l+1i%z2; U0=U0S01/U0Sol (1) ;

u0AtH = U0 (length (usedPoints));

uODerivativeAtH = 1lix (1/pAtH);
for count = 1:N/2

S ——— Construccién de derivada de uQ0-————-—

uODerivativeAtH = ulODerivativeAtH + (1/pAtH)*YtilAtH (2+count-1)...

+(1/pAtH) *YatH (2+xcount) x11;

end

errorl = Error(p, U0, g, 0, 0, usedPoints, SplineOrder);

plot (usedPoints,errorl);
[X,Xtil]=PowersX (U0, p, r,N+1,usedPoints, a-al);
for count = 1:N+1
XatH (count) = X(count, length (usedPoints));
XAtusedPoints (count, :) = X(count, :);

XtilAtusedPoints (count, :) = Xtil (count, :);

S ———————— Cédlculo de potencias formales Xtil”n y X"n—————————————

XtilAtH (count) = Xtil (count, length (usedPoints));

end
%——-Calculo de coefs. del polinomio mediante ec.

lambda = linspace (lambdamin, lambdamax, 10000) ;

dispersién—————-

EvenPowersOfMiu (1) = uODerivativeAtHs (1+1ixXatH(1l))+11i/ (uOAtH*xpAtH);

OddPowersOfMiu(l) = (plxulODerivativeAtHxXatH (1)
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78 + (p2+Uu0AtH/pAtH) * ((plxr2/ (p2+rl)) "~ (1/2))*(1+ 1li*XatH(1l));
79 for n=1:N/2

80 m = n;

81 EvenPowersOfMiu (n+1)=((pl/rl) "n) « (u0DerivativeAtH+XtilAtH (2*n) ...
82 + 1/ (UOAtH*pAtH) *Xti1i1AtH (2*n-1) ...

83 +1i*ulDerivativeAtH*«XatH (2«n+1)+ 1i/ (uOAtH*pAtH)*XatH (2*n) ...
84 + (p2xrl+u0AtH/pAtH) % (((pl*xr2)/(p2xrl))"(1/2))*xXatH(2+n-1));

85 OddPowersOfMiu (n+1l)=((pl/rl) m) * (pl* (uODerivativeAtHxXatH (2+m+1) ...
86 + 1/ (UOAtH*xpAtH) *XatH(2*m)) ...

87 + (p2*ul0AtH/pAtH) x ((plxr2/ (p2*rl)) "~ (1/2))* (XtilAtH (2*m) ...

88 + lixXatH(2+m+1)));

89 end

T Formacién de polinomio—————----------—-———

91 Poly = zeros(l,N+1);

92 for n=0:N

93 if rem(n,2) == 0

94 Poly (N+1 - n) = EvenPowersOfMiu(n/2+1);

95 else

96 Poly (N+1 - n) = OddPowersOfMiu((n+l1)/2);

97 end

9¢ end

9 o Calculo de raices del polinomio————————————————

100 SumaTotal=polyval (Poly, lambda) ;

101 SumaSpline = spapi (SplineOrder, lambda, real (SumaTotal));
102 lambdasViaSpline=sort (fnzeros (SumaSpline))';

103 raices = roots (Poly);

104 k=1;

15 for i = l:length(raices)

106 if abs(imag(raices(i)))< 0.01

107 Raices (k)=raices(i);

108 k=k+1;

109 end

1o end

== Eigenvalores del problema————-----"""""—"————————
112 (lambdasViaSpline(:,1)."2)*pl/rl +V

113 Lambdasviaroots=(real (Raices) ') ."2xpl/rl +V

114

115 toc
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Programa A.2: Pozo cudntico rectangular de la seccién correspondiente a las tablas -

E2T)

1 tic
2 clear all;

3 clc

5 format long

6 SplineOrder = 4;
7 al=-1; a=1; %$Intervalo [-h,h]
8 Pts=60000; WNoPts = 2%Pts

9 Pointsl=linspace (a0, 0,Pts);

10 Points2=linspace(0,a,Pts);

11 usedPoints=[Pointsl Points2(2:Pts)]; $Particidén del intervalo
12

13 N=150; %Términos de la serie en ec. de dispersidn
14 1w=60; Fmplitud del pozo

15 ChangeVar=1lw/2;

6 S == —— Potencial rectangular-———————"-""""""""-—————
17 h=87.292744948; % Constante de Planck

18 V=626.6175; ¥ ltura del pozo

19 g = -Vxones (l, length(usedPoints));

20 Valores de p(x)—————————"—""—""————

20 mw = 0.067; %masa en el pozo

2 mb = 0.12925; %masa en las barreras

3 p=—((h"2)/(2+mw)) xones (1, length (usedPoints) ) * (1/ChangevVar”2);

# pl=—((h"2)/(2xmb) ) * (1/ChangeVar”2);

25 p2=—((h"2)/(2xmb) )+ (1/ChangeVar”2);

26 PAtmH=p (1) ;
27 pAtH=p (length (usedPoints));

8 F oo Valores de r(x)-———————————————————

29 r=(1)+*ones(l,length (usedPoints));

30 rl=1;
31 r2=1;
» % ———-Intervalo en dénde calcular los ceros del polinomio——————————

33 lambdamin=0;
3 lambdamax=sqrt (min (q) *rl/pl)-0.01;

35

36 S ———— Construccidén de U0, sol de ec (pUO') "+qUO0=0-——---—-————————
37 [Y,Ytil]=PowersX(l,p,—-q,N+1,usedPoints,a-al);

33 for count = 1:N+1

39 YatH (count) = Y (count, length (usedPoints));

40 YAtusedPoints (count, :) = Y (count, :);

41 YtilAtusedPoints (count, :) = Ytil (count, :);
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42 YtilAtH(count) = Ytil (count, length (usedPoints));
4 end
4 zl=ones(l,length(usedPoints)); z2=zeros(l,length(usedPoints));

45 Z1lDer = zeros(l,length(usedPoints));

46 Z2Der = ones(l, length(usedPoints));

47 for j=1:N

48 if rem(j,2)==0

49 Ztil = Ytil (3, :);

50 zl = z1 + Ztil;

51 else

52 Z = Y(j,:);

53 z2 = z2 + 7;

54 end

55 end

s6 U0Sol = zl+lixz2; U0=U0S01/U0So0l (1) ;

s7 UOAtH = UO (length (usedPoints));

58 S —————————— Construccidén de derivada de u0-———-------------——
59 uODerivativeAtH = 1i* (1/pAtH);

0 for count = 1:N/2

61 uODerivativeAtH = ulODerivativeAtH + (1/pAtH)*YtilAtH (2*count-1)...
62 + (1/pAtH) xYatH (2+count) «11;

63 end

64 errorl = Error(p, UO, g, 0, 0, usedPoints, SplineOrder);

65 plot (usedPoints,errorl);
66 ———————— Cadlculo de potencias formales Xtil”n y X"n—————————————-—
67 [X,Xtil]=PowersX(UO,p,r,N+1,usedPoints,a-al);

68 for count = 1:N+1

69 XatH (count) = X(count, length (usedPoints));

70 XAtusedPoints (count, :) = X(count, :);

71 XtilAtusedPoints (count, :) = Xtil (count, :);

72 XtilAtH (count) = Xtil (count, length (usedPoints));
73 end

74 % ——-Cé&lculo de coefs. del polinomio mediante ec. dispersidén-—-—-———-—

75 lambda = linspace (lambdamin, lambdamax,10000) ;

76 EvenPowersOfMiu (1) = uODerivativeAtH= (1+1ixXatH(1))+11i/ (uOAtH*xpAtH);

77 OddPowersOfMiu(l) = (pl*uODerivativeAtHxXatH(l) + plxl/ (uOAtH+pAtH))...
78 + (p2+Uu0AtH/pAtH) * ((pl*r2/ (p2*rl) )~ (1/2)) (1+ 1li*«XatH(1l));
79 for n=1:N/2

80 m = n;

81 EvenPowersOfMiu (n+1)=((pl/rl) " n)* (uODerivativeAtH+XtilAtH (2*n) ...

82 + 1/ (UOAtH*pAtH) *XtilAtH(2+n-1) ...

83 +1i+ulDerivativeAtH+XatH (2«n+1)+ 1i/ (uOAtH*pAtH)*XatH(2+n) ...

84 + (p2*rl*ul0AtH/pAtH) * (((pl*r2)/(p2xrl)) " (1/2))*XatH(2xn-1));

85 OddPowersOfMiu (n+1)=((pl/rl) "m) * (pl* (uODerivativeAtH*XatH (2+xm+1) ...
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86

87

88

89

90

91

92

93

94

95

96

97

98

99

100

101

102

103

104

105

106

107

108

109

110

111

112

113

114

115

+ 1/ (uOAtH*pAtH) *XatH (2+m)) ...

+ (p2*uOAtH/pAtH) * ((pl*r2/ (p2*rl) )~ (1/2)) *x (XtilAtH (2xm) ...

+ li*XatH (2+xm+1)));
end

e ————————— Formacién de polinomio—————-------—--—-——~

Poly = zeros(1l,N+1);

for n=0:N
if rem(n,2) == 0
Poly (N+1 - n) = EvenPowersOfMiu(n/2+1);
else
Poly (N+1 - n) = OddPowersOfMiu((n+1)/2);
end
end
S Calculo de raices del polinomio————————————————

SumaTotal=polyval (Poly, lambda) ;

SumaSpline = spapi (SplineOrder, lambda, real (SumaTotal)) ;
lambdasViaSpline=sort (fnzeros (SumaSpline))';
raices = roots (Poly);
k=1;
for i = l:length(raices)
if abs(imag(raices(i)))< 0.01

Raices (k)=raices (i) ;
k=k+1;
end
end
= Eigenvalores del problema-—-—————----------——-———
(lambdasViaSpline (:, 1) ."2)xpl/rl +V

Lambdasviaroots=(real (Raices) ') ."2%pl/rl +V

toc
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Programa A.3: Pozo cudntico rectangular de la seccidn 4.3.4{ correspondiente a la tabla4.22,

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

41

42

tic
clear all;

clc

format long

SplineOrder = 4;

al=-1; a=1; $Intervalo [-h,h]
Pts=60000; WNoPts = 2%Pts

Pointsl=linspace (a0,0,Pts);

Points2=linspace (0,a,Pts);

usedPoints=[Pointsl Points2(2:Pts)]; Particidédn del intervalo
N=120; $Términos de la serie en ec. de dispersidn
1w=200; Fmplitud del pozo

ChangeVar=1lw/2;

e Potencial rectangular-———————""""""""————————
h=87.292744948; %Constante de Planck

V=225; FAltura del pozo

g = —-Vxones (l, length (usedPoints));

- Valores de p(x)-———————————————————

mw = 0.067; %masa en el pozo

mb = 0.0919; fmasa en las barreras

p=-((h"2)/ (2+mw) ) *ones (1, length (usedPoints) ) * (1/ChangeVar”"2) ;
pl=—((h"2)/(2*mb)) * (1/ChangeVar~2);
p2=—((h"2)/ (2*mb) ) * (1/ChangeVar"2) ;

pAtmH=p (1) ;

PAtH=p (length (usedPoints));
= Valores de r(x)-—————————"""==—————
r=(1)xones (1, length (usedPoints));

rl=1;

r2=1;

$———-—-Intervalo en dénde calcular los ceros del polinomio——————————
lambdamin=0;

lambdamax=sqgrt (min (q) *r1/pl)-0.01;

————= Construccidén de U0, sol de ec (pUO') '+qUO0=0-—---—-————————
[Y,Ytil]=PowersX(l,p,—-g,N+1,usedPoints,a-al);

for count = 1:N+1

YatH (count) = Y (count, length (usedPoints));
YAtusedPoints (count, :) = Y (count, :);
YtilAtusedPoints (count, :) = Ytil (count, :);
YtilAtH (count) = Ytil (count, length (usedPoints));
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4 end

4 zl=ones(l,length(usedPoints)); z2=zeros(l,length(usedPoints));
45 Z1lDer = zeros(l,length(usedPoints));

46 Z2Der = ones(l,length(usedPoints));

47 for j=1:N

48 if rem(j,2)==

49 Ztil = Ytil (3, :);

50 z1l = z1 + Ztil;

51 else

52 Z = Y(3,:);

53 z2 = 22 + 7;

54 end

55 end

s6 U0Sol = z1+1i*z2; U0=U0S01/U0So0l (1) ;

57 U0AtH = UO(length (usedPoints));

58 oo ————— Construccidén de derivada de u0-———-------------——
s9 uODerivativeAtH = 1i* (1/pAtH);

600 for count = 1:N/2

61 uODerivativeAtH = ulODerivativeAtH + (1/pAtH)*YtilAtH (2+count-1)...
62 + (1/pAtH) xYatH (2+count) =11;

63 end

¢4 errorl = Error(p, UO, g, 0, 0, usedPoints, SplineOrder);

65 plot (usedPoints,errorl);

66 F———————— Cadlculo de potencias formales Xtil”n y X"n——————————————

67 [X,Xtil]=PowersX(UO,p,r,N+1,usedPoints,a-a0);

68 for count = 1:N+1

69 XatH (count) = X(count, length (usedPoints));

70 XAtusedPoints (count, :) = X(count, :);

71 XtilAtusedPoints (count, :) = Xtil (count, :);

72 XtilAtH(count) = Xtil (count, length (usedPoints));
73 end

74 %——-C&lculo de coefs. del polinomio mediante ec. dispersidén-—-—-———-—

75 lambda = linspace (lambdamin, lambdamax,10000) ;

76 EvenPowersOfMiu(l) = ulODerivativeAtHs (1+1ixXatH(1))+1i/ (uOAtH*xpAtH);

77 OddPowersOfMiu (1) = (plxuODerivativeAtHxXatH(l) + plx1l/ (uOAtH*pAtH))...
78 + (p2*u0AtH/pAtH) * ((pl*r2/ (p2*rl)) "~ (1/2))* (1+ 1i*XatH(1));
79 for n=1:N/2

80 m = n;

81 EvenPowersOfMiu (n+1l)=((pl/rl) "n) « (uODerivativeAtH+XtilAtH (2xn) ...

82 + 1/ (uOAtH+pAtH) *XtilAtH (2%n-1) ...

83 +lixuODerivativeAtH+XatH (2+n+1)+ 11/ (uOAtH+pAtH)*XatH(2*n) ...

84 + (p2*rl*u0AtH/pAtH) * (((pl*r2)/(p2xrl)) " (1/2))*«XatH(2xn-1));

85 OddPowersOfMiu (n+1)=((pl/rl) "m) * (pl* (uODerivativeAtH*XatH (2+xm+1) ...
86 + 1/ (UWOAtH*pAtH) *XatH (2*m)) ...

78




87

88

89

90

91

92

93

94

95

96

97

98

99

100

101

102

103

104

105

106

107

108

109

110

111

112

113

114

115

+ (p2*xuOAtH/pAtH) * ((pl*r2/ (p2*rl) )"~ (1/2)) x (XtilAtH (2xm) ...

+ li*XatH(2*m+1)));
end

S —— Formacién de polinomio-————--—-————-————————

Poly = zeros(1,N+1);

for n=0:N
if rem(n,2) == 0
Poly (N+1 - n) = EvenPowersOfMiu(n/2+1);
else

Poly (N+1 - n) OddPowersOfMiu ((n+1) /2);
end
end

S ———————— Cadlculo de raices del polinomio————————————————

SumaTotal=polyval (Poly, lambda) ;

SumaSpline = spapi (SplineOrder, lambda, real (SumaTotal));
lambdasViaSpline=sort (fnzeros (SumaSpline))';
raices = roots (Poly);
k=1;
for 1 = l:length(raices)
if abs(imag(raices(i)))< 0.01

Raices (k)=raices (i) ;
k=k+1;
end
end
F—————————————= Eigenvalores del problema—-—————————""—"——————————
(lambdasViaSpline (:, 1) ."2)xpl/rl +V

Lambdasviaroots=(real (Raices) ') ."2xpl/rl +V

toc
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Programa A.4: Potencial Poschl-Teller modificado con masa variable (fnint)(4.23

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

41

42

tic
clear all;

clc

format long

SplineOrder = 5; %1+ Orden para aproximar las potencias formales
Precision=10"-15;

al0=-1; a=1;

Pts=10000; WNoPts=2%Pts

Pointsl=linspace (a0, 0,Pts);

Points2=linspace (0,a,Pts);

usedPoints=[Pointsl Points2(2:Pts)]; %articién uniforme

N=100; %Cantidad de términos considerados en la ec. de dispersién
CVv = 5; % Cambio de wvariable

Points = CV*usedPoints;

G Potencial Poschl-Teller—————-----""""-"—"———————

h =1; %Constante reducida de planck

alpha = 1; ConstMass = 1; Beta= 5; qgq = 1; Parametros

U0 = h”"2+alpha”2+Betax* (Beta-1)/ (2+«+ConstMass) ;
q = PoschlTellerPDM(alpha, gq,U0,Points);
e e e Valores de p(x)——————""""""——"————————
mw = (1./(Points.”2 + gg) + alpha”"2)."2; % Masa en el pozo
mwAtA = mw(length (Points));

mb = alpha”4;

p=—(h"2./ (2xmw) ) x (1/CV"2) ;

pl=—(h"2/(2xmb) ) * (1/CV"2);

p2=—(h"2/ (2xmb) ) x (1/CV"2) ;

pAtO=p(1);

PAtA=p (length (usedPoints));

lambda0=0;

S Valores de r(x)——————————————————————————

r=1xones (1, length (usedPoints));
rl=1;

r2=1;

- Intervalo en dénde calcular los ceros del polinomio————————
lambdamin=0;

lambdamax=sqgrt (min (q) *rl/pl)-0.01;
%$[glvalue]=ConstructionOfParticularSolution(gl, -p , 1,

14

o\

0
usedPoints, a0, a, N, SplineOrder, Precision);
1

%$[g2value]=ConstructionOfParticularSolution(gl, -p , 0O, ,

o

usedPoints, a0, a, N, SplineOrder, Precision);
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43

44

45

46

47

48

49

50

51

52

53

54

55

56

57

58

59

60

61

62

63

64

65

66

67

68

69

70

71

72

73

74

75

76

71

78

79

80

81

82

83

84

85

86

%0 = glvalue + ixg2value;

%—-Construccidén de sol. part. U0, sol de ec (pUO') '+qUO0=0-——--—————

[X,Xtil]=PowersX(q,-(1./p),N+1,usedPoints, SplineOrder);
for count = 1:N+1
XatA (count) = fnval (X(count),a);
XAtusedPoints (count, :) = fnval (X(count),usedPoints);
XtilAtusedPoints (count, :) = fnval (Xtil (count),usedPoints);
XtilAtA (count) = fnval (Xtil (count),a);
end
yl=ones (1, length (usedPoints)); y2=zeros(l,length (usedPoints));
ylDer = zeros(l,length(usedPoints));
y2Der = ones(l, length (usedPoints));
for j=1:N
if rem(j,2)==
Ytil = fnval (Xtil(j),usedPoints);
Y = fnval (X(j),usedPoints);
yl =yl + Ytil;
y2Der = y2Der + Y;
else
Y = fnval (X(j),usedPoints);
Ytil = fnval (Xtil(j),usedPoints);
y2 = y2 + Y;
ylDer = ylDer + Ytil;
end
end
u0Sol = yl+1lixy2; u0=ul0Sol;
ulspl=spapi (SplineOrder,usedPoints, ul);
uO0AtA=fnval (ulOspl, a);
uODerAtA = 1ix (-1/pAtA);
for count = 1:N/2
uODerAtA = uODerAtA+ (-1/pAtA) *XtilAtA (2+xcount-1)...
+ (=1/pAtA) «XatA (2+xcount) *11i;
end
gll=(u0.72) .xxr;
gl2=1./(p.x(u0.72));
[X,Xtil]=PowersX(gll,gl2,N+1,usedPoints, SplineOrder);
for count = 1:N+1
XatA (count) = fnval (X (count),a);
XAtusedPoints (count, :) = fnval (X (count),usedPoints);
XtilAtusedPoints (count, :) = fnval (Xtil (count),usedPoints);
XtilAtA (count) = fnval (Xtil (count),a);

end

81

S —————— Construccidén de la derivada de u0-———-————-----———

——————————— Cadlculo de potencias formales Xtil”™n y X"n————————————-




[

8 I Célculo de los coeficientes del polinomio——————————-—-
g8 EvenPowersOfMiu (1) = (mb/mwAtA)x (u0DerAtAx (1+1lixXatA(l))...

89 +11i/ (uUOAtAxpAtA));

9 OddPowersOfMiu (1) = ulODerAtA+pAtO0*XatA(l) + pAtO0/ (uOAtA*pAtA)...

91 + UOAtAx* ((plxr2/ (rl*p2))"(1/2))

92 + 1ixu0AtA* ((pl*r2/ (rlxp2))”~(1/2))*«XatA(1l);

93 for n=1:N/2

94 m = nj;

95 EvenPowersOfMiu (n+1)=((pl/rl)"n)* ( (mb/mwAtA) +ruODerAtA+XtilAtA (2*n) ...
96 + (mb/mwAtA) *1lixuODerAtAxXatA (2+n+1)

97 + (mb/mwAtA) xXatA (2+n) 11/ (WOAtA+xpAtLA)

98 + (mb/mwAtA) *XtilAtA (2+n-1)*1/ (UOAtAxpAtA)

99 + (mwAtA/mb) * ((rl/pl) ~(1/2))* ((r2/p2) " (1/2)) *u0AtA«pAt0*XatA (2+xn-1));
100 OddPowersOfMiu (n+1l)=((pl/rl) "m) « (UODerAtA*xpAt0+XatA (2+m+1) ...

101 + XatA (2*m) xpAt0/ (UOAtLA*pALA) ...

102 + UOAtA* ((pl*r2/(rlxp2)) " (1/2))*XtilAtA (2+m) ...

103 + 1ixuOAtA* ((pl*r2/ (rlxp2))~(1/2))*XatA (2*xm+1));

104 end

105 S ————————————— Construccién del polinomio———————----""-""------————

w6 Pl = zeros(1l,N+1);

107 for n=0:N

108 if rem(n,2) ==

109 P1(N+1l - n) = EvenPowersOfMiu(n/2+1);

110 else

111 P1(N+1l - n) = OddPowersOfMiu((n+l1)/2);

112 end

13 end

14 S ————————— = Cédlculo de raices del polinomio——————-—--———————

115 lambdaPoints=linspace (lambdamin, lambdamax, 10000) ;

1

6 rinlambda=polyval (P1l, lambdaPoints);

1

7 rinlambdaspline=spapi (SplineOrder, lambdaPoints, real (rinlambda)) ;
s lambdaviaspline=fnzeros (rinlambdaspline)+lambdal

1

9 plx(lambdaviaspline.”2)/rl

120 toc
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Programa A.5: Potencial Poschl-Teller modificado con masa variable (Cotes) (4.24

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

42

tic
clear all;

clc

format long

SplineOrder = 4;

a0=-7; a=7; % Intervalo [-h,h]
Pts=90000; % NoPts=2xPts

Pointsl=linspace (a0,0,Pts);
Points2=linspace (0,a,Pts);

usedPoints=[Pointsl Points2(2:Pts)]; Particidédn uniforme

N=130; $Términos considerados en la serie de la ec. de dispersidn
= Potencial-Poschl-Teller-——————----------——-————

h = 1; alpha = 1; M= 1;

beta= 5; qu = 1; K=0;
U0 = h”"2xalpha”2+betax* (beta-1)/(2xM);
g = PoschlTellerPDM(alpha, qu,U0,usedPoints);

S Valores de p(x)———————"—"""""""~""~"—"—"—————————
mw = (1./(usedPoints.”2 + qu) + alpha”2)."2; WMasa del pozo
mwAtH = mw(length (usedPoints));
mwAtmH = mw (1) ;
mbAtmH = alpha”4; Masa en la barrera izquierda
mbAtH = alpha”4; WMasa en la barrera derecha
alphal = 0; alpha2 = 0;

- (h*2./ (2*mw) ) ;
pl=—(h"2/ (2+mbAtmH) ) ;
p2=-(h"2/ (2+mbAtH) ) ;

pAtmH=p (1) ;
PAtH=p (length (usedPoints));
- = Valores de r(x)———————————"—"""————————
r=1xones (1, length (usedPoints));
rl=1;
r2=1;
——————= Intervalo en dénde calcular los ceros del polinomio————————
lambdamin=0;
lambdamax=sqgrt (min (q) *rl/pl)-0.01;
%$-—-Construccidén de sol. part. U0, sol de ec (pUO') '+qUO0=0-——--—————
[Y,Ytil]=PowersX(1l,p,-q,N+1,usedPoints, a-a0);
for count = 1:N+1

YatH (count) = Y (count, length (usedPoints));

YAtusedPoints (count, :) = Y (count, :);
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43 YtilAtusedPoints (count, :) = Ytil (count, :);

44 YtilAtH(count) = Ytil (count, length (usedPoints));
45 end

46 zl=ones (1, length (usedPoints));

41 z2=zeros (1l,length (usedPoints));

4 for j=1:N

49 if rem(j,2)==0

50 Ztil = Ytil (3, :);

51 z1l = z1 + Ztil;

52 else

53 Z = Y(J,:);

54 z2 = 22 + Z;

55 end

s6 end

57 U0Sol = zl+1lixz2; U0=U0S01/U0So0l (1) ;

s UOAtH = UO (length (usedPoints));

50 G Construccidén de la derivada de u0-———--—----------—-
60 uODerivativeAtH = 1i* (1/pAtH);

61 for count = 1:N/2

62 uODerivativeAtH = ulODerivativeAtH + (1/pAtH)*YtilAtH (2*count-1)...
63 + (1/pAtH)xYatH(2+count) x11i;

& end

6s errorl = Error(p, UO, g, 0, 0, usedPoints, SplineOrder);

6 plot (usedPoints,errorl);
67 S——————————— Cédlculo de potencias formales Xtil”n y X"n———————————
68 [X,Xtil]=PowersX(UO,p,r,N+1,usedPoints,a-al);

6 for count = 1:N+1

70 XatH (count) = X(count, length (usedPoints));

71 XAtusedPoints (count, :) = X(count, :);

72 XtilAtusedPoints (count, :) = Xtil (count, :);

73 XtilAtH (count) = Xtil (count, length (usedPoints));

74 end

5 T Calculo de los coeficientes del polinomio———————=—————

76 lambda = linspace (0, lambdamax,10000) ;

77 EvenPowersOfMiu (1) = uODerivativeAtH= (1+1ixXatH(1))+11i/ (uOAtH*xpAtH);
78 OddPowersOfMiu (1) = mwAtmH/mbAtmH+pAtmH* (u0DerivativeAtH*«XatH (1) ...
79 +1/ (UOAtH*pAtH)) ...

80 + UOAtH*mwAtH/mbAtH* ((pl*r2/ (rlxp2))~(1/2))* (1+ 1li*xXatH(1l));

81 for n=1:N/2

82 m = n;

83 EvenPowersOfMiu (n+1l) = ((pl/rl)"n)* (uODerivativeAtH+*XtilAtH (2+n)
84 + 1/ (UOAtH*pAtH) *XtilAtH(2*n-1) ...

85 +1i+ulDerivativeAtH+«XatH (2xn+1)+ 1i/ (uOAtH*pAtH)*XatH(2+n) ...
86 + UOAtH*pAtmH* (mwAtH/mbAtH) * (mwAtmH/mbAtmH) ...
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87 * ((rl/pl)~(1/2))*((x2/p2) " (1/2))*XatH(2+xn-1));
88 OddPowersOfMiu (n+l) =...

89 ((pl/rl) "m) * (mwAtmH/mbAtmH+pAtmH* (u0DerivativeAtHxXatH (2+«m+1) ...
90 + 1/ (uOAtH*pAtH) *XatH (2*m)) ...

91 + UOAtH* (mwAtH/mbAtH) * ((pl*r2/ (rl+p2)) " (1/2))* (XtilAtH(2+m) ...
92 + lixXatH(2+m+1)));

93 end

9% G Construccién del polinomio————————----""-""---—---————

95 Poly = zeros(1l,N+1);

96 for n=0:N

97 if rem(n,2) ==

98 Poly (N+1 - n) = EvenPowersOfMiu(n/2+1);

99 else

100 Poly (N+1 - n) = OddPowersOfMiu((n+1l)/2);

101 end

102 end

103 S —————— Cédlculo de raices del polinomio————————---——————

14 SumaTotal=polyval (Poly, lambda) ;

15 SumaSpline = spapi (SplineOrder, lambda, real (SumaTotal));
106 lambdasViaSpline=sort (fnzeros (SumaSpline))';

107 raices = roots (Poly);

108 k=1;

109 for i = l:length(raices)

110 if abs(imag(raices(i)))< 0.01

111 Raices (k)=raices (i) ;

112 k=k+1;

113 end

114 end

15 S ————————————————————— Eigenvalores aproximados————————————————————

116 LambdasAprox=(lambdasViaSpline(:,1).72)*pl/rl;
117 Lambdasviaroots=(real (Raices) ') ."2xpl/rl;

g S ———— - ————— Eigenvalores exactos—————————————————————————

1m9 for n = 0:beta-1

120 E(n+l) = —(h/2)*alpha”2x (beta-1-n)"2;
121 end
22 S ————— = —————— Errores absolutos—————-—---------————

123 flag = 0;
124 fprintf (['\tEigenvalor Exacto\t\t', ...

125 ! Eigenvalor Aproximado\tError Absoluto\n']);
126 for i=1l:length (LambdasAprox)

127 for k = 1l:length(E)

128 if abs (LambdasAprox (i) -E(k))< 9e-2
129 if LambdasAprox (i)>0
130 fprintf (' %.15f \t\t %.15f \t\t %i\n',...
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131

132

133

134

135

136

137

138

139

140

141

142

143

144

145

146

147

E (k) , LambdasAprox (i), abs (E (k) ~LambdasAprox (1)) ) ;

%.15f

\t\t %i\n', ...

E (k) , LambdasAprox (i), abs (E (k) ~-LambdasAprox (i) ) ) ;

else
fporintf (' %.15f \t\t
end
flag=1;
end
end
if flag ==

if LambdasAprox (i)>0

fprintf ('No existe valor exacto \t

else

fprintf ('No existe valor exacto \t

end
end
end

toc

%.15f \n',LambdasAprox (1)) ;

%.15f \n', LambdasAprox (i));
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Programa A.6: Potencial Scarf II hiperbdlico con masa variable (fnint) (4.25

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

41

42

tic
clear all;

clc

format long %l + Orden para aproximar las potencias formales
SplineOrder = 3;

Precision=10"-15

al=-1; a=1;

Pts=10000; WNoPts=2%Pts

Pointsl=linspace (a0, 0,Pts);

Points2=linspace (0,a,Pts);

usedPoints=[Pointsl Points2(2:Pts)]; Particidédn uniforme

N=150; %Cantidad de términos considerados en la ec. de dispersién
CV = 4; $Cambio de variable

Points = CV*usedPoints;

G Potencial Poschl-Teller—————-----""""-"—"———————
h =1; %Constante reducida de planck

alpha =1; A =3; B=1; q9gg =1; K = A"2; SParametros

g = ScarfIIPDM(A,B,K,h,alpha,qq,Points);
e e Valores de p(x)-—————————"————————————
mw = (tanh(Points).”2 + alpha”2)."2;

mwAtA = mw(length (Points));
mb = (1 + alpha”2)”"2;

p=—(h"2./ (2*mw) ) * (1/CV"*2);
pl=—(h"2/(2*mb) ) * (1/CV"2);
p2=-(h"2/(2*mb) ) * (1/CV"2);

PAtO=p (1) ;

pPAtA=p (length (usedPoints)) ;

lambda0=0;

e Valores de r(x)——————""""—"=——————————————

r=1xones (1, length (usedPoints));
rl=1;

r2=1;

——————= Intervalo en dénde calcular los ceros del polinomio————————
lambdamin=0;

lambdamax=sqgrt (min (q) *rl/pl)-0.01;

gl=g-lambdal;
a22=-(1./p);

%$-—-Construccidén de sol. part. U0, sol de ec (pUO') '+qUO0=0-—-———————
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43

44

45

46

47

48

49

50

51

52

53

54

55

56

57

58

59

60

61

62

63

64

65

66

67

68

69

70

71

72

73

74

75

76

71

78

79

80

81

82

83

84

85

86

$[glvalue]=ConstructionOfParticularSolution(gl, -p , 1, 0,...
usedPoints, a0, a, N, SplineOrder, Precision);
%$[g2value]=ConstructionOfParticularSolution(gl, -p , 0, 1,...
usedPoints, a0, a, N, SplineOrder, Precision);
0 = glvalue + ixg2value;
[X,Xtil]=PowersX(gl,g22,N+1,usedPoints, SplineOrder);
for count = 1:N+1
XatA (count) = fnval (X (count),a);
XtilAtA (count) = fnval (Xtil (count),a);

end

yl=ones (1, length (usedPoints)); y2=zeros(l,length(usedPoints));

ylDer = zeros(l,length(usedPoints));
y2Der = ones(l,length (usedPoints));
for j=1:N

if rem(j,2)==0
Ytil = fnval (Xtil(j),usedPoints);
Y = fnval (X(3j),usedPoints);
yl = vyl + Ytil;
y2Der = y2Der + Y;
else
Y = fnval (X(j),usedPoints);
Ytil = fnval (Xtil (j),usedPoints);
y2 = y2 + Y;
ylDer = ylDer + Ytil;

end
end
ulSol = yl+1lixy2; u0=u0Sol;
uODer = (-1./p).x(ylDer + lixy2Der);

ulspl=spapi (SplineOrder,usedPoints, ul);

uODerivativeAtA = 1lix (-1/pAtA);
for count = 1:N/2
uODerivativeAtA=uODerivativeAtA+ (-1/pAtA) *XtilAtA (2«count—-1)+...
(-1/pAtA) *XatA (2+count) x11;
end
- Cédlculo de potencias formales Xtil”n y X"n———————————~
gll=(u0.72) .*r;
gl2=1./(p.*(u0.72));
[X,Xtil]=PowersX(gll,gl2,N+1,usedPoints, SplineOrder);
for count = 1:N+1
XatA (count) = fnval (X(count),a);
XtilAtA (count) = fnval (Xtil (count),a);

end
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87

88

89

90

95

97

98

99

100

101

102

103

104

105

106

107

108

109

110

111

112

113

114

115

1

6

1

7

118

119

120

121

[

e Cédlculo de los coeficientes del polinomio———————————-
EvenPowersOfMiu (1) = (mb/mwAtA) x (u0DerivativeAtA* (1+1i*xXatA(1l)) ...
+1i/ (UOAtA*pAtA));
OddPowersOfMiu (1) = uODerivativeAtAxpAtOxXatA(l) +...
PAt0/ (uOAtA+pAtA) + ulAtAx ((pl*xr2/ (rl*p2))"(1/2)) +...
1i+u0AtA* ((pl*r2/ (rlxp2) )~ (1/2))«XatA(1l);
for n=1:N/2
m = n;
EvenPowersOfMiu (n+1) =
((pl/rl) "n) * ((mb/mwAtA) xuODerivativeAtA*XtilAtA (2+n) +...
(mb/mwAtA) x1ixulODerivativeAtAxXatA (2+xn+1) +...
(mb/mwAtA) *XatA (2+n) *x1i/ (UOALA*pAtA) +...
(mb/mwAtA) *Xt11AtA (2+n-1) x1/ (UOAtA+xpAtA) +...
(mwAtA/mb) x ((rl/pl) ~(1/2))* ((xr2/p2) "~ (1/2)) *u0AtAxpAt0*xXatA (2+n-1));
OddPowersOfMiu (n+1)=((pl/rl) "m) * (uODerivativeAtA+pAtO+XathA (2xm+1)+. ..
XatA (2+m) *pAt0/ (UWOALA*pAtA) +...
UOALtA* ((pl*r2/ (rlxp2)) " (1/2)) *XtilAtA (2xm) +...
1i+u0AtA* ((pl*r2/ (rlxp2)) "~ (1/2))«XatA (2xm+1));

end
G Construccién del polinomio-————-—----"--"-"""""""--—————
Pl = zeros(1l,N+1);
for n=0:N
if rem(n,2) == 0
P1(N+1l - n) = EvenPowersOfMiu(n/2+1);
else
P1(N+1] - n) = OddPowersOfMiu((n+1)/2);
end
end
e Cédlculo de raices del polinomio———————----———————

lambdaPoints=linspace (lambdamin, lambdamax, 10000) ;
rinlambda=polyval (P1l, lambdaPoints) ;
rinlambdaspline=spapi (SplineOrder, lambdaPoints, real (rinlambda)) ;
lambdaviaspline=fnzeros (rinlambdaspline) +lambdal

pl* (lambdaviaspline.”2)/rl + K

toc
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Programa A.7: Potencial Scarf II hiperbdlico con masa variable (Cotes) (4.26

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

41

42

tic
clear all;

clc

format long

SplineOrder = 4;

al0=-7; a=7; $Intervalo [—h,h]
Pts=100000; WNoPts=2%Pts

Pointsl=linspace (a0,0,Pts);

Points2=linspace (0,a,Pts);

usedPoints=[Pointsl Points2(2:Pts)]; Particidédn uniforme

N=200; %Términos en la serie de la ec. de dispersidn
G Potencial-Scarf II Hiperbdlico———-—--------——————
h = 1; alpha = 1; A =3; B=1; M =1; K = A"2; Parametros

Q = ScarfIIPDM(A,B,K,h,alpha,M,usedPoints); Potencial
e Valores de P(x)———————————————————

mw = (tanh(usedPoints).”2 + alpha”2)."2; Masa en el pozo

mwAtH = mw(length (usedPoints));

mwAtmH = mw (1) ;
mbAtmH = (1 + alpha”2)"2; Masa en la barrera izquierda
mbAtH = (1 + alpha”2)"2; Masa en la barrera derecha

alphal = K; alpha2 = K;

p=—(h"2./(2*mw) ) ;

pl=-(h"2/ (2*mbAtmH) ) ;

p2=—(h"2/ (2+mbAtH) ) ;

pAtmH=p (1) ;

PAtH=p (length (usedPoints));

= Valores de R(x)-———————————————————
r=1xones (1, length (usedPoints));

rl=1;

r2=1;

lambdamin=0;

lambdamax=sqgrt (min (Q) xr1/pl)-0.01;

%-——-Construccidén de sol. particular U0, sol. de ec (pUO') '+qUO=0-———-

[Y,Ytil]=PowersX(l,p,-Q,N+1,usedPoints,a-al);
for count = 1:N+1

YatH (count) = Y (count, length (usedPoints));

YAtusedPoints (count, :) = Y (count, :);

YtilAtusedPoints (count,:) = Ytil (count, :);

YtilAtH(count) = Ytil (count, length (usedPoints));
end
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43

44

45

46

47

48

49

50

51

52

53

54

55

56

57

58

59

60

61

62

63

64

65

66

67

68

69

70

71

72

73

74

75

76

71

78

79

80

81

82

83

84

85

86

zl=ones (1, length (usedPoints)); z2=zeros(l,length(usedPoints));
for j=1:N
if rem(j,2)==0
Ztil = Ytil (3, :);
z1l = z1 + 7Ztil;
else
Z = Y(j,:);
z2 = z2 + Z7;

end

U0Sol = z1+1ixz2; U0=U0S0l1/U0S0l (1) ;
u0AtH = U0 (length (usedPoints));
S e Célculo de la derivada de u0-———-----------————
uODerivativeAtH = 1ix (1/pAtH);
for count = 1:N/2
uODerivativeAtH = ulODerivativeAtH + (1/pAtH)*YtilAtH (2*count-1)...
+ (1/pAtH)*YatH (2+xcount)11i;
end
errorl = Error(p, UO, Q, 0O, 0, usedPoints, SplineOrder);
plot (usedPoints,errorl);
= Calculo de potencias formales Xtil”n y X"n——————————~
[X,Xtil]=PowersX (UO,p, r,N+1,usedPoints, a-a0);
for count = 1:N+1

XatH (count) = X(count, length (usedPoints));

XAtusedPoints (count, :) = X(count, :);

XtilAtusedPoints (count, :) = Xtil (count, :);

XtilAtH (count) = Xtil (count, length (usedPoints));
end
e Cédlculo de coeficientes del polinomio————-———=——————
lambda = linspace (lambdamin, lambdamax,10000) ;
EvenPowersOfMiu (1) = uODerivativeAtH= (1+1ixXatH(1l))+11i/ (uOAtHxpAtH);
OddPowersOfMiu (1) = (plxuODerivativeAtHxXatH(1l) + pl*1/ (uOAtH*pAtH))...

+ (p2*UuOAtH/pAtH) *x ((plxr2/ (p2*rl) )"~ (1/2)) (1+ 1i*xXatH(1));
for n=1:N/2
m = n;
EvenPowersOfMiu (n+1l)=((pl/rl)"n) * (uODerivativeAtH+XtilAtH (2*n)
+ 1/ (UOAtH*pAtH) *XtilAtH(2*n-1) ...
+ li*uODerivativeAtH*XatH (2*n+1)+ 1i/ (uOAtH*pAtH)+XatH(2%n) ...
+ (p2+rlxuOAtH/pAtH) * (((pl*r2)/ (p2*rl))”~(1/2))*XatH(2+n-1));
OddPowersOfMiu (n+1l)=((pl/rl) m) * (pl* (uODerivativeAtHxXatH (2+m+1) ...
+ 1/ (UOAtH*pAtH) *XatH (2+m)) ...
+ (p2*ul0AtH/pAtH) x ((plxr2/ (p2*rl)) "~ (1/2))* (XtilAtH (2*m) ...
+ lixXatH(2*m+1)));

end
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87 e Construccién del polinomio————----------————
88 Poly = zeros(l,N+1);

89 for n=0:N

90 if rem(n,2) == 0

91 Poly (N+1 - n) = EvenPowersOfMiu(n/2+1);

92 else

93 Poly (N+1 - n) = OddPowersOfMiu ((n+1)/2);

94 end

95 end

9% T Céalculo de raices del polinomio————-———-——————-

97 SumaTotal=polyval (Poly, lambda) ;

98 SumaSpline = spapi (SplineOrder, lambda, real (SumaTotal));
9 lambdasViaSpline=sort (fnzeros (SumaSpline))';

100 raices = roots(Poly);

01 k=1;

102 for i = l:length(raices)

103 if abs(imag(raices(i)))< 0.01

104 Raices (k)=raices (1i);

105 k=k+1;

106 end

107 end

108 S —————— Eigenvalores aproximados————————————————————

19 LambdasAprox=(lambdasViaSpline(:,1)."2)*pl/rl + K;

10 Lambdasviaroots=(real (Raices) ') ."2xpl/rl + K;

1 s ——————————————————= Eigenvalores exactos—————————"——————————————
12 for n = 0:sgrt (2+«M) xA/ (alpha+*h)

113 E(n+l) = A"2-(A-nxalpha*h/ (sqrt (2+M)))"2;

114 end

15 S ——— - Errores absolutos————-—-----""""""""--—————
e flag = O;

;
17 fprintf (['\tEigenvalor Exacto\t\t', ...

118 'Eigenvalor Aproximado\t\tError Absoluto\n']);
19 for i=1l:length (LambdasAprox)

120 for k = 1l:length(E)

121 if abs (LambdasAprox(i)-E (k))< 9e-2

122 if LambdasAprox (i) >0

123 fprintf (' %.15f \t\t %.15f \t\t %i\n',...

124 E (k) , LambdasAprox (i), abs (E (k) ~LambdasAprox (1)) ) ;
125 else

126 fprintf (' %.15f \t\t %.15f \t\t &i\n',...

127 E (k) , LambdasAprox (i), abs (E (k) ~-LambdasAprox (1)) ) ;
128 end

129 flag=1l;

130 end
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131

132

133

134

135

136

137

138

139

140

end
if flag == 0
if LambdasAprox (i)>0
fprintf ('No existe valor exacto \t
else
fprintf ('No existe valor exacto \t
end
end
end

toc

%.15f \n', LambdasAprox (1)) ;

%.15f \n',LambdasAprox (1)) ;
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Programa A.8: Potencial Poschl-Teller complejo (4.27

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29
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31

32
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34

35

36

37

38

39

40

41

42

tic
clear all;

clc

format long

SplineOrder = 4;

a0=-19; a=19; % Intervalo [-h,h]
Pts=100000; % NoPts=2xPts

Pointsl=linspace (a0,0,Pts);

Points2=linspace (0,a,Pts);

usedPoints=[Pointsl Points2(2:Pts)]; Particidédn uniforme

N=200; %Términos en la serie de la ec. de dispersidn
e Potencial-Poschl-Teller-——————-"—""—"————————————
h =1; V1 =24; V2 = 25;

Q = ComplexPoschlTellerPotential (V1,V2,usedPoints);
e Valores de p(X)————————————————————————————
mw = (1/2)+*ones(1,length (usedPoints)); WMasa del pozo

mwAtmH = mw (1) ;

mwAtH = mw(length (usedPoints));

mbAtmH = 1/2; Masa en la barrera izquierda

mbAtH = 1/2; ™Masa en la barrera derecha

alphal = 0; alpha2 = 0;

p=—(h"2./ (2xmw) ) ;

pl=—(h"2/ (2xmbAtmH) ) ;

p2=—(h"2/ (2+mbAtH) ) ;

pAtmH=p (1) ;

PAtH=p (length (usedPoints));

e e Valores de r(x)————————"—"—"""—"~"~"~"—~"—~——————
r=1xones (1, length (usedPoints));

rl=1;

r2=1;

%$-—-Construccidén de sol. part. U0, sol de ec (pUQO') '+qUO0=0-———-—————
[Y,Ytil]=PowersX(l,p,-Q,N+1,usedPoints, a-a0);

for count = 1:N+1

YatH (count) = Y (count, length (usedPoints));

YAtusedPoints (count, :) = Y (count, :);

YtilAtusedPoints (count, :) = Ytil (count, :);

YtilAtH(count) = Ytil (count, length (usedPoints));
end

zl=ones (1, length (usedPoints));

z2=zeros (1, length (usedPoints));
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for j=1:N
if rem(j,2)==0
Ztil = Ytil (3, :);
z1l = z1 + Z2til;
else
Z =Y(3,:);
z2 = z2 + 7;

U0Sol = z1; U0=U0S0l1/U0So0l (1) ;
u0AtH = UO (length (usedPoints));
G Construccidén de la derivada de u0-———-——------—-——-
uODerivativeAtH = 0;
for count = 1:N/2

uODerivativeAtH = ulODerivativeAtH + (1/pAtH)*YtilAtH (2*xcount-1);
end
errorl = Error(p, U0, Q, 0, 0, usedPoints, SplineOrder);
%plot (usedPoints, errorl);
Fpause
- Cédlculo de potencias formales Xtil”n y X"n———————————~
[X,Xtil]=PowersX (U0, p, r,N+1,usedPoints, a-a0);
for count = 1:N+1

XatH (count) = X(count, length (usedPoints));
XAtusedPoints (count, :) = X(count, :);
XtilAtusedPoints (count, :) = Xtil (count, :);
XtilAtH (count) = Xtil (count, length (usedPoints));
end
G Cadlculo de los coeficientes del polinomio———————————-
EvenPowersOfMiu (1) = uODerivativeAtH;
OddPowersOfMiu(l) = uODerivativeAtH*pl«XatH(1l)+pl/ (u0AtHxpAtH) ...

+ p2*Uu0AtH/pAtH* ((pl*r2/ (rlxp2))~(1/2));
for n=1:N/2
m = n;
EvenPowersOfMiu (n+1l) = ((pl/rl)"n)* (uODerivativeAtH*XtilAtH (2+n)
+ 1/ (UOAtH+pAtH) *XtilAtH (2%n-1) ...
+ (1/pAtH) *p2xr1*xul0AtHx ((pl*xr2/ (p2*rl))~(1/2))*XatH(2*n-1));
OddPowersOfMiu(n+l) =...
((pl/rl) "m) * (uODerivativeAtH+pl+XatH (2+«m+1) ...
+ pl/ (UOAtH*pAtH) *XatH (2+m) . ..
+ p2+U0AtH=* (1/pAtH) * ((pl*r2/ (rlxp2) )~ (1/2)) *XtilAtH(2+m)) ;
end
= Construccidén del polinomio————-------""------r--——
Poly = zeros(1l,N+1);
for n=0:N
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87 if rem(n,2) == 0

88 Poly (N+1 - n) = EvenPowersOfMiu(n/2+1);

89 else

90 Poly (N+1 - n) = OddPowersOfMiu((n+1)/2);

91 end

92 end

93 G Eigenvalores exactos————————————————————————
9 k=1;

95 for n=0:floor (1/2+sqgrt (abs (V2)+V1+1/4)-1/2)

9% for i=1:2

97 ExactEigen (k) = —(n+1/2-1/2* (sqrt (abs (V2)+V1+1/4)...
98 +((=1)"1) *1li*xsqgrt (abs (V2)-V1-1/4)))"2;

99 k=k+1;

100 end

101 end

12 NumExactEig = length (ExactEigen); *Cantidad de eigenvalores exactos
13 ExactMu = sort (sgrt (rl+ExactEigen/pl));

104 Radius = abs (ExactMu (NumExactEig))+0.2; %Radio

105 % ————————————————— min|PhiN (lambda) | -~——————————————

106 CirclePoints = linspace(0,2%pi,10000);

107 Circle = Radius=* (cos (CirclePoints) + lixsin(CirclePoints));

108 MinPhiN = min (abs (polyval (Poly,Circle)))

109 S —————— Eigenvalores aproximados————————————————————

110 Mu=roots (Poly);

1 Lambda = plx (Mu.”"2)/rl;

12 i=1;

113 for n = 1l:numel (Mu)

114 if abs(Mu(n)) < Radius
115 if real(Mu(n)) > O
116 RealMus (i) =Mu (n) ;
117 i = i+1;

118 end

119 end

120 end

121 RealMus = sort (RealMus) ;
122 - Errores absolutos--—-———————————-—----—--

123 flag = 0;
124 fprintf ("\t\t\tEigenvalor Aproximado\t\t\t \t\t\tEigenvalor Exactol\t\t
125 Error Absoluto\n');
126 for i=1:numel (RealMus)

127 for k = 1l:NumExactEig

128 if sign(real (RealMus (i)))==sign(real (ExactMu (k)))
129 && sign (imag (RealMus (i)))==sign (imag (ExactMu (k)))
130 if floor((abs(real (RealMus (i))))*10)
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==floor ((abs (real (ExactMu(k)))*10))
&& floor ((abs(imag(RealMus (i)))*10))
==floor ((abs(imag(ExactMu(k)))*10))
if imag(RealMus (i))>0
fprintf('%$.16f +%.16f1 %.16f +%.16f1 \t %i\n',real (RealMus (1)),
imag (RealMus (i) ), real (ExactMu (k) ), imag(ExactMu(k)),
abs (RealMus (i) ~ExactMu (k) )) ;
else
fprintf('%.16f %.16fi %$.16f %.16fi \t %i\n',real (RealMus (1)),
imag (RealMus (i) ), real (ExactMu (k) ), imag (ExactMu(k)),
abs (RealMus (i) ~ExactMu (k) ));
end
flag=1;
end
end
end
if flag ==
if imag(RealMus (i))>0
fprintf (' %.16f +%.16fi \t\t\t No existe valor exacto \t \n',
real (RealMus (i) ), imag (RealMus (i) ));
else
fprintf('%$.16f %.16fi \t\t\t No existe valor exacto \t \n',
real (RealMus (i) ), imag(RealMus (i)));
end
end

end

e Principio de Argumento——————————"——"———————————

tPoints = linspace (0, 2%pi, 50000);

Contour = Radius=* (cos (tPoints) + li*sin(tPoints));

PolyDer = polyder (Poly);

PhiN = polyval (Poly,Contour) ;

PhiNDer = polyval (PolyDer,Contour) ;

Integral = ninteg((PhiNDer./PhiN) . (-Radius*sin (tPoints) ...

+Radius*lixcos (tPoints)),2*pi);

Integralwithninteg=Integral (length(Integral))/ (2xpix1i);

IntegralwithTrapz = trapz (tPoints, (PhiNDer./PhiN) ...

.+ (-Radius*sin (tPoints)+li+Radius*cos (tPoints)) )/ (2«pi*11i);
i Plot log(PhiN)-—-—--------""------mmm————
Noxx = 1000; Noyy = 1000;

xx = linspace(-3.5,3.5,Noxx);

yy = linspace(-3.5,3.5,Noyy);

ComplexPoints = xx + lixyy;
for 1 = 1:Noxx

for j = 1l:Noyy

97




175
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177
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182
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184

185

186

187

MatrixPoints (i, j)
end

end

= xx (1)

+ lixyy(J);

PolyVals = polyval (Poly,MatrixPoints);

zz = —log(abs (PolyVals));
gmesh (xx,yy, zz)

surf (xx,yy,z2z)

shading interp
colormap (jet (256))
camlight right

lighting phong

axis([-5 5 -5 5 =30 21])

toc
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