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1. Introduccion

La integral es uno de los conceptos fundamentales del calculo y el analisis ma-
tematico que formaliza una idea simple e intuitiva: el area. Dicho concepto es es-
tudiado en las carreras de ingenieria debido a las aplicaciones fisicas que de ésta
emanan y tiene sus origenes desde que el hombre se interesé en calcular areas o
volimenes de figuras regulares. No obstante, no fue sino hasta 1854 que en [13],
Riemann expuso la primera definicién formal de integral para una funcién acotada y
definida sobre un intervalo y si bien, para muchas situaciones la integral de Riemann
resulta bastante 1til y suficiente, hay algunas otras donde este tipo de integral no
puede ser aplicada, ya sea debido a que las funciones no son acotadas o tienen una
cantidad “muy grande” de discontinuidades, o bien, el conjunto de definicién de las
funciones que queremos estudiar, no es el de los nimeros reales. Por estos motivos,
resulta interesante explorar la posibilidad de ampliar en algtin sentido la definicion
de integral que es dada por Riemann. Es asi como nacen teorias de integraciéon méas
generales como lo son la integral de Riemann-Stieltjes o atiin mas general, la inte-
gral de Lebesgue, que permite definir el andlogo de drea bajo la eurva a funciones
real valuadas cuyo dominio es un espacio arbitrario. Es precisamene aqui, entre la
integral de Riemann y la integral de Lebesgue, donde yace la ocupacion de este
trabajo. Hacer una comparacion entre estas dos teorias desarrolladas para el mismo
concepto.

Aun cuando la integral de Lebesgue representa una generalizacion til de la in-
tegral de Riemann, resulta dificil para una persona sin mucha formacion en célculo
y teoria de conjuntos llegar a entender con precision los contenidos de un curso de
teoria de la medida. Sin embargo, es posible brindar, de manera amigable y sin ne-
cesidad de extender demasiado la teorfa mas alla de un curso de calculo integral,
resultados analogos a los teoremas mds repesentativos de la integral de Lebesgue, a
saber, el teorema de la convergencia mondtona (TCM) y el teorema de la conver-
gencia dominada (TCD), pero adecuados a la integral de Riemann. Es por ello que
uno de los puntos importantes a tratar en este trabajo es hacer ese acercamiento a
los alumnos de primeros semestres de la carrera de matematicas aplicadas o afines
hacia estos resultados‘que no son incluidos en los cursos convencionales de calculo.
Esto con la intencion de desarrollar la intuicién del alumno para que logre asimilar
de mejor manera los conceptos que se le presenten en cursos mas avanzados. Antes
de mostrar dicho acercamiento a las personas interesadas, en el capitulo 2 exhibi-
mos algunos resultados que aligeran los contenidos de los capitulos 3 y 4 y ademés,
definimos los conceptos de sucesiones de funciones y convergencia puntual. Siendo el
objetivo de esto ultimo, introducir dichas ideas a las personas que no se encuentren
del todo familiarizados con estos conceptos.

Comenzamos el capitulo 3 desarrollando la teoria béasica de la integral de Rie-
mann y la integral de Darboux, para posteriormente exponer en la seccién 3.4 los
equivalentes al teorema de la convergencia mondtona y teorema de la convergencia
dominada para la integral de Riemann y finalmente, en la seccion 3.5, extendemos
estos resultados a la integral impropia de Riemann. El trabajo presentado en esta
parte del documento, esta fuertemente basado en lo presentado por Brian S. Thom-
son y Wilhelmus Luxemburg en [17] y [9], respectivamente. Sin embargo, aqui no se
reproducen los argumentos de estos autores, sino que se proponen algunas variantes
con la intencion de aprovechar lo mejor posible las ideas presentadas en sus trabajos,
pero sin dejar de lado la accesibilidad que se pretende tenga esta parte de la tesis.



A lo largo de la seccion 3.4 se habla mas detalladamente de este enfoque diferente.

Continuando con la comparacién entre ambas integrales, en el capitulo 4 partimos
presentando la teoria béasica y necesaria de la integral de Lebesgue con la intencién
de demostrar los teoremas més representativos de esta integral; el TCM, TCD y el
lema de Fatou para posteriormente, en la seccién 4.6, exponer un unico resultado.
Dicho resultado no solo dicta la relacién que se da entre la integral de Lebesgue y
la de Riemann, sino que ademds, brinda una caracterizacion sumamente interesante
de las funciones Riemann integrables en funcién de la medida del conjunto de pun-
tos de discontinuidades de la funcién. Finalmente, de la misma manera que en la
primera parte del trabajo nos preguntamos por los equivalentes a los resultados més
representativos de la integral de Lebesgue, ahora en la seccién 4.7, nos dedicamos
a presentar los analgos al primer y segundo teorema fundamental del calculo pero
adecuados para la integral de Lebsegue. Usualmente, este tipo de resultados noson
incluidos en un primer curso de teoria de la media, por lo que puede que el alumno
no llegue siquiera a enterarse de la existencia de dichos resultados, provocando que
su formacion en esta area quede inconclusa. Es aqui donde radica el segundo punto
princpal a tratar en esta tesis. Con los contenidos que se presentan en este capitulo,
las personas que ya han tomado un curso de teoria de la medida tendran una vision
mucho més amplia y rica de las integrales de Lebesgue y. Riemann.

En el dltimo capitulo de este documento se muestra una prueba alternativa a la
brindada en la seccién 3.4 del lema de Cousin propuesta por el autor de este trabajo.



2. Conceptos preliminares

En la primera seccién de este capitulo se hara un repaso rapido de las propiedades
mas importantes del supremo e infimo. En la segunda, se introducird el concepto de
sucesiones de funciones y las nociones mas basicas de estas.

2.1. Propiedades del infimo y supremo

Antes de empezar a definir lo que significa la integral de una funcién, se tiene
que hablar de la propiedad mas importante de los niimeros reales, la propiedad de
la cota superior minima.

A coninuacion, se define lo que significa una cota superior.

Definicién 1. Sea A un subconjunto de los nimeros reales. Si existe un nimero
real x que cumpla con que a < x para todo a € A, entonces se dice que A estd
acotado superiormente y a x se le llama cota superior del conjunto A.

Estéa claro que al existir una cota superior x de un conjunto A, automaticamente
existen una infinidad de cotas superiores de A. Sin embargo, entre todas esas cotas
superiores, existe una que es especial, a la cual se le denomina cota superior minima.

Definicién 2. Sea A un subconjunto de los nimeros reales acotado superiormente.
Se le denomina cota superior minima de A, al niimero real « que cumpla con que

1) Es una cota superior de A.

11) Si y es una cota superio de A; entonces a < y.

Es comun el uso de la palabra supremo para referirse a la cota superior minima
de un conjunto y utilizar el simbolo sup A para denotarlo.

Es practicamente inmediato de la definicién que, en caso de existir el supremo
de un conjunto, este serd tunico. Lo interesante en realidad, es la cuestién de la
existencia de dicho supremo en si. Con respecto a esto, tenemos el siguiente axioma
de los nimeros reales.

Axioma (de la cota superior minima). Todo subconjunto de los niimeros reales,
no vacio y acotado superiormente, tiene una cota superior minima.

La no vacuidad del conjunto es necesario, pues al no tener elementos, todo niime-
ro real es cota superior del vacio, haciendo que la cota superior minima no exista.

De manera similar a como se ha hecho con el supremo, se dice que un nimero
real x es cota inferior de A C R, si x < a para todo a en A y diremos que [ es la
cota inferior maxima de A, si cumple que

1) Es una cota inferior de A.

11) Si y es una cota inferior de A, entonces y < f.



Generalmente se le denomina infimo a esta cota inferior maxima y se denota por

inf A.

Existe una estrecha relacion entre el infimo y el supremo, razoén por la cual no
existe como tal una propiedad de la cota inferior maxima, si no que, mas bien, esta
puede ser demostrada a partir de la propiedad de la cota superior minima, como
veremos més adelante en 1v) del teorema .

Estos conceptos de infimo y supremo, juegan un papel importantisimo en el
desarrollo del célculo y en particular, en la integral de Darboux que veremos més
adelante, razon por la cual, es necesesario conocer algunas de sus propiedades. Con
este motivo, definamos los siguientes conjuntos.

Definicién 3. Sean A;, A, ..., A, subconjuntos de los niimeros reales y k£ un nime-
ro real, entonces definimos los siguientes conjuntos

A1+A2+...—|—An::{a1+a2—|—...+an . aleAl,ageAg, ...,anEAn}
kA :={ka : a€ A}

Observacion 1. Resulta facil probar que k (Ay + ...+ A,) = kA1 + ...+ kA,.

Teorema 1. Sean A, B, C y D subconjuntos de R no vacios y k un nimero real po-
sitivo. Supongamos que A y B estdn acotados superiormente y C' y D estdan acotados
inferiormente, entonces

1) kA estd acotado superiormente y sup (kA) = ksup A.

11) kC' estd acotado inferiormente e inf (kC') = kinf C.
111) Si a < b para todo a en Ay b en B, entonces sup A < inf B.
1v) —C' estd acotado superiormente e inf C' = —sup (—C).

v) A+ B estd acotado-superiormente y sup (A + B) = sup A + sup B.
vi) C + D estd acotado inferiormente e inf (C'+ D) = inf C' + inf D.
vii) Si A C B, entonces sup A < sup B.

viir) Si C'C D, entonces inf D < inf C'.

Demastracion. Unicamente demostraremos V).

V) Comencemos demostrando el caso cuando A = {a}. Nétese que en este caso
sup A = a. Ademas, estd claro que A + B es acotado superiormente, por ejemplo,
a + sup B es una cota superior de este conjunto. Asi pues, llamémosle a al supremo
de A + B, entonces se cumple que a + b < « para todo b en B, equivalentemente,
b < a — a para todo b en B. Esto quiere decir que o« — a es una cota superior del
conjunto B. Vamos a demostrar que es la minima cota superior. Supongamos que
no es asi y que existe un ntimero v tal que b < v < o — a para todo b en B. Esto
implica que b+ a < v+ a < « para todo b € B, lo cual es una contradiccion,
pues se supone que « es la cota superior minima del conjunto A + B y aqui hemos
llegado a que v 4 a es una cota superior mas pequena que «. Con esto concluimos
que sup B = sup (A + B) — a, que es lo que queriamos demostrar.



Ahora demostremos el caso general. Comencemos notando que A + B estd aco-
tado. Esto es inmediato, ya que a + b < sup A + sup B, por lo que sup A + sup B
es una cota superior del conjunto A + B. Pero el supremo es la cota superior mas
pequena, esto implica que sup (A + B) < sup A + sup B.

Ahora, llamémosle « al sup (A + B) y demostremos que sup A + sup B < a, con
lo cual terminariamos la demostracion.

Ya que « es el supremo de A + B, entonces se cumple que a + b < « y por lo
tanto a < a — b paratodoa € Ay b€ B.

Gracias a 111), podemos decir que supA < inf ({a —b:b € B}) , o bien que
sup A < inf ({a} + (—B)). Ademds, gracias a IV) y a la observacién 1, sabemos que

inf ({a} + (—=B)) = —sup(—{a} + B).

Pero este es el caso que demostramos al inicio, cuando uno de los conjuntos tiene
un solo elemento, por lo que

—sup (—{a} + B) = — (sup (—{a}) +sup (B)) =a —sup B.

De esta manera llegamos a que sup A < o — sup B, terminando asi la demostra-
cién.

Algo muy importante que debemos notar es que, a pesa de que solo demostramos
V) y VI) para dos conjuntos, en realidad podemos extender esto a n conjuntos no
vacios y acotados mediante un argumento inductivo. Con lo cual, podemos concluir
que, si Ay, As, ..., A, son conjuntes no vacios y acotados superiormente, entonces
A+ Ay + ...+ A, esta acotado superiormente y

sup (A1 + Ay +. .+ A,) =sup Ay +sup Ay + ... +sup A,.

De manera andolga, si By, B, ..., B, son conjuntos no vacios y acotados infe-
riormente, entonces By + By + ... 4+ B, esta acotado inferiormente y

mf (B + By + ...+ B,) =inf By +inf By + ...+ inf B,,.

Lo cual, junto con 1) y 11) del teorema 1, nos permite dar el siguiente corolario.

Corolario 1. Sean Ai,..., A, y Bi,...,B, subconjuntos de R no wvacios, de tal
manera que A; es acotado superiormente y B; es acotado inferiormente para toda
1<i<n. Sean ki, ...k, constantes positivas. Entonces, se cumple que

1) sup (k1A + ...+ k,A,) = kisup Ay + ...+ k,sup A,.
H) fnf(klAl ++knAn) = kll/HfAl ++k'anfAn

Continuemos ahora, con una propiedad bien conocida y muy ttil del supremo y
el infimo.

Teorema 2. Sea A un conjunto no vacio y acotado superiormente y B un conjunto
no vacio y acotado inferiormente, entonces



1) Para todo € > 0 existe un a € A tal que sup A — € < a.

11) Para todo € > 0 existe un b € B tal que b < inf B + «.

Demostracion.

1) Demostrémoslo por contradiccién. Supongamos que existe un € > 0 tal que
para todo a € A se cumple que a < sup A — €. Pero esto es una contradiccion,
pues sup A — ¢ es cota superior de A y ademads es una cota superior menor a sup 4,
contradiciendo el hecho de que sup A es la cota superior minima.

11) la demostracién es andloga a la de 1). |

El inciso 1) del teorema que acabamos de ver, basicamente nos dice que, si al
supremo del conjunto le restamos un poco, podremos encontrar un-elemento del
conjunto que sea mayor a esta resta, haciendo que el supremo siempre esté muy
“pegado” por arriba al conjunto.

En cambio, el inciso 11), nos dice que el infimo siempre estd muy “pegado” por
abajo al conjunto.

Con esto concluimos lo que hay que saber del supremo e infimo, para pasar a una
proposicion sencilla de demostrar, pero que sera-utilizada en repetidos argumentos
a lo largo de los proximos capitulos. A su vez, este breve argumento se basa en una
propiedad mas conocida del valor absoluto, si p vy ¢ son nimero reales tales que
p >0, entonces —p < g < psiysolosi|q|<p.

Proposicion 1. Sean z, y, a y b nimeros reales tales que vt < a <y yr <b<y,
entonces
la=bl<y—ua

Demostracion. Ya que a <y, esto implicaquea —b<y—0b. Peroy—-b0<y—2xy
por lo tanto a — b < y — .

De manera similar, ya que b < y, esto implica que b — a < y — x, o equivalente-
mente r —y < a— b.

Por la propiedad del valor absoluto mencionada antes de este teorema , podemos
concluir que |a —b |[<y—= [

2.2. Sucesiones de funciones

En esta breve seccion, se introduciran los conceptos béasicos de sucesiones de
funciones, los suficientes como para comprender los resultado principales del capitulo
de la integral de Riemann, el teorema de la convergencia monotona y el teorema de
la convergencia acotada. En las referencias [15] y [1] se ofrece una versién més
completa de la teoria de sucesiones de funciones.

Para introducir el concepto de sucesiones de funciones, es buena idea partir del
concepto de sucesiones de niimeros reales.

Definicién 4. Se define como sucesion de nimeros reales, a cualquier funcién @ :
N — R. Generalmente, al momento de trabajar con sucesiones de ntimeros reales



simplemente hacemos referencia a la imagen de la funciéon ®, de manera que, si
¢n = P (n), en lugar de referirnos diréctamente a la funcién ®, denotamos a la
sucesién simplemente como (¢y,).

Asi mismo, diremos que una sucesién de numeros reales (¢,) converge a un
nuamero real L, si para todo € > 0, existe un N € N tal que si n > NN, entonces

|, — L| < e.
y lo denotamos como

lim ¢, = L

n—oo

Con respecto a las sucesiones convergentes de niimeros reales, tenemos el siguien-
te teorema.

Teorema 3. Si (z,) es una sucesion de niumeros reales tal que

lim z, = z.
n—o0

Entonces, la sucesion (s,) definida por s, = sup {x,, Tpi1, Tpnis,...}, €s decreciente
y ademas

lim s, = x.
n—oo

Demostracion. Que (s,) sea decreciente es una consecuencia inmediata del inciso
viil) del teorema 1.

Ahora, sea £ > 0 arbitrario y sea.N € N tal que si n > N, entonces

|z, — x| <e

Esto implica que
—<tr<z,<e+zx

para todo n > N. Por'lo tanto
—e+x < sup {®n, Tni1, Tnio, .-} <+ .
para todo m = N. Esto quiere decir que, si n > N entonces
|sp — x| < e.

Con la motivacion de haber visto como se definen las sucesiones de ntimeros
reales, ; Qué pasaria si la funcién ® no tuviera como codominio a los niimeros reales?,
., Qué pasaria si en su lugar, tuviera como codominio el conjunto de funciones que
van de los nimeros reales a los niimeros reales?, es decir

¢:N— {f:R— R}.

Entonces, se estaria hablando de una sucesién de funciones.



Definicién 5. Sea A un conjuntos cualquiera. Una sucesion de funciones definidas
en A, es una funcion ® tal que

¢:N— {f:A— R}.

Tal y como se hizo con las sucesiones de nimeros reales, para referirnos a una
sucesién de funciones, inicamente se hara alusion a la imagen de la funcién @, es
decir, si f,, = ® (n), denotamos la sucesion por (f,). En este caso, diremos que (f;,)
es una sucesion de funciones definidas en A.

El dominio de la sucesion de funciones es algo que sera especificado antes de
trabajar con alguna sucesion. Este puede ser un intervalo acotado [a, b] o un intervalo
de la forma [a, 00). También se haran las distinciones respectivas para referirnos; ya
sea, a una sucesion de nimeros reales o a una sucesién de funciones.

Para visualizar mejor este concepto, se tiene el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1. Sea f,, una sucesién de funciones definidas en el intervalo [0, 1] de la
siguiente manera

fn () =n.

Figura 1: Sucesion del ejemplo 1.

Una manera visual de representar a las sucesiones de funciones es graficando
algunos términos en el plano cartesiano como se muestra en la figura 1 .

Ejemplo 2. Un ejemplo un poco mas interesante es el siguiente.

Sea (f,) una sucesién de funciones definidas en [0, 1] de la siguiente manera

fo(z) = 2"



En este ejemplo las funciones ya no son constantes, si no que f; es la funcién
identidad, f; es una funcion cuadratica, etcétera. En la figura 2 se aprecia una
representacion de este ejemplo.

1+

Figura 2: Sucesién del ejemplo 2.

Es importante resaltar una diferencia muy importante que ocurre entre los dos
ejemplos que acabamos de ver. Mientras que en el segundo ejemplo, a medida que
avanzamos a traves de los. f,,; pareciera que la sucesién se “aproxima” a una fun-
cion, en el primer ejemplo no ocurre esto, pues a conforme el indice aumenta, los
términos f, de la sucesion aumentan y aumentan. En realidad, estamos percibiendo
el concepto de limite de una sucesion.

Definicién 6. Sea (f,,) una sucesién de funciones definidas en A C R. Diremos que
la sucesién (f,,) converge puntualmente a la funcién f : A — R, si para cada z € A

lim fo(z) = f(2)

n—oo

en cuyo caso, a f se le denomina funcién limite o limite de la sucesién (f,) y se
denota por

lim f, = f.
n—oo

En otras palabras, la sucesion (f,) converge a f, si para cada z € A y para todo
e > 0, existe un N (z) € N tal que si n > N (), esto implique que

[fn () = f(2)] <e.

La razon para usar el simbolo N (z) en lugar de simplemente N, es para hacer
énfasis en que, dependiendo del z elegido, el nimero natural N (z) puede variar.

10



El porque de llamarla convergencia puntual en lugar de simplemente decirle
convergencia, es debido a dos motivos; de esta manera se hace énfasis en que la
sucesién de nimeros (f,,(x)) converge para todo punto en el conjunto de definicién
A. El segundo motivo es debido a que, en el caso de las sucesiones de funciones,
existen otros tipos de convergencia.

Como ya se habia comentado, esta seccién solo dard la nocién basica de las
sucesiones de funciones, por lo que otros tipos de convergencia no formaran parte
de este trabajo. Sin embargo, en [15] y [1] se puede encontrar una teoria més
desarrollada de este tema.

Ahora, un ejemplo de convergencia puntual.
Ejemplo 3. Proponer una funcién limite para la sucesion del ejemplo 2 .

Se puede partir de la visualizacion que es brindada por la figura 2, donde se
aprecia que, a medida que n aumenta, las f,, van siendo cada vez més cercanas a
cero, a excepciéon de z = 1, punto en el cual f,(x) = 1 para todo n.

Con esta motivacién, proponemos a f : [0, 1] — R definida por

fz) =

0 si0<z<l1
1 siz=1

como la funcién limite de la sucesién (f,,). Aunque aqui no se dard la demostracién,
este hecho no es dificil de probar.

A continuacién, se definird cuando una sucesién de funciones se considera cre-
ciente o decreciente.

Definicién 7. Sea (f,) una sucesion de funciones definidas en A C R. Diremos que
la sucesion es

1) Creciente, si f,(z) < fur1(x) para todo n € N y para todo x € A.
11) Decreciente, si f,+1(2) < f.(z) para todo n € Ny para todo x € A.

111) Mondtona, en caso de que la sucesion sea creciente o decreciente.

Hasta el momento, de los dos ejemplos de sucesiénes de funciones que se han
presentado, el primero corresponde a una sucesiéon creciente de funciones y el segundo
corresponde a una sucesion decreciente de funciones.

Un ejemplo de una sucesion que no es mondtona es la sucesion dada por

definida para z € [0, 1].

En el caso de sucesiones mondtonas de funciones, tenemos la siguiente termino-
logia.

Definicién 8. Sea (f,,) una sucesion de funciones definidas en A C R que convergen
puntualmente a una funcién limite f. Entonces diremos que

1) La sucesién (f,) crece a f, si la sucesién es creciente.

11) La sucesion (f,) decrece a f, si la sucesién es decreciente.
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Por lo tanto, cuando digamos que una sucesion de funciones (f,,) decrece a una
funcion f, estaremos diciendo implicitamente que, la sucesion de funciones es decre-
ciente y ademas, la sucesion converge puntualmente a f.

Es inmediato de la definicién ver que, si (f,,) es una sucesién de funciones defi-
nidas en A que crece a una funcién f, entonces f, < f para todo n.

De manera similar, si la sucesion de funciones decrece a f, entonces f < f,, para
todo n.
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3. Integral de Riemann

3.1. Definicién de la integral de Riemann

La teoria basica de integracién presentada en esta y la siguiente seccion, esta
basada en las ideas presentadas en [16].

Antes de comenzar a definir la integral de Riemann, serd necesario definir un par
de conceptos previos.

Definicién 9. Sean a y b ntmeros reales con a < b. Una particién de [a,b] es
una coleccién finita de puntos P = {xg, x1, z2,...,x,} de [a,b] que cumple con que
To=a<T]<x9<...<x, =0

Tal y como su nombre lo indica, esta coleccién finita de puntos nos induce una
manera de partir el intervalo [a, b] en una cantidad finita de subintervalos formados
por los puntos adyacentes en la particion.

Definicién 10. La norma de una particion P = {xg, 21, T2, . .. s Ty} se define como
|P| :=max{z; —x; 1 :1=1,2...,n}-
Es evidente que, si d es un nimero positivo y |P|.<0, entonces x; — x;_1 < ¢
paracadat=1,2,...,n.

Definicién 11. Sea f : [a,b] — R una funcién y P = {xg,x1,%2,...,2,} una
particién de [a,b]. Si para cada i = 1,2,...,n se elige un punto t; € [r;_1,x;]
entonces, a la suma

Z ) (i — 1)

se le denomina suma de Riemann de f correspondiente a la particion P con puntos
intermedios ¢; y se denota por el simbolo S (f, P, {t;}).

flta) 4 7_,‘<
fits) 4 * ;
£(ts) P

AP N §

fitx)
fta) ¢ /z/
t ) t3 ly th-1 | tn
o @ 10— *————
&g = a I Ty T3 Ty Ty Tp-1 Tp=20

Figura 3: Sumas de Riemann
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De la definicién anterior notemos que si f > 0, entonces una suma de Riemann
S (f, P,{t;}) no es mas que un intento por aproximar el drea que se encuentra entre
la gréfica de f y el eje x, tal y como se ilustra en la figura 3.

Al observar esta imagen, uno podria pensar que la precisién de la suma de Rie-
mann como aproximacion al area I bajo la curva, va a depender unicamente de la
norma de la particién. Pues mientras mas pequena sea la norma de P, los rectangu-
los de altura f(¢;) y base x; — ;1 serdn mds finos y proporcionaran una mejor
aproximacion de I.

Sin embargo, no hay que olvidar el hecho de que la suma de Riemann depende
también de los puntos t; elegidos, haciendo que ain cuando se tiene la misma par-
ticion del intervalo, los valores de las sumas de Riemann varien dependiendo de la
eleccién de estos puntos intermedios. Este inconveniente no se soluciona eligiendo
una particion lo suficientemente fina como para que estas diferencias no representen
un problema. Existiran funciones que sin importar cuan fina sea la particion, las
sumas de Riemann no tienden a un valor en concreto, a estas las llamaremos fun-
ciones no integrables en el sentido de Riemann. Obviamente, a las funciones que si
cumplan con estos requisitos, les llamaremos funciones Riemann integrables.

Definicién 12. (Integral de Riemann) Sea f : [a,b] — R una funcién acotada.
Diremos que f es Riemann integrable si existe un niimero real I, tal que para todo
e > 0 existe un 6 > 0 de modo que si P es una particion de [a,b] que cumple con
|P| < , entonces

IS (f, P,{t;}) —I| <€

para cualesquiera puntos t; elegidos. Al ntimero I se le conoce como integral de
Riemann de f.

Tal y como lo habiamos discutido antes, solo seran integrables en el sentido de
Riemann aquellas funciones que cumplan la condicion de que a medida que la norma
de la particién sea cada vez mas pequena, la S (f, P,{t;}) va a converger a un tinico
valor I, independientemente de los puntos t; elegidos.

Esta es la primera definicién formal que se dié de la integral de una funcién
y proporcioné al fin.el rigor que le faltaba al concepto de area bajo la curva. Fue
dada por Rimann en 1867 [13]. A pesar de ello, esta no es la unica definicién de
integral de Riemann, ni la mas usada. De hecho, existen varias definiciones que son
equivalentes y-en algunos casos inclusive pueden llegar a resultar mas tutiles.

3.2.  Definicién de la integral de Darboux

La definicién de integral que se vera en esta seccién, fue dada por Darboux en
el afo 1879 [4]. Es posterior a la definicién de Riemann, pero presenta ideas muy
interesantes que son tutiles inclusive en cursos posteriores como teoria de la medida.

La teoria aqui presentada, no es completa y puede ser complementada en [16].

Definicién 13. Sea f : [a.b] — R una funcién acotada y P = {zg, x1,Z2,...,Zn}
una particién de [a, b]. Para cada i = 1,2,...,n definimos a

m; =t {f(t):z; 1 <t <z}

M; =sup{f(t):x;1 <t < a;}.
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Definimos a la suma inferior de f con respecto de P como

n
Z m; (SUz - -Ti—l)
i=1

y la denotamos por L (f, P). De manera similar, definimos a la suma superior de f
con respecto de P es

Z M; (% - mi—1)
i=1
y la denotamos por U (f, P).

Se debe resaltar que esta vez, la suma inferior y superior dependen tnicamente
de la funcion y de la particién, a diferencia de las sumas de Riemann que también
dependian de los puntos intermedios elegidos. Esto es algo crucial para entender el
porqué se decide trabajar con la definicién de integral que se dard.a continuacion,
en lugar de simplemente quedarse con la definiciéon de Riemann.

De manera visual, una suma inferior y una suma superior se verian como el area
sombreada de la figura 4. Estas areas estan traslapadas y-la de color fuerte repesenta
la suma inferior, mientras que la de color mas claro representa la suma superior.

M;y

To=a = %) I3 ry xT5=2D>

Figura 4: Suma superior e inferior.

A continuacién, se inroducird el concepto de refinamiento de una particion.

Definicién 14. Sean P y @ dos particiones de un intervalo [a,b]. Diremos que @
es un refinamiento de P si se cumple que P C Q.

Se le denomina refinamiento debido a que () tiene los mismos puntos de P y
unos pocos mas, haciendo que () sea mas “ fina”.
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No es dificil ver que si P es una particién cualquiera, entonces siempre se cumple
que L (f, P) <U(f, P).

Un hecho un poco menos obvio, pero no muy dificil de demostrar, es el que
involucra al refinamineto de una particion.

Teorema 4. Sea f : [a,b] — R una funcion acotada y P y Q particiones de [a, D]
de modo que ) es un refinamiento de P. Entonces,

L(f,P)<L(f,Q)<U(f.Q)<U(f,P).

Una demostracién de este ultimo teorema puede ser encontrada en [16] y lo
que esta indicando es que, a medida que se incluyan mas puntos en la particion,
las sumas inferiores van incrementando su valor, mientras que las sumas superiores
lo disminuyen. De manera idénea, uno esperaria que, a medida que la cantidad de
puntos aumente y la norma de las particion sea cada vez més pequena, ambas sumas
se aproximen al valor del area bajo la curva, una por abajo y la otra por arriba.

Entonces, basta con definir a la integral como el supremo de todas las sumas
inferiores que existen, o como el infimo de las sumas superiores

Primero, habria que garantizar la existencia de dichas cantidades, y para ello,
ambos conjuntos, el de las sumas inferiores y el de las sumas superiores, deben ser
no vacios y estar acotados, el primero superiormente y el segundo inferiormente.

La no vacuidad esta garantizada, pues para cualquier intervalo siempre existira
una particién y ya que la funcion es acotada, las sumas inferiores y superiores siempre
estan bien definidas.

Para demostrar que ambos conjuntos estan acotados de manera debida en cada
caso, se usa el siguiente hecho

Teorema 5. Sea f : [a,b] — R una funcion acotada y Py y Py particiones cuales-
quiera de [a,b]. Entonces,

L(fapl) < U(f7P2)
Demostracion. Consideremos a la particiéon P = P, U Ps.

Esté claro que P es un refinamiento tanto de P; como de P,. Por el teorema 4
podemos concluir que

Conlocual L(f,P) <U(f,P)<U(f,P). |

Con este nuevo resultado, si fijamos P; y variamos a P,, se puede notar que
) )
L (f,Py) es una cota inferior para el conjunto de las sumas superiores.

Si esta vez fijamos P, y variamos a Pj, se estarda concluyendo que U (f, P,) es
una cota superior para el conjunto de las sumas inferiores.

Ahora, la existencia del supremo de las sumas inferiores y el infimo de las sumas
superiores estd completamente justificada. Estamos listos para dar una segunda
definicion de integral.
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Definicién 15. (Integral de Darboux) Sea f : [a,b] — R una funcién acotada.
Definimos a la integral inferior de f como

b
/ f:=sup{L(f,P): P es particién de [a, b]}

y a la integral superior de f como

b
/ f:=mf{U (f, P) : P es particién de [a, b} .

Diremos que f es Darboux integrable o integrable en el sentido de Darboux, si
se cumple que ambas integrales coinciden, en cuyo caso definimos a la integral de

Darboux de f como
[ 5= /a_bfz [

También es comun hacer uso de la notacién

/a ’ f(x)dz

para referirnos a la integral de Darboux.

Uno se podria preguntar, ;por qué no se definié a la integral simplemente como
el supremo de las sumas inferiores, o como el infimo de las sumas superiores?, ;ja
caso no representan ambas el valor del area bajo la curva ? La respuesta a esto es
no. A pesar de que ambas nimeros siempre existen, no siempre valen lo mismo y
es por ello que tinicamente cuando sus valores coinciden, se dice que la funcién es
integrable.

El ejemplo clasico de-una funcién no integrable en el sentido de Darboux es la
funcién f : [0,1] — R dada por

(@) 1 sl  es un numero racional
T) = ) , .
0 sl no es un numero racinal

Uno puede convencerse de este hecho siemplemente calculando una suma superior
y una suma inferior cualquiera y viendo que pasa con el infimo y el supremo.

La siguiente observacién es una consecuencia inmediata del inciso 111) del teorema
1, enunciado en el capitulo 2.

Observacion 2. Si f es una funcion acotada, entonces siempre se cumple que

[r=fr

El siguiente teorema da algunas de las propiedades basicas que cumple la inte-
gral de Darboux. La demostracion de dichas propiedades puede ser encontrada con

facilidad en la mayoria de libros de calculo con cierto rigor matematico, por ejemplo,
en [16].
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Teorema 6. Sean f y g dos funciones acotadas definidas en |a,b] y k una constante
real. Entonces

1) St f y g son Darboux integrables, entonces f + kg también lo es y se cumple

e b b b
[ Gsra= [ ek g

/abfé/abg

[r<]

En particular, si f y g son integrables, entonces

/abfg/abg-

111) Si ¢ es un nimero entre a y b, entonces
c b b
[r]1-f
e b b
frfa | s

En particular, st f es Darboux integrable, entonces

cf+ bf: bf.
IRAYESY!

1v) Si f es Darboux integrable, entonces |f| también lo es.

/ab(f+/<:):/abf+k:(b—a)

/ab(f+k):/abf+k;(b—a).

El inciso 1 del teorema anterior en realidad involucra dos propiedades de la in-
tegral de Darboux, la de separar la integral de la suma de dos funciones en la suma
de las integrales y la de conmutar constantes con el simbolo de la integral, claro,
en caso de que las funciones involucradas sean Darboux integrables. En el inciso v
también ocurre algo interesante, pues en el caso de la integral inferior, en general,
no siempre se cumple que la integral inferior de la suma de dos funciones, es igual
a la suma de las integrales inferiores, pero si una de las funciones es una constante,
entonces la igualdad si es valida. No se ha de olvidar que en el caso de las funciones
constantes, estas son siempre integrables, por lo que su integral inferior coincide con
su integral. Una situacién similar ocurre con la integral superior. Este inciso Vv es
una consecuencia inmediata de la siguiente proposicion y del corolario 1 del primer
capitulo.

1) Si f < g, entonces

v) Siempre se cumple que
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Proposicién 2. Sea f : [a,b] — R wuna funcién acotada y k una constante.
Entonces,

L(f+k,P)=L(f,P)+k(b—a)

U(f+k P)=U(f,P)+k(b—a).

Demostracion. Unicamente demostraremos el caso de las sumas inferiores.
Por la parte 11) del corolario 1 sabemos que

n

L(f+kP)=Y_ (mi+k)(z;— 1)

=1

donde

Por lo tanto

L(f+k,P)= Z:mZ x; —xi—1) + k(b —a).
|

Con la intergal de Darboux, ya se tendrian dos definiciones para el mismo con-
cepto, pero jcudl resulta mejor?, ;cuales son las diferencias entre considerar una u
otra?, ;existen funciones que son integrables-en el sentido de Riemann, pero no lo
son en el sentido de Darboux, o viceversa? Respondiendo la tltima pregunta; no
existen funciones que sean integrables con una definicion, pero con la otra no. Es
decir, f es Riemann integrable si y solo si f es Darboux integrable (este hecho es
demostrado més adelante en el teorema 8) . Por lo tanto, la diferencia entre usar
una u otra radica simplemente en las comodidades y facilidades que brindan cada
una.

Se debe tener presente que, al definir las sumas de Riemann y las sumas superiores
e inferiores, se hizo especial incapié en que las primeras dependian de los puntos
intermedios elegidos. Esto quiere decir que para cada particién hay una infinidad de
sumas de Riemann a considerar, mientras que en el caso de la integral de Darboux,
para cada particion se consideran tiinicamente dos sumas, la inferior y la superior. Por
ello y por otras razones es que, en general, es méas usada esta segunda definicién para
desarrollar la teoria de integracién, lo cual no quiere decir que la primera definicion
no sea util.

3.3. Equivalencia entre la integral de Darboux y la integral
de Riemann

Esta seccion comienza con un resultado bien conocido de la integral de Darboux
y cuyo segundo inciso resulta especialmente 1til para saber ciando una funcién es
Darboux integrable sin necesidad de conocer el supremo de las sumas inferiores o
el infimo de las sumas superiores que en ocasiones, pueden llegar a resultar muy
dificiles de calcular.

Teorema 7. Sea f : [a,b] — R una funcion acotada. Entonces,
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1) para todo € > 0 existe una particion P de [a,b] tal que

b
/f—L(f,P><e

b
vip) - [ fe<e

11) f es Darboux integrable si y solo si para todo € > 0 exise una particion P de
[a,b] tal que

Demostracion. Unicamente demostraremos el primer inciso. Los interesados pue-
den consultar [16] para ver una demostracion del segundo inciso. Sea £ > 0 dado,
aplicando 1) del teorema 2, existe una particiéon P tal que

b
U(f,P1)</ Jte

Pues la integal superior es el infimo de las sumas superiores. De manera similar, por
11) del mismo teorema 2 sabemos que existe una particion P, tal que

b
/f—6<L(f7Pz)-

Pues a la integral inferior es el supremo de las sumas inferiores. Si llamamos P a
P, U P,. Enotnces P es un refinamiento tanto de P, como de P, y por el teorema 4
de la seccion anterior, tenemos que

b
/bf—€<L(f,P2)<L(f>P)<U(f7P)<U(f7P1)</ f+e.

Con lo cual

Ahora, se discutird un poco de la relaciéon que siempre se da entre las sumas
de Riemann, las sumas inferiores y las sumas superiores. Si f : [a,b] — R es una
funcién acotada y P es una particién de [a, b], entonces se cumple que

L(f,P)<S(f, P {ti}) <U(f, P) (1)

para cualquier suma de Riemann sin importar los puntos t; elegidos. Esto no es
dificil de demostrar pues
m; < f (t:) < M,
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para todo i =1,2,...,n. Por lo que
mi (x; —xim1) < f () (v — ximr) < M (2 — x21)

para todo i = 1,2,...,n. Por lo tanto
Zmi (x; —xi—q) < Z ft) (e —mximq) < Z M; (z; — xi-1) .
i=1 i=1 ;

Ademas de esto, si f resulta ser Darboux integrable, entonces siempre se cumple
que

L<f,P></ f<U(f.P) @)

pues al ser el supremo de todas las sumas inferiores, es mayor o igual a todas ellas,
pero también es el infimo de todas las sumas superiores, por lo que es menor o igual a
todas ellas. De (1) y (2) podemos concluir, gracias a la proposicién 1-de los nimeros
reales demostrada en el capitulo 2, que si f es una funcién Darboux integrable y P
es una particion dada, entonces

/ f—S(fPALY)| <U(f.P)— Ll P) (3)

para cualesquiera puntos t; elegidos.

Si de alguna manera se consiguiera hacer que U (f, P) — L (f, P) fuera tan pe-
queno como se quiera a partir de cierta norma de la particion, entonces se estaria
demostrando que f es Riemann integrable y ademés, que la integral de Riemann es
la misma que la integral de Darboux.

Se debe de tener claro que el apartado 1 del teorema 7 nos garantiza que para todo
e > 0 existe al menos una particion que cumple U (f, P) — L (f, P) < . Pero una
particion en particular es insuficiente, pues se estd buscando que a partir de cierta
norma en las particiones, esta diferencia entre las sumas superiores e inferiores, sea
tan pequena como se quiera. Sin embargo, este es un buen comienzo y de hecho,
sera parte importante en la demostracién del siguiente resultado.

Lema 1. Sea f : [a,b] — R una funcion acotada. Entonces para todo € > 0, existe
un 6 > 0-tal que

b
[r i

b
U(f,P)—/ f<e

siempre y cuando |P| < §. En particular, si f es Darbouz integrable, entonces para
todo € > 0, existe un 6 > 0 tal que

U(f,P)—L(f P)<e.

Demostracion. Unicamente demostraremos la primera desigualdad con la integral
inferior, la demostracién para la integral superior es analoga.

Supdngase que f es una funciéon no negativa y al final haremos un comentario
que permitira extender el resultado para funciones acotadas arbitrarias.
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Sea € > 0 dado. Por el teorema 7, sabemos que existe por lo menos una particién
Py = {x¢,x1,...,2,} que cumple con

b
/f—L(f,Po><

DN ™

Esta particiéon podria proporcionarnos una primera aproximacién al delta que
buscamos. Tal vez, si la norma de las particiones son mas pequenas que el minimo
de los x; — x;_1 de esta particion Fy, entonces la resta de la integral inferior menos
la suma inferior también menor que €. Exploremos pues, esta posibilidad.

Supongamos que P; = {y1,¥2,...,Ym} €s una particién de [a,b] con |P| <
min{z;, —x;_1 | i=1,2,...,n}.

Si recordamos un poco, la norma de una particion es el valor méas grande de
los y; — yi_1, por lo que la particion Py y P; deberian lucir como en'la figura 5

(los elementos de Py estan representados con puntos, mientras que los de P; estan
representados con rayas).

Para no perderse en la notacion, seria bueno localizar algunos puntos importantes
de la particién P, los cuales definimos a continuacién.
Yk, :max{yj :yj € P1 A yj < l’z}

parat=1,2,... ,n—1.

a=1x9=1p T1 T b=z, =Yn

B
L T T

Mmooy - Uk Ye+1 Ye 42 oo Yy Yhat1

L 1 & 1 a4
T T - T -

Figura 5: Particiones Py y Py

Una vez localizados estos puntos, hablemos de los m; y M; de cada particién.
Para hacer una distincion entre ellos, denotemos por

my; (Po) := inf {f(t) L <t < QZ'Z}
es decir, los m; de la particion F.

De manera similar
m; (Pr) :=if {f(t) 1 yi1 <t < wif.

Ahora, notemos que my (Fy) < my (Py),mo (Py),...,mg, (P1). Esto, gracias al
inciso VIII) del teorema 1 que vimos en el capitulo 2, propiedades del infimo y
supremo.

De aqui, se sigue que
Z m; (P1) (yi — yi-1) 2 Z my (Fo) (yi — yi1) = ma (Po) Z Yi—Yi—
Yo<SYi SYky YoSYi SYky Yo<SYi SYky

pero la de la derecha es una suma donde se eliminan todos los términos, menos el
primero y el dltimo. Por lo que

Z m; (P1) (yi — yim1) 2 ma (Po) (Ye — Yo) -

Yo<sSYi SYk
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Este razonamiento puede ser extendido para los demas puntos de la particién.
Por ejemplo, para los puntos desde yx,+1 hasta yi, tendriamos que

Z m; (P1) (Y — Yi—1) = ma (Fo) (Yky — Ykit1) -

Yhy +1SYi SYky

Aunque, como se ilustra en la figura 6, para el calculo de L (f, P;) atin necesita-
mos considerar los valores de my, (P1) (Yx,+1 — Y, )-

Z mi(P) (s — yi1) 2 ma(Fo) (e, — Y1)

Wiy + VS0 Sy

a4 ==Tg=1Mo Iy T2 b=an= Ym

B . - . ° - - . ° i <
L T T T T T T T -

vio oy - Yk Y1 Y2 o0 Yk Yhot1

Z mi( P )y — gie) 2 ma(Po) (i, — o)

W

Figura 6: Comparacién entre L (f, Bo) v L(f, P) .

Entonces, podemos escribir L (f, P;) como

L(fP)= Y mi(P)(yi— yica) + masr (P) U1 — yi) +

Yo<SYi SYky

Z mi (P) (Wi — yie1) + Miyr1 (P1) (Yrpr1 — Uny) +

Yk +1SYiSYky

Z my (Pl)(yi_yi—l)-

Yk, 1 +1SYiSYm

Luego

L(f, Pr) Zmq (Fo) (Yk, — Yo) + Miy11 (Pr) (Yrre1 — Yny) +
My (o) (Yky — Yrr+1) + Migi1 (P1) Wko 1 — Yry) +

+ mp (By) (2, — Tpq) -

Se sigue que

L(f,Pr) 2my (Ry) (x1 — yo) + My o1 (P1) (Ukyt1 — Yry) +
my (Fo) (T2 — 1) + My 1 (P1) (Ykas1 — Yry) +

+my, (FPo) (T — 2p_1) -
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Pues recordemos que f es no negativa, por lo tanto cada m; (Fy) es mayor que cero
y lo tnico que estamos haciendo es multiplicarlos por algo mas grande. Pero aqui
ya aparece la suma inferior de f con recpecto de Fy y tenemos que

L(fapl) >L(f7P0)+
My (P1) (Y41 = Yky) + My (PL) (ko1 — Yay) + -
+ mknfl (Pl) (yknfl‘f'l - yknfl)

(4)

Esto es lo mejor que se puede conseguir si solo suponemos que
|P| <min{z; — 2,1 |i=1,2,...,n}. Pero ya casi hemos terminado, solo nos falta
ajustar un poco mas el valor de delta para acotar estos ultimos términos que se
resisten.

Esto se puede hacer simplemente observando que en (4) hay n — 1 términos que
hay que acotar. Ademads, recordemos que f es una funcion acotada, por lo que si
definimos a M como

M :=sup{f(t):a <t <b}

entonces tendrfamos que se cumple (4) y aun

y elegimos a § = ml’n{\Pl‘aﬁ} ’

mas
L(fapl) >L(f7P0)+
My (P1) Yk 41 — Yry) + My (P1) (ko1 — Yny) + - -
+ mknfl (Pl) (yknfl‘f'l [ 4 yknfl)

>L(f,P)—M§=M§—...— M
= L(f.Fs) — M(n ~1)5
> L(f, )= 5.

De esta manera, llegamos a que

b b
o</ f—L(f,P1></ F-LU P+ 5 <e

siempre y cuando |P;| < 6.

Para el caso cuando f sea una funcion acotada arbitraria, siempre podremos
encontrar una constante C' > 0 tal que f + C sea una funcién positiva y por lo
tanto, podemos aplicar lo que acabamos de demostrar a f+ C'y decir que para todo
e >0 existe un § > 0 tal que si |P| < §, entonces

/b(f+0)—L(f+C,P)<5.

Pero gracias a la parte (5) del teorema 6 y a la proposicién 2, sabemos que

b b
/ (f+C)—L(f+C,P)= (/ f+C(b—a)) —(L(f,P)+C(b—a))

I/abf—L(f,P)-
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Con este lema, ya se puede demostrar la equivalencia entre la integral de Riemann
y la de Darboux.

Teorema 8. (De equivalencia de las integrales) Sea f : [a,b] — R una
funcion acotada. f es Darboux integrable si y solo si f es Riemman integrable en
cuyo caso, ambas integrales coinciden.

Demostracion. Como ya discutimos antes, la demostracion de que si la funcién es
Darboux integrable, enonces es Riemann integrable y las integrales coinciden, es
consecuencia de (3) y del lema 1.

Ahora, supongamos que f es una funcién Riemann integrable y llamémosle T al
valor de la integral. Vamos a demostrar que I queda por debajo de la integral inferior
de f. Sea ¢ > 0 dado, entonces existe un 6 > 0 de modo que

Z ft) (zi—wiq) —I| < e

siempre y cuando |P| < ¢ y los puntos ¢; estén entre x; . y x; para todo i =
1,2,...,n, o equivalentemente

siempre que |P| sea menor que § y los puntos #; estén entre z;_y y z; para todo
1=1,2,...,n.

Tomemos una particiéon Py = {xy = a, 21, ...,x, = b} con |P| < § y pongamos
atencion al siguiente conjunto

{Z ft) (@i —xiq) 1 t; € [xi—l,xi]} )

Este conjunto deseribe a todas las sumas de Riemann de f posibles correspon-
dientes a la particiéon F, y variando los puntos t; elegidos.

El conjunto claramente es no vacio y ademds por (5) sabemos que —e + I es
conta inferior-del conunto, por lo tanto su infimo existe y se cumple que

—e+ 1 < inf {i f(t) (i — i) 1 i € [in—l,lﬂi]}

i=1
Ahora, basta con fijarnos que si definimos
Ai={f (i) : ti € [zi—1, 2]},

entonces
{Z f(tz> (ZL’Z — ZL‘i_l) . tz € [xi_l,xi]} = (ZEl—Jio)Al—f—(IQ—ZEl)AQ—f-. . ~+(5L‘n_l‘n—1>An-
i=1

Con el lado derecho de la expresion interpretado como se explica en la definicién
3 del capitulo 2. Con esta nueva manera de representar el conjunto de las sumas de
Riemann, tenemos que
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—e+ I <inf((x; —29)A1 + (v — 1) Ao+ ...+ (2 — 1) Ay)

y por el corolario 1 del capitulo 2, podemos concluir que

—e+1I<m(xy—x0)+...+my (v, —xn_1) = L(f, R).
Ya que la integral inferior es el supremo de todas las sumas inferiores, se sigue

que
b
—5—|—I</ /

y ya que ¢ fue un nimero positivo arbitrario, podemos decir que

]g/abf.

De manera similar, de (5) se sigue que el conjunto de sumas de-Riemann de f
con respecto de P y variando los puntos t; elegidos, estd acotado superiormente
por € + I, por lo que, siguiendo los pasos andlogos a lorecientemente demostrado,

llegariamos a que
b
[r<t

Pero recordemos que siempre se cumple que fab f < fab f y por lo tanto

b b
I</f</f<1

que es lo que se queria demostrar. [

Con esto se conluye la seccion y a partir de aqui, se usara el término integral de
Riemann para referirnos también a la integral de Darboux, pues como se acaba de
ver, son conceptos equivalentes.

3.4. - Teoremas de intercambio entre limite e integral de Rie-
mann (TCM y TCA)

En caso de atin no haber tomado un curso de teoria de la medida, es bueno saber
que estos resultados surgen al estudiar un concepto de integral diferente a la integral
de Riemann, llamada integral de Lebesgue, y lo que se presenta en esta seccion, es
un intento de formular dichos resultados fundamentales de ese tipo de integrales,
pero adecuados para la integral de Riemann.

Estos dos teoremas permiten saber bajo qué condiciones es valido hacer el inter-
cambio entre limite e integral. Al primer teorema que se va a presentar, se le conoce
como teorema de la convergencia mondtona, comunmente abreviado como TCM .
La idea es bastante simple, aunque requiere el minimo conocimiento de la teoria de
sucesiones de funciones. Dicho contenido puede ser encontrado en el capitulo 2 de
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conceptos preliminares.

Supongamos que se tiene una sucesién creciente de funciones (f,,) definidas en
un intervalo [a, b], donde cada f, es Riemann integrable. Ademas, supongamos que

n—oo
donde una funcién Riemann integrable.

Ya que f, < fni1, por el inciso 11) del teorema 6 de propiedades de la integral, se

b b L . b :
sabe que fa fn < fa fni1. Por lo tanto, la sucesién de ntimeros < fa fn) es creciente.

/abfn</abf-

b
lim fn

n—00 a

Ademas, es acotada, pues

Por consecuencia

existe. La pregunta obligada seria

b b b
.Se cumple que h’m/ fn :/ lim" f, :/ f? (6)
n—oo a a n—oo a

Aunque para exponer la idea se asumié un comportamiento creciente de la suce-
sion de funciones, la pregunta puede ser hecha también para sucesiones decrecientes
de funciones. Por este motivo, a este resultado se le conoce como teorema de la
convergencia mondétona.

Antes de continuar con los teoremas imporantes de esta seccion, resulta necesario
incluir en nuestra notacion, otra manera de representar a las particiones. Como ya
se definig, una particién de un intervalo [a, b] es un subconjunto finito de puntos del
intervalo, ordenados de menor a mayor, donde el primer punto es a y el iltimo es b.
Sin embargo, en el caso delas sumas de Riemann, ademés de hablar de una particion,
también debemos tener en cuenta los puntos intermedios elegidos t; para calcular la
suma de Riemann, es por ello que se insiti6 en usar la notacién S (f, P, {t;}) para
referirnos a ellas.

Definicidn 16. Sea {z¢, x1, ..., 2z, } una particién del intervalo [a, b] y ¢; un punto en
el intervalo [z;_1, ;] para cada i = 1,2,..., k. Vamos a llamar particién etiquetada
de [a,b] al conjunto de parejas

P = {([x0,$1],t1) ) ([x17x2]7t2) I ([xkflaxk]atk)}

Como se observa, la particion etiquetada es otra manera de partir el intervalo,
ya no como un subconjunto de puntos, si no como un conjunto de pares conforma-
dos por los sub-intervalos que son inducidos por una particién convencional y sus
correspondientes puntos intermedios. Cuando se haga referencia a la norma de una
particion etiquetada, nos referiremos al valor més grande de los x; — z;_1.

Esta idea de las particiones etiquetadas es especialmente 1til para trabajar con
sumas de Riemann y de hecho, esa es la razén para incluirlas en este trabajo.

El siguiente corolario es una consecuencia directa del lema 1, presentado en la
secciéon 3.3 de equivalencia entre la integral de Riemann y la integral de Darboux y a
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pesar de tener una apariencia poco elegante, la idea que transmite es bastante simple.
Basicamente, este resultado nos permite asegurar que, a partir de cierta norma en
las particiones, cualquier suma de Riemann al sumarle una cantidad positiva ¢, esta
quedara por encima de la integral inferior. Todo esto sin suponer nada a cerca de la
integrabilidad de la funcién f, inicamente se requiere que sea acotada para que la
suma inferior esté bien definida.

Corolario 2. Sea f : [a,b] — R una funcidn acotada. Entonces para todo € > 0
existe un 6 > 0 tal que para toda P = {([xo, 1], t1), ([z1, 2], t2) . .., ([Th—1, Tk], tk) }
particion etiquetada de [a,b] con |P| < ¢ , se cumple que

Ty

Z f<e+ Z [ () (zi —xioa). (7)

([Iifl,mi],ti)EBmi;l ([mifl,mi],ti)GB

para cualquier B subconjunto de P.

Demostracion. Sea € > 0 dado. Por el lema 1, sabemos que existe un. 6> 0 de modo

que \
/f—L(f,P)<€

para cualquier particién con |P| < §. Lo que en términos de m;, seria

/ f— m; (2, =31) < €.

([xiz1,zi], t i)EP

Gracias a la propiedad 111) del teorema 6, podemos partir la integral inferior de
la siguiente manera

/ f—= mi (T = Ti) = Z . f= > mi(wm— i)

xz 1@1 tz)EP ([931 1:931 EP Tiz1 ([Iz 1,mz]t) er

B (L)

([zz 1 ,.T»L z

Pero cada término de esa suma es mayor o igual a cero, pues la integral inferior
es mayor o igual a la sumas inferiores. Por lo que

(/ f=m (z; $i—1)><

Para cualquier B subconjunto de P. De donde

(/ f—m;(z; xz_1)><5.

([wi— 175’31]t ([xi—1,2:],ti)€

T

Z 1f<5‘|‘ Z mi(xi—xi_l).

([wio1,m),t:)eB 2Pzt ([wi—1,24],t:)EB

Y ya que m; < f (t;) para todo t; € [x;_1, z;], tenemos lo que queriamos demos-
trar.
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Observacion 3. Sea ¢ > 0 arbitrario y 6 > 0 como en el corolario 2. Entonces,
basta con que x; — x;_1 < 0 para todos los elementos de B para que se cumpla la
desigualdad (7).

Lo que sigue es mostrar un resultado caracteristico de las particiones etiqueadas.
El lema de Cousin fue demostrado por primera vez por el matematico belga Cousin
en el siglo XIX y juega un papel importantisimo en otro tipo de integral llamada
la integral de Henstock. Para comprender lo que dice este lema, es necesario definir
primero lo que significa que una particon etiquetada sea 6 — fina.

Definicién 17. Sea § : [a,b] — R una funcién positiva. Decimos que una par-
ticién etiquetada P = {([zo, x1],t1), ([z1,x2], t2}, ..., ([xr_1, 2], tk)} es & = fina
si

Ti — T < ) (tl)

parat=1,2,...,k

Es decir, P es 6 — fina si la longitud de cada intervalo es menor a ¢ evaluada en
el punto intermedio.

El lema de Cousin permite garantizar que, sin importar cudl sea nuestra funcion
0 (mientras esta sea estrictamente positiva), siempre va a existir al menos una par-
ticién del intervalo que sea 0 — fina. La demostracion del lema de Cousin que se
presenta a continuacién, estd basada entéramente en las ideas presentadas en [6] y
los argumentos usados en ella son bastante parecidos a los que se usan en pruebas
convencionales de resultados de calculo como el teorema del valor intermedio entre
otros.

Las personas que tengan nociéon-de lo que son los conjuntos cerrados, pueden
revisar el capitulo 5, donde el autor de este trabajo propone una demostraciéon
original de este hecho.

Lema 2. (De Cousin) Sead : [a,b] — R una funcion positiva, entonces existe
una particion etiquetada del intervalo [a,b] que es 6 — fina.

Demostracion. Consideremos el conjunto
S = {z € [a,b] : existe una particién § — fina de [a,x]} .

Claramente S es no vacio, pues x € S. Ademads, S esta acotado superiormente por
b. Gracias a la propiedad de la minima cota superior, sabemos que .S tiene supremo
al ‘cual denotaremos por a.

A continuacién, nos disponemos a demostrar que o € S, es decir, que el intervalo
[a, ] tiene una particién etiquetada 0 — fina. Por el teorema 2, sabemos que exise
un zo € S tal que

o
—%<I‘O.

Ya que zy € S, eso significa que existe una particién etiquetada P de [a, o] que
es 0 — fina. Lo que quiere decri que

P U{[xg,a],a}

es una particién etiquetada § — fina de [a, a]. Con lo cual concluimos que «a € S.
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Por ultimo, demostraremos que a = b. Supongamos que no es asi y que a < b.
Tomemos un nimero ¢ € [a, b] tal que

a < c<min(a+6(a),b).

Entonces
PU{[a,d,a}

resulta ser una particién etiquetada de [a,c] que es 0 — fina, lo cual supone una
contradiccion con el hecho de que « es el supremo de S. Por lo tanto a = b. [

El siguiente lema esta completamente inspirado en el trabajo de Brian S. Thom-
son presentado en [17] para la revista de divulgacion matematica The American
Mathematical Monthly. Sin embargo, existe una diferencia crucial entre la prueba
presentada por Thomson y la presentada en este trabajo. Dicha diferencia permite
extender el alcance de este lema, para que brinde no solo una demostracion practica-
mente inmediata del TCM, si no que también nos ayudara en la demostracién para
el otro resultado principal de esta seccion.

Al tratarse de una demostracion en términos elementales, sin mucha teoria nece-
saria para ser entendida, puede volverse un poco técnica y tal vez resulte necesario
leerla un par de veces para que sea completamente clara.

Lema 3. Sea (f,) una sucesion de funciones acotadas definidas en un intervalo
la,b] que decrecen puntualmente a f = 0. Entonces, se cumple que

b
lm [ fo=0

n—00 a

Demostracion. Empecemos tomando un £ > 0 arbitrario y definamos la constante

0 = =77 A continuacion, gracias al corolario 2, para cada n € N podemos hallar

un numero real 9, > 0 de tal modo que

DY BT RS WA IR ®)

para cualquier subconjuno B de una particién etiquetada P con |P| < §,.

Ahora, para cada z en [a, b] definimos al nimero natural N () como el primer
nimero natural para el cual la sucesion f,(z) < 6.

En la Figura 7 se muestran los primeros términos de una sucesiéon a modo de
ejemplo. En ese caso ilustrativo N (z) = 3, pues fi (z), fa (x) > 0, pero f3(z) < 6.

De esta manera, agruparemos a los x de [a, b] que tengan el mismo valor de N (z)
mediante los siguientes conjuntos

Ej ={x €a,b] | N(z) = j}

para j =1,2,....

Volviendo al ejemplo de la Figura 7, los conjuntos E; quedarfan como en la
Figura 8
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Figura 7: Ejemplo ilustrativo.

J

a
N . N "

Lo

Figura 8: Imagen recortada del ejemplo ilustrativo

Asi, cada elemento del intervalo [a, b] pertenece a algin E;.

Lo que sigue es usar estos conjuntos para definir la funcién § : [a,b] — R de

la siguiente manera
d(xz)=06;siz e L.
Continuando con el ejemplo, la Figura 9 muestra una posible gréafica de la funcion

J.

Ya que 9§ es una funciéon positiva, podemos aplicar el lema de Cousin para obtener
una particién etiquetada P = {([xo, z1],t1), ([x1, 22|, 2}, .. ., ([zk—1, zk], tx) } de tal
modo que x; — x;_1 < 0 (t;) para cada 1 =1,2,... k.

Lo siguiente sera agrupar los pares de la particion etiquetada que compartan
el mismo N (¢;). Sea N el nimero mas grande de los N (¢;) con ¢ = 1,2,..., k.
Definimos a P; como sigue

Py ={([zi-1,zi],t:;) € P: N (t;) = j}

para j = 1,2,..., N. De este modo, los P; son conjuntos disjuntos y ademds P =
PLUP,U...U Py.
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E3 E4 E2

Figura 9: Funcion 6.

Veamos lo que pasa si tomamos un nimero natural m mayor o igual a N y
calculamos la integral inferior de f,,. Pues gracias a la propiedad 111 demostrada
en el teorema 6, podemos descomponer la integral inferior en suma de integrales

inferiores por suintervalos de la siguiente manera

o< -2 ([ )
- ) / f

j=1 (lwi—1sms) ty)epy 202t

Debido a que m > N, tenemos que f,, < f; para cada j = 1,2,..., N y por lo

tanto fx__l fn < 7 ‘[ para cada j; dejindonos con

&<§: > / fi

7=1 ([wi—1,m5],t:)EP;

Ya que N (t;) = j para todos los t; € P;, esto implica dos cosas; la primera es
que, por el lema de Cousin, x; —z;_1 < 6 (t;) = J;. Lo que quiere decir que P; es un
subconjunto de una particién con norma menor a J;, por lo cual (8) se cumple para

cada 7 =1,2,..., N y por lo tanto, podemos concluir que

2

SX [ n)<X(zr X sww-a

3=1 \([zi_1,3:],t:)EP; j=1 ([zi—1,23].t:)€P;

La segunda cosa que podemos concluir de que N (;) = 7, es que f; (t;) < 6, pues
asi se definié N (¢;), como el primer entero para el cual el valor de la sucesién (f,)

es menor a 6 en el punto t;. Por lo tanto, se sigue que
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3 [ n)<>(f+ X tem-n

J=1 \([mi—1,2],t:)eP; ZFiz1 j=1 ([xz 1,%i],ti) EP;

al L

03] EXSND ST,
j=1 ([wi—1,23],t:)EP;

<40 2J + (l‘z — $i_1)

J=1 ([wi—1,2:),t:)EP;
(1+(b—a)
de manera que si m > N, entonces
b
0</fﬁ<e

Como se habia comentado antes, esta demostracién estda completamente basada
en la dada por Thomson en [17], con la diferencia de que Thomson asume la integra-
bilidad de cada funcion f,, de la sucesion y demuestra que el limite de las integrales
converge a cero. Lo cual, como se vera en el siguiente teorema, ya representa una
demostracion para el TCM. Sin embargo;-al introducir el corolario 2, se pudo me-
jorar un poco el resultado removiendo la restriccion de que cada f,, sea integrable,
pero quedandose en su lugar con la‘integral inferior. Deberia ser obvio que el lema
3 es un resultado mas general que el presentado por Thomson. Pues en caso de ser
integrables las f,,, entonces se cumple que

b b
lim f = lim fn =0.

n—0o0 n—oo

En [9], se puede encontrar otra demostracién del lema 3 proporcionada por Wil-
helmus Luxemburg. El tinico inconveniente con esa prueba (inconveniente para este
trabajo) es que hace uso del teorema de Dini para decir que una sucesién de funcio-
nes continuas definidas en un intervalo [a, b] que convergen a una funcién continua,
lo hacen de manera uniforme. Dicho teorema usa teoria de conjuntos compactos y
la nocién de otro tipo de convergencia, los cuales, son conceptos que no sedn estu-
diades en este trabajo, pues se aleja del objetivo del mismo que es el de presentar
demostraciones lo més elementales posibles.

Ahora la demostracion del TCM es practicamente inmediata del lema 3.

Teorema 9. (TCM) Sea (f,) una sucesion mondtona de funciones definidas en
[a,b] que son Riemann integrables y que convergen puntualmente a una funcién f
Riemann integrable. Entonces,

b b b
lfm ﬁ:/ﬁmh:/f
n—oo a a n—oo a
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Demostracion. Comencemos demostrando el caso cuando la sucesion (f,) es cre-
ciente. Definamos la sucesién (g,,) dada por g, = f — f,. No es dificil ver que la
sucesion (g,) estd acotada y ademds decrece a cero. Por el lema 3, tenemos que

b b b
0= lim gn = lim / fn —/ f.
n—oo a n—oo a a

Para el caso cuando (f,) es decreciente, simplemente notemos que g, = f —
fn define una sucesién creciente de funciones Riemann intergables que convergen
puntualmente a cero. Por la primera parte de esta demostracién, podemos concluir

que
b b b
lim gn:/limgn:/OZO.
n—oo a a n—oo a

Por supuesto, si el alcance del lema 3 se quedara aqui, en realidad no representaria
una mejoria a lo ya presentado por Thomson en [17]. Es en el segundo resultado
principal de esta seccidn, el teorema de la convergencia acotada (TCA), donde se
alcanza todo el potencial del lema 3.

Laidea de usar el lema 3 para demostrar el TCA se debe a Wilhelmus Luxemburg
en [9], por lo que la siguiente demostracién estd-inspirada en su trabajo.

Teorema 10. (TCA) Sea (f,,) una sucesion de funciones Riemann integrables defi-
nidas en [a,b] que convergen puntualmente a una funcion f que también es Riemann
integrable. Supongamos que existe una constante M > 0 de modo que |f,| < M para
todo n € N, entonces

b
lim/ = ful = 0.
n—oo a

En particular
b b
lim fn = / f.
n—oo a a

Demostracion. Comencemos definiendo la sucesién de funciones (g,) dada por g, =
|f — fn]. Por la propiedad 4 de la integral de Riemann, demostrada en el teorema
6, podemos decir que cada g, es integrable. Y ya que |f,| < M para toda n, esto
implica que |f| < M y por lo tanto g, < |f.| + |f| < 2M. Ademads, por como estd
definida, la sucesién (g,,) converge puntalmente a cero (no necesariamente de manera
decreciente).

Ahora, para cada x € [a,b] y n € N, definimos a
h (2) = sup {gn () , Gn41 (), Gns2 (), ...}

Entonces, la sucesion (h,,) estd acotada superiormente por 2M y ademés 0 <
gn < h, para toda n € N.

Por el teorema 3 del capitulo 2, sabemos que h,+1 (z) < h, (z) para todo = € [a, b]
y para todo n € N, por lo que es una sucesién decreciente. Ademads, por el mismo
teorema, sabemos que para cada x € |a, b|
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Con lo cual, podemos aplicar el lema 3 a la sucesién (h,,) y decir que

b

lim h, =0
n—oo
a
Pero 0 < [ f gn = f: Gn < f: h,,. Terminando asi, la demostracion. [ |

Gracias a estos dos teoremas, el TCM y el TCA, ahora se tienen las condiciones
bajo las cuales es valido hacer el intecambio entre limite e integral de Riemann. Son
notables las diferencias que existen entre ambos resultados. En el TCA, logramos
quitar la restriccion de que la sucesion debe de ser mondtona, pero agregando el
supuesto de que tiene que existir una constante acotando la sucesiéon. Esta nueva
condicién de la cota, en relidad no representa una gran restriccion si lo comparamos
con lo supuesto en el TCM. Si (f,,) es una sucesion de funciones Riemann integrables
definidas en [a, b] que crecen a una funcién f Riemann integrable, entonces f; < fo <
... < f y la sucesién estaria acotada inferiormente por M; = inf { fi(x) | = € [a,b]} v
superiormente por My = sup{f(z) | = € [a,b]}, tomando M igual al maximo entre
|Mi| y | M|, tendriamos una cota para toda la sucesién. Esto quiere decir que, en
realidad, el TCA implica el TCM. La razén para incluir ambos teoremas, es debido
a que en este trabajo se busca dar un panorama, lo-mas amplio posible, de los
resultados mas importantes de la integral de Lebesgue, para aquellas personas que
aun no hayan tomado un curso de teoria de la medida.

En caso de ya estar familiarizado con la integral de Lebesgue, es interesante
notar el papel que juega el lema 3 en la demostracion del TCA para la integral de
Riemann. Es el mismo que el que desempena el TCM para la integral de Lebesgue,
en la demostracion del teorema de la convergencia dominada.

Aun queda algo mas que comentar a cerca de estos dos teoremas. Se debe discutir
la importancia que tiene la hipdtesis de que el limite f de la sucesion de funciones
debe ser Riemann integrable. Para las personas cuyo acercamiento a estos resulta-
dos se haya dado por primera vez en este documento puede parecer una condicién
obviamente necesaria, pues como se puede hablar de intercambiar limite con integral
si para empezar, no se-sabe si el limite es una funcion integrable. Sin embargo, no se
debe de olvidar que estos resultados provienen de una idea de integral més general
y por lo tano, puede haber hipdtesis que ya no sean necesarias de asumir. Debido a
que hablar de-esto seria algo de interes mayormente para las personas que conozcan
los resultados originales de la integral de Lebesgue, este contenido sera incluido en
la seccion 4.6. Adn asi, no serd necesario saber nada de la integral de Lebesgue o
teoria de la medida para entender esa pequena primera parte de la seccion.

Por ultimo, otros trabajos que también abordan este tema del intercambio entre
limite e integral de Riemann son los siguientes. En [3] y [5] Cunningham y Gordon
dan una demostracién de que el TCD es equivalente a un lema conocido como
lema de Arzela, luego bastaria con dar una demostracién del lema de Arzela. La
demostracion de este lema la hicieron por primera vez Arzela en 1885 y de manera
independiente Osgood en 1887 [12]. Estas pruebas se consideran bastante técnicas
y pesadas. Afortunadamente, se han dado pruebas mas elementales de este lema
(ver [8]). Finalmente, en [7] Kastelman introduce una leve nocién de medida para
conjuntos abiertos y asi logra dar una demostracion del TCD un poco técnica, pero
accesible si se tiene nocién de los conjuntos abiertos y sus propiedades.
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3.5. Teoremas de convergencia para la integral impropia de
Riemann

En esta seccion se explorara la posibilidad de extender los teoremas de conver-
gencia mondtona y acotada para cuando el intervalo de definicién de la sucesién de
funciones no es un intervalo acotado. Esto, mediante el uso de la integral impropia
de Riemann.

La integral impropia de Riemann es un intento por extender la integral de Rie-
mann a situaciones donde bien, el intervalo de definicion de la funcién no esté aco-
tado, o bien, la funcién en cuestion, no esté acotada en su intervalo de definicién.

Aqui inicamente trabajaremos con la primera de estas situacones, la otra puede
abordarse de manera similar.

Comencemos definiendo lo que significa la integral impropia de Riemann de una
funcion.

Definicién 18. Sea f : [a,00) — R una funcion para la cual fam f existe para todo

m € [a,00). Si se cumple que

lim | f
m—r00 a

existe, es decir, si existe un numer real I tal que para todo ¢ > 0 existe un M > a

tal que
/ f—]‘<s.

para todo m > M, entonces se dice que la integral impropia de f existe y a dicho
limite I se le conoce como integral impropia de f y se denota por

[

Como ee aprecia, la intergal impropia es una manera muy natural de extender
la integral de Riemann para funciones cuyo intervalo de definicién no esté acotado,
simplemente viéndola-como el limite de integrales definidas cuando estas tienden a
infinito.

Resulta ser que, la integral impropia de Riemann cumple las mismas propieda-
des basicas.que la integral de Riemann para intervalos acotados, esto gracias a las
propiedades tanto del limite como de la misma integral de Riemann.

Teorema 11. Sean f,g : [a,00) — R dos funciones cuya integral impropia de
Riemann existe y k un numero real. Entonces,

1) La integral impropia de f + kg existe y se cumple que

/aoof+kg:/(loof+k/aoog.
/:Ofé/:og.
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111) Sic € [a,00), entonces ) - -
/af+/c f:/a /-

Comparado con el teorema 6, solo faltaria la propiedad ?7?). En general, no
es cierto que si la inegral impropia de Riemann de f existe, entonces la integral
impropia de |f| existe.

Con estas propiedades se puede hacer la siguiente observacién que surge de la
definicién de intergal impropia.

Observacion 4. Si la integral impropia de [ : [a,00) —> R existe, entonces
para todo € > 0 existe un M > a tal que
M
/ f—1 ' <e.

o0 M [e'S)
LAl -
M a a
A continuacion, se dara el unico resultado extra que se necesita para la demos-
tracién del TCA y el TCM.

Teorema 12. Sean f, g : [a,00) — R dos funciones no negativas tales que f > g

Y m m
ISR

existen para todo m € [a,00). Entonces, si laintegral impropia de g existe, la integral
impropia de f también existe.
)= [ f

G(x) :/:g.

Es facil ver que tanto F' como G son funciones crecientes y por lo tanto el limite
cuando z tiende a infinito de F'(x) existird si y solo si F' estd acotada. Pero, por la
propiedadil del teorema 11, sabemos que

| s
es una cota para F. Por lo tanto

lim F(z) = lim/ f—/ f
T—r00 T—r00 a a

existe. ]

Demostracion. Definamos a

y a

Ahora, ya se puede ver la demostracién del TCA para la integral impropia de
Riemann, la cual, como veremos a continuacion, se basa fuertemente en el TCA para
intervalos acotados.
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Teorema 13. (TCA para la integral impropia de Riemann) Sea (f,) una
sucesion de funciones definidas en [a,00) que convergen puntualmente a una funcion
f. Supongamos que las integrales impropias de Riemann de f y de cada f, ezisten.
Ademdas, supongamos que existe una funcion g : [a,00) — R, cuya integral impropia
de Riemann existe, tal que |f,| < g para todo n. Entonces,

lim lf — ful = 0.
n—oo [,

En particular
i [ h=[ s
n—oo a a

Demostracion. Antes que nada, deberiamos de garantizar la existencia de la integral
impropia de |f — f,| para cada n. Recordemos que, en general, la integral impropia
del valor absoluto de una funcién no siempre existe atin cuando la integral impropia
de la funcién exista. Pero esto es facil de probar, pues para todo n€ N

|f = fal < IfI+[fal < 29 (9)
Aplicando el teorema 12 y la propiedad 1v del teorema 6, concluimos que |f — f,,|
tiene integral impropia.

Ahora, sea € > 0 arbitrario. Por la observacion 4, sabemos que existe un M > a

tal que
IR
g= gl.< 5
M M 4
Gracias a (9), concluimos que

o o 2¢ ¢
= <2 < — = —.
Jurssise [ g< -3

para todo n € N. A continuacién, notemos que en el intervalo [a, M] la sucesién
(fn) estéd acotada por. K, donde K es cualquier cota superior de g en [a, M]. Por
lo tanto, podemos aplicar el TCA para la sucesién (f,) restringida tnicamente al
intervalo [a, M] y decir que exise un n € N tal que

[Tir-ni<s

a

para todo n > N. De esta manera

LMV—ﬁAleU—ﬁA+AjU—ﬁA<§+§:a

Al comparar este TCA con el TCA para intervalos acotados la diferencia es clara.
Aqui ya no basta que la sucesién se encuentre acotada por una constante, si no que
debe de estar acotada por una funcién integrable. En realidad, se puede cambiar
la constante por una funcién integrable en el TCA para intervalos acotados, pues
en ese caso, ambas condiciones son equivalentes. Sin embargo, para intervalos no
acotados, las funciones constantes ya no son funciones integrables.

Para terminar con esta seccién, el TCM para la integral impropia de Riemann.
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Teorema 14. (TCM para la integral impropia de Riemann) Sea (f,) una
sucesion mondtona de funciones definidas en [a,00) que convergen puntualemnte
a una funcion f. Supongamos que la integral impropia de f y de cada f, existen.

Entonces ,
lim / fn = / f. (10)
n—oo a a

Demostracion. Supongamos que (f,) es creciente. Por lo tanto f; < fo < ... < f
y si definimos ¢, = f — f,, vemos que la sucesién (g,,) es una sucesién decreciente
de funciones que converge puntualmente a cero cuya integral impropia de Riemann
existe para cada n € N. Por lo tanto, toda la sucesion es positiva y se encuentra
acotada por g, aplicando el TCA para la integral impropia de Riemann, tenemos

que
~ lim gnzhm/ fn—/ ;.
n—oo a n—oo a a

Si (f,) es decreciente, entonces g, = f, — f define una sucesién decreciente de
funciones que converge puntualmente a cero y concluimos lo mismo que en el caso
anterior.
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4. Integral de Lebesgue

Dentro del analisis matemaético la integral de Lebesgue nace de una rama lla-
mada teoria de la medida. Esta teoria es fundamental en otras disciplinas de las
matematicas como la probabilidad, estadistica y geometria. Entender el objetivo
de la teoria de la medida es bastante sencillo. Esta, simplemente busca asignarle a
los conjuntos una cierta medida cuya intencién es, representar de alguna manera,
el tamano de los conjuntos. Por ejemplo, supongamos que tenemos un saco con 50
canicas idénticas en su interior y estamos buscando la manera de que, a cada sub-
conjunto de canicas del saco original, se le asigne una medida. En ese caso, lo més
razonable seria usar como medida la funcién que cuenta el nimero de canicas que
hay en los subconjuntos.

Mas adelante se presentard una definicion formal de medida y aunque el coneepto
de medida es muy general y en principio puede ser aplicada a conjuntos arbitrarios,
este trabajo se concentrard en una idea de medida muy especifica para ser usada
sobre los subconjuntos de los niimeros reales. Desafortunadamente, aplicar la misma
idea de medida que vimos en el ejemplo reciente de asignarle como medida a los
subconjuntos de los niimeros reales el nimero de elementos-que posean, parece que
llevaria la teoria por un camino poco 1til e interesante. La medida que se usara en
este trabajo para subconjuntos de R es conocida como-medida de Lebesgue y esta
puede ser pensada como la extension de la medida que a los intervalos de la forma
[a, b] les asigna como medida su longitud, b — a. Sin embargo, dentro de los niimeros
reales existen subonjuntos espantosos y la duda seria, si también es posible asignarle
una medida de Lebesgue a estos subconjuntos. Antes de dar una respuesta a esta
incognita y de definir formalmente lo que se quiere decir por medida, se intentara
esbozar que relacion existe entre la poca idea que tenemos hasta ahora de medida y
la integral.

Supongamos que se tiene una funcién f definida en el intervalo [a, b] que toma
un valor constante £ > 0 . Ademds, supongamos que existe una funcién p que va del
conjunto potencia de [a,b] a R™ de modo que, p (A) representa, de alguna manera,
el tamano del conjunto A para cualquier A C [a,b]. Lo que sabemos hasta ahora,
gracias a la integral de Riemann, es que la integral de la funcién f representa el area
que se encuentra-entre el eje x y la grafica de f que en este caso corresponde al area
de un rectangulo de base b — a y altura k. Por lo tanto, la integral de f deberia de
ser k(b — a). En otras palabras

/f= k(b)) = k- (F7 (kD))

donde f~! representa la imagen inversa. Con esto, simplemente se estd queriendo
decir que la integral de f es, la medida de la base del rectangulo, multiplicado por
su altura. Claramente tendriamos un problema si se intentara extender esta idea de
integral a funciones que tomaran mas de un valor. Sin ir més lejos, con este mismo
razonamiento y si la funcion f toma dos valores positivos ki y ko, entonces la integral

de f deberia de ser

koo (F7H ({EaD) + bz o (F 71 ({R21)) (11)

Si la grafica de la funcién f fuera como en la parte de arriba de la figura 10,
parece razonable pensar que la integral de f deberia ser k; (¢ — a) + ko (b — ¢), que
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ki +
ko +
a % b
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a b

Figura 10: Dos funciones que toman tnicamente dos valores k; y ks.

en este caso, coincide con.la expresién (11) . Sin embargo, al observar la imagen
de abajo de la misma figura, vuelve a presentarse el mismo problema de hace un
momento, el de definir-la medida para cualquier subconjunto de [a, b], pues se debe
tener presente estas ideas se empezaron bajo la suposicion de que dicha medida p
existe. La existencia de tal medida es un hecho muy profundo y complejo que llega
hasta lo que aceptamos como axiomas en la teoria de conjuntos y por lo tanto, se
escapa del objetivo de este trabajo. Se ha probado que no es posible definir una
medida en el conjunto potencia que generalice la idea de longitud de un intervalo.

Dicho esto, y ya que no es posible definir una medida como nos gustaria para
todos los subconjuntos de R, viene la pregunta ;para qué subconjuntos de R es
posible definir su medida, extendiendo el concepto de longitud de un intervalo? Para
responder esta pregunta, resulta necesario definir primero lo que es una o — algebra
de un conjunto.

Ya que el principal objetivo de este trabajo es hacer una comparasion entre la
integral de Riemann y la integral de Lebesgue, no es prioridad desarrollar toda la
teoria necesaria de la integral de Lebesgue, por lo que algunos resultados pueden
estar sin demostracion. Sin embargo, siempre habra una referencia a la cual se pueda
acudir para recibir mas detalles al respecto.
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4.1. Sigma algebra

Una sigma algebra es una coleccion de subconjuntos la cual cumple con las
propiedades minimas para ser candidata a poder ser el espacio donde definir una
medida.

Definicién 19. Sea X un conjunto. Una o — dlgebra de X es una coleccién F de
subconjuntos de X que cumple con las siguientes propiedades:

) XeF
11) Si A € F entonces A € F

111) Si (A,) es una sucesién de elementos de F, entonces U A, e F
i=1

Al par (X, F) se le llama espacio medible y a los elementos de F' se les llaman
conjuntos o elementos medibles.

La anterior es una definicion general de o —algebra , pero-es de particular en este
trabajo, hallar una o — dlgebra para R. Sin embargo, no cualquier o — algebra va a
ser 1til, pues el conjunto {(), R} representa una o —dlgebra de R, no obstante, esta no
sirve para nuestros propositos. Aun mas, el conjunto potencia es en si una o —dalgebra
, pero como ya se discutié previamente, esta tampoco resulta 1til. De hecho, la o —
algebra que va a servir es una llamada o — algebra de Lebesgue. Lamentablemente,
no sera posible dar una definicién completamente formal de esta o — dalgebra, pues
requiere un extenso desarrollo de la teorfa de la medida de Lebesgue, por lo que en
este trabajo unicamente se intentara dar una idea de como seria esta o — dalgebra.
Sin embargo, se debe de tener claro que la manera de presentar la o — dlgebra de
Lebesgue que se estd dando en_este trabajo no es la usual y tampoco es la correcta,
pero consideramos que es la que mas se adecua para los porpdsitos del estudio.
Los interesados en ver una definicién formal de la ¢ — dlgebra de Lebesgue pueden
consultar el capitulo 9 de[2].

Antes de intentar “definir” la ¢ — dlgebra de Lebesgue, se necestian considerar
algunos aspectos de la medida de Lebesgue y a la o — algebra de Borel. Esta ultima
parte es precisamente por la cual se vera primero el siguiente resultado.

Teorema 15. Si (F,),c; s una coleccion arbitraria de sigmas dlgebras de X, en-

tonces
F=()%a

acl
es también una sigma dlgebra.

Demostracion. Veamos que F cumple con las tres propiedades para ser una sigma
algebra.

1) Es inmediato, pues X € F, para todo «, de manera que X se encuentra en la
interseccion de todas ellas.

11) Sea A € F. Entonces, A € F, para cada a y por lo tanto, A° € F,, para todo
a. De este modo, A€ partenece a la inteseccién de todas las sigmas algebras.

11) Sea (A,) una sucesién de elementos de F. Esto implica que A, € F, para
todo n y para cada «, por lo que U3, A,, € F, para cada o y asi, Us2 A, € F. N
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Definicién 20. La ¢ — algebra en R generada por la interseccion de todas las
o—algebras que contienen a todos los intervalos de la forma (a, b) se llama o —dlgebra
de Borel y se denota por B(R). Si [a, b] es un intervalo fijo, entonces B([a, b]) denota a
la o —dlgebra que contiene a todos conjuntos medibles de B(IR) que son subconjuntos
de [a, b]. A los elementos de B(R) y B([a, b]) se les conocen también como Borelianos
y los Borelianos en [a, b], respectivamente.

Claramente existe al menos una o — algebra que cumple con contener a todos los
intervalos de la forma (a,b), el conjunto potencia. Luego, debido al teorema 15, la
o — algebra de Borel esta bien definida y representa la ¢ — algebra mas “pequena”
que contiene a todos los intervalos de la forma (a, b).

4.2. Medida de Lebesgue

Definicién 21. Sea (X, F) un espacio medible. Una medida en (X, F) es una fun-
cibn p: F >R U {0} tal que

D@ =0

1) i (U An) = Z i (Ay), si (Ay,) es una sucesion disjunta de elementos de F
n=1 n=1

A la terna (X, F, 1) se le conoce como espacio de medida.

Nuevamente, esta definicion de medida es general. Lo que interesa para este
estudio es poder definir una medida en la o — dlgebra de Borel de modo que, en el
caso de la medida para los intervalos de la forma [a,b], esta coincida con lo que se
espera, que seria asociarles el niimero b — a, para posteriormente, ahora si, definir
la 0 — algebra de Lebesgue. La medida que permite hacer esto es conocida como
la medida de Lebesgue y generalmente se denota por A. La construccién de esta
medida no forma parte del objetivo de este trabajo, por lo que se puede consultar
[2] para tener mds detalles acerca de este tema.

Teniendo una vaga idea de lo que la de medida de Lebesgue representa y junto
con la o —algebra de Borel, estamos listos para “definir” la 0 — algebra de Lebesgue.

Definicién 22. Definimos a la 0 — dlgebra de Lebesgue, denotada por £ (R), como
todos los conjuntos Borel medibles y agregamos los subconjuntos de conjuntos de
medida cero. Es decir, F pertenece a £ (R) siy solo si £ es un Boreliano o F C A
de modo que A (A) = 0. A los elementos de £ (R) se les conoce como elementos o
conjuntos Lebesgue medibles.

En lo que resta del documento se estara trabajando tinicamente con el espacio de
medida (R, £ (R), A) conformado por los nimeros reales, la o — dlgebra de Lebesgue
y la medida de Lebesgue o con el espacio de medida ([a,b], L (a,b]),\) que son,
el intervalo cerrado [a, b], los conjuntos Lebesgue medibles en [a,b] y la medida de
Lebesgue restringida a los conjuntos Lebesgue medibles en [a, b].

El siguiente resultado basico lo cumple cualquier medida, aunque aqui lo enuncia-
remos para el caso de la medida de Lebesgue. Una demostracion para este teorema
puede ser encontrada en el capitulo 3 de [2].
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Teorema 16. Sea (R, L (R),\) el espacio de medida conformado por los nimeros
reales, la 0 — dlgebra de Lebesque y la medida de Lebesque. Si (A,,) es una sucesion
creciente de conjuntos, es decir, A, C A,.1, entonces

A (U An> = lim A (A,).
n—oo
n=1

A diferencia del teorema anterior, el resultado que viene a continuacién es in-
herente a la integral de Lebesgue y aunque no es dificil de demostrar, si esta inti-
mamente relacionado con el como se define la medida de Lebesgue, por lo que los
interesados pueden encontrar informacién al respecto en el capitulo 13 de [2]. Sin
embargo, la idea que intenta expresar es bastante simple; los conjuntos medibles
pueden ser aproximados tanto como se quieran por conjuntos cerrados que quedan
por “debajo” o por conjuntos abiertos que quedan por “encima’.

Teorema 17. Consideremos el espacio de medida (R, L (R),\) el conformado por
el intervalo cerrado |a,b], los conjuntos Lebesque medibles en [a,b] y la medida de
Lebesgue y sea E un conjunto Lebesgue medible en [a,b]. Entonces,

1) Para todo € > 0 existe una conjunto cerrado F tal que F . C E y

MNE\F)=\ENF)<e

11) Para todo € > 0 eziste un conjunto abierto O tal que E C O y
AMO\NE)=XONE)<e

Por 1limo, se tiene la siguiente terminologia.

Definicién 23. Decimos que una propiedad P se cumple casi en todo punto (“c.t.p.”),
si existe un £ C R medible, tal que X (F) = 0 y la propiedad P se cumple en E°.

En otras palabra, una propiedad se cumple c.p.t. si esta se cumple siempre, salvo
quiza, en algin conjunto de medida cero.

4.3. Funciones medibles

Antes de definir la integral de Lebesgue de una funcién, definamos el siguiente
conjunto de funciones.

Definicién 24. Una funcién f : R — R se dice Lebesgue medible si cumple que
{r€R: f(x) > a} € L(R) para todo a € R .

De manera similar, una funcién f : [a,b] — R es dice Lebesgue medible si
cumple que {z € R: f(x) > a} € L (]a,b]) para todo a € R .

En este documento, siempre que se haga referencia a funciones medibles y no se
especifique nada mas, nos estaremos refiriendo a funciones Lebesgue medibles.

Definicién 25. Al conjunto de todas las funciones f : R — R Lebesgue medibles
se les denota por M (R, L(R)) y al conjunto de funciones f € M (R, L(R)) tales
que f > 0 se les denota por MT (R, L(R)). Mientras que al conjunto de todas las
funciones f : [a,b] — R Lebesgue medibles se les denota por M (R, L ([a,b])) y
al conjunto de funciones f € M (R, L ([a,b])) tales que f > 0 se les denota por
M™ (R, L ([a, b])).
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Estos conjuntos seran de vital importancia para este estudio pues seran dichas
funciones sobre las cuales definiremos la intergal de Lebesgue. Tal y como ocurrié
en el caso de los conjuntos medibles, no serd posible definir la integral de Lebesgue
para todas las funciones existentes, se debe de ser un poco mas selectivos para evitar
perder propiedades importantes de la integral.

El siguiente teorema establece que bajo las operaciones basicas entre funciones
medibles, la mesurabilidad se preserva.

Teorema 18. Sean f y g funciones Lebseque medibles y ¢ una constante, entonces
cf, f% f+g, fg, |fl, min(f,g) y max (f, g) son funciones Lebseque medibles.
Asi mismo, se tiene el siguiente resultado que habla del limite de una sucesién

de funciones medibles.

Teorema 19. Sea (f,,) una sucesion de funciones en Lebseque medibles tales que
Jim f () = f (@)
Entonces, f también es una funcion Lebesgque medible.

Otro resultado importante de las funciones Lebesgue medibles es el siguiente.

Teorema 20. Sea (f,,) una sucesion de funciones Lebsegue medibles. Entonces, para
cada © € R, las funciones definidas por

sup { fu(z) : m.€ N}
inf { f,(x) »n€ N}
lim sup f,(7)
liminf f,(z).
son Lebesgue medibles.
Demostraciones de los tres teoremas anteriores pueden ser encontradas en el
capitulo 2 de [2]

Como 1ltimo resultado de esta seccion, aprovecharemos el hecho de no habernos
quedado unicamente con la 0 — algebra de Borel y haberla extendido un poco més
para tener la o — algebra de Lebesgue mediante el siguiente resultado.

Teorema 21. Sea f una funcion Lebesque medible. Si g = f casi en todo punto,

entonces g también es medible.

Demostracion. Sea o € R arbitrario. Notemos que el conjuno

B={zeR: f(z) #g(x)}

es un conjunto medible, pues este tiene medida cero. Por lo que {x € R: g(z) > a}
puede ser expresado como

{reR:f(z)zatnNB)U({zeR:g(x) > a}nNB)=
{reR: f(z) Z2a A gl)=fl)tU{zeR:g(x) 2 a A g(z) # f(z)}.

Donde ambos conjuntos de la unién son medibles; el primero al ser resultado de la
interseccién de conjuntos medibles y el segundo por ser subconjunto de un conjunto
de medida nula. |
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Una funcion que sera de mucha ayuda a lo largo del desarrollo de toda la teoria
es la funcién caracteristica de un conjunto.

Definicién 26. Sea E C R. Definimos la funcién caracteristica de F, denotada por
XE, COMO
1 sizek

XE(I):{O sia € B¢

Claramente, la funcién caracteristica de E serd una funcién medible si y solo si
E es un conjunto medible.

4.4. La intergal de Lebesgue y algunas de sus propiedades
basicas

El primer paso para definir la integral de Lebesgue de una funcién medible f, es
definir la integral de funciones mas simples.

Definicién 27. Una funcién ¢ que pertenece a M (R, £ (R)) se llama simple, si
solo toma un numero finito de valores ninguno de los cuales es oo 6 —oo. En otras
palabras

¢ : R — {ay,ay,...,a,} CR donde a; # a; sii# j.

Notemos que
Y= Z ajXE; (*)
i=1

donde E; = ¢ ' (a;) y xg, es la funcién caracteristica de E;. A esta manera de
representar a ¢ se le llama representacion estandar de ¢.

La razon para contemplar primero este tipo de funciones simples, es por el hecho
de que definir su integral resulta algo muy natural. Posteriormente y basdndose en
esto, se podra definir la integral de Lebesgue para cualquier funcion medible.

Definicién 28. Sea ¢ una funcién simple que pertenece a M+ (R, £ (R)) con re-
presentaciéon estandar (x). Definimos la integral de Lebesgue de ¢ con respecto de

A como .
/90d>\ =Y @A (E))
i=1
Haciendo la convencion de que 0 - oo = 0.

Resulta algo muy razonable el definir la integral de las funciones simples como
esa suma, pues es es la suma de las dreas de los “rectangulos” formados por el eje
x y la grafica de la funcién simple . Por el momento, se restringen estas ideas
a las funciones simples positivas debido a que se quieren evitar situaciones donde
aparezcan expresiones del tipo oo — 00, lo cual, no esta definido.

A continuacion, se definira lo que significa la integral de una funcién simple sobre
un conjunto E y un resultado de este nuevo concepto.
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Definicién 29. Sea ¢ una funcién simple que pertenece a M (R, L (R)) y A la
medida de Lebesgue. Para cualquier conjunto F que sea Lebesgue medible, se cumple
que

¥YXE

es una funcién medible y ademas, también es una funcién simple. Por lo tanto, su
integral existe. Definimos y denotamos a la integral de ¢ sobre el conjunto £ como

/(pd)x :z/(pXE d\
E

Teorema 22. Sea ¢ una funcion simple que pertenece a M (R, L(R)) y sea X la
medida de Lebesgque. Entonces, la funcion u: L (R) — R U {0} definida como

p(E) = / pdA
E
es una medida.

Aunque ahora el teorema 22 no sea muy util para el objetivo actual de definir la
integral de Lebesgue para funciones medibles arbitrarias, serd de ayuda mas adelante
cuando se vea la demostracion del teorema de la convergencia monotona.

El dltimo escaléon que queda por subir antes de poder definir la integral de Le-
besgue para funciones medibles arbitrarias, es definir la integral de Lebesgue para
funciones medibles no negativas.

Definicién 30. Si f es una funcién en M™ (R, £ (R)), definimos la integral de
Lebesgue de f con respecto de A\ como

/fd)\:sup{/gpd/\ cp € MT (R, L(R)) es simple y 0 < ¢ (x) < f(2) VIER}

(12)
Ademas, si E es un conjunto Lebesgue medible, definimos la integral de f sobre E

como
/Efd)\ ::/fXE iy

Con lassiguiente definicion quedara claro por qué resulté 1til definir primero la
integral de las funciones medibles no negativas.

Definicién 31. Sea f una funcién que pertenece a M (R, B(R)) . Definimos a la
parte positiva y negativa de f, denotadas por f* y f~, como

[T (@) == max (0, f(z))
J7 (@) == méx (0, — f(x))

Haciendo la observacion de que f = f™ — f~, por el teorema 18 queda claro que
f es una funcién medible si y solo si f* y f~ son funciones medibles. Ademés f+

y [~ son funciones no negativas y por lo tanto, su integral de Lebesgue estd bien
definida.
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Definicién 32. Sea f una funcion que pertenece a M (R, £ (R)) y A la medida de
Lebesgue. Diremos que f es integrable con respecto de A o simplemente que f es

Lebesgue integrable si
/f*d)\,/f_d)\ < 00

en cuyo caso, definimos a la inegral de Lebesgue de f con respecto de A como

/fd/\ :z/f*d)\—/f_d)\.

Ademas, si E es un conjunto Lebesgue medible, definimos la integral de f sobre el

conjunto £ como
/fd)\ ::/f+d)\—/f_d/\.
E E E

Recapitulando un poco como fue la construccién hasta llegar a definir la integral
de Lebesgue; primero se definié lo que es una funcion simple, después, se dijo qué es
la integral de Lebesgue para funciones simples no negativas y finalmente, se defini
la integral de Lebesgue para funciones medibles arbitrarias, pero no negativas, que
es realmente aqui donde descansa la idea de la integral de Lebesgue. Pero ;por
qué pedirle a la funcién f la propiedad de ser medible si el supremo en (12) queda
perfectamente bien definido ya sea si la funcién f es medible o no? Resulta ser
que, si se quita esa restriccion y se define la integral de Lebesgue para cualquier
funcion, entonces se pierden propiedades importantes de la integral, por ejemplo,
la propiedad de linealidad que se vera a continuacion. Una demostracion de estas
propiedades pueden ser encontrada en [2]; a excepcién de la propiedad 111) que se
sigue de aplicar el teorema 25, enunciado mas adelante, a f — g.

Teorema 23. Sean f,g € M (R,B(R)) , k una constante real y X\ la medida de
Lebesgue. Supongamos que f y.g son ambas Lebesque integrables. Entonces,

1) La funcion f + kg es Lebesgue integrable y se cumple que

/(erkg)d)\:/f)\Jrk/gd)\.
/fd/\é/gd)\.

111)-.Si f = g casi en todo punto, entonces

/fdA:/gd)\.

El siguiente resultado se sigue inmediatamente de la definicién de integral de Le-
besgue para funciones medibles no negativas. Aunque puede no parecer la gran cosa,
afirma que una funciéon medible es integrable siempre que exista una funcion inte-
grablle que la “domine”. Cuestién que no sucede con la integral de Riemann, aunque
una funciéon Riemann integrable domine a otra, esta ttlima no necesariamente es
Riemann integrable.

1) Si f < g, entonces

Teorema 24. Sean f y g funciones en M (R, B (R)) tales que g es Lebesgue inte-
grable y |f| < g, entonces [ también es Lebesque integrable.
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Demostracion. Vamos a demostrar que [ fTd\ < oo y lo mismo se sigue para la
integral de f~. Sea p € M (R, B(R)) tal que 0 < ¢ < f*. Entonces, ¢ < g y por
el inciso 111) del teorema 23 concluimos que

/god)\é/gd/\<oo.

Ya que ¢ fue una funcién medible simple y arbitraria que queda por debajo de [,
concluimos que [ fTd\ < [ gd\ < . [

Cuando la integral de una funcién medible y no negativa es cero, esto deberia
ser consecuencia de que el conjunto de puntos para los cuales la funciéon es mayor
que cero, tiene una medida muy pequena. En concreto, el siguiente resultado nos
dice que esta situacion se da si y solo si la medida de ese conjunto es cero.

Teorema 25. Sea f : R — R una funcion en M+ (R, £ (R)) . Entonces, ffdx=0
st y solo si f es cero casi en todo punto.

Demostracion. Supongamos que | fdA\ = 0. Para cada n € N definimos a

En:{xeR:f(:r)>%}

Claramente E,, C E, 1 y ademas, %XEn < f para todo n € N. Por lo tanto,

1 1
0—/fdA>/—XEndA——A(En)>o
n n

De donde A (E,) = 0 para todo n € N. Luego, aplicando el teorema 16 concluimos
que

n—o0

Oé)\({xER:f(x)>O}):)\<G En> = lim A (E,) = 0.

n=1

Ahora, supongamos que f = 0 casi en todo punto. Simplemente hay que notar
que para cualquier funcién simple ¢ € M* (R, B(R)) tal que 0 < ¢ < f, se cumple
que [ @d\ = 0: En caso contrario, existirfa algin E; en la prepresentacion estandar
(*) de ¢tal que A(E;) > 0y a; > 0. Lo que implicarfa que f > a; # 0 en un
conjunto-de medida mayor a cero. [ |

El siguiente resultado recuerda a la propiedad V) del teorema 6 de propiedades
de la‘integral de Riemann, con la gran diferencia de que aqui, estamos hablando de
funciones definidas en todo R, minetras que aquel resulatdo solo es cierto cuando la
funcién estd definida en intervalos acotados de la forma [a, b].

Teorema 26. Una funcion f € M (R, L(R)) es integrable si y solo si |f| es inte-

grable, en cuyo caso
/|f\d>\:/f+d)\+/fd)\.

Demostracion. Recordemos que f es Lebesgue integrable siy solosi [ fTd\, [ f~d\ <
ocosiysolosi [ ftdA+ [f~dx= [(fT+ f7)d\ <oc. Pero |f|= fT+ f~, por lo
que f es Lebesgue integrable si y solo si [ |f]d\ < co. [ |
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Un resultado importante de las funciones Lebesgue integrables es el siguiente.

Teorema 27. Sea f una funcion en M (R, L (R)) integrable. Entonces, para todo
e >0, existe un 0 > 0 tal que si A\ (E) < d esto implica que

/Efd)\’ < e.

Demostracion. Demostremos el caso cuando f es no negativa. Sea € > 0 arbitrario,
entonces existe una funcién simple ¢ en M (R, £ (R)) tal que 0 < ¢ < f y ademés

0</fd)\—/g0d)\:/(f—go)d)\<§.

Ya que 0 < (f — ¢) - xg < f — ¢ para cualquier conjunto E, se sigue que

0<[E(f—w)dA<g

para cualquier conjunto medible £. De donde

Og/fd)\<§+/g0d)\.
E 2 E

Ahora, si E es un conjunto medible tal que A (E) < 537, donde M = sup {¢ (z) : © € R},
entonces se cumple que

£
2

3

—l—i—e
2 2 7

O</fdA< +/<pdA<5+/MdA:5+MA(E)<

El caso para funciones medibles arbitrarias es inmediato, pues si f es Lebesgue
integrable, entonces | f| también lo es y ademds se cumple que

[EfdA‘ < [ I

por lo que aplicando lo recien demostrado a | f| habriamos terminado. [ |

4.5. Teoremas de intercambio entre limite e integral de Le-
besgue (TCM, TCD y lema de Fatou)

Una parte importante de la teoria de integracién de Lebesgue son sus teoremas
que dictan bajo qué condiciones es valido hacer el intercambio entre el simbolo de
la integral y el de limite. El primer resultado de este tipo que se va a presentar, es
conocido como teorema de la convergencia ménotona, o abreviando, TCM.

Teorema 28. (Teorema de la convergencia mondtona) Sea (f,) una sucesion
de funciones en M* (R, L (R)) tal que la sucesion (f,) crece a f. Entonces,

lm [ fod\ = / Fd = / lfm f,d\.
n—0o00 n—oo
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Demostracion. Para empezar, deberiamos asegurarnos de que f es una funcién me-
dible para poder hablar de su integral, pero esto se sigue del teorema 19. Ademsés,
como

fi<fo<. fu<. .

esto implica que la sucesion de nimeros reales extendidos ( Ik fnd)\) es creciente y se
cumple que

lim | f,d)\ < / fd.

n—o0

Ahora, tomemos un «a € (0,1) y ¢ una funcién simple en M* (R, B (R)) tal que
0<e<f

A continuacién, definamos los conjuntos
A= {z €R: fu(z) > ap(a)}.

Entonces, se cumple que A4, C A, ; para todo n € N, pues (f,) es creciente.
Ademas, cada A,, es un conjunto medible, pues

A, ={z eR: f,(z) — ap(z) = 0}

donde f, y ap son ambas funciones medibles. Por otro lado, debido a que f, () —
f(z) = p(z) > ap(z) para todo = € R, se sigue que

e a
n=1

Luego, gracias a como esta definido el conjunto A,,, tenemos que

/ apd\ < / fod) < / Fad. (13)
A7L ATL

Si definimos a g : B(R) ~R* U {0} como

u(E) = /E apd\

sabemos, por el teorema 22, que p define una medida y se sigue por el teorema 16
que

n—0o0 n—oo A
n

/ozgod)\ =u(R)=pn (U An> = lim pu(A,) = lim apdA.
n=1

Con esto, y haciendo tender n a infinito en (13), llegamos a que

a/god)\ < Jggo/f"d/\'

Tomando ahora el limite cuano « tiende a 1 por la izquierda, obtenemos

/gpd)\ < lim /fnd)\.
n—oo

Y ya que ¢ es una funcién simple, medible y abitraria que cumple con 0 < ¢ < f,
se concluye que

/ fdr < Hm | fod)

n—oo
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De este resultado se sigue que, cuando (f,,) es una sucesion de funciones Lebesgue
medibles no positivas que decrecen a una funcién f, entonces el cambio entre limite
e integral también es valido. Cosa que no es verdad para sucesiones decrecientes de
funciones no negativas o para sucesiones crecientes de funciones no positivas. Por
ejemplo, si (f,) es la sucesiéon de funciones definida en R dada por

1
fa(z) = "
es claro que la sucesion decrece a cero y cada término es no negativo, pero
lim [ fodA=00#0= /Od)\. (14)
n—oo

Del TCM se siguen varios resultados interesantes como los siguienes.

Corolario 3. Sea (f,) una sucesion de funciones en M+ (R, L (R)). Entonces,

z [rn= | (z fn) i

., . . . > k
Demostracion. Es inmediato, pues si para cada k& € N.definimos a g = >, _; fa,
entonces (gj) es una sucesién de funciones que crecen a'g =y | f,. Luego, por el
TCM, concluimos que

[e%) k k
> / = Jim 3 / fudr = lim / >

= lim ged) = / gd\ = / (; fn> d\

Lo que el corolario anterior nos transmite es que podemos intercambiar el simbolo
de la integral por el de'la suma, si las funciones involucradas son medibles y no
negativas.

Teorema 29. Sea f una funcion en M* (R, L(R)) Lebesgue integrable. Entonces,
la funcion p : £(R) — R+ U {0} definida por

n(B)= [ fix
E
define una medida.

Demostracion. Es claro que p (@) = 0.

Sea (A,) una sucesiéon de conjuntos medibles y disjuntos entre si. Entonces,
gn = [ - xa, define una sucesién de funciones no negativas, por lo que podemos
aplicar el corolario anterior y concluir que

u(@A) =/UAnfdA=/<gf-xAn> 0

= fxa,d\= fd\ = (A,) .
;/ XA ;/An ;M
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Hasta antes de este punto, se sabia que el resultado anterior era cierto si la
funcién involucrada era medible, simple y no negativa. Pero ahora con el TCM se
pudo demostrar que esto se cumple siempre que la funcién sea medible y no negativa.

El siguiente de esta serie de teoremas representativos de la integral de Lebesgue
es el lema de Fatou.

Teorema 30. (Lema de Fatou) Sea (R, L (R),\) el espacio de medida formado
por los reales, la o —dlgebra de Lebesgue y la medida de Lebesgue y (f,) una sucesion
de funciones en Mt (R, L (R)) . Entonces,

/ liminf f, A\ < lim inf / Fud.

Demostracion. Definamos a g, = inf { f,,, frnt1, . -}. Luego

Im < [

para todo n > m. Por lo tanto,

/gmdA < /fnd>\

para todo n > m. Ademsds, la sucesién (gn,) es creciente. Tomando infimo de esta
ultima expresion llegamos a que

/gmd)\: igf /gnd)\ < igf /fnd)\.

Ahora, tomemos el limite cuando m tiende a infinito para concluir que

lim [ gnd\< lim inf [ f,d\ =liminf [ f,dA\.
m—o0 m—oo n=m
Por otro lado, como ya habiamos comentado, (g,,) es una sucesién creciente de
funciones medibles no negativas que, de hecho, converjen a liminf f,,. Por el teorema
de la convergencia mondtona concluimos que

/h’m inf f, d\ = lim [ g,d\ <lim inf/fnd)\.

m—00

Como se puede apreciar, el lema de Fatou tiene condiciones mucho menos restric-
tivas a cerca de la sucesion de funciones. Concretamente, ya no se esta suponiendo
que la sucesién converja puntualmente a una funcién limite. Por lo mismo, ya no
podemos asegurar un cambio entre limite e integral, quedandonos en su lugar con
esa desigualdad con limites inferiores. Sin embargo, esto es suficiente, por ejemplo,
para dar una demostracion inmediata del TCM, pues si se vuelve un poco atras se
puede ver que la parte extensa de la demostracién de ese teorema era la desigualdad
(14) que, de hecho, se sigue inmediatamente del lema de Fatou. Esto quiere decir
que en realidad el lema de Fatou y el TCM son resultados equivalentes.

Como ultimo de estos resultados caracteristicos de la integral de Lebesgue, se
tiene el teorema de la convergencia dominada.
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Teorema 31. (Teorema de la convergencia dominada) Sea (f,,) una sucesion
de funciones en M (R, L (R)) que convergen puntualmente a f. Supongamos que
existe una funcidn p € Mt (R, L (R)) Lebesgue integrable tal que |f,| < p para todo
n € N. Entonces, f y cada f, son Lebesque integrables y ademdas

h’m/|f—fn|d)\:0.

En particular

lim [ f,d\ = / fdA.
n—oo

Demostracion. Por el teorema 26 y por la propiedad 2 del teorema 23, concluimos
que cada f,, v f son integrables. Ahora, definamos para cada m € N

gm = Sup {|f - fnl} :

n=m

Por el teorema 20, sabemos que cada g, es medible y atin més

|f = ful < |fI+1ful < 2p

para todo n € N. Con lo cual, concluimos que cada g,, estd dominada por una
funcién intergable y por lo tanto, es integrable. No es dificil ver que la sucesion (g,,)
decrece a cero, razén por la cual, la sucesion h, = g; — gx es una sucesién creciente
de funciones en M (R, £ (R)). Aplicando el teorema de la convergencia monétona,
concluimos que

J o= [ Q) x il f = i [ var— [ i
De donde

lim /gkd)\ = 0.
k—o00

Pero,
0< lim /|f—fk|d)\< lim /gkd)\:().
k—o0 k—o0

En particular

k—o0

0< lim ’/fdA—/fkd)\‘gklim/]f—fkm/\zo.
—00

Terminando la demostracién. [ |

4.6. Comparacion entre la integral de Riemann y la integral
de Lebesgue y caracterizacion de las funciones Riemann
integrables

Esta seccién comienza retomando el tema que se mencioné al final de la seccion
3.4 donde se exponen el TCM y TCD para la integral de Riemann. Para anali-
zar mejor la diferencia entre las hipotesis del TCM y TCD de ambas integrales,
enunciaremos el TCM para la intergal de Riemann a continuacion.
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(TCM para la integral de Riemann) Sea (f,) una sucesion mondtona de
funciones definidas en [a,b] que son Riemann integrables y que convergen puntual-
mente a una funcion f Riemann integrable. Entonces, el intercambio entre integral
de Riemann y limite es vdlido.

Hay dos cambios que se pueden notar casi de inmediato; La sucesién de funcio-
nes no necesariamente tiene que tratarse de una sucesion creciente de funciones no
negativas, o de una sucesion decreciente de funciones no positivias. Simplemente,
tienen que ser funciones Riemann integrables. Sin embargo, no se debe de olvidar
que la integral de Riemann solo estd definida para funciones acotadas, es decir, para
cualquier sucesiéon monotona, digamos creciente, se puede encontrar una constante
K > 0 tal que g, = f, + K sea una sucesion creciente de funciones no negativas.
Razén por la cual, en el caso de la integral de Riemann, suponer que el cambio entre
integral y limite se cumple para sucesiones crecientes de funciones Riemann integra-
bles no negativas, es equivalente a decir que se cumple para sucesiones crecientes de
funciones Riemann integrables arbitrarias. El segundo cambio resulta més interesan-
te. En el caso de la integral de Riemann, se tiene que garantizar la integrabilidad de
la funcién limite f y para ver la necesidad de este supuesto, recurramos al siguiente
ejemplo: Sea @ : N — Q N [0, 1] una biyeccién entre los niimeros naturales y los
racionales del intervalo [0,1]. A ¢, = @ (n) se le conoce como numeracién de los
racionales. Definamos la sucesién de funciones en [0, 1]

fo (@) = {1 siz = gq; para algin j < n
0 cualquier otro caso

Es claro que la sucesién (f,,) es creciente y ademés, cada término de la sucesién es
Riemann integrbale con integral igual a cero. Sin embargo, la funcién limite conocida
como funcién de Dirichlet

f(x):{1 sizeQnlo,1]

0 cualquier otro caso

resulta no ser Riemann integrable como ya se discutié en su momento cuando se
definié la integral de Darboux en la seccién 3.2. Por lo tanto, a pesar de ser una
sucesion creciente de funciones Riemann integrables, el limite de la sucesién resulta
no ser Riemann intergrable. Motivo por el cual, no tiene sentido hablar de un cambio
ente limite e integral.

Continuando con lo discutido recien de la funcion de Dirichlet, este es un ejemplo
de una funcién que no es Riemann integrable, pero que si es Lebesgue integrable.
Precisamente la funcién de Dirichlet es una funcion medible y ain mas, es cero casi
en todo punto. Por lo que

fdx=0.
[a,b]

La pregunta ahora serfa si existen funciones que sean Riemann integrables, pero
que no lo sean en el sentido de Lebesgue. La respuesta a esto se da a continuacion,
en el tnico resultado de esta seccién. Dicho resultado estd inspirado en las ideas
presentadas en [11] . En esta demostracién, se usan mayormente caracterizaciones
y teoria de la integral de Darboux, por lo que los interesados pueden consultar la
secciones 3.2 y 3.3 para ver la teoria basica de la integral de Darboux y la equivalencia
entre la integral de Darboux y la de Riemann, respectivamente. Pero antes de ver
la demostracion, es necesario establecer un poco de notacion.
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Sea f : [a,b] — R una funcién acotada, P = {x¢, z1,...,x,} una particién de
[a,b] y m; y M; interpretados como se dan en la definicién 13 para i = 1,2,...,n.
Definimos a gp, Gp : [a,b] — R como

gp(t)=m; sit € (x;_1,x;]parai=1,...,n

Gp(t)=M;sit € (v;q,z;]parai=1,...,n

No es dificil ver que gp y Gp son funciones medibles y simples. Ademas, se
cumple que

[a,0]

/ Gpd\ = U (f, P).
[a,b]
Teorema 32. Sea f : [a,b] — R una funcion acotada.

1) Si f es Riemann integrable, entonces f es Lebesque medible y se cumple que

b
/ f(z)dx = fdA.
a [a,b]

11) La funcion f serd Riemann integrable si.y solo si el conjunto de puntos de
discontinuidades de f tiene medida de cero.

Demostracion. (I): Ya que f es Riemann integrable, gracias al inciso (IT) del teorema
7, podemos encontrar una sucesién de particiones (), tales que

U(f, Q) — L(f, @) < (15)

| =

para k = 1,2,.... Por‘el teorema 4, si definimos a P, = U¥_,@,,, entonces se sigue
cumpliendo (15) y Pyy1 es un refinamiento de Py para todo k € N. Esto implica que

g, < g, <... < f<...<Gp < Ghp.

Por lo tanto, al tratarse de sucesiones mondtonas y acotadas, (gp,) y (Gp,) convergen
puntualmente digamos a las funciones g y G respectivamente. Atin mas, g y G son
funciones medibles, pues son el limite de funciones medibles y ademas se cumple
que g < f < G. Si aplicamos ahora el teorema de la convergencia dominada a las
sucesiones (gp,) v (Gp,) podemos decir que

lim L (f, Py) = lim gp,d\ = / gdA
k—oo k—o0 [a,b} [a b]

lim U (f, Py) = hm Gp,d\ :/ Gd.
[a,b] [a,b]

k—00 k—o00

A continuacién, vamos a demostrar que limg_,o, U (f, Px) f f(z)dz y se podria
demostrar lo analogo con la integral inferior. Tomemos un € > 0 arbltrarlo, esto
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quiere decir que podemos encontrar un kg € N tal que é < e. Ahora, veamos que si
k > ko, entonces

B b 1
0<U(f. P~ / F(x)dz < U (f, Py) — / fla)de < U (f,P) ~L(f, ) < 1 <<

Esto debido a la relacién que se da entre la integral inferior, la integral superior y las
sumas superiores e inferiores. De aqui concluimos varias cosas. Para empezar, recor-
demos que la integral inferior y superior de f coinciden por ser Riemann integrable
y por lo tanto, tenemos que

/[&b] gdA :M: /abf(q;)dai = W: . G\

Ademas, recordemos que g < f < G de manera que G — g > 0, pero como-acabamos

de ver
/ (G—g)d)\:/ GdA—/ gd\ = 0.
[a,b] [a,b] [a,b]

Gracias al teorema 25, concluimos que G' = g c.t.p. Lo que quiere decir que f también
es igual a G casi en todo punto. Esto implica, por el teorema 21, que f es medible
y ain mas

fd\ = Gd\ :/ f(z)dz.
[a,b] a

[a,]

(I1): Supéngase que f es Riemann integrable. Haciendo uso de lo demostrado en
el apartado (I) de este resultado, tenemos que g = f = G casi en todo punto. Es
decir, existe un conjunto medible F tal que g = f = G en E°y A (E) = 0. Definamos
a H como (U2, Py) U E. Silo gramos demostrar que f es continua en H¢ habremos
terminado. Sea t € H¢ y € > 0 arbitrario. Ya que gp, — g y Gp, —> G, entonces
existe un k € N tal que

g(t) = gp.(t) = |9(t) — gn. ()] < %

£
5
Por otro lado, ya que t € H, esto quiere decir que g(t) = G(t). De donde

GPk (t) - G(t) < |GPk (t) - G(t)| <

Gp(t) = gp.(t) <e.

Pero Gp (t) = M; y gp,(t) = m; para algin intervalo (x;_1,z;) de la particién
Py. Ahora simplemente habremos de notar que si t,y € (z;_1,%;), entonces m; <
f(#), f(y) < M; y por lo tanto se cumple que

|f(t) = f(y)] < M; —m; = Gp(t) — gp,(t) <e.

Acabamos de encontrar un intervalo abierto que contiene a ¢t donde las imagenes
de la funcién f en el intervalo, caen tan cerca como se quiera de la imagen de f en
t, por lo que concluimos que f es continua en t.

Para terminar, supongamos ahora que f es continua casi en todo punto. Sea (F)
una sucesion de partciones tales que Py, es un refinamiento de P, y las normas de
las particiones P, decrecen a cero. Definimos las sucesiones (gp,) y (Gp,) como en
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la parte (I). Vamos a demostrar que g = f = G casi en todo punto. Sea t € [a, b] tal
que f es continua en t y sea ¢ > 0 arbitrario, entonces existe un o > 0 tal que

si |t — x| < 0 entonces se cumple que |f(t) — f(z)| < % (16)

Ya que |P;| — 0, existe un k; € N tal que |P;| < 0 para toda k > k;. Por otro
lado, ya que limy_, gp, (t) = g(t), esto quiere decir que existe un ky € N tal que si
k > ko, entonces se cumple que

£
o) — g, ()] < -
Tomando k3 = méx (ky, ka) provocamos que t € (x;_1, ;) C (t — 6, + 0) para algin
intervalo (x;_1,x;) de la particién Py, y de (16) se sigue que

f(t) = 5 < J(y) para todo y € (w;-1,7)

Lo que implica que

Asi

[F() = 9] < [f(8) = mail + |mi — g(D)]

= |£(t) = mil + |gp, (H=0(t)]| < 5 + 5 ==
Por lo que g = f en cualquier punto donde la funcién f sea continua, es decir, f = g
casi en todo punto. De manera similar se demuestra lo propio con G y concluimos
que g = G casi en todo punto. Por ultimo, para ver que f es Riemann integra-
ble usaremos el criterio (II) del teorema 7. Gracias el teorema de la convergencia
dominada, podemos decir que

0< lim U (f,Py) — L(fyFy) = lim kad/\—/ gp.d\ = / (G—g)dA=0
k=00 [a,b] [a,b] [a,b]

k—o0

Por lo tanto, para cadae > 0 podemos encontrar una particién Py tal que U (f, P)—
L(f, P.) <e. Asi, f es Riemann integrable. [

Este teorema no solo despeja la duda que planteamos casi al inicio de la seccion de
si existen funciones Riemann integrables que no sean Lebesgue integrables. Dejando
claro'que la integral de Lebsegue es mas general que la integral de Riemann. Un hecho
mas impresionante es la caraterizacién que brinda este resultado de las funciones
que son Riemann integrables en funcién de la medida del conjunto de puntos de
discontinuidades de la funcién en cuestién. De cursos de calculo integral, se sabe que
una funcién continua es siempre Riemann integrbale. De hecho, para los alumnos
de calculo integral resulta facil probar que las funciones con una cantidad finita de
discontinuidades son también Riemann integrables. Pero de tener un numer finito
de discontinuidades, se tiene luego a la funcion de Dirichlet, que no es Riemann
integrable, pero que es discontinua en todos los elementos de su dominio. La pregunta
de si existe un punto intermedio entre estas dos situaciones donde la funciéon aun
sea Riemann integrable, se da con este resultado.

Para terminar esta seccion, se discutird un poco de la integral impropia de Rie-
mann. Aun cuando el teorema anterior garantiza que en intervalos acotados toda
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funcién Riemann integrable es Lebesgue integrable en cuyo caso ambas integrales
coinciden, una cosa diferente ocurre cuando hablamos de la integral impropia de
Riemann. Haciendo memoria, la integral impropia de Riemann es un intento por
extender la integral de Riemann a funciones definidas en intervalos no acotados.
Esto se hace mediante la idea de limites como se define en la seccién 3.5.

Si se considera la funcién definida en [0, c0)

1 stz =0

g(r) = {(1)"+1

Calcular la integral impropia de Riemann de esta funcién es de hecho equivalente a
calcular el valor de la serie

fiinl 1 1 1

1l — o=
n 273737

siz € (n—1,n] paran=12...

n=1

la cual es una serie alternante que converge. Sin embargo, esta funcién noes Lebesgue
integrable, pues al intentar calcular la integral de la parte positiva de g, uno se da
cuenta que es la suma de los términos impares de la serie geométrica que, como ya
sabemos, es infinito. Algo similar ocurre con la parte negativa de g, resultando en
que g no puede ser Lebesgue integrable.

4.7. Teorema fundamental del calculo para la integral de
Lebesgue

Los contenidos de esta seccion estan completamente inspirados en las ideas pre-
sentadas en [14].

El objetivo de esta seccién es formular los resultados mas representativos de la
integral de Riemann, el primer y segundo teorema fundamental del calculo, pero
adecuados a la teoria de integracién de Lebesgue. Estos dos resultados, el primer y
segundo teorema fundamental del cdlculo, nos dicen bajo qué condiciones la derivada
y la integral se consideran procesos opuestos. Para dar una formulacién lo més
familiar posible, en este capitulo se usara la siguiente notacién para referirnos a la
integral de Lebesgue.

Definicién 33. Sea f : [a,b] — R una funcién Lebesgue integrable. Definimos la
expresion

d
/ f(z)d\ := fd\
c [e,d]
para cualquier ¢, d € [a,b] con ¢ < d.

Observacion 5. No es dificil comprobar que si h(x) = f (x + k), entonces

d d+k
/ h(x)d\ = f(x)dA
c c+k
siempre que ¢ < d y que ¢,c+ k,d,d+ k € [a,b].
Para poder expresar la relacion que hay entre la derivada de una funcion y la

integral de Lebesgue, resulta necesario hablar primero de las funciones crecientes y
las funciones de variacién acotada.
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4.7.1. Funciones crecientes y funciones de variacién acotada

Los siguientes dos resultados se dejan sin demostracion ya que estas resultan
demasiado técnicas e incluyen aspectos de la medida de Lebesgue que no van acordes
con el objetivo de este trabajo. Sin embargo, una demostracién de estos puede ser
encontrada en [14].

Lema 4. (Lema de Vitali para conjuntos medibles) Sea E un conjunto
Lebesgue medible con medida finita. Si H es una coleccion de intervalos, ya sean
abiertos, cerrados o semi abiertos, pero sin haber intervalos que consten de un unico
punto, que cumple que para cada v € E y para todo § > 0 existe un intervalo I-en
H tal que x € I y A(I) <9, entonces para todo € > 0 existe una coleccion finita de
itervalos Iy, Is, ..., I, de H tales que

)\(E\OIJ) <e

Donde \(A\ B) se interpreta como (AN B€). Es decir, podemos encontrar una
coleccion finita de intervalos de H que cubran a todo E, salvo quizd, por un conjunto
de medida menor a €. A la coleccion de intervalos H se le suele llamar cobertura de
E en el sentido de Vitali.

Teorema 33. Sea f : [a,b] — R una funcion creciente. Entonces, [ es diferencia-
ble casi en todo punto.

Ahora que se sabe que la derivada de una funcién creciente existe c.t.p., nos falta
comprobar que esta sea una funciéon medible.

Teorema 34. Sea f : [a,b] — R una funcion creciente. Entonces, su derivada es
una funcion medible y se cumple que

/ PN < f () — f (a).

Demostracion. Gomencemos extendieno un poco el dominio de f definiendo f(z) =
f(b) para b’ < & < b+ 1. Ahora, por el teorema anterior, sabemos que existe un
E C [a,b] tal que A(E) = 0y f es diferenciable en E°. Para cada = € [a, b] definimos

a
) lim fle+h) - f@) sixz e E°
g<x) = § h—0 h
0 siz€eF

Entonces, g representa la derivada de f y la sucesién (g,) dada por

z+L)—f(z

siz€e FE

gn (z) =

O3

claramente es una sucesién de funciones medibles que convergen puntualmente a g.
Por el teorema 19, concluimos que g es medible.
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Para demostrar la desigualda del teorema, comencemos observando que g,
pues f es creciente. Aplicando el lema de Fatou a la sucesién (g,) tenemos que

b b
/a g (z)d\ < lfrgleian (/a gn () d)\>
b b
= lirr?e%\]nf (n/a f ($+ %) d\ — n/a f(x)d)\)
b+1 b
— lim int n/a:" f(x)d)\—n/a f(a:)dA)

1
n
1
7

b+ at+
~ liminf [ n / F@)dA—n / F(z)dA
neN b a

b+ at++
< hrgg\lnf n/b f(z)d\— n/a f(a) d)\)
= liminf (f(b) — f(a)) = f(b) — f(a)

= 0,

A continuacion, se define lo que significa que una funcién sea de variacién aco-
tada.

Definicién 34. Sea f : [a,b] — R una funcién y @ = {zo, z1, ..., z,} una particién
del intervalo [a, b]. Definimos

t(@)=p(Q) Z|f (@i-1)]

donde s* se interpreta como s si s > 0 y cero en caso contrario, s~ se interpreta
como —=s si s < 0y cero en caso contrario. Claramente p — n = f(b) — f(a).

A continuacién, definimos los niimeros reales extendidos

= sup {p (Q) : Q es particion de [a, b]}
N =sup{n(Q) : Q es particién de [a, ]}
T =sup{t(Q) : Q es particién de [a, b]}

y las llamamos, variacién positiva, variacién negativa y variacion total de la funcion
f en el intervalo [a, b], respectivamente. En ocasiones, usaremos la notacién P’ (f)

a Y
NP (f) y TP (f) para que quede clara esta dependencia. Si se cumple que T' < oo
diremos que la funcién f es de variacién acotada.

Observacion 6. No es dificil ver que si

EY (), No (f) S NI(F) w T3 (F) < T ().

< y, entonces se cumple que P* (f) <
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Respecto a las funciones de variacién acotada, tenemos el siguiente resultado
inmediato.

Lema 5. Sea f : [a,b] — R una funcién de variacion acotada. Entonces,

T (f) =Py (f) + No (f)

Py (f) = Ny (f)=f(b) — f(a).
Demostracion. Es claro que P, N < T < oo. Por el teorema 1, concluimos que
PP+ N’ = sup {p(Q) : Q es particién de [a,b]} + sup {n (Q) : Q es particién de{a, b]}
=sup {p(Q) +n(Q) : Q es particién de [a,b]} = T.

La otra igualdad se obtiene de manera similar. |

Es en el siguiente resultado donde se establece la relacién que existe entre las
funciones de variacién acotadas y las funciones crecientes.

Teorema 35. Sea f : [a,b] — R una funcion. Entonces, f es de variacion acotada
sty solo si f es la diferencia de dos funciones crecientes.

Demostracion. Supongamos que f es de variacién acotada. Entonces, definimos a
g(z) = P*(f) y h(x) = NI (f). Por la observacién 6, sabemos que tanto g como
h son funciones crecientes. Por otro lado, gracias al lema 5, sabemos que f(z) =
g(z) — h(x) + f(a). De esta manera, hemos expresado a f como la diferencia de dos
funciones crecientes, g y h — f(a).

Supongamos ahora que f = g — h, donde g y h son dos funciones crecientes.
Entonces, para cualquier particion @ del intervalo [a, b], se sigue por la desigualdad
del triangulo que

1) — S =Y g () — g )l + DI )~ )
y por ser g b cregfaiat fenemos que
> o (o) <0l + D0 ) )] = (90) — g(@) + () — h()
de d:;de concluimos que TQ (g(b) + h(b)) — (9(a) — h(a)). |

Gracias a este resultado, tenemos el siguiente corolario para funciones de varia-
¢ion acotada.

Corolario 4. Sea f : [a,b] — R una funcion de variacion acotada. Entonces, la
derivada de f existe casi en todo punto.

Demostracion. Como acabamos de ver en el teorema anterior, f es la diferencia de
dos funciones crecientes, digamos g y h. Por el teorema 34, sabemos que existen
conjuntos medibles £ y F' con A\(FE) = A\(F') = 0 tales que g es diferenciable en E°
y h es diferenciable en F°. Tomando O = E U F, tenemos que f'=¢ —h' en O°y
ademds A(O) = A(EUF) = 0. |

Esta es toda la teoria necesaria de funciones de variacion acotada que se vera en
este trabajo.
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4.7.2. Primer teorema fundamental del calculo para la integral de Le-
besgue

El lema que viene a continuacion, tiene su analogo en la teoria de integracion de
Riemann.

Lema 6. Sea f : [a,b] — R wuna funcion Lebesque integrable. Entonces, la funcion

- / " F(Bd

es una funcion continua y de varacion acotada en |a, b.

Demostracion. La continuidad de f es practicamente inmediata, pues para cual-
quier € > 0, por el teorema 27, existe un § > 0 tal que si y € (x —h,z+h) y
A((x —h,z+ h)) < 0, entonces se cumple que

Fla) - Pl = | [ fa| < ¢
[min(z,y),méx(z,y)]
sin importar el z € [a, b] elegido.
Para ver que f es de variacién acotada, tomemos @Q = {zg,z1,...,2,} una

particién cualquiera de [a, b]. Entonces,

gm(:@)— a;“|_ / flt d/\‘ Z/ |d>\_/|f )| dA.

Por el teorema 26, sabemos que este es un valor finito. Como () fue un particion
arbitraria de [a, b], concluimos que TY(F) < fab |f(t)] dA. |

Lema 7. Sea f:[a,b] — R wna funcién Lebesque integrable. Si

/a P =0

para cada x € [a,b], entonces f es cero casi en todo punto.

Demostracion. Supongamos que no es asi y que el conjunto
E={x€[a,b]: f(z) >0}

tiene medida € > 0. Entonces, por el teorema 17, sabemos que existe un conjunto
cerrado G C E tal que A (E'NG°) < 5. Esto implica que

AMG)+AENG)=A(ENG)U(ENGY)) >¢

De donde A (G) > € — § = §. Sea O el conjunto abierto dado por O = (a,b) N G°.

Luego,
Oz/abf(t)d)\:/ofd/\Jr/Gfd)\.

/Ofd/\:—/Gfd)\;éO.
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Pero al ser O abierto, es la unién numerable de intervalos abiertos disjuntos ((c,, dy)), ;-

Por el corolario 3, concluimos que

/Ofd)\ _ i::/d F(H)dA.

y se sigue que
dn

F(£)dA # 0

Cn

para algiin n € N. Lo cual es una contradiccién, pues
dn dn Cn
foar= [ fyar— / F(#)AN =0

Se llega a una contradiccion de manera similar si se asume que f es menor que cero
para un cojunto de medida no nula. [

A continuacién, se presenta el tltimo lema antes de ver el primer teorema funda-
mental del célculo para la integral de Lebesgue, que basicamente, es el primer teore-
ma fundamental del calculo para funciones acotadas. Notemos que en las hipdtesis
no decimos nada a cerca de la integrabilidad de la funcion f, debido a que esta se
sigue por ser f acotada.

Lema 8. Sea f : [a,b] — R acotada y medible. Entonces, la funcion

F(x) :/ f(t)dr
es diferenciable casi en todo punto y.ademdas, F' (x) = f(x) casi en todo punto.

Demostracion. Por el lema 6 y el corolario 4, concluimos que F' es diferenciable casi
en todo punto. Ahora, sea K € N tal que |f| < K. Para cada n € N definimos

F(ZE-F%)—F(CL’)

dn (:L’) =

3=

Entonces, para cada x € [a, b] se tiene que

1

n/+ F(t)dx

Por lo tano, la sucesion (g,,) estd dominada y ademads, converge casi en todo punto

x—i—%
1gn (z)] = <n/ Kd\— K.
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a I'. Por el teorema de la convergencia dominada, se sigue que, para cada ¢ € [a, 0]

/ F'(t)d\ = lim [ gnd\

n—o0 a

= lim (n/ F( )d/\—n/acF(t)d)\)
= lim <n a# dA—n/jF(t)dA)

a+%
n/ t)d\ — n/ F(t)dA)
) 1 1 a+h
= h]i)l’élJr <E/C F d)\ — ﬁ/a F(t)d/\)
C

= lim
n—oo

_ lim I(c+h)—  lim I(a+h)—1I(a)
h—0+ h h—0+ h
Donde I(z f F(z)d\. Ademés, dado que F' es continua, entonees es Reimann

mtegrable y podemos aplicar el primer teorema fundamental del ealculo para decir
que [ es diferenciable en a y en b y finalmente concluir que

/ PN = I'(c) — I'(a) = F(c) — Fla)< F(e) = / " F ()
Por lo tanto, )
/ (F'— f) ({ydr = 0

para cada ¢ € [a, b]. Por el lema 7, concluimos que F’ = f casi en todo punto. W

Finalmente, se puede presentar una demostraciéon del primer teorema fundamen-
tal del calculo adecuado a la integral de Lebesgue.

Teorema 36. (Primer teorema fundamental del cdlculo para la integral
de Lebesgue). Sea f: [a;b] — R Lebesque integrable. Entonces, la funcion

_ / o

es diferenciable casi en todo punto y ademds, F' (x) = f(x) casi en todo punto.

Demostracion. Nuevamente, la diferenciabilidad de F' casi en todo punto, se sigue
del corolario 4 y el lema 6. Demostremos que el enunciado es cierto cuando f > 0.

Empecemos definiendo
Jf(x) siz<n
Jn (@) = { n sizx>n

Entonces, se cumple que f — f,, = 0 y por lo tanto G,, definida como

G, <m>=/x (f = £) (1) A\

es una funcion creciente que ademas, por el teorema 34, sabemos que tiene derivada
casi en todo punto y por ser creciente, esta derivada sera no negativa cuando exista.
Ahora, por el lema 8 aplicado a f,, tenemos que F = f, casi en todo punto, donde

7) = / £.()dA



y se sigue que si G, y F), son diferenciables en z, entonces
G, (x) + F, (2) = (Gu + F) (2) = F' (a)

y por lo tanto
F' () > F, (v)

n

De donde F”" > f,, casi en todo punto. Ya que n fue arbitrario, podemos concluir
que

F'>f (17)

casi en todo punto. De donde

/bF’(t)d)\>/bf(t)d)\zF(b)zF(b)—F(a).

Por el teorema 34, sabemos que

/ "B (1 d) < F(b) — Fla)

y por lo tanto, concluimos que

/ab(F’—f)d/\:O.

Pero acabamos de demostrar en (17) que F’ = f > 0 casi en todo punto. Esto implica
que F’ — f =0 casi en todo punto.

No hay que olvidar, que al inicio supusimos f > 0. El caso general se sigue de
observar que f = f* — f~, donde f",f~ > 0y por lo tanto, si definimos a

F¥(z) = / "
F(2) = / " (@

entonces podemos aplicar lo recien demostrado y concluir que existe un conjunto
medible O tal.que A (O) =0y (F*) = fTy (F~) = f~ en O°. Tomemos un = € O,
entonces se cumple

/ /

f@)=FHa) = (@) = (F*) (@) = (F7) () = (F" = F7) () = F'(2).

Porlo tanto, F’ = f casi en todo punto. [ |

Por el primer teorema fundamental del caulculo, se sabe que esta relacién entre
la derivada de la integral de Riemann y el integrando se da siempre y cuando el
integrando sea una funciéon continua. Pero, como ya se ha visto en el capitulo de
comparacion entre la integral de Riemann y la integral de Lebesgue, si una funcion es
Riemann integrbale, entonces es Lebesgue integrable y ambas integrales coinciden,
por lo que, desde un inicio el teorema fundamental del calculo ya valia para la
integral de Lebesgue. Es decir, si f : [a,b] — R es Riemann integrable y continua
en ¢ € [a, b, entonces

F(z) = fdX

[a,z]
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es una funcién continua y diferenciable en ¢ con derivada F’ (¢) = f(c).

Lo que se acaba de demostrar ahora con este llamado primer teorema fundamen-
tal del calculo para la integral de Lebesgue es, para empezar, que la derivada de la
funcién definida por la integral de Lebesgue, llamada F' en el teorema, existe casi
en todo punto. Pero ademads, se demostré que esta relacion entre la derivada de la
funcién F' y el integrando f se cumple casi en todo punto, atin cuando el integrando
no sea una funcién continua.

4.7.3. Segundo teorema fundamental del calculo para la integral de Le-
besgue

Antes de intentar formular el segundo teorema fundamental del calculo adecuado
a la integral de Lebesgue, se debe de estudiar un poco un concepto intimamente
relacionado con las funciones definidas por integrales, la continuidad absoluta.

Definicién 35. Sea f : [a,b] — R una funcién. Diremos que f es absolutamente
continua si para todo € > 0 existe un > 0 tal que para cualquier coleccion finita
de intervalos ajenos {(zy,z7), (z3,23),...,(z,,z,})} con

n
fo —x; <0
i=1

se cumple que
n

DN < ) <

=1

Es inmediato ver que si una funcion es absolutamente continua, entonces es
continua y que la combinacién lineal de un niimero finito de funciones absolutamente
continuas es absolutamente continua. Aun mas, el siguiente lema afirma que este tipo
de funciones también son de variacion acotada.

Lema 9. Sea f : [a,b]— R una funcion absolutamente continua, entonces f es
de variacion acotada.

Demostracion. Sea ¢ = 1, entonces existe un 6 > 0 como en la definicién de con-
tinuidad abseluta. A continuacién, consideremos la coleccion finita de intervalos

{(a,a%—%),...,(a—l—%ﬂa%—@) ,...,(a+K75,b)}, donde K es el maximo en-

tero positivo para el cual a + KTE < b. Tomemos una particiéon @ = {zg,..., Ty} y
definimos los conjuntos

A = (a,a + g) N (Q (xi_l,%‘)>

An': (a n @,a%— %5> N (m (xi_l,xi)>
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No es dificil ver que cada A; es la union finita de intervalos abiertos. Llamémosle
B; = {(7“1, s1), (12, 82) 5.+, (rkj, skj)} a la coleccion ordenada de intervalos abiertos
que conforman a A;. Entonces, en cada B; se cumple que

Z 82'—7”1‘<5.

(ri,s:)€B;

Por ltimo, veamos que

A
]~

Z |f (si) = f (13)]

jzl (Ti,si)GBj

Z |f (25) — f(z5-0)]

Ya que @ fue arbitraria, concluimos que T (f) < K. [ |

a

Tenemos el siguiente corolario inmediato.

Corolario 5. Sea f : [a,b] — R una funcion absolutamente continua, entonces f
tiene derivada casi en todo punto.

Demostracion. Se sigue del teorema anterior y el corolario 4 [

Algo interesante que se puede notar de la teoria desarrollada en esta y la seccion
anterior, es el hecho de que si las funciones estan definidas en un intervalo de la
forma [a,b], entonces se tienen las siguientes implicaciones: Continuidad absoluta
implica de variacién acotada implica con derivada casi en todo punto.

El siguiente lema asegura que, si la derivada de una funcién absolutamente conti-
nua es cero casi en todo punto, entonces la funcion debe de ser constante. Cuestion
que no se puede asegurar para funciones arbitrarias. Es decir, una funciéon puede
tener derivada igual a‘cero casi en todo punto, pero no ser constante. Un ejemplo
muy sencillo de esto es'la funcién

1 sizel01]

stz e (1,

Tal vez se podria pensar que el ejemplo anterior falla inicamente debido a la
discontinuidad de la funcién, pero esto no es asi. Existen ejemplos de funciones que
son uniformemente continuas (y por lo tanto, continuas) cuya derivada es cero casi
en todo punto, pero que no son constantes. El ejemplo més famoso de una funcién
con estas caracteristicas, es la funcién de Cantor (vease [10]), que tiene derivada
igual a cero en el complemento del conjunto de Cantor (y por lo tanto, tiene derivada
cero casi en todo punto), pero la imagen de dicha funcién son todos los nimeros
entre cero y uno.

Lema 10. Sea f : [a,b] — R wuna funcion absolutamente continua. Si f' =0 casi
en todo punto, entonces f es constante.
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Demostracion. Vamos a demostrar que f(a) = f(c) para todo ¢ € (a,b]. Ya que
f' = 0 c.t.p., sabemos que existe un conjunto £ C (a,c) tal que f/' = 0 en E
y A(E) = ¢ — a. Tomemos ahora € y 7 nimeros positivos arbitrarios. Para cada
r € E, existe un intervalo [z, z + h] tal que

flz+h) = f(x)
h

<T.

Equivalentemente, |f (z + h) — f (x)| < h7. Notemos que la coleccion de intervalos
[z, x4 h] forman una cobertura en el sentido de Vitali de E' y por lo tanto, por el lema,
4, podemos encontrar una subcoleccion finita de intervalos de este tipo {[z,, yn]}ﬁ:1
no superpuestos que cubren a FE, excepto tal vez, por un conjunto A de medida
tan pequena como se quiera. Nosotros tomaremos A de tal manera que A (A) < 4,
donde ¢ es el nimero correspondiente al € en la definicién de continuidad absoluta.
A continuacién, supongamos que los intervalos de la coleccién {[xn,yn]}ﬁzl, estan
ordenados como se muestra en la figura 11, es decir, con x,, < T,41 y renombremos
@ como %y y € como Tp,1 para que las operaciones sean mas compactas. Entonces,

tenemos que

Figura 11: Subcoleccién de la cubierta de Vitali de [a, ¢|

k+1

an — Yn—1 < 5
n=1

y por continuidad aboluta se sigue que

k+1

ST @) = f (gor)| < &

Por otro lade, para cadan =1,...,k se cumple que

|f (Yn) = [ (20)] <7 (yn — 20)

y por lo tanto
k
Z|f(yn) _f(xn” <7—(C_a)‘
n=1
De donde concluimos que

|f(a) = f(o) = |f (wo) — f (wry1)|
<|f (o) — f (o) + | f (x0) = fFly)l+ -+ [f (W) — f (2p41)]

<e+7(c—a).

Ya que ¢ y 7 fueron nimeros positivos arbitrarios, concluimos que f(a) = f(c). W
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Ahora, se presenta el resultado principal de esta seccién, el segundo teorema
fundamental del calculo adecuado a la integral de Lebesgue.

Teorema 37. Una funcion F : [a,b] — R es de la forma F (z) = [T F'(t)d\ +
F(a) siy solo si es absolutamente continua.

Demostracion. La necesidad se sigue inmediatamente del teorema 27. Para la se-
gunda implicacién, supongamos que F' es absolutamente continua. Entonces, F' es
de variacion acotada y podemos escribir a F' como

F:Fl—FQ

donde F} y F5 son ambas funciones crecientes. Ademas, tanto F' como F; y F5 son
diferenciables casi en todo punto y se cumple que

[F'| = |F] = B3| < |FY|+ |F3| = F{ + F}

casi en todo punto. Por lo tanto,
/|F’|d)\ < /(F{+F2’)d)\.
Y por el teorema 34 podemos decir que
[IF1i3 < Fi )+ Fot) B lu) — Fo(a),

Lo que, junto con el teorema 26, nos lleva a concluir que F” es Lebesgue inetgrable.
Llamemos

G (a)= / " P

Entonces, por la primera parte de la demostracién, G es absolutamente continua y
por lo tanto F' — G también lo-es. Por el primer teorema fundamental del calculo
para la integral de Lebesgue, se sigue que 0 = F' — G’ = (F — G)’ casi en todo punto
y finalmente, gracias al lema 10 concluimos que F' — G es constante y

F(x) :G(x)—i-c:/ F' (t) d\ + ¢ para algin ¢ € R.
De hecho, es fécil ver que ¢ = F'(a), por lo que

Fla) = / F' (t) d\ + F(a)
n

Para dar una mejor comparacion entre este teorema y su analogo con la integral
de Riemann, se dara el siguiente corolario y ademas, se enunciard el segundo teorema
fundamental del calculo para la integral de Riemann.

Corolario 6. (Segundo teorema fundamental del cdlculo para la integral
de Lebesgue) Si f : [a,b] — R es una funcion tal que f = ¢’ casi en todo punto
para alguna funcion absolutamente continua g, entonces f es medible, integrable y

/ " F(t)dA = g(x) — gla).
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Demostracion. Aplicando el teorema 37 a g, tenemos que

(/EwwA:mw—gmy

Pero f = ¢’ casi en todo punto, por lo que
/ f(t)dx = / g (t)d\.

Teorema 38. (Segundo teorema fundamental del cdlculo) Si f : [a,b] — R
es una funcion Riemann integrable tal que f = ¢ para alguna funcién g, entonces

/mﬂwwzgm»—mm.

Como se puede apreciar, se han incluido en el corolario 6 dos funciones f y g
para que se parezca mas a su analogo de la intergal de Riemann, pues en el caso de
la teorfa de integracion de Riemann, la intencion de este teorema al incluir dos fun-
ciones es establecer un método para hallar la integral de una funcién en términos de
antiderivadas, mas que indicar bajo qué condiciones la integral es el proceso inverso
a la derivada. Sin embargo, no es dificil ver que-ambos resultados, el teorema funda-
mental del calculo para la integral de Lebesue y Riemann, se pueden abordar desde
el punto de vista de qué condiciones son las necesarias para garantizar que la integral
es el proceso inverso de la derivada. Como era de esperarse, la teoria de integracion
de Lebesgue impone condiciones menos restrictivas para garantizar esto. Solamente
se necesita que la funcién g sea absolutamente continua. Mientras que en la teoria
de integracion de Riemann, no solo tenemos que asegurar la diferenciabilidad de g
en todo [a, b, si no que también la integrabiliadad de la funcién ¢'.
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5. Lema de Cousin

En este breve capitulo se dard una demostracién diferenta a la presentada en la
seccion 3.4 del lema de cousin. El siguiente lema, para ser entendido en su totalidad,
hace falta conocer el concepto de conjunto cerrado, por lo que aquellos que no estén
familiarizados con este término pueden consultar el capitulo 11 de [1].

Lema 11. Sea (E,) una sucesion de conjuntos cerrados , acotados y no vacios de
R. Supongamos que la sucesion es decreciente, es decir, E,.1 C E, para todon € N.
Entonces, la interseccion de todos ellos

o0
ez
n=1

es no vacia.

Demostracion. Para cada n € N definamos a s, = sup{z : z € E,}. Claramente la
sucesién de numeros (s,) es decreciente, pues E,.; C FE,, yademds estd acotada
por inf {z : x € E;}. Por lo que se trata de una sucesién convergente, digamos que
converge a un numero s. Una cosa importante que habremos-de resaltar, es el hecho
de que cada s, pertenece al E, correspondiente, pues al tratarse del supremo, in-
mediatamente esto lo convierte en un punto de acumulaciéon del conjunto y por ser
E,, cerrado, este contiene a todos sus puntos de acumulacién.

Si logramos demostrar que s pertenece a todos los conjuntos £, habremos ter-
minado, pues esto significard que s se encuentra en la interseccion de todos ellos.
Para ello tomemos un N € N arbitrario y-simplemente notemos que s es un punto
de acumulacion de Ey, pues dado un € > 0, existe un M € N tal que

|sm — 8| < € para cualquier m > M. (18)

De manera que si n es-mayor que M y N, entonces s, cumple (18) y ademés
s, € B, C Ey, convirtiendo a s en un punto de acumulacién de Ey y terminando
la demostracion.

El lema de Cousin involucra el concepto de particiones etiquetadas para una
mayor comodidad en la demostracién y en el planteamiento del resultado. Este
concepto se define en la seccién 3.4, pero para ser méas practicos lo enunciaremos a
continuacion de igual manera.

Definicién 36. Sea {x¢, x1, ..., z;} una particién del intervalo [a, b] y ¢; un punto en
el intervalo [z;_1,z;] para cada i = 1,2,..., k. Vamos a llamar particién etiquetada
de [a, b] al conjunto de parejas

P = {([1’0,131],151) ’ ([Jfl,l‘g],lf2> R ([xk—lvxk]ﬂtk‘)}

Lema de Cousin: Si0 : [a,b] — R es una funcidn estrictamente positiva,
entonces siempre existe una particion etiquetada
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P = {([xo,z1],t1) -, ([x—1, k], tr) }

de la,b] tal que
x; — w1 <0 (t;) para cadai=1,... k

Se le denomina a P como particion § — fina de [a,b].

Demostracion. Demostrémoslo por contradiccién. Supongamos que existe una fun-
cién § que sea estrictamente positiva, pero que no admita una particion etiquetada
que sea 0 — fina. Supongamos, sin perdida de generalidad que § esta definida en
el intervalo [0, 1]. Lo siguiente serd notar que, sin importar cual sea la particién
P ={zo,x1,...,x,}, silempre va a existir algin subintervalo inducido por la parti-
cién con la propiedad de que

(5<t) < T, — X;—1 para todo t € [Ii—lu JIZ] (].9)

De lo contrario, para cada intervalo podriamos encontrar un t; € [z;.1, ;] tal que
x; —xi_1 < 6(t;), por lo que P junto con los ¢; formarfan una particion 6 — fina de
[0, 1]. Al intervalo que cumpla con (19) diremos que es un intervalo con la propiedad
D.

Lo siguiente serd definir la sucesién de conjuntos (E,,) empezando por
E, =10,1].

Ya que P, = {0,1} representa una particién-de [0, 1], entonces 6(¢) < 1 para todo
t € F1, de lo contrario, P; seria una particién 6 — fina. Para definir a Fy partimos
el intervalo [0,1] en dos intervalos de igual longitud [0, 1] v [3, 1]. Notemos que estos
dos intervalos inducen una particién P, = {O, %, 1} de [0, 1] y por lo tanto, debe de
existir al menos uno de ellos que tenga la propiedad D. Definamos

FE5 = La unién de los intervalos inducidos por la particién P,

que cumplen la propiedad D.

De manera similar que con el paso anterior, hay que darnos cuenta de que §(t) < %

para todo t € Es, pues este conjunto esta formado por intervalos que cumplen con
la propiedad D para la particion P,. Para el siguiente paso, no dividiremos todos los
subintervalos inducidos por P, si no que unicamente dividiermos aquellos intervalos
que se hallen en F>. Es decir, si en el paso anterior el tinico intervalo que cumplié
con _la propiedad D fue el intervalo [0, %], entonces en este paso vamos a dividir a
la'mitad ese intervalo e inducir una particién Ps generada por los intervalos [0, }L],
[%, %] y [%, 1]. Aplicando el mismo razonamiento que en el paso anterior, tenemos
que debe de existir almenos uno de estos intervalos que cumpla con la propiedad D.
Sin embrago, habra que notar que los tnicos intervalos inducidos por P; que pueden
cumplir con la propiedad D, son los que acabamos de “partir”. Es decir, solo los
intervalos que se encuentren contenidos en Fy pueden cumplir con la propiedad D,
pues asi es com definimos a Fs>. En el ejemplo que planteamos hace un momento,

tnicamente [0, %] y [1, 3] podrfan cumplir la propiedad D. Entendiendo la idea,

472
definir a E3 no es un problema

E3 = La unioén de los intervalos inducidos por la particion Ps

que cumplen la propiedad D.
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De este modo, F3 C Ey C E; y ademés §(t) < }L para todo t € Es3, pues nuevamente,
este se encuentra formado por intervalos inducidos por P3 con la propiedad D .
Continuando con este proceso de dividir en cada paso Unicamente los intervalos
que en el paso anterior hayan cumplido la propiedad D, generariamos una sucesion
decreciente de conjuntos cerrados (F,), pues cada uno de ellos es la unién finita
de intervalos cerrados, no vacios y acotados. Por el lema 11, concluimos que la
interseccién de todos ellos es no vacia. Sea z que pertenece a la interseccion de todos
los E,, esto quiere decir que z € E, para toda n € N y por lo tanto

para todo n. De donde §(z) = 0, lo cual es una contradiccién, pues quedamos que §
es estrictamente positiva.
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6. Conclusiones

Uno de los objetivos de este trabajo era hacer un acercamiento para alumnos de
primeros semestres de la carrera lo mas amigable y accesible posible a los resultados
principales de la integral de Lebesgue adecuados para la integral de Riemann. Como
es de esperarse, no es posible trasladar de manera inmediata este tipo de resultados
inherentes a la integral de Lebesgue, que expresan las condiciones necesarias para
garantizar la validez del intercambio entre limite e integral, a la teoria de integraciéon
de Riemann. Sin embargo, es posible, mediante una modificacién en las hipdtesis,
brindar resultados que contengan la esencia de sus homologos en la teoria de inte-
gracion de Lebesgue. Si bien, la seccion 3.4, que es donde exponemos los teoremas de
intercambio entre limite e integral de Riemann, contiene un lema un poco.técnico,
este se encuentra al alcance de un alumno de céalculo integral, dejando el contenido
del resto del capitulo mucho mas accesible.

El segundo objetivo de este trabajo era proporcionar contenidos que usualmente
no son abarcados en un primer curso de teoria de la medida para aquellas personas
deseosas de expandir sus conocimientos de la integral de Lebesgue. De este modo,
en el capitulo 4, mostramos los andlogos al primer y segundo teorema fundamental
del célculo adecuados para la integral de Lebesgue y no sole eso, sino que, ademas,
como parte de esta “comparacién” entre ambas integrales, expusimos un resultado
que ligaba de forma clara y precisa la integral de Riemann con la integral de Lebes-
gue y la medida de Lebesgue. Dicho resultado brinda una de las caracterizaciones
mas interesantes de las funciones Riemann integrables en funcién de la medida del
conjunto de puntos de discontinuidades y expande un poco mas la vision general
que se tiene de la teoria de integracion.

75



Referencias

1]
2]
3]

[4]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]
[15]
[16]
[17]

R. G. Bartle. The elements of real analysis. Wiley, 2da edicion, 1976.
R. G. Bartle. The elements of integration and Lebesque measure. Wiley, 1995.

F. Cunningham Jr. Taking Limits under the Integral Sign. Mathematics Ma-
gazine, 179-184, 1967.

G. Darboux. Addition au Mémoire sur les fonctions discontinues. Annales de
I’Ecole Normale, 195-202, 1879.

R. A. Gordon. A Convergence Theorem for the Riemann Integral. Mathematics
Magazine, 141-147. 2000.

E. T. Guarneros. El lema de Cousin: Aplicaciones al andlisis real. Benemérita
Universidad Auténoma de Puebla, 2-3, 2012.

H. Kastelman. Riemann Integration of Limit Functions. The American Mathe-
matical Monthly, 182-187, 1970.

J. W. Lewin. A truly elementary approach to the bounded convergence theorem.
The American Mathematical Monthly 93, 395-397. 1986

W. A. J. Luxemburg. Arzela’s Dominated Convergence Theorem for the Rie-
mann Integral. The American Mathematical Monthly , 970-979, 1971.

M. E. C. Montoya. FEl conjunto de Cantor y algunas de sus propiedades. Uni-
versidad de Sonora, 2003.

J. V. Morales. Introduccion.a lamedida e integracion. Universidad Auténoma
de Aguascalientes, 2005.

W. F. Osgood. A geometrical method for the treatment of uniform convergence
and certain double limits. Bulletin of the american mathematical society. 3,
59-86, 1896.

B. Riemann. . Ueber die Darstellbarkeit einer Function durch eine trigonome-
trische Reihe. In der Dieterichschen Buchhandlung, 1867.

H. L. Royden. Real analysis. Macmillan publishing company, 3* edicién, 1988.
W:Rudin. Principles of mathematical analysis. McGraw Hill, 3% edicion, 1980.
M. Spivak. Calculus . Reverté, 3* Ed, 2012.

B. S. Thomson. Monotone Convergence Theorem for the Riemann Integral. The
American Mathematical Monthly, 547-550, 2010.

76





