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Abstract

In this thesis, an atmospheric model of ordinary differential equations is analyzed. It descri-
bes the equivalent potential temperature of an infinitesimal air bubble called air parcel and
it allows to study the clouds atmospheric instability. The aim of this work is to show the
estimation process of unknown parameters involved in dynamical systems using this atmosp-
heric model as an example. This type of problem is known.as an inverse problem and, in
the thesis, it is approached from the statistical perspective using Bayesian inference. Within
this methodology, the solution to an inverse problem. is the exploration of the posterior dis-
tribution of the parameters of interest. To construct such a distribution, weakly informative
prior probability distributions are used. Also, a'Gaussian likelihood function was employed
to reflect the relationship between the data and the model. Two statistical models are pre-
sented which mainly differ in the stochastic term used to measure the observational error.
The estimation method is illustrated with a real data set consisting of cloud temperature
observations at different heights. The results show that there is enough information in the
data to estimate the parameters of interest and the estimates produced by both models are
consistent with each other. This work shows that the statistical estimation approach is more
appropriate than classical regularization methods for this kind of problems since it allows
to measure the uncertainty of the process, unlike classical approaches that only perform
calibration.
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Resumen

En el presente trabajo se analiza un modelo atmosférico de ecuaciones diferenciales ordina-
rias, el cual describe la temperatura potencial equivalente de una burbuja de aire de dimen-
siones infinitesimales denominada parcela, y permite estudiar la inestabilidad atmosférica de
dichas parcelas. El objetivo del trabajo es mostrar el proceso de estimacion de parametros
desconocidos en sistemas dinamicos usando como ejemplo el modelo atmosférico. Este tipo
de problema es conocido como problema inverso y se aborda desde el punto de vista es-
tadistico por medio de inferencia Bayesiana. En este enfoque, la solucion al problema inverso
consiste en la exploracion de la distribucion a posterior: de los parametros de interés. Para
construir dicha distribucion, se utilizan distribuciones de probabilidad a priori débilmente
informativas y una funcién de verosimilitud Gaussiana, la cual refleja la relacién entre los
datos y el modelo. En el trabajo se proponen dos modelos estadisticos cuya diferencia prin-
cipal radica en la forma del término estocastico que se utilizé para medir el error en los
datos. El método de estimacion se ejemplifica con un conjunto de datos reales que consta de
observaciones de temperatura de nubes a distintas alturas. Los resultados muestran que hay
suficiente informacion en los datoes para estimar los parametros de interés y las estimaciones
producidas por ambos modelos son consistentes entre si. El trabajo muestra que el enfoque
estadistico de estimacion es méas apropiado que los métodos clasicos de regularizacion para
esta clase de problemas ya que permite cuantificar la incertidumbre del proceso, a diferencia
de los esquemas clasicos que sélo hacen calibracién.






Indice General

Agradecimientos
Abstract
Resumen

Indice General
Indice de Figuras
Indice de Tablas
1. Introduccién

2. Metodologia
2.1. Inferencia Estadistica..". . . . . . . . . . . .. ...
2.2. Inferencia Bayesiana . . . . . . . . . ...
2.2.1. Distribueiéon a posteriori . . . . . . . ..
2.2.2. Distribucion a priors . . . ... Lo
2.2.3. Distribucion a posteriori predictiva . . . . . . . ...
2.3. Markov Chain Monte Carlo (MCMC) . . . . . . ... ... ... ... ....
2:3.1.7"Algoritmo Metrépolis-Hastings . . . . . .. .. ... ... ... ...
232, T-Walk . . . . ..
274, “Problemas inversos . . . . . .. oL Lo L e

3. "Inferencia sobre la temperatura potencial
3.1. Modelo tedrico para el estudio de inestabilidades atmosféricas de parcelas de

VII

I1I

VII

IX

XI



3.2.2. Funcién de probabilidad a priors . . . . . ..o
3.2.3. Funcién de probabilidad a posteriors . . . . . . .. ...
3.2.4. Distribucion a posteriori predictiva . . . . . . . .. ... ...
3.3. Modelo Estadistico 2 . . . . . . . ..
3.3.1. Funcién de Maxima Verosimilitud . . . . . . .. .. ... .. ...
3.3.2. Funcién de probabilidad a priori . . . . .. ..o
3.3.3. Funcién de probabilidad a posteriors . . . . . . .. ...

4. Resultados
4.1. Resultados del modelo estadistico 1 . . . . . . . . . ... ... ... ...
4.2. Resultados del modelo estadistico 2 . . . . . . .. ... 0w Ll
4.3. Comparaciéon de los modelos estadisticos . . . . . . .. . .. .20 ... ..

5. Conclusiones
A. Conjunto de observaciones de temperaturas en las nubes

B. Cdédigos de R

Bibliografia

VIII

27
27
31
34
39
41
43

56



3.1.

4.1.
4.2.

4.3.

4.4.

4.5.

4.6.
4.7.

4.8.

4.9.

4.10.

4.11.

4.12.

Indice de Figuras

Comparacion entre el modelo estocastico (3.14) y datos reales w0 . . . ..

Funcién de energia del modelo estadistico 1. . . . . . . . & . .. ... ...
Trayectorias de las cadenas de los parametros desconocidos del modelo es-
tadistico 1 . . . . . . . ...
Histogramas de las muestras de las distribuciones @ posteriori de los parame-
tros desconocidos del modelo estadistico 1 . < w. . . . . . ...
Bandas de probabilidad del 95 % del valor esperado de la temperatura poten-
cial equivalente de la parcela, para el moedeloestadistico 1l . . . . . ... ..
Bandas predictivas del 95% de la temperatura potencial equivalente de la
parcela, para el modelo estadistico 1% . . . . . . .. ... oL L.
Funcion de energia del modelo estadistico2. . . . . . ... ... ... ....
Trayectorias de las cadenas de“los”parametros desconocidos del modelo es-
tadistico 2 . . . . . . L N e
Histogramas de las muestras de las distribuciones a posteriori de los parame-
tros desconocidos del modelo estadistico2 . . . ... ... ... ... ...
Bandas de probabilidad del 95 % del valor esperado de la temperatura poten-
cial equivalente de la'parcela, para el modelo estadistico2 . . . ... .. ..
Bandas de predictivas del 95 % del valor esperado de la temperatura potencial
equivalente de la parcela, para el modelo estadistico2 . . . . . ... ... ..
Comparacion de las curvas predictivas de temperatura obtenidas con los mo-
delos=Ly. 2 . . . . . o
Comparacion entre el ajuste del modelo estadistico 2 y el ajuste presentado
en Flores [2017] . . . . . . o

IX






3.1.
3.2.
3.3.

4.1.

Indice de Tablas

Pardmetros conocidos del modelo diferencial (3.1). . . . . . . 500 . .. .. 19
Distribuciones a priori de los parametros desconocidos del modelo estadistico 1. 21
Distribuciones a priori de los parametros desconocidos del modelo estadistico 2. 26

Comparacion de las estimaciones de los parametros de los'modelos 1y 2. . . 36

XI






CAPITULO 1

Introduccion

En la actualidad existe una gran cantidad de modelos matematicos que sirven como
herramientas para entender, modelar y predecir diversos fendmenos naturales en distintas
ramas de la ciencia. Estos fenomenos en muchas ocasiones son altamente complejos y tipica-
mente son modelados por sistemas de ecuaciones diferenciales que dependen del tiempo y/o
espacio. A pesar de que estos modelos matematicos son sélo aproximaciones del mundo real,
proporcionan una herramienta fundamental para el estudio de estos fenémenos.

Si suponemos que un modelo representa adecuadamente a un fenémeno de interés enton-
ces, para poder reproducir la dindmica observada, los modelos dinamicos tienen un conjunto
de parametros que deben ser determinades. Algunos de estos parametros son faciles de ob-
tener del conocimiento existente del fendmeno o a partir de estudios previos, mientras que
otros parametros requieren un proceso de calibracién o estimacion. En la literatura, a los
problemas de estimacion de parametros en sistemas dindmicos se les conoce como problemas
inversos. Estos se pueden encontrar en diferentes areas de estudio como en geofisica, medicina,
ingenieria, biologia, etc. Por-ejemplo, los procedimientos para la reconstruccion de imagenes
médicas como la tomograffa computarizada de rayos-X [Kaipio and Somersalo, 2006] son
considerados problemas inversos. En epidemiologia, la estimacién de la fuerza de infeccién
de modelos tipo SIR. (Susceptible-Infectado-Recuperado), los cuales describen la propaga-
cién de una enfermedad, también son considerados problemas inversos [Acuna-Zegarra et al.,
2020, Santana-Cibrian et al., 2020]. Este tipo de problemas tienen la caracteristica de que
las cantidades de interés no son directamente observables.

En la préctica, el esquema de estimacion estadistica de pardmetros consiste en encontrar
los valores de los parametros que describen mejor a un conjunto de datos observados que
estan sujetos a cierta cantidad de ruido tanto ambiental como experimental. La estimacion
de parametros, en el contexto de ecuaciones diferenciales, cominmente se lleva a cabo me-
diante algiin esquema de optimizacién con restricciones a través de los llamados métodos
de reqularizacion. Estos métodos suelen producir una estimacién puntual razonable para los
parametros de interés a partir de los datos observados. Sin embargo, las técnicas de regulari-
zacion no cuantifican la incertidumbre que presenta este proceso, y suelen tener problemas de



estabilidad a la hora de hallar las soluciones. En este sentido, el enfoque estadistico Bayesiano
representa una mejor opcion ya que considera de forma explicita la variabilidad inherente de
los datos y del fenémeno. En particular, el esquema de inferencia Bayesiana considera a los
parametros de inetrés como variables aleatorias. Esto permite cuantificar la incertidumbre
en la estimacion de parametros ya que la soluciéon no es una estimacién puntual sino una
distribucion de probabilidad. Estos procedimientos generan informacion sobre la variabilidad
de los parametros que, a su vez, permiten evaluar la variabilidad en el ajuste del modelo.
Mas atn, estos métodos de inferencia permiten incorporar toda la informacién disponible del
fenémeno al proceso de estimacion. Por ultimo, la interpretacion que se obtiene es mucho
mas clara e intuitiva que con los métodos de regularizacion.

El presente trabajo se enfoca en un modelo atmosférico de ecuaciones diferenciales ordi-
narias, presentado en la tesis Teoria de la parcela de fluidos para el estudio de inestabilidades
atmosféricas y distribucion de alturas de las nubes, [Flores, 2017], donde no-se muestra evi-
dencia de atacar la problemética de la estimacion de pardametros mediante algiin método. Lo
anterior es relevante para la aplicacién “correcta”de dicho modelo. En general, la comunidad
cientifica pone bastante esfuerzo en estudiar las propiedades teéricas de un modelo (tal como
la existencia y unicidad de la solucién, etc.) dejando a un lado la aplicacién del mismo, siendo
este el caso presentado en [Flores, 2017]. Por tal motivo, en este trabajo se toma como caso
de estudio este modelo para mostrar las ventajas de los esquemas de inferencia Bayesiana en
el contexto de problemas inversos.

Objetivos

Objetivo General

Utilizar el método Bayesiano para determinar los pardmetros de interés, involucrados en
el modelo planteado por [Flores; 2017], con base en observaciones del fenémeno.

Objetivos especificos

= Evaluar dos modelos estadisticos para dar cumplimiento al objetivo general, los cuales
miden de forma distinta la incertidumbre del fenémeno.

» Evaluar los resultados propuestos en [Flores, 2017] utilizando datos reales.

Estructura de la Tesis

En el Capitulo 2 se describen las bases de la metodologia empleada para dar cumplimiento
al objetivo general de esta tesis. En el Capitulo 3 se presenta el modelo teérico planteado
por [Flores, 2017]; se dan algunos conceptos clave en los que dicho modelo sienta bases, y
se presentan los modelos estadisticos para la estimacion de los parametros de interés. En el
Capitulo 4 se muestran los resultados de las estimaciones encontradas y se da interpretacién



a éstas. Finalmente, en el Capitulo 5 se dan a conocer las conclusiones obtenidas en el
desarrollo de esta tesis.






CAPITULO 2

Metodologia

En este Capitulo se explicard la teoria y metodologia empleada en la tesis. La Seccion
2.1 da las bases de inferencia estadistica y de las dos metodologias predominantes del area.
En la Seccién 2.2 se describe en detalle el paradigma Bayesiano de inferencia. Aqui se ex-
plican conceptos como: el teorema de Bayes, distribucion a_priori, distribucién a posterior:
y distribucién a posteriori predictiva. En la Seccion 2.3.se da una breve introduccion a los
métodos de Monte Carlo (algoritmos Metrépolis-Hastings y T-Walk), los cuales permiten la
implementacion del esquema Bayesiano en escenarios complejos. Finalmente, la Seccién 2.4
describe la nocién de problema inverso y como se aborda este tipo de problemas a través de
la inferencia Bayesiana.

2.1. Inferencia Estadistica

La inferencia estadistica se define como el proceso de utilizar un conjunto de datos para
inferir la distribucién de probabilidad que genera dicho conjunto de datos. A grandes rasgos,
los problemas de inferencia estadistica pueden ser clasificados en: estimacion puntual de
parametros, estimacion por intervalo o pruebas de hipétesis.

Los dos enfoques de inferencia mas comunes para la estimacion de parametros son el fre-
cuentista y el Bayesiano. El rol de probabilidad en ambos enfoques es crucial, sin embargo,
cada uno-de ellos lo aborda de forma distinta. A continuacién, se presentan los postulados
de ambas formas de inferencia de acuerdo a Wasserman [2013].

» Inferencia Frequentista

1. La probabilidad se refiere a un limite de frecuencias relativas. Las probabilidades
son propiedades objetivas del mundo real. Para ejemplificar, supéngase que se
realizan n repeticiones de un experimento y se contabilizan ng ocurrencias del



evento E, luego la probabilidad frecuentista del evento F se define como P(E) =
lim n—E, [Rincén, 2014]. Sin embargo, dado que no es posible realizar de forma
n—oo 1

infinita este experimento, entonces empiricamente se tiene que P(FE) ~ —.
2. Los parametros son constantes fijas (usualmente desconocidos). Esto implica que

no se puedan hacer declaraciones de probabilidad sobre ellos.

3. Los procedimientos estadisticos deben ser disenados para que tengan propiedades
frecuentistas bien definidas de largo plazo. Por ejemplo, un intervalo de.confianza
del 95 % debe atrapar el verdadero valor del pardametro con una frecuencia limite
de al menos el 95 %.

= Inferencia Bayesiana

1. La probabilidad describe el grado de creencia acerca de la ocurrencia de un even-
to. Como tal, podemos hacer declaraciones de probabilidad sobre muchas cosas,
no solo de datos que estan sujetos a variaciones aleatorias. Por ejemplo, en un en-
cuentro de boxeo jcudl es la probabilidad de que un participante en particular sea
el ganador? Alguien podria afirmar que dicha probabilidad es 0.71, puesto que se
sabe que ese participante esta fisicamente en forma. Sin embargo, un experto en el
tema de boxeo puede dar una idea més certera acerca de esta probabilidad. Este
ejemplo muestra que la probabilidad depende del observador y del conocimiento
que éste tiene del tema; es decir, toda probabilidad es condicional.

2. Los parametros a inferir se consideran variables aleatorias y se pueden hacer
declaraciones de probabilidad sobre ellos.

3. La inferencia de un parametro 6 se hace obteniendo una distribuciéon de probabi-
lidad, de la cual se pueden extraer estimaciones puntuales y por intervalo.

Existe una amplia discusién en la literatura sobre las ventajas y desventajas de ambos
enfoques. No obstante, en este trabajo se utiliza el enfoque Bayesiano ya que se ha observado
que tiene ventajas sobre el esquema frecuentista en el contexto de problemas inversos [Kaipio
and Somersalo, 2006].

2.2. Inferencia Bayesiana

Dado un modelo de probabilidad paramétrico que describe el comportamiento de un
fenomeno y dada una muestra de observaciones de dicho fenémeno, es factible realizar in-
ferencia sobre aquellos parametros desconocidos aplicando el paradigma Bayesiano. Este
proceso no es mas que incorporar la informacién que contiene la muestra junto con la infor-
macién previa que se tiene sobre los parametros por medio del teorema de Bayes. Esto da
como resultado una distribucién de probabilidad condicional para el vector de parametros,
llamada distribucion a posteriori. A continuacién, se explicara formalmente este proceso.



Sea 'y = (y1,...,yn) una muestra de la variable aleatoria continua Y que depende del
vector de pardametros desconocidos 6 y sigue una funcién de densidad'. Se desea estimar el
valor desconocido de cada entrada del vector 8. Los pasos a seguir en inferencia Bayesiana
son:

1. Elegir una funcién de densidad a priori, f(0), para el vector de pardmetros desconoci-

dos, la cual refleja nuestras creencias (o conocimiento) sobre 6.

2. Calcular la funcién de densidad conjunta de los datos condicional a los valores de los
pardametros, f (y|@), es decir, la funcién de verosimilitud. Esta funcién refleja la relacion
entre el vector de parametros desconocidos 6 y el vector de observaciones y.

3. Emplear el teorema de Bayes para actualizar las creencias sobre 6 después de haber
observado la informacién y, y asi determinar la funcién de densidad a posteriori f(0|y).

Los pasos anteriores describen el caso para variables aleatorias continuas; no obstan-
te, el caso para variables aleatorias discretas es andlogo, basta con utilizar la funcion de
probabilidad en lugar de una funcién de densidad.

2.2.1. Distribucion a posteriori

Una vez establecidos ambos la distribucién a prieri y el modelo estadistico (funcién de
verosimilitud), se emplea el teorema de Bayes para actualizar el conocimiento previo de 6
dada la informacion que se tiene y, y asi determinar la distribucién a posteriori. Recordemos
que el teorema de Bayes, publicado en 1763 por Thomas Bayes, inicialmente fue pensado
para eventos:

Teorema 1 (Teorema de Bayes). Sean A, As, ..., A, eventos, cada uno con probabilidad
positiva, que particiona a el espacio muestral Q. Si B es un evento definido en 2, con P[B] >

0, entonces para cualquier 1. < j <n
P[B | Aj] P[Aj]

> PIBIAJPA]

PlA; | B] = (2.1)

El teorema de Bayes se puede aplicar a variables aleatorias: continuas y/o discretas. Para el
caso de variables aleatorias continuas se tiene el siguiente teorema:

!Notacién: Por simplicidad, en este trabajo se escribe f(z) y f(y) para denotar a las funciones de densidad
de las variables aleatorias X y Y respectivamente, es decir, el argumento de f indica la variable aleatoria a
la que pertenece dicha funcién. Esto es un abuso de notacién ya que, formalmente, al hablar de la funcién de
densidad de la variable aleatoria X (que toma valores x), se deberia escribir fx (z). Sin embargo, esto puede

crear notaciones muy complejas al considerar distribuciones conjuntas de dos o méas variables aleatorias.

7



Teorema 2 (Teorema de Bayes para v.a’s continuas). Sean X y © variables aleatorias

continuas y /f(x\@)f(G) df > 0, entonces

F(Olz) = /f pran

donde f(0) representa la distribucién a priori; f(0|x) es la distribucién a posteriori,y f(z|0)

(2.2)

es el modelo estadistico que refleja la relacién entre z y 6. La integral [ f (z|0)f(6) df es

una constante que no depende de 6, llamada constante de normalizacion, la cual hace que
f(0]z) sea una funcién de densidad bien definida.

En general, el teorema de Bayes fue disenado para el calculo de probabilidades condi-
cionales. En el caso especifico de inferencia estadistica, es necesario considerar las siguientes
modificaciones para el calculo de la distribucién a posteriori:

a) Si © es un vector aleatorio y se tienen n observaciones i.i.d. x1, zs, ..., x,, generadas por
la variable aleatoria X, entonces f(z|f) es reemplazada por f(x|@), donde

f(x]6) = fozw L,(0).

Aqui x = (21, ..., x,), 0 = (01, ...,0k) v L,,(0) es la funcién de méxima verosimilitud.

b) Con base en lo anterior, la ecuacién (2.2) toma la forma:

f0x) = (2:3)
[ £.t0)1(6) o
c) Como /En(e)f(e) d@ no depende de € y por tanto es una constante, entonces
f(B]x) o< L,,(0)f(0). (2.4)

Con frecuencia nos referimos a la distribucién a posteriori usando la ecuacion (2.4) donde
f(6]x) es proporcional al producto entre la verosimilitud £,(0) y la distribucién a priori
para 6. No obstante, la constante de normalizaciéon juega un papel importante a la hora
de calcular la distribucién a posteriori. En algunos casos dicha constante se puede deducir
observando la forma (2.4), por ejemplo cuando se utilizan distribuciones a priori conjugadas.
Cuando esto no es posible, es necesario calcular la integral correspondiente ya sea de forma
analitica o numérica. Encontrar la constante de normalizacién es mas complicado, e incluso

8



imposible, cuando el niimero de parametros a estimar aumenta, o bien, cuando la funcién de
verosimilitud proviene de un modelo complejo. En estos casos, en lugar de calcular directa-
mente la constante se recurre a un algoritmo de simulacién para explorar las caracteristicas
de la distribucién a posteriori. En la Seccién 2.3 se describiran los métodos de Monte Carlo,
los cuales son de gran utilidad en estos problemas.

2.2.2. Distribucion a priori

La eleccién de la distribucion de probabilidad a priori refleja el grado de creencia-que se
tiene sobre el parametro desconocido, es decir, qué tanta informacion se conoce sobre éste.
Sin embargo, dicha eleccién es subjetiva por lo que surge la interrogante: ;jcéomo elegir la
distribucion a priori? Y ain mas, jes correcta dicha eleccion?

Una alternativa viable, cuando no hay informacion previa sélida, es definir una “a prior:
no informativa” o “plana’”, es decir, darle el mismo peso a todos los posibles valores de #. Una
distribucion a priori no informativa podria ser una funcion constante k£ > 0 o la distribucién
Uniforme. Sin embargo, se debe tener en cuenta lo siguiente al elegir este tipo de distribucién
a priori. Si el pardmetro 6 estd definido en (—o0,00) y la funcién de densidad a priori es

f(0) < k, con k > 0 constante, se observa que [ .f(#) df = oo, por lo que f no es una

funcién de densidad. A este tipo de distribuciones a priori se le conoce como distribucién a
priori impropias. No obstante, en algunos casos se puede calcular la distribucion a posterior:
utilizando el teorema de Bayes. Es importante tener en claro que las distribuciones a prior:
impropias no son un problema siempre y cuando la distribucién a posteriori resultante sea
una distribucién de probabilidad bien definida.

Utilizar una a priori no informativa-no siempre es la mejor opcién. Existen situaciones
en las que se desea que la distribucién a priori cumpla la propiedad de invarianza, es decir,
una distribucién de probabilidad a priori que de la misma informacion sobre un parametro
y transformaciones de él. Por ejemplo, la distribucién Uniforme no es invariante frente a
transformaciones. Ante la discusion anterior, Jeffreys propone construir una distribucion
a priori de la forma-f(6) oc I1(9)'/?, donde I(6) es la funcién de informacién de Fisher.
Esta propuesta es una transformacion invariante. En general, en un problema de multiples
pardmetros, la a-prior: de Jefreys esta definida por f(0) o< y/det|1(8)|, [Jeffreys, 1946].

Cuando la-informacién previa sobre el modelo es bastante limitada, la distribucién «a
priori a menudo se elige de una familia paramétrica F con la siguiente caracteristica: dada
una a priori f(0) que pertenece a F, la distribucién a posteriori f(6|x) también pertenece
a F. Cuando esto ocurre, decimos que la a priori es conjugada [Gelman et al., 2013].

Los'incisos a) y b) del siguiente ejemplo muestran la eleccién de una a priori conjugada
y la a priori de Jeffreys, respectivamente.

Ejemplo 1. Sea X, .., X,, ~ Poisson(\):
a) Suponer que, a priori, X\ ~ Gamma(a, 3). Sea x = (x4, ..., x,). Por teorema de Bayes,
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b)

la a posteriori toma la forma

fAlz) o La(x|A)f(N)
[exp(—n)\) )\Em’} [ o
[Tx:! I'(«)
o exp (—nA) AZT B XL exp (=)

o BT AZTFTL exp (=A(n + B)) .

A exp (— )

Observando la ultima ecuacion se deduce que la densidad a posteriori es una Gamma

con parametros o = o+ > x; y B = 5+ n. Por lo tanto,

) = %A exp (~BA)

Como f(N) y f(Ax) pertenecen a la familia Gamma, entonces la distribucion Gamma

es conjugada para el modelo Poisson.

Para encontrar la a priori de Jeffrey’s notar que la densidad de una Poisson(\)
)\)\x

es f(z;A) = e—,;
x!

=X+ z log(A) — log(x!). Tomando la primer derivada de lo anterior se tiene que

al tomar el logaritmo de  f(x; ) se obtiene que log(f(z;N\)) =

0
—log(f(xz;\)) = =1+ ; Entonces, la informacion de Fisher esta dada por

O\
L.(0) = zn:VA [—1 + %] = i (%)QVA @] = %

=1

>~

Por otro lado, utilizando la a priori f(\) n y aplicando el teorema de Bayes

A
fAle) o ﬁn(fBl)\)f(A)Z
exp (—nA) A=" | rny1/2
x exp(—n)\))\zz’”)\i1

2

o exp (—n\) A= T2

- 1 -
Por lo tanto, la densidad a posteriori es una Gammal(a, ) con & = > x;+ 3 B =n,

«

fO) = 155 A% Lexp (—BA) .
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Este ejemplo muestra como al tomar dos a prior: distintas, la a posteriori resultante
pertenece a la misma familia de distribuciones (Gamma), pero con distintos pardmetros.

Como se ha visto, la eleccién de la distribucion a prior: depende del conocimiento previo
acerca del pardmetro. Por ejemplo, si el tinico conocimiento acerca del pardmetro es que esta
definido como un numero real positivo, se podria elegir una distribucién Gamma. Por otro
lado, cuando @ es un vector de parametros desconocidos se tendria que definir una funcién de
densidad conjunta sobre 6; esto en la practica es dificil puesto que es complicado saber cémo
interactian los parametros a priori. Es de importancia realizar un analisis de sensibilidad
sobre la a priori para evaluar si los resultados se ven o no afectados por la eleccion de
la informacién previa. Si la funcién de verosimilitud no tiene mucha informacién sobre los
parametros, entonces la eleccion de la distribucién a priori debe hacerse con cuidado.

2.2.3. Distribucion a posteriori predictiva

Cuando el objetivo de un estudio es realizar inferencia sobre datos aiun no observados
nos encontramos con un problema de prediccion, es decir, se busca predecir los valores de
observaciones nuevas dada la informacién disponible.

Sea x = (x1,...,x,) una muestra de datos generada por la variable aleatoria X, cuya
funcién de densidad esta dada por f(x|0), que depende del vector de pardmetros desconocidos
0. Sea f(0|x) la funcién de densidad a posteriori-para 6. Ahora bien, supéngase que se
desea predecir el valor de una observacion nueva @41, y supongase que las observaciones x
y Zni1 son condicionalmente independientes dado 0. Con base en los supuestos anteriores y
aplicando el teorema de Bayes, se obtiene que la funcién de densidad conjunta para (X, 1, 0)
condicional a las observaciones x esta dada-por:

f@ni1,0x) = f(zn41]0,%)f(0]%)
= f(2n41]0)f(0]x).

Luego, la densidad a posteriori predictiva f(x,,1|x) estd dada por la ecuacion:

f (@) = / f(01118)£(8]x) d. (2.5)

2.3. Markov Chain Monte Carlo (MCMC)

Anteriormente se comenté que no siempre es posible encontrar de forma explicita (o
analitica) la constante de normalizacién de la distribucién a posteriori dada por (2.3). Esto
puede deberse a la forma de la verosimilitud y/o la eleccién de la a priori. Los métodos
Markov Chain Monte Carlo (MCMC) son una alternativa que permite explorar la distribu-
¢ion a posteriori f(0|x) mediante la generacion de muestras de f(f|x) sin tener que simular
directamente de f(f|x).

Sea 7 una distribucion de probabilidad de la cual se desea simular, llamada distribucion
objetivo, con soporte X C R*. En particular, en inferencia Bayesiana, la distribucién a
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posteriori f(0|x) (2.3) representa la funcién objetivo 7. El objetivo de un algoritmo MCMC
es construir una cadena de Markov {x(t)} rey Cuya distribucion ergddica sea precisamente la
distribucion objetivo 7, es decir, que la distribucion de la cadena converge a m. Si esto se
garantiza, entonces al obtener muestras de la cadena se obtienen muestras de la distribucion
objetivo. Estos algoritmos son iterativos y requieren el uso de un kernel de transicion que
garantice la ergodicidad de la cadena.

La teoria detras de las cadenas de Markov y los métodos MCMC es extensa y explicarla
a detalle esta fuera del objetivo de este trabajo. En las secciones siguientes nos limitamos
a presentar los algoritmos que se usan en este trabajo. Para mayores referencias, el lector
puede consultar [Karlin and Taylori, 1975, Resnick, 1992] y [Rincén, 2012].

2.3.1. Algoritmo Metropolis-Hastings

El algoritmo Metrépolis-Hastings (MH) fue introducido en [Hastings; 1970] y actualmente
es la base de la mayoria de los métodos MCMC. En términos generales, para obtener muestras
de una distribucién de probabilidad 7 con funcién de densidad #r(z)y soporte X C R*, el
algoritmo MH funciona de la siguiente forma. Partiendo de un valor inicial (%) y de forma
iterativa se genera una cadena de Markov donde cada iteraciéon consta de dos pasos: 1)
proponer un nuevo valor para el siguiente estado de la cadena, y 2) rechazar o aceptar dicho
valor con cierta probabilidad; en caso de rechazar el nuevo valor, se mantiene el valor actual
de la cadena.

Para formalizar el procedimiento anterior; definimos la distribucion condicional instru-
mental o distribucion propuesta, q(-|x), que determinaréd la probabilidad de transicién del
estado z® = z al estado z(**V). En la practica, dicha distribucién debe estar definida al menos
en todo X y se busca que sea facil de simular de ella. Si la distribucion ¢ no es simétrica, es
decir q(y|z) = q(z]y), entonces es necesario que tenga una forma explicita (salvo la constante
de normalizacién cuando es independiente de z).

El algoritmo MH usa la distribucién instrumental ¢ para generar una cadena de Markov
{x(t)} e Cuya distribucién estacionaria es 7, por medio del siguiente procedimiento. Dado

un punto inicial () € X la t—ésima iteracién consiste en:
1. Simular z* de q(-}z®);

2. Simular w/de una distribucién Uniforme en (0, 1);

3. Hacer un cambio de estado

oy _ [ @ siu<plat,a),
T 0 ; o)
x st u > p(a*, xY),

donde p, llamada probabilidad de aceptacion Metrépolis-Hastings, esta dada por

n(a) g(a]) 3

) %) — mi
o) =min {1, A
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Es importante resaltar varios aspectos del algoritmo anterior. Una gran ventaja del proce-
dimiento es que las distribuciones 7 y ¢ pueden tener o no forma analitica, basta que se
puedan evaluar numéricamente en sus argumentos. Mas importante atn, el algoritmo MH
solo depende de la distribucién objetivo a través del cociente

por lo cual no es necesario conocer la constante de normalizacién de 7. Esta es la razon
fundamental por la cual estos métodos son de gran utilidad para la exploracion de la dis-
tribucion a posteriori, ya que, como se menciond antes, las constante de normalizacién de
dicha distribucién es dificil o imposible de determinar.

Cabe mencionar que el valor inicial propuesto (%) no es relevante en primera instancia
ya que la cadena es ergddica, es decir, cualquier valor que esté dentro del soporte X conduce
a la convergencia de la cadena. No obstante, ciertos valores iniciales hacen mas rapida la
convergencia a la distribucion estacionaria. Por otra parte, dado que los primeros valores de
la simulacion no pertenecen a la distribucion objetivo 7, se descarta un cierto nimero k£ de
iteraciones conocido como burn-in.

Las muestras de la distribucién posterior x*+1, gkt2) 2 (k+3)  p(k+m) ghtenidas me-
diante el algoritmo MH (después de eliminar el burn-in) se usan para estimar caracteristicas
como esperanza y varianza a posteriori de los parametros. La teoria clasica estadistica hace
estas estimaciones a partir de una muestra independiente; no obstante, las muestras que se
obtienen no son independientes ya que se generan a través de una cadena de Markov. A pesar
de esto, es posible obtener una muestras pseudo-independiente al seleccionar un subconjunto
de estados de la cadena cada cierto niimero 7 de iteraciones, esto es x#+7) g (*k+27) gy (ktn7)
Este valor 7 es de gran utilidad para determinar el nimero total de iteraciones que debe tener
la cadena de Markov. Existen varias alternativas para determinar cudl es un valor adecuado
para 7 como, por ejemplo,.el integrated autocorrelation time (IAT) [Roberts et al., 2001]
el cual puede pensarse como el nimero de muestras correlacionadas con el mismo poder de
reduccién de varianza que una muestra independiente. Este valor esta asociado a la eficiencia
de los algoritmos MCMC, entre més cercano a 1 es el IAT, més eficiente es la cadena, es
decir, requiere menos iteraciones.

Para garantizar que 7 es la distribucion estacionaria de la cadena de Markov {a:(t)} teN
generada por el algoritmo MH, se debe satisfacer como condicién minima, ver [Robert and
Casellag2004], que

X C U soporte ¢(-|x).

TeEX

A grandes rasgos, esto implica que g debe estar definida en todo X. Aun cuando lo anterior
es facil de garantizar para una gran cantidad de distribuciones ¢, la eleccion es crucial para
que el algoritmo sea computacionalmente eficiente. Otros detalles técnicos respecto de la
construccién de estos algoritmos pueden ser consultados en [Liu, 2004].
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2.3.2. T-Walk

En este trabajo se usa un algoritmo MCMC que no requiere determinar los parametros
de la distribucién propuesta ¢, el cual es conocido como t-walk.

A grandes rasgos, este algoritmo esta basado en el algoritmo MH, construido sobre el
espacio producto del soporte de la distribucion objetivo, y disenado de tal forma que es inva-
riante ante la escala de los parametros y aproximadamente invariante ante transformaciones
afines del espacio de estados. El algoritmo realiza cambios en los estados de la cadena me-
diante cuatro propuestas Metrépolis-Hastings: walk move (o scaled random walk); traverse
move, hop move y blow mowve. Las propuestas se eligen de forma aleatoria de acuerdo al vec-
tor de probabilidades (0.4918, 0.4918, 0.0082, 0.0082), respectivamente. El movimiento walk
move es una caminata aleatoria escalada para cada parametro. El movimiento traverse move
genera estados de la cadena considerando la correlacion entre los parametros. Por ultimo,
los movimientos traverse move y hop move generan estados extremos que permiten explorar
posibles modas de la distribucién a posteriori.

Los detalles técnicos del algoritmo estan fuera del alcance de este trabajo, por lo que
referimos al lector interesado en ellos al articulo original [Christen et al., 2010].

2.4. Problemas inversos

Hasta ahora, se ha revisado a lo largo de este capitulo el paradigma Bayesiano y los
algoritmos MCMC para explorar la distribucion. a posteriori de un parametro o un vector
de parametros. En esta seccion se describird de forma breve como se aplica la metodologia
anterior a la problemadtica central de esta tesis.

El objetivo de este trabajo es encontrar los parametros de la ecuacion diferencial que
describe la temperatura en las nubes; la cual fue propuesta en [Flores, 2017]. En la literatura,
la estimacion de parametros en ecuaciones diferenciales se clasifica como un problema inverso.
Para explicar este concepto, primero se tiene que dar la nocion de lo que es un problema
directo. Desde el punto de vista matematico, un problema directo consiste en encontrar el
resultado (o efecto) y gemerado por un conjunto de valores (o causas) x sometidas a un proceso
A, es decir A(xz) = y. En consecuencia, un problema inverso consiste en encontrar los valores
(o causas) z si se conoce el resultado (o efecto) y y el proceso A, es decir, v = A71(y). Se
considera que este tipo de problemas estan mal planteados ya que cumplen con una o mas
de las siguientes condiciones:

1) no existe una solucién;

2)-la solucién puede no ser tnica;
3) pequenas variaciones en las causas x generan fuertes variaciones en los resultados y.

En la literatura clasica sobre este tipo de problemas, la solucién se obtiene mediante un
esquema de optimizacion con restricciones.

Por otro lado, desde el punto de vista estadistico, un problema inverso es simplemente
un problema de inferencia. Usando la misma notacién anterior, el resultado y representa a
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los datos observados los cuales estan sujetos a cierta cantidad de ruido €, mientras que los
parametros son la causa z. De esta forma, la solucion del problema consiste en estimar la
causa = a partir de los datos y. Esto puede pensarse como un problema de regresion de la
forma:

y=A(x)+e. (2.6)

En un esquema de regresion cldsico, A(z) es una funcién lineal de x; sin embargo, en un
problema inverso A(x) tipicamente representa la solucién de un sistema de ecuaciones dife-
renciales ordinarias o parciales, o una transformacién de dicha solucién. Desde el punto de
vista de inferencia Bayesiana, la solucién al problema inverso (2.6) es la exploracion de la dis-
tribucion a posteriori de los parametros de interés. Esto se ejemplificard de forma detallada
en el Capitulo 3.
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CAPITULO 3

Inferencia sobre la temperatura

potencial

En este capitulo se describe en detalle el modelo atmosférico de ecuaciones diferenciales
ordinarias planteado en [Flores, 2017] y su motivacién. De la misma forma, se presentan dos
modelos estadisticos, propuestos en este trabajo, para la estimacion de los pardmetros de
interés siguiendo las ideas presentadas en el Capitulo 2.

3.1. Modelo tedrico para el estudio de inestabilidades

atmosféricas de parcelas de aire

En [Flores, 2017] se propone un modelo de ecuaciones diferenciales ordinarias para des-
cribir la temperatura potencial equivalente de una parcela de aire, basado en las ideas de
[Fraedrich, 1985]. El modelo se fundamenta en la teorfa de la parcela, la cual considera con-
ceptos como procesos adiabaticos, auto-conversién rapida, no-supersaturacion, entre otros.
El modelo tedrico presenta dos variantes, una determinista y otra estocastica. El objetivo
de dicho trabajo es caracterizar las soluciones de ambos modelos, obteniendo expresiones
analiticas para el caso determinista y resultados tedricos sobre la media y varianza del caso
estocastico. Asf mismo, parte de la motivacion de dicho trabajo es la existencia de mode-
los atmosféricos altamente complejos y computacionalmente costosos, cuyas predicciones del
tiempo (eventos atmosféricos ocurridos en escalas de tiempo corto, semanas o de menor esca-
la) noson confiables a mediano y largo plazo. En este sentido, los resultados de [Flores, 2017]
podrian utilizarse para alimentar estos modelos atmosféricos mas complejos haciéndolos mas
confiables.

Para definir el modelo se requiere la introduccion de algunos conceptos. Se denomina
parcela a una regiéon de aire himedo (o seco) de dimensiones infinitesimales con ciertas
caracteristicas; por ejemplo, la parcela esta térmicamente aislada de su entorno de modo que

17



su temperatura cambia adiabdticamente (sin intercambio de calor entre medios) al ascender
o descender. Se define la temperatura potencial de una parcela de aire como la temperatura
que la parcela tendria si se expande o se comprime mediante un proceso adiabatico a una
presién estandar (por lo general, 1000 hPa). Otro concepto clave es la temperatura potencial
equivalente que mide como la temperatura varia con la presién bajo condiciones de saturacién
adiabaticas en ascenso o descenso. Si bien la teoria de la parcela supone procesos adiabaticos,
el modelo estudiado en [Flores, 2017] considera el intercambio de calor latente L, ocurrido
durante la condensacién y asume una mezcla € entre la parcela y el medio ambiente por
medio de una relajacién de la temperatura potencial equivalente de la parcela 6. hacia su
estado base 0 c,. La mezcla o razéon de mezcla ¢ mide la interacciéon entre ambos medios y
en la practica es un valor numérico adimensional [Wallace and Hobbs, 2006]. La temperatura
potencial equivalente de la parcela ¢, y del medio ambiente 0, ,, son mediciones en grados
Kelvin, °K. Este modelo es representado por la ecuacién diferencial (3.1) donde 6.(0) = 6.
es la condicion inicial, es decir, el valor de la temperatura potencial equivalente de la parcela
al nivel superficie z = 0.

cfl@e = —[0c(2) = b onu(2)]
! (3.1)
0.(0) = 0, 0.

Este modelo considera que la temperatura potencial equivalente del medio ambiente (3.2)
tiene humedad del ambiente exponencial (3.3). Ademas, se considera una temperatura po-
tencial del ambiente lineal dada por (3.4).

L,

ee,env(z) o eenv<z)+?qv,env(z) (32)
p

Qv,env(z) = qo,env exp(_Z/ZO)

eenv(z) = HO,env+Bz

Con base en los supuestos anteriores, la ecuacién diferencial (3.1) puede resolverse me-
diante el método del factor integrante y la solucién estd dada de forma analitica por (3.5).

() = ee,em<z>—§+ﬂ( : )qv,m<z>+

£ Cp EZ) — 1
B Lv EZ20
96 - 9 env — T A env - . 35

En (3:5) se muestra que la temperatura potencial equivalente de la parcela .(z) queda en
funcién de la temperatura potencial equivalente del medio ambiente 6, ¢,,,(2), la cual, a su vez,
depende de la altura de la parcela z (km). Asimismo, 0,(z) esta sujeta a los parametros: nivel
de equilibrio de la parcela de aire zq (km), calor latente de condensacién a 0° C, L, (J kg™1),
calor especifico de aire seco a presién constante C, (J kg~ °K), razén de enfriamiento B
(°K km™'), razén de mezcla ¢ y de los valores referenciales al nivel superficie z = 0 tales como
temperatura potencial del medio ambiente g ¢, (°K), temperatura potencial equivalente de
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la parcela 6. (°K) y vapor de agua del medio ambiente g eny (9/kg). Los valores de los
parametros conocidos se muestran en la Tabla 3.1.

Los parametros desconocidos son €, gy eny ¥ B. La razén de mezcla € mide la cantidad de
vapor de agua en un cierto volumen de aire y se expresa en g/kg; en la atmosfera la magnitud
de ¢ varia poco en latitudes medias y llega hasta valores alrededor de 20g/kg en los trépicos
[Wallace and Hobbs, 2006]. La cantidad de vapor de agua del medio ambiente gg e, a nivel
superficie z = 0 también se expresa en unidades de g/kg. Ambas medidas € y o eno €n la
préactica son expresadas de forma adimensional, esto es, g/g, por lo que sus rangos dewalores
cambian y son menores a 1. Por otra parte, la razén de enfriamiento B en una columna de
aire varia en promedio de 6 a 7 °K km~! en la troposfera, sin embargo, toma una amplia
gama de valores en distintas ubicaciones [Wallace and Hobbs, 2006].

Los pardmetros €, qo eny y B son el objeto de estudio de esta tesis y se pretende estimar
su valor por medio de inferencia Bayesiana. En las subsecciones posteriores, veremos dos
propuestas de modelos estadisticos a partir de la ecuacién (3.5) para encontrar tal estimacién.

Parametro Valor Descripcion

Nivel de equilibrio de la parcela de aire. In-
20 2 km dica que tan rapido es el decremento en (3.3)

respecto la altura.

Calor latente de condensacién (o vaporizacién)

L, 2.5%x100 J kg™
al0°C.
. Calor especifico del aire seco a presién cons-
Cp 1,004 J kg ' °K+!
tante.
Temperatura potencial del medio ambiente al
00.env 300 °K ) ]
nivel superficie z = 0.
Temperatura potencial equivalente de la par-
oo 345 ° K P P b P

cela al nivel superficie z = 0.

Tabla 3.1: Pardmetros conocidos del modelo diferencial (3.1).

3.2. Modelo Estadistico 1

Como se comentd antes, la estimacion de los parametros que determinan un sistema de
ecuaciones diferenciales se considera un problema inverso. Para resolver el problema desde
el punto de vista estadistico se requiere entender la naturaleza de los datos observados y
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su relacién con los parametros. En esta seccién presentamos el primero de dos modelos
estadisticos para realizar la tarea de estimacion en el contexto descrito en la Seccién 3.1.

Sean yi, 4o, ..., Y, Observaciones de la temperatura de las nubes en la i—ésima altura z;,
y cuyas unidades son °K, es decir, Y(z;) = y;, ¢ = 1,...,n. Note que estas observaciones
provienen de un proceso estocastico desconocido por lo que no es posible considerar que
son independientes. Por otro lado, sea A(z;|9) la solucién de la ecuacion (3.5), donde ¥ =
(€, 90.env, B) es el vector de parametros desconocidos de la ecuacién. Dada una altura fija z;
y condicional al valor de los parametros 1, suponemos que

Y(zi) = A(z|9) + &, parai=1,..n, (3.6)

donde &; es un término de error que sigue una distribucién Normal con media ;1 = 0 y pre-
cisién desconocida 7 = 1/0? donde ¢? es la varianza de ;. Esto implica que Y (2;)|9,7 ~
N(A(z]|9), 7). De manera simple, este modelo implica que el valor observado de la tempera-
tura es, en promedio, la solucién de la ecuacion diferencial mas un error. Mas aiin, suponemos
que el error ¢ es independiente de §; V k # j y que, dado el vector de parametros 99, las
observaciones ¥, ..., y, son condicionalmente independientes.

3.2.1. Funcion de Maxima Verosimilitud

Con base en lo anterior, la funcién de maxima verosimilitud estd dada por

ﬁn(/ﬂ?T) = Hf(y’wA(zl|/'9)7 T)

— H \/% exp( a [yi_A(Zi|19)]2)

= (2m)™? ”/Qexp< ;Z[yi—fl(zi\ﬂ)f) (3.7)

=17

donde f denota una distribucién Normal univariada con media p; = A(z;|9) y precisién 7.
Es importante enfatizar que cada observacién y; tiene su propia media p = A(z|¥) y una
precision desconocida constante 7 para cada altura z;.

En este punto ya es posible realizar inferencia sobre ¥ y 7 encontrando el vector de
parametros que maximiza la funcion de verosimilitud, posiblemente bajo algunas restriccio-
nes que se asemejan a los modelos de regresion Ridge y Lasso [Hastie et al., 2013]. A pesar de
que el pardmetro 7 no es parte de los parametros de interés ya que no estd relacionado con
la ecuacion diferencial, su estimacion es de gran relevancia ya que nos permitirda cuantificar
la incertidumbre sobre el vector 9. Este hecho es el que distingue los procedimientos pura-
mente de calibraciénde los procedimientos estadisticos, donde estos tultimos aportan mayor
informacion. No obstante, en este trabajo se opta por usar el enfoque Bayesiano de inferencia
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por lo que es necesario proponer una distribucién a priori conjunta para (9,7) = 1.

3.2.2. Funcion de probabilidad a prior:

Para determinar la distribucién a priori del vector de pardmetros 1 = (9, 7) se tiene que
codificar el conocimiento previo de cada parametro y de sus interacciones en una distribuciéon
de probabilidad conjunta. En la practica esto suele ser dificil por lo que se opta por suponer
que, a priori, todos los parametros son independientes. En este escenario es posible analizar
individualmente los parametros y determinar una distribucién a priori marginal para cada
uno de ellos.

Siguiendo el analisis de [Flores, 2017], los pardmetros €, goenn ¥ B solo toman valores
positivos. Dado que los pardmetros € y qo env €stdn acotados superiormente por uno, entonces
se les asignd una distribucién a priori no informativa Uniforme en (0, 1). En el caso de los
parametros B y 7 se eligi6 una distribucion a priori Gamma eligiendo pardmetros de escala oy,
y forma [, k = 1, 2, respectivamente, de forma que las a priori resultantes sean débilmente
informativas, es decir, que tengan colas pesadas a la derecha. La.informacién completa sobre
las distribuciones a priori se muestra en la Tabla 3.2.

Parametro | Funcion de densidad a prior:
€ U(0,1)
qo.env U(0,1)
B Gamma (a; = 2, 51 = 14)
T Gamma (ay = 8/5, 3 = 250)

Tabla 3.2: Distribuciones a prior: de los pardmetros desconocidos del modelo estadistico 1.

Debido al supuesto de independencia de los parametros, la distribucién a prior: conjunta
puede escribirse como

f(’l:b) = f(g)f<q0,env>f(B)f(7—2)
-1
o B lexp <_§) (7'_1)0‘271 exp (_Tﬁ_z) : (3.8)
3.2.3. Funcién de probabilidad a posteriori

Una vez establecidas la distribucion a priori conjunta (3.8) y la funcién de méxima
verosimilitud (3.7) para el modelo estadistico 1, entonces la funcién de densidad a posteriori
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queda determinada por la siguiente expresion:

F@pIY) o La()f (%)
o L,(0)f(€)f(qo.eno) f(B)S(7)

x T2 exp <—% Z ly; — A(Zi|19)]2> X

i=1

B exp (—E) (T_l)arl exp (—%) (3.9)

Es importante enfatizar que la distribucion a posteriori no tiene una forma simple a pesar
de que la solucién de la ecuacién diferencial A(z;|1) es analitica. Debido a. esto, el célculo
de la constante de normalizacién de la ecuacién (3.9) es complicado y se requiere del uso
de métodos numéricos para explorar la distribucion a posteriori. En este trabajo se usa el
algoritmo ¢t — walk del cual se hablé en la Seccién 2.3.2.

Por cuestiones de estabilidad numérica, los métodos MCMC utilizan el logaritmo de la
funcién de densidad a posteriori. De modo que el logaritmo de (3.9), denotado por () =
log(f(0]Y)), estda dado por (3.10).

l(¢Y) (E —as+ 1) log(7) +(cvy — 1) log(B) —

2
Lor,ry [y — A(z|9))? (3.10)
b B 24 v ' '

3.2.4. Distribucion a postertori predictiva

La distribucién a posteriori predictiva se definié en la Secciéon 2.2.3 y, en el contexto
del modelo estadistico 1, permite predecir la distribucion de la temperatura potencial a una
altura nueva, digamos z,.1. La funcion de densidad a posteriori predictiva estaria dada por
la integral:

fnnly) = / F nsa|) £ (bly) dap (3.11)

-
x /7'1/2 exp (—5 [Ynt1 — A(zn+1|19)}2) X

7% exp <—g Z [vi — A(yi|19)]2> X

i=1

B lexp (—g) (7'_1)&271 exp <_T/6__21) dap.

Nuevamente, dado que no conocemos la constante de normalizacion de la distribucion a
posteriori, entonces no es posible obtener una versién analitica de la distribucién a posteriori
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predictiva. No obstante, es facil obtener simulaciones de esta ultima. El proceso consiste
iterar los siguientes dos pasos para j =1,...,m:

1. Simular V) = (5(j), q(()j’gm, BY), T(j)> de la distribucién a posteriori.

2. Para una altura fija z,,1;, simular yffll de una distribucién Gaussiana con parametros

media A <Zn+1|8(j), q((fgm, B(j)> y precisién 7).

Dado que ya se tienen muestras de la distribucion a posteriori obtenidas mediante los algo-
ritmos MCMC, las muestras de la distribucién a posteriori predictiva no representan ningin
problema; no obstante, este proceso puede ser lento si la solucion de la ecuacion es dificil, en
términos computacionales.

Ya que se tienen las muestras de la distribucion a posteriori predictiva, entonces se puede
evaluar el valor medio de la prediccién utilizando, por ejemplo, Ey,1] & = >0 yff)rl. Mas
aun, los cuantiles empiricos de estas muestras pueden ser usados para estimar la incertidum-
bre de la prediccion, es decir, permiten obtener intervalos de probabilidad predictivos.

3.3. Modelo Estadistico 2

El modelo estadistico 1 considera que, para cada altura z, la variabilidad de la tempera-
tura potencial es constante y estd dada por 1/7. En la préictica, esta hipétesis es dificil de
justificar. Por esta razon, el modelo estadistico 2 que se presenta en esta seccion modifica
esta hipotesis y permite que la variabilidad cambie con la altura.

Utilizando la misma notacion de la seccion anterior suponga que, para una altura fija z;,
la temperatura potencial a esa altura Y(z;), condicional a los pardmetros ¥ = (g, g env, B)
y dg, puede ser descrita por

Y (z) = A(z|9) +n(z|dg), parai=1,...n, (3.12)

donde A(z;|9) sigue representando la solucién de la ecuacién (3.1). No obstante, ahora
n(z;|dy) representa una variable aleatoria Gaussiana con media cero y varianza dada por

7(2) = 9 [1 — exp(~252)] (3.13)

es decir, la-varianza depende de la altura, de la razén de mezcla € y un parametro dy de
dispersion.

Note que la diferencia principal entre los modelos estadisticos 1 y 2 radica en la forma
del término estocastico de error. Mientras que en el modelo 1 se tiene un error con varianza
constante, el modelo 2 permite un término de error mas flexible que cambia con la altura.
El segundo modelo estd motivado por la version estocdstica de la ecuacién diferencial (3.1)
propuesta en [Flores, 2017], la cual puede verse en la ecuacién (3.14). Aqui se introduce
un término estocastico dW cuya amplitud estd determinada por el parametro dy. Se puede
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demostrar que la solucion de la ecuacion estocdstica tiene como valor esperado la solucién de
la ecuacién determinista A(-[193) para cualquier altura z. Mds aun, la varianza de la solucién
estd dada por la ecuacién (3.13) para cada altura z. De este ultimo hecho se deriva el modelo
estadistico 2.

do.
dz

= —¢[0e(2) — Qe,env(z)] + dodW (3.14)

En este punto el lector podria argumentar que el modelo estocastico es mas realista ya
que considera términos de error en la dindmica. Entonces jpor qué no se usa el modelo
estocastico para la estimacion de parametros? Existen dos razones principales por las que
no se siguié esta ruta. La primera es que consideramos que el modelo estocastico no anade
ninguna propiedad diferente al modelo. Es decir, el término estocéstico sélo introduce ruido
a las soluciones, pero no crea dinamicas distintas. La Figura 3.1 muestra la solucién del
modelo estocéastico y se aprecia claramente que la diferencia principal respecto al modelo
determinista son los pequenos picos que presenta la curva. La segunda razén es que la

15

N

a
— Datos reales

10

z (km)

%25 330 335 340 345 350 355
6 (K)
e
Figura 3.1: Comparacién entre el modelo estocdstico (3.14) (linea azul) y datos reales (linea
roja): Tomado de “Teoria de la parcela de fluidos para el estudio de inestabilidades atmosféri-

cas y distribucién de alturas de nubes” (p. 63) por Flores [2017], Querétaro, Qro. México.

estimacion de parametros en ecuaciones diferenciales, desde el punto de vista estadistico, se
vuelve un problema de computo super-intensivo. En una ecuacion estocastica, la solucién de
la ecuacion es una variable aleatoria con una distribucion de probabilidad que no tiene forma
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analitica salvo en ejemplos aislados. Esto implica que la funcién de verosimilitud no pueda
ser evaluada ni siquiera de forma numérica. En estos casos se debe recurrir a métodos que
aproximen la funcién de verosimilitud o métodos libres de verosimilitud como Approximated
Bayesian Computation (ABC) [Turner and Van Zandt, 2012].

Para poder trabajar con el modelo 2, es necesario inferir los pardmetros desconocidos
€,q0.envs By dp. Entonces, el conjunto de pardmetros a estimar se denotard por el vector
aleatorio v = (€, Qo env, B, dy) = (U, dp).

3.3.1. Funcion de Maxima Verosimilitud

De la ecuacién (3.12) se sigue que las observaciones yi, 4, . . . , ¥, siguenuna distribucién
Normal con media A(z;|¢) y varianza dada por (3.13). Asumiendo independencia condicional,
la funcién de méxima verosimilitud estd determinada por la ecuacién (3.15)

L(v) = (27‘(‘02(21'))77#2 exp ( b Z [~ A(zi|19)]2> : (3.15)

T 202(z) =

Observe que, a diferencia del modelo 1, (3.6), las observaciones Y'(z;) = y; tienen su propia
media y varianza en cada altura z;.

3.3.2. Funcion de probabilidad a priori

Nuevamente se recurre al supuesto de independencia entre los componentes del vector
v, por lo que se le asignard una distribucién a prior: univariada a cada componente. Ya
se han analizado las caracteristicas de los pardmetros €, gy eny y B, resta entonces analizar
dg. De acuerdo a [Flores, 2017], dp mide la amplitud del término estocéstico y toma valores
positivos; por ende, se le asignara una a priori Gamma con parametro de forma az = 2
y de escala (3 = 250, lo cual resulta en una a priori poco informativa. Los detalles de las
distribuciones a priori pueden verse en la Tabla 3.3. Asi, la funcién de densidad a priori
conjunta es:

fw) = f(€)f(qoenv) f(B)f(do)

B d
o B 'exp <_E) dy* ' exp (_5_2) . (3.16)

3.3.3. Funcion de probabilidad a posteriori

La funcién de densidad a posteriori se obtiene de forma similar al modelo 1. Utilizando
el teorema de Bayes, se combina la funcién de verosimilitud (3.15) con la densidad a priori
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Parametro | Funcién de densidad a prior:
€ U(0,1)
Go,eno U(o,1)
B Gamma (o; = 2, 51 = 14)
dy Gamma (a3 = 2, 83 = 250)

Tabla 3.3: Distribuciones a priori de los parametros desconocidos del modelo estadistico 2.

conjunta (3.16) obteniendo

fvly) o LW)f(e)f(doenn) f(B)[(do)
X [‘72(2&')}_”/2 exp (‘ 2021(2‘1') Z lvi — A(%‘W)]Q) X

i=1

B lexp <_5§) dy* ' exp (—%) . (3.17)
1

De forma andloga al modelo 1, la constante de normalizacién [ L(v)f(v) dv no se puede

calcular de forma simple. En consecuencia, se explorara a f(v|Y) por medio del algoritmo
t-walk. Para ello se requiere calcular el logaritmo de (3.17) denotado por I(v) = log(f(v|Y))
y dado por (3.18).

l(v) o« (a;—1)log(B)+ (a5 — 1)dy

B dy n 9 1 - 2
— (E + 5—2 + 5 log(o°(2;)) + m ; [yi — A(zi]9)] ) (3.18)

Finalmente, la funcién de densidad a posteriori predictiva del modelo 2 tampoco tiene
una expresién simple, pero es facil simular de ella utilizando el procedimiento descrito en la
Seccién 3.2.4.

Ahora que se han definido los dos modelos estadisticos de interés en esta tesis, se puede
proceder a.mostrar los resultados de la inferencia y la comparacion de ambos modelos en un
ejemplo con datos reales. Esto se mostrara en el capitulo siguiente.

26



CAPITULO 4

Resultados

En este Capitulo se aplica la metodologia de estimacién descrita en el Capitulo 3 al con-
junto de datos reales presentado en [Flores, 2017], el cual, a su vez; fue extraido de [Fraedrich,
1985]. El conjunto de datos reales consiste de n = 49 observaciones de la temperatura en
las nubes (°K) a 49 alturas distintas (km) y fueron tomados bajo condiciones atmosféricas
especificas. Este conjunto de datos se muestra en el Apéndice A.

4.1. Resultados del modelo estadistico 1

Para estudiar la distribucion a posteriori del vector de parametros v del modelo 1, se
uso el algoritmo t-walk en el software libre de computo estadistico R Core Team [2020]. Los
cddigos utilizados se pueden consultar en el Apéndice B. El algoritmo utiliza como funcién
objetivo el logaritmo de la funcién de densidad a posteriori (3.10) multiplicado por -1, es
decir, —log f(%|y). En la literatura, dicha funcién se conoce como funcién de energia. Se
corri6 la cadena de Markov. por 1,000,000 iteraciones utilizando distintos puntos iniciales
aleatorios generados a partir de la distribucién a prior: de . Las cadenas generadas por el
algoritmo t-walk convergen rapidamente en este ejemplo, tipicamente 1,000 iteraciones son
suficientes. No obstante, se descartan los primeros 10,000 pasos de la cadena como burn-
in para asegurar la convergencia con distintos puntos iniciales. De las 990,000 iteraciones
restantes, se hace un submuestreo cada 103 muestras para obtener una cadena pseudo-
independiente. El valor 103 se obtiene del calculo del IAT sobre la funcién de energia, el cual
es 102.63.

La Figura 4.1 muestra la evolucién de funcion de energia de la cadena resultante, después
de omitir el burn-in y realizar el submuestreo. Se puede observar que la funcién objetivo
se estabiliza entre -128 y -118. Por otro lado, se analizd la trayectoria de las cadenas de
los pardmetros €, qoeny, B y T mostrando que también convergen a partir de la iteracién
niumero 10,000, ver Figura 4.2.

Para visualizar las distribuciones a posterior: de los parametros se realizaron histogramas
utilizando 9612 muestras, las cuales pueden observarse en la Figura 4.3. Note que el pardme-
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Figura 4.1: Funciéon de energia del modelo estadistico. 1 de la cadena resultante, después de

haber omitido el burn-in y realizado el submuestreo:.

tro de razén de mezcla € tiene mayor probabilidad de tomar valores en el intervalo (0.28,
0.42), ver Figura 4.3a. Es importante mencionar que € se expresa en forma adimensional; si
se desea rescatar las unidades basta con multiplicar los valores anteriores por 1,000, lo cual
resulta en el intervalo (280, 420) con unidades g/kg. El valor referencial de vapor de agua
del medio ambiente gg ¢, al nivel superficie z = 0 toma valores con mayor probabilidad en el
intervalo (0.017, 0.023), ver Figura 4.3b. Al igual que €, o enpy €s un valor adimensional que
al multiplicarlo por 1,000.cambia el intervalo a (17, 23) con unidades g/kg. El pardmetro
razén de enfriamiento B, cuyas unidades son °K km~!, toma valores con mayor probabili-
dad en el intervalo (4:45, 4.80), ver Figura 4.3c. Por tltimo, se observa en la Figura 4.3d
que la precisién del modelo 1 toma valores con mayor probabilidad entre (0.15, 0.35). La
Figura 4.3 también muestra las distribuciones a priori para cada parametro. Claramente, la
distribucion a posterior: tiene menor variabilidad que la distribucion a prior:, lo cual indica
que en efecto existe informacion acerca de los parametros en los datos. Mas atn, los histo-
gramas tienen una moda claramente definida y con colas ligeras relativamente simétricas.
Ahora bien, comparemos los valores puntuales propuestos en [Flores, 2017] y los estimados
en esta tesis. Los valores reportados por [Flores, 2017] se obtienen mediante una biisqueda
sin ningun procedimiento riguroso de regularizaciéon, mucho menos estimacion. El objetivo
ahi fue ver si el modelo propuesto es capaz de dar una descripciéon aproximada de los datos.
Los valores encontrados se muestran a continuacion:

e=0.4, Goeny=0.015, B=4°K km™", dy=2. (4.1)
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Figura 4.2: Trayectorias de las cadenas de los parametros €, qoeny, B y 7 del modelo es-

tadistico 1, después de haber omitido el burn-in y realizado el submuestreo.

Se observa que un valor de 0.4 para el pardmetro razén de mezcla € estd dentro de la regién
de alta probabilidad, ver Figura 4.3a. Por su parte, los valores 0.015 y 4 °K km~! para los
pardmetros cantidad de vapor de agua en el medio ambiente gg e,y y razoén de enfriamiento
B, respectivamente, no estan dentro de la region de alta probabilidad, ver Figura 4.3b y 4.3c.
Por tanto, dos de los valores dados en (4.1) difieren de los valores altamente probables que
se determinaron con el modelo 1.

Una de las ventajas de los procedimientos Bayesianos es que es facil cuantificar la varia-
bilidad de cualquier funcion de los parametros del modelo, en particular, es posible evaluar
la variabilidad de las soluciones de la ecuacion diferencial generada por la variabilidad en los
parametros estimados. Para esto, basta resolver la ecuacion diferencial para cada vector de
parametros ﬂ(i), 1 =1...,k, producido por el algoritmo MCMC. De esta forma se obtiene
un abanico de valores de la temperatura potencial para cada altura z. A partir de estos
valores, podemos construir bandas de probabilidad puntuales tomando cuantiles empiricos
de las muestras. El resultado de este procedimiento puede verse en la Figura 4.4 donde se
muestran cuantiles puntuales de nivel 2.5%, 50% y 97.5% para la solucién media de la
ecuacion, es decir, bandas de probabilidad del 95 % para el valor esperado de la dindmica de
la temperatura potencial. Se puede ver que, en general, la curva describe la tendencia de los
datos.

Por otro lado, si se desea crear predicciones para la temperatura en lugar del valor
esperado de la temperatura, entonces se puede utilizar la distribucion a posteriori predictiva
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Figura 4.3: Histogramas con 9612 muestras de las distribuciones a posterior: de los pardme-

tros €, qoenv, By 7 del modelo estadistico 1.
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Figura 4.4: Bandas de probabilidad del 95% del valor esperado (o media) de la tempera-
tura potencial equivalente de la parcela, para el'modelo estadistico 1. Los datos reales son
representados por puntos, las bandas por lineas continuas azules (banda inferior y superior,

izquierda y derecha, respectivamente) y la media por la linea punteada verde.

descrita en la Seccion 3.2.4. La Figura 4.5 muestra bandas de probabilidad puntual del 95 %
para el valor de la temperatura potencial en cada altura z. Puede observarse que estas curvas
también describen la tendencia de los datos cubriéndolos en su totalidad. Esto quiere decir
que, para cualquier altura,la predicciéon del modelo es razonable. Para dar una idea de la
interpretacion de estas bandas, considere la temperatura a una altura de 6 km. Se puede
observar, de acuerdo a la distribucion predictiva, que la temperatura esta entre los 326 y 334
°K aproximadamente. Este intervalo tiene una amplitud de 8 °K. Si este rango es amplio o
no y, mas aun, si es util o no, depende del uso que se le quiera dar al modelo. No obstante,
desde el punto de vista estadistico, lo importante es que se puede cuantificar la incertidumbre
en la prediceidn, es decir, que este intervalo tiene una probabilidad posterior del 95 %. Este
es el aspecto que se desea resaltar y que no se presenta en [Flores, 2017].

4.2, Resultados del modelo estadistico 2

Para estudiar la distribucién a posterior: del vector de parametros v del modelo 2, se
utilizo el algoritmo t-walk tomando como funcién objetivo la ecuacién (3.18) multiplicada por
-1. Se corrié la cadena de Markov por 1,000,000 de iteraciones utilizando distintos puntos
iniciales aleatorios generados a partir de la distribucién a priori de v. Se descartaron las
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Figura 4.5: Bandas predictivas del 95 % de la temperatura potencial equivalente de la parcela,
para el modelo estadistico 1. Los datos reales son representados por puntos, las bandas por
lineas continuas azules (banda inferior y superior, izquierda y derecha, respectivamente) y

la prediccién media por la linea punteada verde.

primeras 10,000 iteraciones de la cadena como burn-in. De las 990,000 iteraciones restantes,
se hace un submuestreo cada 139 muestras para obtener una cadena pseudo-independiente.
El valor de 139 se obtiene del e¢élculo del IAT sobre la funcién de energia del modelo 2; siendo
IAT = 138.31.

La Figura 4.6 muestra la evolucién de la funcién de energia de la cadena resultante,
después de omitir el burn-in y realizar el submuestreo. La funcién de energia muestra es-
tabilizarse entre -130.y-119. Asimismo, se analizaron las trayectorias de las cadenas de los
parametros €, go.enn, B, ¥ dp mostrando que también convergen a partir de la iteracién 10,000
(ver Figura 4.7).

Para visualizar las distribuciones a posterior: de los parametros se realizaron histogramas
utilizando 7123 muestras, las cuales pueden observarse en la Figura 4.8. Note que el parame-
tro razon de mezcla ¢ tiene mayor probabilidad de tomar valores en el intervalo (0.26, 0.42),
ver Figura 4.8a. El valor referencial de vapor de agua del medio ambiente gg e, al nivel su-
perficie z = 0 toma valores con mayor probabilidad en el intervalo (0.016, 0.022), ver Figura
4.3b. Recordemos que los pardmetros € y qoeno €stan expresados adimensionalmente, para
rescatar sus unidades (g/kg) basta multiplicar sus valores por 1,000. El parametro razén de
enfriamiento B, con unidades °K km ™!, toma valores con mayor probabilidad en el intervalo
(4.45, 4.85), ver Figura 4.3c. Por ultimo, se observa en la Figura 4.8d que el parametro de
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Figura 4.6: Funcién de energia del modelo estadistico. 2 de la cadena resultante, después de

haber omitido el burn-in y realizado el submuestreo:.

dispersién dy toma valores con mayor probabilidad entre (1.4, 2.4). La Figura 4.3 también
muestra las distribuciones a priori para cada pardametro, mostrando que la distribucién a
posteriori (3.17) tiene menor variabilidad que la distribucién a priori (3.16). Ademés, los
histogramas tienen una moda claramente definida y con colas ligeras.

Nuevamente compararemos los valores puntuales de los pardmetros dados por (4.1), pero
ahora, con las estimaciones de los pardmetros del modelo 2. Se observa que un valor de
€ =0.4y dy = 2 estan dentro de la regién de alta probabilidad de sus respectivas densidades
a posteriori, ver Figura 4.8a y 4.8d. Por otro lado, un valor de gy eny = 0.015 y B = 4 no
estan dentro de la region de alta probabilidad de sus respectivas densidades a posteriori, ver
Figura 4.8b y 4.8c.

Ahora, vamos analizar la variabilidad de las soluciones de la ecuacién diferencial (3.5)
generada por la variabilidad en los parametros estimados por el modelo 2. Esto se hace de
forma analoga a lo realizado en la Seccién 4.1, es decir, se construyen bandas de probabilidad
puntuales para cada altura z. La Figura 4.9 muestra los cuantiles puntuales de nivel 2.5 %,
50% v 97.5% para la solucién media de la ecuacién (3.5). Se observa que, en general, la
curva describe la tendencia de los datos, esto es, la curva decrece de 0 a 6 km e incrementa
a partir de los 6 km tal como los datos observados.

Por 1ltimo, a fin de crear predicciones para la temperatura utilizaremos la funciéon de
densidad a posteriori predictiva del modelo 2. La Figura 4.10 muestra bandas de probabi-
lidad puntual del 95% para el valor de la temperatura potencial en cada altura z. Puede

33



0.20 0.30 0.40 0.50

0.014 ' 0.018 ' 0.022
Jo,env

5.2

4.4

" 35
dg

" 25

15

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000
Iteracion

Figura 4.7: Trayectorias de las cadenas de los pardmetros €, qoeny, B y dg del modelo

estadistico 2, después de haber omitido el burn-in y realizado el submuestreo.

observarse que estas curvas también describen la variabilidad de los datos, para cualquier
altura, generando predicciones razonables. Para ejemplificar el uso de las bandas, conside-
re dos temperaturas en diferentes alturas. De acuerdo a la distribucion predictiva, para las
alturas de 2 y 12 km, sus respectivas temperaturas estan entre (335, 344) y (340, 350) °K
aproximadamente. Ademds, note que la amplitud de los intervalos incrementa a mayores al-
turas (esto es de esperarse por la construccién del modelo). Le recordamos al lector que estos

resultados permiten medir la incertidumbre del modelo teniendo una probabilidad posterior
del 95 %.

4.3. Comparacion de los modelos estadisticos

Para comparar ambos modelos estadisticos, la Tabla 4.1 muestra las estimaciones de los
parametros-de cada modelo usando la mediana posterior y un intervalo de probabilidad del
95 %. Puede verse que las estimaciones puntuales de los pardmetros que participan en la
ecuacion diferencial, (&, ¢o env, B), son muy parecidas. Lo mismo ocurre para los intervalos
de probabilidad posterior del 95 %.

Para comparar la variabilidad en los modelos 1 y 2, la Figura 4.11 muestra la mediana
de la curva esperada de temperatura y las bandas del 95 % de probabilidad posterior, que
se obtienen con cada modelo. Como puede verse, ambos modelos generan estimaciones muy
similares y sus respectivas bandas predictivas del 95 % contienen el total de los datos. La me-
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Figura 4.8: Histogramas con 7123 muestras de las distribuciones a posterior: de los pardme-

tros €, qoenv, By dg del modelo estadistico 2.
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Figura 4.9: Bandas de probabilidad del 95 % del valor esperado (o media) de la tempera-
tura potencial equivalente de la parcela, para el'modelo estadistico 2. Los datos reales son
representados por puntos, las bandas por lineas continuas azules (banda inferior y superior,

izquierda y derecha, respectivamente) y la media por la linea punteada verde.

Modelo 1 Modelo 2
Mediana  Intervalo 95 % Mediana  Interavio 95 %
€ 0.3486 (0.2801, 0.4183) € 0.3307 (0.2624, 0.4083)
Qo,env  0.0200 (0.0171, 0.0222) Qo,env  0.0192 (0.0163, 0.0215)
B 4.6077 (4.4532, 4.8019) B 4.6500 (4.4779, 4.8601)
T 0.2420 (0.1576, 0.3493) dg 1.8626 (1.5053, 2.4133)

Tabla 4.1: Comparacion de las estimaciones de los parametros de los modelos 1 y 2.

diana en ambos casi indistinguible. Las bandas del modelo 1 son ligeramente menos amplias
que las del modelo 2, exceptuando los primeros 3 km. Por su parte, las bandas del modelo
2 comienzan siendo estrechas en la parte inferior del grafico y éstas se abren conforme la
altura crece.

Para hacer una evaluacion maés rigurosa del mejor modelo, se utiliza una ligera modifica-
cién del criterio AIC (Akaike Information Criterion), el cual es uno de los criterios de uso
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Figura 4.10: Bandas de predictivas del 95 % del valor esperado (o media) de la temperatura
potencial equivalente de la parcela, para el modelo estadistico 2. Los datos reales son re-
presentados por puntos, las bandas por lineas continuas azules (banda inferior y superior,

izquierda y derecha, respectivamente) y la media por la linea punteada verde.

frecuente para la selecciéon de modelos. EI AIC se calcula utilizando la férmula
—2log <p <y|é)) + 2k, (4.2)

donde p(y]é) es la densidad. a posteriori predictiva dada la media posterior é, y k es el nimero
de parametros estimados dentro del modelo. Los detalles técnicos del AIC se pueden revisar
en [Gelman et al., 2013]. Se obtuvo AIC, = 216.265 y AICy = 216.795 para el modelo 1
y 2, respectivamente. Siendo AIC, < AIC, indica que el modelo 1 es el mejor; aunque esta
evidencia no es lo suficientemente clara.

Para terminar este capitulo, la Figura 4.12 muestra el ajuste de los datos que se presenta
en [Flores,~2017] calibrando los pardmetros y el ajuste que se obtiene con los modelos de
inferencia presentados en este trabajo. Consideramos que la aproximaciéon estadistica provee
mas informacion ya que nos permite conocer el rango de los parametros que pueden explicar
los datos y, en general, provee un mejor ajuste.
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Figura 4.11: Comparacién de las curvas predictivas de temperatura obtenidas con los modelos
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Figura 4.12: Comparacién entre el ajuste del modelo estadistico 2 y el ajuste presentado en

Flores [2017].
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CAPITULO 5

Conclusiones

Siguiendo el objetivo de este trabajo, se implementé la metodologia Bayesiana para es-
timar el vector de pardmetros desconocidos, ¥ = (&, gy eny, B) del modelo atmosférico (3.1)
presentado en [Flores, 2017]. Para ello, se propusieron dos modelos estadisticos que permi-
tieron obtener estimadores puntuales e intervalos de probabilidad para cada parametro. A
partir de estos resultados, se pudo cuantificar la variabilidad de la solucion del modelo dife-
rencial a partir de las estimaciones hechas, creando bandas de probabilidad puntual del 95 %
para el valor esperado de la temperatura potencial equivalente de la parcela en cada altura
z. Mas atn, se pudo evaluar la incertidumbre en la prediccion de los modelos estadisticos al
crear bandas de probabilidad puntual predictivas del 95 % para la dindmica observada.

Las curvas obtenidas por ambos modelos son muy similares. La mediana posterior de
la temperatura de la parcela predicha por el modelo describe bien la tendencia observada,
aunque existen patrones en los datos que no parecen ser provocados sélo por ruido. Por
otra parte, las curvas predictivas mostraron cubrir la totalidad de los datos indicando que
se pueden obtener, por parte de ambos modelos, predicciones razonables de la temperatura
dada cualquier altura dela tropdsfera.

El criterio estadistico AIC para comparar modelos indicé que el modelo 1 es mejor,
aunque consideramos que la evidencia a favor del modelo 1 es minima. A pesar de esto, es
interesante que el modelo 2 no ofrezca una clara ventaja sobre el modelo 1, a pesar de que el
primero considera una varianza en el término de error que cambia con la altura. Esto sugiere
que modelos simples con supuestos restrictivos como el de varianza constante pueden dar
buenos resultados.

Este trabajo sirve de ejemplo para resaltar las ventajas de utilizar procedimientos es-
tadisticos en cualquier proceso de calibracion de modelos, particularmente en problemas
inversos. La metodologia implementada en la tesis provee informacion de gran relevancia
que no se presenta en el trabajo original [Flores, 2017], no sélo por el hecho de poder cuanti-
ficar la incertidumbre de los parametros y el modelo, sino porque la aproximacion estadistica
permite: 1) evaluar la identificabilidad de los pardmetros, 2) medir desviaciones significativas
del modelo a los datos.
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A pesar de que la metodologia presentada se implementé de forma exitosa produciendo
buenos resultados, aiin quedan cosas por estudiar. En particular, el supuesto de independen-
cia condicional es cuestionable ya que no es facil medir el tipo de correlacién que se induce
en las observaciones. Es posible que la falta de ajuste del modelo se deba a la simplificacion
que se hace sobre la estructura de correlacion de los datos. Una posible solucién es asumir
que los datos se comportan como un proceso Gaussiano con una cierta correlaciéon temporal
(exponencial o Mattern) y estimar algunos de los parametros asociados a dicha estructura,
de correlacion. Dejamos esto como investigacion futura.

40



APENDICE A

Conjunto de observaciones de

temperaturas en las nubes

CO 1 O U W N

DD DD DD = e = e e o
N — O © 00 3O Ul WwNh —= O

Temperatura (°K) . Altura (km)

344.801240
343.922987
3/2.958075
3/1.904583
340.760852
339.789580
939.334022
338.616367
338.425028
357711613
337.785552
357.778131
336.285843
335.518811
334.249218
333.35506
332.551810
382.02019/
381.746436
330.513065
329.193036
328.134044

0.91238671
0.94259819
0.94259819
0.97280967
1.06844411
1.24471299
1.72809668
2.18126888
2.68444109
2.96676737
3.95951662
3.57099698
3.60120846
3.66165142
4.14501511
4.62839879
5.02114804
5.172205}4
5.47432024
5.6253776/
5.74622357
5.92749245
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23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49

Temperatura (°K) Altura (km)

327.518948
327.950125
327767266
328.281921
328.801876
328.96671)
329.916786
330.777018
331.997668
381.464992
332./17183
333.466635
384.153549
33.66608/
336.060052
337.367361
338.669370
339.5626/
340.142577
3/1.356867
3/3.099592
3/5.020936
3/6.5956/3
3/8.522288
8/9.922616
350.790269
352.189537

5.95770393
6.16918/29
6.38066/65
6.7129909
6.89/25982
7.19687462
7.61933535
8.10271903
8.31/19940
8.495/6828
8.8580060.
8.94864048
9.37160121
9.76435045
10.0362538
10.2779/56
10.6706949
10.9123867
11.1842900
11.5770393
11.9093656
12.151057
12.2719033
12.3625378
12.4531722
12.7250755
12.8459215
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APENDICE B

Cdédigos de R

En este apéndice se encuentra el codigo de R el cual esta basado en la metodologia descrita
en el Capitulo 2 y 3. El cddigo se divide en 4 subcddigos para facilitar la lectura de estos. El
codigo runtwalk. R realiza los pasos del algoritmo t-walk para obtener resultados (distribucién
a posteriori, estimador puntual, gréficos, etc.). functions.R contiene la funcién objetivo y el
soporte de los modelos estadisticos, la funciéon para obtener el estimador e intervalos de
probabilidad, y la funcién para obtener el AIC. twalkgraphics. R contiene algunas funciones
para graficar las cadenas de Markov obtenidas por el t-walk y para visualizar la distribucién a
posteriori marginal de los parametros de interés. Por tltimo probbands. R contiene funciones
para graficar las bandas de probabilidad.

runtwalk. R

HHEAHAHAHBH BB HAHAH AR BHRA R AR AR AR HH RS HASR AR AHRH B R BB AR AR RS RSB R AR AR RSB H B R B AR HH
# ANTES DE CORRER EL CODIGO INDICA EL DIRECTORIO DONDE SE ENCUENTRAN LOS
# SUBCODIGOS Y BASE DE DATOS. ELIGE EL MODELO 1 0O 2 PARA REALIZAR LA

# ESTIMACION DE PARAMETROS; VER LINEAS 9 - 20.

HHAHAHAHAS B BB HAH AR BH BB AR AR AR HH RS HASR AR AR RHBH B AR AR AR RSB H BB A R AR RSB H BB AHHH

rm(list (= As()) ### Limpia memoria

library (Rtwalk) ### Libreria T-WALK

library (LaplacesDemon) ### Libreria para calcular el IAT
Model = 1 ### Modelo estadistico 1 0 2

tr = 2x500000 ### No. iteraciones

# Directorio donde se encuentran los subcodigos y el conj de observaciones
directorio = "C:/Users/Usuario/OneDrive/Tesis_Final/Codigos_R_Tesis/"

setwd ( directorio )
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4

source ("probbands .R") ### Bandas de Prob. y Predictivas del 95 7
source ("functions.R") ### Codigos de los Modelos Estadisticos
source ("twalkgraphics.R") ### Graficos del t-walk
HARBHHAHHAHAHBAHHAHHABH A B AR HAHHABH A B BHAHHABH A B AR HAHHABH AR SRR A RS A B AR HHRH
- CONJUNTD DE ONSERVACLONES s—osocosoososooooossosos
HURAHHBAH R AR HBAH B AR BARHBRH B AR HBAH B RS HBAH R R HBAA BB H B AR H B RSB AR H B RSB RS H R RS S
data read.csv("data.csv", header = F)

y = datal,1] # TEMPERATURA EN NUBES

Z = datal,2] # ALTURA DE LAS NUBES

HURAHHBAH R AR HBAH B AR BAHFHARA B AR HBAHBARBHBAA R BB B AR B BB B AR H B R AR AA R BB RS H R RS S
HELELEEES PUNTOS INICIALES ALEATORIOS Y FUNCION OBJETIVO ------------
HARBHHABHHAHF R RS HH AR HABH A B AR HAHHABH A B RH AR AR BH A BB R HAA B R AR SR BRBH A RS R B HHRH

seed = 7 # Es necesario fijar una semilla para reproducir los datos
if ( Model == 1 ) {

par_name

C("E"’ Ilqoll’ ||B|l’ lltaull)

par _expr = expression(epsilon, q[0][","][env], B, tau)

Objective_fun Neg_LogPosterior_Mi1

LogLik = Loglikelihood_M1
set.seed(seed+1); X0 = Random_Start_Points_of_theta(model = 1)
set.seed(seed-1); XP = Random_Start.Points_of_theta(model = 1)
} else {
par _name = c("E", "qO", "B", "dO")
par_expr = expression(epsilon, q[0][","][env], B, dl[thetal)
Objective_fun = Neg_LogPosterior_M2
LogLik = Loglikelihood_M2
set.seed(seed+1); X0 = Random_Start_Points_of_theta(model = 2)
set.seed(seed-1); XP = Random_Start_Points_of_theta(model = 2)
}
names (X0) = par .name
names (XP) = par_name
HAEHSHHBHHAHSRB SR B HH A HFHBSHH AR B A BB R B S HH AR B A B SR B SR H SRS A B SR B SR B H SR H SR B HHRH
H-———-————"gqNF -~ ——————- A PRIORILS s—coccococococoocooooanonoooooos

; HAHHHHARAHAHAH AR BHHAHAH AR AR BHHAHAHAH AR BH BB HAHAH AR AR B HAHAH AR BH AR B SRR AR RS H

£f_ U = function(x) { dunif( x, min = 0 , max =1 ) } # U(C0,1)
f.G.B /= function(x) { dgamma(x, shape = 2 , scale = 14 ) } # Gamma(2, 14)
if (Model == 1) {

f_G_x = function(x) {dgamma(x, shape = 8/5, scale = 250) }#Gamma (8/5,250)
} else {

f_G_x = function(x) {dgamma(x, shape = 2 , scale = 250)}# Gamma (2, 250)
}
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61

62

63

64

88

89

90

91

93

HHAHAHAHHHHSHAHAH AR A B RS RS HAH AR AH RS RS H AR AR HH RS RS R AR AR A SRS RS R AR AR A SRS RS R HEH

b Hmmmm— e mmmmm oo EJECUTAR T-Walk ------------———————————————_
DR R R R R AR

cat ("\prcrreeoccnosossosos=s Corrida del T-walk -------------—-—-—-—-——— \n\n")
set.seed(seed)
info = Runtwalk(dim = 4, Tr = tr, Supp = Support, Obj = Objective_fun,

x0 = X0, xp0 = XP, PlotLogPost = FALSE)

e et REMOVIENDO BURN-IN —-----=--=—-—-—-———————“c-—-
from = 10000
to = NROW(info$output)

PlotLogObjective (info$Us, from = from)

colnames (info$output) = par_name

- RESULTADOS (GRAFICOS, ESTIMACIONES E INTERVALOS) ------------
dcat ("\n\n=ssssssocssosssosoosssssss Resultados --—--—--—_"F}p-—-—-—-—"-—-——"--—-—-——- ")

HIELELEES S IAT, ESTIMACIONES E INTERVALOS DE PROB 95% ---—-—-———---—----—-—

iat = IAT(info$Us[(1+from):to]) # Sin burn-in

estimadores = Estimators(info$output, from = from, by = iat)

cat ("\n\n ") ; print(estimadores)

cat ("\n\n E1 IAT de la cadena de Markov .es', iat)

cat ("\n\n E1 AIC del modelo", Model, '".es ',

A.T.C(LogLik, info$output[ seq(i+from, to, ceiling(iat)), 1) )
e e S S L L L L S eSS TIRAVIECTORI s~ D5 ILAS OCADBINAS =scossooosocoososososs

PlotLogObjective (info$Us , from =from, by =iat, cex.axis=1.4, cex.lab=1.4)
TSPlot (info$output, from=from, by=iat, yax.flip=T, cex.axis=1.4, ann=F)
for(i in 1:4) mtext(par_expr[il, cex = 1.6, side = if(i%%2) 2 else 4,

adj ="(.102)*(8-2x(i-1)), line = if(i%%2) 2.4 else 0.6)

HEELE LS e o N b BASTOCRANAS ==ccocsoosososososoososososoo=o
Histograma (info$output, par = 1, from = from, by = iat, xlab =par_expr[1],
add_aprior _fun = f_U, cex.axis = 1.4, cex.lab = 1.4)
Histograma(info$output, par = 2, from = from, by = iat, xlab =par_expr[2],
add_aprior_fun = f_U, cex.axis = 1.4, cex.lab = 1.4)

Histograma (info$output, par = 3, from = from, by = iat, xlab =par_expr [3],

add_aprior_fun = f_G_B, cex.axis = 1.4, cex.lab = 1.4)
Histograma (info$output, par = 4, from = from, by = iat, xlab =par_expr [4],
add_aprior_fun = f_G_x, cex.axis = 1.4, cex.lab = 1.4)
L W\ P S S e e BANDAS DE CONFIANZA Y PREDICTIVAS ---- - -—-—----—-—-------

plot_bands(y, z, info$output, from = from, by = iat, cex = 1.4, lwd = 6,
pt.cex = 1.4, type_bands = "CB")
set.seed (seed-4)

I
-
o
=
=
Q.

I
(o))

plot_bands(y, z, info$output, from = from, by = iat, cex
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94 pt.cex = 1.4, model = Model, type_bands = "PB")

functions.R

| HEHHBHHAHAHBSHH AR B AR AR B S HH A HHAH SR B SRR SR B AR SR B S HH A HH A RS R B SR BB HH RSB SRR S HHS
2 - MODRELO ATHOSEERICEH =scesoccosososoooooose 32 2
3 HHAHAHHAHAHAHAH B AR A HAEHAHAH B A RS HAEHAHAH B A RS H AR A H A HBH RS HEH A H B R RS RS RSB A H BB S 1S
4 D.model = function(z, theta) {

5 L = 2.5%x10"6

6 Cp = 1004

7 z0 = 2

8 E = thetal[l]

9 q0 = thetal[2]

10 B = thetal[3]

11 #-—————————- TEMPERATURA POTENCIAL LINEAL DEL \ MEDIO AMBIENTE -----------
12 temp.env = function(){ return( 300 + Bx*xz ). }

13 #-———---- CANTIDAD DE VAPOR DE AGUA EN EL-MEDIO AMBIENTE (Humedad) ------
14 q.v.env = function(){ return( qO*exp(-2z/z0) ) 1

15 #-———————- TEMPERTURA POTENCIAL EQUIVALENTE DEL MEDIO AMBIENTE ---------
16 temp.e.env = function(){ return( temp.env() + (L/Cp)*q.v.env() ) }

17 oo oooooooooooooooooooooooool G Tt oo ooooDooCoDooDoCooDCDoODDoCooDooooooD
18 return( temp.e.env() - B/E + (L/Cp)*q.v.env()/(E*z0-1) +

19 exp (-Exz)*( 345"~ 300 + B/E - qO*(L/Cp)*E*xz0/(E*xz0-1) ) )

20 }

20 HHAHBAHHARHHAHBARHRARHARARARAHBRAH B AR H BB B AR HBAHRAAHBAH B AR HBRA B AR HBRAS R AR HRHHH
22 HEEL L L ELE S FUPORTE DEL MODELO ESTADISTICO 1 Y 2 -—-—-—-——-—-—-"—-—-"——-————-—

23 HHAHHAHHARBHHAHFAHARFHHHABHHABA A B HH A HHAHHABS R B AR HAHAABH R BB H RS A B R B HH SRS

24 Support = function( theta ) {

25 ( theta[1]1>0 & theta[1]<=1 & theta[2]>0 & theta[2]<=1 & thetal[3]1>0 &
theta[4]1>0 ) }

26 HHAHHARAAHAHHAHHARAABSHHAHHABAA BB HH AR HAHAABAH B AR HAHHABH R BB HAHA A B R B SRR SRS

27 HEELCSINSEPLLELELS L il HODIELO BEBSTADISTICD i seocococcosocosoosososoooss

28 HARBHBHAHAHAHHHHAHAHAHBHHARAHAHAHBH B AR AR AHAHBH B AR AR A HAHBH R AR AR A HAH BB R A HEH

O &\ oo cccooos LOGARITMO DE LA FUNCION DE MAXIMA VEROSIMILITUD ------------

30 Loglikelihood_M1 = function( theta ) {

31 tau = theta[4]

32 logf = dnorm(y, mean = D.model(z,theta), sd = sqrt(l/tau), log = T)

33 return( sum(logf) )
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73

il C oo oooooooooooooooooooooooos -LogPOSTERIOR ---- - --——--"—---"-""-"-"—"-"-"—-"—"—-"—-———
; Neg_LogPosterior_M1 = function( theta ) {

fE = dunif ( theta([1], min = 0 , max = 1)

fq0 = dunif ( theta[2], min = 0 , max = 1)

fB = dgamma (theta[3], shape = 2 , scale = 14)

ft = dgamma (theta[4], shape = 8/5, scale = 250)

loglL = Loglikelihood_M1(theta)

return( -1*( logL + log(fE) + log(fq0) + log(fB) + log(ft) ) )
}
HAHSHHBHHAHSHBSHH SR B A HHHBARH S HH A B SR B RH AR AR HH A B BH AR AR B S A B RH SRS AR SR B HHEH
fommmmmmmmmmm e MODELO ESTADISTICO 2 —---------3:3&f- -

s HHBAHBARHBAABASHBAA R AR BAFBAAHBAA R AR HBAASH R AR B RS H R A B RS H B RS BAA R B RSB A R H R RS

oo ooocooos LOGARITMO DE LA FUNCION DE MAXIMA VEROSIMILITUD ------------
Loglikelihood_M2 = function( theta ) {
sigma2 = (theta[4]**2)*(1 - exp(-2*zxthetal[1l]))/(2*%thetal[1])

logf = dnorm(y, mean = D.model(z,theta), sd =-sqrt(sigma2), log = T)
return( sum(logf) )
}
Bmmmmmmmmm e -LogPPSTERFOR -—--—=---=—-—=——————————————~———
Neg_LogPosterior _M2 = function( theta ) {
fE = dunif ( thetall1], min = 0» , max =1 )
fq0 = dunif( thetal[2], min =30 , max =1 )
fB = dgamma (theta[3], shape = 2 , scale = 14 )
fd0 = dgamma(theta[4], shape = 2 , scale = 250)

logl = Loglikelihood_M2(theta)

return( -1*%( logL + 1og(fE) + log(fq0) + log(fB) + log(£fd0) ) )
}
HHSHAHAH B AR SRS H A H AR AR H S B HAH B H RS RSB AR A H RS RS H GBS H AR A S B SRS R H SRR H RS RS RS H
e i e L e e L AKAIKE INFORMATION CRITERIA (AIC) ------------—-—-——-———~-
HAEHSHHBHHAHSRB SR B HH A HFHBSHH AR B A BB R B S HH AR B A B SR B SR H SRS A B SR B SR B H SR H SR B HHRH
A.T.C = function( Loglikelihood, data ) {
2, FUN = mean)

posterior _mean = apply(data, MARGIN

k = NROW( posterior_mean )

( -2*Loglikelihood (posterior_mean) + 2%k )
}
HARBHHAHHAHFHABAHHABHABH A BB R H AR HABH A B A RHAHHABH A B AR R A HHABH AR AR B RAABH AR HHRH
- ESTIMADORES E INTERVALOS DE PROB. DEL 95 -----------—----
HHAHAHAHBH RS HAHAHAHBH RS R HAH AR RH RS RS H AR AHBH B H R AR AR AR BH BB R AR AR RSB HBH B AR HH
Estimators = function( data, from = 0, to = NROW(data), by = NULL,
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112

q = ¢c(0.025,0.975) ) A
seq(l+from, to, by = if(is.null(by)) 1 else ceiling(by))

i

data as.matrix (data)
data = datali,]
info = matrix (0, nrow = NCOL(data), ncol = 2+length(q))
for(j in 1:NCOL(data))
infol[j,] = as.numeric( c(median(datal,jl), mean(datal,jl),
quantile (datal,jl, probs = q) ) )
colnames (info) <- c("Mediana", "Media", pasteO("Cuantil_",q) )
rownames (info) <- colnames (data)
return( round(info, digits = 4) )
}
HHSHAHAH B AR SRS HAHAH B AR SRS HAHAHBH RS RSB AR AR HH RS RSB H A HBH B R SRAH SRR H SRS RS HHH
## PUNTOS INICIALES ALEATORIOS DE LOS PARAMETROS DESC. "DEL MODELO 1 Y 2 ##
HAHRSHHBHHAHSHBSHH B HHAHH R B A BH R H A BB R B S RH S HHAHH R BB H RSB R B RH RS R B SR B HHSH

Random_Start_Points_of_theta = function( model =_.1 ). {

P = numeric (0)
pl1] = runif( 1, min = 0 , max = 1)
pl2] = runif( 1, min =0 , max =.1)
pl[3] = rgamma(l, shape = 2 , scale = 14)
if ( Model==1 )

pl[4] = rgamma(l, shape = 8/5, scale = 250)
else

pl4] = rgamma(l, shape = 2, scale = 250)

return( p )
}
HAEHSHHSHHAH SR B S AH B R B A BB RIS HH R B A BB R B S RH RS A B SR B HH AR H A B SR B S HH RSB SR B SR EH
#-- FUNCION PARA TOMAR UNA SUBMUESTRA DEL TOTAL DE LA CADENA DE MARKOV --#
HHSHAHAH B AR SRS H A H AR AR H S B HAH B H RS RSB AR A H RS RS H GBS H AR A S B SRS R H SRR H RS RS RS H
subsampling = function( data, from = 0, to = NROW(data), by = NULL,
1) Ao

select_col

select _xrow .= seq( 1+from, to, by = if(is.null(by)) 1 else ceiling(by) )
data = as.matrix(data) ### Evita problemas de dim (en caso de vector)
data = datal[select_row, select_col]

ifi('is.null(by) ) A
cat ("\n -Del total de la cadena, se tomara una submuestra tomando
espacios de ", ceiling(by),
"\n -La submuestra es de tamano", NROW(data)) }

invisible ( data )
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twalkgraphics. R

HHAHAHAHBH RS RS HAHAHBH RS RS HAHAHBH RS RS R AR A HBH RS RS H AR AR HH B RS R AR AR RSB H R R HHH
ocooooooooooooos GRAFICO DEL -LOG DE LA FUNCION OBJETIVO ------"--"-"—"—"-X\"D%
HARBHHABHHAHARABAHH AR B A BB R B AR H A HHABH A BB H AR AR B H A B BH A HH A B R AR SRR HH A B AR B SRR H
PlotLogObjective = function(data, from = 0, to = NROW(data), by = NULL,

ylab = "-Log Funcion 0Objetivo",

xlab = "Iteracion", col = "#6B186EFF",
col.axis = par("col.axis"), bty = "1",
las =0, tcl =-0.55, axes =T, ...) {

cat ("\n\n PlotLogObjective:")
oldpar <- par(mar = c(3.9, 4.0, 0.5, 0.55) + 0.5)
on.exit( par (oldpar) )

y = -subsampling(data, from, to, by )
if (is.null(by)) x = from:(to-1) else x = 0:(NROW(y)-1)
plot(x, y, type = "1", col = col, ylab =.ylab, xlab = xlab,
col.axis = col.axis, bty = bty, las = las, tcl = tcl, axes = axes,
panel.first=if (axes) grid(lty=1, 1lwd=2.5, col="gray90") else NULL,
»)

u <- par("usr")
arrows (ul[1], ul[3], ul2], ul[3], code=2, xpd=T, length=0.125, angle=25,
col = if (axes) col.axis else "white", lwd = par("cex.axis"))

arrows (ul[1], ul[3], ul1l, wl[4], code=2, xpd=T, length=0.125, angle=25,

col = if (axesg) col.axis else "white", lwd = par("cex.axis"))
}
HARBHHBHHA RS R RS HH AR R ABH A B AR HAHHABH R B RHAHHABH A B BHAHAABH AR AR R RS A B H R B HHRH
#--——-———- TRAYECTORTIAS DE LAS CADEMAS DE MARKOV (SERIES DE TIEMPO) --------

HHAHAHAHBH RSB EHAH AR BH RS RS HAH AR RH RS HAH AR AR RH B RS H AR AR BH B RS R AR AR R H BB H AR HH
TSPlot = function (data, pars = 1:NCOL(data), from = 0, to = NROW(data),
by = NULL, xlab = "Iteracion", main = "",
col = "#6B186EFF", axes = T, yax.flip = T, ...) {
cat("\n\n TSPLOT: ")
X = subsampling(data, from, to, by, pars)
X = as.ts(x)
if ( length(pars) <= 10 ) {
plot(x, xlab = xlab, main = main, col = col, axes = axes, yax.flip =

yax.flip, ...)
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39

60

61

62

b
#

#

}else
cat ("No se puede graficar series de tiempo para mas de 10 parametros,",

"\nselecciona un subconjunto con el argumento pars\n\n")

HHAHHARAHHAHAABHA RS R R HHABHARA AR RHABHA RS R BB RHABHAHA AR AR R A HHAHA AR AR HHRH
————————————— HISTOGRAMAS DE LAS MUESTRAS DE LOS PARAMETROS -------------
HHAHHAHSHHBHH AR A A B AR BB HH A RB A B AR BB HH B HHAHA R BB R BB HH A B AR B R AR R B R HA R B SR BB RH
Histograma = function(data, par = 1, from = 0, to = NROW(data), by .= NULL,
freq=F, col.H=NULL, border=NULL, breaks = "Sturges",
las = 1, tcl = -0.55, main = "", xlab = ""|,
ylab = if( freq )"Frecuencia" else "Densidad",

X
#

i+

(¢]

densityPlot = F, lwd_density = 6,

col_density = "#6B186EFF", add_aprior._fun = NULL,
lwd_aprior_fun = 7, col_aprior_fum = "forestgreen",
axes = T, ...) {

cat ("\n\n Hist", colnames(data) [par], ": ")

oldpar <- par(mar = c(3.9, 4.1, 0.3, 0.3) + 0.6)
on.exit (par (oldpar))

data = subsampling(data, from, to, by, par)
data_h

hist (data, freq = freq, xlab = xlab, ylab = ylab, main = main,
breaks = breaks, las = las, tcl = tcl, |

if ( is.null(col.H) ) col.H = colores( length(data_h$mids) )

if ( is.null(border) ) Dborder col.H

if (axes) grid(NA, NULL, 1ty .= 1, 1lwd = 2.5, col = "gray90")

hist (data, col = col.H, freq = freq, breaks = breaks, add = T, border =
border)

if (densityPlot && !freq) lines(density(data), 1lty = 2, lwd = lwd_density
, col = col_densdty)

if ( !is.null(add_aprior_fun) && !freq ) {
curve (add_aprior_fun, lwd=lwd_aprior_fun, col=col_aprior_fun, add=T) }

invisible (data_h)

HHAHHARBHH AR B ABHA BB R RS R B A BHARA R BB RHAHHABA R BB RHABHAHA A B AR HHAHA AR AR HHRH
———————————————— COLORES DEGRADADOS PARA LOS HISTOGRAMAS ----------------
HERHFHHBHHSHH AR AR BB R B SR BB HHAH SR B S HH B HHAH AR B SR BB R BB AR B S B HH SR AR B SR B HHEH
olores = function (n, alpha = 1, rev = F, start= 1/100, end = 1/8) {

if ((n <- as.integer(n[1L])) > 0) {

j <- n%/ %
i <-n - j
cols <- c(rainbow(i, start = start, end = end, alpha = alpha),
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1

3

9

20

21

22

23

24

if(j > 0) {
hsv (h

1
(0]
=]
Q.
]

]

v = 1, alpha

if (rev) { cols <- rev(cols)
cols

} else character ()

probbands.R

seq.int (from = 1-1/(2%j),
to = 1/(2%j), length.out=j),
= alpha) } )

}

HURAAHHAH B AR HBAF B AR BAFHARABAAH B RSB AHFH B RSB AR HBAA BB HBAFH TR SRR R B RSB AR H R HHH

BANDAS DE PROBABILIDAD DEL 95

% ____________________

HHEAHAHAHBHBA BB R AR AR BH BB AR AR AR BH B R BB A R AR RSB R BB AGHARBH R BB AR AR RSB H BB AR HH

ConfidenceBands = function(z,

q:
data = subsampling(data, from,
N = NROW(data)

m = length(z)

data,

from = 0, to = NROW(data), by = NULL,

c(0.025,0.50,0.975) ) {

to, by, select_col = 1:NCOL(data) )

### Evaluando el modelo atmosferdico en cada altura z_i y para theta_i

### (vector parametros) de la muestra obtenida con el algoritmo t-walk

solutions = matrix (0, nrow = N, ncol = m)

for(i in 1:N) solutions[i,] = D.model(z, datal[i,])

### Quantiles

sample_quantiles = matrix (0, nrow = m, ncol = length(q))

for (i in 1:m) sample_quantiles/[i,]

colnames (sample _quantiles) <- pasteO("cuantil_", q*100,

invisible( sample_quantiles )

}

quantile(solutions[,1i],

n %Il)

probs = q)

HHAHAHAHAS B BB HAH AR BH BB AR AR AR HH RS HASR AR AR RHBH B AR AR AR RSB H BB A R AR RSB H BB AHHH

BANDAS PREDICTIVAS DEL 95 Y%

HUERAFHHAH B RS HBAA B AR BAFHBRHBARHBA AR AAHBAA B AR HBAA BB H B RS R B RSB AAH B RSB AR H R R HH

#-————— > ___________
PredictBands = function(z, data,
model =

q =
cat ("\n -Modelo", model)
data = subsampling(data, from,

N = NROW(data)

i,
c(0.025,0.50,0.975) ) {

to NROW (data) ,

C("CB","PB") s

from = O,

type_bands =

by = NULL,

to, by, select_col = 1:NCOL(data) )

o1



29

30

31

N

m = length(z)
y.new = matrix (0, nrow N, ncol = m)
if ( model == 1 ) s2 = function(pars) { return(l/pars[4]) }
if ( model == 2 ) s2 = function(pars) {
return( (pars[4]*x2)*( 1 - exp(-2*z*pars[1]) )/(2*pars[1]) ) }
### Simulaciones Y Normal (m,s~2)

for (i in 1:N ) y.newl[i,]

### Quantiles

sample_quantiles

for (i in 1:m)

colnames (sample_quantiles) <- pasteO("cuantil_", q*100,

matrix (0,

sample_quantiles[i,]

mean D.model(z, datali,]),

sqrt (s2(datali,])))

rnorm (m,

sd

ncol length(q))

= quantile(y.new[,i], probs

n %H )

nrow m,

q)

invisible( sample_quantiles )

}

HHAHAHAHBH BB HARAH AR BH BB AR AR AR HHBH R AR AR AR BH B A BB AR ARAH R BB AR AR RSB H BB AHHH

- === GRAFICO DE BANDAS DEL 95 s =s—————————————————————
HHSHAHAH B AR SRS HAHAH B AR SRS H AR AHBH RS RSB AR A H B A RS RS R AR AR B H B SRS R H AR RSB S R R HHH
plot_bands = function(y, z, data, from = 0, .to = NROW(data), by = NULL,
model 1, type_bands = c("CB","PB"),
q = c(0.025,0.50,0.975), xlab = "Temperatura (K)",
ylab = "Altura (km)", font = par("font"), pt.cex =1,
cex = par("cex"), lwd = par("lwd"), 1lty = c(0,1,2),
bty = "1", tcl =-0.55, las 1, col.axis ="black",
colours .= c("orangered", "navy", "green3",6 "mnavy"),
legendd = if ( type_bands[1]=="CB" ) {
c("Datos reales","Bandas de probabilidad","Media")
} else c("Datos reales","Bandas Predictivas",
"Prediccion Media"), axes = TRUE ) {
if ( type_bands [1]=="CB" ) {
cat ("\n\n Confidence Bands:")
quantiles = ConfidenceBands (z, data, from, to, by, q)
} else {
cat ("\n\n Predictive Bands:")
quantiles = PredictBands(z, data, from,to,by, model, type_bands, q) 1}
oldpar <- par(mar = c(3.9, 4.0, 0.5, 0.55) + 0.5)
on.exit (par (oldpar))
xlim = c( range(y, quantiles[,1]) [1], range(y, quantiles[,3])[2] )
plot(y, z, xlim = xlim, ylab = ylab, xlab = xlab, bty = bty, tcl = tcl,
las = las, col.axis = col.axis, font.axis = font, font.lab = font,
cex.axis = cex, cex.lab = cex,
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panel.first =if (axes) grid(lty=1,
1ty [2],
1ty [3],
1ty [2],
16 5

lines(quantiles[,1], z, 1ty
1ty

1ty

lines (quantiles[,2], z,

lines(quantiles[,3], =z,

points ( y, z, pch
u <- par("usr")
u[3],
25,
ul3],
25,
legend
c(0, 1lwd,
"o", box.lty =
cex-0.25,

quantiles )

ul2],
col
ul1l],

col

ul[3],
col.axis,
ul4],

col.axis,

arrows (ul[1], code

lwd

angle

arrows (ul1], code

angle lwd

legend("right", col

lwd

legendd,
lwd+1), pch
1, box.lwd
text.font

C

bty

cex

invisible (

font,

lwd=2.5,
lwd
lwd
lwd

=1lwd

cex

pt.

2, xpd =

cex)

2, xpd =

cex)

colours
(16, NA,
1, bg

inset

col="gray90") else NULL)

lwd, col = colours[2])
+ 1, col = colours[3])
lwd, col = colours[4])
cex, col = colours([1])
T, length = 0.125,

T, length = 0.125,

, 1ty = 1ty,

NA), pt.cex = pt.cex,
= "gray96", merge =T,
= .001)
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