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Resumen 

 La presente investigación parte del interés en comprender el proceso de creación 

de un algoritmo de locomoción de bajo nivel para un robot inspirado en serpientes con 

la finalidad de ofrecer una alternativa en la realización de labores o maniobras en tareas 

de riesgo para el ser humano y que puedan ser complicadas de realizar para robots con 

otra morfología. Adicionalmente, el proyecto de investigación aporta elementos 

académicos que propician un mayor conocimiento sobre este tipo de robots, así como 

la posibilidad de desarrollar en un futuro máquinas que generen beneficios a la 

sociedad. El trabajo inicia presentando un modelo cinemático de locomoción en línea 

recta para un robot tipo serpiente, esto a modo de comprender el funcionamiento del 

algoritmo, la creación del código y la simulación de dicho algoritmo, para proseguir con 

un modelo de locomoción en el plano, que requirió mayor dificultad para plantear y 

resolver. Se emplean relaciones de recurrencia para disminuir el cómputo del algoritmo 

empleado, en el primer caso, y un tratamiento vectorial en el segundo obteniéndose 

como curiosidad matemática una relación entre el número de elementos del polinomio 

de la solución del problema cinemático directo y la sucesión de Fibonacci. Los 

resultados finales de este trabajo son los dos modelos y su comprobación mediante 

animación utilizando software, que pudieran ser de interés para posteriores 

investigaciones en caso de que se desee aportar a la cinemática, plantear la dinámica y 

posteriormente construir el robot. 

Palabras clave: Cinematica, robot, locomoción, algoritmo.
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Abstract 

 This research starting from understand the process of design a locomotion 

algorithm of a robot inspired by snakes in order to offer an alternative in carrying out 

tasks or dangerous maneuvers for humans and that can be complicated. for robots with 

other morphology. Besides, this research contributes academic elements in order to 

improve knowledge about this kind of robots, and in the near future build them to benefit 

society through their multiple applications. We decide to start solving a kinematic model 

in straight line for a snake robot, in need to develop and complain the algorithm, creation 

of code and simulation. After, we continue with a model of locomotion in a XY plane, 

which required greater difficulty in planning and solving. Recurrence relations are used 

to decrease the computation of the algorithm, in 1D case, and a numerical method in X 

Y problem, obtaining as a mathematical curiosity a relation between the number of 

elements of the polynomial of the solution of the direct kinematic problem and the 

Fibonacci sequence. The final results of this work are the two models and their 

verification by animation using software, in case of interest to improve kinematics, 

propose their dynamics and build the robot. 

 Keywords: Kinematics, robot, locomotion, algorithm.
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1 Introducción. 

 La robótica Industrial y de Servicios comenzó a finales del primer tercio del Siglo 

XX, durante el periodo de expansión de la Industria, en el cual, las líneas de producción 

en serie se volvieron más complejas y exigían cada vez más procesos simultáneos, 

para lo cual la mano del obrero fue insuficiente (Sánchez-Martín, et al., 2007) 

 El primer robot industrial fue desarrollado por Bill Griffith P. Taylor en el año de 

1937, el robot funcionaba mediante placas perforadas que activaban solenoides que 

permitían el control de una grúa. 

 Actualmente, se considera a un robot de tipo industrial a aquellos que cumplen 

con ser un “Manipulador multifuncional, controlado automáticamente, reprogramable en 

tres o más ejes, que puede estar fijo o móvil para uso en aplicaciones de 

automatización industrial” (ISO Standards, 2012). 

 Por contraparte, la robótica de servicios se enfoca en desarrollar robots que 

ayuden al ser humano en labores no necesariamente industriales, la Federación 

Internacional de Robótica, los define como “Robot que opera de forma parcial o 

totalmente autónoma al servicio del bienestar de los seres humanos y de 

equipamientos, excluyendo operaciones manufactureras” (IFR, 2016).  

Este tipo de robots pueden ser fijos o móviles. En cuanto a los primeros, han sido 

empleados en labores que requieren precisión como asistentes en cirugías, atención 

médica, diagnóstico de enfermedades, apoyo a personas con capacidades diferentes, 

asistente personal, entre muchas otras (figura 1): 

 Sin embargo, la mayoría de los robots de servicios son móviles, su capacidad 

para desplazarse en el espacio facilita la realización de tareas, sobre todo en áreas 

donde el tránsito del ser humano es complicado ya sea por las condiciones del terreno, 

o es en extremo riesgoso por otros factores implicados (radioactividad, concentración 

de gases tóxicos, carencia de oxígeno). 
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Figura 1.Robots de servicio y sus aplicaciones. 

 Dentro de las aplicaciones de los robots móviles de servicios, podemos encontrar 

que estos han sido usados en múltiples aplicaciones, como: exploración de otros 

planetas, zonas radioactivas, robots caminantes en zonas volcánicas, asistentes de 

labores geriátricas, cuidados de personas con discapacidades, labores domésticas, 

caracterización de suelos. rescate de personas entre otras, algunas de ellas pueden 

apreciarse en la figura 1. 

 La realización de estas tareas por parte de los robots de servicios, ha traído 

como beneficio la continua generación de conocimiento, caracterización del entorno en 

el que el ser humano no podría acceder, así como reducción del riesgo a que un ser 

humano normalmente se expondría de realizar dichas tareas. Los robots móviles a su 

vez pueden clasificarse por su tipo de locomoción, algunos se aprecian en la figura 2, 

estos pueden ser: 

 Con Ruedas. 

 Con cintas de deslizamiento. 

 Robots Caminantes. 

 Robots Ápodos o Modulares 

 Otros. 
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 La elección del tipo de locomoción adecuada depende del tipo de tarea a realizar, 

generalmente se tienen en consideración los siguientes aspectos: 

 Maniobrabilidad: La capacidad de realizar una rutina de movimiento adaptable al 

entorno incluyendo casos críticos, esto, es decir, la capacidad de moverse dentro del 

entorno en curvas, secciones estrechas o de poco margen de movimiento. en cuanto a 

largo o ancho del espacio de desplazamiento. 

 Controlabilidad: La capacidad del robot para ser dirigido dentro del entorno sin 

que se atasque o caiga, también puede interpretarse como la capacidad del robot para 

leer las cualidades del entorno y operar en base a este. 

 Tracción: El robot debe tener la capacidad de desplazarse por cuenta propia 

hacia la dirección a la que se aplica el esfuerzo, lo cual puede dificultarse si la superficie 

de desplazamiento cambia de un momento a otro, y la rutina de desplazamiento debe 

modificarse sobre la marcha. 

 Capacidad de subir pendientes: Generalmente una superficie de 

desplazamiento en la cual interese que un robot supla a un ser humano, será irregular, 

ya que es una condición donde radica el riesgo de desplazarse para un ser humano, 

Figura 2.Robots de servicio móviles. 
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por tanto, al elegir un robot móvil, se buscará que este pueda desplazarse por una 

pendiente. 

 Eficiencia: Debido a que un ciclo de trabajo o una rutina de movimiento, puede 

desarrollarse en un contexto de que el robot trabaje desconectado de un suministro de 

energía, está sea aprovechada al máximo para que el consumo de energía generé la 

mayor rentabilidad adecuada. 

 Mantenimiento: Al elegir un robot, se elegirá uno que pueda ser desmontado 

para reparación o sustitución de piezas, sin tener que acudir necesariamente a un taller, 

torno o sitio especializado o ya que estas labores podrían ser realizadas en el mismo 

lugar de trabajo y de forma rápida, además de que pueda contarse con un stock de 

refacciones para realizar dichas actividades 

 Consideraciones de navegabilidad: Una vez identificado el tipo de superficie 

de entorno (tipo de irregularidades, espacio disponible, inclinaciones, tipo de suelo), se 

buscará un robot que cumpla con poderse moverse en las condiciones planteadas. 

 En cuanto a la locomoción, su estudio puede dividirse en dos enfoques, en bajo y 

en alto nivel: 

  La locomoción de bajo nivel se encarga de determinar las formas de locomoción, 

mediante un algoritmo, o un modelo que permitan el avance del robot mediante los 

correctos giros de los servomotores. 

 Esta a su vez puede dividirse en nivel 1, donde se debe resolver la cinemática en 

al menos una línea recta, y el nivel 2, en donde se debe plantear la locomoción dentro 

de un plano.  

 Mientras que, en la locomoción de alto nivel, se hace énfasis en planificación de 

trayectorias, diseño de curvas, estrategias de locomoción en casos críticos. El presente 

trabajo se enfocará en locomoción de bajo nivel 1 y 2.  la diferencia de estos estudios 

en la figura 3. 
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Figura 3.Estudio de la locomoción en nivel bajo (1 y 2) y alto nivel (3) entre dos puntos. 

 Dentro de los robots móviles de servicios, se hizo un especial enfoque en los 

robots de locomoción ápoda, debido a que es una morfología poco usual, y cuya línea 

de investigación está en vías de desarrollo, por lo cual se ha visualizó un área de 

oportunidad, además por ventajas en su morfología y su tipo de locomoción, se plantea 

que este pudiera aportar diversas soluciones a problemáticas actuales. 

 Los robots ápodos, reciben diversos nombres en la literatura, podemos 

encontrarlos como: Robot Tipo Snake, Robot Modular, Robot Ápodo, Cadena 

Cinemática abierta Móvil, Robot Bio-Inspirado en serpientes, Serpentinoide. Por lo cual, 

cuando estos términos sean mencionados, nos estaremos refiriendo al mismo tipo de 

robot. 

 Las características de los robots ápodos son: 

 Distribución modular: La estructura morfológica del robot se divide en 

módulos, que pueden ser dependientes de otro, o independiente, es decir con su 

propio servomotor. Lo cual permite que estos puedan oscilar para generar un patrón 

de movimiento. 
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 Flexibilidad: Mientras más módulos tenga un robot ápodo y estos sean más 

pequeños, este tendrá la capacidad de doblarse más, y efectuar oscilaciones con 

mayor amplitud y frecuencia, lo cual puede ser útil en el diseño de algoritmos de 

locomoción y planificación de trayectorias. 

 Rutinas de movimiento: Su estructura puede modificarse para efectuar 

diversos patrones de movimiento según el caso, subir escalones, pendientes, trepar 

por un árbol, moverse por la arena o un suelo irregular. 

 Tracción: La tracción de un robot ápodo, se genera mediante un impulso 

causado por el movimiento sinusoidal característico de los organismos biológicos y 

este genera un esfuerzo contra la superficie, generando, con el patrón adecuado, que 

el robot se impulse en una dirección en específico. 

 Este patrón es generado por una señal de entrada al robot, la cual genera una 

respuesta en forma de movimiento del mecanismo. 

 Maniobrabilidad. dados puntos críticos dentro de una trayectoria, puede 

modificarse la señal para que el robot, disminuya o aumente su amplitud de oscilación 

o frecuencia, con la finalidad de liberarse de un obstáculo o desplazarse más rápido en 

caso que las circunstancias lo permitan, o cambiar de rutina, por ejemplo, puede pasar 

de una rutina para andar dentro de una tubería, a una en la cual deba subir por 

escaleras. 

 El diseño de algoritmos de locomoción de estos robots bioinspirados constituye 

una línea de investigación en robótica. Imitar patrones morfológicos y de 

desplazamiento, trae por ende como resultado, eficiencia energética, estabilidad y 

adaptación al entorno, debido a que la selección natural, a través de los procesos 

evolutivos, ha mejorado el proceso de locomoción de las especies animales a través de 

millones de años. Haciendo de estos una opción interesante a seleccionar al elegir un 

robot móvil para realizar una tarea. 

1.1 Descripción del problema 

 Al construir el algoritmo de locomoción, el problema a resolver será el siguiente: 
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 Dada una estructura morfológica, la cual posee movimientos se repiten 

recursivamente. y de la cual, al resolver el problema cinemático, se obtiene una 

relación en la cual se describe la posición de cada una de las articulaciones respecto 

al tiempo. 

 Se desea estudiar entonces el proceso de obtención de estas funciones, debido 

a que, si el patrón de movimiento es recursivo, hay posibilidad de obtener una función 

que pueda expresarse mediante una relación de recurrencia, y si, las señales de 

entrada al robot para generar movimiento, de igual forma pueden expresar como una 

función dentro de un ciclo de locomoción, entonces se obtendrá una función continua 

para la ejecución dentro del ciclo de locomoción. 

 La finalidad de este enfoque dentro del estudio será explorar la posibilidad de 

que con relaciones de recurrencia podamos disminuir el coste en cuanto a cómputo del 

problema y/o generar un algoritmo eficiente que pueda ser mejorado en estudios 

posteriores. 

1.2 Justificación. 

 La presente tesis se enmarca dentro del análisis cinemático de un robot modular, 

centrado en la planeación de estrategias de locomoción que permitan al robot moverse 

de forma eficiente, con un espacio de trabajo reducido. El problema a resolver es que el 

movimiento del robot se efectúe de forma estable, por lo cual el estudio de la 

locomoción se llevará a cabo en bajo nivel.  empleando herramientas matemáticas para 

disminuir el cómputo del problema. 

 Desde el punto de vista académico, esta investigación es justificable debido a 

que mediante ella puede generarse nuevo conocimiento a través de un modelo 

matemático que facilite el entendimiento sobre la forma en cómo se desplazan este tipo 

de robots.  

  Dicho conocimiento permitirá abatir la brecha tecnológica generada por países 

que llevan décadas con líneas de investigación con este tipo de robots bio-inspirados, y 
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de esta forma poder aportar alternativas para solucionar problemas relacionadas con la 

agilización de labores de inspección en zonas peligrosas. 

 Desde el punto de vista económico, el importar tecnologías de otros países es 

siempre más costoso, según la Conferencia de las Naciones Unidas sobre Comercio y 

Desarrollo, México importa el 3.5% de los bienes de tecnologías de la información a 

nivel mundial, lo cual equivale a 65,027 Millones de Dólares. Según (Menchaca, 2010). 

México importa 20 veces más tecnología de la que produce. Por lo cual, en la medida 

que se realice innovación y desarrollo de tecnología, como es el caso de este proyecto, 

puede reducirse la brecha económica.  

La elaboración de este proyecto mecatrónico que inicia con la formulación del 

modelo matemático y el análisis dinámico del robot puede traer distintas aplicaciones 

futuras de utilidad al país, como podrían ser:  

Rescate de personas: Las características morfológicas de un robot ápodo, 

permiten que este pueda desplazarse por espacios reducidos, como zonas con 

escombros, convirtiéndolo en una herramienta futura para rescate de personas en 

zonas de desastre, como terremotos, huracanes.  

 Reconocimiento de las condiciones ambientales: En ocasiones no hay 

garantía que un espacio de trabajo sea propicio para que el ser humano efectué cierta 

actividad por diversos factores (concentración de oxígeno, gases tóxicos, temperaturas 

extremas), si el acceso a este lugar es complejo, un robot serpentiforme podría realizar 

esta actividad, y de esta forma evitar poner en riesgo vidas humanas.  

 Aplicaciones Militares: Las características de un robot modular, permiten que 

este pueda desplazarse sigilosamente por terrenos llenos de vegetación, y a simple 

vista no sea perceptible, por lo cual podría ser empleado por organismos nacionales de 

Defensa, en labores de seguridad y espionaje.  

  Arqueología: Acceder a lugares con muchos años de antigüedad y de alto valor 

histórico y cultural, representa en ocasiones una labor invasiva, ya que el desplazarse 

por estos lugares puede ocasionar la contaminación o daño físico del mismo, poniendo 
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en riesgo su conservación, incluso, en ocasiones ingresar a estos, solo puede hacerse 

mediante espacios muy reducidos, por lo cual la morfología de un robot inspirado en 

serpientes puede ser adecuada para estas tareas. 
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2 Antecedentes 

 Los robots con esta morfología, vieron su origen en la década de los 90´s, en 

Japón. Cuando el Dr. Shigeo Hirose, comenzó a estudiar las serpientes biológicas, con 

la finalidad de aprovechar su morfología y su patrón de locomoción y mediante estos 

diseñar robots bio inspirados. Los robots ápodos se caracterizan por realizar un patrón 

de movimiento empleado por reptiles y algunos anfibios, el cual ya ha sido 

caracterizado matemáticamente, a través de la ecuación serpentinoide (Hirose & Mori, 

1993), el objetivo de la investigación en ese entonces, fue: 

  1.- El interés por obtener una interpretación matemática de la locomoción de las 

serpientes. 

  2.- El desarrollo de futuras aplicaciones en robots que pudieran adoptar dicho 

algoritmo de locomoción. 

  De acuerdo con Hirose & Yamada, (2009), las investigaciones anteriores, 

empleando métodos poco consistentes, (observación de organismos ápodos en 

entornos artificiales), no habían dado resultados que permitieran obtener un modelo en 

concreto. Debido a esto, el problema de interpretar la locomoción ápoda en modelado 

dinámico y cinemático, comenzó a abordarse desde la física clásica. Una interpretación 

visual del problema a resolver, puede visualizarse en la figura 4.  (Hirose & Yamada, 2009) 

 

Figura 4. Descripción del objetivo de un modelo matemático de locomoción de un Snake Robot. 
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  Para esto, se replanteó el problema haciendo enfoque en describir 

matemáticamente los distintos tipos de locomoción que utilizan los organismos ápodos. 

los cuáles serán descritas a continuación. 

2.1 Tipos de locomoción 

  Los mecanismos que llevan a un organismo que carece de extremidades a 

desplazarse, es algo muy complejo, ya que estos pueden moverse con facilidad por 

diversos entornos, desde una selva tropical hasta un desierto, nadar por ríos y mares, 

trepar e inclusive auto- propulsarse para lanzarse por copas de elevados árboles, todo 

esto anterior, con velocidad y pasando generalmente desapercibido por otros 

organismos. El movimiento de las serpientes proviene de un sistema de articulaciones 

que se compone por un juego de tendones y vertebras. (Lilywhite, 2014). Y es detallado 

a continuación en la figura 5.  

 

Figura 5. Bio-mecanismo de la serpiente que facilita el movimiento lateral, ubicado a lo largo de 
la espina dorsal (Galbusera, 2019). 

  El movimiento lateral es posible debido a la rotación posible sobre los ejes X & Y 

entre las vértebras de la serpiente, mientras que el movimiento que proporciona la 

capacidad de la serpiente para elevarse es generado por tendones anclados a las 

partes nombradas como Zygapophyses, Diapophysis y Parapophysis que se visualizan 

en la figura 5. 

  Como menciona Gray (1946), para que un organismo ápodo pueda generar 

desplazamiento, es necesaria la existencia de fuerzas en dirección normal hacia el 

cuerpo del organismo, esta investigación, si bien no tuvo como objetivo la construcción 
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de los robots, si dio ciertas descripciones matemáticas de las fuerzas de contacto para 

poder describir la locomoción. (Gray, 1946) 

  El cuerpo de una serpiente puede visualizarse como un cuerpo cuya masa se 

encuentra prácticamente uniformemente distribuida, y a pesar de que podríamos decir 

que la superficie que presenta fricción con el suelo es bastante alargada, lo cierto es 

que generalmente al moverse, reduce la superficie de contacto considerablemente. 

  La clasificación del movimiento Serpenoide, se presenta a continuación, cabe 

destacar que el movimiento rectilíneo no es único de los reptiles en cuestión, sino 

puede ser útil para describir el movimiento de otros organismos ápodos. 

2.1.1  Movimiento Ondulatorio. 

   Es el comúnmente usado por los organismos ápodos, describe, como su nombre 

lo indica, un movimiento en forma ondulatoria, la locomoción es sostenida por la 

superficie ventral y lateral de la serpiente, es aprovechado cuando la superficie de 

desplazamiento proporciona apoyo para el desplazamiento y posee pocas 

irregularidades. 

  Esta estrategia de movimiento consiste en aprovechar al máximo el entorno, 

cada superficie de contacto posible, se emplea para apoyarse y obtener una fuerza de 

reacción siguiendo una secuencia, la cual va desde la cola hasta la cabeza, la suma de 

las fuerzas de reacción obtenidas, dará como resultado un desplazamiento progresivo 

hacia adelante. Las serpientes más largas, tienen por ende mayor superficie de 

contacto por aprovechar. Sin embargo, las fuerzas de reacción no se aprovechan tanto 

en especies más robustas o que no tienen tanta elasticidad, mientras que las especies 

más delgadas, pueden obtener velocidades de 12 a 13 kilómetros por hora, como 

ejemplos, tenemos a serpientes arbóreas y mamba negra (Lilywhite, 2014). 

  Biomecánicamente, el movimiento ondulatorio emplea un amplio radio de 

rotación, entre 30 y 60 ° sobre la superficie de contacto mientras que la amplitud sobre 

esta misma es mucho más baja y variable dependiendo de la especie. 
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2.1.2 Lateral.  

 Este tipo de locomoción es comúnmente usado por serpientes del desierto, 

conocido como Sidewinding, la finalidad de este patrón de movimiento es reducir la 

superficie de contacto entre el cuerpo de la serpiente y el suelo, aprovechando además 

la componente de fricción que pueda ser obtenida por estas superficies, otro factor que 

lleva a estos organismos a emplear el serpenteo lateral, es el ahorro de energía cuando 

el alimento escasea. El patrón de movimiento consiste en fijar al menos dos puntos del 

vientre de la serpiente y ondular el cuerpo hacia un lado, aprovechando las 

irregularidades empleándolas como un punto para obtener apoyo, y producir un 

impulso. 

 Un aspecto clave de este patrón de movimiento es la habilidad de la serpiente 

para apoyar su el peso de su cuerpo en los puntos de contacto con la superficie, siendo 

muy importantes en este proceso la musculatura axial al movimiento. 

 El desplazamiento producido generalmente posee un desfasamiento de 30° 

grados con respecto a la vertical, con una velocidad promedio de 3.7 kilómetros por 

hora. 

2.1.3 Movimiento Rectilíneo. 

  Este patrón de movimiento es ejecutado con la finalidad de establecer un 

desplazamiento únicamente en línea recta. Las serpientes suelen usarlo para acechar o 

moverse sin ser detectadas. 

  Este patrón de movimiento emplea fuerza obtenida casi en su totalidad por los 

músculos ventrales. Con el objetivo de flexionar y comprimir el dorsal subcutáneo 

repetidas veces, apoyándose sobre la superficie de contacto para asi generar una 

fuerza de reacción y desplazarse hacia adelante. Dire
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Figura 6.Estrategia de locomoción de tipo rectilínea. 

  El movimiento que se produce suele ser lento y debe observarse por un tiempo lo 

suficientemente largo para notar que se está produciendo un desplazamiento, es propio 

de ápodos de mayor peso, como son boas y pitones. 

2.1.4 Concertina 

  En esta forma de locomoción, la serpiente fija ciertas partes de su organismo 

para obtener un punto de apoyo e impulsarse hacia adelante, realizando ciclos de 

contracción y expansión consecutivamente, este mecanismo consiste en obtener 

continuamente fuerzas de reacción, inducidas por la musculatura lateral y sustentadas 

por la columna vertebral. La progresión de este tipo de desplazamiento puede 

apreciarse en la figura 14. 

 

Figura 7. Patrón de movimiento tipo concertina. (Bourque, J. ,1985). 
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  Este movimiento suele ser utilizado cuando estos animales desean desplazarse 

dentro de túneles o cavidades estrechas, usando las paredes como puntos de apoyo 

para poder desplazarse. Es un movimiento que en términos energéticos genera 

desgaste, debido al constante proceso de estirar e impulsarse debido a la complejidad 

del entorno en que suele emplearse. La velocidad alcanzada en promedio utilizando el 

patrón de movimiento concertina es de 0.1 kilómetros por hora. (Lilywhite, 2014). 

 

Figura 8.Patrones de locomoción serpentinoide, de arriba abajo y de izquierda a derecha: 1. 

Rectilíneo, 2. Serpentinoide, 3. Concertina, 4. Ondulación Lateral. (Enciclopedia Británica 

,2012).  

2.2 Ecuación Serpenoide de Hirose 

 Dada esta descripción del movimiento de este tipo de animales, fue cuestión de 

tiempo para que surgieran investigaciones desde el punto de vista de la bio-mecánica. 

 Descubriendo que las curvas que hacen las serpientes al moverse también 

seguían una cierta ley de la naturaleza, pudo generalizarse este patrón mediante una 

ecuación matemática. Esto dio lugar al establecimiento de una fórmula, conocida como 

"Curva Serpenoide". La cual, funciona como un generador senoidal, y puede 

caracterizar dicho patrón de locomoción, el cual ha sido aplicado al área de robótica con 

la finalidad de construir estructuras bio-inspiradas en estos animales 

 La “Curva Serpenoide de Hirose, se expresa de la siguiente forma: 
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(1) 𝐾(𝑠) =
−2𝜋𝑘

𝑙
𝛼 sin ൬

2𝜋𝐾

𝑙
𝑆൰ 

Donde: 

l: longitud de la curva [m]. 

s: distancia a lo largo de la curva [m]. 

k: número de ondulaciones, K > 0. 

∝: Angulo de serpenteo [Rad] 

 Mediante esta función, podemos generar señales con cierto patrón sinusoidal 

conocidas como serpentinoides,  que, implementadas correctamente, generará un 

patrón de desplazamiento recurrente y estable con el movimiento característico de las 

serpientes (Garzón, 2011). La selección de estos patrones de locomoción dependiendo 

del entorno ha sido objeto de estudio, tanto teórico como en simulación computacional. 

cómo puede observarse en los trabajos de Zhang & Guo (2009) y San (2011).  (Garzón, 2011) 

y (Zhang & Guo, 2009) (San, 2011) 

  Como conclusión de esta investigación se determinó que el movimiento 

ondulatorio, es el más suave y eficiente para la locomoción, además, se concluyó que 

los demás patrones de locomoción de arrastre en el espacio, son producto de la 

combinación de dos o más ondas serpentinoides. 

 

                          Figura 9. ACM III’s, primer robot ápodo desarrollado por Hirose (1993).  (Hirose & Mori, 
1993) 

  Después del trabajo inicial de Shigeo Hirose, se han desarrollado diversas 

aportaciones a esta línea de investigación, así como otros tipos de modelaciones. 
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2.3 Otras modelaciones 

  Otra forma de tratar la locomoción ápoda, es considerar a todo el sistema de 

mecanismos, como un sistema no holonómico, es decir, un sistema en el cual, no 

podemos establecer un cambio de dirección en el robot, sin modificar previamente las 

directrices que controlan el vector de desplazamiento. Otra característica que diferencia 

a estos sistemas, es que tiene menos grados de libertad a controlar que el número total, 

lo cual, dificulta en sobremedida la tarea de controlarlo. 

  Ostrowski & Burdick (1998), abordaron el diseño de algoritmos de locomoción 

ápoda empleando diversas estrategias matemáticas para resolver el problema del 

control de estos robots, que incluye tratarlos como un sistema hiper- redundante.  (Ostrowski & Burdick, 

1998) 

  Una aplicación usual para este tipo de modelos, es el de robots modulares que 

emplean ruedas auxiliares, para incrementar la velocidad en espacios en que esto es 

posible, y aumentar la capacidad de respuesta en caso de que la inspección lo requiera 

-En la figura. Puede observarse a MAKRO, un robot con ruedas empleado por la 

industria para labores de inspección.  

 

Figura 10. Robot MAKRO 

De forma similar, tomando como inspiración otro organismo ápodo como son las 

orugas, Copernicus, es un robot cuya construcción e investigación es financiado por la 

unión europea, con la finalidad de inspeccionar tuberías a pequeña escala (Gónzález, 

2002). 
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2.4 Robots ápodos en la actualidad. 

  Estas investigaciones dieron paso a la creación de diversas gamas de robots 

ápodos para distintas aplicaciones como exploración en tanques, ductos de la industria 

petrolera, y/o exploración submarina, asi como en entornos hostiles para el ser humano. 

(Liljebäck et al, 2011). (Liljeback, Pettersen, Stavdahl, & Graydahl, 2011) 

  Según Rollinson (2014) Los robots serpiente son adecuados para entornos 

altamente reducidos porque su tamaño y su seccionamiento son altamente redundantes 

y les permiten entrar y moverse a través de espacios reducidos. Debido a esto, una 

aplicación de los robots apodos es la de operaciones de búsqueda y rescate en zonas 

de desastre y sismos. (Rollinson, 2014) 

  Los robots ápodos poseen muchas ventajas que los convierten en una propuesta 

interesante para realizar diversas tareas de inspección, dentro de las cuales podemos 

destacar: 

  Convierte los obstáculos del entorno en puntos de apoyo, debido a su estructura 

morfológica, la locomoción de estos robots puede adaptarse al entorno, generando 

distintos arreglos de los módulos y moverse con mayor eficacia según sea el caso. 

(Pettersen, 2017) 

  Aunque el diseño de los algoritmos de locomoción y de sistemas de control es 

complicado (Rezapour, et al., 2016)., sus patrones de locomoción en zonas con 

obstáculos sobrepasan la movilidad de los robots con ruedas, orugas o extremidades. 

(Liljebäck et al, 2012) (Rezapour, Gravdahl, & Hofmann, 2016) (Liljebäck, Pettersen, Stavdahl, & Gravdahl, 2011.) 
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Figura 11.Etapas dentro de una labor de inspección de un robot ápodo. 

El poder caracterizar el movimiento de una serpiente mediante ecuaciones 

matemáticas, tambien permitió modificar esta ecuación de onda para modelar los 

diversos patrones de locomoción de una serpiente biológica antes mencionados. 

 Otras aportaciones que consideramos importantes sobre el avance y la dirección 

de la línea de investigación sobre los robots ápodos en la actualidad son recabadas en 

la tabla 1, la cual se aprecia a continuación. 

Autor(es) Aportación. 

(Kakogawa & Ma, 

2018) 

Propuesta de un sistema de locomoción basado en actuadores 

de transmisión elástica, sincronizado con patrones de 

locomoción bioinspirados. (Kakogawa, S, & Ma, 2018) 

(Mukherjee, Kar, 

& S., 2017) 

Simulación de un sistema de locomoción, empleando señales de 

control con picos programados para que la señal de salida 

dependa del momento de trabajo y prioridad de demanda. 

(Reyes & Ma, 

2017) 

 Estudio de las interacciones del robot tipo Snake, con el entorno, 

considerando los obstáculos y las fuerzas de fricción generadas, 

y cómo influyen en la locomoción 

(Arizumi & 

Matsuno, 2017) 

Análisis dinámico de un robot tipo snake, considerando como 

entorno de trabajo un espacio acuático, incluyendo fricción 

viscosa, dentro de las ecuaciones de Euler-Lagrange. 

 (Abut, 2015) Modelado dinámico y propuesta de un Sistema de control P.I.D 

para un robot tipo Snake.  
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Tabla 1. Investigaciones previas en robots ápodos. 

Estos trabajos, forman parte del diseño, modelado y construcción de estos robots 

con morfologías bio inspiradas en estos animales, con aplicaciones diversas, como lo 

son: 

Inspección en ductos: La capacidad de un robot ápodo de desplazarse por 

espacios cerrados, de doblar su morfología en los cambios de dirección de tuberías, y 

de moverse por un espacio muy limitado, al igual que lo hace una serpiente biológica, le 

ha convertido en una herramienta en la cual los robots ápodos pueden explorar ductos 

con la finalidad de localizar fallas o prevención de accidentes. 

Tanques industriales: La localización de fisuras en tanques de aceite o de 

productos corrosivos o flamable es una labor sumamente riesgosa para que un ser 

humano pueda realizarla, además de que implicaría la implementación de cámaras 

móviles, que tuvieran la capacidad de realizar la actividad sin desgastarse en el 

entorno, por lo cual se han desarrollado robots ápodos que siguen patrones de 

locomoción similares a las serpientes marinas, que puedan realizar la inspección. 

Mediante el mismo principio, se han empleado robots ápodos para uso en la industria 

petrolera o exploración submarina. (Kelasidi, et al, 2015). (Kelasidi, Liljeback, Pettersen, & Gravdahl, 2015) 

Búsqueda y rescate: La capacidad de desplazarse por terrenos donde el 

espacio es reducido y es difícil el acceso para el ser humano, lo han convertido en una 

potencial herramienta para labores de inspección en zonas de desastre, como 

inundaciones o terremotos, con la finalidad de localizar personas atrapadas en 

escombros de edificios colapsados. (Rollinson, 2014). 

 Otras aplicaciones identificadas en las líneas de investigación vigentes son: 

Aplicaciones militares, espionaje, vigilancia de zonas restringidas. 

 Los robots ápodos, poseen propiedades interesantes, ya que el hecho de no 

contar con extremidades, no presenta impedimento para que estas se desplacen por 

cualquier terreno, asi sea irregular o reducido. Por lo cual, nos permiten proponerlos 
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como solución al problema de cómo moverse a través de espacios sumamente 

reducidos, y con superficies de desplazamiento irregulares. 

 

Figura 12.Aplicaciones de robots ápodos, de izquierda a derecha, arriba abajo: robot serpiente 

trabajando en labores de rescate, robot inspector de ductos, robot snake de inspección 

subacuática, robot de desplazamiento en 3 dimensiones 

 En contraparte, los robots serpiente también poseen un numero de desafíos que 

limitan su uso en la práctica, estos incluyen la necesidad de coordinar un largo número 

de grados libertad, decrementando la rentabilidad por la naturaleza del diseño, y la 

compleja interacción de la forma de robot con el espacio de trabajo lo cual, además, 

trae por ende un complicado diseño de algoritmos de locomoción y de sistemas de 

control. 

Otra dificultad, es el alto consumo de energía que suelen presentar en trayectorias 

largas, lo cual ha dado origen a plantear problemas de optimización donde las 

variables objeto de estudio suelen ser el torque, la potencia y el consumo de energía. 

(Kelasidi & Pettersen, 2018).  

 El diseño de las trayectorias suele complicarse más, si las superficies son 

irregulares e inclinadas. como plantean Gong et al. (2014), Para solucionar este 

problema se han diseñado diversas estrategias y patrones de locomoción, donde se 

modifican parámetros como la amplitud de onda y el torque producido para romper con 

las dificultades físicas planteadas (Wang, et al, 2014). (Gong, Tesch, Rollinson, & Choset, 2014) (Wang, Osbourne, & Alben, 2014) 
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(2) 

2.5 Clasificación por su morfología. 

El problema de diseñar una secuencia de locomoción eficiente de un robot de 

estas características, radica en la complejidad que representa el caracterizar el 

movimiento de una serpiente a través de un modelo matemático, que dependerá en 

gran medida de como esté estructurado el robot, las dos principales estructuras, son las 

continuas y las discretas.  

2.5.1 Modelos discretos. 

  Las ecuaciones de Hirose, permiten trazar la posición de cada uno de los 

eslabones a partir de ecuaciones senoidales, a través de un modelo continuo, sin 

embargo, un robot, es en esencia, un sistema discreto, en el cual, para cada 

articulación i=1,2,3,4...n, le corresponde un valor en el espacio, por tanto las 

ecuaciones de Hirose, suelen utilizarse en su forma discreta, en la cual, la posición de 

los eslabones forma una aproximación de la onda senoidal continua. Lo cual, ha 

llevado a dos tipos diferentes de crear la modelar y construir estos robots. 

 Dentro de las estructuras discretas, podemos hacer énfasis en algunos modelos 

encontrados en bibliografía, de los que destacamos los siguientes. 

 (Sandoval, et al., 2018), proponen el siguiente modelo discreto para un robot 

oruga de múltiples grados de libertad: 

𝛼(𝜑) = 𝛼 cos ൤𝜑 +
2𝜋𝐾(𝑖 − 1)

𝑀
൨ 

Donde: 

 𝛼i(𝜑): Ángulo de la articulación i [Rad] 

 α: Amplitud, delimita la altura, tomada por el robot [Rad] 

 φ: Desfasamiento, o ángulo inicial. [Rad] 
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 k: Número de ondulaciones M: 

 Número de articulaciones  

 I: Número de articulación, para i= 1,2,3 … M. 

2.5.2  Modelos Continuos 

 Algunos mecanismos, como el Elephant Trunk, y robots tipo ‘Snake’ con muchas 

articulaciones, pueden modelarse mediante el envío de señales de tipo sinusoidal, en 

su forma continua similar a la ecuación 1. Debido a que el espacio entre módulos, con 

respecto a la longitud del robot, es mínima. (Hannan & Walker., 2000). 
 

Figura 13.Mecanismo Elephant Trunk, 
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2.5.3 Modelos Mecánicos  

 No existe una sola forma de diseñar un robot ápodo de forma que se garantice su 

locomoción, estos se pueden clasificar de acuerdo a su topología. 

2.5.3.1 Robots de topología 1D 

 Son robots ápodos, cuyo algoritmo de locomoción, esta bio-inspirado en el 

movimiento Serpenoide rectilíneo, por lo cual, su desplazamiento solo puede 

realizarse en línea recta, hacia atrás y hacia adelante, a través del plano X& Y.  

En este caso, solo se necesitará de un generador u oscilador de Hirose para realizar 

su modelado. 

 

Gráfica 1.Posición de los eslabones de una simulación de robot ápodo unidireccional. 

2.5.3.2 Robots de Topología 2D 

 La trayectoria de este tipo de robots, emplea dos ecuaciones serpentinoides, 

una, se proyecta sobre el plano x, y mientras que la otra, sobre el plano x, z, 

generando asi una trayectoria en el espacio. 

 (Garzón, 2011). Propone un modelo estable de locomoción, bajo las siguientes 

ecuaciones, que nos permiten conocer la componente de las senoidales sobre cada 

uno de los ejes del espacio. 
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(3) 

 

(4) 

 

 (5) 

 
(6) 

 

(7) 

𝑥(𝑠) = න cos[𝜑(𝜎)]𝑑𝜎
௦

଴

 

𝑦(𝑠) = න sin[𝜑(𝜎)] 𝑑𝜎
௦

଴

 

𝑧(𝑠) = න sin[𝜑′(𝜎)] 𝑑𝜎
௦

଴

 

𝜑(𝜎) = 𝑎 ∗ cos[𝑏𝜎] + 𝑐𝜎 

𝜑′(𝜎) = 𝑎′sin (2𝑏𝜎) 

 Dónde el escalar a determina la amplitud de onda, 𝑏 Determina el número de 

ondulaciones por unidad de longitud y c determina la dirección de la curva, la función 

𝜑(𝜎) nos permite generar una senoidal lo suficientemente suave, para ser aproximada 

por puntos. 

 A partir de esta senoidal, nosotros podemos aproximar dicha función en puntos 

discretos en el espacio. Físicamente, estos puntos representaran las 

articulaciones del robot, entonces podemos definir, la ubicación en el espacio de cada 

articulación, mediante la aproximación numérica dada por la siguiente ecuación.
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3 Hipótesis 

 A través del trabajo de investigación se desea valorar la posibilidad de 

parametrizar de forma cualitativa y cuantitativa las relaciones de recurrencia y de 

funciones continuas para mejorar la modelación matemática de la cinemática que 

presenta un robot de inspección bio-inspirado en serpientes. 

4 Objetivos 

4.1 Objetivo General. 

 Desarrollar un modelo matemático que permita valorar la cinemática del 

desplazamiento de un robot bio-inspirado en serpientes, verificando su efectividad 

mediante simulación en software. 

4.2 Objetivos Específicos. 

 Estudiar y entender la mecánica de la locomoción de la serpiente para lograr una 

abstracción y comprensión matemática necesarias para plantear la cinemática 

del movimiento.  

 Desarrollar modelos cinemáticos de locomoción de un robot móvil bio-inspirado 

en serpientes con las características propuestas.  

 Comprobar la efectividad de los modelos matemáticos desarrollados mediante 

simulación.
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5 Metodología. 

 El tratamiento del problema está dado bajo el desarrollo de un proyecto 

mecatrónico, dentro del cual se van superando etapas para llegar al cumplimiento de 

los objetivos (Vargas, et al., 2014). Dentro de la ejecución de este proyecto, solo está 

considerada la etapa 1 y 2, modelación cinemática y construcción del modelo 

respectivamente. 

 Estas etapas a su vez, las desglosaremos en este proyecto siguiendo el 

siguiente diagrama de operación. 

 

Figura 14.Metodología empleada dentro de la investigación. 

 En los capítulos 1 al 2 del presente trabajo desarrollamos los primeros 3 pasos de 

esta metodología, se describirá las propuestas en 2D y 3D a continuación, así como la 

construcción de los algoritmos y su validación virtual a través de una simulación de la 

locomoción. la finalidad de la construcción del modelo en 2D es la comprensión a través 

de la práctica de la complejidad del problema planteado, lo cual nos permitirá retomar 

ideas para resolver el modelo 3D, así como delimitar los alcances de la investigación. 

Puede observarse la estructura del presente trabajo mediante el siguiente diagrama: 

Dire
cc

ión
 G

en
era

l d
e B

ibl
iot

ec
as

 U
AQ



 
 

28 
 

 

Figura 15.Desarrollo para la construcción de los dos algoritmos de locomoción. 

5.1 Definición de Cinemática. 

 La cinemática estudia el movimiento de los cuerpos, sin involucrar las causas 

que lo generan, n nuestro caso de estudio, será la metodología empleada para conocer 

como los eslabones del robot, se mueven con respecto a los otros en el espacio en 

función del movimiento de los servomotores. A continuación, se dará la expresión del 

problema cinemático directo y algoritmo de locomoción para definir las variables con la 

que se desarrollará la parte matemática. 

5.1.1 Definición de algoritmo de locomoción y problema cinemático directo. 

Definiremos como: 

m: el número de articulaciones de la cadena cinemática. i ∈  ℕ 

i, el i-ésimo elemento de m, i ∈  ℕ 

T: total de ciclos de locomoción [S]. 

t: instante en el cual se encuentra el algoritmo de locomoción [S]. 

5.1.2  Generadores sinusoidales (Dominio). 

Sean: 

 α୧.୲, una función que genera para cada instante de tiempo t, y para cada elemento i, 

impar, un vector Q஑  

  (9) 
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γ୧.୲, una función que genera para cada instante de tiempo t, y para cada objeto i par, un 

vector Qஓ  

𝑄ఈ = {𝑞ଵ, 𝑞ଷ … . . 𝑞௠ିଵ}    

𝑄ఊ = {𝑞ଶ, 𝑞ସ … . . 𝑞௠} 

5.1.3 Posición (Imagen). 

 Sea el conjunto 𝑃 , una colección de m vectores, los cuales representan la 

posición de cada elemento i. es decir. 

𝑝 = {𝑝ଵ, 𝑝ଶ … . . 𝑝௠} 

𝑝௜ = ൝

𝑥௜

𝑦௜

𝑧௜

ൡ 

Además, se debe cumplir que: 

ห|pనpనାଵሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ |ห = l 

 Se define W  ⊂ P, como aquella colección de vectores que formen una posición 

estable del robot. y las funciones F, como aquellas que permitan obtener una imagen en 

R3, a partir de Q. La demostración se presenta en el anexo V 

F= {𝑓ଵ, 𝑓ଶ … . . 𝑓௠} 

5.1.4 Problema cinemático directo (P.C.D). 

Hallar 

F (𝑄ఈ, 𝑄ఊ) → 𝑃 ,  de modo que: 

𝑓௜ → 𝑝௜ 

5.1.5 Algoritmo de locomoción. 

Hallar: 

𝛼௜.௧, 𝛾௜.௧ de modo que: 

F (𝑄ఈ , 𝑄ఊ) → 𝑊∀ 𝑡 ∈ 𝑇 (15) 

(14) 

(10) 

(11) 

(12) 

(13) 
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5.2 Desarrollo del modelo unidireccional. 

 Podemos describir al modelo unidireccional 2D o 1R, Como un robot el cuál su 

estructura morfológica consta de una cadena cinemática abierta, con m-1 grados de 

libertad, cuyas revolutas, se encuentran sobre el eje Z. Como se muestra en la figura 1. 

 

Figura 16.Cadena cinemática con desplazamiento en 2 dimensiones.  

Problema Cinemático Directo. 

Hallar 

F (𝑄ఈ) → 𝑃 ,  de modo que: 

𝑓௜ → 𝑝௜ 

 

Algoritmo De Locomoción 

hallar: 

α de modo que: 

F (𝑄ఈ) → 𝑊 ∀ 𝑡 ∈ 𝑇  

 

5.2.1 Problema cinemático directo. 

 Para plantear la cinemática del robot, se planteó el diagrama de alambre y usando 

la convención D-H, se buscó la matriz de transformación homogénea para n 

articulaciones. 

 Para M=1: 

𝐻଴
ଵ = ൦

cos (𝑞ଵ) −𝑠𝑒𝑛(𝑞ଵ) 0 𝑙 ∗ cos (𝑞ଵ)

𝑠𝑒𝑛(𝑞ଵ) cos (𝑞ଵ)    0 𝑙 ∗ 𝑠𝑒𝑛(𝑞ଵ)

 0              0     1        0
 0              0     1        0

൪ 

 Donde: 

 𝑞௜: ángulo de la articulación i 

 l: longitud de los eslabones 

(16) 
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 Para M=2: 

𝐻଴
ଶ = ൦

cos (𝑞ଵ+𝑞ଶ) −𝑠𝑒𝑛(𝑞ଵ+𝑞ଶ) 0 𝑙[cos(𝑞ଵ) + cos(𝑞ଵ+𝑞ଶ)]

𝑠𝑒𝑛(𝑞ଵ+𝑞ଶ) cos (𝑞ଵ+𝑞ଶ)    0 𝑙[sen(𝑞ଵ) + sen(𝑞ଵ+𝑞ଶ)]
0                      0           1                         0
0                      0           0                         1

൪ 

  Para M=3: 

𝐻଴
ଷ = ൦

cos (𝑞ଵ+𝑞ଶ+𝑞ଷ) −𝑠𝑒𝑛(𝑞ଵ+𝑞ଶ+𝑞ଷ) 0 𝑙[cos(𝑞ଵ) + cos(𝑞ଵ+𝑞ଶ) + cos(𝑞ଵ+𝑞ଶ+𝑞ଷ)]

𝑠𝑒𝑛(𝑞ଵ+𝑞ଶ+𝑞ଷ)     cos (𝑞ଵ+𝑞ଶ+𝑞ଷ)  0 𝑙[sen(𝑞ଵ) + sen(𝑞ଵ+𝑞ଶ) + 𝑠𝑒𝑛(𝑞ଵ+𝑞ଶ+𝑞ଷ)]
0                           0                 1                                        0            

0                           0                 0                                       1                     

൪   

 Podemos notar que se forma un patrón o relación de recurrencia, el cual nos 

permite generalizar el modelo cinemático para M articulaciones: 

𝐻଴
ெ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

෍ cos(𝑞௜)

ெ

௜ୀଵ

− ෍ sen(𝑞௜)

ெ

௜ୀଵ

0 𝑙 ෍ cos ൭෍ 𝑞௜

ெ

௜ୀଵ

൱

ெ

௜ୀଵ

 ෍ sen(𝑞௜)

ெ

௜ୀଵ

    ෍ cos(𝑞௜)

ெ

௜ୀଵ

 0 𝑙 ෍ sen ൭෍ 𝑞௜

ெ

௜ୀଵ

൱

ெ

௜ୀଵ

                      0                          0                     1                                 0            

                   0                     0                       0                                 1                 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

 Por tanto, la función que nos indica la posición de cada una de las articulaciones, 

obteniendo, por relación de recurrencia, la siguiente generalización. 

𝑃௜: ቄ
𝑥௜

𝑦௜
ቅ = 𝑙

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧෍ cos ൭෍ 𝜃௜

௠

௜ୀଵ

൱

௠

௜ୀଵ

෍ sin ൭෍ 𝜃௜

௠

௜ୀଵ

൱

௠

௜ୀଵ ⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

 

 Donde:  

𝜃௜ = 𝛼௜ − 𝛼௜ିଵ 

 El cálculo de esa diferencia es necesario ya que θ, referencia los ángulos 

obtenidos del generador, con el ángulo formado entre una articulación y la siguiente. 

(19) 

(21) 

(17) 

(18) 

(20) 
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5.2.2 Generadores sinusoidales. 

 En este caso, como tenemos articulaciones con el mismo eje de rotación solo es 

necesario una ecuación Serpenoide, ya que con una será suficiente para generar las 

señales que se enviarán a los actuadores para poner en marcha el ciclo de locomoción. 

 Para este caso, empleamos la curva Serpenoide que emplea (Sandoval, et al., 

2018), y que está dada de la siguiente manera: 

𝛼௜,௧ = 𝛼 cos ൬𝜑(𝑡) +
2𝜋𝑘(𝑖 − 1)

𝑀
൰ 

Donde: 

𝛼: Amplitud del generador.  

𝜑(𝑡): Secuencia que genera una señal para la i-ésima articulación por unidad de 

tiempo. 

k: Numero de ondulaciones. 

5.2.3 Análisis de la función, y propuesta de mejora. 

 Esta función, genera valores, en cada instante de tiempo t, para cada una de las 

articulaciones, si esta función fuera constante, no habría variación del ángulo de las 

articulaciones del robot, con respecto al tiempo. (González, 2008) propone el siguiente 

rango de trabajo para 𝜑(𝑡). El cual se visualiza en la gráfica 2. 

(22) 
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Gráfica 2.Rango de trabajo para φ(t) proporcionado por la literatura. 

Donde: 

 τ: Ciclo de locomoción dentro del cual se ejecuta el algoritmo. 

 Analizando el comportamiento de la secuencia, se plantea la siguiente función a 

trazos para describirla. 

𝜑(𝑡, 𝜏) = ቐ
−2𝜋𝑡 −

గ

ଶ
+ (𝜏 − 1)2𝜋 ;         𝜏 − 1 ≤ 𝑡 < 𝜏 −

ଷ

ସ

−2𝜋𝑡 +
ଷగ

ଶ
+ (𝜏 − 1)2𝜋  ;     𝜏 −

ଷ

ସ
≤ 𝑡 < 𝜏       

 

 También pudo notarse, que la sección de la secuencia entre T= 0.5 y 1, es 

redundante, ya que ingresando los valores al algoritmo de locomoción nos genera 

posiciones por las que el robot ya ha transitado. Por tanto, se propone la siguiente 

secuencia, cuyo comportamiento puede apreciarse en la gráfica 3. 

𝜑(𝑡, 𝜏) = ൞
−2𝜋𝑡 −

𝜋

2
+ (𝜏 − 1)2𝜋 ;             𝜏 − 1 ≤ 𝑡 < 𝜏 −

1

2

2𝜋𝑡 +
𝜋

2
 − (𝜏 − 1)2𝜋  ;          𝜏 −

1

2
≤ 𝑡 < 𝜏    

          

An
gu

lo
 [°

]

Periodo de ciclo de locomocion [1/s]

-180

-135

-90

-45

0

45

90

135

180

225

270

0 0.5 1 1.5 2 2.5

𝜏 = 1 𝜏 = 2

(23) 

(24) 
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Gráfica 3.Comportamiento de la secuencia propuesta e implementada. 

5.2.4 Programación del algoritmo. 

 

Figura 17.Algoritmo de locomoción para el caso unidireccional. 

El algoritmo de locomoción para el robot, tendrá entonces los siguientes pasos a seguir, 

cuya secuencia se ilustra en la figura 17. 

1. Definición de parámetros. 

6.-Calcular la poscición de cada  una 
de las articulaciones con (7)

7. volver al paso 3, hasta que τ=T.

1. Fijar los parametros  amplitud (α ), Ondulaciones (k), Número de articulaciones (M), 
Largo (l) , Total de Ciclos (T)

2.Inicializar C=0, Ƭ=0, ∆x =l*α/k

3. Obtener el valor  φ ,según sea el caso

0 If C>90 If C=180

C=0, τ = τ  +1

4. Obtener el intante t, en el cual se encuentra el ciclo 
de locomoción

5. Generar αi con la ecuación en  (9)

𝜑 = −
గ

ଵ଼଴
(C+90) 𝜑 =

గ

ଵ଼଴
(C+90)

𝑡 =
௖

ଵ଼଴
+τ
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2. Inicialización de los generadores sinusoidales. 

3. Etapa de limpieza de la señal y envío de esta al robot para generar una posición 

en el plano de ejecución. 

4. Continuar generando posiciones hasta que el tiempo transcurrido sea igual al 

necesario para completar un ciclo de locomoción (T). 

 

Figura 18.Algoritmo de programación para simulación del robot. 

 Mediante la construcción de este algoritmo en 2D, se desarrolló el conocimiento 

de las herramientas matemáticas y de programación necesarias para establecer una 

serie de pasos específicos que podemos ver en la figura 18, para la consecución del 

mismo. 
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Figura 19.Pasos a seguir para la construcción de un algoritmo de locomoción para un robot tipo 

Snake. 

5.3 Modelo Tridimensional. 

 Podemos describir al modelo bidireccional 3D o 2R, Como un robot el cuál su 

estructura morfológica consta de una cadena cinemática abierta, con m-1 grados de 

libertad, cuyas revolutas, se encuentran con eje de giro sobre el eje Y & Z 

intercaladamente, esto puede apreciarse de mejor manera en la figura 19. 

 

Figura 20. Diagrama de robot tipo Snake 3D. 

Problema cinemático directo. 

Hallar 

F (𝑄ఈ) → 𝑃 ,  de modo que: 

𝑓௜ → 𝑝௜ 

Algoritmo de locomoción 

hallar: 

α de modo que: 

F (𝑄ఈ) → 𝑊 ∀ 𝑡 ∈ 𝑇  
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(27) 

 

 

(28) 

5.3.1 Problema cinemático directo. 

 Para resolver el problema cinemático directo, de igual forma se empleó el 

algoritmo Denavit -Hartenberg, en este caso, al tener las revolutas, un eje de rotación 

diferente entre sí, a lo largo de toda la cadena cinemática. Quedando las matrices de 

transformación homogénea bajo la siguiente generalización. 

𝐻 =

⎝

⎛

𝐶𝑜𝑠[𝑞௡] 0 (−1)௡ାଵ𝑆𝑖𝑛[𝑞௡] 𝑙 ∗ 𝐶𝑜𝑠[𝑞௡]

𝑆𝑖𝑛[𝑞௡] 0 (−1)௡ାଵ𝐶𝑜𝑠[𝑞௡] 𝑙 ∗ 𝑆𝑖𝑛[𝑞௡]

0 (−1)௡ାଵ 0                                0
 0      0         0                                1 ⎠

⎞
௡

 ௡ିଵ  

 Por tanto, para obtener la función posición del enésimo término, debe realizarse 

el siguiente producto matricial. 

𝐻 =  ෑ 𝐻௡
௡ିଵ

௡

௜ୀଵ

௡
଴  

 Se utilizó el programa Wolfram Mathematica para obtener las expresiones, se 

muestran a continuación las primeras 4, Se anexa al presente trabajo el desarrollo 

completo del problema cinemático directo (Anexo 1). 

 Efectuando las operaciones, obtendremos los siguientes vectores posición de las 

n articulaciones, haciendo previamente la siguiente convención con: 

 

Tenemos, para n= 1 

ቈ
𝑥ଵ
𝑦ଵ

𝑧ଵ

቉ = ൥
𝑙𝑓ଵ

𝑙𝑔ଵ

0

൩ 

para n=2  

𝑓௜ = 𝐶𝑜𝑠(𝑞௜) 

𝑔௜ = 𝑆𝑖𝑛(𝑞௜) 

(25) 

(26) 
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(29) 

 

 

 

 

  

 (30) 

ቈ
𝑥ଶ
𝑦ଶ

𝑧ଶ

቉ = 𝑙 ൥

𝑓ଵ(1 + 𝑓ଶ)
𝑔ଵ(1 + 𝑓ଶ)

𝑔ଶ

൩ 

para n =3 

ቈ
𝑥ଷ
𝑦ଷ

𝑧ଷ

቉ = 𝑙 ቎

𝑓ଵ(1 + 𝑓ଶ + 𝑓ଶ𝑓ଷ) − 𝑔ଵ𝑔ଷ

𝑔ଵ(1 + 𝑓ଶ + 𝑓ଶ𝑓ଷ) + 𝑓ଵ𝑔ଷ

𝑔ଶ(1 + 𝑓ଷ)
቏ 

para n=4 

 Podemos darnos cuenta que comienzan a formarse patrones con una estructura 

de sumatoria de productos. 

ቈ
𝑥ସ
𝑦ସ

𝑧ସ

቉ = 𝑙 ቎

𝑓ଵ൫1 + ∑ ∏ 𝑓௞
௜
௞ୀଶ

ସ
௜ୀଶ − 𝑔ଶ𝑔ସ൯ − 𝑔ଵ𝑔ଷ(1 + 𝑓ସ)

𝑔ଵ൫1 + ∑ ∏ 𝑓௞
௜
௞ୀଶ

ସ
௜ୀଶ − 𝑔ଶ𝑔ସ൯ − 𝑓ଵ𝑔ଷ(1 + 𝑓ସ)

𝑔ଶ(1 + 𝑓ଷ + 𝑓ଷ𝑓ସ) + 𝑓ଶ𝑔ସ

቏  

 Y cómo podemos notar, en el caso de n=5, el número de términos para procesar 

la solución se incrementa. 

         ൥

𝑥ହ

𝑦ହ

𝑧ହ

൩ = 𝑙

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡𝑓ଵ ቀ1 + ෌ ∏ 𝑓௞

௜
௞ୀଶ

ହ

௜ୀଶ
− 𝑓ଶ𝑔ଷ𝑔ହ − 𝑔ଶ𝑔ସ(1 + 𝑓ହ)ቁ − 𝑔ଵ(𝑓ଷ𝑔ହ + 𝑔ଷ(1 + 𝑓ସ + 𝑓ସ𝑓ହ))

𝑔ଵ ቀ1 + ෌ ∏ 𝑓௞
௜
௞ୀଶ

ହ

௜ୀଶ
− 𝑓ଶ𝑔ଷ𝑔ହ − 𝑔ଶ𝑔ସ(1 + 𝑓ହ)ቁ + 𝑓ଵ(𝑓ଷ𝑔ହ + 𝑔ଷ(1 + 𝑓ସ + 𝑓ସ𝑓ହ))

𝑔ଶ ቀ(1 + ෌ ∏ 𝑓௞
௜
௞ୀଷ

ହ

௜ୀଷ
− 𝑔ଷ𝑔ହ) + 𝑓ଶ𝑔ସ(1 + 𝑓ହ)ቁ ⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

  

 No se observó que pudiera ser factible la obtención de una relación de 

recurrencia, tratando este problema como en el caso unidimensional, cuya expresión 

puede apreciarse en la ecuación 20, por tanto, se decidió realizar un análisis más a 

fondo. 

 Si observamos el número de términos en la tabla 2, podemos notar que estos 

aumentan muy rápido, por lo cual, el procesamiento de los datos podría requerir un 

excesivo coste computacional. Lo cual nos llevó a plantear la posibilidad de generar un 

método iterativo para reducir el cómputo. 

a. 

(31) 
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Número de 
articulación 

Número de elementos del polinomio 
(P.C.D) 

X Y Z 

1 1 1 1 

2 2 2 1 

3 4 4 2 

4 7 7 4 

5 12 12 7 

6 20 20 12 

7 33 33 20 

8 54 54 33 

9 88 88 54 

10 142 142 88 

TOTAL 364 364 222 
 

Tabla 2. Número de elementos del polinomio solución del P.C.D 

Para trabajar con el procesamiento de todos estos datos, se propone el siguiente 

procedimiento,  

dada la cerradura de la suma en ℝଷ, podemos asumir, que: 

𝑝௜ + 𝑟௜ = 𝑝௜ାଵ 

donde 𝑟௜son las componentes vectoriales que hay que añadir al i-ésimo vector p, para 

obtener el siguiente. 

𝑟௜ = ൝

𝑟𝑥௜

𝑟𝑦௜

𝑟𝑧௜

ൡ 

Empleando la expresión (), tambien podemos decir que: 

(32) 

(33) 

(34) 

 

 

(35) 
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||𝑟௜|| = 𝑙 

Y, además, despejando 𝑟௜ 

𝑟௜ = 𝑝௜ାଵ − 𝑝௜ 

Por tanto, podemos obtener la solución del P.C.D, trabajando con las componentes r, y 

sumándolas consecutivamente, obteniendo la siguiente generalización. 

𝑝௜ = ൝

𝑥௜

𝑦௜

𝑧௜

ൡ =

⎩
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎧𝑥଴ + ෍ 𝑟𝑥ሬሬሬሬ⃗ ௜

ெିଵ

௜ୀଵ

𝑦଴ + ෍ 𝑟𝑦ሬሬሬሬ⃗ ௜

ெିଵ

௜ୀଵ

𝑧଴ + ෍ 𝑟𝑧ሬሬሬሬ⃗ ௜

ெିଵ

௜ୀଵ ⎭
⎪
⎪
⎪
⎬

⎪
⎪
⎪
⎫

 

Lo anterior puede visualizarse de mejor forma en la gráfica 4. 

 

Gráfica 4.Análisis Vectorial del Problema de cinemática directa. 

 Se comprobó de forma algebraica que las expresiones polinomiales obtenidas 

realmente representan n puntos en el espacio, preservando al menos la norma en 3 

dimensiones, esto se hizo empleando el software Wolfram Mathematica. Para llegar a 

esta conclusión, se puso a prueba que se cumpliera con la ecuación 34. (Anexo 2) 

=

(𝑥ଵ, 𝑦ଵ,𝑧ଵ)

(𝑥ଶ,𝑦ଶ,𝑧ଶ)

(𝑥ଵ + 𝑅𝑋1, 𝑦ଵ + 𝑅𝑌1,𝑧ଵ + 𝑅𝑍1)(𝑥ଶ, 𝑦ଶ,𝑧ଶ)

x

z

y

(36) 
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 Lo anterior pudo realizarse hasta n=9, para n= 10, dado el elevado número de 

términos, el equipo de cómputo no termino de procesarlo después de 2 horas, por lo 

que se decidió comprobarlo de forma numérica con 50 iteraciones, la identidad 

expresada en la ecuación 34, se siguió preservando, por lo cual se determinó la 

expresión como válida. 

 Enviamos algunas señales con un valor referido al ángulo que debe tomar cada 

articulación para notar que la estructura generada fuera consistente, dichas expresiones 

están dadas en la ecuación 37, para las articulaciones pares y nones, respectivamente. 

La posición obtenida de la cadena cinemática puede observarse en la gráfica 6. 

ቐ
𝑞ଶ௡ =

(ିଵ)೙శభగ

ସ

𝑞2𝑛+1 =
(−1)𝑛+1𝜋

4

 

 

Gráfica 5. Estructura del robot enviando las señales expresadas en la ecuación 37. 

 El número de elementos del polinomio para evaluar el P.C.D. quedó distribuido 

de la siguiente manera: 

Número de Número de elementos del polinomio 

(37) 
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articulación (P.C.D) 
X Y Z 

1 1 1 1 
2 2 2 1 
3 3 3 2 
4 5 5 3 
5 8 8 5 
6 13 13 8 
7 21 21 13 
8 34 34 21 
9 55 55 34 
Total 143 143 88 

Tabla 3.Cantidad de términos del polinomio solución del problema cinemático directo usando 

residuos.  

 Observación: La relación entre número de articulaciones y elementos del 

polinomio del P.C.D, forma la Sucesión de Fibonacci.  

 De esta forma, podríamos resolver el P.C.D por tres métodos: 

 1: Multiplicar directamente las matrices para cada instante de tiempo t. 

 2: Evaluar los polinomios obtenidos para cada instante de tiempo t. 

 3: Evaluar los residuos, sumar y obtener el siguiente elemento 𝑝௜ 

 Si analizamos el cómputo con mayor número de términos, resuelto por cada uno 

de los métodos obtenemos la siguiente tabla y gráfica: 

Numero de 
articulación 

Número de elementos del polinomio 
(P.C.D) 

Producto de 
matrices. 

𝑝௜ 𝑟௜ 

1 1 1 1 
2 64 2 2 
3 128 4 3 
4 192 7 5 
5 256 12 8 
6 320 20 13 
7 384 33 21 
8 448 54 34 
9 512 88 55 

10 576 142  
TOTAL 2881 364 143 
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Tabla 4.Comparativa del cómputo del P.C.D usando los tres métodos. 

 

Gráfica 6.Crecimiento del cómputo por n-ésima articulación del P.C.D. 

5.3.2 Generadores sinusoidales. 

 En el caso del modelo con proyección en 3 dimensiones, como menciona Garzón 

(2011), se plantean inicialmente dos generadores, uno para las articulaciones con 

rotación sobre el plano XY, y otro con rotación sobre el plano XZ. (Garzón, 2011) 

 Se comenzó proponiendo añadiendo dos generadores similares a la ecuación 38, 

a saberse: 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 𝛼௜,௧ = 𝛼 cos ൬𝜑(𝑡) +

2𝜋𝑘(𝑖 − 1)

𝑀/2
൰

𝛾௜,௧ = 𝛾 cos ൬𝜑ଶ(𝑡) +
2𝜋𝑘(𝑖 − 1)

𝑀/2
൰

 

 Sin embargo, al implementarse ambos generadores para resolver el P.C.D, se 

carecía de estructura, transiciones suaves y locomoción sobre dos puntos del robot. Por 

lo cual se modificó el algoritmo a partir de la observar cómo se mueven las serpientes, y 

modificando los generadores tomando como inspiración ecuación de calor 

unidimensional homogénea. 

 Partimos del hecho de que la amplitud, o análogamente, la medida de la cantidad 

que el cuerpo de un organismo puede doblarse, no siempre es la misma, tanto para 

(38) 
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cualquier instante de tiempo, como para todo el largo de la estructura. Por tanto. los 

parámetros 𝛼, 𝛾 , no pueden ser constantes en este caso. Por lo cual la solución que se 

propone, consiste en hacerlos variables, a fin lograr mayor flexibilidad en la cadena 

cinemática. 

5.3.3 Análisis de la ecuación de calor. 

 La ecuación de calor para el caso de una varilla unidimensional, nos ofrece un 

conjunto de soluciones para resolver el problema homogéneo. 

𝑈௫௫ = 𝑈௧ 

 Donde: 

U(x,0), es la distribución inicial del calor, y: 

൜
𝛸(0, 𝑡) = 𝑓(𝑡)

𝛸(𝑙, 𝑡) = 𝑔(𝑡)
 

 Las condiciones de frontera, o como se distribuye el calor a lo largo de la varilla.  

 Generalmente, Χ(𝑥),  es una expansión en eigenfunciones en términos de la 

serie de Fourier. y nos dice como se distribuye el calor a lo largo de la varilla. Mientras 

que T(t), nos dice como se disipa el calor conforme va pasando el tiempo (si es que 

esta se encuentra en enfriamiento). 

  Para solucionar este problema de ecuaciones diferenciales parciales, y 

desechando la idea de que la solución no es U=0, (ya que no nos daría ninguna 

información acerca de la disipación del calor) partiremos de una solución propuesta de 

la forma: 

(39) 
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Figura 21. Solución de la ecuación de calor unidimensional. 

Tomemos el siguiente ejemplo: 

𝑈௫,௧ = ෍
8

[(2𝑛 + 1)(𝜋)]ଷ
𝑆𝑖𝑛(𝜆௡𝑥) ∗

ஶ

௡ୀ଴

𝑒ିగమ௧ 

Que satisface las siguientes condiciones de frontera: 

Y cuya condición inicial es: 

𝜑(𝑥) = 𝑆𝑖𝑛(𝜋𝑥) 

Graficando la función U, podemos notar la disipación del calor conforme pasa el tiempo. 

 

Gráfica 7.Distribución del calor en una varilla durante t= 1 segundo. 

 En esta parte, el lector debe preguntarse, cual es la relación entre el fenómeno 

de disipación de la energía, y un algoritmo basado en serpientes. Bien, en el problema 

que estamos resolviendo, se está modelando la distribución de movimiento a lo largo de 

una distancia, o de una cadena que está oscilando o vibrando con cierta amplitud y 

frecuencia. 

Distribución de energía a lo largo de la materia

X(x)   T(t)

Disipación/ Acumulación de energía.

U=

(40) 

(41) 
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 Dado que, en el movimiento de una serpiente, hay amplitud variable (o 

análogamente, la libertad de doblar su cuerpo) a lo largo del cuerpo del animal, 

haremos variable la amplitud de la señal de cada una de las articulaciones, tomando 

como inspiración, la solución de la ecuación de calor. 

 Ya que la deducción de esta solución parte de: 

𝑈௫,௧ = 𝑋(𝑥)𝑇(𝑡) 

 Y los generadores de Hirose de la ecuación 38. tambien están en función de la 

distancia y el tiempo, entonces proponemos sustituir la amplitud constante por: 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧α௜,௧ = I(i)T(t) cos ൬𝜑(𝑡) +

2𝜋𝑘(𝑖 − 1)

𝑀/2
൰

𝛾௜,௧ = 𝐼(𝑖)𝑇(𝑡) cos ൬𝜑(𝑡) +
2𝜋𝑘(𝑖 − 1)

𝑀/2
൰

  

 De esta forma, la amplitud de la señal será variable a lo largo del tiempo, y se 

distribuirá de forma variable a lo largo de la estructura para dotar de mayor flexibilidad 

en los movimientos a la cadena cinemática.  

5.3.4 Obtención de las funciones generadoras de amplitud. 

 Para obtener una función que nos genere una amplitud deseada en términos de 

dos variables, nos basamos en el movimiento tipo ‘concertina’, observada en algunas 

serpientes, el cual puede ser observado en la figura (21). 

 

Figura 22.Movimiento de Tipo Concertina. Enciclopedia Británica (2012).  

(42) 

(43) 
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 Puede observarse, que la amplitud de la onda que describe el movimiento se 

concentra en medio del organismo, y se distribuye hacia la izquierda y la derecha, por 

tanto, nuestra estrategia de movimiento tendrá la siguiente secuencia. 

 Si el movimiento es simétrico. 

  -Contracción por derecha. 

  - Expansión. 

  -Contracción por izquierda. 

  -Expansión. 

 Si el movimiento es asimétrico. 

  Contracción (por únicamente derecha, o izquierda) 

  Expansión. 

  Contracción. 

  Expansión. 

 El comportamiento de la estrategia de locomoción propuesta puede apreciarse 

de mejor manera en la gráfica 8. 

 

Gráfica 8.Vista Superior de la expansión y contracción del robot en 3 dimensiones. 

 Para pasar el movimiento deseado a un modelo matemático que lo represente, 

asociaremos el ciclo de trabajo a distintas etapas del proceso de locomoción en que la 

amplitud alcanza valores críticos. 

a. 

b. 
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Instancia Tiempo asociado del 
ciclo [S]. 

Inicio (partiendo del 
reposo) 

t=0 

Inicio de expansión t=0.25 
Expansión (amplitud 
máxima) 

t=0.5 

Inicio de contracción t=0.75 
Posición inicial (inicio del 
segundo ciclo de 
trabajo). 

t=1 

Tabla 5.Instantes y valores críticos. 

Lo cual nos lleva a plantear las siguientes restricciones. 

max [ 𝛼௜,௧] = ቄ
𝛼ହ,଴.ଶହ ௧

𝛼ହ,଴.଻ହ௧
min [ 𝛼௜,௧] = ቄ

𝛼ହ,଴ ௧

𝛼ହ,଴.ହ௧

max [ 𝛾௜,௧] = ቄ
𝛾ସ,଴.ଶହ ௧

𝛾଺,଴.଻ହ௧
min [ 𝛾௜,௧] = ቄ

𝛾ସ,଴௧

𝛾଺,଴.ହ௧

 

 Además, dado que el serpenteo se aprecia más desde la vista superior que de la 

horizontal, se debe cumplir que: 

𝛼௜,௧ > 𝛾௜,௧ 

 Con esto garantizamos que: 

 El doblaje del cuerpo del robot se concentre en medio del cuerpo, y que esto 

ocurra en los instantes de tiempo asociados a la instancia crítica, regresando a una 

posición inicial y evitando transiciones bruscas si se busca una rutina simétrica, ya que 

habrá que pasar forzosamente por un punto de amplitud cero. 

 Podemos percatarnos que el comportamiento de la amplitud de onda sigue un 

patrón muy similar al de la solución de la ecuación de calor y cuyo comportamiento 

puede apreciarse en la gráfica 8.  

 Por lo cual, el siguiente paso, es obtener una expresión que distribuya el 

movimiento de forma que este se concentre en medio y hacia los lados durante cada 

ciclo de locomoción, el planteamiento se realiza de la siguiente manera: 

(44) 
(45) 
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Si i, es par: 

𝐼(𝑖)| max[𝐼] = 𝑓(5), 

además, min[𝐼] = 𝑓(1) = 𝑓(𝑀 − 1) 

Si i, es impar: 

𝐼(𝑖)| max[𝐼] = 𝑓 ൬
𝑀

2
+ 1൰, 

además, min[𝐼] = 𝑓(2) = 𝑓(𝑀) 

 Ya que la tasa o razón de cambio de la exponencial de la ecuación 40, que 

describe la disipación de la energía en un periodo de cambio, suele ser elevada, 

optaremos por una con transición más suave, por lo cual se proponen las siguientes 

funciones que además cumplan con las restricciones propuestas en las ecuaciones 46 y 

47. 

𝐼(𝑖) = 2
ିቚ

೔ష೘

೘షభ
ቚ, si i es impar. 

𝐼(𝑖) = 2
ିቚ

೔ష(೘శభ)

೘
ቚ, si i es par. 

Donde :       m= M/2. 

 Podemos observar, como sería la distribución de la amplitud, a través de cada 

una de las i-ésima articulaciones en la gráfica 9. 

 En caso de T(t), si se desea un movimiento simétrico, en el cual, la señal se 

distribuya en la segunda mitad del ciclo de locomoción a igual magnitud, pero sentido 

contrario, se propone: 

𝑇(𝑡) = 𝐾௡ 𝑢(𝑡)𝑆𝑖𝑛(2𝜋𝑡) 

 Donde: 

 𝐾௡= constantes de amplificación de la señal. 

 u(t): función escalón unitario, el cual está dado de la siguiente forma. 

𝑢(𝑡) = ൜
1, 𝑡 < 0.5

−1, 𝑡 ≥ 1
 

 En cambio, si se desea un movimiento asimétrico, simplemente: 

(46) 

(47) 

(49) 

(50) 

(51) 

(48) 
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𝑇(𝑡) = 𝐾௡ 𝑆𝑖𝑛(2𝜋𝑡) 

 

Gráfica 9.Comportamiento de la función amplitud con escalón unitario. 

 Por tanto, nuestros generadores sinusoidales quedarían de la siguiente manera. 

ቊ
𝛼ప.௧തതതത = 𝐼(𝑖)𝑇(𝑡)𝛼௜,௧ + 𝛿

𝛾ప.௧തതതത = 𝐼(𝑖)𝑇(𝑡)𝛾௜,௧ + 𝛿መ
 

 Si, además, se desea dar dirección de desplazamiento al robot, este puede 

obtenerse añadiendo un ángulo constante 𝛿, según sea el caso. 

 El comportamiento del generador sinusoidal puede observarse en la gráfica 10. 

Mientras que las funciones I y T, controlan la amplitud de la señal, el generador 

sinusoidal se encarga de distribuirla a lo largo de la cadena cinemática. 
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Gráfica 10.Implementación de la función amplitud al generador Serpenoide. 

 Alcanzado este paso, se procedió a implementar el algoritmo de locomoción 

empleando la ecuación 52. Obteniéndose lo siguiente. 

 

Gráfica 11.Implementación de los generadores al robot en 3D 
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5.3.5 Limpieza de la señal. 

 Podemos observar que no hay una transición recurrente, o que imite cualquier 

comportamiento o patrón de movimiento, esto es causado debido a que las 

proyecciones generadas sobre el eje Y, siempre están siempre en adición una tras otra, 

por lo cual, es necesario procesar la señal, para obtener las transiciones que nos 

generen el patrón de movimiento deseado. Por lo cual, en este algoritmo, la señal debe 

pasar forzosamente por una etapa de depuración en la cual se elimine la interacción de 

la señal de la n-ésima articulación, con la articulación n+1. Es decir, hallar una 

expresión que cumpla con la ecuación 15. 

 Lo cual implica encontrar un símil para la ecuación 21, en el caso unidimensional. 

No se pudo encontrar una solución por inducción para resolver el problema (Consultar 

Anexo 3). En vista de este problema, se optó por un tratamiento numérico de los datos 

que al final nos permitió obtener la expresión matemática deseada. 

 Este método consistió en restar de la señal inicial, la proyección generada sobre 

los ejes Y, Z, según sea el caso, con la finalidad de depurar la señal. Dicho 

procesamiento de datos debe efectuarse durante cada iteración dentro del ciclo de 

trabajo. 

 En principio, se genera una señal inicial, la cual es enviada a la estructura 

geométrica del robot, análogo a una “planta”, y posteriormente se determina el “error”, 

para producir una nueva señal que entra al sistema, por lo cual puede observarse cierta 

similitud con un sistema de control a lazo cerrado.  Lo cual puede apreciarse en la 

figura 22.  

 La ecuación 54 muestra el procesamiento de los datos dentro de nuestro método 

numérico. 𝛼ప,௧,തതതതത 𝛾ప,௧തതതത son las señales producidas por los generadores sinusoidales en la 

etapa 1. Mientras que 𝛼ധ௜,௧ y 𝛾̿௜,௧, representan las señales ya depuradas en la etapa 2. 

ቊ
𝛼ധ௜,௧ = 𝛼ప,௧തതതത − 𝜃௜ିଵ,௧

𝛾̿௜,௧ = 𝛾ప,௧തതതത − 𝜃෠௜ିଵ,௧

 (53) 
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 En la cual, los ángulos de las proyecciones están dados por: 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝜃௜ିଵ,௧ = tanିଵ ቆ

𝑃௣೔,௬

𝑃௣೔,௫
ቇ

𝜃෠௜ିଵ,௧ = tanିଵ ቆ
𝑃௣೔,௭

𝑃௣೔,௫
ቇ

 

 Estas dos últimas expresiones fueron obtenidas por inducción, y son 

equivalentes a las obtenidas por (Transeth, 2007). Donde 𝑃௣೔,௫, 𝑃௣೔,௬ y 𝑃௣೔,௭ son las 

proyecciones del vector 𝑝௜sobre los ejes X, Y, Z, del sistema coordenado absoluto, 

respectivamente. La principal ventaja de este algoritmo es no tener que buscar un 

generador sinusoidal que al aplicarse obtenga una imagen en W. Sino que, mediante el 

cálculo de la diferencia, puede modificarse. Mientras que la desventaja principal es el 

doble cómputo en la solución del P.C.D, lo que eleva el coste computacional del 

procesamiento de datos. La limpieza de la señal puede observarse en la figura (13). 

 

Gráfica 12.Movimiento del robot al procesar la señal corregida 

 De esta forma, el algoritmo de locomoción con imagen en 3 dimensiones tiene 

con diferencia al caso unidireccional, una segunda etapa de procesamiento de la señal 

del generador.  

5.3.6 Modelo final. 

 Las ecuaciones que producen el movimiento, quedan entonces de la siguiente 

manera: 

(54) 
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൝
        𝛼ప.௧ധധധധ = 𝛼. 𝑢(𝑡) sin[2𝜋𝑡]. 2|

మ೔షಾ

ಾ
| 𝛼௜.௧ +𝛿

𝛾ప.௧ധധധധ = 𝛾. sin[2𝜋𝑡]. 2|
మ೔షಾ

ಾ
| 𝛾௜.௧ +𝛿መ

 

5.3.7 Algoritmo de locomoción. 

 El algoritmo de locomoción para el robot en 3 dimensiones, tendrá entonces los 

siguientes pasos a seguir: 

1. Definición de parámetros. 

2. Inicialización de los 2 generadores sinusoidales. 

3. Etapa 1: Procesamiento de la señal, sin salida hacia la estructura (robot), sino 

generación de una posición “virtual”. 

4. Etapa 2: Obtención de los ángulos empleando las ecuaciones () y (), para 

recuperar la señal inicialmente enviada. 

5. Obtención de una señal con salida hacia la estructura (robot) para generar una 

posición en el espacio. 

6. Continuar generando posiciones hasta que el tiempo transcurrido sea igual al 

necesario para completar un ciclo de locomoción (T). 

 La estructura del algoritmo de locomoción, puede visualizarse en el diagrama 

presentado en la figura 22. 

(55) 
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Figura 23.. Diagrama de flujo de algoritmo de locomoción en 3 dimensiones para un robot 

Snake. 

 A pesar que se obtiene un solo algoritmo de locomoción, esto no impide que 

puedan crearse distintos patrones de movimiento, lo cual se logra manipulando 

nuestros parámetros en las funciones generadoras de señal. Se crearon dos principales 

tipos de locomoción. a decirse, movimiento concertina con movimiento en 3 

dimensiones, simétrico y asimétrico asi cómo movimiento lateral o Sidewinding 

simétrico y asimétrico. 

5.3.8 Rutinas de viraje. 

 Si se desea cambiar de dirección durante la ejecución de una rutina de 

locomoción, entonces nuestro ángulo de desfasamiento cambiaria de ser constante, a 

ser variable en el tiempo, se propone, para esto, una función de tipo. 

𝛿(𝑡) = 𝑎𝑡 + 𝛿଴ 

 Donde: 

 a: Tasa de cambio del ángulo de viraje. [Rad/s] 

 t: Tiempo del ciclo local [S]. 

(56) Dire
cc

ión
 G

en
era

l d
e B

ibl
iot

ec
as

 U
AQ



 
 

56 
 

 𝛿଴: Valor Inicial, o ángulo previo antes del viraje [Rad/s]. 

 En este punto, se vuelve una propiedad interesante el hecho de que este 

algoritmo de locomoción pase por un instante de tiempo t, en que la amplitud es cero 

(inicio y final), ya que, si se desea cambiar de estrategia de locomoción, puede 

implementarse una, en cuanto concluye otra, sin tener que elaborar una secuencia de 

transición. Este punto se ilustra en la figura 23 

 

Figura 24.Cambio de dirección aprovechando los instantes de amplitud cero. 

5.3.9 Evasión de obstáculos. 

 Para ilustrar el punto anterior, se presenta una situación útil, en la cual, es 

deseable implementar una estrategia de locomoción, con el objetivo de evadir un 

obstáculo, haciendo uso de diversos patrones de locomoción obtenidos.  

 Se hace la suposición, que, por métodos de lectura del entorno, no 

pertenecientes al estudio cinemático como sensado, visión, sistemas de control, se 

cuentan con los siguientes datos. 

 Un ángulo de viraje inicial 𝛿଴ [Rad]. 

 Un ángulo de viraje final para evadir el obstáculo 𝛿௙ [Rad]. 

 Un periodo de tiempo para virar, estabilizar y regresar a la dirección original n𝜏 

[S]. 

 Dividimos el procedimiento para evadir el obstáculo en los siguientes, haciendo 

la suposición que el tiempo para cada uno es constante (Gráfica 13). 

Patrón de 
locomoción 

1

Patrón de 
locomoción 

2

Patrón de 
locomoción 

3

Inicio Secuencia 1
𝛼 𝑡 = 0

Final Secuencia 1
Inicio Secuencia 2

𝛼 𝑡 = 0

Final Secuencia 2
Inicio Secuencia 3

𝛼 𝑡 = 0

Final Secuencia 3
𝛼 𝑡 = 0
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 1: El robot se desplaza en una dirección, con un ángulo inicial 𝛿଴. 

 2: Se detecta un obstáculo, para lo cual, se inicia una secuencia de viraje, 

 empleando los valores de la ecuación 57. Siendo de utilidad la propiedad de los 

 generadores de locomoción expresada en la figura 24. 

 3: El robot se estabiliza, retomando la dirección inicial y rodeando al objeto, 

 4: Comienza la rutina de viraje para volver a la ruta inicial. 

 5: El Robot completa la evasión del obstáculo, retomando la dirección y el ángulo 

de trabajo. 

 

Gráfica 13.Estrategia de evasión de obstáculos.

Estrategia de evasión de obstáculos
Ángulo [Rad].

𝛿଴

𝛿௙

nτ 2nτ 3nτ

Dirección           Evasión           Rodear Regresar          Dirección 
Inicial                                                                                               Inicial

4nτ 5nτ
Tiempo[S].
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6 Resultados y discusión. 

 El algoritmo de locomoción se programó en Visual Basic, empleando una hoja de 

cálculo de Excel para visualizar la animación, para evaluarlo, fue empleado un 

procesador Intel Celeron 1.60 GHZ y 4.00 GB de memoria RAM. En el caso 

unidimensional, tambien se programó en C++- El simulador consiste en ejecutar un 

contador que da un valor t+∆t, generando una posición del robot, y actualizando la 

imagen en el espacio, puede apreciarse la locomoción del robot. Procederemos 

mostrando los resultados obtenidos en el modelo unidireccional para luego presentar 

los obtenidos en el modelo bidireccional. Se presentan los parámetros de ajuste de los 

generadores. 

6.1 Modelo unidireccional.  

 Animación 1. Descripción: “Movimiento de tipo línea recta, simétrico, con 

algoritmo 1D, en el plano X, Y Con 0 grados de dirección 

 

Tabla 6. Parámetros implementados en la animación 1. 

 
Parámetros del 

generador. 
Valor Unidades 

𝛼 π/3 [Rad] 

𝛾 No 
aplica 

[Rad] 

M 10 Adimensional. 

𝛿 No 
aplica 

[Rad] 

𝛿መ 0 [Rad] 

τ 3 Adimensional 
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Tabla 7. Función generadora de la animación 1. 

      

           Gráfica 14.Evolución del algoritmo de locomoción de la animación 1. 

 

Tabla 8. Mediciones obtenidas de la animación 2. 
  

 
Funciones del 

generador. 
Expresión 

𝑢(𝑡) 1 

𝛼𝑖,𝑡  sin[φ(t) +
2πk

M
(i − 1)] 

𝛾𝑖,𝑡 No aplica 

 X [Cm]. Y [Cm]. Z [Cm]. Tiempo [S]. 
Distancia 
recorrida 

60 0   

Altura Máxima 
Alcanzada 

  8.3927  

Tiempo de 
ejecución del 
algoritmo. 

   6.9847 
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Animación 2: Descripción: “Movimiento de tipo línea recta, simétrico, con algoritmo 1D, 

en el plano X, Y Con 18° grados de dirección. 

 

Tabla 9. Parámetros implementados en la animación 2. 

 

Tabla 10. Funciones enviadas para generar la animación 2. 

 

Funciones del 

generador. 

Expresión 

u(t) 1 

αi,t sin[φ(t) +
2πk

M
(i − 1)] 

γi,t No aplica 
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Tabla 11.Mediciones obtenidas de la animación 2. 

  

Gráfica 15. Visualización del desplazamiento de la animación 2. 

  

 

 X [Cm]. Y [Cm]. Z [Cm]. Tiempo [S]. 

Distancia 

recorrida 

57.06339 18.54101   

Altura Máxima 

Alcanzada 

  16.03542  

Tiempo de 

ejecución del 

algoritmo. 

   7.36778 
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6.2 Modelo bidireccional. 

  Se probaron variantes del algoritmo, enviando distintos tipos de señales, 

simétricas y asimétricas, o enviando senos y cosenos,  

obteniéndose diversos patrones de locomoción.  El movimiento obtenido por los 

generadores durante un ciclo de locomoción puede visualizarse en la figura (). 

 Se presentan a continuación las rutinas de movimiento creadas, además de los 

parámetros fijados, las funciones generadoras de movimiento establecidas para cada 

rutina y el tipo de locomoción obtenido. Todas fueron para programar al menos 20 

ciclos de locomoción, aunque solo se presentan 3 ciclos en las gráficas debio a que se 

superpone en cantidad la evolución del movimiento del mecanismo. Se registra el 

tiempo y el avance en con respecto a los ejes X & Y. 

Animación 3. Descripción: “Movimiento de tipo ondulatorio, asimétrico, con señal 
sinusoidal como generador, con línea recta como trayectoria a seguir “ 

Tabla 12. Señales enviadas al generador para la animación 3. 

 
Funciones del 

generador. 

Expresión 

𝑢(𝑡) -1 si 𝑡 < 0.5 

1 si  𝑡 ≥ 0.5 

𝛼𝑖,𝑡  sin ൤𝜑(𝑡) +
2𝜋𝑘

𝑀
(𝑖 − 1)൨ 

𝛾𝑖,𝑡 sin[𝜑(𝑡) +
2𝜋𝑘

𝑀
(𝑖 − 1)] 
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Tabla 13. Ajuste de parámetros para la animación 3. 

Tabla 14. Resultados obtenidos de la animación 3 

 
Parámetros del 

generador. 
Valor Unidades 

𝛼 π/12 [Rad] 

𝛾 π/36 [Rad] 

M 10 Adimensional. 

𝛿 0 [Rad] 

𝛿መ 0 [Rad] 

τ 3 Adimensional 

Gráfica 16. Visualización de la animación 3 

 X [Cm]. Y [Cm]. Z [Cm]. Tiempo [S]. 
Distancia 
recorrida 

15 0   

Altura Máxima 
Alcanzada 

  1.93  

Tiempo de 
ejecución del 
algoritmo. 

   18.2164 
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Gráfica 17. Vista superior de la animación 3. 
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Animación 4. Descripción: “Movimiento de tipo concertina, simétrico, con señal 

sinusoidal como generador “ 

 

Tabla 15. Parámetros para generar la animación 4. 

 

Tabla 16 Funciones implementadas en el algoritmo de locomoción de la animación 4. 

 
Parámetros del 

generador. 

Valor Unidades 

𝛼 π/12 [Rad]. 

𝛾 π/36 [Rad]. 

M 10 Adimensional. 

𝛿 0 [Rad]. 

𝛿መ 0 [Rad]. 

τ 3 Adimensional 

Funciones del 

generador. 

Expresión 

𝑢(𝑡) -1 

𝛼𝑖,𝑡  sin[𝜑(𝑡) +
2𝜋𝑘

𝑀
(𝑖 − 1)] 

𝛾𝑖,𝑡 sin[𝜑(𝑡) +
2𝜋𝑘

𝑀
(𝑖 − 1)] 
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Gráfica 18.Evolución del algoritmo de locomoción en la animación 4. 

 

Gráfica 19.Vista superior de la evolución de la animación 4. 
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Tabla 17. Mediciones obtenidas de la animación 4. 

  

 X [Cm]. Y [Cm]. Z [Cm]. Tiempo [S]. 

Distancia 

recorrida 

15 0   

Altura Máxima 

Alcanzada 

  1.93  

Tiempo de 

ejecución del 

algoritmo. 

   15.5664 
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Animación 5. Descripción: “Movimiento de tipo concertina, asimétrico, con señal de tipo 

coseno como generador “ 

 

Tabla 18.Parámetros implementados en el algoritmo de la animación 5. 

 

 
 

Tabla 19.Funciones implementadas en el algoritmo para la animación 5. 

 

Tabla 20.Resultados de la ejecución del algoritmo de la animación 5. 

 
Parámetros del 

generador. 
Valor Unidades 

𝛼 π/12 [Rad] 

𝛾 π/36 [Rad] 

M 10 Adimensional. 

𝛿 0 [Rad] 

𝛿መ 0 [Rad] 

τ 3 Adimensional 

 
Funciones del 

generador. 
Expresión 

𝑢(𝑡) -1 si 𝑡 < 0.5 

1 si  𝑡 ≥ 0.5 

𝛼𝑖,𝑡  Cos[𝜑(𝑡) +
2𝜋𝑘

𝑀
(𝑖 − 1)] 

𝛾𝑖,𝑡 Cos[𝜑(𝑡) +
2𝜋𝑘

𝑀
(𝑖 − 1)] 

 X [Cm]. Y [Cm]. Z [Cm]. Tiempo [S]. 
Distancia 
recorrida 

15 0   

Altura Máxima 
Alcanzada 

  1.628248  

Tiempo de 
ejecución del 
algoritmo. 

   15.43286 
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Gráfica 20.Evolución del algoritmo de locomoción en la animación 5. 

 

Gráfica 21.Vista superior de la evolución del algoritmo en la animación 5. 
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Animación 6. Descripción: “Movimiento de tipo concertina, simétrico, con señal de tipo 

coseno como generador”. 

 

Tabla 21.Parámetros implementados en el algoritmo de la animación 6. 

 

 

Tabla 22.Funciones implementadas en el algoritmo de la animación 6. 

 

 

Tabla 23.Resultados de la ejecución del algoritmo en la animación 6 

 
Parámetros del 

generador. 
Valor Unidades 

𝛼 π/12 [Rad] 

𝛾 π/36 [Rad] 

M 10 Adimensional. 

𝛿 0 [Rad] 

𝛿መ 0 [Rad] 

τ 3 Adimensional 

 
Funciones del 

generador. 
Expresión 

𝑢(𝑡) -1 

𝛼𝑖,𝑡  Cos[𝜑(𝑡) +
2𝜋𝑘

𝑀
(𝑖 − 1)] 

𝛾𝑖,𝑡 Cos[𝜑(𝑡) +
2𝜋𝑘

𝑀
(𝑖 − 1)] 

 X [Cm]. Y [Cm]. Z [Cm]. Tiempo [S]. 
Distancia 
recorrida 

15 0   

Altura Máxima 
Alcanzada 

  1.628248  

Tiempo de 
ejecución del 
algoritmo. 

   15.43826 
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Gráfica 22.Evolución del algoritmo de locomoción en la animación 6. 

 

Gráfica 23.Vista superior de la evolución del algoritmo de locomoción en la animación 6. 
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Animación 7. Descripción: “Movimiento de tipo Sidewinding asimétrico, con señal de 

tipo seno como generador “. 

 

Tabla 24 Parámetros implementados en el algoritmo en la animación 7. 

 

Tabla 25.Funciones implementadas en el algoritmo de la animación 7 

 

Tabla 26. Resultados de la ejecución del algoritmo de la animación 7. 

   

 
Parámetros del 

generador. 
Valor Unidades 

𝛼 π/12 [Rad] 

𝛾 π/72 [Rad] 

M 10 Adimensional. 

𝛿 -π/4 [Rad] 

𝛿መ 0 [Rad] 

τ 3 Adimensional 

 
Funciones del 

generador. 
Expresión 

𝑢(𝑡) -1 si 𝑡 < 0.5 

1 si  𝑡 ≥ 0.5 

𝛼𝑖,𝑡  Sin[𝜑(𝑡) +
2𝜋𝑘

𝑀
(𝑖 − 1)] 

𝛾𝑖,𝑡 Sin[𝜑(𝑡) +
2𝜋𝑘

𝑀
(𝑖 − 1)] 

 X [Cm]. Y [Cm]. Z [Cm]. Tiempo [S]. 
Distancia 
recorrida 

10.60660172 10.60660172   

Altura Máxima 
Alcanzada 

  2.93607  

Tiempo de 
ejecución del 
algoritmo. 

   13.985 
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Gráfica 24. Evolución del algoritmo de locomoción 

 

Gráfica 25. Vista superior de la evolución del algoritmo de locomoción 
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Animación 8: “Movimiento de tipo Sidewinding simétrico, con señal de tipo seno como 

generador “. 

 

Tabla 27. Parámetros implementados en el algoritmo en la animación 8. 
 

 

Tabla 28.Funciones implementadas en el algoritmo de la animación 8 

 

Gráfica 26. Resultados de la ejecución del algoritmo de la animación 8 

 
Parámetros del 

generador. 
Valor Unidades 

𝛼 π/12 [Rad] 

𝛾 π/72 [Rad] 

M 10 Adimensional. 

𝛿 -π/4 [Rad] 

𝛿መ 0 [Rad] 

τ 3 Adimensional 

 
Funciones del 

generador. 

Expresión 

𝑢(𝑡) -1 

𝛼𝑖,𝑡  Sin[𝜑(𝑡) +
2𝜋𝑘

𝑀
(𝑖 − 1)] 

𝛾𝑖,𝑡 Sin[𝜑(𝑡) +
2𝜋𝑘

𝑀
(𝑖 − 1)] 

 X [Cm]. Y [Cm]. Z [Cm]. Tiempo [S]. 
Distancia 
recorrida 

10.60660172 10.60660172   

Altura Máxima 
Alcanzada 

  2.93607  

Tiempo de 
ejecución del 
algoritmo. 

   13.985 
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Gráfica 27.Funciones implementadas en el algoritmo de la animación 8. 

 

Gráfica 28. Vista superior de la evolución del algoritmo de locomoción de la animación 8. 
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Animación 9. Descripción: “Movimiento de tipo Sidewinding simétrico, con señal de tipo 

coseno como generador “. 

 

Tabla 29.Parámetros implementados en el algoritmo en la animación 9. 

 

Tabla 30.Funciones implementadas en el algoritmo de la animación 9 

 

Tabla 31. Resultados de la ejecución del algoritmo de la animación 9. 

Parámetros del 
generador. 

Valor Unidades 

𝛼 π/36 [Rad] 

𝛾 π/72 [Rad] 

M 10 Adimensional. 

𝛿 -11π/25 [Rad] 

𝛿መ 0 [Rad] 

τ 3 Adimensional 

 
Funciones del 

generador. 
Expresión 

𝑢(𝑡) -1 

𝛼𝑖,𝑡  Cos[𝜑(𝑡) +
2𝜋𝑘

𝑀
(𝑖 − 1)] 

𝛾𝑖,𝑡 Cos[𝜑(𝑡) +
2𝜋𝑘

𝑀
(𝑖 − 1)] 

 X [Cm]. Y [Cm]. Z [Cm]. Tiempo [S]. 
Distancia 
recorrida 

14.7343 2.8107   

Altura Máxima 
Alcanzada 

  6.0351  

Tiempo de 
ejecución del 
algoritmo. 

   13.27 

 Dire
cc

ión
 G

en
era

l d
e B

ibl
iot

ec
as

 U
AQ



 
 

77 
 

 

Gráfica 29. Animación del algoritmo en la animación 9. 

  

Gráfica 30. Vista superior de la evolución del algoritmo de locomoción en la animación 9. 

  

     Y

X

Ƭ= 1 Ƭ= 2 Ƭ= 3

-12

-10

-8

-6

-4

-2

0

2

0 20 40 60 80 100 120

Dire
cc

ión
 G

en
era

l d
e B

ibl
iot

ec
as

 U
AQ



 
 

78 
 

Animación 10. Descripción: “Movimiento de tipo Sidewinding asimétrico, con señal de 

tipo coseno como generador “. 

 

Tabla 32. Parámetros implementados en el algoritmo en la animación 10 

Tabla. Parámetros implementados en el algoritmo. 

 

Tabla 33.Funciones implementadas en el algoritmo de la animación 10 

 

Tabla 34. Resultados de la ejecución del algoritmo de la animación 10. 

  

 
Parámetros del 

generador. 
Valor Unidades 

𝛼 π/36 [Rad] 

𝛾 π/72 [Rad] 

M 10 Adimensional. 

𝛿 -11π/25 [Rad] 

𝛿መ 0 [Rad] 

τ 3 Adimensional 

 
Funciones del 

generador. 
Expresión 

𝑢(𝑡) -1 si 𝑡 < 0.5 

1 si  𝑡 ≥ 0.5 

𝛼𝑖,𝑡  Cos[𝜑(𝑡) +
2𝜋𝑘

𝑀
(𝑖 − 1)] 

𝛾𝑖,𝑡 Cos[𝜑(𝑡) +
2𝜋𝑘

𝑀
(𝑖 − 1)] 

 X [Cm]. Y [Cm]. Z [Cm]. Tiempo [S]. 
Distancia 
recorrida 

2.8107 14.7343   

Altura Máxima 
Alcanzada 

  6.0351  

Tiempo de 
ejecución del 
algoritmo. 

   13.27 
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Gráfica 31. Visualización de la animación 10. 

Gráfica 32.  Vista superior de la evolución del algoritmo de locomoción de la animación 10. 

6.3 Discusión de resultados. 

En base a los resultados obtenidos y las observaciones, puede apreciarse lo 

siguiente: 
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6.3.1 Modelo unidireccional. 

 El algoritmo fue posible implementar en Macro con VBA y C++. Observando que 

la complejidad del algoritmo es al menos Ω(𝑛ଶ). Al implementarse el algoritmo 

desarrollado en la presente tesis, en código C++, se comparó con el propuesto en la 

literatura, obteniéndose, los siguientes resultados. 

 

Tabla 35. Movimiento rectilíneo, comparación de resultados empleando algoritmo desarrollado y 
propuesto de literatura. 

 Se implementaron ambos algoritmos, obteniéndose las siguientes secuencias de 

movimiento dentro de un ciclo de locomoción, en cada transición, podemos notar que la 

estructura conserva al menos 2 puntos en el suelo, cumpliendo así con el criterio de 

estabilidad cinemático en robots ápodos (González, 2008). 

 Complejidad 
f(n) 

Iteraciones 
por ciclo de 
locomoción 

Tiempo  

[S]. Código 

Tiempo  

[S].Animación 

∆x[Cm] 

Modelo 1 n2 360 10,39  12.59 12.32 

Modelo 
Propuesto 

n2 180 6,49  8.57 12.32 
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Gráfica 33.Etapas de progresión dentro de un ciclo de locomoción de un snake robot 
empleando ambos algoritmos. 

 Podemos notar en la figura 33 que, con el algoritmo propio, solo fue necesario 

emplear 9 transiciones desde el reposo para completar un ciclo de locomoción, mientras 

en el código reportado por (González, 2008), se emplearon 16, por lo cual es una 

mejora en el ciclo de locomoción, Para consultar más a detalle, revisar (Anexo 4).  

 La mejora radica principalmente, en que el espectro en el que se mueve la 

función 𝜑(𝑡), en el plano polar. En nuestra propuesta, no hay una transición por el 

cuadrante III, aprovechando que el valor de la función seno es la misma en 0 y -π, 

podemos saltar esa parte sin que haya un cambio brusco en el movimiento del robot. El 

estudio de la dinámica es necesario para validar este patrón de movimiento es 

efectivamente más eficiente. 
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Figura 25. Perspectiva entre secuencias propuestas desde el plano polar. 

 Es importante notar que, en este perfil de locomoción, como en el bidireccional, 

solo se propuso una ∆x, constante, ya que como estamos trabajando con cinemática, 

no podemos tener certeza que el movimiento generado por la estructura realmente va a 

proporcionar movimiento hacía adelante ya que faltan más variables, como el torque, la 

inercia o la fricción. 

Sin embargo, dado que el modelo ya ha probado su funcionalidad como puede 

notarse en (Sandoval, 2018) y (González 2008). Podemos asumir un valor ∆, siempre y 

cuando la transición sea suave entre ciclos de trabajo, además la propuesta de mejora 

debería ser también validada mediante un análisis de la dinámica y posteriormente una 

implementación en una arquitectura. 

6.3.2 Modelo Tridimensional. 

 El algoritmo presentado en la figura 19, al ser de mayor complejidad por la 

retroalimentación y el número de términos de polinomio, fue únicamente desarrollada 

en VBA, sin embargo, se anexa como memoria de cálculo las expresiones de los 

polinomios las cuales pueden ser programadas en cualquier lenguaje. 

 La relación entre el número de elementos del polinomio solución y el 

número de articulación está dada por la razón áurea, resulta interesante, para 

nπ/2

2nπ (2n+1)π 2nπ

3nπ/2

(2n+1)π

nπ/2

3nπ/2

𝜑ଵ(𝑡)

𝜑ଵ(𝑡)
𝜑ଶ(𝑡)
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determinar la complejidad computacional del algoritmo. Que podemos acotar al menos 

en: 

Ω(Φ(𝑛))  , Donde Φ, es la razón aurea, dada por la siguiente expresión. 

Φ(𝑛) =
1

ඥ5
቎൭

1 + ඥ5
2

൱

𝑛

− ൭
1 − ඥ5

2
൱

𝑛

቏ 

En la cual, para este caso 

n, será el número de articulación. 

Φ, será el número de términos del polinomio de tipo residual, para computar su P.C.D. 

 Consideramos que esta relación se produce, debido a que la solución del P.C.D, 

considera la rotación de la n-ésima articulación, en función de si misma y en función de 

la anterior, ya que estas están ligadas dada la estructura del robot, por lo cual el 

número de términos comienzan a acumularse bajo la secuencia antes mencionada. 

 De igual forma que modelo unidireccional, este se compara con el presentado 

por (González, 2008). Para esto compararemos el modelo, enviando un seno como 

señal de onda, tanto un coseno, bajo los parámetros de la animación 3 y 4. Empleando 

nuestro modelo, con secuencia propuesta en la ecuación21, y generadores de amplitud 

variable, expresados en la ecuación 55, mientras el modelo a comparar usa como 

secuencia el de la ecuación 20, y de generadores con amplitud constante. 

 Se muestra la distribución de la amplitud enviada al actuador durante la 

expansión durante medio ciclo de trabajo, dado que la señal es simétrica, a las 

articulaciones impares, pares y la progresión del robot desde el plano XZ. Para observar 

el cumplimiento de la estabilidad cinemática para robots ápodos. 

Análisis de señal de la animación 1.  

 Podemos notar que la expansión máxima y la expansión mínima, se produce, de 

la forma deseada en la ecuación 45. en caso de las articulaciones pares, no siendo así 

así en caso de la amplitud en el caso de las articulaciones pares. Aunque ambas si 

(57) 
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cumple con concentrar las señales de amplitud en el centro de la estructura y reducirlas 

en los extremos. 

 

 

Gráfica 34. Distribución de la amplitud a través del robot sobre el plano XZ. 

En la gráfica 35 podemos apreciar que este algoritmo no guarda el criterio de 

estabilidad cinemática, ya que al realizar la simulación las articulaciones 3 hasta la 7 

están constantemente cruzando al eje -Z. 

 

Gráfica 35. Evolución del algoritmo de locomoción en el plano XZ 

 Por lo cual decidimos analizar el algoritmo empleado por (González, 2008). Para 

comparar cómo se comporta. La gráfica 36, nos muestra que los valores de amplitud 

son más homogéneos a lo largo de la estructura del robot. 
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Gráfica 36. Distribución de la amplitud con el algoritmo. comparado. 

 Podemos observar en la gráfica 37 la proyección en XZ de este algoritmo, 

notamos que al menos dos articulaciones tienen su ubicación en eje -Z, siendo mínima 

(-0.4 cm). Muy probablemente, al funcionar el robot, este movimiento solo genere una 

acción de reacción en sentido opuesto dada la tercera ley de Newton.  

 

Gráfica 37. Proyección en el plano XZ del algoritmo de González (2008). 

 Dados estos resultados, decidimos cambiar las ecuaciones de desfasamiento de 

la función 𝜑(𝑡), pasando de ejecutar esta parte del algoritmo con la ecuación 23, a 

hacerlo con la ecuación 24. Conservando una función de amplitud variable para 

concentrarla en el centro del robot y expandirla hacia los costados. 
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Gráfica 38.  Amplitud de onda en el algoritmo implementado. 

 

Gráfica 39. Posición en el plano XZ del algoritmo implementado. 

 En esta última, podemos apreciar que la amplitud se concentra en la mitad de la 

estructura, en cuánto a la estabilidad, tambien ocurre que hay elementos del robot que 

están en el eje -z, aunque esto se da por -0.3 cm. 
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7 Conclusiones. 

Respecto al modelo unidireccional, podemos aportar lo siguiente: 

1) Permite la comprensión de cómo funciona la ecuación Serpenoide, partiendo de 

esto fue posible construir un algoritmo de locomoción, mismo que puede ser 

tratado con una relación de recurrencia y pudo aportarse una propuesta de 

mejora. Cumpliendo con esto la generación de conocimiento y aporte 

académico, objetivos generales y específicos dentro de la presente 

investigación. 

2) . En ambas simulaciones, se cumple con la estabilidad cinemática del robot Por 

lo cual podemos dar este algoritmo como válido, cumpliendo nuestros objetivos 

específicos. 

3) Facilita diseñar una secuencia de trabajo, la cual se muestra en la figura 19 y nos 

permite diseñar un algoritmo de locomoción para robots ápodos, para 2 o 3 

dimensiones. 

4) Este modelo nos facilita la comprensión de trabajos previos, así como el 

desarrollo de una propuesta, para un posterior análisis de su dinámica y diseño 

de una arquitectura, basado en una metodología de proyectos de índole 

mecatrónica. 

Restricciones: 

 Si la estructura morfológica es con revolutas cuyo eje de rotación es intercalado, 

como la presentada en la figura 20, entonces este algoritmo podrá implementarse 

siempre y cuando las articulaciones impares tengan una señal de onda 𝛼 = 0, para que, 

de esta forma, solo las articulaciones con eje rotacional en Y, reciban la señal del 

algoritmo planteado en la figura 17. 

Un contexto útil para este algoritmo sería en un caso en que no haya espacio 

hacia los lados para que la oscilación horizontal se lleve a cabo. 

 Si al estar trabajando con solo la mitad de las articulaciones, la aproximación de 

la curva generada por la Serpenoide, dada la naturaleza discreta de la morfología 
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discreta del robot, no será lo suficientemente adecuada y las transiciones serán muy 

bruscas. (González, 2008). 

 

Figura 26. Discretización de la curva Serpenoide. 

 Por tanto, como consideraciones de diseño, el robot deberá tener la cualidad de 

reconfigurar los módulos, de forma que queden orientados respecto al mismo eje de 

rotación como el mostrado en la figura 16, para que pueda obtenerse una aplicación 

práctica de este algoritmo. 

 Sin embargo, para acercarnos más a la realidad en cuanto al movimiento, así 

como para validar la secuencia de movimiento propuesta, se recomienda plantear y 

resolver su dinámica en trabajos futuros. 

Dadas las observaciones del modelo tridimensional, podemos aportar que: 

 La mejora propuesta en la ecuación 24, solo es útil en el modelo unidireccional, 

ya que, al implementarlo en 3 dimensiones, no cumple con la estabilidad cinemática, 

para este último, solo podríamos emplear la ecuación 23. 

 Los algoritmos empleados probablemente puedan mejorarse, si puede 

establecerse una expresión como la dada en la ecuación 21.  Sin tener que generar una 

retroalimentación como la expresada en la ecuación 54, con la finalidad de generar un 

algoritmo como el presentado en la figura 17. A pesar de no haber obtenido esta 
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expresión, se planteó como se visualizaría el algoritmo (Anexo III). Sin embargo, 

basados en la información bibliográfica, sabemos que este problema ha sido tratado 

planteándolo como un sistema no holonómico, Por lo cuál el siguiente paso sería 

tratarlo con otra estructura algebraica, como lo es el álgebra de Lie (Ostrowski & 

Burdick, 1998). 

El número de elementos del polinomio solución del PCD para la n-ésima 

articulación tiene una razón de crecimiento que obedece a la sucesión de Fibonacci. 

esto se debe a que las rotaciones de la arquitectura están basadas en la rotación de la 

n-ésima articulación, mientras que la siguiente articulación rota, dada la señal que le 

llega, mas la rotación de la anterior. 

Esa transmisión de información dentro de la cadena cinemática origina que, para 

determinar la rotación de una articulación, se tenga que considerar la señal enviada por 

el generador a esta y la transmitida mecánicamente por las anteriores. 

Restricciones: 

El modelo planteado, que toma como inspiración la ecuación de calor, esta 

restringido al planteamiento y resolución de la dinámica para validarlo y pueda 

considerarse un algoritmo de locomoción valido, para implementarse en una 

arquitectura. 

No todas las señales de tipo seno y coseno resultan validas tanto para el algoritmo 

planteado en literatura como el propuesto en el presente documento, ya que por sus 

propiedades en el plano polar pueden originar singularidades dentro de la locomoción, 

lo que se ve traducido en transiciones bruscas dentro de la animación. 

7.1 Trabajos futuros 

7.1.1 Modelo unidireccional: 

Plantear y resolver su dinámica, proponer un diseño para este modelo, a pesar de que 

sería poco útil en una aplicación con un contexto real, por la restricción del movimiento, 

sería una actividad que resultaría educativa y de estudio para la comprensión del 
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movimiento de ese tipo de robots y para el planteamiento y solución del modelo en 3 

dimensiones. 

7.1.2 Modelo Tridimensional. 

 En cuanto al cómputo del P.C.D, podemos notar que la complejidad de este, está 

relacionado con la razón aurea, por lo cual, en investigaciones futuras, sería interesante 

explorar las siguientes líneas de investigación. 

 1: Realizar la demostración formal de dicha afirmación. 

 2. Determinar las 3 cotas de complejidad del algoritmo. 

 3. Dado que ya existen algoritmos para construir bloques a partir de la sucesión 

de Fibonacci (Ferrando & Segura, 2010), podríamos construir uno que genere todas las 

expresiones para construir el P.C.D, (ver anexo 2).  

 En cuanto al modelo basado en la ecuación de calor, consideramos que es un 

aporte inicial, la cual podría generar una propuesta de locomoción diferente y una 

buena propuesta para viraje y planeación de trayectorias en el sentido de que podemos 

secuenciar dos patrones de movimiento  

 El que ninguno de los 3 modelos presentados en la discusión de resultados 

conserve la dirección del movimiento sobre el eje Z positivo, no es prueba de que el 

algoritmo no sea útil, consideramos que, en esta parte del ciclo de trabajo, se generará 

un vector de igual magnitud pero de sentido opuesto por tercera ley de Newton (Stern, 

2001). lo que al final de cuentas permite desplazar el robot en una dirección. 

 Proponer y resolver su dinámica es necesario para dar una correcta 

interpretación de estos resultados.  

 Estudiar, y repetir la secuencia de este trabajo de investigación considerando el 

robot como un sistema no holonómico (Ostrowski & Burdick, 1998),y verificar si 

mediante otra estructura algebraica, el algoritmo de locomoción no necesite de 

retroalimentación en el sistema, disminuyendo el coste computacional del algoritmo. 
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 Volviendo al planteamiento de nuestra hipótesis. podemos concluir que 

mediante este estudio pudimos explorar a fondo el desarrollo de la cinemática de los 

robots ápodos, valorando de forma cuantitativa a través del desarrollo de dos algoritmos 

Y de forma cualitativa al desarrollarlos y validarlos en simulación. 

 En cuanto a la mejora de los algoritmos, pudimos obtener evidencia para 

validarla únicamente en el caso unidireccional, ya que nuestra propuesta en 3 

dimensiones no cumple con los criterios de estabilidad cinemática. Al no cumplirse en el 

caso general, y solamente en el particular, se da la hipótesis como falsa, lo cual no 

disminuye el aporte de la presente investigación, sino que la acota. 
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Anexos 

Anexo I. Solución al problema cinemático directo en 3 dimensiones. 

n=1, hasta n=3 
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n=4, hasta n=5 
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n= 6, n=7 parte 1 y 2. 
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n=8. Parte 1, Parte 2, Parte 3,  
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n=9. 
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n=10. Parte 1, 2, 3 ,4. 
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n=10, parte 5,6,7,8 
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Anexo 2. Comprobación computacional de la ecuación 34. 

Los vectores residuo, son: 
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n=6.   / n=7 parte 1 y parte 2. 
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n=8. 
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n=9 
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Probando que cada expresión cumpla con la ecuación 34, se da por sentado que l>0. 

Vector 1. 

 

Vector 2. 

 

Vector 3. 

 

Vector 4. 

 

 

 

 

Anexo 3. Reporte técnico para obtener la relación expresada en la ecuación 21, de 
forma cerrada. 
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Anexo 4. Publicaciones realizadas en base a 1. Desarrollo del algoritmo de 
locomoción, 2. Mejora del algoritmo. 

Se presenta el encabezado, así como los resultados y conclusión del artículo. 
Artículo completo en: http://www.mecamex.net/revistas/LMEM/revistas/LMEM-V08-N01-03.pdf 
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Publicación 2. Presentado en el congreso de ingeniería de la UAQ. ISBN; 
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Anexo 5. w ⊂P, demostración 
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Sabemos que la imagen en 3 dimensiones del robot, existirá en el espacio ℝଷ,y al ser una estructura 
rígida, debe conservar en sus articulaciones una distancia l, por tanto: 

Nota: esto quedó demostrado en el anexo II. 

Mientras que la imagen en 3 dimensiones del robot, que cumpla con la restricción de estabilidad 
cinemática para robots ápodos puede representarse como: 

sean los vectores (𝑥௜ , 𝑦௜ , 𝑧௜), (𝑥௜ାଵ, 𝑦௜ାଵ, 𝑧௜ାଵ), (𝑥௜ାଶ, 𝑦௜ାଶ, 𝑧௜ାଶ) generados por P. 

 

(𝑥௜ − 𝑥௜ାଵ)ଶ + (𝑦௜ − 𝑦௜ାଵ)ଶ + (𝑧௜ − 𝑧௜ାଵ)ଶ = 𝑙ଶ 

(𝑥௜ାଵ − 𝑥௜ାଶ)ଶ + (𝑦௜ାଵ − 𝑦௜ାଶ)ଶ + (𝑧௜ାଵ − 𝑧௜ାଶ)ଶ = 𝑙ଶ 

Casos: 

Si solo 𝑧௜ = 0, no cumple con W 

Si 𝑧௜ = 0 & 𝑧௜ାଵ = 0  , cumple con las dos restricciones de W y es generado por P, 

Si 𝑧௜ = 0 & 𝑧௜ାଶ = 0 , cumple con W y es generado por P 

Si 𝑧௜ = 0 , 𝑧௜ାଵ = 0 𝑧௜ାଶ = 0 , cumple con W y es generado por P 

Esto último puede cumplirse para n vectores generados. por tanto, Concluimos que: 

1: No toda colección generada por P, cumple con W. 

2: P puede generar a w, por tanto, w es subconjunto de P 

𝑔𝑒𝑛{𝑃} = ቊቆ
𝑥
𝑦
𝑧

ቇ ∈ 𝑅ଷ; ห|𝑝௜𝑝௜ାଵ|ห = 𝑙ቋ (58) 

𝑔𝑒𝑛{𝑊} = ቊቆ
𝑥
𝑦
𝑧

ቇ ∈ 𝑅ଷ;
ห|𝑝௜𝑝௜ାଵ|ห = 𝑙

𝑛(𝑧௜ = 0) ≥ 2 ∀𝑡
ቋ (59) 
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