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RESUMEN

Existen diversas investigaciones que estudian el algebra lineal en la disciplina de la
Didactica de las Matematicas, debido a la dificultad conceptual entre los estudiantes.
Sin embargo, los trabajos desde la perspectiva de la ensefianza que se enfocan-en
el tema especifico del concepto de espacio vectorial son muy pocos. A partir de la
identificacion de errores y dificultades de este tema entre los estudiantes, y
considerando la Teoria Antropolégica de lo Didactico, en esta tesis se presenta una
propuesta de actividades que busca analizar las praxeologias de los axiomas de los
espacios vectoriales, asi como categorizar las respuestas de los estudiantes en los
tipos de Abstraccion Reflexiva. Para alcanzar dichos abjetivos, en esta investigacion
de tipo cualitativo y descriptivo, se aplico la propuesta a un grupo de algebra lineal
de primer semestre de licenciatura, en la Facultad de Ingenieria de la Universidad
Autonoma de Querétaro. Este estudio, revela que los estudiantes no logran abstraer
el concepto de un espacio vectorial como el conjunto de todos los axiomas que lo
definen, mostrando asi la débil-presencia de los conocimientos previos en cuanto a
las propiedades de las operaciones de suma y la multiplicacién por un escalar. Por
lo que se evidencia la importancia de generar escenarios para la comprensién de
las propiedades asi como la necesidad de beneficiar que emerjan las validaciones
de los procedimientos, para romper con la mecanizacion y asi favorecer la

abstraccion de los‘axiomas de un espacio vectorial.

Palabras clave: espacio vectorial, Teoria Antropolégica de lo Didactico,

Abstraccion Reflexiva, algebra lineal, propiedades.
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ABSTRACT

There are several studies in the academic literature within the mathematics
education discipline investigating how linear algebra is conceptually difficult for
students. However, from the teaching perspective, not many studies have focused
on the specific vector space concept. A didactic activity proposal is presented in this
thesis based on the identification of common errors and conceptual complexities with
this subject while considering the Anthropological Theory of the Didactic (ATD). This
proposal allows the analysis of praxeologies of vector spaces axioms, and the
possibility of categorizing students’ responses in Reflective Abstraction. To achieve
these objectives in this qualitative and descriptive investigation, the proposed
didactic activities were implemented to a group of students in their first semester of
university at the engineering department within the Autonomous University of
Queretaro. The investigation found that students were not capable of the abstraction
of the vector space concept as the set of all the axioms that define it. This
demonstrates that students were deficient in prerequisite knowledge concerning the
properties of addition and multiplication by a scalar. Therefore, the importance of
creating scenarios for the deeper comprehension of this mathematical properties, as
well as the practice of promoting the conditions that validate mathematical
procedures observed would avoid superficial or robotic learning and would favor the

abstraction of the space vector axioms.

Keywords: vector space, Anthropological Theory of the Didactic, Reflective

Abstraction, Linear Algebra, properties.
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INTRODUCCION

En la ensefianza tradicional del Algebra Lineal, para el concepto de espacios
vectoriales, la metodologia se basa en la mecanizacion y la memorizacién de los
axiomas que definen este concepto. Es muy importante mencionar que esta
estructura algebraica es de naturaleza abstracta, y es presentada a los estudiantes,
de manera subita en su primer curso de Algebra Lineal, lo cual provoca que sea

dificil para la mayoria de los estudiantes.

Existen diversas investigaciones que se han enfocado en los conceptos del Algebra
Lineal y pocas en el concepto especifico de espacio vectorial, con el aporte de estos
trabajos, se hace la identificacién y el analisis de los principales errores y las
dificultades que presentan los estudiantes al momento de estudiar los espacios
vectoriales, lo cual, ha servido como base para el disefio, la aplicacién y la busqueda
de propuestas didacticas que promuevan un aprendizaje significativo.

En este trabajo de investigacién cualitativa se busca abordar dicha problematica, y
proponer un recurso didactico que permita estudiar como los estudiantes de
licenciatura, de un grupo-de Algebra Lineal, abstraen el concepto de espacio
vectorial a través de su definicidn, y que a su vez, este recurso les permita explorar
sus propiedades de tal manera que la introduccién a los conceptos abstractos del
Algebra Lineal no sea tan repentina como en la ensefianza tradicional. De esta
manera, Se propone una estrategia que con base en la perspectiva de la Teoria
Antropoldgica de lo Didactico (TAD) de Chevallard y la definicion de Abstraccion

Reflexiva de Dubinsky, refuerce la ensefianza de los espacios vectoriales.

El contenido de esta tesis queda organizado en los siguientes capitulos:

Capitulo I. Antecedentes. En este apartado se presenta la revision de trabajos que

han sido realizados sobre el concepto de espacio vectorial.
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Capitulo Il. Planteamiento del problema. Derivado de los antecedentes presentados,
surge el problema de investigacion para este trabajo, que se enfoca en el concepto
de espacio vectorial y los axiomas que lo definen. Se plantean la hipotesis 'y los
objetivos a cubrir, asi como la importancia y la justificacion de esta investigacién
que se desarrolla alrededor de la enseifianza y del aprendizaje del concepto

abstracto de espacios vectoriales.

Capitulo 1ll. Marco Teorico. El presente trabajo se realiza bajo la Teoria
Antropoldgica de lo Didactico de Chevallard, la cual dirige el analisis a priori y el
disefio de las actividades con la guia de los elementos teodricos. De igual manera,
esta teoria, junto con la Abstraccion Reflexiva-definida por Dubinsky en 1991,

permiten el andlisis de los resultados presentados por los estudiantes.

Capitulo IV. Metodologia. Se presenta el tipo de investigacion realizada y la muestra
seleccionada con la que se hace el andlisis para conseguir los objetivos del trabajo.
Se desarrolla el disefio de las actividades fundamentadas por el andlisis a priori y
se define el método a utilizar en la aplicacion del instrumento disefiado incluyendo

la guia para el analisis de los resultados presentados por los estudiantes.

Capitulo V. Resultados sobre el proceso de abstraccibn en estudiantes
universitarios. Este apartado de la tesis presenta los resultados obtenidos, a partir
de la aplicacién de las actividades a los estudiantes, categorizados conforme a los
elementos tedricos que rigen esta investigacion sobre la abstraccion del concepto

de espacio vectorial.

Capitulo VI. Conclusiones. Para finalizar, se presentan las reflexiones y los
argumentos que ayudan a responder la pregunta de investigacion, asi como atender
los objetivos planteados. De igual manera, se despliegan las acciones a tomar en

cuanto a la abstraccion del concepto espacio vectorial, uno de los conceptos

14



esenciales del Algebra Lineal. Por otro lado, se hacen sugerencias y se plantean
preguntas que surgen de esta investigacion, para plantear los caminos que quedan

abiertos a que puedan ser estudiados por futuros trabajos de investigacion.

Se espera, que la puesta en practica de las actividades propuestas, desde la
perspectiva de la TAD, permita que profesores e investigadores, detecten como se
enfrentan los estudiantes a las propiedades que definen un espacio vectorial y como
las abstraen, de manera que les permita implementar nuevas estrategias para la
ensefianza-aprendizaje de los conceptos del Algebra Lineal relacionados con
espacios vectoriales.

15



CAPITULO I. Antecedentes

Existen diversas investigaciones que han estudiado la ensefianza y el aprendizaje
del Algebra Lineal, pero solo unas cuantas se han centrado en el concepto-de
espacio vectorial como parte esencial de dicha asignatura. En esta seccion se
presentaran, en orden cronoldgico, las investigaciones mas relevantes que abordan
el concepto de los espacios vectoriales y que sirvieron como base para la

elaboracion del presente trabajo.

Dorier (1994), analiza los resultados de pruebas sobre nociones basicas de logica
y algebra, proporcionados por estudiantes de ciencias durante su primer afio de
universidad en Francia. Sugiere ensefiar por periodos mas largos las nociones
basicas del Algebra Lineal en diferentes estructuras de espacios vectoriales, para
reducir las dificultades de lo abstracto, utilizando las herramientas de la légica

matematica.

Los origenes del Algebra Lineal se pueden encontrar en diferentes contextos, segln
Dorier (1995), la contribucion de la geometria y de la teoria de los determinantes
ayudé a formar la teoria de los espacios vectoriales. La primera definicién
axiomatica de espacios vectoriales la dio Giuseppe Peano en 1888, en el contexto
de la geometria, pero ésta aun era prematura y no fue completamente aceptada por
los mateméticos de esa época (Peano citado en Dorier, 1995, y Moore, 1995). Es
evidente la relacion entre la teoria de los espacios vectoriales y la geometria debido
al uso de representacion geométrica para ilustrar los vectores. La teoria de la
definicion axiomatica de los espacios vectoriales fue desarrollada hasta a partir de
1920. Esta teoria se utilizo como base para nuevos descubrimientos y para renovar
meétodos que incluso ya habian sido probados (Dorier, 1995). Para 1941, las
investigaciones algebraicas y analiticas se centraron en los espacios vectoriales
(Moore, 1995).

16



Otra de las aportaciones de Dorier para esta investigacion fue su trabajo sobre el
rol del formalismo de la teoria de los espacios vectoriales en su ensefianza (Dorier,
1998). El presentar este concepto en un entorno abstracto y formal es una de las
razones que causa dificultades en muchos estudiantes. Para lograr que la
ensefianza de los espacios vectoriales deje de ser inefectiva, Dorier sugiere
construir secuencias para aplicarlas a los estudiantes y que logren hacer una
reflexion personal sobre la comprension de la unificacion y generalizacion de la
teoria de los espacios vectoriales. Sin olvidar que el formalismo es parte de la
naturaleza del concepto, los estudiantes podrian aceptarlo y usarlo de forma
correcta, ya que los problemas que deben resolver con esta teoria pueden ser

resueltos con herramientas menos sofisticadas y que ya deben conocer.

El trabajo de Dubinsky (1997) en el que propone poner en practica estrategias
pedagdgicas que inicien con el andlisis de las construcciones mentales que pueden
ser usadas para la comprensién de cierto concepto, considera un enfoque
alternativo que ayude a los estudiantes a aprender Algebra Lineal. La propuesta no
es remplazar los enfoques actuales, sino acompafarlos. Involucra programar en un
lenguaje matematico y hacer uso del aprendizaje cooperativo. Su estrategia busca
abordar las causas de las dificultades de los estudiantes que para él se basan en
gue no comprenden los conceptos porgque no se les da la oportunidad de construir
sus propias ideas sobre ellos, la falta de conocimiento de conceptos que sirven de
antecedente al Algebra Lineal, lo que provoca que comprendan superficialmente

algunas nociones.

De acuerdo con Dorier y Sierpinska (2001), el Algebra Lineal es cognitiva y
conceptualmente dificil para la mayoria de los estudiantes, pero a su vez, es de gran
importancia para distintas areas de las Matematicas, de las Ciencias y de las
Ingenierias. Esta asignatura estd presente en al menos un curso para cualquier

licenciatura de las escuelas de Ingenieria. Estos autores refieren las dificultades de
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los estudiantes a dos razones: la naturaleza misma del Algebra Lineal y el tipo de

pensamiento que se requiere para entender esta asignatura.

Por otro lado, Moreno (2001), realiza una analogia para ayudar a los estudiantes a
comprender y memorizar los conceptos relacionados con los espacios vectoriales.
Propone usar los colores primarios y la mezcla de éstos para presentar las
combinaciones lineales, un sistema generador, una base y la dimension de un

espacio vectorial.

Tomando otra estrategia didactica, en la investigacion de Ortega (2002), se realiz
la incorporacion del uso de un programa de calculo simbdlico (DERIVE) en la
ensefianza y aprendizaje del Algebra Lineal. Este programa se utiliz6 sin restriccion
para resolver actividades en cuestiones tedricas y calculos sencillos. Se encontré
que el uso de software puede incidir en la motivacion y participacion de los
estudiantes, asi como fomentar el aprendizaje por descubrimiento con el apoyo de
conocimientos previos. A su. vez, deja la sugerencia de realizar estudios
restringiendo el uso de programas computacionales para observar la diferencia de
resultados.

Sierpinska et al.(2002) propusieron un modelo de pensamiento teérico, que luego
debia ponerse en practica en términos de comportamientos matematicos concretos.
Definieron medidas para catalogar la disposicion de los alumnos al pensamiento
tedrico para luego compararlo con sus calificaciones en el curso. Descubrieron que
los estudiantes abordan el Algebra Lineal con un pensamiento practico mas que
teérico. Lo cual es preocupante, ya que el Algebra Lineal, con su definicién
axiomatica del espacio vectorial, no se puede comprender por completo sin un
pensamiento teodrico, y se pudo observar que el pensamiento teérico no fue
necesario para tener calificaciones aprobatorias en un curso de Algebra Lineal, lo
que lleva a la conclusién de que los alumnos no estan comprendiendo del todo los

conceptos.
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Maracci (2005) report6 en su investigacion las dificultades y los errores de algunos
estudiantes en ltalia, al resolver problemas de Algebra Lineal. Se enfocé en las
nociones basicas de la teoria de los espacios vectoriales. Maracci concluyd que una
nocién matematica debe ser concebida tanto operacional como estructuralmente
para que se pueda considerar como completamente desarrollada. Por lo que se
hace mencion de que una de las dificultades en la resolucién de los problemas de
Algebra Lineal puede ser consecuencia de la percepcion inadecuada de las

nociones béasicas simultineamente como objetos y como procesos.

Por otro lado, Ku et al. (2008), presentan una descomposicion genética (elemento
de la teoria APOE) de la base de un espacio vectorial y una entrevista a los
estudiantes del estudio, cuyas preguntas estaban enfocadas a indagar las posibles
construcciones mentales realizadas por los estudiantes. Descubrieron que el
rendimiento académico tiende a verse impactado dependiendo de si logran
interiorizar los conceptos relacionados con espacios vectoriales. Concluyeron que
conseguir que los estudiantes trabajen con espacios vectoriales de distintas

estructuras puede ayudar a desarrollar su razonamiento abstracto.

Maracci (2008), observo que los estudiantes, generalmente suelen orientarse hacia
los procesos, dando menor importancia a las estructuras de los espacios
vectoriales. Esto representa una de las razones por las que son necesarias las
estrategias y el disefio de actividades que apoyen para reducir las dificultades que

tienen los estudiantes que estan cursando esta asignatura.

En la investigacion de Parraguez (2009), se menciona que “el concepto de espacio
vectorial que es una abstraccion de un dominio de objetos abstractos: vectores
geomeétricos, n-uplas, polinomios, series o funciones”, y se estudia la evolucién
cognitiva del concepto de espacio vectorial y el papel que juegan otras nociones del

Algebra Lineal para la comprension de este concepto.
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Parraguez y Okta¢ (2010) en Chile, entrevistaron a estudiantes de Licenciatura en
Matematicas y se enfocaron en la importancia de la coordinacion que deben hacer
entre los dos procesos que estan definidos por las dos operaciones binarias que
forman parte de la estructura del espacio vectorial. Su trabajo también profundizo
en las nociones del Algebra Lineal relacionadas con el concepto espacio vectorial,
como son la independencia lineal y las operaciones binarias. Sugirieron que debe
haber actividades que deje a los estudiantes experimentar estos dos procesos
mencionados con diferentes conjuntos para desarrollar flexibilidad al trabajar con

distintas estructuras.

Oktac y Trigueros (2010), presentan un analisis teérico de las construcciones que
desarrollan los estudiantes universitarios al aprender los conceptos del Algebra
Lineal, en particular los espacios vectoriales, transformaciones lineales, base y
sistemas de ecuaciones lineales; asi como la relacion entre ellos. Se menciona la
necesidad de ir mas alla de la identificacion de las dificultadas de los estudiantes y
enfocarse en el disefio de actividades didacticas que permitan la construccion y
correlacion de los conceptos del Algebra Lineal.

Con base en un-cuestionario aplicado a estudiantes de Licenciatura en Matematicas
en Chile, Maturana'y Parraguez (2011) analizan los distintos modos de pensamiento
de los que hacen uso al responder las preguntas. Evidenciaron que solo se hace
uso de un modo de pensamiento, el analitico-aritmético, asi como la escasa relacién
con las estructuras matematicas y el modo geométrico de los vectores que

sustentan a los conceptos relacionados con los espacios vectoriales.

Rosso y Barros (2013) presentaron las dificultades y los errores mas frecuentes
cometidos por los estudiantes al estudiar los espacios vectoriales, tomando en
cuenta las diferentes representaciones semibdticas, la interpretacion de los

resultados con expresiones formales y el desarrollo cognitivo necesario. Lo anterior,
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con la intencion de proporcionar herramientas que apoyen en la elaboracion de
propuestas didacticas que influyan de manera positiva en el aprendizaje del

concepto.

Bohdrquez y Yepes (2014) presentan una estrategia didactica basada en la Teoria
de Situaciones Didacticas de Brousseau para la ensefianza del concepto de espacio
vectorial. Contaron con dos grupos de estudiantes en una universidad de Colombia,
un grupo control con ensefianza tradicional y otro grupo experimental en el que
aplicaron talleres disefiados para utilizar software especializado como Winplot y wx-
Maxima. Concluyeron que al comparar ambos grupos, si existe una relacién cuando
se aplica una estrategia didactica (utilizando herramientas computacionales) con el

aprendizaje del concepto de espacio vectorial.

Con el disefio e implementacién de una unidad didactica validada por Ramirez
(2014) y otros profesores para ser aplicada a estudiantes de ingenieria en la
Universidad de Costa Rica, se encontro que el utilizar actividades contextualizadas
a las ingenierias, en las que los estudiantes puedan visualizar las aplicaciones de
los conceptos relacionados con espacios vectoriales, favorece la motivacion y el
interés del proceso de la ensefianza y el aprendizaje, apoyado con el uso de
software educativo que ejercita el conocimiento previo del estudiante.

Para estudiar el enfoque con que se ensefian los conceptos relativos al Algebra
Lineal, Costa y Rossignoli (2017) realizaron un cuestionario para estudiantes de una
facultad de Ingenieria en la Republica Argentina. Aplicaron dicho cuestionario en
dos ocasiones para observar cambios en las respuestas de los estudiantes. Las
respuestas ayudaron a identificar las causas de los posibles obstaculos en la
ensefianza y aprendizaje de los conceptos de esta asignatura. Se evidencié que la
mayor dificultad se present6 en los temas mas abstractos, como es el de espacio
vectorial, que necesitarian mayor tiempo para su estudio por contener muchos

conceptos nuevos. Los estudiantes también demostraron dificultades en relacionar
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los conceptos con sus disciplinas tanto de la Ingenieria como de la Fisica. Los
autores buscan que su investigacion sirva de base para implementar estrategias

didacticas o cambios metodologicos que reviertan estas dificultades.

Con el disefio de una propuesta didactica para la ensefianza del concepto espacio
vectorial, Martin et al. (2017) buscaron conseguir en el razonamiento del estudiante
la relacion entre los registros de representacion semiética (analitico, geométrico y
estructural) del concepto. Se implemento la propuesta en un grupo.experimental y
se compard con un grupo control. En el primero se observaron mejores resultados
en la preparacion de los estudiantes, para caracterizar €l concepto de espacio
vectorial y la coherencia al argumentar las relaciones existentes entre los distintos
registros de representacion, lo cual evidencia-la importancia de los axiomas

relacionados con la estructura algebraica del objeto de estudio.

Mutambara y Bansilal (2019) presentan una investigacion exploratoria sobre el
entendimiento de los conceptos de los espacios vectoriales, realizada a diez
estudiantes de Matematicas en una universidad de Zimbabue. Identificaron las
dificultades asociadas con el desarrollo de las construcciones mentales del
concepto de subespacio vectorial, asi como con el relacionar el mundo simbdlico y
el formal del pensamiento en el Algebra Lineal. Las autoras recomiendan que los
estudiantes deben trabajar con diferentes estructuras algebraicas y diferentes

operaciones binarias antes de abordar casos méas abstractos.

Gracias al aporte de estas investigaciones, se han identificado y analizado los
principales errores y las dificultades de los estudiantes al momento de estudiar los
espacios vectoriales, asi como diversas sugerencias didacticas, las cuales, han
favorecido el disefio de actividades que buscan evitar dichos errores y dificultades,
mejorando el proceso de ensefianza y aprendizaje del concepto de espacio

vectorial.
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CAPITULO II. Planteamiento del problema

A los estudiantes que estan cursando la asignatura de Algebra Lineal, generalmente
se les complica el entendimiento de los conceptos abstractos y/o no les encuentran
una aplicacion inmediata, como es el caso de los espacios vectoriales. Esto causa
gue el proceso de ensefianza-aprendizaje se torne lento y confuso. Los estudiantes
tienden a impactar su rendimiento académico, dependiendo de si logran o no

interiorizar los conceptos relacionados con espacios vectoriales (Ku et al., 2008).

Es importante dominar las definiciones, las propiedades y los teoremas de los
espacios vectoriales (Parraguez, 2009) para que pueda llevarse a cabo la
abstraccion del concepto. En cambio, en la ensefianza tradicional, suele
presentarse la estructura algebraica del espacio vectorial de manera mecanizada y

descontextualizada.

Como se menciond previamente en los antecedentes, se tomaron como apoyo otras
investigaciones para partir de los errores y dificultades ya identificadas. Los
estudiantes estan muy acostumbrados a trabajar con conceptos que pueden
imaginar o representar de alguna forma grafica, por lo tanto es importante destacar
gue se les dificulta trabajar con espacios vectoriales cuyas estructuras algebraicas
no les permitan concretar sus elementos, es por esta razén que se presenta la
propuesta de disefiar actividades didacticas que permitan a los estudiantes trabajar
con espacios vectoriales de distintas estructuras para desarrollar su razonamiento

abstracto (Ku et al., 2008) y asi buscar la abstraccién del sentido de este concepto.
[1.1 Pregunta de investigacion
La pregunta de investigacion que rige este trabajo es: ¢Qué tipo de abstraccion

evidencian los estudiantes sobre el concepto de espacio vectorial a partir de

actividades particulares?
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[I.2 Hipotesis

La hipotesis en una investigacion de tipo cualitativa, difiere de la hipotesis en una
investigacion de tipo cuantitativa, por un lado, no se prueba estadisticamente y por
otro, son supuestos que se pueden ir ajustando en razon a las circunstancias

durante el proceso de investigacion (Hernandez, 2006).

Hipotesis: Los estudiantes son capaces de utilizar los axiomas-que definen a los
espacios vectoriales, cuando desarrollan las actividades planteadas con estructuras

algebraicas sencillas.

[1.3 Objetivos

La investigacién en didactica de las matematicas, por su propia naturaleza, tiene
como objetivo ultimo contribuir a mejorar los procesos de ensefianza y aprendizaje

de las matematicas.

[1.3.1 Objetivo General

Analizar los tipos de abstraccion de los estudiantes sobre la definicion del concepto

espacio vectorial, mediante actividades particulares disefiadas para este fin.

[1.3.2 Objetivos Particulares

1. Disefiar actividades que lleven al analisis de los axiomas que conforman la
definicion de un espacio vectorial.

2. Analizar y categorizar los resultados que presentan los estudiantes al
desarrollar las actividades propuestas.

3. Determinar las praxeologias y tipos de abstraccion de los estudiantes a partir

de sus resultados.
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1.4 Justificacion

El Algebra Lineal es una asignatura comun para las licenciaturas pertenecientes a
las facultades de ingenieria, por lo que las investigaciones en este ambito tienen-un
campo muy amplio y relevante en la Didéactica de la Matematica. Los estudios
relacionados con el concepto de espacios vectoriales son caminos que audn se
muestran insuficientes en el foco de las investigaciones (Parraguez, 2009). Se trata,
sin duda, de un campo de investigacion en el que existen debilidades y areas por

cubrir.

Es necesario darle la importancia necesaria al tipo de actividades que se utilizan
para estudiar el concepto de espacio vectorial, principalmente porque es a partir de
éstas, que los estudiantes exploran y construyen dicha nocion. Y con base en los
antecedentes (Maracci, 2008), se identifican ciertas dificultades que se les
presentan a los estudiantes con respecto a los espacios vectoriales, por mencionar

uno, la introduccion repentina de los conceptos abstractos del Algebra Lineal.

La importancia de concebir los procesos cognitivos del estudiante es conocer sus
concepciones, sus dificultades en el aprendizaje y los errores que cometen al tratar
de aprender, esto constituye un punto de apoyo esencial para la construccion de
propuestas de ensefianza productoras de aprendizajes significativos. Estas razones
nos llevan al propésito de este trabajo, conocer como los estudiantes de licenciatura
abstraen el concepto inicial de espacio vectorial a través de su definicién vy
propiedades, mediante la utilizacion de un recurso didactico. Particularmente se
pretende hacer uso de una serie de tareas disefiadas con la intencion de propiciar

la abstraccion progresiva de la nocion de los espacios vectoriales.

Para la aplicacion de la propuesta de ensefianza que se desarrolla en este trabajo,

es necesario considerar que se deben cubrir ciertas condiciones, como una
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cuidadosa planeacién didactica, el disefio y prueba de las tareas de instruccion. De
esta manera puede ser utilizada como un instrumento para el analisis del proceso

de ensefanza-aprendizaje relacionado con la nocidn de espacios vectoriales.

26



CAPITULO Ill. Marco Teérico

[1l.1 Teoria Antropoldgica de lo Didéactico

Esta investigacién, se realiza con elementos fundamentales de la. Teoria
Antropolégica de lo Didéactico (en adelante TAD) de Yves Chevallard, tomandolos
como herramientas para el andlisis de los resultados de las actividades disefiadas

para la abstraccion del concepto de espacios vectoriales.

Desde la perspectiva de la TAD, se toma el objeto de estudio junto con el proceso
completo de la ensefianza y el aprendizaje, en este caso, del saber matematico,
esta teoria postula que toda actividad humana puede explicarse con praxeologias
(Chevallard, 1999), es decir, saber-hacer (praxis) y el saber (logos). Se utiliza esta
nocién como herramienta para la organizacion de la ensefianza y el aprendizaje de
la actividad matemética, en la cual-es posible distinguir dos niveles (Bosch et al.,
2006):

e El“saber hacer” o nivel de la praxis, que incluye un tipo de problemas o tareas
y las técnicas (procedimientos) para resolverlos.

e El“saber” o nivel del logos, que incluye la tecnologia, es decir el discurso que
describe y justifica las técnicas. Este nivel también incluye a la teoria, que se
denomina como la tecnologia de la tecnologia, es decir, la teoria justifica la
tecnologia. En este trabajo, cada que se hace mencion de “tecnologias”, se

hace referencia a las justificaciones de los estudiantes.

Por lo tanto este modelo praxeolégico de Chevallard se representa de la siguiente

manera:
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Praxeologia = [T, 1,0, 0]

) T Tipos de tareas
Praxis - Saber hacer p :
T Técnica
8 Tecnologia
Logos - Saber . J
® Teoria

Tabla 1: Modelo Praxeolégico.

La praxeologia matematica es el resultado del proceso de construccion matematica.
A este proceso de construccion matematica se le conoce como proceso de estudio
(Bosch et al., 2006), el cual esta estructurado por seis momentos didacticos, los

cuales no son lineales, incluso pueden repetirse o aparecer de manera simultanea:

1. Momento del primer encuentro con un determinado tipo de tareas.

2.  Momento de la exploracion del tipo de tareas y de la elaboracién de una
técnica relativa.

3.  Momento de la constitucion de un entorno tecnolégico-tedrico relativo a la
técnica y que permita la construccion de nuevas técnicas

4.  Momento del trabajo de la técnica, que busca mejorar las técnicas existentes
y la construccién de nuevas técnicas.

5. Momento de la institucionalizacién, cuando se precisa la organizacion
matematica construida con los elementos que la delimitan.

6. Momento de la evaluacion junto con el momento de institucionalizacién

reflexiona la praxeologia construida.

Para la propuesta realizada, se abordan los tres primeros momentos, estos y su
relacion entre ellos, son importantes para realizar adecuadamente el proceso de
estudio. De esta manera el modelo praxeolégico nos ayuda a organizar el trabajo

que se realiza en esta investigacion.
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I11.2 Abstraccién Reflexiva

Para este trabajo se realiza un analisis de como abstraen los estudiantes el
concepto de espacios vectoriales, definiendo como abstraccion, el proceso por el
cual se construye el conocimiento matematico, por lo que se parte de la nocion-de
abstraccion que fue introducida por primera vez por Piaget. Para describir la
estructura de las construcciones logico-matematicas en nifios, determino tres tipos
de abstraccion: empirica, pseudoempirica y reflexiva; donde la abstraccion reflexiva
se forma de la empirica y la pseudoempirica. Mas adelante Dubinsky utilizé esta
misma nocién de abstraccion reflexiva para explicar cualguier concepto junto con su

construccion mental en matematicas avanzadas (Dubinsky, 1991).

Dubinsky propuso cinco tipos de abstraccion reflexiva:

Interiorizacion: cuando se logra traducir una sucesion de acciones materiales en

un sistema de operaciones interiorizadas.

e Coordinacién: cuando con dos 0 mas procesos se puede construir uno nuevo.

e Encapsulacion: refiere a la conversion de un proceso dinamico a un objeto
estatico.

e Generalizacién: cuando un sujeto aprende a aplicar un proceso existente a una
coleccion mas-amplia de opciones.

e Reversion: cuando el sujeto analiza a la inversa un proceso que ya interiorizo,

como._un medio para construir un nuevo proceso que consiste en invertir el

proceso original.
Utilizando estos tipos de abstraccion reflexiva, se realiza el analisis de las

respuestas presentadas por los estudiantes ante las actividades aplicadas sobre el

concepto de espacios vectoriales.
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CAPITULO IV. Metodologia

En esta investigacion, se hizo un estudio con referente empirico de tipo cualitativo
y descriptivo, utilizando el estudio de casos como modelo de investigacion
pertinente para el andlisis a profundidad de las particularidades del fenomeno de
estudio (Le6n y Montero, 2003). Se trabajé con una muestra seleccionada
intencionalmente e integrada por estudiantes que cursan la asignatura de Algebra
Lineal. Se aplicd un instrumento de recoleccion de datos, articulado a través de
hojas de trabajo, y que ha sido disefiado bajo la perspectiva de la TAD. El contexto
en el que se desarroll6 este trabajo es en el marco de la facultad de Ingenieria de

la Universidad Auténoma de Querétaro.

Para esta investigacion se siguieron las siguientes acciones:

1. Disefio y seleccién de actividades didacticas.
2. Aplicacion de las actividades.
3. Disefio de guia para el analisis de los resultados utilizando la TAD y la

abstraccion reflexiva.
4. Analisis de los resultados.

Presentacion de las conclusiones.

IV.1 Tipo de investigacion

En esta tesis, para responder a nuestra pregunta de investigacion, se hizo un disefio
del instrumento, una recogida de datos y un analisis con referente empirico de tipo
cualitativo y descriptivo. Se inicid con un analisis de la ensefanza tradicional,
considerando los ejercicios y actividades propuestas por algunos libros de texto de
Algebra Lineal. Posteriormente, se realiz6 el analisis desde la Teoria Antropoldgica
de lo Didactico de las técnicas y tecnologias que se utilizan para resolver las

actividades tradicionales. Finalmente, se realizd el disefio y adecuacion de las
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actividades, que desde la perspectiva de la TAD, permiten estudiar el desarrollo de

los estudiantes acerca de las propiedades de los espacios vectoriales.

IV.2 Muestra y Contexto

Este trabajo se desarroll6 con una muestra “por conveniencia” que consistié en un
grupo de primer semestre de la Facultad de Ingenieria de la Universidad Autbnoma
de Querétaro, nivel en el que los estudiantes tienen el primer acercamiento al tema

de espacios vectoriales.

El grupo estaba integrado por treinta estudiantes que cursaban la asignatura de
Algebra Lineal, que es parte del plan de estudios-del tronco comun de las carreras
de Ingenieria. En este grupo los estudiantes que participaron en la investigacion
eran pertenecientes a las carreras de Ingenieria Civil, Ingenieria en Automatizacién
e Ingenieria Industrial y de Manufactura; sin que esto significara una diferencia en

el desempefio de las actividades propuestas.

El instrumento de recogida de datos fue aplicado en el aula y en el horario habitual
de clases, una vez que se les habia presentado la definicién de espacios vectoriales.

IV.3 Disefio de actividades

Al ser esta investigacion de tipo descriptivo, son de suma importancia los
razonamientos y las interpretaciones de los estudiantes, por lo que se decidié por
utilizar hojas de trabajo en las que se propuso una serie de actividades (ver anexo
1) acompafnadas de preguntas de reflexion para obtener datos que pudieran ser
analizados para el fin de este trabajo.

Para el disefio de las actividades, se inici6 con un andlisis de la ensefianza

tradicional, considerando las definiciones, los ejercicios y actividades propuestas
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por los libros de texto de Algebra Lineal. Posteriormente, se realizo el andlisis desde
la TAD de las técnicas y tecnologias que se utilizan para resolver las actividades
tradicionales. Los ejercicios y actividades identificadas en los libros de texto se
vincularon con los errores y dificultades a las que se enfrentan los estudiantes para
dar paso al disefio de la propuesta didactica, objeto de este estudio. Finalmente, se
realizo el disefio y adecuacion de las actividades, que desde la perspectiva de la
TAD, permiten estudiar como abstraen los estudiantes las propiedades de los

espacios vectoriales.

IV.3.1 Definicion de Espacios Vectoriales en libros de texto

Con fines de referencia para esta investigacion y-para el disefio de las actividades
propuestas, no se profundizé en el estudio de libros de texto, sino que se hizo un
andlisis sencillo de los libros mas utilizados como apoyo en la asignatura de Algebra
Lineal en la Facultad de Ingenieria de la Universidad Autonoma de Querétaro. Se
tomaron como referencia las definiciones, ejercicios y actividades relacionadas con

el tema de espacios vectoriales en los siguientes libros de Algebra Lineal:

e Anton, H. (2012), Introduccién al algebra lineal (32 edicién). Editorial: Limusa.

e Grossman, S. & Flores, J. (2012), Algebra lineal (7a edicion). Editorial: Mc
Graw-Hill.

e Larson, R. & Edwards B. (2004), Introduccion al Algebra Lineal. Editorial:
Limusa.

e Lay, D. (2007), Algebra lineal y sus aplicaciones (32 edicién). Editorial:

Pearson Educacion.

La definicién de espacio vectorial que aparece en dichos libros es la siguiente:
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Definicion

Un espacio vectorial IV es un conjunto no vacio de objetos, denominados vectores,
sobre el que estdn definidas dos operaciones binarias llamadas suma y
multiplicacion por un escalar y que satisfacen los diez axiomas enumerados en el
siguiente recuadro. Los axiomas deben ser validos para todos los vectores u, vy

w en V y todos los escalares c y d

Suma:
1. wu+vestaenV. Cerradura bajo la suma
u + v = v + u Propiedad conmutativa de la suma de vectores
u+ (v+w) = (u+v)+w Propiedad asociativa de la suma de vectores

V contiene un vector 0 tal que para todou en'V, u + 0 = u. Neutro aditivo

o M 0D

Para todo u en V, hay un vector en V denotado por —u tal que u + (—u) =
0. Inverso aditivo
Multiplicacion Escalar:
6. cu estdenV. Cerradura bajo la multiplicacion por un escalar
7. c(u+v) = cu+ cv. Primera ley distributiva (respecto de los vectores)
8. (¢ + d)u = cu+ du. Segunda ley distributiva (respecto de los escalares)
9. c¢(du) = (cd)u. Propiedad asociativa de la multiplicacién por escalares

10. 1(u) = u. ldentidad escalar

La definicion aqui presentada es una abstraccion de una recopilacion de
propiedades de un espacio n-dimensional, R" especifico para formar los axiomas
necesarios de un espacio vectorial mas general. El concepto de espacio vectorial
se considera un elemento basico para la construcciébn de otros conceptos del

Algebra Lineal (Oktac y Trigueros, 2010).

Los espacios vectoriales siempre deben ser expresados como un conjunto de
vectores, un conjunto de escalares y las dos operaciones necesarias. Cuando no
se detallan estos cuatro elementos, se conjetura que el conjunto de escalares es el

conjunto de los numeros reales y las operaciones seran las normales.
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Los ejercicios que presentan estos libros de textos promueven la mecanizacién, ya
que son de naturaleza rutinaria, la cual ayuda para la memorizacion de los
conceptos y de los axiomas, mas no logra el cometido de que los estudiantes

abstraigan el contenido matematico estudiado.

La ensefianza tradicional no fomenta el desarrollo de estrategias del pensamiento
formal, lo que ha sido motivo de fracaso al no lograr que los estudiantes comprendan
las matematicas por la concepcién estética del conocimiento presentado en los
libros de texto (Ortega, 2002).

Los ejercicios y actividades identificadas en los libros de texto se vincularon con los
errores y dificultades que presentan los estudiantes, por lo que el analisis realizado
permite buscar un método alternativo que dé paso al disefio de la propuesta

didactica, objeto de este estudio.

IV.3.2 Anélisis previo desde la TAD

Las praxeologias de los espacios vectoriales que permiten el desarrollo de la

propuesta didactica sugerida son las mostradas en la tabla 2.

En los tipos de tareas podemos encontrar:

T;: Realizar y comprobar, solicita al estudiante llevar a cabo alguna operacién
indicada y comprobar su resultado a través de una pregunta guiada.
T,:*Comprobar que se cumpla, en este tipo de tarea se solicita al estudiante realizar
las igualdades indicadas y verificarlas.

T;: Construir vector y analizarlo, se solicita al estudiante construir un vector que

cumpla cierta propiedad o propiedades y analizarlo con una pregunta guiada.
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Tipo de tarea

Técnica

Tecnologia (propiedades)

T,: Realizar y

T,: Sumar dos vectores y comprobar que el

0,: Cerradura bajo la suma: Si
u€evVywvelV, entonces u+

comprobar resultado pertenezca al conjunto indicado eV

T,: 0,: Ley asociativa de la suma

Comprobar T,: Sumar los vectores de ambos lados de la de vectores: Para todou, v,w

gue se igualdad y verificar que se cumpla laigualdad enV,(u+v)+w=u+(@w+

cumpla w)

T: T3: Sumar dos vectores y verificar que no 9;: Ley conmutativa de la

Comprobar 3 y q . suma de vectores: Siuy v
importa el orden de suma, el resultado sera el .

que se mismo estan en ¥, entonces u + v =

cumpla v+u

T;: Construir
vector y
analizarlo

T,: Sumar un vector dado u con un vector
desconocido e igualarlo al vector u, igualar y
despejar los elementos correspondientes para
obtener los elementos del vector desconocido

0,:-Vector cero o neutro
aditivo: Existe un vector 0 € V
tal que paratodou € V,u +
0=04+u=u

T;: Construir
vector y
analizarlo

T5: Sumar un vector dado u con un vector
desconocido e igualarlo al vector resultante
del ejercicio anterior, igualar y despejar los
elementos correspondientes, comparar el
vector dado con el vector resultante

0s: Inverso aditivo: Siu eV,
existe un vector —u en V tal
queu+(—u) =0

T,: Realizar y

T¢: Multiplicar un escalar por un vector y
comprobar que el resultado pertenezca al

0: Cerradura bajo la
multiplicacion por un escalar:

comprobar . o Siu €V yaesunescalar,

conjunto indicado
entonces au € V

T,: ) . s - 0,: Ley asociativa de la

Comprobar T7: Realiziis multlpllcamone_s_ indicadas de multiplicacion por escalares: Si
cada lado de la igualdad y verificar que el

que se . u €V yayp sonescalares,
resultado sea el mismo

cumpla entonces a(fu) = (af)u

T.- Bg: Primera ley distributiva

Czém robar T4: Realizar las operaciones indicadas de (respecto de los vectores): Siu

e spe cada lado de la igualdad y verificar que se yvestanenV y a es un
q cumpla la igualdad escalar, entonces a(u + v) =
cumpla au + av
: . . - : nda | istributiv

Tz T4: Realizar las operaciones indicadas de cada 9,: Segunda ley distribut a. .

Comprobar . e (respecto de los escalares): Si
lado de la igualdad y verificar que se cumpla

que se la igualdad u €V yayp sonescalares,

cumpla entonces (¢ + f)u = au + fu

T,: Realizar y
comprobar

T40: REsponder si es 0 no un espacio vectorial
y justificarlo con los axiomas comprobados en
los incisos anteriores

0,0: Cumplir con todas las
propiedades de un espacio
vectorial

Tabla 2: Praxeologias de los espacios vectoriales.
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En cuanto a las tecnologias, de acuerdo con la actividad propuesta, se iran
presentando o construyendo sobre las tareas. A pesar de que algunos de los
axiomas son intuitivos, otros pueden generar conflictos en las estructuras
algebraicas mas complejas, es por esto que la propuesta es reforzar las
propiedades de un espacio vectorial, poniéndolas en practica con las estructuras
mas familiares para los estudiantes e incluso en las que se puede ver una
representacion grafica. De tal manera que con la practica se pueda extender este

conocimiento a cualquier estructura abstracta mas compleja de espacio vectorial.

En cada actividad hay un apartado que corresponde a cada una de las tecnologias
mencionadas, es decir a cada una de las propiedades que definen a un espacio
vectorial. Ademas de que las actividades se resuelven bajo ciertas técnicas, también
se solicita dar una justificacion sobre la I6gica bajo la que se determiné la solucién
dada. Del mismo modo, se hace uso de la repeticion para diferentes estructuras
algebraicas, lo que pretende conseguir la construccidon y comprension de las
propiedades de forma general utilizando ciertos casos particulares. Otro aspecto
importante que no podemos olvidar son los errores esperados de acuerdo con los
identificados por otras investigaciones.

En el disefio de esta propuesta también se busca motivar a los estudiantes a
quienes se les esta presentando por primera vez la definicion de espacios
vectoriales. Debido a esto, la importancia de la seleccién de las estructuras
algebraicas, en las que segun un andlisis a priori, se demuestre que para su
realizacion, se requiere el uso de estrategias conocidas por los estudiantes de

licenciatura que estan en un curso de Algebra Lineal.

En el andlisis a priori, se pudo observar lo siguiente para cada una de las cuatro

actividades:
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Accion esperada del

estudiante Accion deseada del estudiante

Inciso

Identificar cuando un
a vector pertenece a un
conjunto y por qué

Ser capaz de identificar la cerradura bajo la
suma.

Ser capaz de identificar la propiedad

b Llegar a la igualdad asociativa de la suma del conjunto indicado.

Ser capaz de identificar la propiedad

¢ Llegar a la igualdad conmutativa de la suma del conjunto indicado.

Hacer operaciones para
d encontrar el vector
solicitado

Ser capaz de identificar el vector nulo del
conjunto indicado y generalizarlo.

Hacer operaciones para
e encontrar el vector
solicitado

Ser capaz de.identificar el inverso aditivo del
conjunto indicado.

Identificar cuando un
f vector pertenece a un
conjunto y por qué

Ser capaz de identificar la cerradura bajo la
multiplicacién por un escalar.

Ser capaz de identificar la propiedad
g Llegar a la igualdad asociativa de la multiplicacion por escalar del
conjunto indicado.

Ser capaz de identificar la propiedad
distributiva respecto a los vectores de la
multiplicacién por escalar del conjunto
indicado.

h Llegar a la igualdad

Ser capaz de identificar la propiedad
distributiva respecto a los escalares de la
multiplicacién por escalar del conjunto
indicado.

[ Llegar a la igualdad

Responder si es 0 no un Justificar su respuesta con los axiomas recién
espacio vectorial comprobados

Tabla 3: Analisis de las actividades.

IV.4 Procedimiento

Como se menciond anteriormente, se hizo uso de la TAD para el disefio de las

actividades, realizando un analisis a priori en el que se evidenciaron las estrategias
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que se necesitan para resolver el instrumento, asi como las respuestas esperadas

de los estudiantes.

La propuesta didactica, como se sefalé anteriormente, se aplicé a un grupo que
cursaba la asignatura de Algebra Lineal en primer semestre de nivel licenciatura.
Participaron treinta estudiantes de forma voluntaria. El docente y la_investigadora

tuvieron el papel de observadores, sin intervencion en la sesion.

Para la aplicacion de las actividades, se requirié esperar que en €l grupo muestra,
se presentara la definicion de espacios vectoriales de acuerdo con los libros de
texto, siguiendo el curso normal del programa escolar y en otra sesion ordinaria se

hizo la aplicacion del instrumento.

Antes de la aplicacion de la propuesta, se comunicé a los estudiantes y profesores
participantes sobre la investigacion, se les entregé una carta de consentimiento
informado y otra de confidencialidad sobre el buen uso de la informacion (ver anexos
2 y 3 respectivamente). Se procedio a entregar de manera individual, las hojas de
trabajo con las indicaciones de lo que se debia realizar y las preguntas de reflexién
que se debian contestar. La aplicacion se realizé en una sesion de una hora y media

en el aula y en el horario habitual de clases.

Se presentaron cuatro ejercicios con diez incisos cada uno, de tal manera que cada
ejercicio utiliza una estructura algebraica distinta, y a la vez los incisos corresponden

a los axiomas de la definicion de los espacios vectoriales.

Una vez recopiladas las producciones de los estudiantes, se realizé una primera
organizacion de las hojas de trabajo segun las respuestas correctas de las
actividades. Posteriormente se hizo un analisis utilizando las técnicas y tecnologias
segun la TAD y fue complementado con otro analisis de los datos obtenidos en el

que se utilizaron los tipos de abstraccion reflexiva de Dubinsky (interiorizacion,
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coordinacion, encapsulacion, generalizacion, reversion). Lo que llevo a categorizar
las construcciones mentales de los estudiantes en las diferentes posibilidades del

como han abstraido la definicion de espacio vectorial.
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CAPITULO V. Resultados sobre el proceso de abstraccién en estudiantes

universitarios

El proceso para organizar los resultados se enfocé en categorizar las técnicas (z),
las tecnologias (8) y los tipos de abstraccién, para posteriormente relacionar estos

tres elementos entre si y de acuerdo al tipo de tarea (T).

Para el caso de las técnicas, tal y como en el analisis a priori, se .identifican diez
técnicas, una por cada propiedad incluida en las actividades. Las respuestas de los
estudiantes se categorizaron de la siguiente manera: (a) la primera es que el
estudiante haya realizado la técnica esperada de manera correcta, (b) la segunda
es que el estudiante realizara alguna otra técnica incorrecta o que no respondiera
la pregunta y, (c) la tercera que es que el estudiante identificara directamente la

propiedad a la que alude la seccién de la actividad, sin realizar ninguna técnica.

Para el caso de las tecnologias, tenemos la descripcion de las propiedades de los
espacios vectoriales, con lo que tenemos diez tecnologias. Observando las
respuestas de los estudiantes, se clasificaron en cuatro categorias: (a) que se
respondiera superficialmente sin explicar, (b) que el estudiante respondiera
identificando la propiedad a la que se hace referencia, (c) que justificara la propiedad

identificada y, (d) que no respondiera nada o respondiera de forma errénea.

Por otro lado, para el caso de los tipos de abstraccion, se relacionaron éstos con las
categorias de las tecnologias. Es decir, existe una correspondencia entre la forma
en-el que es estudiante justifica la técnica (esto es externar la tecnologia) y los tipos
de abstraccion. Por lo que segun las respuestas de los estudiantes se ubicarian en
los siguientes tipos de abstraccion: interiorizacion, encapsulacion, generalizacion o

ningun tipo de abstraccion.
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En la tabla 4 se puede observar como se vinculan los elementos tedricos segun las
respuestas de los estudiantes a cada actividad. Lo previo ha permitido el analisis de
los resultados obtenidos de los estudiantes, desde cada elemento tedrico. Se
analizaron las producciones de treinta estudiantes, para cuatro actividades que

contaron con diez incisos cada una, dando un total de 1200 respuestas analizadas.

Elemento

tebrico Categorias
No realiza .
o Realiza otra
técnica, pero técnica
t: Técnica Realiza la técnica esperada correctamente identifica de :
. incorrecta 0 no
manera directa
. responde
la propiedad
0: Responde sin Identifica la Justifica la Id_ent_|f_|ca ylo . Responde
. o . . justifica la incorrectamente
Tecnologia justificar propiedad propiedad .
propiedad 0 no responde
Tipo de Encapsulacion Ningun tipo de

Interiorizacion  Encapsulacion Generalizacion o]

L abstraccion
Generalizacion

Abstraccion

Tabla 4: Relacion de los elementos teéricos.

V.1 Resultados globales

Del total de respuestas analizadas en cuanto a la realizacion de las técnicas se
puede apreciar en lafigura 1 que de manera general, la mayoria de las respuestas

de los estudiantes las realizaron correctamente con la técnica esperada.

En cuanto a las tecnologias, se identificaron distintos comportamientos de las
respuestas dependiendo la propiedad a la que referian. Para la mayoria de las
tecnologias, los estudiantes respondieron correctamente sin justificar, pero segun
se distingue en la figura 2, en un par de tecnologias en particular, se observd que
en una gran cantidad de respuestas, los estudiantes lograron identificar la propiedad

a la que se hacia referencia, aunque no lograron expresar una justificacion.
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m Realiza la técnica esperada correcta

= No realiza técnica, pero identifica de manera directa la propiedad

m Realiza otra técnica incorrecta o No responde O
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Figura 1: Gréfica de frecuencias & orfas de las técnicas.
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Figura 2: Grafica de frecuencias para las categorias de las tecnologias.
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En el caso de los tipos de abstraccion, los resultados van ligados al analisis de las
respuestas por tecnologia (justificacion de la técnica), por lo que se puede observar
en la tabla 5, que la mayoria de los estudiantes se encuentran en la categoria de
interiorizacion, ya que hay una mayor cantidad de estudiantes que responden sin
justificar. De igual manera se aprecia qgue muy pocos lograron la encapsulaciony la
generalizacion, segun se observa en los estudiantes que lograron identificar y

justificar la propiedad a la que se hacia alusion.

Tipo de abstraccion

Interiorizacion Encapsulacion Generalizacion Ningun tipo

NUmero de estudiantes 21 3 3 3

Tabla 5: Tipo de abstraccién por estudiante.

Por otro lado, las técnicas y las tecnologias se encontraban asociadas al tipo de
tarea: realizar, comprobar y construir (tabla 6). De esta manera, dependiendo de
como el estudiante explique su procedimiento en cada tipo de tarea implica un tipo

de abstraccion diferente.

Tipo de Tarea

Ts:
T,: Realizar y T,: Comprobar que se cumpla Construir
comprobar vector y
analizarlo

Identificar la Identificar Establecer la igualdad e identificar Realizar las

cerradura el EV propiedades operaciones
Inciso a f ] b o g h i d e
Técnica T T6 T10 T, T3 T Tg Tg Ty Ts
Tecnologia 04 06 010 0, 05 0, 0g 09 0, 05

Tabla 6: Respuestas por actividad para Técnicas y Tecnologias.

Del total de respuestas analizadas, las técnicas y las tecnologias se encuentran

distribuidas como se puede observar en la tabla 7.
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Tipo de Tarea

. . T,: . .
T,: Realizar Comprobar T;: Construir
) y e se vectory
Categoria comprobar g analizarlo
cumpla
m Realiza la técnica esperada correcta 290 462 218
(4] . z . .
g Realiza otra técnica incorrecta o No 69 121 29
S responde
©  No realiza técnica, pero identifica de
! ) 1 17 0
manera directa la propiedad
«» Responde sin justificar 220 423 53
(]
5’ Identifica la propiedad 9 34 119
o o .
§ Justifica la propiedad 38 4 12
= Responde incorrectamente o no responde 93 139 56

Tabla 7: Respuestas por tipo de tareapara Técnicas y Tecnologias.

La tabla previa indica que, en relacién al tipo de tarea T,, los estudiantes realizaron
la indicacion y comprobaron correctamente lo solicitado, lo que resulté en que

lograron justificar la propiedad en cuestion.

Para el tipo de tarea T,, que es comprobar que se cumpla una situacién, se observo
gue no en todos los casos fue necesario que se realizara la técnica para poder
responder lo solicitado, aun asi se mostré que a los estudiantes se les complico

justificar-la propiedad identificada.
Construir un tipo de vector fue el tipo de tarea T, que resultd complicada para los
estudiantes y que, aunque lograron identificar la propiedad, también les resulto dificil

de justificar.

A continuacion, se detalla las técnicas y tecnologias por cada tipo de tarea presente

en cada una de las cuatro actividades propuestas a los estudiantes. El enlace
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técnica-tecnologia conllevo a caracterizar los tipo de abstraccion manifestada en las

respuestas de los estudiantes.

V.2 Resultados por actividad

Para reportar los resultados de los estudiantes, se puede observar en la tabla 8

como se organizaron por actividad, recordando que se aplicaron cuatro actividades

gue se diferenciaban por la estructura algebraica utilizada para identificar un espacio

vectorial; ademas cada actividad contaba con diez incisos. En cada actividad se

presenta un ejemplo de cada elemento tedrico, representando las diferentes

categorias de analisis para poder observarlas todas distribuidas entre las cuatro

actividades.
Actividad

Categoria 1 5 3 A
9 Realiza la técnica esperada correcta 243 228 225 198
% Realiza otra técnica incorrecta o-No responde 57 70 65 96
P No realiza técnica, pero identifica de manera directa la propiedad 0 2 10 6

Total de respuestas 300 300 300 300
«» Respondesin justificar 195 197 146 158
% Identifica la propiedad 35 24 76 27
% Justifica la propiedad 13 9 13 19
= Responde incorrectamente o no responde 57 70 65 96

Total de respuestas 300 300 300 300

Tabla 8: Respuestas por actividad para Técnicas y Tecnologias.

V.2.1 Actividad 1: Espacio en R?

Para esta estructura algebraica se pudo observar que 243 (81 %) de las respuestas

de los estudiantes fueron realizadas con las técnicas esperadas correctamente y 57
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(19 %) cometieron algun error o no contestaron, del mismo modo, para esta
actividad no se presentaron respuestas en las que el estudiante identificara de

manera directa la propiedad sin realizar técnica (Tabla 8).

En cuanto a las tecnologias y a la abstraccién, hubo 195 (65 %) respuestas
correctas pero sin justificar, que corresponden a la interiorizacion; asi como 35 (12
%) respuestas en las que lograron identificar las propiedades, representando a la
encapsulacion; 13 (4 %) respuestas en las que se identificd la propiedad y se
justificd con la tecnologia, siendo las que alcanzaron la generalizacién; y dejando
57 (19 %) respuestas en las que se cometieron errores 0 no se respondio, por lo

gue no se present6 ningun tipo de abstraccion (Tabla 8).

De estos datos se infiere que, aunque los estudiantes realizan los procedimientos
(técnicas) de modo adecuado, presentan dificultades para respaldarlos (tecnologia)

por lo que apenas alcanzan el proceso de interiorizacion.

V.2.1.1 Técnica

En la tabla 9 se analiza el desempefio de los estudiantes en el desarrollo de las
técnicas por inciso- para esta primera actividad. Se cuenta con las técnicas
esperadas que se definieron en el capitulo 1V, en la tabla 2: Praxeologias de los
Espacios Vectoriales, asi como una nueva técnica que se obtuvo a partir de las
respuestas de los estudiantes, que para esta actividad fue (t,) error de

procedimiento.

De la tabla 9 se desprende que esta actividad resulté sencilla de abordar para la
mayoria de los estudiantes en todos sus incisos. Para la categoria realiza la técnica
esperada correcta, se considerd cuando el estudiante respondiera de acuerdo con
lo esperado segun la tabla 2: Praxeologias de los Espacios Vectoriales, sin cometer

errores de procedimiento. En la figura 3 se puede observar la respuesta de un
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Tipo de Tarea

T,: Realizar y

T,: Comprobar que se cumpla

T;: Construir
vector y

comprobar )
analizarlo
ldent
Identificar la ificar  Establecer la igualdad e identificar ~ Realizar las
cerradura el propiedades operaciones
EV
Inciso a f i b c g h [ d e
Técnicas T Te T10 T2 T3 Tz Tg Tg Ty Tg
asociadas 1, T, 1, 1, T, 1, 1, T, 1,
Técnica correcta 29 23 23 29 28 23 23 23 30 28
Técnicaincorrecta 1 7 7 1 2 7 7 7 0 2
Identifica la
propiedad sin 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
realizar técnica
Total de 30 3 3 30 -3 & 3 3 3 30 30

estudiantes

Tabla 9: Técnicas manifestadas por.estudiante en la actividad 1.

estudiante que realiza la técnica esperada t, correctamente al sumar dos vectores

y comprobar que el resultado pertenece al conjunto indicado. De esta manera

identifica la cerradura de la suma en la actividad sobre el espacio en R?, un total de

veintinueve estudiantes realizaron el inciso a) de manera correcta.

B:—Z,.

a) Realizaru + v ¢ El resultado de la suma pertenece a R*?

1. Dados los vectoresu = (2,3),v = (3,—5),w = (—1,4) donde u,v yw € R?. Y los escalaresa =3y

Figura 3: EO1 realiza la técnica esperada.

Por otro lado, en la categoria de realiza técnica incorrecta o no responde se observa

como ejemplo la respuesta del estudiante E30, en la figura 4, en la que se puede

apreciar que el estudiante no realiz6 ninguna técnica, ni identificé la propiedad
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buscada. Para esta condicion, un total de siete estudiantes realizaron el mismo

desempeiio en el inciso i).

1. Dados los vectores u = (2,3), v = (3,-5),w=(—1,4) donde u,v y w € ®® Y los escalares ¢ =3 y
B =-2.

i) ¢Secumple (& + flu=au+ fu? § '

Figura 4: E30 no realiza la técnica esperada.

V.2.1.2 Tecnologia

Con la tabla 10 podemos observar el desemperio de los estudiantes respecto a las
tecnologias por inciso para esta actividad.-Se asociaron también las tecnologias
esperadas que fueron presentadas en la tabla 2: Praxeologias de los Espacios
Vectoriales, y las tecnologias errbneas manifestadas en las respuestas, para esta
actividad fueron: (6,) cuando el estudiante confunde la propiedad solicitada con
otra, (0,) la justificacion de espacio vectorial utilizando la definicion de conjunto
generador y, (6,) el caso.en el que el estudiante justifica el espacio vectorial con la
definicién de subespacio vectorial.

En la tabla se aprecia que uno de los incisos que presenté mayor dificultad fue el
inciso j) sobre identificacion del espacio vectorial y en el que se presentaron
tecnologias erroneas. Para la categoria responde sin justificar, se considerd cuando
en la respuesta del estudiante, la técnica coincidiera con la esperada, pero la
respuesta a la pregunta quedara de manera superficial con un “si” o “no” o
respuestas similares. Se observd que veintiln estudiantes reconocieron la
pertenencia al conjunto indicado, pero no alcanzaron a identificar la cerradura de la
multiplicacion por un escalar en el espacio R?, como podemos observar en el

ejemplo mostrado en la figura 5.
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Tipo de Tarea

T,: Realizar y T;: Construir

comprobar T,: Comprobar que se cumpla vec'tor y
analizarlo
Ident
Identificar la ificar  Establecer la igualdad e identificar ~ Realizar las
cerradura el propiedades operaciones
EV
Inciso a f i b c g h [ d e
Tecnologias 01 06 10 0 03 87 s B9 0.4 05
asociadas 0,0, 6, 0, 0,
Responde sin
justificar 23 21 13 28 24 23 23 23 12 5
Identifica la 1 1 2 o 2 0.1 0o 10 18
propiedad
Justifica la 0 0 7 0 0 0 0 0 4 2
propiedad
Responde
incorrectamente 6 8 8 2 S ! 6 ! 4 5
Total de

) 30 30 30 30 30 30 30 30 30 30
estudiantes

Tabla 10: Tecnologias manifestadas por estudiante en la actividad 1.

1. Dados los vectores u = (2,3),7 = (3/-5),w = (—1,4) dondeu,vyw € RZ Ylosescalaresa =3y
B =-2.

f) Realizar au (E! resultado de la multiplicacion pertenece a R*?

Figura 5: EQ7 responde sin justificar.

La categoria identifica la propiedad entre las tecnologias, fue considerada cuando
la respuesta del estudiante era correcta y hacia mencion de la propiedad que se
buscaba representar, sin llegar a profundizar en justificaciones. En la figura 6 se
puede apreciar al Unico estudiante que realiza la técnica correcta y responde

identificando la propiedad distributiva de la multiplicacion siendo la tecnologia 6g.
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1. Dados los vectores u = (2,3),v = (3,-5),w = (~1,4) donde u,v y w € R?, Y los escalares « = 3 y

B =-2.

h) ¢Secumple a(u + v) = au + av?

-2 ? 2

Figura 6: EO2 identifica la propiedad.

Se consideré que una respuesta pertenecia a la categoria justifica la propiedad,
cuando el estudiante realizaba la técnica correcta, respondia la pregunta solicitada
con el nombre de la propiedad que se buscaba identificar y la acompafaba con una
explicacion que sustentara su respuesta. Se puede analizar en la figura 7, como el
estudiante realiza las operaciones necesarias para responder lo solicitado,
justificando la propiedad al externar la tecnologia 6,. Asi se encontraron cuatro
estudiantes que al construir un vector y analizarlo, se desempefiaron de manera

similar para la propiedad del neutro aditivo.

1. Dados los vectores u = (2,3), v = (3/-5),w = (-1,4) dondeu,vyw € RZ%. Y los escalaresa =3y

B =-2.

d) Construir un vectorn € R? talqueu+n=u 5
_-¢Se puede concluircdmo serfa un vector m tal que x + m=x en R*?7,

h= [3,03 < Tirne que Jor s-'A}J" pare QUe of Jumgqfio (Ompio
0= () 7™ o 0 o avofe
\alﬂ"l\j,/} - ‘\"’» ']
\\\ ) Sl ? A ) | < jm Qr /;0 N X
s Wa »’w}d«{m ‘jvf’ ser: (0.0,0,0) P g o U /
r-i lr)‘u[_jow sen X

Figura 7: EO6 justifica la propiedad.

Para la categoria responde incorrectamente o no responde tenemos el ejemplo del
estudiante presentado en la figura 8 en el que se manifiesta la tecnologia 6,, tal y
CcOmo este caso se presentaron otros siete estudiantes que no lograron comprobar

correctamente el espacio vectorial para esta primera actividad.
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1. Dados los vectores u = (2,3),v = (3,-5),w = (=1,4) donde u,vyw € R2 Ylosescalaresa =3y
ﬁ = -

j) ¢R%esun espacib vectorial? z,CcSmo justificas si €s 0 no es un espacio vectoriai?

UxN =0 VXV #0 s\ forma [
P )( Y Y €S Na R v 1. i-)(_),( \{ \ W, 0
C " \ l\ NOo torT P\ 5 ~‘ > A
8] Kq ) A ‘ )’\\ \ v 0 y ‘
U= Xz ‘ |

Figura 8: EQ9 responde incorrectamente.

V.2.1.3 Tipo de Abstraccion

En la tabla 11 se presentan los tipos de abstraccion que los estudiantes mostraron

para esta primera actividad relacionada con la estructura algebraica del espacio R?.

Tipo de Tarea

Ty: Realizar y T3: Construir

comprobar T,: Comprobar que se cumpla vector y
analizarlo
Ident
Identificar la ificar  Establecer la igualdad e identificar ~ Realizar las
cerradura el propiedades operaciones
EV
Inciso a f i b C g h [ d e
Interiorizacion 23 21 13 28 24 23 23 23 12 5
Encapsulacién 1 1 2 0 2 0 1 0 10 18
Generalizacién 0 0 7 0 0 0 0 0 4 2
Ningun tipo de 6 8 8 2 4 7 6 7 4 5

abstraccion

Total de

) 30 30 30 30 30 30 30 30 30 30
estudiantes

Tabla 11: Abstraccion manifestada por estudiante en la actividad 1.



De la tabla se desprende que para la mayoria de los alumnos el proceso de
encapsulacion resultd accesible, a excepcion de cuando el tipo de tarea implicaba
construir un vector (T;). La categoria de interiorizacion en los tipos de abstraccién
se considerd cuando el estudiante logra concientizar el procedimiento que realiza,
reflexionar sobre él y hacerlo propio, por lo que responde conscientemente la
pregunta solicitada, pero no alcanza a dar una justificacion relevante a su
razonamiento. En el ejemplo de la figura 9, se encuentra uno de-los trece casos de
estudiantes que identificaron que el espacio R? es un espacio vectorial, pero no

explicaron la razén de su respuesta.

1. Dados los vectores u = (2,3),v = (3,-5),w = (-1,4) donde u,v yw € R%. Y los escalares a = 3 y

B =-2.

i) ¢R? es un espacio vectorial? ¢ Coémo justificas si es o no es un espacio vectorial?

I

Figura 9: E22 interioriza.

Para la encapsulacion se considera cuando el estudiante responde reflexionando
sobre la técnica realizada de manera particular para comprenderlo como un todo e
identifica la propiedad adecuada. Tenemos, en la figura 10, un ejemplo de este tipo
de abstraccion. Para esta propiedad solo dos estudiantes alcanzaron la

encapsulacion.

1. Dados los vectores u = (2,3),v = (3, -5),w = (—1,4) donde u,v yw € R? Y los escalaresa =3y
B=-2.

c) ¢(Secumpleu+v=v+u?

Figura 10: E25 encapsula.
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El tipo de abstraccion generalizacion es cuando el estudiante no solo identifica la
propiedad, sino que la explica de manera que podria aplicarla a cualquier otra
estructura algebraica, como el caso ejemplificado en la figura 11, el estudiante
realiza el ejercicio con la técnica correcta, lo justifica con la tecnologia adecuada'y
generaliza el conocimiento a cualquier otro caso. Solo dos estudiantes lograron la

generalizacion para la propiedad del inverso aditivo en esta actividad.

1. Dados los vectores u = (2,3),v = (3,=5),w = (—1,4) donde u,v yw € R%. Y'los escalaresa =3 y

==2.

e) Siendo n el vector construido en el inciso anterior
Construir un vector p, tal queu+p=n 2= (- -3) (79 (-2 (0 }
Construir un vector ¢, tal que v+ q=n ] = ¢ \) 53 748 Y (3 =
Construirun vectorr, talquew +r=n = (| -4\ A4 )= (0,0 '
¢ Qué se puede observar sobre su construccxén al comparar los vectores u,v,w contra los ».qr
respectivamente? Podevvos obhsev WY fYe cown e\ ivwerso aditivo,
ol sSovvY UN  ve J ®F ) IYNEYOE TiVo ootenewn

\ % . LA
we o 4;(&1?“\,(.\, o e\ vednd C

Figura 11: EO3 generaliza.

Por otro lado, en la figura 12 se puede observar uno de los seis estudiantes que no
mostrd ningun tipo de abstraccién en el inciso a). En este ejemplo se puede apreciar
que el estudiante realizé la técnica adecuada, pero no respondié identificando la

propiedad, ni justificé su procedimiento.

1.(Dados los vectores u = (2,3),v = (3,-5),w = (~1,4) donde w,y y w € R?. Y los escalares a =3 y

ﬂ:—z,.

a) Realizar u+v ;El resultado de la suma pertenece a R"?

(2,3)4(3,-5) = (2t3,3-5)=(5,-2)

Figura 12: E18 ningun tipo de abstraccion.
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V.2.2 Actividad 2: Funciones continuas de valores reales definidas en el
intervalo [0,1]

Para esta actividad, a modo global, se hizo evidente que 228 (76 %) respuestas de
los estudiantes realizaron las técnicas esperadas correctamente, 70 (23 %)
realizaron las técnicas de forma incorrecta o no respondieron, y 2 (1 %) respuestas
en las que el estudiante identificd de manera directa la propiedad sin realizar técnica
(tabla 8).

En las tecnologias y tipos de abstraccion, se presentaron 197 (66 %) respuestas
correctas en las que no hubo justificacion, siendo del tipo interiorizacion; 24 (8 %)
respuestas identificaron la propiedad, correspondiendo a la encapsulacion; sin
embargo, con solo 9 (3 %) respuestas en las que se justifico la propiedad, fue la
estructura algebraica en la que se presentaron menor cantidad de abstraccion del
tipo generalizacién; y con 70 (23 %) casos en los que no hubo respuesta o se
cometieron errores, siendo los escenarios en los que no se presentd ningun tipo de

abstraccion (tabla 8).

Con esta informacién se aprecia que, para esta actividad, los estudiantes realizan
las técnicas adecuadas, pero tienen mayor dificultad al momento de justificar la
propiedad identificada con la tecnologia, por lo que esta estructura algebraica es la

gue menos cantidad de respuestas alcanzaron la generalizacion.

V.2.2.1 Técnica

En cuanto a la estructura algebraica de las funciones continuas en el intervalo [0,1],
tenemos en la tabla 12 cuantos estudiantes realizaron correctamente las técnicas
esperadas y cuantos no. De igual manera, se observan las técnicas que emergieron
de esta actividad, que fueron: (t,) errores en el procedimiento y (t,) la identificacion

directa de la propiedad referida sin realizar ninguna técnica.
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Tipo de Tarea

T,: Realizar y T;: Construir

comprobar T,: Comprobar que se cumpla vec'tor y
analizarlo
Ident
Identificar la ificar  Establecer la igualdad e identificar ~ Realizar las
cerradura el propiedades operaciones
EV
Inciso a f i b c g h [ d e
Técnicas T Te T10 Ty T3 Ty Tg To Ty Ts
asociadas 1, T, 1, - T, TaTp - Ta
Técnica correcta 29 22 20 29 27 22 20 21 27 26
Técnica incorrecta 1 8 10 1 2 8 9 9 3 4
Identifica la
propiedad sin 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0
realizar técnica
Total de

) 30 30 30 30 30 30 30 30 30 30
estudiantes

Tabla 12: Técnicas manifestadas por estudiante en la actividad 2.

Con la informacioén de la tabla podemos observar que el inciso b) fue uno de los que
presento un solo estudiante con error en la técnica. En la categoria realiza la técnica
esperada correctamente se aprecia en la tabla 12 que para la propiedad de la
cerradura bajo la suma, hubo veintinueve estudiantes que realizaron las
operaciones necesarias y comprobaron que el resultado pertenece al conjunto

indicado. Como ejemplo, el estudiante E04, en la figura 13 realiza la técnica ,.

2. Sean f(x) =3x +5,g(x) = 2x + 4, h(x) = x — 2 vectores € F, donde F es el conjunto de funciones
continuas de valores reales definidas el intervalo [0,1]. Yseana =3y g = —2.

a) Realizar f + g ¢ El resultado de la suma pertenece a F?

‘s o - AN < E .
A« S\ + 7 LY . g x\

Figura 13: EO4 realiza la técnica esperada correctamente.

En la categoria de las técnicas incorrectas se consideraron los casos en los que el

estudiante realizé la técnica de forma errénea o no realizd ninguna técnica para
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identificar la propiedad. En la figura 14 se advierte uno de los nueve estudiantes que
cayeron en esta clasificacion. En el ejemplo, el estudiante no realiz6 ninguna

técnica.

2. Sean f(x) =3x +5, g(x) = 2x + 4, h(x) = x — 2 vectores € F, donde F es el conjunto de funciones
continuas de valores reales definidas el intervalo [0,1]. Y seana =3y g = -2,

i) ¢Secumple (a+B)f =af +Bf? ¢ 4

Figura 14: E30 no realizé técnica.

Para la categoria identifica la propiedad sin realizar técnica, se consideraron los
casos en los que el estudiante respondiera inmediatamente, haciendo referencia a
la propiedad en cuestion, sin tener que realizar ningln procedimiento para tal fin.
Esta fue la técnica t,, que se presento diferente a la esperada. En la figura 15, se
puede observar el Unico caso para la propiedad distributiva respecto de los vectores

en la estructura de las funciones continuas en un intervalo definido.

2. Sean f(x) = 3x + 5, g(x) = 2x'+ 4, h(x) = x — 2 veclores € F, donde F es el conjunto de funciones
continuas de valores reales definidas el intervalo [0,1). Yseana =3 y f = —2.

h) ¢Se cumple a(f + g)= af + ag?

Figura 15: EQ7 identifica la propiedad sin realizar técnica.

V.2.2.2 Tecnologia

Se resume en la tabla 13, la clasificacion de estudiantes de acuerdo a las
tecnologias mostradas para esta segunda actividad. Asi como se manifestaron las
tecnologias esperadas, también se presentaron las siguientes: (8,) la justificacion
de espacio vectorial utilizando la definicion de conjunto generador y, (6.) la

justificacion del espacio vectorial con la definicion de subespacio vectorial.
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Tipo de Tarea

T,: Realizar y

T,: Comprobar que se cumpla

T;: Construir
vector y

comprobar )
analizarlo
Ident
Identificar la ificar  Establecer la igualdad e identificar ~ Realizar las
cerradura el propiedades operaciones
EV
Inciso a f i b c g h [ d e
Tecnologias 01 06 10 0 03 87 s B9 0.4 05
asociadas 9, 0,
Responde sin
justificar 26 20 12 28 26 21 21 20 18 5
Identifica la 1 o o o 1 0.1 o 3 18
propiedad
Justifica la
propiedad 0 0 6 0 0 0 0 0 3 0
Responde
incorrectamente 3 10 12 2 X 9 8 10 6 !
Total de 30 30 30 30 3 30 30 30 30 30

estudiantes

Tabla 13: Tecnologias manifestadas por estudiante en la actividad 2.

Segun la informacion en latabla, el inciso €) que es sobre realizar las operaciones

indicadas, fue en el que mejor se identifico la propiedad a la que se hacia referencia

(inverso aditivo). En la categoria responde sin justificar, tenemos el ejemplo en la

figura 16, en la que el estudiante contesta que se cumple la igualdad, pero no

respalda esta respuesta con la propiedad distributiva para las funciones definidas.

Para este inciso, un total de veintiin estudiantes respondieron de forma similar.

A

b

g) ¢Se cumple a(Bf) = (af)f? <\
{ [ ) :lv

- ! Ao

2. Sgan f(x) =3x+5,g(x) = 2x + 4, h(x) = x — 2 vectores € F, donde F es el conjunto de funciones
continuas de valores reales definidas el intervalo [0,1]. Y sean a = 3 yp=-=2.

Figura 16: EO8 responde sin justificar.
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En la categoria identifica la propiedad, se observa en la figura 17 el ejemplo del
anico estudiante que reconoci6 la propiedad de la cerradura de la suma para las

funciones continuas en un intervalo definido, manifestando asi la tecnologia 6.

2. Sean f(x) =3x +5,9(x) = 2x + 4, h(x) = x — 2 vecfores € F, donde F es el conjunio de funciones
continuas de valores reales definidas el intervalo [0,1]. Yseana =3y f = —2.

o )
a) Realizar f + g ¢El resultado de la suma pertenece a F? 51 (01 yrd ows

Chxt&) +2x 44 = Sx49

Figura 17: EO2 identifica la propiedad.

Para la categoria justifica la propiedad, se puede analizar que en el ejemplo
mostrado en la figura 18, se realiza la técnica correcta, responde la cuestion
solicitada identificando vy justifica la propiedad buscada al hacer evidente que el
neutro aditivo es Unico. En esta categoria, un total de tres estudiantes manifestaron

la tecnologia 6, con un desempefio similar.

2. Sean f(x) =3x+5,9(x) =2x + 4, h(x) = x — 2 vectores € F, donde F es el conjunto de funciones
continuas de valores realesdefinidas el intervalo [0,1]. Yseana =3y g = —2.

d) Construirunvectorne F talque f+n=f
¢ Puede existir otro vector diferente de n llamado z, taique f+z = f? no

PR £ e 2 uni (S
) \ ~ - / [ \ ) | ~
/ L\ | L)X . C

)3x+5) HoxrO)= (3x+5) ! lo provicdal

Figura 18: E18 justifica la propiedad.

Para la categoria responde incorrectamente, se encontro que doce estudiantes
dejaron sin responder o justificaron de forma incorrecta el espacio vectorial. Por
ejemplo, en la figura 19 tenemos a un estudiante que contestdé demostrando que los

vectores eran linealmente dependientes, por lo que utilizé la definicibn de un
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conjunto generador en lugar de la del espacio vectorial, manifestando asi la

tecnologia 0,

2. Sean f(x) =3x +5,g(x) = 2x + 4, h(x) = x — 2 vectores € F, donde F es el conjunto de funciones
continuas de valores reales definidas el intervalo [0,1]. Y seana =3y f = —2.

J) ¢F esun espacio vectorial? ¢ Cémo justificas si es o no es un espacio vectorial?

1

Figura19: E16 responde incorrectamente.

V.2.2.3 Tipo de Abstraccion

En la tabla 14 se encuentra el resumen de la cantidad de estudiantes que se
encuentran en cada tipo de abstraccion para esta segunda actividad sobre las

funciones continuas en un intervalo definido.
De la tabla se puede inferir que para la mayoria de los estudiantes el tipo de

abstraccion presentado fue la interiorizacion. Para este tipo de abstraccién, en esta

actividad, tenemos el ejemplo mostrado en la figura 20, donde el estudiante realiza
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Tipo de Tarea

T,: Realizar y T;: Construir

comprobar T,: Comprobar que se cumpla vec'tor y
analizarlo
Ident
Identificar la ificar  Establecer la igualdad e identificar ~ Realizar las
cerradura el propiedades operaciones
EV
Inciso a f i b c g h [ d e
Interiorizacion 26 20 12 28 26 21 21 20 18 5
Encapsulacién 1 0 0 0 1 0 1 0 3 18
Generalizacion 0 0 6 0 0 0 0 0 3 0
Ningun tipo de 3 10 12 2 3 9 8 10 6 7
abstraccién
Total de

) 30 30 30 30 30 30 30 30 30 30
estudiantes

Tabla 14: Abstraccion manifestada por estudiante en la actividad 2.

el ejercicio con la técnica correcta, y responde haciendo conciencia de la
pertenencia al conjunto indicado, mas no alcanza a identificar la propiedad de la
cerradura bajo la multiplicacion. Para esta propiedad, un total de veinte estudiantes

tuvieron el mismo tipo de abstraccion para esta estructura algebraica.

2. Sean f(x) = 3x.+5, g(x) = 2x + 4, h(x) = x — 2 veclores € F, donde F es el conjunto de funciones
continuas dewalores reales definidas el intervalo [0,1]. Y seana =3y f = —2.

fy. Realizar af (El resultado de la multiplicacion pertenece a F?

y , € \ A \ J (- ‘

2 5 e*S> )= AR

Figura 20: EO5 interioriza.
En el caso de la encapsulacion, se presenta el ejemplo del estudiante E12, en la

figura 21, en este ejemplo se puede observar como reflexiona sobre el proceso
realizado logrando identificar que se trata de los inversos de las funciones
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trabajadas. Dieciocho estudiantes presentaron este tipo de abstraccién para la

propiedad del inverso aditivo de las funciones continuas en un intervalo definido.

2. Sean f(x) = 3x + 5, g(x) = 2x + 4, h(x) = x — 2 vectores € F, donde F es el conjunto de funciones
continuas de valores reales definidas el intervalo [0,1]. Y seana =3y 8 = —2.

e) Siendo n el vector construido en el inciso anterior, construir un vector g, talque g + g =n
¢, Qué se puede observar sobre su construccion, al comparar los vectores g y ¢ respectivamente?

Cax+4) N(gq)= ©,0) q= (-2, -4)
(ax +<f])+(t.‘ ‘rQQW _(} ~ 2« -L{) San | NUe S0y \

Figura 21: E12 encapsula.

En la figura 22 se muestra uno de los seis estudiantes que presentaron el tipo de
abstraccion generalizacién al comprobar el espacio vectorial para esta actividad. Se
puede observar que el estudiante identificd que los incisos que formaron a la

actividad, son las propiedades que definen a un espacio vectorial.

2. Sean f(x) = 3x + 5, g(x) = 2x +4, h(x) = x — 2 vectores € F, donde F es el conjunto de funciones
continuas de valores reales definidas el intervalo [0,1). Y seana =3y g = —2.

j) ¢F es un espacio vectorial? ;Como justificas si es o no es un espacio vectorial?

§7 rimwe \ 1

I

Figura 22: E20 generaliza.

Finalmente, para el conjunto de funciones continuas en un intervalo definido, se
encontraron dos estudiantes que no presentaron ningun tipo de abstraccién en el
inciso b), que indica la propiedad asociativa, ya que al realizar las operaciones para

establecer la igualdad, se present6 error aritmético, como se aprecia en la figura 23.
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2. Sean f(x) =3x +5,9(x) = 2x + 4, h(x) = x — 2 vectores € F, donde F es el conjunto de funciones
continuas de valores reales definidas el intervalo [0,1]. Yseana =3y = —2.

b) ¢Secumple (f+g)+h=f+(g+h)? ST

X ’{u ) )4 -4 1\

/ A . sy L, ‘ !
[{1)1 JH (LM | (1»"') (32 )T ° .
(5, Q)+0 A= (3,5) + (33)

Ry
15 o)
(6,8) = (&)

Figura 23: EQ9 ningun tipo de abstraccion.

V.2.3 Actividad 3: Polinomios con coeficientes reales con grado menor o igual
a3

Para el caso de la estructura algebraica de los polinomios, de forma general, se
contabilizaron 225 (75 %) respuestas en las que los estudiantes realizaron las
técnicas esperadas de forma correcta, 65 (22 %) respuestas fueron realizadas con
una técnica errébnea o no respondieron, y se presentd la situacién de 10 (3 %)
respuestas en las que para la identificacion de algunas propiedades, no se necesitd

la realizacion de ninguna técnica (tabla 8).

En cuanto a las tecnologias y a la abstraccién, en esta actividad hubo 146 (49 %)
respuestas correctas de estudiantes que no justificaron, quedandose en la
interiorizacion; sin embargo fue la actividad en la que 76 (25 %) respuestas
identificaron la propiedad, resultando en que esta estructura algebraica es en la que
se dio una mayor abstraccion de tipo encapsulacion; por otro lado, 13 (4 %)
respuestas justificaron la propiedad, lo que representd la generalizacién; y 65 (22
%) tuvieron una respuesta incorrecta o nula, por lo que no presentaron ningun tipo

de abstraccion (tabla 8).

De esta manera se reconoce que, aungue los estudiantes no realizaron los pasos
esperados (técnicas), lograron identificar las propiedades que se buscaban

(tecnologias), alcanzando asi el tipo de abstraccion encapsulacion.
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V.2.3.1 Técnica

En la actividad tres, se trabajo con la estructura algebraica de los polinomios con
coeficientes reales de grado menor o igual a tres. En la tabla 15 se encuentran las
técnicas manifestadas por estudiante, tanto las esperadas como las que emergieron
en esta actividad: (t,) errores en el procedimiento y (t;) la identificacion directa de

la propiedad referida sin realizar ninguna técnica.

Tipo de Tarea

T,: Realizar y T3: Construir

comprobar T,: Comprobar que se cumpla vector y
analizarlo
Ident
Identificar la ificar  Establecer laigualdad e identificar ~ Realizar las
cerradura el propiedades operaciones
EV
Inciso a f i b c g h [ d e
Técnicas T Te T10 T2 T3 17 Tg T Ty Ts
asociadas Tp Ta Ta Tp TaTp TaTp TagTp TagTp Ta
Técnica correcta 29 25 21 27 25 23 19 19 28 27
Técnica incorrecta 0 5 9 1 2 6 9 10 2 3
Identifica la
propiedad sin 1 0 0 2 3 1 2 1 0 0
realizar técnica
Total de

estudiantes 30 30 30 30 30 30 30 30 30 30

Tabla 15: Técnicas manifestadas por estudiante en la actividad 3.

Se puede apreciar en la tabla previa que para esta actividad, el inciso i), resultd

complicado para varios estudiantes.

Para la categoria realiza la técnica esperada correctamente se puede observar que
veintiocho estudiantes realizaron la técnica t, al construir un vector y analizarlo para

la propiedad del neutro aditivo. En la figura 24 tenemos el ejemplo del estudiante

E26 que cumple esta situacion.
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3. Sean p(x) = 5x + 4,q(x) = x%,r(x) = 2x* vectores € P, donde P es el conjunto de todos los
polinomios con coeficientes reales de grado menoroiguala 3. Yseana=3v 8 = —2.

d) Construirunvectorne P, talquep+n=p (
¢ Qué propiedad esta cumpliendo el vector construido n? 75 el nevtrs ad! o
Sxt4+ (Pxro) = gxtn

U

D

SxXT 15

Figura 24: E26 realiza la técnica esperada correctamente.

En cuanto a las respuestas en las que se realizé alguna técnicaincorrecta, se puede
apreciar en la figura 25 a un estudiante que cometio errores en el procedimiento (t,)
para la propiedad de cerradura bajo la multiplicacion. Del mismo modo se

presentaron otros cuatro estudiantes con un procedimiento similar.

3. Sean p(x) = 5x + 4, q(x) = x%,r(x) = 2x* vectores € P, donde P es el conjunto de todos los
polinomios con coeficientes reales de grado menoroiguala 3. Yseana =3y p = —2.

f) Realizar ap ¢El resultado pertenece a P? ;Por qué?

Figura 25: E23 realiza técnica incorrecta.

Porotro lado, en la figura 26, se puede observar como el estudiante E17 no realiza
técnica, pero identifica de manera directa la propiedad conmutativa. Asi, hubo un

total de tres estudiantes que reconocieron la propiedad conmutativa, manifestando

la técnica T,.
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3. Sean p(x) = 5x + 4, q(x) = x*, r(x) = 2x* vectores € P, donde P es el conjunto de todos los
polinomios con coeficientes reales de grado menoroiguala3.Yseana=3y g = —2.

c) ¢Secumplep +q =g+ p? (Porque?
oy s p
X\ 3 ( u'h\\/\(-' ax Sev XA SumQ
¢ 0 v | r.‘-.( VA

Figura 26: E17 identifica sin realizar la técnica.

V.2.3.2 Tecnologia

En la tabla 16 se sintetiza el trabajo que realizaron los estudiantes sobre las
tecnologias en la estructura de los polinomios. Aparte de las tecnologias esperadas,
se manifestaron las siguientes: (8,) la confusiéon del estudiante de la propiedad
solicitada con otra, (0;) la justificacion de espacio vectorial utilizando la definicién
de conjunto generador vy, (6.) la justificacion del espacio vectorial con la definicién
de subespacio vectorial.

Tipo de Tarea

T,: Realizar y T3: Construir

comprobar T,: Comprobar que se cumpla vec_tor y
analizarlo
Ident
Identificar la ificar  Establecer la igualdad e identificar ~ Realizar las
cerradura el propiedades operaciones
EV
Inciso a f i b C g h [ d e
Tecnologfas 01 B¢ 610 62 03 8, s B9 0.4 05
asociadas 0,0, 6, 0, 0,
RegpgNde sin 23 24 14 18 15 20 13 18 1 0
justificar
wahtifica la 3 o o 5 10 1 3 1 271 26
propiedad
Justl_ﬂca la 3 1 6 1 5 0 0 0 0 0
propiedad
Responde 1 5 10 6 3 9 14 11 2 4
incorrectamente
Total de

) 30 30 30 30 30 30 30 30 30 30
estudiantes

Tabla 16: Tecnologias manifestadas por estudiante en la actividad 3.
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De la tabla se obtiene que el inciso d), fue en el que los estudiantes identificaron

mejor la propiedad referente.

La produccién de un estudiante que se clasifica como responde sin justificar se
puede observar en la figura 27, en la que el estudiante E23 realiza la técnica
esperada, pero la respuesta a la pregunta queda de manera superficial. Para el
inciso b), hubo un total de 18 estudiantes que contestaron que se cumple la
igualdad, pero no respaldan esta respuesta con la propiedad asociativa de la suma

para los polinomios.

3. Sean p(x) = 5x + 4, q(x) = x%,r(x) = 2x* veclores € P;donde P es el conjunto de todos los
polinomios con coeficientes reales de grado menor o iguala 3. Yseana =3y g = -2,

b) (Secumple (p+q)+r=p+(q+7r)? ¢ Porqué?

B

C X534+ (RN S re( I RE)

~N % KR X :\_1 - 7 i3 &% 1 l

<

Figura 27: E23 responde sin justificar.

En el caso de identificar la propiedad, tenemos en la figura 28, el ejemplo del
estudiante E15 queal construir un vector y analizarlo, expresa la tecnologia 65 para
el inciso e). Asi, otros veinticinco estudiantes también lograron identificar la

propiedad del inverso aditivo.

3: Sean p(x) = 5x + 4,q(x) = x%,r(x) = 2x* vectores € P, donde P es el conjunto de todos los
polinomios con coeficientes reales de grado menoroiguala3. Yseana=3y g = -2.

e) Siendo n el vector construido en el inciso anterior, construir un vector m, talquep +m=n
2 Qué propiedad esta cumpliendo el vector construido m?

Figura 28: E15 identifica la propiedad.
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Ahora se presenta uno de los seis casos, en los que los estudiantes justificaron la
propiedad identificada. En la figura 29, el estudiante E02 respondi6 el inciso j)

identificando el espacio vectorial y lo justificé exteriorizando la tecnologia 6.

3. Sean p(x) = 5x + 4,q(x) = x2,1(x) = 2x* vectores € P, donde P es el conjunto de todoslos
polinomios con coeficientes reales de grado menor o igual a 3. Yseana=3yp =-2.

j) &P es unespacio vectorial? ;Como justificas si es 0 no es un espacio vectorial?

\ |
\ { ™

Figura 29: EO2 justifica la propiedad.

En cuanto a la categoria responde incorrectamente se encontraron catorce
estudiantes que no presentaron ninguna tecnologia al no responder o como el
ejemplo mostrado en la figura 30, en la que el estudiante manifesto la tecnologia 6,

al confundir la propiedad distributiva con la asociativa.

3. Sean p(x) = 5x + 4, q(x) = x?,r(x) = 2x* vectores € P, donde P es el conjunto de todos los
polinomios con eoegficientes reales de grado menoroiguala 3. Yseana =3y B = —-2.

h) ¢Se cumple a(p + q) = ap + aq? ;Por qué? "

c-z.(lkff\) s 3 (‘/— “if S 12

- 5 2 t

P - 1ISx+IL + 3x=5x 2L

Figura 30: E19 confunde la propiedad.
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V.2.3.3 Tipo de Abstraccion

Para esta actividad que trabaja con la estructura algebraica de los polinomios con
grado menor o igual a 3, en la tabla 17 se presenta el resumen del tipo de

abstraccion de los estudiantes, para las distintas propiedades del espacio vectorial.

Tipo de Tarea

T,: Realizar y Ty: Construir

comprobar T,: Comprobar que se cumpla vector y
analizarlo
Ident
Identificar la ificar  Establecer la igualdad e identificar ~ Realizar las
cerradura el propiedades operaciones
EV
Inciso a f i b o g h [ d e
Interiorizacion 23 24 14 18 15 20 13 18 1 0
Encapsulacién 3 0 0 5 10 1 3 1 27 26
Generalizacién 3 1 6 1 2 0 0 0 0 0
Ningtn tipo de 1 5. 10 6 3 9 14 11 2 4

abstraccion

Total de
estudiantes

30 30 30 30 30 30 30 30 30 30

Tabla 17: Abstraccion manifestada por estudiante en la actividad 3.

Con la tabla previa se aprecia que para la mayoria de los estudiantes, les fue posible
alcanzar la encapsulacion para el tipo de tarea que implica construir un vector y

analizarlo (T).

En el ejemplo presentado en la figura 31, se presenta al estudiante E30 que se
catalogo en interiorizacion, ya que no alcanzo a identificar la propiedad a pesar de
haber realizado la técnica correctamente. Este fue el Unico caso que se quedo en

esta categoria para la propiedad del neutro aditivo.
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3. Sean p(x) = 5x + 4, q(x) = x%,r(x) = 2x* vectores € P, donde P es el conjunto de todos los
polinomios con coeficientes reales de grado menoroiguala 3. Yseana =3y g = —2.

2 A\
L5\ == (0')(34» rop 4 yoX +2)

d) Construirunvectorne P, talquep+n=p
¢ Qué propiedad esta cumpliendo el vector construidon? q_ ., « . A¢ 5+,

-3

G WNCane Gh - ‘_.\.

Figura 31: E30 interioriza.

La encapsulacion es el tipo de abstraccion que refiere al momento en el que el
estudiante reflexiona sobre el proceso realizado de manera particular para
comprenderlo como un todo. Este se puede observar en la figura 32, en la que el
estudiante respondié reconociendo la propiedad para el tipo de estructura
algebraica presentada. Para la propiedad asociativa de la multiplicacion por un

escalar, el estudiante E11 fue el Unico que alcanzo la encapsulacion.

3. Sean p(x) = 5x + 4,q(x) = x*,r(x) = 2x* Vectores € P, donde P es el conjunto de todos los
polinomios con coeficientes reales te grado menor o iguala 3. Yseana =3y g = —2.

g) ¢Se cumple a(Bp) = (af)p?

~{%
}

Figura 32: E11 encapsula.

Para la generalizacién, se muestra en la figura 33, al Unico estudiante que alcanzo6
este tipo de abstraccion en el inciso f), al identificar y comprobar la cerradura de la

multiplicacion.

Para la estructura algebraica de los polinomios con grado menor o igual a 3, se
identificO que once estudiantes no mostraron ningan tipo de abstraccion. Como
ejemplo podemos observar en la figura 34, al estudiante E01 que a pesar de realizar
el procedimiento necesario, no hubo respuesta que permitiera definir algun tipo de

abstraccion.
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3. Sean p(x) = 5x + 4,q(x) = x%,r(x) = 2x? vectores € P, donde P es el conjunto de todos los
polinomios con coeficientes reales de grado menor o iguala 3. Yseana =3y f = —2.

f) Realizar ap (EI resultado pertenece a P? ¢ Por qué?

¥ 4

Figura 33: EO3 generaliza.

3. Sean p(x) = 5x + 4, q(x) = x%,r(x) = 2x* vectores € P, donde P'6s el conjunto de todos los
polinomios con coeficientes reales de grado menor o iguala 8. Y'seana =3y g = —2.

[) ¢Secumple (a+ B)p = ap + pp?-

{ 1 \

Figura:34: EO1'ningun tipo de abstraccion.

V.2.4 Actividad 4: Polinomios con coeficientes reales con grado igual a 3

En esta actividad, a diferencia de las demas, la estructura algebraica presentada no
es un espacio vectorial, esto con la intencién de analizar la comprension de los
estudiantes hacia las propiedades de un espacio vectorial. De manera global, 198
(66 %) de las respuestas de los estudiantes realizaron la técnica esperada de
manera correcta, esta estructura algebraica fue en la que mayor cantidad de
técnicas incorrectas se presentaron con 96 (32 %) respuestas en esta categoria, y
por ultimo 6 (2 %) respuestas en las que no se realizd ninguna técnica, pero se

identifico de manera directa la propiedad (tabla 8).

En referencia a las tecnologias y a los tipos de abstraccion, se observaron 158 (53

%) respuestas en las que los estudiantes resolvieron sin justificar, quedandose en
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la interiorizacion; 27 (9 %) que identificaron la propiedad, siendo del tipo de
abstraccion encapsulacion; hubo 19 (6 %) respuestas en las que se justificd la
propiedad con la tecnologia, logrando asi la generalizacion; sin embargo, fue la
estructura algebraica que presento 96 (32 %) respuestas con errores 0 sin contestar,
por lo que se catalogdb como la actividad en la que menos hubo algun-tipo-de

abstraccion (tabla 8).

Con esta informacion podemos determinar que los estudiantes-tuvieron dificultad
para realizar las técnicas correctamente, por lo que no manifestaron la tecnologia

esperada, mostrando asi que no hubo ningun tipo de abstraccion.

V.2.4.1 Técnica

Para esta estructura algebraica, se presenta en la tabla 18 el desempefio de los
estudiantes en cuanto a los procedimientos que realizaron por inciso. Aunado a las
técnicas esperadas, para esta actividad también se manifestaron las nuevas
técnicas: (t,) errores en el procedimiento y (t,) la identificacion directa de la

propiedad referida sin realizar ninguna técnica.

Con base en la tabla 18, se expone que los estudiantes presentaron conflictos al

realizar las técnicas para esta actividad.
En la figura 35, se observa el ejemplo de un estudiante que realizd la técnica
esperada correctamente. Para esta tarea se encontraron veintiséis estudiantes que

construyeron el vector del inverso aditivo con la técnica ts.

Para la categoria realizar técnica incorrecta, entre los casos en los que el estudiante

tuvo algun error en el procedimiento (t,), se tiene el ejemplo en la figura 36, en la
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Tipo de Tarea

T,: Realizar y

T;: Construir

comprobar T,: Comprobar que se cumpla vec'tor y
analizarlo
Ident
Identificar la  ificar ~ Establecer la igualdad e identificar ~ Realizar las
cerradura el propiedades operaciones
EV
Inciso a f i b c g h [ d e
Técnicas T Te T10 Ty T3 Ty Tg To Ty Ts
asociadas Tq Ta TaTp TaTp TaTp TagTp TgTp
Técnica correcta 27 23 19 23 23 21 20 17 26 26
Técnica incorrecta 3 7 11 6 5 8 9 12 4 4
Identifica la
propiedad sin 0 0 0 1 2 1 1 1 0 0
realizar técnica
Total de

) 30 30 30 30 30 30 30 30 30 30
estudiantes

Tabla 18: Técnicas manifestadas por estudiante en la actividad 4.

4. Sean p(x) = x® + 1, q(x) = —x3,7(x) = ¥* vectores € W, donde W es el conjunto de todos los

e) Siendo n el vector construido.en el inciso anterior, construir un vector m, talquep+m =n
¢ El vector m pertenece a W? ;Qué propiedad esta cumpliendo el vector m?

/ -

(X7FV) + (ARSY ) LOX®+ 0O ) e

w. .

L v A g N

vV X { - Ve N s \
\ \

Figura 35: E21 realiza la técnica correcta.

que el que el estudiante transcribi6 mal los polinomios, por lo que no tuvo

el

resultado adecuado. Asi, se presentaron seis casos que no lograron establecer la

igualdad para comprobar la propiedad.
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4. Sean p(x) = 2% + 1, q(x) = =23, r(x) = »® vectores € W, donde W es el conjunto de todos los
polinomios con coeficientes reales de gradoiguala 3. Yseana =3y g = -2.

1 4+ X RS £ aNd T

Jir= axtl xr o S COMONY = o4 .\%'r"‘»//

Figura 36: E14 presenta error en técnica.

Para esta actividad se exterioriz6 la técnica t,, que es cuando el estudiante
identifica la propiedad sin realizar técnica, en la figura 37 se observa al Unico
estudiante que presentd esta técnica para el inciso h), al reconocer la propiedad

distributiva sin haber realizado la técnica esperada tg.

4. Sean p(x) = x® + 1,q(x) = —x°,r(x) =x? vectores € W, donde W es el conjunto de todos los
polinomios con coeficientes reales de gradoiguala 3. Yseana =3y g = —2.

h) ¢Se cumple a(p + q) = ap + aq?

4 A

Figura 37: E11 identifica sin realizar la técnica.

V.2.4.2 Tecnologia

Para el desarrollo de las respuestas, tenemos en la tabla 19 la clasificacion de los
estudiantes de acuerdo a las tecnologias esperadas y a las nuevas manifestadas
gue para esta actividad fueron: (6,) confundir la propiedad solicitada con otra, (6;)
justificar el espacio vectorial utilizando la definicibn de conjunto generador, (6,)
indicar que se cumple la propiedad en casos en los que no cumple, (6,) identificar

gue no cumple alguna propiedad y decir que si es espacio vectorial.

73



Tipo de Tarea

T,: Realizar y T;: Construir

comprobar T,: Comprobar que se cumpla vecjcor y
analizarlo
Ident
Identificar la ificar  Establecer la igualdad e identificar ~ Realizar las
cerradura el propiedades operaciones
EV
Inciso a f i b c g h [ d e
Tecnologias 01 06 10 0 03 6, Og B9 0.4 05
asociadas 0, 0, 0, 0, 0,
Responde sin
justificar 14 24 6 24 23 20 16 17 8 4
Identifica la o o 1 2 3 2072 2 2 15
propiedad
Justifica la 8 1 6 0 0 0 1 0 2 1
propiedad
Responde
incorrectamente 8 5 17 4 4 8 11 11 18 10
Total de

) 30 30 30 30 30 30 30 30 30 30
estudiantes

Tabla 19: Tecnologias manifestadas por estudiante en la actividad 4.

De la tabla previa se puede apreciar que la propiedad que mas estudiantes

justificaron fue el inciso a) sobre la cerradura de la suma.

Referente a la categoria responde sin justificar, tenemos el ejemplo del estudiante
presentado.en la figura 38, donde se puede observar que para la tarea relacionada
con la propiedad de la cerradura de la suma, su respuesta es somera ya que no da
fundamentos de su razonamiento. Se presentaron otros veintitrés estudiantes con

el mismo tipo de respuesta para el inciso f).
El inverso aditivo fue la propiedad identificada por quince estudiantes con la

tecnologia 65. En la figura 39 se observa al estudiante E24, el cual construyo el

vector solicitado y al analizarlo logré identificar la propiedad.
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4. Sean p(x) = x* + 1, q(x) = —x3,r(x) = a3 vectores € W, donde W es el conjunto de todos los
polinomios con ceeficientes reales de gradoiguala 3. Yseana =3y g = ~2.

f) Realizar ap (El resultado pertenece a W? ;Por qué?

o< (x> +1) a8 €

oX 5{3 + o<

Figura 38: E28 responde sin justificar.

4. Sean p(x) = x +1)q(x) = —x%_?fx) = 23 vectores € W, donde W es el ¢onjunto de todos los
polinomios con coeficientes reales de gradoiguala 3. Yseana =3y g = ~2.

e) Siendo n el vector construido en el inciso anterior, construir un.vector m, talquep+m=n
¢El vector m pertenece a W? ;Qué propiedad esta cumpliendo el vector m?

Figura 39: E24 identifica la propiedad.

En cuanto a la categoria justifica la propiedad, se encontrd a un solo estudiante que
presentd la tecnologia 64, al establecer la igualdad, identificar la propiedad
distributiva y justificar la no pertenencia al conjunto, segun se puede ver en la figura

40.

4. Seanp(x) =2 +1,q(x) = =23, r(x) = x3 vectores € W, donde W es el conjunto de todos los
polinomios con coeficientes reales de grado iguala 3. Yseana =3y g = —2.

h) ¢Secumple a(p +q) = ap + aq?

Figura 40: EO2 justifica la propiedad.
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En la categoria responde incorrectamente, hubo ocho estudiantes que se

consideraron en situaciones en las que no realizaron la técnica correcta o la

respuesta no fue la adecuada. En la figura 41 se puede observar que el estudiante

no realiza técnica alguna, por lo que al querer comprobar la propiedad, no identifica

gue no se cumple la propiedad de la cerradura de la suma.

4. Seanp(x) = 23 4+ 1,q(x) = —2%,r(x) = x® vectores € W, donde W es el conjunto dé todos los
polinomios con cosficientes reales de gradoiguala 3. Yseana =3y g = —2.

a) Realizar p + q (El resultado de la suma pertenece a W? ¢Por qué?

Figura 41: E11 responde incorrectamente.

V.2.4.3 Tipo de Abstraccién

En la tabla 20 se resumen los tipos de abstraccion exteriorizados por los estudiantes

con respecto a la estructura algebraica de los polinomios con grado igual a 3.

Tipo de Tarea

T;: Construir

Tgosne?gijry T,: Comprobar que se cumpla vector y
P analizarlo
Ident
Identificar la ificar  Establecer la igualdad e identificar ~ Realizar las
cerradura el propiedades operaciones
EV
Inciso a f i b C g h [ d e
Interiorizacion 14 24 6 24 23 20 16 17 8 4
Encapsulacién 0 0 1 2 3 2 2 2 2 15
Generalizacién 8 1 6 0 0 0 1 0 2 1
Ningun tipo de 8 5 17 4 4 8 11 11 18 10

abstraccion

Total de
estudiantes

30 30 30

30 30 30 30 30 30 30

Tabla 20: Abstraccion manifestada por estudiante en la actividad 4.
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A partir de la tabla anterior, se deriva que una gran cantidad de estudiantes no
presentd ningun tipo de abstraccion cuando se debia identificar si el conjunto

presentado en la actividad es o0 no un espacio vectorial.

En esta actividad, para la interiorizacion, se observé que ocho estudiantes en- el
inciso d), realizaron las operaciones para construir el vector solicitado, y al analizarlo
reconocieron que no pertenecia al conjunto definido. Se puede advertir en la figura
42, una respuesta de este tipo de abstraccion, en la que el estudiante respondio que
el vector creado no pertenece al conjunto, pero no indicO la propiedad que se

buscaba representar.

4. Seanp(x) = x3 + 1,q(x) = —x3,r(x) = x* vectores.€ W, donde W es el conjunto de todos los
polinomios con coeficientes reales de grado iguala 3. Yseana =3y g = —2.

d)- Construirun vectorn € W,talquep+n=p
¢El vector n pertenece a W? ¢ Por qué?
¥ 3 " | "I N - "v‘_’\ i&\{ ;

KBJ‘{“!O? <« >4 7

Figura 42: E23 interioriza.

En cuanto a la encapsulacion tenemos en la figura 43, el ejemplo de un estudiante
gue comprobd que se cumplia la igualdad y logré identificar la propiedad de la
conmutatividad de la suma. Para esta tarea, hubo tres estudiantes que alcanzaron

la encapsulacion.

4. Sean p(x) = x* + 1,q(x) = —x3,r(x) = x3 vectores € W, donde W es el conjunto de todos los
polinomios con coeficientes reales de grado iguala 3. Yseana =3y g = —2.

c) ¢(Secumplep+q=q+p? ¢}

Figura 43: E02 encapsula.
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Para la generalizacion se presenta en la figura 44, a un estudiante que responde la
tarea de forma correcta, comprobando que el vector no pertenece al conjunto
indicado y por lo tanto logra identificar que no se cumple la propiedad de la
cerradura. Para este inciso, ocho estudiantes alcanzaron a generalizar de manera

similar.

4. Sean p(¥) = 23 + 1,q(x) = =23, r(x) = x® vectores € W, donde W es el conjunto de todos los
polinomios con coeficientes reales de grado iguala 3. Yseana =3y g = 2.

a) Realizar p + q ¢ El resultado de Ia suma pertenece a W'? ;Por qué?

2 -z, 2
+ 3| 5

3 34 \ ‘~‘ i (-/\' ) 5= X "L£ -_ X

Figura 44: EO3 generaliza.

En esta actividad, para la tarea de identificar si era 0 no un espacio vectorial,
diecisiete estudiantes se agruparon en la categoria de ningun tipo de abstraccion.
En la figura 45 se advierte el caso de uno de ellos, que responde que el conjunto
es un espacio vectorial, a pesar de explicar que no todas las propiedades se

cumplieron.

4. Sean p(x) = 2*+ 1,q(x) = —=x3,r(x) = x3 vectores € W, donde W es el conjunto de todos los
polinomios con, coeficientes reales de gradoiguala3. Yseana =3y g = —2.

i) .¢W es un espacio vectorial? ; Como justificas si es 0 no es un espacio vectorial?

! 3

Figura 45: E06 ningun tipo de abstraccion.

78



V.3 Resultados comparativos entre actividades y elementos tedricos

Dados los resultados obtenidos en las cuatro actividades se puede establecer que
una gran cantidad de estudiantes presentaron las técnicas esperadas, segun se
puede observar en la figura 46. Los incisos en los que mas estudiantes manifestaron
las técnicas esperadas fueron el a) y el d), que corresponden a las propiedades de

la cerradura de la suma y el neutro aditivo, respectivamente.

m———

25
o C O
20
15
10
5
0
a b C d e f g h i j
=@ Actividad(1l - ==®= Actividad 2 Actividad 3 =—@==Actividad 4

Figura 46: Estudiantes que realizaron la técnica esperada.

En cuanto a las tecnologias, se observa en la figura 47, que para las propiedades
gue -mayormente se exteriorizaron fueron para el neutro aditivo, inciso d), y el
inverso aditivo, inciso e). Por otro lado, en las que menos se presentaron las
tecnologias correspondientes fueron en los incisos f), g), i), que son la propiedad de
la cerradura de la multiplicacion, la propiedad asociativa de la multiplicacién por

escalar y la propiedad distributiva respecto de los escalares, respectivamente.
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30
25
20
15

10

a b c d e f g h i j

=@ Actividad 1 ==@=Actividad 2 Actividad 3 =@=Actividad 4

Figura 47: Estudiantes que manifestaron las teenologias esperadas.

En cuanto a la abstraccion, se necesité de un entretejido de las técnicas y
tecnologias que permiti6 definir a los estudiantes en los diferentes tipos de
abstraccion. Por ejemplo, se puede apreciar en la figura 48 que el inciso b),
correspondiente a la propiedad asociativa de la suma, es donde los estudiantes mas

interiorizaron para la mayoria de las actividades.

30
25

20

) \

10

a b c d e f g h i j

==@==Actividad 1 ==@= Actividad 2 Actividad 3 ~ ==@==Actividad 4

Figura 48: Estudiantes que interiorizaron.

80



De igual manera, se muestra en la figura 49, que la propiedad del inverso aditivo,
identificado en el inciso e), fue en la que mas se encapsul6 el concepto para las
cuatro actividades, lo que quiere decir que los estudiantes mostraron la técnica

esperada y exhibieron la tecnologia que se buscaba representar.

30
25
20
15

10

a b c d e f g h i j

=@ Actividad 1 ==@=Actividad2 _~@-—Actividad3 ==@==Actividad4

Figura 49: Estudiantes que encapsularon.

Por otra parte, se hallé6 que muy pocos estudiantes alcanzaron la generalizacion en
las actividades. Por ejemplo, de los estudiantes que realizaron las técnicas
esperadas y justificaron haciendo uso de las tecnologias deseadas, hubo una
pequefia porcion de-estudiantes que exhibieron este nivel de comprension para la

mayoria de los incisos, lo cual se puede observar en la figura 50.

30
25
20
15
10

a b c d e f g h i j

=@=Actividad 1 ==@=Actividad 2 Actividad 3 ~ ==@==Actividad 4

Figura 50: Estudiantes que generalizaron.
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CAPITULO VI. Conclusiones

A partir de los resultados obtenidos de este trabajo de investigacion se advierte que
los estudiantes no logran abstraer el concepto de un espacio vectorial como el
conjunto de todos los axiomas que lo definen. Asi como también fue evidente la
débil presencia de los conocimientos previos en cuanto a las propiedades de las
operaciones de suma y la multiplicacion por un escalar. Lo que confirma los
resultados reportados en la investigacion de Parraguez, que identifico la falta de
entendimiento de los estudiantes, con respecto al rol que juegan las operaciones
mencionadas, en la definicion de un espacio vectorial (Parraguez, 2009).

Se descubrid, gracias a la propuesta, que casi la-mitad de los estudiantes (once de
treinta) que participaron en esta investigacion llegaron a confundir al menos una
propiedad. En particular, al momento de justificar su respuesta (manifestacion de la
tecnologia), equivocaron principalmente las propiedades conmutativa, asociativa y

distributiva.

Por el contrario, en algunos incisos, se encontrd que cuatro estudiantes lograron
identificar una 0 mas propiedades sin necesidad de realizar ninguna operacion
(realizacion de algunatécnica) para comprobarlo. Los cuatro estudiantes (E07, E11,
E17 y E18) presentaron esta situacion en comuan, al menos, para la ley conmutativa
de la suma de vectores. Esto indica que estos estudiantes alcanzaron la
encapsulacién en cuanto a la abstraccién de la propiedad identificada, es decir,
refieren a la conversion de un proceso dinAmico a un objeto estatico, en este estudio
es cuando el estudiante responde reflexionando sobre sus procedimientos
(técnicas) realizados de manera particular para comprenderlo como un todo

identificando la propiedad adecuada.

De igual manera, los resultados de la actividad propuesta revelaron que las

tecnologias mejor registradas por los estudiantes se presentaron en las propiedades
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del neutro aditivo y el inverso aditivo. Estos, fueron los incisos que mas se

catalogaron en el tipo de abstraccion encapsulacion.

Por otro lado, a través de la propuesta, se manifesté en la actividad cuatro, que once
de los treinta estudiantes, lograron comprobar que al menos una de las propiedades
trabajadas, no se cumplia, pero a pesar de esto, identificaron al conjunto de la
actividad como un espacio vectorial, lo que mostrod la ausencia de abstraccion de la
definicion del concepto. Lo anterior expresa que la identificacion de propiedades

gue cumplen los espacios vectoriales ha sido mecanizada.

Esta investigacion contribuy6 a identificar las debilidades en el aprendizaje del
concepto de espacio vectorial en relacién con las propiedades que la definen. La
aplicacion de la propuesta en un aula de Algebra Lineal proporcionaria informacion
sobre el estatus del conocimiento del alumnado en relacién con la comprension de
la nocién de espacio vectorial. Lo previo podria ser utilizado por el docente para
generar lineas de accion que atiendan los errores y dificultades de los estudiantes

y permita superarlos.

Se esperaba que, al lograr comprender las propiedades en las estructuras sencillas,
los estudiantespodrian pasar el conocimiento generalizado a las estructuras
complejas. Por lo gue los resultados develaron que se necesita desarrollar este tipo
de actividades en el aula, ya que la propuesta aplicada incorpord actividades
sencillas con la intencién de indagar como abstraian las propiedades en conjuntos
no complejos. Sin embargo, los resultados sefialan que incluso en estas estructuras
los estudiantes presentan dificultades para poder desarrollar estas actividades. Por
lo tanto, se sugiere plantearse nuevas metodologias de ensefianza que conduzcan
a generar reflexion y comprension en el estudiante sobre su propia actividad

matematica.
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Por otro lado, los resultados también sugieren que es necesaria otra investigacion
que implemente una secuencia didactica que lleve a los estudiantes a comprender
los axiomas de un espacio vectorial, enfocandose en construir las propiedades y
gue permita encontrarles sentido a través de los conjuntos que ya conoce. Se podria
iniciar con los numeros naturales, los enteros, y los racionales, de tal manera que
logren justificar por qué los axiomas se cumplen en algunos conjuntos y en otros
no. Posteriormente, se propone realizar otros estudios en el mismo sentido que en
este trabajo, pero con otras estructuras algebraicas, como podrian ser matrices, otro

tipo de funciones o conjuntos con operaciones diferentes a las usuales.

El disefio de la actividad implementada tiene como objetivo romper la cotidianeidad
de las tareas operativas que se acostumbran en los libros de texto, promoviendo asi
la implementacion de una tarea que tiene la intencion de llevar a los estudiantes a
reflexionar sus procedimientos y sus justificaciones (técnicas y tecnologias). A
través de la propuesta fue evidente la poca familiarizacion de los estudiantes para
justificar (tecnologias) sus propios procedimientos (técnicas), por lo que generar
escenarios en los que se promuevan validaciones, se hace necesario en las aulas
para romper con la mecanizacion que se genera en muchas actividades algebraicas.
Particularmente la expresion de validaciones sobre la actividad algebraica no sélo
resulta dificil para los alumnos sino también implica un reto para los profesores de
matematicas dado que este tipo de elementos didacticos no son considerados

durante su formacion (Akeé y Larios, 2020).

En la aplicacion de la actividad propuesta se detallé que una limitante fue el tiempo
en-el aula que se dedica a la presentacion del concepto de espacio vectorial, por lo
que el tiempo apropiado para disponer y presentar las tareas de la investigacion
debia adecuarse al programa y horario de la asignatura.

Actualmente, el curriculo escolar esta mayormente focalizado en cumplir tiempos,

gue en cumplir metas de aprendizaje. Estas tareas involucran procesos de reflexion,
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las cuales no tienen cabida en el programa de la asignatura, no porque no se quieran
implementar, sino porque requieren tiempo, que en muchas ocasiones los docentes

optan por utilizar en otros contenidos.

Otro factor a tomar en cuenta como una limitacion, fue el compromiso-de los
estudiantes, por lo que se decidié hacer dos recolecciones de datos en dos grupos
distintos. El grupo con el que se realizaron los analisis de los resultados para esta
investigacion se mostré comprometido con la aplicaciéon, al- entender que el
desarrollo de las actividades les beneficiaria en su comprension del concepto.
Mientras que el otro grupo, no demostré interés en general, dejando gran cantidad
de las actividades en blanco, al saber que las actividades no serian tomadas para
calificacion de su asignatura. Esta situacion demuestra la importancia de como se

introducen y se presentan las tareas en el aula.

Finalmente, considerando lo previo y con respecto a la pregunta que se plante6
sobre ¢ qué tipo de abstraccion evidencian los estudiantes sobre el concepto de
espacio vectorial a partir de actividades particulares? los resultados sefalaron que
el tipo de abstraccion de los estudiantes se queda en la interiorizacion porque,
aunque realizaron las técnicas correctas, tuvieron conflicto al momento de utilizar
las tecnologias. Esto indica que la hipétesis fue rechazada, ya que los estudiantes
presentaron dificultades al utilizar los axiomas como la definicibn de un espacio
vectorial -cuando desarrollaron las actividades planteadas con estructuras
algebraicas sencillas.

Con base en la revisién de la literatura y los elementos tedricos de la Teoria
Antropologica de lo Didactico, se logro el objetivo de disefiar una propuesta de
actividades que permitié el estudio de los axiomas que conforman un espacio
vectorial. A partir del desarrollo de las actividades propuestas, se logr6 el analisis y
la categorizacion de los resultados presentados por los estudiantes, determinando

asi, sus praxeologias y tipos de abstraccion. Lo que conllevo al alcance del objetivo
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general planteado, que fue analizar los tipos de abstraccion de los estudiantes sobre
la definicibn del concepto espacio vectorial, mediante actividades particulares

disefiadas para este fin.
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ANEXOS



Anexo 1. Propuesta didactica

Mombre: Fecha:

Instrucciones: Resuelve y responde todas las preguntas lo mas explicito posible.

1. Dados los vectores u = (2,3),v=(3,-5),w=(—1L4)donde u,vy w € R?. Y los escalares @ = 3 y

B =-2.

a)

b)

c)

Realizar u + v ;El resultado de la suma pertenece a R27?

JSecumple (u+v)+w=u+(v+w)?

iSe cumple u + v = v +u?|

d) Construir un vectorn € R, talque u+n=u

e)

i.Se puede concluir como seria un'vector m tal que x + m = x en R*?

Siendo n el vector construido en el inciso anterior

Construir un vector p, talque u+p=n

Construir un vector g, talque v +g = n

Construir un vector r, tal que w +r =n

£ Qué se puede observar sobre su construccion, al comparar los vectores u, v, w contra los p, g, r
respectivamente?
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a)

h)

)

Realizar au § El resultado de la multiplicacion pertenece a R2?

i5e cumple a{fu) = (af)u?

i5e cumple a(u + v) = ou + av?

i5e cumple{a + flu = au + fu?

i B? es un espacio vectorial? j Como justificas si es o no es un espacio vectorial?
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2. Sean f(x) = 3x + 5, g(x) = 2k + 4, h(x) = x — 2 vectores € F, donde F es el conjunto de funciones

continuas de valores reales definidas el intervalo [0,1]. Yseana =3y g = —2.

a) Realizar f + g ;El resultado de la suma pertenece a F7?

b) iSecumple (f+g)+h=Ff+{g+h)?

c) iSecumple f+g=g+77?

d) Construirunvectorne F talque f4+n=7r
i Puede existir otro vector diferente de n llamado z, tal que f+z=f7?

e) Siendo n el vector construido en el inciso anterior, construir un vector g, talque g+ g =n

4 Qué se puede observar sobre su construccion, al comparar los vectares g y g respectivamente?
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a)

h)

Realizar af ;El resultado de la multiplicacion pertenece a F?

i5e cumple a(Bff) = (af)f?

iSecumple a(f + g) = af + ag?

iSe cumple (a+ 8)f = af + 577

& F es un espacio vectonal? j Como justificas si es o no s un espacio vectorial?
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3. Sean p(x) = 5x + 4, q(x) = %, r(x) = 2x? vectores € P, donde P es el conjunto de todos los
polinomios con coeficientes reales de gradomenoroiguala 3. Y seana =3y g = —2.

a) Realizar p + g ¢El resultado de la suma pertenece a P7? ; Por que?

b) iSecumple{(p+q)+r=p+(g+r)? iPorque?

c) iSecumplep+ g =g+ p? iPorgquée?

d) Construirunvectorn eP, falquep+n=yp
¢ Qué propiedad esta cumpliendo el vector construido n?

e) Siendo n el vector construido en el inciso anterior, construir un vector m, talque p+m=n
£ Qué propiedad esta cumpliendo el vector construido m?

96



a)

h)

Realizar ap jEl resultado pertenece a P? jPor qué?

iSe cumple a(fp) = (af)p?

iSe cumple a(p + q) = ap + ag? i Por qué?

iSe cumple (a + f)p = ap + fp?

AP es unespacio vectonal? ; Como justificas si es 0 no es un espacio vectorial?
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4 Sean p(x) = x* + 1,q(x) = —a°,7(x) = x* vectores € W, donde W es el conjunto de todos los
polinomios con coeficientes reales de grado igual a 3. Y seana =3y 8 = -2

a) Realizar p + g jEl resultado de la suma perienece a W? ;Por que?

b) iSecumple(p+q)+r=p+{g+r)?

c) iSecumplep+g=q+p?

d) Construirunvectorn € W, talquep +n=rp
& El vector n pertenece a W? jPor qua?

e) Siendo n el vector construido en el inciso anterior, construir un vectorm, talquep+m=n
& El vector m pertenece a W? ;Qué propiedad esta cumpliendo el vector m?
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f) Realizar ap jEl resultado pertenece a W7 j Por qué?

9) ¢Se cumple a(fp) = (af)p?

h) iSecumple a(p +q) = ap + ag?

i)

)

isecumple (@ + f)p = ap + fp7?

LW es un espacio vectonial? ; Como justificas si es 0 no es un espacio vectorial?
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Anexo 2. Carta de Consentimiento Informado
CARTA DE CONSENTIMIENTO INFORMADO

A quien corresponda:

FPor medio de la presente, se informa que como proyecto de tesis de la Maestria en
Didactica de las Matematicas, se esta llevando a cabo una investigacion con el
proposito de estudiar y analizar la ensefianza del concepto de espacio vectonal, en
el proyecto titulado: “Propuesta didactica para la ensefianza del concepto abstracto
de espacio vectorial”. Parte importante de la investigacion es la recoleccion de datos
para la cual se precisa la participacion de estudiantes.

La participacion requerida por parte de los estudiantes consiste en:
» Responder las hojas de trabajo que se proparcionen, conformadas por
actividades relacionadas con el concepto de espacio vectorial.
« De ser necesario, responder una breve entrevista sobre las respuestas a la
actividad proporcionada.

Importante para estudiantes y docente:

« [Estas actividades seran realizadas en el salon y horario habitual de la
asignatura Algebra Lineal, bajo €l consentimiento del docente a cargo de la
materia.

¢ La participacion es voluntara, pudiendo retirarse libremente en cualquier
momento de la actividad sin riesgo a represalias.

« [Elaceptar o no la participacion como alumno no repercutira en las actividades
ni evaluaciones programadas del curso de Algebra Lineal.

+« El| participante es libre de solicitar y recibir informacion sobre la investigacion
en cualquier momento del estudio.

« No se hara ningun gasto, ni se recibira remuneracion alguna por la
participacion en el estudio.

¢ Se guardara estricta confidencialidad sobre los datos obtenidos producto de
la_participacion, con un codigo clave gque ocultara la identidad de los
participantes.

Participante

Nombre y firma de conformidad

Responsable de la actividad:

Ana Victoria Vazquez Lozada
Estudiante de MDM

Contacto: anavictoria.vazloz@gmail com
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Anexo 3. Carta de Confidencialidad

CARTA DE CONFIDENCIALIDAD

A quien corresponda:

Por medio de la presente, yo Ana Victoria Vazquez Lozada, estudiante de la
Maestria en Didactica de las Matematicas, que como consecuencia del proyecto de
tesis titulado “Propuesta didactica para la ensefianza del concepto abstracto de
espacio vectorial” v teniendo acceso a la informacion obtenida de esté

Me comprometo indefinidamente a:

1.

Mantener la reserva y estricta confidencialidad de datos obtenidos,
referenciandolos con un codigo clave que ocultara la identidad de los
participantes.

No divulgar a terceras personas fisicas o morales el contenido de la
informacion.

MNo usar la informacion directa o indirectamente en beneficio propio o de
terceros, excepto para cumplir a cabalidad el analisis relacionado al proyecto
mencionado.

Mo revelar ni compartir total ni parcialmente a ningun tercero la informacion
obtenida como consecuencia-directa o indirecta de la aplicacion de las
actividades.

En general, guardar reserva y confidencialidad de los asuntos que lleguen a
mi conocimiento con motivo del proyecto aplicado v en especifico a la
informacion precisada.

En caso de incumplimiento de lo estipulado en el presente documento, me haré
acreedor a la sancion que la Universidad Autonoma de Querétaro considere
conveniente.

Deslindo a la Universidad Autdonoma de Queretaro de cualquier responsabilidad a
consecuencia de la falta de cumplimiento de la presente carta.

Atentamente

Ana Victoria Vazquez Lozada
Estudiante de MDM
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Anexo 4. Clasificacion de respuestas por actividad

Técnicas
Realiza la té%gicr:zahzeio Realiza otra
técnica . -8, P técnica
identificade .
esperada . incorrecta o No
manera directa
correcta ) responde
la propiedad
Actividad 1 243 0 57
Actividad 2 228 2 70
Actividad 3 225 10 65
Actividad 4 198 6 96

Tecnologias

Tabla 21: Respuestas clasificadas segun la técnica.

incoRrerZE?;mdgnte Re_spo_n_de sin Identi_fica la Justifica la
justificar propiedad propiedad
0 no responde
Actividad 1 57 195 35 13
Actividad 2 70 197 24 9
Actividad 3 65 146 76 13
Actividad 4 96 158 27 19

Tabla 22: Respuestas clasificadas segun la tecnologia.
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Anexo 5. Resultados por actividad de acuerdo a las técnicas

id Descripcion

Realiza la técnica esperada correcta

S

No realiza técnica, pero identifica de manera directa la propiedad

Realiza otra técnica incorrecta o no responde

n

Tabla 23: Categorias para las técnicas.

Actividad 1

Estudiantes
1 23 456 7 8 91011121314 1516 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 s

n

29 1 0
s 291 0

S

S
S
S
S
S

S
S
S

n 28 2 0

(%]

s 300 0

28 2 O
n 23 7 0

S

S

n

n 23 7 0

S

n

n 23 7 0

S
S
S

n
n
n

n 23 7 0

n n n s

S

n 23 7 0

Tabla 24: Resultados de la técnica para la actividad 1.

Actividad 2

Estudiantes
1 23 456 7 8 910111213 14 1516 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 s

n

s 291 0

S
S

S
S
S
n

n 29 1 0
n n 27 2 1

s 27 3 O
26 4 0
n 22 8 0

n

S

n

n

S
S

n

n 22 8 0
nnn2 9 1
nnn?2219 0

n

S
S

S
S

S
S

n 20 10 0

S

n

Tabla 25: Resultados de la técnica para la actividad 2.
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Actividad 3

Estudiantes
1 2 3 45 6 7 8 910111213 14 1516 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 s

n
s 29 0 1

S
S

S
S

s 27 1 2

s 252 3

n

S

s 282 O

S
S
S
S

n
n
n

s 27.3 0

s 255 0

s 23 6 1
n nwn 19 9 2

n

S

s n 19 10 1
s 21 9 0

n

n n

S

Tabla 26: Resultados de la técnica para la actividad 3.

Actividad 4

Estudiantes
1 23 456 7 8 91011121314 1516 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 s

n

s 27 3 0

S
S
S

n

S

S
n n n

n 23 6 1

(%]

n 23 5 2

s 26 4 0

s 26 4 0

n n n

n 23 7 0

S

n

n 21 8 1

S

n

n 20 9 1

S

n
n
n

n 17 12 1

S
S

S

19 11 0

S

n n

Tabla 27: Resultados de la técnica para la actividad 4.
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Anexo 6. Resultados por actividad de acuerdo a las tecnologias

Id Descripcion

0 Responde incorrectamente o no responde

1 Responde sin justificar

2
3

Identifica la propiedad
Justifica la propiedad

4  Confunde axiomas

Tabla 28: Categorias para las tecnologias.

Actividad 1

Estudiantes
1 2 3 45 6 7 8 91011121314151617 18192021 2223242526272829301 2 3 4 0

al21101111001111011101.1011111111123100 6
b111101111111111114112111111111112800 11

1111010111011 1011211'11111211111242 00 4
d 33310311121211212211222100210212104 0 4
e 233 2222240122021 22122221010222251821314
f12111110101011110111011111100021100 8
gl1111111010101211101111111411010230016
h121111101010411110111111110101123100 6

C

1111111010101 1110111110110101123000 7

133311310021 100013331112111000

j

132 7 0 8

Tabla 29: Resultados de las tecnologias para la actividad 1.

Actividad 2

Estudiantes
1 23 456 7 8 91011121314151617 181920212223242526272829301 2 3 4 0

al21111011111111110111111110111112 100 3
b 1012111011011 11111111111111111112800 0 2

1711101111211 1011111110111111121003

d 13211311111211111311110002¢000°1

C

183 3 0 6

e 2 222 2202221221202 2122200122000151800 7
f111110100110111011111110011000200 0 010
gl111101001101101011111110111010210020 9
h11111020001011111111111011110102100 8

011110100011 0111111111111001110102 00 010

1333113100111 00011331100001000

j

12 0 6 0 12

Tabla 30: Resultados de las tecnologias para la actividad 2.
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Actividad 3

Estudiantes
1 23 456 7 8 910111213 14151617 181920212223242526272829301 2 3 4 0

al221131231311011111111111111111233 301

b 22 2440311121114 211111111011114

18 5 1 4 2

1510 2.1 2

22422031112 1212%221211101111113
d 2222222222222 2222222222222002112700 2

e 2 22222222 22220202222222222002202004
f1131111011101112111111101111001240105
go011110101120110001111111011110112.1002°9
h 0044102000201114112411111111044133 026 8

C

181 0 0 11
14 0 6 0 10

01110010002011101111111001110.11

i

1333310101111 00013131001011001

Tabla 31: Resultados de las tecnologias para la actividad 3.

Actividad 4

Estudiantes
1 23 456 7 8 910111213 14151617 18192021 2223242526272829301 2 3 4 0

al133133130030110¢011103311011011

14 0 8 0 8

b 1211101111211 011111'1111101101124200 4

1 2111011102111 11-1211111101101123300 4
d ooo0OO0O1331110000012210001000O0O00O0O01822018
e 2 2224322112241 4022212222000000415137
f1131111010101111711111111011011240105
gl1l111101000201211011211111110110112 2008
h 1311101000204 170002111111101100112101u

C

17 2 0 0 11

011000100020110112111111011011

i

2333003100110 000133000010000O0186 16 017

Tabla'32: Resultados de las tecnologias para la actividad 4.
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Anexo 7. Tipo de abstraccion por tecnologia

Descripcion

id

E

Interiorizacion
Encapsulacién

Generalizacion

Ningun tipo de abstraccion

0

Tabla 33: Categorias de los tipos de abstraccion.

Estudiantes
1 2 3 45 6 7 8 91011121314 1516 17 18 19 2021 22 23 24 25 26 27 28 29 30

Tecnologias

EGGI GGEG I GG
E E E

61

02
03
04
05
66
07

E EEEE |

E

G
GGGEEGGEEEEEEEEEEGETETETETETETETEE

E E
E GGEEGETETETETETEE

E

E

E EEEEETETETETETGOETEE

E

0 E O
0 EO

E O

08
09
610

0

I G G G |

00O

E GGG

Tabla 34: Resultados de los tipos de abstraccion por tecnologia.
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Anexo 8. Comparacion entre actividades

a b ¢ d e f g h i j
Actividad 1 29 29 28 30 28 23 23 23 23 23
Actividad 2 29 29 27 27 26 22 22 20 21 20
Actividad 3 29 27 25 28 27 25 23 19 19 21
Actividad 4 27 23 23 26 26 23 21 20 17 19

Tabla 35: Estudiantes que realizaron la técnica esperada.

a b ¢ d e f g h i i
Actividad 1 1 0 2 14 20 12 0 1 0 9
Actividad 2 1 0 1 6 18 0 O 1. 0 6
Actividad 3 6 6 12 27 26 1 -1 .3 1 6
Actividad 4 8 2 3 4 161 2 3 2 7

Tabla 36: Estudiantes que manifestaron |las tecnologias esperadas.

a b ¢ d
Actividad 1 23 28 24 12
Actividad 2 26 28 26 18
Actividad 3 23 1815 1
Actividad 4 14 24 23 8

f g h i ]
21 23 23 23 13
20 21 21 20 12
24 20 13 18 14
24 20 16 17 6

H (O |Oo1 |01 | D

Tabla 37: Estudiantes que interiorizaron.

a b ¢ d e f g h i i
Actividad 1 1 0 2 10 18 1 0 1 o0 2
Actividad 2 1 0 1 3 18 0 0 1 o0 O
Actividad 3 3 5 10 27 26 0 1 3 1 O
Actividad 4 0 2 3 2 15 0 2 2 2 1

Tabla 38: Estudiantes que encapsularon.

a b ¢ d e f g h i i
Actividad 1 0 O 0O 4 2 0 0O O 0 7
Actividad 2 0 O 0 3 0O O 0O O 0 6
Actividad 3 3 1 2 0 0 1 0O O 0 6
Actividad 4 8 0 0 2 1 1 0 1 0 6

Tabla 39: Estudiantes que generalizaron.
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