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Resumen

Los aislantes topolégicos son un tipo de material con interesantes propiedades, de-
bido a estados de superficie sin brecha de energia, como conduccién inicamente en la su-
perficie o borde y un comportamiento aislante en el volumen, por lo que estos aislantes son
prometedores en diversas dreas tecnoldgicas, por ejemplo, en la espintronica. El estudio de
las propiedades de estos materiales se ha vuelto de mucho interés y en afios recientes se en-
contrd que diversas aleaciones Semi-Heusler pueden exhibir una topologia no trivial, al igual

que los aislantes topoldgicos.

En este trabajo estudiamos los compuestos Semi-Heusler: ScAuPb, ScPtBi, LuPtSb,
LaPtSby LaPtBi; y el aislante topoldgico ya bien conocido HgTe. Se emplea la Teoria
del Funcional de la Densidad (Density Functional Theory o DFT) para estudiar propiedades
estructurales, la estructura de bandas, densidad de estados electronicos y dispersion de fo-
nones, enfocandonos en la estructura electronica de los sistemas y posibles inversiones de
bandas propias de los aislantes topoldgicos por medio de la fuerza de inversion de bandas,
que es un valor importante para caracterizar estos aislantes, siendo positiva pero en algunos
casos cercana a cero o negativa para un aislante comin y por esto muy sensible al tipo de

funcional empleado en su calculo por medio de DFT.

Palabras clave: Aislante topolégico, DFT, Semi-Heusler.
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1. Introduccion

El progreso en el area de la fisica de la materia condensada siempre sigue la pauta
de los avances y descubrimientos de nuevos materiales asi como de las teorias y conocimien-
tos que han logrado explicar los fenémenos de los diversos materiales descubiertos. Una de
la dltimas y mds grandes hazanas de la fisica de la materia condensada en el dltimo siglo fue
la clasificacion de los estados cuanticos por medio del principio de ruptura de simetria es-
pontédnea usando el enfoque de Landau [Abrahams y cols.,|1979], una alternativa a las teorias
microscopicas para comprender las transiciones de fase basandose en la simetria y suavidad
de las funciones. Es decir, un sélido cristalino rompe la simetria de traslacién aunque las
interacciones internas son invariantes traslacionalmente. Un iman rompe la simetria de rota-
cién aunque las interacciones fundamentales de tipo electromagnéticas son isotropicas. Un
superconductor rompe la simetria de ”gauge” , la cual implica la invarianza de la ecuacién de
Schrodinger con campos electromagnéticos al realizar transformaciones a los campos, con-
duciendo a fendmenos muy interesantes como la cuantizacion del flujo magnético y efectos
Josephson, que consisten en la aparicion de una corriente debido a un efecto tunel a través
de una barrera aislante entre dos metales superconductores [Q1 y Zhang), 2011; |Anderson y

Rowell, [1963]].

En 1980, se descubre un nuevo tipo de estados cudnticos de la materia que resultaba
no encajar en este principio [Klitzing y cols., [1980]. Este nuevo conjunto de estados, en-
contrado en semiconductores 2D de movilidad alta bajo campos magnéticos intensos, estaba
formado por estados Hall cuanticos en los que el material es aislante en el volumen o “bulk”
y la carga se desplaza dnicamente por la orilla del material semiconductor. Por otro lado, en
1982, un equipo de investigacion reconoce que este fendémeno no es solo cudntico sino tam-
bién topoldgico [[Thouless y cols., [1982]. La topologia es una rama de las matemadticas, que se
enfoca en estudiar las propiedades de cuerpos geométricos que permanecen inalteradas bajo
transformaciones continuas. Mostraron que en el sistema Hall cuéntico, el espacio reciproco

se encuentra en un espacio de Hilbert topolégicamente no trivial y cuya topologia se especi-



fica por una invariante topolédgica de valor entero llamada TKNN o primer ndmero de Chern,
este nimero es una propiedad intrinseca de la estructura de banda y tiene varios efectos en las
propiedades de transporte del sistema. El estudio de estos nuevos estados condujo a un nuevo
paradigma de clasificacion, basado en la nocion del orden topolégico. Més adelante se acufia
el término de aislante topoldgico para este tipo de sistemas con topologia no trivial [Moore
y Balents, 2007]. Dependiendo de cémo el espacio de Hilbert se vuelve topolégicamente no
trivial pueden haber diferentes aislantes topologicos. Hoy en dia la investigacion de aislantes
topoldgicos estd enfocada en su mayoria en sistemas invariantes bajo inversion de tiempo,
ya que estos sistemas no requieren un campo magnético para producir estados de superficie,
donde la topologia no trivial estd protegida por la simetria de inversion de tiempo [Hasan y

Kane, [2010; Moore, 2010; Q1 y Zhang), 2011]].

Mas tarde, en 2004, se descubrié una version para el espin del efecto Hall, en el
que aparece una corriente de espin transyersal en respuesta a un campo eléctrico longitudinal
[Kato y cols., [2004]. Se propone la idea de un aislante Hall de espin que es un aislante con
brecha pero sin conductividad por cargas [Murakami y cols., 2004]. Més adelante se probd
que estos aislantes Hall de espin no podian generar corrientes de espin en ausencia de electro-
nes en el nivel de Fermi [[Onoda y Nagaosa, 2005]]. Lo anterior condujo a la propuesta de una
version cuantizada por Kane y Mele [Kane y Melel 2005a/b]] y posteriormente por Bernevig
y Zhang [Bernevig y Zhang, 2006]. No era claro como se podian lograr estados de superficie
cuantizados sin-la necesidad de un campo magnético y el modelo que se propuso fue el del
grafeno con acoplamiento espin orbita[Kane y Mele, 2005a]. En el grafeno, la estructura de
bandas cerca del nivel de Fermi se compone de dos conos de dispersion lineal en la zona de
Brillouin [Geim y Novoselov, 2007]], debido a que la fisica de baja energia en estos conos se
describe por medio de la ecuacion de Dirac con la masa restante en cero [Castro Neto y cols.,
2009]. Estos conos son conocidos como conos de Dirac y los electrones se comportan como
fermiones de Dirac sin masa. Asi mismo, Kane y Mele [Kane y Melel [2005b] caracterizaron
los aislantes con una nueva topologia especificada por un indice Zs, el cual indica el nimero

de veces que el estado 1D de la orilla cruza el nivel de Fermi entre 0y = (a es la constante de
2



red) y puede ser par o impar, siendo la topologia no trivial asociada a un valor impar.

Desafortunadamente, el acoplamiento espin orbita en el grafeno es muy débil y es
complicado observar experimentalmente el efecto Hall de espin cudntico predicho por el mo-
delo de Kane y Mele. Sin embargo, pronto se propuso otro modelo 2D para producir una
fase topologica Z5 basado en la estructura de bandas del telururo de mercurio (HgZ'e) y con
el cual se hizo la prediccion que el pozo cuantico C'dTe/HgTe/CdT e deberia dar lugar
al efecto Hall de espin cudantico [Bernevig y cols., 2006]]. Esta prediccion fue verificada en
el 2007, cuando se observo que la conductividad se cuantizaba en la ausencia de un campo
magnético cuando el potencial quimico se encuentra dentro de la brecha de banda del médulo
volumétrico, dando evidencia de los estados de superficie sin brecha de energia en el régimen

aislante [Konig y cols., 2007].

Sin esperar por una verificacion experimental de la topologia Z, en 2D, se realiza-
ron varios trabajos para extender la clasificacion topoldgica de los aislantes a sistemas 3D,
en donde eran necesarias cuatro invariantes Z, para caracterizar completamente la topologia
[Moore y Balents, |2007; Fu y cols., 2007; Roy, 2009]. El término aislante topologico fue
acufiado por Moore y Balents en el articulo donde proponian la existencia de aislantes to-

poldgicos en sistemas 3D [Moore y Balents, 2007].

En resumen, los aislantes topolégicos son un nuevo estado cuéntico de la materia,
que consiste en estados de superficie sin separacion dentro de la brecha de energia del bulto.
El aislante topoldgico es aislante en el bulto, mientras que conduce sobre la superficie como
un metal. Existen versiones 2D, también llamados estados Hall de espin cudntico (este efecto
es la aparicion de una corriente de espin en respuesta a un campo eléctrico longitudinal), y
3D de estos aislantes. Tienen una brecha de energia completa en el bulto, pero tienen estados

de borde o superficie sin brecha, figural[I]

Se puede identificar a un aislante topoldgico por las siguientes propiedades [Mu-
3



chler y cols.,[2012]:

» Deformaciones debido a cambios en la estructura cristalina o a la presencia de un gran
acoplamiento espin-orbita, que es un efecto relativista que permite inversiones de banda

en el médulo volumétrico.

= Un numero impar de inversiones de banda entre la banda de valencia y la de conduc-
cion.

= Cambio de signo de la simetria de los orbitales moleculares.

Una peculiaridad de los aislantes topoldgicos, es que pueden ser también buenos
materiales termoeléctricos y viceversa, ya que los compuestos usualmente se favorecen de
materiales con las mismas caracteristicas, por ejemplo elementos pesados, como el mercu-

rio o el cadmio, y una brecha de banda de energia pequefia [Muchler y cols., 2012]. Como

Conduction Band

Conventional vl
Insulator

(@) (b) +
Quantum spin& l\T

Hall insulator V=1

F 3

Valence Band
|

—Tt/a 0 k -—m/a

Figura 1: Estados de superficie de aislante de estado Hall de espin cudntico. (a) Interface
entre aislante de estado Hall de espin cudntico y un aislante comitin. v es la invariante Zs. (b)
Dispersion de los estados de superficie en el espacio reciproco, en la cual los espines arriba y

abajo se propagan en direcciones opuestas [Hasan y Kanel 2010].

4



se menciond, puede haber aislantes en 2 y 3 dimensiones. Los aislantes topoldgicos en 2D
tienen estados de borde metalicos a forma de tiras, en los cuales los electrones de contra
propagacion eléctrica, es decir los electrones que se mueven en la direccidon opuesta, tienen
espin opuesto como se muestra en la figura[I} Un aislante topolégico en 3D tiene estados de
superficie alrededor del volumen del material, formando un nimero impar de conos de Dirac,
que son conos en la estructura de bandas que se tocan en sus puntas y son los que le confieren
al material sus particulares propiedades. En el bulto, estos aislantes son semiconductores con
una brecha de banda muy estrecha, pero es posible distinguirlos de un semiconductor regular
como por ejemplo el silicio, el cual no posee estados de borde o superficie, ya que la topo-

logia de su estructura de banda es diferente, figura

Para ejemplificar esto se puede pensar en la cinta de Mobius, que es diferente a
una cinta de papel comun en su topologia, asi pues los aislantes topoldgicos son distintos de
los semiconductores y los aislantes regulares enla topologia de su estructura de bandas. Algo
muy importante en lo anterior es que se debe conservar la simetria de inversion de tiempo que
significa que las bandas de energia del sistema vienen en pares, llamados pares de Kramers

[Ando, 2013].



Conduction
band (host)
@ T i Boundary
:EJ . o \ | states
V4 \
B /"‘-b\\ Valence
band (host)
- 1
| >
0 Momentum

Figura 2: Analogia entre las bandas de conduceién y valencia con cintas de papel. Los giros
en las cintas representan los giros que sufre la estructura de bandas debido al acoplamien-
to espin-Orbita y solo un ndmero impar de giros permite una fase topoldgica no trivial. (a)
No hay giro en la cinta y por ello se tiene un aislante comin con sus bandas de valencia
(antisimétrica) y conduccion (simétrica) separadas por una brecha y lo mismo sucede para
las bandas de los estados de superficie. (b) Hay un giro y por ello para valores positivos de
momento la banda de conduccidén se vuelve antisimétrica y la de valencia simétrica. Las ban-
das de superficie se cruzan y forman un cono de Dirac o un par de Kramers, esto permite
que los electrones pueden moverse por la superficie con muy poca resistencia. Se presenta
un corriente polarizada dependiendo de la direccién. (c) Se tienen dos giros y por ello este
sistema es parecido al primero, ahora se tienen dos conos de Dirac o dos pares de Kramers,
lo cual conlleva a efectos de retrodispersion por lo que la corriente de superficie desaparece

[Manoharan, 2010].

Motivada por su posible aplicacién en espintronica y computacion cudntica [Moo-
re, 2010], la investigacion de aislantes topologicos de tres dimensiones ha recibido un gran
interés tanto tedrico como experimental. Por el lado de la teoria, los cdlculos de primeros

6



principios y en especial la Teoria del Funcional de la Densidad han representado una pode-
rosa herramienta para predecir nuevas familiar de aislantes topoldgicos. Basandose en este
enfoque, recientemente se predijo que los compuestos ternarios semi-Heusler pueden presen-

tar una fase de aislante topolégico [Lin y cols., 2010].

Hay muchas maneras de determinar la topologia de la banda de un aislante. Intuiti-
vamente, se puede contar el nimero de inversiones de banda dentro la zona de Brillouin y un
numero impar de inversiones o el signo de la diferencia de energia entre las bandas invertidas

indicard que el material puede ser un aislante topoldgico de tres dimensiones.

Hasta ahora, muchos trabajos se han centrado en el uso de aproximaciones de den-
sidad local (LDA) y de gradiente generalizado (GGA) para el potencial de correlacion e
intercambio usado en los cdlculos de primeros principios [Perdew y Zunger, 1981} |Perdew
y Yue, [1986]. Sin embargo, ya es bien sabido que estas aproximaciones puede sobrestimar o
subestimar la brecha de banda, lo cual puede ser algo determinante al momento de estudiar
materiales con brechas pequefias. Entonces, estas aproximaciones pueden mostrar una inver-
sion de bandas cuando en realidad se tiene un orden normal en las bandas. Recientemente,
un nuevo potencial semilocal que combina el potencial de intercambio Becke-Johnson mo-
difcado (MBJ) y el potencial de correlacion LDA, llamado MBJLDA [Tran y Blahal, 2009],
fue propuesto-para obtener brechas y ordenamiento de bandas mas precisos. Este potencial
junto con otros forman parte de los potenciales conocidos como meta-GGA, que incluyen
informacion semi local mads alld del gradiente de densidad de primer orden contenido en los

funcionales GGA.

En este trabajo se muestra un estudio de la estructura electronica y vibracional de
una serie de compuestos semi-Heusler: ScAuPb, ScPtBi, LuPtSb, LaPtSby LaPtBi [Al-
Sawai y cols.,2010]; cuya inversion de bandas presenta un valor cercano a cero y que debido
a esto los célculos de primeros principios pueden arrojar distintos resultados dependiendo

del tipo de funcional que se emplea. Este estudio, al cual se agrega también el sistema ya
7



bien conocido HgT'e, se realiza por medio del anélisis de estructura de bandas para obser-
var la inversion de bandas en caso de ocurrir, densidad de estados electrénicos para observar
como se distribuyen los electrones por nivel energético, las contribuciones por elemento y
examinar la brecha de energia si es que hay una; y por dltimo la dispersiéon de fonones con
la finalidad de comprobar la estabilidad estructural de cada compuesto ternario. Se emplean
tres funcionales meta-GGA: MBJLDA, MSO y SCAN; con la finalidad de compararlos con
la aproximacion de gradiente generalizado GGA ya que en algunos trabajos se ha encontrado
que los compuestos ternarios semi-Heusler sufren del ya conocido-problema de subestima-
cion de la brecha de banda para semiconductores en la Teoria del Funcional de la Densidad
usando funcionales tipo LDA o GGA [Lin y cols., 2010; Chadov y cols., 2010], lo cual se

veria reflejado en la inversion de bandas de los aislantes topologicos.

En los siguientes capitulos se detalla. de mejor manera lo que se hasta ahora se
ha tratado en esta introduccion y se presentan los resultados y conclusiones del andlisis de
los materiales antes mencionados. En el capitulo 2 se hace una pequeiia revision de estado
solido y de la teoria detrds del DET y se habla més detalladamente de la teoria necesaria para
interpretar los aislantes topolégicos y las inversiones de bandas electronicas. En el capitulo
3 se plantea el problema, la justificacion, la hipdtesis y los objetivos para este trabajo. En
el capitulo 4 se describe con més detalle la metodologia que se siguié. En el capitulo 5 se
presentan los resultados obtenidos. Por ultimo el capitulo 6 cierra el trabajo presentado con

una conclusion.

2. Marco tedrico

2.1. Estado solido: una revision

Uno de los conceptos mas cruciales para el entendimiento de los electrones en una
estructura cristalina fue la consideracion de la naturaleza de electrones no interactuantes e in-

dependientes en un potencial periddico. Esta idea fue desarrollada por Felix Bloch, el primer

8



estudiante de Heisenberg en Leipzig. Bloch formul6 el concepto de bandas de electrones,
basdndose en lo que se conoce como el “Teorema de Bloch”, el cual enuncia que la fun-
cion de onda en un cristal perfecto es un eigenestado del momento cristalino [Bloch, |1928]].
Esto resolvié uno de los problemas de la teoria de Pauli-Sommerfeld para la conductividad
de metales: los electrones pueden moverse libremente a través de una red perfecta, siendo
dispersados solo por imperfecciones y desplazamientos de los d&tomos debido a vibraciones

térmicas.

Fue tiempo después que la teoria de bandas, como se le conoce ahora, tuvo resul-
tados notables y por ello fue reconocida. Basado en la teorfa de bandas y el principio de
exclusion de Pauli, se determiné que los estados permitidos para cada espin pueden contener
un electron por celda unidad del cristal. Rudolf Peierls, perteneciente al grupo de Heisen-
berg, reconocio la importancia de las bandas llenas y los huecos (carencia de electrones) en
la explicacion del efecto Hall y otras propiedades de metales (R. E. Peierls, ”Zur Theorie der
galvanomagnetischen Effekte,”Z Phys. 53:255, 1929.). Sin embargo, fue con el trabajo de
A. H. Wilson que la teoria fue usada para la clasificacion de todos los cristales en metales,
semiconductores y aislantes (A. H. Wilson, "The theory of electronic semiconductors,”’Proc.

Roy. Soc. London Sen A133:458, 1931.).

La clasificacion de los materiales esta basada en el llenado de los enlaces, lo cual

depende del nimero de electrones:

= Aislantes: tienen sus bandas llenas y poseen una gran brecha de energia para energias

prohibidas que separa el estado base de los estados excitados de los electrones.

= Semiconductores: tienen una brecha de energia pequeiia, por lo que las energias térmi-
cas son suficientes para excitar a los electrones y permitir importantes fendmenos de

conduccion.

= Metales: tienen las bandas parcialmente llenas sin brechas de excitacion, asi que los

electrones pueden pasar del estado base al excitado incluso a temperatura cero.
9



Los materiales s6lidos los podemos clasificar en aislantes y conductores, esto de-
pende de sus propiedades eléctricas. Esta division se puede explicar con la teoria de bandas.
En un sdlido los electrones solo pueden tener ciertas energias, estas dependen de la estructura
del material y los dtomos que lo conforman. El diagrama de las energias que pueden tener
los electrones se conoce como la estructura de bandas del material. La energia que pueden
tomar los electrones dependiendo de la posicion en el espacio reciproco. Dos electrones pue-
den tener la misma energia mientras estos tengan espines diferentes. En el estado base de los
s6lidos, los electrones se encuentran acomodados de forma que ocupen los niveles de menor
energia. Esto quiere decir que quedaran niveles de energia que los electrones pueden tener,

pero no habré electrones que los estén ocupando.

En los aislantes el dltimo nivel de energia donde hay electrones y el primer nivel de
energia desocupado, estan separados por un gap, este es una region de energias que no pueden
tener los electrones. En el caso de los conductores no existe ningun gap entre las bandas, esto

permite que los electrones se pueden mover libremente en el material.

~107% ey
Conduction
band
A
Band gap

¥

"Bands" are Yalence

composed of band

closely spaced

orbitals !

8 Interatomic distance

Figura 3: Comportamiento de las bandas electrénicas para un metal, aislante y semiconductor.

Los aislantes topoldgicos, los cuales existen en dos y tres dimensiones, represen-

tan una nueva fase electronica derivada del caracter topoldgico de las funciones de onda del
10



volumen de cierto tipo de materiales y compuestos. A diferencia de la mayoria de los otros
estados electronicos de la materia, las fases aislantes topoldgicas fueron propuestas de forma
tedrica en un inicio y después observadas experimentalmente, aunque puede ser encontradas
en semiconductores comunes y materiales termoeléctricos. Estas fases pueden emerger como
resultado de interacciones espin-orbita y pueden describirse dentro del marco de la teoria de
bandas de s6lidos. Las fases se presentan en la estructura electronica de los aislantes topologi-
cos, los cuales son aislantes en el volumen pero conductores en sus fronteras. Los estados de
frontera estan protegidos por la simetria de inversion de tiempo (TRS)y los portadores de
estos estados se organizan de tal manera que hay bloqueo de momento de espin, es decir, la
direccion hacia la cual los portadores se mueven, determina la direccion del espin, resultando

en corrientes espin intrinsecas.

2.1.1. Bandas de energia

Consideremos a un sélido como una molécula conformada por dos 4dtomos, por
ejemplo de sodio (Na) y que por ello tienen solo un electron de valencia. Conforme los éto-
mos se acercan el uno al otro, aparecen orbitales moleculares de enlace y antienlace. Cada
atomo de Na tiene un electrén 3s y los dos electrones de la molécula se acomodan en el
orbital de enlace teniendo espines opuestos segun el principio de exclusion de Pauli. A una
determinada separacién el nivel de enlace alcanza la energia mds baja y como solo el nivel
u orbital de enlace se encuentra ocupado, el estado de antienlace es irrelevante y la energia

ganada se maximiza para esta separacion.

Si ahora se considera mds de dos dtomos esto conduce a la formacién de dos ni-
veles que estdn deslocalizados sobre toda la molécula. Por ejemplo si se tienen N dtomos,
los N niveles de energia atomicos se dividen en N niveles moleculares no degenerados (aun-
que también podrian ser degenerados) de los cuales la mitad son niveles ocupados por dos
electrones, segun el principio de exclusion de Pauli. Ahora para un nimero muy grande de
atomos se presentan estados casi continuos entre los niveles mas bajo y més alto de energia.

Este cuasi-continuo o casi-continuo es llamada una banda de energia.
11
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Figura 4: Formacion de bandas de energia en sélidos

Con lo anterior se puede ver por qué el sodio presenta un comportamiento metalico.
La banda de energia de los electrones de valencia se encuentra llena a la mitad. Cuando un
campo eléctrico se aplica al Na, los electrones se mueven en la misma direccion del campo
pero en sentido opuesto y esto incrementa ligeramente su energia cinética, por lo que se mue-
ven a un estado con un poco mas de energia y para los estados que ya se encontraban en los
niveles ocupados maés altos esto es muy sencillo ya que inmediatamente por encima de ellos

hay muchos estados sin ocupar disponibles.

Ahora, cambiando los dtomos de Na por atomos de silicio (Si) ocurre un compor-

tamiento diferente en las bandas. Los electrones de valencia involucrados en el enlace son
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dos electrones 3s y dos electrones 3p, segin su configuracién electrénica. Cuando los dtomos
se acercan, los orbitales se hibridan, es decir que los orbitales se superponen dando lugar a
nuevos orbitales, y forman dos bandas de estados a una separacion determinada, conteniendo
cada una 4 estados por atomo de Si, en total 8 estados por dtomo, debido a 2 estados s y 6
estados p. La banda inferior se conforma de orbitales sp® y se encuentra ocupada comple-
tamente por los cuatro electrones de valencia de cada atomo de Si. Por otro lado, la banda
superior se encuentra desocupada y entre las dos bandas hay una region sin estados llamada
brecha de banda o band gap. Lo anterior explica el por qué el silicio se comporta como un
aislante ya que cuando un voltaje se le aplica, los electrones que estén en la banda llena sp?
no pueden incrementar su energia cinética en una pequefia cantidad porque no hay estados

disponibles por encima de ellos como sucedia en el sodio.

Energy (arb. units)

0 a
Separation (arb. units)

Figura 5: Formacion de bandas en el silicio. La banda inferior estd compuesta por los estados

sp? y'se encuentra completamente llena.
Entonces, se puede agrupar a los materiales en dos clases: metales y no metales. A

su vez los no metales pueden ser dividos en semiconductores, como el caso del silicio, y en

aislantes.
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2.1.2. Esquema de bandas en una dimension

La bandas electrénicas también se pueden ver como la relacién de dispersion para

la energia respecto al vector de onda. Para llegar a esa relacién se puede partir de un caso

muy simple: el gas electrones libres; en el cual no consideramos un potencial. Si se resuelve

la ecuacion de Schrodinger para el electron libre, para este caso en solo una dimension se

tendria

h
E(k,) = 2
(k) o, e
donde
N,
k, = =
L
£l
0 K,

(D

2)

Figura 6: Relacion de energia contra el vector de onda para un electrén libre en una dimen-

sion.

Si ahora ya se toma en consideracion que se trata de un gas, esto se puede pensar

como un sistema periodico y por ello con un potencial también periddico, asi como lo de-

mostré Bloch para un cristal, con la diferencia de que en este caso no tenemos un potencial.

Entonces, esto resulta en una relacion que es periddica
14



E(ks) = 5 —(ke + 1) (3)

Figura 7: Relacion de energia periodica para el gas de electrones libres.

Las figuras anteriores son para el'caso sin potencial o de electrén libre, pero cuando
agregamos uno o pasamos al modelo del electrén casi libre, la gréafica de la energia ya no es

continua y presenta discontinuidades en

kx:n% in=41,4+2, 43, ... 4)

Energy

—ma

Figura 8: Relacion de energia contra el vector de onda para un electron casi libre.
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Y para el caso de varios electrones tenemos de nuevo la periodicidad

NN\
NN/ 722

DSOS IS NSO R i
n -Band
dndn.ono g o= in in k
o0 g 0 o ¢

Figura 9: Relacion de energia periodica para electrones casi libres.

2.1.3. Zona de Brillouin

Se denomina a la zona de la curva de energia que se encuentra entre los limites — 7
y 7 como primera zona de Brillouin, en este caso para un solo electron. La zona entre Ty 27”,
y también entre —7 y —2% es la segunda zona de Brillouin, continuando de la misma forma
con las demas zonas. Recordando que la curva posee periodicidad de 2%, esto significa que
las secciones de la curva que se encuentra en la segunda zona Brillouin puede ser desplazadas
27“, a la izquierda o dereche segin corresponda, hasta llegar a la primera zona de Brillouin, es
decir que se puede proyectar la segunda zona de Brillouin en la primera y los mismo aplica
para la tercera zona, etc. Lo anterior resulta de mucha utilidad ya que no es necesario graficar
la curva de energia en todas las zonas sino que podemos contenerla toda dentro de la primera

zona de Brillouin.
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Figura 10: (a) Zonas de Brillouin denotadas por numeros. (b) Simplificacion de la curva de

energia a la primera zona de Brillouin.

2.1.4. Teorema de Bloch

Felix Bloch prové el importante teorema de que las soluciones de la ecuacién de

Schrédinger para un potencial periédico debian ser de una cierta forma:

V() = ug(r)e™” 5)
donde uj () tiene el periodo de la red cristalina con ug () = uz (7 + T). Aqui T es

un vector de traslacién de la red. El resultado expresa el teorema de Bloch:

Las eigenfunciones de la ecuacion de onda para un potencial periodico son el pro-

ducto de una onda plana e’*" por una funcion ug(7) con la periodicidad de la red cristalina.

Veamos ahora un analisis mas detallado de la deduccion de este teorema. Conside-

rando un potencial periddico V() # 0 y que cumpla:

V(r) = V(F+7,) (6)
YV r, = mniaj + nqgas + nsaz (7)
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Figura 11: Potencial periodico

siendo ay, a3, as, los vectores de‘la red en el espacio real, con ny, ny,n3 € Z. Por

tanto se debe resolver la siguiente ecuacion de Schrodinger,

Hy(r) = eb(r) )
2
V H = —(;—m)VZJrV(F) )

Expandiendo en el espacio de Fourier el potencial, debido a la preiodicidad de la

red,
V() = Y Vgel®T (10)
a
vV G = hgi+kg+1g (11)
en dodne g1, g5, g3, representan vectores de la red reciproca, con h, k,l € Z.
Expadiendo los orbitales en onda planas, para poder resolver la ecuacién de Schrodin-
ger,

18



W) =S Cre™T (12)
k

siendo £ un punto del espacio reciproco compatible con las condiciones de periodi-
cidad de la red. Con tales expresiones para V' (1) y 1)(7) expresamos la ecuacion de Schrodin-

ger en el espacio de Fourier,

IV V@A = @) (13)

n? G- ik ik
[—(%)v2 + Y Ve T Gt T = ey Cre (14)

Simplificando y luego renombrando indices (k — k' y después k' + G — k)

h2k2 zkr +G)-7
Z( 5 — €. +ZZC*V* = 0 (15)

k h2k2 .
Z(%—e “”+ZZO o= (16)
\ o B2k
Zel’”[(% —)Cr+ > Cr gVl = 0 (17)
k G
h2k>
" (% — E)CE + ZCE—éV@ =0 (18)
G

La ecuacién secular obtenida acopla los coeficientes de expansion C que difieran
entre ellos por un solo vector reciproco: C}; estd acoplando a C;_ 5, Cr_ 5, C_giry - -
Por tanto, del sistema de ecuaciones cada una dard una solucién que se puede ex-

presar como una superposicion de ondas planas cuya £ difiere s6lo por un vector G,

2206””=‘% ZC,; ge' =0 (19)
19



De la expresion deducida para los orbitales,

770]_5(7,—,*) _ Z OE_ Hei(E—Gﬂ)-’F’ _ [Z Cg_ée—iG-F]eiE-F (20)
G G
) = u®)T Y ugl) = 3 G e e
G

es decir, el orbital representa una onda plana modulada por u;(7), conocida como

funcién u onda de Bloch. Analizando la funcién u(7),

—

up(F) = Zog_ée—iw (22)

up(T ) = ZC,; Ge_ZG (Tl ZC,; Ge_ZG eI (23)
a a

pero G r, = 2ra V aeZ (24)

up(F) = ug(F+ ) (25)

El resultado anterior es conocido como el Teorema de Bloch [Bloch, [192§]].

2.2. Teoria del Funcional de la Densidad

Para describir a un sé6lido se debe recurrir a la mecédnica cuéntica y de forma mas
especifica a la ecuacioén de Schrodinger, pero no para una sola particula sino para muchas, es

decir que la tarea de describir un sélido se convierte en un problema de muchos cuerpos

~

H¢(T177"2, Ce ,Tn,Rl,RQ, Ce 7Rn) = Ew(rl,?"g, Ce ,Tn,Rl,RQ, Ce 7Rn) (26)

Donde 7,, y R,, son las coordenadas de los electrones y los nicleos respectivamente.
La forma explicita de la ecuacion, tomando en cuenta las energias cinéticas de los electrones
con masa m y nucleos con masa M;, la energia potencial entre los electrones, la energia
potencial entre los ndcleos V' (Ry, Ry, ..., R,) y la energia potencial entre los electrones y

los ndcleos U(ry, 7o, ..., 7, R, Ro, ..., Ry), se tiene
20
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La ecuacion anterior se vuelve un problema muy grande incluso para una molécu-
la simple, ya que se tendrian 3 variables involucradas, debido a las coordenadas espaciales,
por cada electrdn en el sistema. Sin embargo, se puede simplificar utilizando algunas aproxi-
maciones: la aproximacion de Born-Oppenheimer, la aproximacién de valencia y la aproxi-
macion monoelectrénica o método de Hartree [[Hartree, |1928|]. El método de Hartree reduce
el problema a uno de un solo electron ya que considera un campo autocongruente §2; para
los electrones y de forma andloga la energia potencial entre electrones y nicleos se puede
representar como la suma de la energia potencial de cada electron en el campo de todos los

nucleos

2
(VR 4 )+ Ur) | = B e8)

i

Esto permite escribir

O Hipe = E, (29)

Es decir, ahora se tiene un hamiltoniano y por lo tanto una ecuacién por cada
electron debido a que la introducciéon del campo autocongruente permite considerar a los

electrones como un sistema de particulas no interactuantes

7vZJ(Tl? T2, ... 7TTL) = %1’1(7”1)@[’2(7”2) SR ¢n(rn> (30)

En los afios sesenta aparecieron una nueva serie de métodos que buscaban simplifi-
car aun mads la descripcion de los sélidos, y que para ello recurrieron a emplear funcionales.

Un funcional es tradicionalmente un mapa desde un espacio vectorial al campo subyacente al
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espacio vectorial, que generalmente estd formado por niimeros reales o complejos. Es decir,

un funcional toma una funcién como argumento y devuelve un escalar, por ejemplo

Flf] = / def(x) @31)

Las técnicas que emplearon funcionales fueron conocidas de forma grupal como
Teoria del Funcional de la Densidad. En esta teoria se enuncia la posibilidad de determinar la

funcion, energia y propiedades del estado base a partir de conocer la densidad electrénica

N
(/) =Y [P (32)
=1

Para obtener el valor de la densidad electronica primero se debe resolver le ecuacion
de Schrodinger y luego obtener las funciones de onda. Es decir, empezamos por el hamilto-
niano y terminamos en la densidad. Sin embargo, esto se puede hacer a la inversa y partir de la
densidad electronica para llegar al hamiltoniano y por ende a las eigenfunciones y eigenvalo-
res. Lo anterior fue demostrado por Hohenberg y Kohn a través de dos teoremas [Hohenberg

y Kohn, [1964]].

= Para estados base no degenerados, dos hamiltonianos diferentes no pueden tener la
misma densidad electrénica de estado base. Por lo tanto, es posible definir la energia

del estado base, como un funcional de la densidad electrénica F = E[n(7)].

= FE[n] es minima cuando n(7) es la densidad del estado base real, entre todas las densi-

dades electronicas posibles.

Con la ayuda de estos teoremas, se puede saber la energia del estado base al mini-
mizar el funcional F[n] en lugar de tener que determinar todas las funciones de onda como
en el método de Hartree. Desafortunadamente, los teoremas no dan ninguna pista de como
la energia depende de la densidad, es decir qué forma debe tener el funcional E[n]. En la
practica el funcional es desconocido y por ello se deben construir funcionales que sean apro-

ximados. Otra cosa a destacar de esta teoria es que se restringe la estado base de un sistema
22



cerrado de N electrones, por lo que no se puede aplicar a estados excitados ni para la compa-

racion de sistemas en los que varia el nimero de electrones.

Uno de los primeros funcionales propuestos fue el de Hohenberg y Kohn para un
gas de electrones interactuantes [Hohenberg y Kohn, |1964]. Sin embargo, presenta varios

problemas y pocas veces acierta en describir correctamente los sistemas.

En los afios ciencuenta y sesenta, se empleaban ecuaciones de Schrodinger para un
electrén con potenciales efectivos para analizar los s6lidos y moléculas, estos métodos eran
parecidos al de Hartree pero no poseian efectos de correlacién € intercambio. El efecto de
correlacion toma en cuenta como es afectado el movimiento de los electrones por la presencia
de los otros y el efecto de intercambio toma en cuenta el principio de exclusién de Pauli.
En 1965, Kohn y Sham trabajaron en ecuaciones de una sola particula dentro del marco
de la Teoria del Funcional de la Densidad [Kohn y Sham, [1965]. Para ello, se propuso un
sistema de electrones virtuales no interactuantes con la misma densidad y energia cinética
que su contraparte interactuante. Para que los dos sistema tuvieran las mismas soluciones era

necesario que se cumpliera

m@y—nﬂﬁ+e{/fw£;1~+m4ﬁmp (33)

donde V() es el potencial efectivo al que estd sometido la particula no interactuan-
te y los término del lado derecho de la ecuacion son los potenciales a los que estd sometido

la parte interactuante y donde V,..(7; [n]) es el potencial de correlacion e intercambio.

V(7)) = / dPrn(F)vs(7) (34)
%Mﬁz/fm@%ﬁj (35)

Entonces, el problema se reduce a un problema de NV electrones no interactuantes

en un potencial V(7), es decir que hay que resolver N ecuaciones de Schrodinger
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h2V?
T+ Vi ) = a6
Y la densidad electrénica se construye usando las funciones de onda, asumiendo un
factor de ocupacion f;, tal que 0 < f; < 2, el cual sirve para considerar la doble ocupacién

de los orbitales segtin el principio de exclusion de Pauli

N
ns(F) = Z filtbi(r)]? (37)

Debido a la forma en que se defini6 V(7), el sistema no interactuante se encuen-
tra en el estado base y por ello ns(") = n(7). Entonces, las ecuaciones de Kohn-Sham se

enuncian de la forma

Vear () + 62/d37"/’f(r/)7 + Vae (7 [n]) | 1i(F) = ethi(7) (38)

=7

h2V?
2m

n(i) = Zfilww (39)

Estas ecuaciones pueden ser resueltas por medio de auto-consistencia, al igual que
las ecuaciones de Hartree-Fock, ya que para comenzar el calculo se propone una densidad de
prueba inicial y luego se itera de forma autoconsistente. El Gnico error en esta teoria se debe

a las aproximaciones de la energia de correlacion e intercambio.

2.2.1. Aproximacion de densidad local

La aproximacion de densidad local (LDA) constituye el método mas simple para re-
presentar el funcional de correlacion e intercambio. En esencia, LDA implicitamente asume
que la energia de correlacion e intercambio en cualquier punto en el espacio es una funcién

de la densidad electronica de una gas de electrones homogéneo de igual densidad. La primera
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aproximacion de densidad local para la energia de intercambio fue propuesta por Dirac [Di-
rac,|1930] y fue usado junto al modelo de Thomas-Fermi [Fermi, |1927; Thomas, |1927] en el

llamado método de Thomas-Fermi-Dirac

ELPAL(r)] = / () exeln(r)dr (40)
BEPAelnr)] =34 [0 r)ar. @)

En LDA, la energia de correlacion €. por particula es dificil de obtener de forma
separada a la de intercambio. Esto se logra normalmente usando una férmula de interpolacion
adecuada, partiendo de conjunto de valores calculados de un numero de diferentes densidades

en un gas de electrones homogéneo.

2.2.2. Aproximacion de gradiente generalizado

Lo sistemas tipicos moleculares son generalmente diferentes de un gas de electrones
homogéneo. Cualquier sistema real no estd espaciado de forma homogénea, es decir que
posee una densidad variable en el espacio n(r). Los métodos de aproximacién de gradiente
generalizado (GGA) toman en cuenta este efecto, haciendo que las energias de correlacion
e intercambio dependan no solo de la densidad sino también del gradiente de la densidad

Vn(r) [Perdew y Yue, 1986]

EGGAIn(r)] = / i (r)Fn(r), Vn(r)|dr. (42)

2.2.3. Funcionales meta-GGA

Una nueva clase de funcionales, basados en los GGA, han sido desarrollados inclu-
yendo informacién semi local mas alla del gradiente de densidad de primer orden contenido
en los funcionales GGA. Estos métodos se llaman meta-GGA (M-GGA) y dependen explici-
tamente de gradientes de densidad de alto orden, o tipicamente de la densidad de energia

cinética, la cual involucra derivadas de los orbitales de Kohn-Sham ocupados. Estos métodos
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repesenta una mejora en la determinacion de propiedades tales como energias de atomizacién

[Sousa y cols., 2007].

2.3. Ecuacion de Dirac

La ecuacién de Dirac es una ecuacién mecdnica cudntica relativista para particulas
de espin % elementales [Dirac, 1928, [1981]]. Esta ecuacion entra en el estudio-de los aislantes
topoldgicos de dos maneras. La primera, una gran cantidad de aislantes no triviales poseen
un fuerte acoplamiento espin-orbita, consecuencia de la ecuacién de Dirac en el limite no
relativista, que acopla al espin, el momento y la interacciéon de Coulomb o campos eléctricos
externos. Esto da un origen fisico para formar un aislante topolégico. La segunda manera es
que el hamiltoniano efectivo para los aislantes topoldgicos de efecto Hall de espin cudntico y
de tres dimensiones tiene una estructura matematica similar a la ecuacion de Dirac. La ecua-
cion de Dirac convencional es invariante de inversion de tiempo. Para sistemas con simetria
de inversion de tiempo, el hamiltoniano efectivo para describir los electrones cerca del nivel
de Fermi puede derivarse de la teoria de invariantes o la teoria & - p. Como consecuencia de
la expansion k - p de la estructura de bandas, algunos modelos continuos efectivos tienen una
estructura matematica similar a la ecuacion de Dirac. Esta ecuacion puede obtenerse del mo-
delo efectivo cerca del punto critico de la transicion de fase cuantica topoldgica. En resumen,

cada aislante topoldgico es modelado por una ecuacién de Dirac.

2.3.1. Ecuacion convencional

Paul Dirac escribi6 una ecuacion para una funcién de onda mecanica cudntica rela-

tivista, la cual describe una particula de espin % elemental:

H=cp a+mcB (43)

donde m es la masa en reposo de la particula y ¢ es la velocidad de la luz. o; y 3

son llamadas las matrices de Dirac, que satisfacen
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of =pr=1 (44)
o = —oGay (45)

Resulta que las matrices de Pauli pueden satisfacer todas estas relaciones

{O’i, O'j} = 2(51] (47)
01 0 —1 10

0, = oy = 0. = (48)
10 1 0 0 -1

La solucion a la ecuacidn de Dirac es la relacién de momento y energia relativista

E? = m2ct 4 pPc? (49)
En tres dimensiones, se tienen dos soluciones para la energia positiva y dos solu-

ciones para la energia negativa

Ei = +v/m2c* + p2c? (50)

Esta ecuacion implica la existencia de una antiparticula, es decir, una particula con
energia o masa negativa, ya que las dos soluciones de energia positiva corresponden a estados
de electron con espin arriba y abajo, mientras que las dos soluciones negativas corresponden
a un positron con espin arriba y abajo. El positron es la antiparticula del electron. El estado
normal del vacio consiste de una densidad infinita de estados de energia negativos. El estado
para un solo electrén significa que todos los estados de energia negativas se encuentran llenos
y solo un estado de energia positiva estd ocupado. Bajo la transformacién de masa m —
—m, se encuentra que la ecuacién permanece invariante si reemplazamos  — —[3, lo cual
satisface todas las relaciones de anticonmutacién mutuas para «; y 3. Esto refleja la simetria
entre las particulas de energia positiva y negativa en la ecuacién de Dirac, es decir, no hay

distincion topoldgica entre particulas con masa positiva y negativa.
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2.3.2. Ecuacion modificada

A partir de la ecuacion de Dirac, se sabe que existe solucién para los estados ligados
en la interfase entre dos medios, uno con masa o brecha energética positiva y otro con masa
o brecha energética negativa. Si se asume que el vacio es un aislante con una masa o energia
positiva infinita y dentro se encuentra un sistema con una masa o energia negativa, deberian
haber estados ligados a lo largo de la frontera abierta. Sin embargo, debido a la simetria de
la ecuacién de Dirac, no se puede hacer una distincion topoldgica entre los dos sistemas des-
pués de una transformacion unitaria y no es suficiente el signo de la masa o la energia para
definir cual es topoldgicamente no trivial y cual es topolégicamente trivial. Para poder hacer-
lo se deberia introducir un vacio adicional como punto de referencia, pero esto implica una
consecuencia en la estructura de bandas en el aislante topolégico. Entonces, resulta que la
ecuacion de Dirac por si misma no se ajusta completamente para poder describir la topologia

en temas cuanticos.

Se introduce un término cuadratico —Bp? en el momento p al término de la brecha

de energia 0 masa en reposo

H =vp-a+ (mv? — Bp?)p (51)

donde v es la velocidad efectiva, que reemplaza la velocidad de la luz cuando la
ecuacion de Dirac se aplica a s6lidos. El término cuadritico rompe la simetria entre la masa
positiva y negativa y vuelve distinta a esta ecuacion de la ecuacion original en el aspecto

topologico.

Para ilustrar lo anterior, se puede graficar la distribucion de espines del estado base.
En p = 0 la orientacion se determina por el signo de la masa 6 mwv?3, pero al alejarse del
origen es determinada por —Bp?3 6 el signo de B. Para mB < 0, el espin rota del eje z
al x y luego vuelve al z cuando p incrementa, mientras que para mB > 0 el espin rota del

eje z al x y luego de nuevo al z pero en direccion contraria a la original. Este hecho, de que
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los espines en p = 0y p = +o00 apunten en la misma o diferente direccidon, permite una

distincion topoldgica en la ecuacion.

\\‘J\'*f//// Jll\\
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Figura 12: Orientacion del espin en el espacio de momentos. A la izquierda (mB < 0) se

presenta una topologia trivial y a la derecha (m.B >-0) hay una topologia no trivial.

Si se resuelve la ecuacion de Dirac modificada para estados ligados y en tres di-
mensiones, se puede obtener un modelo efectivo para los estados de superficie. La relacion

de dispersion que se obtiene es

€p+ = FTop = Fv4/p2 + p? (52)

De esta manera, se tiene un modelo para un cono de Dirac de los estados de super-

ficie.
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Figura 13: Cono de Dirac de los estados de superficie en el espacio de momentos

2.4. Modelo de red 6 modelo discreto para aislantes topologicos

2.4.1. Modelo de enlace fuerte

El modelo de enlace fuerte es extensamente usado para describir la estructura de

bandas de los electrones en los s6lidos [Slater y Koster, |1954]]. Mientras que la aproximacion

del electrén casi libre es un punto de partida bueno para describir metales, el modelo de enlace
fuerte o combinacion lineal de orbitales atdmicos como también se le conoce, es bastante util
para cristales con enlaces covalentes o para los electrones mdés localizados en los metales,
como los electrones d en los metales de transicién. Si bien este modelo permite analizar
algunas cosas que el modelo del electrén casi libre no puede, un refinamiento de ambos

modelos los conduce a los mismos resultados.
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(o) =11

Figura 14: Esquema del modelo de enlace fuerte. (a) Un atomo con orbita discreta. (b) Varios
atomos juntos en los que sus orbitales se traslapan. (¢) Si el traslape de estos orbitales es pe-

queios, eso permite a los electrones pasar de un orbital a otro con una pequefia probabilidad.

2.4.2. De un modelo continuo a un modelo de red

Usualmente un modelo continuo es util para fisica de bajas energia en el limite de
la longitud de onda larga. En la practica, se tiende a preferir el uso de un modelo de red en
lugar de un modelo continuo para explorar la topologia de un sistema. Un modelo continuo
se puede mapear en un modelo de red en la aproximacién de enlace fuerte, en la cual la zona

de Brillouin es finita. El reemplazo que se realiza es

1
4 i kia 2
k2 — ?Smﬂﬂ( 5 )= ﬁ(l — Cos(k;a)) (54)

Lo anterior es posible en el limite de la longitud de onda larga ya que los términos
son iguales cuando k;a — 0 por medio de la aproximacion de dngulos pequefios para el
seno. Usualmente existe el problema de duplicacion de fermiones en el modelo de red para
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particulas de Dirac sin masa, lo cual se refleja en la aparicién de conos de Dirac extras. Esto
se puede corregir agregando un término grande B, de forma que Bk; — ZSin(k;a). Este
término conduce a transiciones de fase topoldgicas para valores grandes o pequefios de B.
Sin embargo, la topologia de la estructura de banda no cambia si la brecha de energia no
se cierra y vuelve a abrir mientras que los pardmetros varian continuamente. Finalmente se

obtiene el modelo de red para aislantes topolégicos

h ‘ 4h? ook
H = Zv Z Sin(k;a)a; + (mv* — B? Z Sin*( a))ﬁ (55)

1=x,Y,2 1=x,Y,2
2.5. Aislantes topoldgicos
2.5.1. Fase de Berry

La fase de Berry es el concepto més importante en la teoria de bandas topoldgicas.
Berry probd que si un estado cudntico-evoluciona de forma ciclica surge una fase de origen
geométrico que deberia ser observable [Berry, 1984]. Su descubrimiento no se encontraba re-
lacionado a los electrones de Bloch sino a la idea general que el transporte adiabatico cuantico
de particulas en campos que varian lentamente podrian en principio modificar la funcién de
onda por otros términos que no sean la fase dindmica. Se consideré también que las fase de
Berry y mas generalmente el problema de transporte adiabético deberia estar presente en sis-
temas periddicos de Bloch, donde los pardmetros son variados en lazos cerrados (bandas o

superficies de Fermi) al aplicar campos eléctricos.

Se considera un sistema fisico con un hamiltoniano que varia en el tiempo por
medio de pardmetros que depende del tiempo (como campo magnético, campo eléctrico,
flujos, presion, etc.). El interés se concentra en la evolucion adiabética del sistema, es decir,
como varia el sistema cuando los pardmetros varian lentamente a lo largo de un camino C'

cualquiera, en el espacio de parametros.
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H(R)|R) = E,(R)|R) (56)

Esta ecuacion no determina completamente las funciones base debido a la incerti-
dumbre de la fase. Sin embargo, se requiere que la fase de las funciones sea suave y de unsolo
valor a lo largo del camino. Entonces, se quiere analizar la fase de una funcién de onda de un
sistema en un estado inicial |n(£(0))) al moverse R(t) a lo largo del camino .. Pero qué es
la fase en si, esta es el unico grado de libertad que se tiene y durante la evolucion adiabatica
del sistema esta fase 0(t) corresponde al estado [)(t)) = e~®® |n(R(t))). También hay que
destacar que la fase no puede ser cero, ya que al menos debe contener el factor dindmico
relacionado a la energia del eigenestado. La evolucion temporal del sistema se describe con

la ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo

H(R®) ) =h 'y [0(0) )

Lo que se traduce en la ecuacion diferencial

E,(B(1) In(R(1))) = h(—0(1)) [n(£(¢))) + iﬁ% [n(R(1))) (58)

Tomando el producto escalar con (n(R(t))| y asumiendo que el estado estd norma-

lizado, (n(R(t))|n(R(t))) = 1, se tiene

E,(B(t)) — i {n(B(t)| — [n(R(1))) = h(—6(t)) (59)

La solucion para la fase es

t t
. . d -
01t = 3 [ BalFE )t —1 [ (n(F@)] g n(Fie)) (60)
hJo 0 at'
La primera parte de la fase en la fase dindmica convencional asociada a la energia

del estado. El negativo de la segunda parte es la fase de Berry o fase geométrica, tiene ese
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nombre ya que esta depende de la geometria del espacio, en este caso del espacio de los

estados ocupados. Entonces el estado se puede escribir como

(1)) = e Jo En(REN ginm |y (1)) 1)

La fase de Berry proviene del hecho de que los estados al tiempo ¢ y.t + dt son

distintos, esta es

=i [ ()] 35 In() (62

Se puede remover el tiempo explicitamente de la ecuacion
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=i [T BN g B Gt = [ lFe)] T

Abhora se puede definir una funcién vectorial que se conoce como conexion de Berry

o potencial vectorial de Berry

Au(R) = i(n(BE({)|VzIn(R({))) (64)
T = /C dR - A,(R) (65)

Como ffn(ﬁ) tiene dependencia de gauge, es necesario que la integral sea sobre

un camino cerrado C' para que la fase de Berry sea independiente bajo transformaciones de

gauge

Vo = ]{ dR - A,(R) (66)
C

- / dS - Q(R) (67)
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Donde el término Q(R) es la curvatura de Berry

—

A"(R) =V x A (R) (68)

2.5.2. Numero de Chern

La integral de la curvatura de Berry sobre una variedad cerrada es un nimero entero
y una invariante topoldgica llamada nimero de Chern. Se toma una espacio de parametros
continuo que tiene una topologia toroidal. La motivacién es que ciertos espacios de pardme-
tros fisicos poseen esa topologia toroidal y su correspondiente nimero de Chern tiene un
significado fisico. Un ejemplo seria la zona de Brillouin de una red de dos dimensiones que
representa un material cristalino sélido, la cual tiene una topologia toroidal. EI nimero de

Chern se define como

1 L
C=—— Q”(R)dkmdky (69)
21 )75

El numero de Chern de una banda de un aislante es una invariante topoldgica en
el siguiente sentido. Uno. puede imaginar que el hamiltoniano que describe los electrones en
una red se encuentra deformado adiabaticamente o continuamente y con brechas de energia
que separan la enésima banda de las demds y las cuales se mantiene abiertas. En este caso,
la curvatura de Berry varia continuamente y por lo tanto su integral en la zona de Brillouin,
es decir el nimero de Chern, no puede variar ya que su valor estd restringido a enteros. Si la
deformacién del hamiltoniano del cristal es tal que las brechas de bandas se cierran y vuelven
a abrir, es decir que la deformacién no es adiabatica, entonces el nimero de Chern puede

cambiar.

2.5.3. Simetria de inversion de tiempo

En el campo de los aislantes topoldgicos, se busca entender como la presencia o

ausencia de ciertas simetrias, ya sea continuas o discretas, afecta la fisica en los materiales.
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Por ejemplo, el nimero de Chern se define como la conductancia Hall de un sistema que
exhibe una simetria continua asociada con la conservacion de carga. La simetria discreta mas
importante para sistemas experimentalmente posibles es la inversion de tiempo. La inversion

de tiempo es una transformacion que invierte la flecha del tiempo

T:t— —t (70)

La simetria de inversién de tiempo es una propiedad fundamental, ya que los sis-
temas se comportan diferente dependiendo de si muestran o no esta simetria. Hasta 2005 o
2006, se creia que solo los sistemas sin inversion de tiempo presentaban fendémenos intere-
santes, por ejemplo el voltaje Hall. En un campo magnético, la trayectoria de las particulas se
curva. Si se invirtiera la flecha del tiempo, las particulas no regresarian por el mismo camino
debido al rompimiento de la simetria de inversion de tiempo al aplicarse el campo magnético.
Gracias a los nuevos aportes a la teoria de bandas, ahora se sabe que los sistemas invarian-
tes bajo inversiones de tiempo también pueden ser interesantes. Aunque esos sistemas no
presentan efectos Hall, si exhiben fenémenos topoldgicos interesantes como la clasificacion
topoldgica no trivial Z, [Kane y Mele, |2005a,b]. Se introduce la inversién de tiempo como

una simetria 7" del hamiltoniano H de un sistema

[H.T] =0 (71)

Lo anterior significa que |1)) es un eigenestado de H, entonces es 7" |1/). En muchos

casos 1'|y) = [¢), pero cosas curiosas pueden pasar si los estados son diferentes.

Particulas sin espin El operador de inversion de tiempo solo cambia la flecha de tiempo.
Como tal, deja al operador 7 intacto, en particular conmuta con cualquier simetria espacial.
Sin embargo, cambia el signo del operador de momento p porque es proporcional a la veloci-
dad, una derivada en el tiempo de una cantidad invariante bajo inversién de tiempo, es decir

la posicion
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7T = # (72)

T~ = —p (73)

Interesa buscar una representacion del operador de inversion de tiempo. Se puede

aplicar el operador al conmutador de posicién y momento

Tz, p|T~ = TihT™' = —[2,p] = —ih (74)

Esto conduce a

TiT™ ' = <i (75)

Esto deja claro que el operador debe ser proporcional al operador de conjucacion
compleja. Tales operadores son llamados antiunitarios y a diferencia de los operadores nor-

males, no tienen eigenvalores. Entonces

I'=UK (76)

donde U-es una matriz unitaria y K es el operador de conjugacién compleja.

Particulas con espin Si se consideran particulas con un momento angular interno, o espin,
S Esto requiere una accién extra del operador de inversion de tiempo, ya que el momento

angular es en si mismo un momento

TST ! = _8§ (77)

Esto implica que el espin cambia su direccion bajo la inversion de tiempo. Se puede

representar esta accion por medio de una rotacion de valor 7 alrededor de algun eje arbitrario,
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aunque por convencion se toma el eje y. El operador debe implementar esta rotacion y al mis-
mo tiempo debe ser proporcional al operador de conjugacién compleja, ya que su accién en
el conmutador posicion-momento permanece sin cambios independientemente si la particula

tiene o no espin. El operador es

T = ™K (78)

Teorema de Kramers Para particulas con espin semientero hay un teorema de suma impor-
tancia cuando se trata de sistemas invariantes bajo inversiones de tiempo, se trata del teorema
de Kramers [Kramers, |1930]]. Para cada nivel de energia en un sistema con un nimero impar
de particulas de espin semientero, hay al menos dos estados degenerados o un par de bandas
de energia. Este par de bandas de energia es conocido como par de Kramers y se encuentran
relacionadas por medio de la operacion de inversién de tiempo acompaiiada de un factor de
fase. Sus cruces son puntos protegidos por la simetria de inversion de tiempo. Si un par de
Kramers se encuentra separado de otros pares por medio de brechas finitas, entonces una

invariante topoldgica puede asociarse a este par.

2.5.4. Invariante 2,

En general, para un proceso ciclico de H(t + At) = H(t), se sigue el hecho de que

H(tyx=0) = TH(0)T! (79)
H(ty* = %) = TH(%)Tl (80)

El cambio de la polarizacion de inversion de tiempo es una invariante de gauge

V= [Pe(%) — Pp(0)]mod2 (81)

Al considerar el mapeo entre el momento invariante de inversion de tiempo I'; y el

punto invariante de tiempo ¢;*; la invariante topoldgica puede escribirse como
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, Vdet(w(T))
(—1) —HiW (82)

P f es un polinomio compuesto con elementos de alguna matriz, conocido como
Pfaffiano, que al elevarse al cuadrado es igual al determinante de dicha matriz. Tomando en
cuenta lo anterior sabemos que det(w(T;)) = [Pf(w(T;))]?, entonces el lado derecho de la
ecuacion anterior es siempre +1 o —1. Correspondientemente, v es un entero de modulo 2, es
decir, 0 o 1. Entonces, la polarizacion de inversion de tiempo define dos distintos estados de
polarizacion, topolégicamente trivial (v = 0) y no trivial v = 1. Fu y Kane propusieron que
el valor de v estd relacionado a la presencia o ausencia de estados degenerados de Kramers

al final de un sistema finito [Fu y Kane, 2006].

2.5.5. Acoplamiento espin-orbita

Los efectos relativistas juegan un papel crucial en las propiedades electrénicas y
magnéticas de sistemas con elementos pesados. Estos efectos pueden dividirse en efectos
relativistas cinematicos, efecto relativistas escalares relacionados con los términos masa-
velocidad y de Darwin, y la interaccion espin-Orbita. Resulta que el mecanismo primario
fundamental para que emerjan fases aislantes topoldgicas en ciertos materiales es el acopla-
miento espin-Orbita {Hasan y Kane, 2010; Q1 y Zhang, 2011]]. El acoplamiento espin-6rbita

asegura que exista una brecha de energia y que ademas sea finita en toda la zona de Brillouin.

2.5.6. -Inversion de bandas

El indicador de la posibilidad de que la estructura de bandas de un aislante puede
alojar una fase topoldgica no trivial es la inversién de los niveles de energia con respecto a
su orden natural alrededor de la brecha de energia en los puntos de alta simetria en la zona
de Brillouin. Hay que considerar algunos puntos importantes, en primer lugar la inversion
de bandas o la apertura de la brecha de banda debe ser por el acoplamiento espin-6rbita. El
segundo punto es que “orden natural” se refiere al orden de los niveles atémicos apropiados.

Hay orbitales s y p en muchos semiconductores donde la energia del nivel s se encuentra por
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encima de la del nivel p, pero que debido a la interaccion espin-Orbita el nivel s experimenta
un potencial relativista atractivo lo suficientemente fuerte para moverlo por debajo del nivel
p. La inversion de bandas puede involucrar cualquier par de orbitales (s — p, p — p, p — f).
Finalmente, la inversion de bandas no puede por si sola probar la existencia de una fase to-
poldgica no trivial ya que se necesita un andlisis mas profundo para determinar su-naturaleza

topologica.

El Teleluro de mercurio o HgT'e es un semiconductor y un semimetal topoldgica-
mente no trivial en el que la banda de conduccién y de valencia se tocan en el punto I'. Las
bandas de energia en I' y cerca del nivel de Fermi de dividen en las bandas I'g, I'7 y I's, las
cuales poseen una degeneracion doble, doble y cuddruple respectivamente. Los estados de
las bandas I'; y I'g tienen una simetria tipo p mientras que los estados de la banda ['g tienen
una simetria tipo s. El orden normal de estas bandas deberia ser I'¢-1'g-1'7, sin embargo la
secuencia que se observa es ['s-I'¢-I'7, es-decir.una inversion tipo s-p. Ya que todos los com-
puestos topolégicamente no triviales son caracterizados por una inversion de bandas similar
de los niveles I's y ['g, se puede definir una cantidad conocida como fuerza de inversioén de

bandas o BIS (band inversion strength)

A = FEr, — Er, (83)

Esta cantidad serd positiva para casos topolégicamente no triviales y negativa para

sistemas topolégicamente triviales.
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Figura 15: Ejemplo de inversion de bandas. Del lado izquierdo se tiene un sistema topoldgi-
camente trivial y del lado derecho un sistema topoldgicamente no trivial con las bandas in-

vertidas.

2.6. Compuestos ternarios Heusler

La historia de una de las clases de materiales mas emocionantes, nos referimos a
los compuestos Heusler, se remonta al afio de 1903 cuando Fritz Heusler descubrié que la
aleacion de composicion C'us MnAl se comportaba como un ferromagneto, a pesar de que
ninguno de los elementos que lo componen es magnético por si solo [Heusler, |1903]]. Sor-
prendentemente, las propiedades de muchos compuesto Heusler puede predecirse por medio
de simplemente contar el nimero de electrones de valencia [Felser y cols., [2007]. Por ejem-
plo, los compuestos Heusler no magnéticos con aproximadamente 27 electrones de valencia
son superconductores. Algunos compuestos que se comportan como semiconductores tienen
brechas de energia desde 0 hasta 4 eV, dependiendo de la composicion quimica, por lo que han
atraido la atencién como posibles candidatos para celdas solares y aplicaciones termoeléctri-
cas. Por otro lado, también se ha encontrado que algunos compuestos presentan multifuncio-
nalidad, es decir la combinacion de dos o mds funcionalidades, como la superconductividad y

estados de superficie topoldgicamente no triviales encontrados en los aislantes topoldgicos; o
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diversos comportamientos magnéticos como el magneto-6ptico, magnetocaldrico, magneto-

estructural o magneto-eléctrico (magnetoresistencia).

Full-Heusler
X,YZ [L2 ]
®x Ov
HX A

Half-Heusler
XYZ [ Clh]
®x Qv
WVoid @ Z

Figura 16: Estructura cristalina de los compuestos Heusler y la posiciéon de cada elemento

dentro cada estructura [Galanakis y cols., 2006].

2.6.1. Compuestos Heusler completos

En el pasado, los compuestos Heusler eran conocidos como aleaciones intermetali-
cas, aunque esta descripcion es mds apropiada debido a sus caracteristico orden atémico. Los
compuestos Heusler ternarios completos tienen una estequiometria 2 : 1 : 1 la férmula gene-
ral XoY Z, donde X y Y son metales de transicién y Z es un elemento de grupo principal.
Sin embargo, en algunos casos Y es remplazado por una tierra rara o un metal alcalinotérreo.
Casi siempre el metal que se presenta dos veces, es decir X, va al principio de la formulay Z
al final. Hay algunas excepciones cuando uno de los elementos es muy electropositivo y por
ello se coloca al inicio de la férmula, segin las reglas de nomenclatura. Estos compuestos

cristalizan en el grupo espacial ctibico F'm3m (grupo espacial nimero 225). Los dtomos X

111

ocupan-la posicién de Wyckoff 8c (3, 1, ;

), los dtomos Yy Z se encuentran en las posiciones
4a(0,0,0) y 4b (3, 5, 3) respectivamente. Esta estructura consiste de cuatro subredes FCC

que se interpenetran.

2.6.2. Compuestos semi-Heusler

En general, los materiales semi-Heusler XY Z pueden entenderse como compuestos

que consisten de una parte i6nica y una covalente. Los dtomos X y Y tienen un caracter
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catidnico distinto mientras que el dtomo Z puede ser visto como la contraparte anidnica.
El tipo de 4&tomo que corresponde a cada elemento de la férmula es el mismo que para los
compuestos completos con la unica diferencia que ahora solo hay un dtomo X y tienen una
estequiometria 1 : 1 : 1. La nomenclatura para estos compuestos semi-Heusler varia, algunos
ordenan los elementos alfabeticamente, otros de forma aleatoria, pero la mayoria de las veces
se ordenan por su electronegatividad, de menor a mayor. Estos compuestos cristalizan en
una estructura ctibica no centrosimétrica F'43m (grupo espacial nimero 216). Los dtomos X
ocupan la posicion de Wyckoft 84a (0, 0, 0), los &tomos Y y Z se encuentran en las posiciones
111

4b (3,3,3) Y 4c (3, 1, ;) respectivamente. Esta estructura consiste de tres subredes FCC que

se interpenetran.

2.6.3. Compuestos semi-Heusler como aislantes topologicos

Las invariantes topoldgicas son manifestaciones de la curvatura o geometria gene-
ral del sistema volumétrico y por ello dos sistemas diferentes con una propiedad volumétrica
similar son topoldgicamente equivalentes [Hasan y Kanel [2010]. Ligeros cambios en el ha-
miltoniano, los cuales no inducen una inversion de bandas en cualquier lugar de la zona de
Brillouin, no cambiaran el valor de la invariante Z5. Ejemplos de estos cambios o deforma-
ciones puede ser cambios en la estructura cristalina por medio de deformacién, cambios en
las cargas nucleares de los &tomos mientras se mantenga la neutralidad de la carga o cambios

en la intensidad del acoplamiento espin-6rbita.

Los argumentos de continuidad adiabatica son una poderosa herramienta para co-
nectar diferentes familias topoldgicas y son usadas extensivamente para predecir nuevos ma-
teriales, especialmente sistemas sin simetria de inversion, partiendo de un aislante topolégico
conocido [[Al-Sawai y cols.,[2010]. Por ejemplo, es posible considerar al ya conocido aislante
topolégico H g1T'e como un compuesto semi-Heusler con vacancia en la posicion del &tomo
X. Ahora, si se insertan dtomos de Kr para llenar esos vacios se obtiene el hipotético com-
puesto semi-Heusler K'rH gT'e, donde este &tomo de gas inerte no modifica de forma dréstica

la energia del hamiltoniano. Este compuesto ternario artificial puede ser transformado en un
43



semi-Heusler como el Y PtSb cambiando la carga nuclear Z. La transformacion adiabdtica
puede llevarse a cabo al definir la carga nuclear de cada &tomo como Zx = 36 + 2z + v,
Zy =80—2xy Zz = 52—y, de tal forma que el punto de partida con x = 0y y = 0 corres-
ponde a KrHgTe y el punto final con x = 1y y = 1 corresponde a Y PtSb. Esta eleccion
de variables garantiza que la carga total sea neutra a través del proceso de transformacion.
Entonces, la estructura de bandas puede ser transformada de forma continua sin producir
ninguna transicion de fase entre los dos compuestos. Esto significa que HgT'e y Y PtSb son

topolégicamente equivalentes [Lin y cols., [2010].

Figura 17: Ejemplo de la transformacion adiabatica para pasar del H g7'e al compuesto semi-
Heusler Y PtSbh, agregando atomos de K'r en la vacancias o posiciones del elemento X [Ban-

sil y cols., [2016].

2.7. Propiedades fisicas de un aislante topolégico
2.7.1. Ausencia de retrodispersion

Un par de estados de Kramers |k, 1) y |-k, ) estdn relacionados por la transforma-
ci6n de inversién de tiempo |—k, ) = T'|k,1). Ya que el operador T es antiunitario, se tiene

que

(kLUK ) = — (=K LITUTK,T)

= — (kU] =k, )% = — (=K, L Uk, 1) (84)
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donde U es un operador invariante bajo inversién de tiempo. Entonces bajo un po-
tencial de una impuridad no magnética V', se tiene que (—k, | |V'|k, 1) = 0. Un hecho simple
implicado por la naturaleza de estos estados de borde es que las impurezas no pueden disper-

sar una particula que las ocupa.

2.7.2. Antilocalizacion débil

La antilocalizacion débil es una propiedad caracteristica en experimentos de trans-
porte que demuestra la presencia de fermiones de Dirac en aislantes topologicos. Aparece
como la magnetoconductividad negativa de campo bajo, es decir el cambio de conductividad
negativa en funcién del campo magnético aplicado [Checkelsky y cols., 2009]. Los expe-
rimentos de transporte realizados hasta ahora tienen una baja movilidad y caminos libres
promedios cortos, entonces la difusion domina el transporte electréonico. Como muchos se-
miconductores, la longitud de coherencia de fase en una aislante topoldgico puede ir desde los
varios cientos de nandémetros hasta un micrometro a bajas temperaturas. Cuando una muestra
tiene un tamafio comparable a la longitud de coherencia de fase, la interferencia cudntica se
vuelve una correccion importante al trasporte de difusion. En materiales sin acoplamiento
espin-Orbita, ocurre un interferencia cudntica constructiva que mejora la retrodispersion entre
dos caminos de dispersion invertidos en el tiempo y disminuye la conductividad. La disminu-
cion de la conductividad conduce a la localizacién débil. Si se aplica un campo magnético se
puede destruir la intereferencia, disminuir la retrodispersion y con ello aumentar la conduc-
tividad. Por otro lado la dispersion debida al acoplamiento espin-6rbita puede producir una
interferencia destructiva y por ello se reduce la retrodispersion, la conductividad aumenta y

se tiene una antilocalizacion débil.
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Figura 18: Interferencia cudntica de fase. (a) Interferencia constructiva en donde el electrén
sufre una retrodispersion y con ello se tiene una localizacion débil. (b) Interferencia destructi-
va en donde el electron estrictamente hablando si sufre una retrodispersion pero experimenta
un cambio en su espin debido a la interaccién espin-6rbita y por ello es como si no sufriera

una retrodispersion, aparece una antilocalizacion débil [Brahlek y cols., 2015]].

2.7.3. Oscilacion Shubnikov-de Haas

Las primeras mediciones de transporte en plano revelan la dominancia de la con-
ductividad del médulo volumétrico en tres dimensiones [Taskin y Ando, 2009]]. Una forma
de determinar-la dimension de los portadores y distinguir los estados de superficie de dos
dimensiones de los estados del médulo volumétrico de tres dimensiones es por medio de la
oscilacion Shubnikov-de Haas. En la presencia de una fuerte campo magnético perpendicular,
un gas de electrones se divide en niveles de Landau discretos; la separacion de estos niveles
incrementa si el campo magnético también lo hace. Cuando el campo incrementa, los niveles
de Landau pasan a través de la superficie de Fermi uno por uno. Cuando el nivel de Fermi
estd alineado con un nivel de Landau, la resistividad decrece y si no estan alineados enton-
ces incrementa. Como resultado se tiene una resistividad oscilante conocida como oscilacién
Shubnikov-de Haas. Debido a que esta oscilacion solo responde a un campo perpendicular, no

puede existir en un gas de electrones de dos dimensiones pero si en uno de tres, sin importar
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la direccién en que se aplique el campo.

3. Problema, hipotesis, objetivos y justificacion

3.1. Descripcion del problema

En estudios recientes se ha mostrado que algunas aleaciones Semi-Heusler pueden
presentar una topologia no trivial compardandose con algunos sistemas bien conocidos como
el HgTe [Liny cols., 2010]. Una de las maneras de estudiar y determinar las propiedades
topoldgicas de estos sistemas es por medio de la Teoria del Funcional de la Densidad 6 DFT
por sus siglas en inglés [Kohn y Sham, [1965]]. Sin embargo, la fase topoldgica puede verse
afectada por el tipo de aproximacion y/o funcional usado para las técnicas de DFT, siendo
frecuentemente usados los funcionales tipo GGA y LLDA, los cuales tienden a subestimar
o sobrestimar valores. Debido a esto, algunos sistemas como ScAuPb, ScPtBi, LuPtSh,
LaPtSby LaPtBi [Al-Sawai y cols., 2010]; los cuales al tener valores de fuerza de inversién
de banda cercanos al cero, son bastante susceptibles al tipo de funcional empleado y por ello

pueden presentar calculos erroneos de sus propiedades.

3.2. Justificacion

Uno de los principales objetivos de la ciencia y la ingenieria es crear dispositivos
cada vez mads eficientes y de bajo costo, para que su produccion sea mds barata y estos sean
mads accesibles al publico. Un sistema de aislante topoldgico tiene una movilidad electrénica
de superficie bastante alta, que puede ser utilizada para diferentes fines. Los aislantes to-
poldgicos son materiales que pueden ofrecer soluciones a problemas de fisica de frontera y a
problemas tecnoldgicos de actualidad como la produccién de transistores sin disipacion, asi
como ofrecer interesante informacion para desarrollar nuevas tecnologias, como la basada en
espintronica. Es relevante pues, constatar las propiedades de los compuestos Semi-Heusler
para sistemas de aislantes topoldgicos y contribuir a la multifuncionalidad de estas aleacio-

nes, asi como es importante realizar una comparacién con funcionales que pueden arrojar
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resultados mds confiables y precisos. De igual forma, este andlisis se ve beneficiado por el
uso de codigos y clusters computacionales que permiten un estudio mas detallado y preciso
de los materiales, reduciendo el consumo de recursos importantes y disminuyendo el tiempo

que toma analizar cada sistema.

3.3. Hipotesis

Es posible encontrar una fase topoldgica en los sistemas Semi-Heusler: ScAuPb,
ScPtBi, LuPtSb, LaPtSby LaPtBu; por medio del andlisis de sus propiedades electréni-
cas y vibracionales usando técnicas de primeros principios, haciendo una comparativa em-

pleando funcionales tipo meta-GGA.

3.4. Objetivos

Realizar un estudio de caracterizacion de propiedades electronicas y vibraciona-
les para aleaciones Semi-Heusler usando la técnica de primeros principios de la Teoria del
Funcional de la Densidad (DFT, por sus siglas en inglés) y calculos auto-consistentes y no
auto-consistentes con funcionales meta-GGA para determinar la fase topoldgica de estos sis-

temas.

3.5. Objetivos especificos

= Optimizar por medio de convergencia la energia de corte para determinar el nimero de
ondas planas a usar en la base de la funcion de onda y puntos k de la zona de Brillouin
para definir el tamafo de la malla en el espacio reciproco en donde se realizarén los

calculos posteriores.

= Optimizar el pardmetro de red realizando un cdlculo auto-consistente y haciendo un
ajuste con una ecuacién de estado que minimiza la energia respecto al volumen. Este

parametro se emplea para cdlculos posteriores.
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= Obtener la estructura de bandas con un célculo no auto-consistente incluyendo el aco-

plamiento espin-orbita para analizar la existencia de fases topoldgicas.

= Determinar la densidad de estados electrénicos con un célculo no auto-consistente para

corroborar las propiedades electrénicas.

= Calcular la densidad de fonones y su relacién de dispersiéon con un célculo auto-

consistente para estudiar la estabilidad del sistema.

4. Metodologia

Para realizar los calculos estructurales, electronicos y vibracionales que se presen-
tan en este trabajo se emplearon el paquete de simulacion-AB-initio de Vienna 6 VASP [Kres-
se y Hafner, 1993|1994} Kresse y Furthmiiller, [1996; |Kresse y Furthmiiller, [1996], basado
en la Teoria del Funcional de la Densidad y el paquete libre para calculo de fonones a niveles

harménicos y cuasi-harménicos Phonopy [Togo y Tanakal 2015].

En este trabajo, se realizé una optimizacion para los puntos k (tamafio de la zona de
Brillouin donde se realizaran los célculos) y la energia de corte (energia limite que permite
truncar la base de ondas planas), obteniendo una malla de 62626 y una energia de 300 eV.
Estos valores se emplearon para cada sistema y para todos los célculos posteriores. Para
determinar el pardmetro de red, se emplea la ecuacion de estado de Murnaghan, una ecuacion
de estado que determina el minimo del pardmetro de red en funcidn de la energia del estado

base [Murnaghan, |1944].

4.1. Calculo autoconsistente

Las ecuaciones de Kohn-Sham son un conjunto de ecuaciones de Schrodinger para
particulas independientes que deben ser resueltas bajo la condicion de que el potencial efecti-

vo Vi(7) y la densidad elecrénica n(7) son consistentes. Debido a esto, se comienza con una
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densidad de prueba n*) () y con lo cual se puede determinar el potencial efectivo del hamil-
toniano, considerando que ya se tiene también la forma de la contribucion de correlacion e

intercambio

(1)
Ugl)(F) = Vet () + e? / d?’r’n—(r)| + vg([;lc) (7) (85)

=

Con este potencial de prueba se pueden resolver las ecuaciones de Kohn-Sham y ob-
tener las eigenfunciones y eigenvalores de energia, sin embargo, estos resultados seran poco
confiables debido que partimos de una densidad de prueba burda. Gracias a las observaciones
de Hohenberg y Kohn, se puede obtener a partir de esas eigenfunciones una nueva densidad

electrénica incluso mejor que la anterior

N
n?(F) = filw )P (86)

De la misma forma, se puede construir un nuevo y mejorado potencial s (7). Aqui

nos podemos dar cuenta de que este proceso es iterativo de tal manera que

@ s (@) _y D) oG+ (87)

Este proceso finalizara cuando la diferencia entre los potenciales o la energia total
del sistema sea menor al criterio que nosotros hallamos definido previamente. En el siguiente

diagrama de flujo se muestra este proceso.
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Densidad de prueba inicial
n(r)

Célculo de potencial efectivo

V() = vear() + €2 [ D 1ol (7)

=

Resolver ecuaciones de Kohn-Sham

~EZ Vi) 0i(7) = eus(7)

Calcular densidad electronica

(M) = 3 filv(rn)P

No

[ Autoconsistencia?

Sl’l
Cantidades o valores de salida
Energia, fuerzas, tension, eigenvalores, etc.

Figura 19: Diagrama de flujo que muestra el proceso del cdlculo autoconsistente para resolver

las ecuaciones de Kohn-Sham.

4.2. Energia de corte

En el formalismo de Kohn-Sham, las funciones de onda empleadas en las ecuacio-

nes son una suma de ondas planas y que ademads son periddicas, de acuerdo al teorema de
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Bloch [Bloch, [1928]].

Up(7) = ug(Me™T = Y Cr e ™ (88)

Donde G son los vectores reciprocos de la red. Sin embargo, esto significa que se
necesitan una cantidad infinita de funciones ya que existen una cantidad infinita de vectores
G. Sin embargo en el cilculo computacional debemos establecer una seleccion de ondas
planas. Los coeficientes Cz son mds importantes para ondas planas con energias cinéticas
bajas I/ = %|E +G |2, que para energias cinéticas altas ya que.los coeficientes se vuelven
mads pequeiios [Sholl y Steckel, [2009]. Asi se establece una energia de corte (cut-off energy)

obteniendo una base de ondas planas finitas:

E = Z|k+ G (89)
1=
Ecut 4 §G2 (90)

cut

Esto quiere decir que en el espacio reciproco solo tomamos los vectores que quedan

dentro de una esfera de radio v/ 2F. La suma infinita se reduce a un numero finito de términos

Vi) = D CreTOT 1)

|k+G|<Geut
4.3.. Puntos K en la Zona de Brillouin

Algunas propiedades importantes como la densidad electrénica, energia total, cons-

tante dieléctrica, susceptibilidad, etc., se determinan por medio de una integral del tipo

v L.
P o /B dEf () 92)

Cuando se quiere calcular la densidad electrénica, es necesario un gran nimero de

vectores k, 1o cual es un problema costoso de realizar. Este calculo se puede aproximar de
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manera suficientemente correcta realizindolo en unos pocos puntos especiales distribuidos
en la Zona de Brillouin, que pueden calcularse utilizando la teoria de grupos, con lo que ne-
cesitamos otro pardmetro de corte a seleccionar convenientemente denominado el nimero de

k-points.

El metodo general propuesto por Monkhorst y Pack [Monkhorst y Packl, [1976], es
hoy en dia el mas empleado debido a que permite crear un conjunto de puntos uniforme

determinado por una férmula bastante simple y que sirve para cualquier cristal

3
- 277,1 — NZ -1 -
bns many = ) G 93)

%
en este caso para tres dimensiones formando una malla y donde G; son los vectores

primitivos de la red reciproca.

4.4. Estructura electronica

Los eigenestados de cualquier ecuacion de Schrodinger independiente para una
particula en la cual los electrones se mueven en un potencial efectivo V, (7, tal como las

ecuaciones de Kohn-Sham, satisfacen la ecuacion

Hepp (M)i(F) = e (7)) i(7) = exbi(7) %94)

En un s6lido es conveniente requerir que los estados esten normalizados y obedez-
can condiciones de frontera periddicas en un volumen grande () que se extiende hasta el

infinito. Por lo anterior, se puede expandir la eigenfunciéon usando una serie de Fourier

y(F) = qux e = qux@ (95)

donde Cj 4 son los coeficientes de expansi(’)n de la funcion de onda en la base de

ondas planas ortonormales |¢) que satisfacen
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1 T
(9 = 5/617" = bgq (96)

Ahora, reemplazando las eigenfunciones por series de Fourier en la ecuacién de

Schrédinger y después multiplicando por (¢’| e integrando

D (THef|D) Cig= e Yy (71D Cig= eiCigq O7)

q q
El elemento matricial para el operador de energia cinética y los componentes de

Fourier para el potencial efectivo son

ol hz h2 2 2
@)= 5V = o laPosr = 5laPdse %)
Vers () /= Zveff(ém)ei@“ (99)

donde G, son los vectores de la red reciproca, entonces en el caso continuo

Vi (G) = /veff G (100)

cell Qeell

considerando a €)..;; como el volumen de la celda primitiva. Entonces, los elementos

matriciales del potencial son

(7 Versld) = Zveff m) (101)

Estos elementos son diferentes de cero solo si ¢’y ¢ tienen una diferencia igual al
vector reciproco de la red ém Finalmente, si se define ¢ = k+ ém yq = k -+ ém/, los
cuales difieren por un vector de la red reciproca iju = G"m — ém/, entonces la ecuacion de

Schrodinger para cualquier £ puede ser escrita como la ecuacién matricial
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> " Hypy oo (k)i () = €3(K)Ci () (102)

donde

2

- o oA oo oL - -
Hm,m,(k)z(k+Gm|H€ff|k+Gm,>:2 |k + G0 + Vep (G — G)  (103)

Me

Las dos ultimas ecuaciones son las ecuaciones de Schrodinger base para un cristal

periddico, que conducen a las propiedades de las bandas electronicas [Martin, 2004]].

4.5. Vibraciones de la red

Una de las fortalezas de los calculos con DFT y ondas planas es que se aplican
de forma natural a materiales extendidos espacialmente tales como s6lidos volumétricos. Los
estados vibracionales que caracterizan los materiales volumétricos son llamados fonones. Asi
como los modos normales de sistemas localizados, los fonones pueden ser considerados so-
luciones especiales a la descripcidn clasica de un conjunto de dtomos vibrando que pueden
ser usados en combinaciones lineales con otros fonones para describir las vibraciones resul-
tantes de cualquier posible estado inicial de d&tomos. A diferencia de los modos normales en
las moléculas, los fonones estan espacialmente deslocalizados e involucran vibraciones si-
multdneas en una coleccion infinita de 4&tomos con una periodicidad espacial bien definida.
Mientras que los modos normales de las moléculas se definen por un conjunto discreto de
vibraciones, los fonones de un material se definen por un espectro continuo de fonones con
un rango continuo de frecuencias. Una cantidad central de interés cuando se describen los fo-
nones es el nimero de fonones en una frecuencia vibracional especifica, es decir, la densidad

de estados vibracionales.

Usando cdlculos DFT para predecir la densidad de estados vibracionales es con-
ceptualmente similar al proceso de encontrar modos normales localizados. En estos célculos,
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pequenos desplazamientos de 4&tomos en torno a sus posiciones de equilibrio son usados pa-

ra definir aproximaciones de diferencias finitas a la matriz Hessiana para el sistema de interés.

5. Discusion y resultados

5.1. Sin acoplamiento espin-orbita

En esta seccion se muestran todos los resultados obtenidos para los sistemas H g7'e,
ScAuPb, ScPtBi, LuPtSb, LaPtSby LaPtBi, sin incluir las contribuciones del acopla-

miento espin-orbita o SOC (spin-orbit coupling) dentro del formalismo de DFT.

Para realizar los cédlculos computacionales para estudiar las propiedades estructu-
rales, la estructura electrénica y las relaciones de dispersion de los modos de vibracién se
hace uso del paquete AB-initio de Vienna 6 VASP [Kresse y Hafner, [1993] [1994; Kresse
y Furthmiiller, [1996; Kresse y Furthmiiller, 1996], basado en la Teoria del Funcional de la
Densidad y el paquete libre para calculo de fonones a niveles armonicos y cuasi-armonicos

Phonopy [Togo y Tanaka, 2015].

Previamente, se realizé una optimizacion para los puntos k (tamafo de la zona de
Brillouin donde se realizaran los célculos) y la energia de corte (energia limite que permite
truncar la base de ondas planas), obteniendo una malla de 6 x 6 X 6 y una energia de 300
eV. Estos valores se emplearon para cada sistema y para todos los cdlculos posteriores. Para
determinar el pardmetro de red, se emplea la ecuacion de estado de Murnaghan, una ecuacioén
de estado termodindmica que determina el minimo valor del pardmetro de red en funcion de

la energia del estado base [Murnaghan, |1944].
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5.1.1. Ajuste de parametro de red

Los ajustes realizados para cada sistema, como se muestra en la figura [20] se lleva-
ron a cabo empleando solo tres pseudopotenciales: PBE (Perdew—Burke—Ernzerhof) [Perdew
y cols.,|1996], MSO (made simple 0) [Sun y cols., 2012] y SCAN (funcional de densidad se-
milocal fuertemente restringida y adecuadamente normada) [Sun y cols., 2015]]; dejando de
fuera a MBJ (Becke-Johnson modificado) ya que este no posee una contribucién de energia
de correlacién e intercambio y por ello no se pueden realizar calculos autoconsistentes y
en consecuencia no se puede optimizar la energia ni los parametros de red de los sistemas
[Tran y Blaha, [2009]. EI pseudopotencial MBJ solo permite célculos de estructura electroni-
ca tomando los pardmetros de red de cdlculos autoconsistentes realizados con algiin otro

pseudopotencial, Tran y Blaha recomiendan emplear GGA o LDA.
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Pardmetro de red (A) Moédulo de Bulk (GPa)
Compuesto
PBE | MSO | SCAN | Referencia | PBE MSO | SCAN Referencia

HgTe 6.65 | 649 | 6.49 6.46 3420 | 44.07 | 41.28 42.30°
LaPtBi 6.97 | 6.87 | 6.89 6.83° 78.79 | 88.12 | 90.56 79.60¢
LaPtSb 6.86 | 6.77 | 6.77 6.88" 85.62 | 95.87 | 95.65 -
LuPtSb 6.54 | 645 | 6.43 6.46° 103.34 | 129.30 | 133.08 | 123.81¢104.13f
ScAuPb | 6.61 | 6.52 | 6.50 6.64" 78.14 | 94.87 | 95.66 78.64#
ScPtBi 6.52 | 643 | 642 6.56" 99.51 | 11549 | 121.40 -

* Estos sistemas no se encuentran en la naturaleza. El parametro fue determinado con una es-
tructura FCC y un célculo con DFT-GGA [|Al-Sawai y cols.|2010]-

* Ref. [Kruse}|1981].

b Ref. [K. A. Gschneidner y Pecharsky|[2007].

¢ Ref. [Werner y cols.| | 1983].

d Ref. [Shrivastava y Sanyal| 2018].

¢ Aproximacién LDA [Narimani y Nourbakhsh|2017].

' Aproximacién GGA [Narimani y Nourbakhsh| 2017].

¢ Ref. [Enamullah y cols.|2020].

- No se encontrd ninguna referencia.

Cuadro 1: Parametro de red 6ptimo y médulo de Bulk. Valores determinados por medio de

un ajuste con minimos cuadrados a la ecuacion de estado de Murnaghan.
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Figura 20: Ajustes de pardmetro de red para los funcionales PBE, MS0O y SCAN, empleando

la ecuacion de estado de Murnaghan. Los valores de la energia fueron normalizados.

Los resultados del cuadro [[| muestran como en general los pseudopotenciales tipo
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meta-GGA permiten un pardmetro de red mds aproximado a los reportados en la literatura
mientras que PBE al pertenecer a la aproximacién GGA tiende a sobre-estimar los valores,
algo que ya se ha visto que ocurre para los aislantes topoldgicos [Lin y cols.,[2010; Chadov y
cols., 2010]. Se encuentran algunas excepciones para el LaPtSb, ScAuPby ScPtBi; pero
esto es debido a que estos sistemas no se encuentran de forma natural en una estructura FCC
y por ello los valores de referencia son pertenecientes a calculos con primeros. principios
para esa estructura y empleando funcionales tipo GGA. Los parametros obtenidos fueron

empleados para calculos posteriores que se muestran mas adelante.

5.1.2. Dispersion de fonones

En seguida se presentan las relaciones de dispersion de los fonones, cuya aporta-
cién nos permite determinar la estabilidad mecanica de la estructura que poseen los sistemas,
lo cual es importante considerando que algunos de los sistemas como LaPtSb, ScAuPb'y
ScPtBino poseen estructuras ctbicas de forma natural o incluso no se han demostrado expe-
rimentalmente, ademds que permiten determinar algunas propiedades como la conductividad
térmica y propiedades termoeléctricas. El tratamiento de sistemas no periddicos cuya simetria
traslacional ha sido interrumpida por algin defecto en el cristal (dtomo intersticial, vacancia,
dislocacion)[Leslie y Gillan, [1985]], vacio (moléculas, cimulos atémicos o clusters, sistemas
ldminares)[Rappe y cols., |1992], interfaces, materia suave, etc., puede ser reformulado usan-
do el concepto de supercelda [Payne y cols., 1992} Allen y cols., 1989]]. En pricipio, un s6lido
podria ser aproximado por medio de un cimulo grande, ya que la mecénica cudntica de los
atomos mas cercanos al centro se aproxima a los del sélido o volumen. Sin embargo, el ta-
mafio del cdmulo requerido para aproximar un sélido es grande debido a la dominancia de la
superficie sobre los &tomos del volumen en pequefios y medianos cimulos. Por lo anterior, la
mejor solucion general es usar un nimero limitado de repeticiones de la celda primitiva com-
binada con condiciones de frontera periddicas, es decir una supercelda. Para estos célculos se
recurri6 al método de supercelda empleado en Phonopy, utilizando superceldas de 2 x 2 x 2

para todos los sistemas analizados.
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En la figura 21} donde solo se muestran resultados con el funcional PBE debido a
que el resto tuvo problemas de convergencia o arrojé frecuencias negativas o0 modos imagi-
narios, es posible observar la estabilidad estructural que poseen estos sistemas semi-Heusler
y el HgTe, ya que las ramas actsticas convergen a cero en el punto gamma y no se presentan
frecuencia negativas. En la celda primitiva se observa que hay 9 ramas o modos de vibra-
cion en total, de las cuales 3 son ramas acustica y 6 (3 para el caso del Hg7'e) son ramas
Opticas. Se presenta un doble degeneracion en todos los sistemas para los modos acustico
en la ruta I' — L, esta degeneracion aumenta para el resto de las rutas. Vemos que no hay
cruces de ramas y se tiene una brecha en las ramas pticas, lo que significa que solo se tienen
efectos armonicos. Sin embargo en el LaPtBiy LuPtSh las ramas actsticas y Opticas se
tocan, lo cual podria inducir dispersiones fondn-fonén y conduciria a bajas conductividades
térmicas de red [Enamullah y cols., [2020]. Por lo anterior, podria esperarse que los sistemas
LaPtBiy LuPtSb posean bajas conductividades térmicas, un hecho analiado por Guang-
gian Ding [Ding y cols., 2016], comparados con el resto de sistemas semi-Heusler mientras
que el HgTe tendria el valor més alto. Se ha observado en algunos trabajos como también
se pueden presentar fases topoldgicas en las relaciones de dispersion para los fonones, sin

embargo esto no se presenta ni se analiza en el trabajo que aqui se muestra.
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Figura 21: Dispersion de fonones con el funcional PBE. La ruta de puntos de alta simetria
fuel'— X —W — K —T'— L — X. Se observan 3 ramas actsticas y 3(/N — 1) ramas Gpticas,

donde N es el nimero de atomos del sistema.
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5.1.3. Estructura de bandas

En la figura22] se muestran las relaciones de dispersion para la energia, enfocdndo-
nos en el punto de alta simetria Gamma, donde puede ocurrir la inversién de bandas para
un aislante topologico. Para este cdlculo se empled el parametro de red determinado en la
seccion anterior. Hay que hacer notar que para el funcional MBJ se tomo el parametro per-
teneciente al cdlculo con PBE, debido a la incapacidad de realizar célculos autoconsistentes

por parte de MBJ como se mencioné anteriormente.

Brecha de banda E, (eV) Fuerza de inversion de banda A (eV)
Compuesto
PBE | MBJ | MSO | SCAN Ref. PBE | MBJ | MSO | SCAN Ref.

HgTe 0 + 0 0 0* 0.93 | 2.137{ 120 | 1.00 | 0.4121.04f0.302¢
LaPtBi 0 - 0 0 0? 0.89 - 0.09 | 0.90 0.6540.86"
LaPtSb 0.04 - 0.69 | 0.04 0.23° -0.04 - -0.69 | -0.04 -0.0320.24f
LuPtSb 0 1.41% | 0.14* 0 +° 033 | -1.75 | -0.34 | 0.12 -0.0120.23f
ScAuPb | 0.08%* 0 + 0.25% | 0.06%40.23*°| -0.11 | 0.29 | -0.69 | -0.47 -0.1520.06f
ScPtBi 0 + 0 0 0? 0.64 | 1.09 | 034 | 0.57 0.702 0.96f

* Semi-metal.

 Metal.

* Brecha de banda indirecta.

* Empleando MBJLDA [Al-Sawaiy cols.|[2010].

b Ref. [Xue y cols.|[2016)].

¢ Ref. [Narimani y Nourbakhsh|2017].

¢ Empleando funcional PBE [Enamullah y cols.| 2020].

¢ Empleando funcional HSEO6 [Enamullah y cols.||2020].
f Empleando GGA [Al-Sawai y cols.|2010].

¢ Ref. Experimental [Hansen y cols.||1982].

Cuadro 2: Brecha de banda y fuerza de inversion de banda sin acoplamiento espin-Orbita.
Los sistemas con lantano muestran comportamientos metalicos para MBJ y algunos de los

sistemas exhibieron comportamientos semi-metalicos. Los valores de brecha igual a cero,

pertenecen a compuestos semiconductores sin brecha.

En el cuadro [2, se puede observar que PBE y SCAN son los funcionales que se
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acercan mds a los valores de A (fuerza de inversion de bandas) reportados. El funcional MBJ
parece alejarse de los valores de los otros funcionales ya sea sobreestimando o subestimando
el valor de la fuerza de inversion de bandas, tiende a dar un caracter metdlico a los compues-
tos y parece fallar para los casos donde se tienen atomos de La Pt asi como se aprecia en la
figura 22} lo cual podria deberse a interacciones de correlacion fuertes entre los orbitales 5d
de los metales pesados de lantano y platino [Xue y cols., 2016]. Lo anterior significa que los
orbitales estan interactuando y no permiten una descripcion adecuada de los estados indivi-
duales debido a que DFT trabaja en el supuesto de que se tienen electrones no interactuantes.
Ahora hablando de forma mas especifica, para el H g7T'e todos los resultados muestran una fa-
se topoldgica con una fuerza de inversion de bandas positiva, figura[22] Lo mismo ocurre para
el ScPtBiy LaPtBi con valores positivos, con una excepcion para el funcional MBJ. Para
el ScAuPb ocurre el caso contrario y predominan valores negativos, por ello se considera un
caso trivial de aislante, lo cual coincide con la literatura. En el LuPtSb es donde se tiene la
mayor discrepancia de resultados ya que por un'lado se tiene un caracter topologico para los
funcionales PBE y SCAN, mientras que se tiene un caricter trivial para el MBJ y MSO, en
este particular caso los resultados estan alejados de lo que se ha reportado y el cual se apro-
xima a cero, esto podria deberse al nimero de electrones considerados en el pseudopotencial
del lutecio. Finalmente, para-el LaPtSb predomina el comportamiento trivial observado en

la figura[22] el cual estd en concordancia con resultados previos.

Retomando lo que se observo con el lantano y el lutecio. En estos casos los pseu-
dopotenciales que se tenian disponibles para estos dos elementos consideran un total de 9
electrones de valencia, cuando en realidad deberian ser 3 para que los sistemas sean topoldgi-
camente equivalentes al H gT'e, el cual posee un total de 18 electrones, y para que la carga
nuclear se conserve. Anteriormente se menciond que se pueden realizar ciertos cambios o
deformaciones en un sistema, los cuales pueden ser cambios en la estructura cristalina por
medio de deformacidn, cambios en las cargas nucleares de los 4tomos mientras se mantenga
la neutralidad de la carga o cambios en la intensidad del acoplamiento espin-Orbita [Lin y

cols., 2010]. Esto significa que los resultados pueden haberse visto afectados por este hecho,
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aunque no se observa alguna tendencia o comportamiento més que con el caso de MBJ pa-
ra los sistemas con lantano. Este hecho es estudiado por Kiejna, quien construyé sus propios
pseudopotenciales dentro del método de PAW (Projector Augmented Wave) para compararlos
contra métodos Full-Potential, los cuales tienen costos computacionales més altos, y observo
variaciones en los pardmetros de red y energia de formacion del RuQO- al considerar electro-

nes de niveles 5f y 4p [Kiejna y cols., 2006].

También hay que remarcar que todos los resultados del cuadro2]y de la figura22]se
ven afectados por la falta del acoplamiento espin-6rbita, pero que se considera mas adelante.
Esto se refleja en el hecho de que no observamos division en las bandas de energia en [' y
cerca del nivel de Fermi, las cuales deberian dividirse en las bandas I's, I'7 y I's, con una

degeneracion doble, doble y cuddruple respectivamente.
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Figura 22: Estructura de bandas para cada uno de los materiales estudiados y empleando los
diferentes funcionales y sin acoplamiento espin-6rbita. El punto rojo representa estados tipo
s,1os cuales en el caso de los aislantes topoldgicos se encuentran en la banda I's. Dependiendo
de la ubicacion de la banda I'g, se clasifican los materiales en: No trivial, Trivial e Incierto

(para el caso del comportamiento metalico).
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5.1.4. Densidad de estados

Ahora, con las densidades de estados presentadas en la figura[23] podemos observar
como se distribuyen los estados electrénicos por cada nivel de energia, lo que nos permite
distinguir si el material posee un cardcter metdlico, semiconductor o aislante, dependiendo
de esa distribucion y la existencia o ausencia de una brecha cerca del nivel de Fermi, tam-
bién se puede observar como se dan las contribuciones por elementos o incluso por orbitales

atdmicos, aunque en este trabajo se analizan las contribuciones totales.
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Figura 23: Densidad de estados electrénicos totales sin acoplamiento espin-6rbita y por ele-
mento empleando los funcionales PBE y MBJ. El nivel de Fermi se encuentra en el cero sobre

el eje de la energia y en la parte superior derecha de cada grafica se muestra la leyenda de las

contribuciones por elemento.
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En la figura 23] solo se muestran los resultados con PBE y MBJ, pero el resto de
graficas puede encontrarse en el apéndice [A]l En estos resultados vemos como para el HgT'e,
LaPtBi, LaPtSby ScPtBi, se comprueba el cruce de bandas visto en la figura 22| de es-
tructura de bandas empleando MBJ, ya que no se observa un brecha en el nivel de Fermi.
Sin embargo, el cruce de bandas no es el mismo en los cuatro sistemas, ya que el HgT'e'y el
ScPtBi muestran el cruce de un semi-metal mientras que los sistema LaPtX (X = Bi, Sb)
si tienen un cruce completo de bandas como en un metal. Con PBE, y también con MSO y
SCAN se tiene una brecha de energia de 0, la cual podiamos ver también en su estructura de
bandas. Para estos casos se trata de un comportamiento semiconductor sin brecha, es decir
las bandas de valencia y conduccion de acercan tanto que se logran tocar y esto es debido a
metales pesados como en este caso lo son el La, Pt, Bi'y Sb [Shrivastava y Sanyal, 2018;

Shekhar y cols., 2013]].

Enfocdndonos ahora en el LaPtSb, aqui se observa el mismo comportamiento
metalico para MBJ al igual que ocurri6 para el La Pt B1, pero con PBE si se tiene una brecha,

la cual es directa.

Con el LuPtSblabrecha se presenta para MBJ y es indirecta, destacando que es el
unico caso que mostré una brecha mayor a 1 eV, lo cual no concuerda con resultados reporta-
dos en donde se observa un comportamiento semi-metalico y los cuales podrian relacionarse
con efectos de correlacion entre el Lu y el Pt [Al-Sawai y cols., [2010; Narimani y Nour-
bakhsh, 2017]. Por tltimo el ScAuPb muestra una brecha indirecta con PBE y una brecha de
cero con MBJ, siendo el primer resultado el méds aproximado a lo reportado en otros trabajos

[Enamullah y cols., 2020].
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Nivel de Fermi Er (eV)
PBE MBIJ MSO | SCAN

Compuesto

HgTe 22150 | -2.6875 | 1.9057 | 2.5178
LaPtBi 7.5852 | -0.6491 | 6.0052 | 7.4509
LaPtSb 8.0736 | 0.0645 | 6.4553 | 7.9826
LuPtSb 6.8733 | -0.1324 | 5.6800 | 6.7729
ScAuPb | 5.9127 | 2.0807 | 5.4208 | 6.1244
ScPtBi 7.1420 | 3.2112 | 6.7502 | 7.3254

Cuadro 3: Nivel de Fermi determinado con los calculos para la densidad de estados electroni-
cos sin acoplamiento espin-Orbita. Este valor representa el Gltimo nivel energético completa-
mente lleno con electrones y por lo tanto representa una divisién-entre las bandas de conduc-

cién y valencia.

En el cuadro [3] se pueden analizar los valores de los niveles de Fermi. Este nivel
de Fermi permite distinguir el dltimo nivel de.energia que pueden ocupar los electrones de
un sistema que se encuentra a 0 Kelvin, los cuales obedecen el principio de exclusion de
Pauli. Debido a esto, los electrones que se encuentran por debajo de este nivel son electrones
de valencia y se mueven a través de la banda de valencia y los que estdn por arriba son
electrones de conduccion que se desplazan por la banda de conduccidn. Es por lo anterior que
este nivel permite distinguir como es que interaccionan las bandas de valencia y conduccion,
y distinguir qué tipo de comportamiento estd mostrando el sistema. Los resultados obtenidos
de niveles de Fermino son muy diferentes en los casos de PBE, MSO y SCAN, solamente los
valores con MBJ muestran valores alejados del resto, sin embargo no se encontraron valores

reportados de este pardmetro para poder realizar una comparacion.

5.2. Incluyendo acoplamiento espin-orbita

El mecanismo primario bajo el cual emergen las fases aislantes topoldgicas en los
materiales es el acoplamiento espin-6rbita [Hasan y Kane, 2010; Q1 y Zhang, [2011]. Las
interacciones espin-Orbita pueden ser incorporadas naturalmente dentro de las aproximacio-

nes de pseudopotencial [Kleinman, 1980; Bachelet y Schliiter, |1982; Theurich y Hill, 2001;
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Hemstreet y cols., 1993]], debido a que la mayor contribucion de estas interacciones a los elec-
trones de valencia se origina en la region central cerca del nicleo [Martin, [2004]. Para incluir
el acoplamiento espin-Orbita en los célculos de estructura electronica, se tiene que agregar
al hamiltoniano de las ecuaciones de Kohn-Sham un término adicional dado por Bachelet y

Schliiter [Bachelet y Schliiter, 1982]], y Hybert y Louie [Hybertsen y Louie, |1986]

H = Y |1s) Vi%(r)L - S (is| (104)
l,s

Vo0 = L(v L~V 1) (105)

l - 2l+1 l+§ 175

Donde [ es el nimero cudntico azimutal de un orbital atdmico que determina su
momento angular orbital y describe la forma del orbital, s describe el momento angular
intrinseco del electrén, |Is) (Is| es el proyector del producto directo L L de funciones de un
determinado momento angular multiplicado por el espacio de espin, y L y S son el operador
de momento angular orbital y de espin respectivamente [[Verstraete y cols., 2008|]. Para meta-
les de transicion de la segunda fila 6 periodo cinco y elementos pesado, aunque también para
algunos elementos ligeros, el efecto espin-Orbita es esencial para reproducir correctamente la
estructura electrénica de algunos materiales. Como se menciond, con esta contribucién so-
lo se realizan de nuevo los calculos de estructura electronica, ya que no se ven afectadas la
estructura cristalina ni las posiciones atdmicas, por lo tanto el acoplamiento espin-6rbita no
afecta el valor del parametro de red ni la forma de las curvas de dispersién de los modos de

vibracion [[Verstraete y cols., 2008]].

5.2.1. Estructura de bandas

Agregar la contribucion de SOC modificé varios de los valores para algunos siste-
mas, como puede verse en el cuadro 4| En general parecen haber incrementado los valores
de A y se modificaron o desaparecieron algunas brechas de energia. Para estos resultados ya
se puede ver una tendencia debido a los electrones considerados en los pseudopotenciales de

lantano y lutecio, ya que los A siempre estan por arriba de los valores de referencia para los
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casos de PBE y SCAN.

Brecha de banda E; (eV) Fuerza de inversion de banda A (eV)
Compuesto
PBE | MBJ | MSO | SCAN Ref. PBE | MBJ | MSO | SCAN Ref.

HgTe 0 + 0 0 0? 1.17 | 236 | 143 | 1.25 | 0.41%1.040.302¢
LaPtBi + - 0 + 0? 1.11 - 027 | 1.14 0.65%0.86¢
LaPtSb 0 - 0.51 0 0.23° 0.12 - -0.51 | 0.14 -0.0320.241
LuPtSb 0 | 1.29% | 0.02* 0 +° 0.50 | -1.63 | -0.17 | 0.31 -0.0120.23f
ScAuPb + + + 0.13* | 0.06%90.23*¢| -0.03 | 0.51 | -0.55 | -0.37 -0.15%0.06f
ScPtBi 0 + + 0 0? 0.77 | 1.32 | 0.48+| 071 0.7020.96f

* Semi-metal.

"~ Metal.

* Brecha de banda indirecta.

2 Empleando MBJLDA [Al-Sawai y cols.|[2010].

b Ref. [Xue y cols.|[2016].

¢ Ref. [Narimani y Nourbakhsh/2017].

4 Empleando funcional PBE [Enamullah y cols.|2020].

¢ Empleando funcional HSE06 [Enamullah y cols.||[2020].
" Empleando GGA [Al-Sawai y cols.| 2010].

¢ Ref. Experimental [Hansen y cols.||1982].

Cuadro 4: Brecha de banda y fuerza de inversion de banda con SOC. Los sistemas con lantano
muestran comportamientos metdlicos para MBJ y algunos de los sistemas exhibieron com-
portamientos semi-metalicos. Los valores de brecha igual a cero, pertenecen a compuestos

semiconductores sin brecha.
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Figura 24: Estructura de bandas para HgTe con y sin acoplamiento espin-6rbita. El punto rojo
representa estados tipo s, los cuales en el caso de los aislantes topoldgicos se encuentran en
la banda I'. Dependiendo de la ubicacion de la banda I'g, se clasifican los materiales en: No

trivial, Trivial e Incierto (para el caso del comportamiento metalico).

El HgTe es delos primeros aislantes topologicos que se propusieron y demostra-
ron experimentalmente. Aqui, en la figura se muestra la estructura de bandas con y sin
acoplamiento espin-Orbita y para cada pseudopotencial. Sin el acoplamiento ya se presentaba
una inversion de bandas ya que los estados tipo s se encuentran por debajo del nivel de Fermi
en el punto I', sin embargo las bandas no muestran division ni degeneracion, es decir niveles
o _bandas con el mismo valor de energia. Al agregar la contribucién del acoplamiento, las
bandas se dividen en tres cerca de I, teniendo las bandas I'g, I'; y I's. Sin embargo, el orden
de estas no es el correcto segun la literatura, ya que este deberia ser I'; — I's — I's, siendo I'g
quien posee los electrones con estados tipo s y las otras dos bandas tienen estados tipo p, pero
en los resultados obtenidos el ordenamiento que aparece es ['s — I'; — I's. Es facil ver que si
el ordenamiento fuera el correcto, el valor de A, definido como A = Ey, — Er,, coincidiria

mejor con los valores que ya se han reportado.
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El caricter semi-metdlico se conserva para el pseudopotencial MBJ y en general el
acoplamiento subi6 un poco el valor de las fuerzas de inversion de bandas, aproximadamente

0.2 eV, debido a la separacion de las bandas.
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Figura 25: Estructura de bandas para LaPtBi con y sin acoplamiento espin-6rbita. El punto
rojo representa estados tipo s, los cuales en el caso de los aislantes topoldgicos se encuentran
en la banda I['s. Dependiendo de la ubicacion de la banda I, se clasifican los materiales en:

No trivial, Trivial e Incierto (para el caso del comportamiento metalico).

Para el LaPtBi, en la figura las fases topoldgicas se conservan pero, hay una
separacion de bandas y un ligero incremento de aproximadamente 0.2 eV en el valor de A.
El caricter metédlico con MBJ sigue existiendo, aunque parece haber errores en las bandas
con acoplamiento espin-Orbita ya que se observan picos, que podriamos asociar a errores de
calculo, en las bandas de més alta energia. Aqui el unico resultado que tiene un correcto
ordenamiento de bandas es con MS0 y agregando el acoplamiento, sin embargo el valor de

A es mayor que el que aqui se reporta, como se puede ver en el cuadro ]
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Figura 26: Estructura de bandas para LaPtSb con y sin acoplamiento espin-6rbita. El punto
rojo representa estados tipo s, los cuales en el caso de los aislantes topoldgicos se encuentran
en la banda I['s. Dependiendo de la ubicacién de la banda I, se clasifican los materiales en:

No trivial, Trivial e Incierto (para el caso del comportamiento metalico).

En la figura [26|se muestra el sistema LaPtSbh, para este ocurre lo mismo que con
el anterior sistema LaPtBi con MBJ, el cual también tiene un dtomo de La y uno de Pt. Se
tienen las bandas de un metal aunque con la contribucién del acoplamiento se tienen errores
en las bandas mas altas. Para PBE y SCAN hubo un cambio en la estructura electronica, se
mostrd una inversion de bandas al agregar la contribucidn y con un correcto orden, ademds los
valoresde A son parecidos a los reportados por Al-Sawai empleando funcional GGA y que
revel6 un comportamiento no trivial [Al-Sawai y cols., 2010]. El unico pseudopotencial que
no se vio afectado por el acoplamiento fue MSO ya que la inversion de bandas no se presento
y este se acerca al valor encontrado por Al-Sawai usando el funcional MBJ [Al-Sawai y cols.,

2010].
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Figura 27: Estructura de bandas para LuPtSb con y sin acoplamiento espin-6rbita. El punto
rojo representa estados tipo s, los cuales en el caso de los aislantes topoldgicos se encuentran
en la banda I['s. Dependiendo de la ubicacién de la banda I, se clasifican los materiales en:

No trivial, Trivial e Incierto (para el caso del comportamiento metalico).

Analizando ahora el LuPtSb en la figura27] se observa que la inversién de bandas,
0 su ausencia, no se-vio.afectada por el acoplamiento, solamente se tiene una separacion en
la banda I' para PBE y SCAN y un desdoblamiento fuera de I' para MBJ y MSO. El resultado

mads parecido a la referencia es el de MSO con acoplamiento, que muestra una fase trivial

L

=

aunque con un valor muy cercano a Cero.
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Figura 28: Estructura de bandas para ScAuPb con y sin acoplamiento espin-orbita. El punto
rojo representa estados tipo s, los cuales en el caso de los aislantes topoldgicos se encuentran
en la banda I['s. Dependiendo de la ubicacién de la banda I, se clasifican los materiales en:

No trivial, Trivial e Incierto (para el caso del comportamiento metalico).
Al igual que en el caso anterior, el orden de las bandas del ScAuPb no se vio

afectado y solo ocurre una degeneracion en las bandas de I', esto se observa en la figura

MSO0 y SCAN muestran los valores méas parecidos a lo encontrado en referencias.
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Figura 29: Estructura de bandas para ScPtBi con y sin acoplamiento espin-6rbita. El punto
rojo representa estados tipo s, los cuales en el caso de los aislantes topoldgicos se encuentran
en la banda I['s. Dependiendo de la ubicacién de la banda I, se clasifican los materiales en:

No trivial, Trivial e Incierto (para el caso del comportamiento metalico).

Por ultimo, en la estructura de bandas del ScPtBi en la figura 29| siempre se con-
serva la inversion de bandas, la cual coincide con resultados ya reportados. El acoplamiento
separd las bandas-en I', ademds de desdoblarlas, y el dnico pseudopotencial con el correc-
to orden es MS0. Sin embargo, los valores més parecidos a los reportados son los de PBE
y SCAN, destacando que si tuvieran un correcto orden de bandas sus valores no variarian

demasiado y se acercarian atin mas a los valores de la literatura, como se ve en el cuadro

5.2.2. Densidad de estados

En seguida se presentan los resultados de la distribucién de estados electrénicos por
nivel de energfa agregando la contribucion de espin-6rbita, esto se ve en la figura [30] Estas
gréificas nos ayudardn visualizar los comportamientos de las bandas de conduccion y valencia

con respecto a los resultados vistos anteriormente.
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Figura 30: Densidad de estados electrénicos totales con acoplamiento espin-6rbita y por ele-
mento empleando los funcionales PBE y MBJ. El nivel de Fermi se encuentra en el cero sobre
el eje de la energia y en la parte superior derecha de cada grafica se muestra la leyenda de las

contribuciones por elemento.

De nuevo, en esta ﬁgura solo se muestran los resultados con PBE y MBJ, el resto
de graficas puede encontrarse en el apéndice [A] Para el H gT'e no hubo ningiin cambio en las
brechas al agregar el acoplamiento. En el LaPtB7 cambid el resultado para PBE y SCAN,
pasando de una brecha de cero a un cruce de bandas, como en un semi-metal aunque esto no
concuerda con lo visto por Al-Sawai [Al-Sawai y cols., 2010]. Para LaPtSb desaparecieron
las brechas en PBE y SCAN, y se redujo el valor de la brecha de energia de MSO en aproxi-
madamente 0.2 eV/. Ahora con el LuPtSb se mantuvieron los comportamientos vistos sin el

acoplamiento, solo se redujo el valor de las brechas aunque se mantuvieron de tipo indirecto.
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También hubo un cambio para ScAuPb, donde desaparecieron las brechas en PBE y MBJ, y
ahora hay un cruce de bandas caracteristico de un semi-metal pero esto resulta no concordar
con la referencia encontrada [[Enamullah y cols.,|[2020]]. Por otro lado con SCAN se mantuvo
la brecha indirecta aunque con un valor ligeramente menor. Por tltimo en ScPtBu los re-
sultados se mantuvieron igual excepto para MS0, en el cual se cruzaron las bandas cerca del

nivel de Fermi.

Nivel de Fermi Er (eV)
PBE MBJ MSO | SCAN
HgTe 24605 | -2.7737 | 2.1290 | 2.7579
LaPtBi 7.8064 | -0.6222 | 6.2033 | 7.7014

Compuesto

LaPtSb 8.2140 | 0.0803 | 6.7122 | 8.1425
LuPtSb 7.0315 | 0.0686 | 57984 | 6.9485
ScAuPb | 5.9703 | 2.1857 | 5.4604 | 6.2367
ScPtBi 7.2844 | 3.1777 | 6.7821 | 7.4963

Cuadro 5: Nivel de Fermi determinado conlos calculos para la densidad de estados electroni-
cos con acoplamiento espin-Orbita. Este valor representa el ultimo nivel energético comple-
tamente lleno con electrones y por lo tanto representa una division entre las bandas de con-

duccién y valencia.

Por otro lado, en general los niveles de Fermi en el cuadro[5]se vieron afectados por

la contribucién de acoplamiento elevando sus valores en no mds de 0.2 eV aproximadamente.

6. Conclusiones

El estudio de los materiales o compuestos dentro del marco de la Teoria del Funcio-
nal de la Densidad, permite realizar una buena descripcion de las propiedades estructurales,
electronicas y mecanicas (vibracionales o fondnicas). Los pardmetros de red y mdodulos vo-
lumétricos se ven beneficiados por el empleo de funcionales tipo meta-GGA, corrigiendo el
problema de sobrestimacion presentado con el funcional PBE. Todos los sistemas presenta-

ron estabilidad estructural por medio del andlisis de sus modos vibracionales, los cuales no
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mostraron frecuencias negativas, sin embargo los funcionales meta-GGA presentaron pro-
blemas de convergencia y errores de cdlculo, algo que tal vez se podria corregir empleando

superceldas de mayor tamafo o considerando efectos de correlacion fuerte.

Por otro lado, los resultados a partir de los cdlculos de estructura electrénicas per-
miten concluir que las inversiones de bandas, que se sabe deben estar presentes en los aislan-
tes topoldgicos, no dependen de la contribucion del acoplamiento espin-Orbita, debido a que
incluso el H gTe siendo un material ya estudiado también experimentalmente muestra una in-
version de bandas en I sin la necesidad del acoplamiento. El Ginico material que presentd una
inversion al incluir el acoplamiento fue el LaPtSb con los funcionales PBE y SCAN, des-
tacando que los valores de fuerza de inversion de bandas fueron los més cercanos a cero de
todos los sistemas estudiados. Sin embargo, algo que si se puede atribuir a este acoplamiento
es la division y el desdoblamiento de las bandas en el punto I', ya que absolutamente todos
los sistemas sufrieron una separacion de sus bandas, resultando las bandas I's, I'7 y I's, con
una degeneracion doble, doble y cuddruple respectivamente. Pero a pesar de lo anterior, el
ordenamiento de las bandas no fue el correcto para la mayoria de los sistemas que mostraron
una fase topoldgica no trivial. La mayoria de los resultados muestran un orden I'y — I'7 — I'g,
es decir que las bandas ['g y I'; estdn invertidas, lo cual no es correcto. Algunos autores han
implementado el funcional MBJ como una medida para corregir este problema [Feng y cols.,
2010; Narimani y Nourbakhsh, [2017]], sin embargo los c6digos que emplean estan dentro del
método Full-Potential y en nuestro caso se empled un codigo con método Pseudopotencial.
En otros trabajos, se ha propuesto emplear efectos de correlacion por medio de implementar
el término de Hubbard y asi tener una mejor descripcion de las interacciones de los orbitales
5d de los elementos que componen el sistema, algo que parece mds factible considerando los
codigos que fueron empleados [Anversa y cols., 2014; Xue y cols., 2016]. Lo anterior podria
ayudar también a una mejor descripcién de los sistemas LaPtBi, LaPtSby LuPtSb, los

cuales mostraron problemas debido a las interacciones del lantano y lutecio con el platino.
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A. Densidad de estados con MS0 y SCAN
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Figura 31: Densidad de estados electrénicos para el HgTe
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Figura 32: Densidad de estados electronicos para el LaPtBi
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Figura 33: Densidad de estados electronicos para el LaPtSb
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Figura 34: Densidad de estados electronicos para el LuPtSb
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Figura 35: Densidad de estados electronicos para el ScAuPb
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Figura 36: Densidad de estados electronicos para el ScPtBi
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